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tividades en sus respectivas áreas laborales tuvieron la amabilidad de 
revisar y realizar observaciones a mi escrito con el proposito de mejo- 
rarlo. De igual manera gracias al personal docente del departamento 
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2.4. Trayectorias  para  N  = 2  vórtices  fijos  con  vorticidades 

iguales 18 
2.4.1. Mediante coordenadas polares 19 
2.4.2. Mediante el mapeo z2 21 
2.4.3. Mediante los puntos cr ı́ticos de la energ ı́a 26 
2.5. Dirección de recorrido de las curvas integrales para N  = 2 
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Caṕıtulo 3. N  vórtices  en interacción  47 
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Introducción 

 
El objetivo principal de este trabajo es realizar un análisis cualita- 

tivo de la dinámica de una part́ıcula que se encuentra bajo la influencia 
de un campo de velocidades generado por N      1 remolinos o vórtices 
fijos  en  el  plano,  y  de  la  dinámica  de  un  sistema  de  N  vórtices  del 
plano  en  interacción.  Se  puede  mostrar  que  el  campo  de  velocidades 
de un fluido plano incompresible puede ser aproximado por el campo 
generado por un sistema finito de vórtices. Aśı, la ecuación diferencial 
parcial de Navier-Stokes para un fluido sin viscosidad (ecuación de Eu- 
ler) se convierte en un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias. 

 
Los  sistemas  de  vórtices  tienen  muchas  aplicaciones  en  mecánica 

de fluidos, en particular en meteorolog´ıa, donde permiten modelar la 
parte central de un huracán. 

 
Los resultados que se presentan en esta tesis son considerados como 

clásicos  en  el  estudio  de  los  sistemas  de  vórtices.  Sin  embargo,  no  se 
conocen referencias que los abarquen en una teoŕ ıa elemental como la 
que exponemos aqu ı́, y donde se proporcionan todas sus demostraciones 
completas, incluyendo las pruebas de los lemas de geometr ı́a diferencial 
que requieren. Por lo mismo, la lectura de esta tesis puede ser de interés 
para cualquier matemático con conocimientos básicos en geometŕıa di- 
ferencial, análisis real y complejo, en búsqueda de una introducción a 
los temas geométricos de la dinámica de vórtices, y aśı exponer pruebas 
más concisas. 

 
Las ecuaciones diferenciales ordinarias que proporcionan los mo- 

vimientos  de  los  vórtices  fueron  encontradas  por  Helmholtz  en  1858 
([25]).  Kirchhoff  las  expresó  como  sistema  hamiltoniano  por  primera 
vez ([26]). Se considera que Gröbli ([16]) y Poincaré ([11]) fueron los 
primeros en resolverlas en el caso de interacciones de N  = 3 vórtices. 
Más recientemente, enfoques modernos nos dieron otro entendimiento 
conceptual  sobre  la  integrabilidad  del  problema  de  tres  vórtices  ([8], 
[9],[10], [13], [17], [18]). Se sabe que las ecuaciones de Helmholtz no 

son integrables para N  ≥ 4 vórtices. 

El desarrollo de la tesis comienza demostrando de dos maneras di- 
ferentes,  a  saber,  con  la  fórmula  integral  de  Cauchy  y  la  fórmula  de 
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Green, que un campo de velocidades es idénticamente cero cuando no 
hay  vórtice  o  bien  cuando  la  vorticidad  es  nula.  Esto  es  el  preludio 
para demostrar la existencia y unicidad de un campo vectorial genera- 
do  por  uno  o  más  vórtices  y  con  vorticidades  constantes.  También  lo 
calculamos de manera expĺıcita. Este campo vectorial propocionará las 
ecuaciones de Helmholtz de un sistema de vórtices. 

 
En el segundo cap ı́tulo se estudian las trayectorias de un punto 

móvil  en  el  campo  generado  por  uno  o  varios  vórtices  fijos,  de  mis- 
ma vorticidad, enfatizando los casos particulares de N = 1 (donde las 
trayectorias  son  circunferencias  concéntricas  recorridas  con  velocidad 
angular  constante),  N  =  2  vórtices  fijos  y  de  un  poĺıgono  regular  de 
vórtices. Estas trayectorias son las curvas de nivel de la enerǵıa cinéti- 
ca,  logaritmo  del  producto  H  de  las  distancias  del  punto  móvil  a  los 
vórtices. El trazo de las trayectorias se expone mediante varios métodos 
como son: coordenadas polares, mapeo z2 y puntos cŕıticos de la función 
H.  Para  el  método  de  puntos  cŕıticos  se  requiere  de  herramientas  del 
cálculo  como  el  teorema  de  valores  extremos  y  también  de  resultados 
más  sofisticados  como  el  teorema  de  la  curva  de  Jordan  o  el  teorema 
del flow box. 

 
En el último caṕıtulo se estudian los movimientos de N  vórtices en 

interacción, enfatizando los casos integrables N  = 2, y N  = 3 con vorti- 
cidades iguales. Esto equivale a estudiar las intersecciones de superficies 
de nivel de las integrales primeras (enerǵıa cinética, momento angular), 
lo que requiere el cálculo de los puntos cŕıticos de la restricción de una 
función a una superficie. 
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Cap´ıtulo  1 
 

Campo  generado  por  un  sistema  de  N  vórtices 

en R2 

 
Recordemos que, f´ısicamente, a la materia se le puede encontrar en 

los estados sólido, ĺıquido y gaseoso. Estos dos últimos llamados fluidos 
y en otros casos especiales superfluidos. Un cuerpo sólido se caracteriza 
por tener forma y volumen constante a lo largo del tiempo. En el caso 
de un fluido que se desplaza se dice que es incompresible cuando su 
densidad permanece constante a lo largo del tiempo. Matemáticamen- 
te la divergencia de un campo vectorial que representa el flujo de un 
fluido es cero. 

 
Por otra parte, en términos f́ısicos, podemos decir que la vorticidad 

es  una  magnitud  que  cuantifica  la  rotación  de  un  fluido.  Es  decir,  la 
vorticidad está ́ıntimamente ligada al rotacional del campo de velocida- 
des del fluido y caracteriza a un vórtice. En los fluidos incompresibles y 
sin viscosidad la propagación de la vorticidad es nula y es posible hallar 
regiones singulares extremadamente compactas donde la vorticidad es 
infinitamente  intensa.  Para  definir  de  manera  adecuada  a  un  vórtice 
en un punto en el plano se requiere hacer uso de una herramienta ma- 
temática conocida como la distribución δ de Dirac. 

 
 
 
 

1.1. La distribución  δ  de Dirac 

Consideremos  una  función  φ  :  R     R.  Se  define  al  soporte  de  φ 

como la cerradura topológica del conjunto   t     R : φ(t) = 0  . Observa- 
mos que para que el soporte de una función sea compacto es suficiente 
con  que  sea  acotado.  Ahora,  una  función  de  prueba  es  una  función 
infinitamente diferenciable y con soporte compacto, un ejemplo de la 
gráfica  de  una  función  de  prueba  se  muestra  en  la  figura  (1.1).  Al 

conjunto de funciones de prueba se le denota como (R) y es un espa- 
cio vectorial infinitamente dimensional, con respecto a las definiciones 
usuales de suma y multiplicación por escalar de funciones. 

 
Una distribución o función generalizada es una funcional lineal con- 

tinua  F  :  T  → R.  Sea  f  :  R → R una  función  integrable.  Se  puede 
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 ǫ  ǫ 

 
 
 

definir la distribución F  generada por f  como 

F (φ) = 

∫

 f (t)φ(t)dt = 

∫

 
b 

f (t)φ(t)dt, 
 

  
donde el intervalo [a, b] contiene al soporte de la función φ        . La fa- 
milia de todas las distribuciones, denotada por     , también constituye 
un espacio vectorial sobre R (en nuestro caso). 

 

 

 

Figura  1.1.  Función  de  prueba  con  soporte  contenido 

en [−a, a]. 

Iniciamos con una breve explicación de la construcción y las propie- 
dades de la distribución δ de Dirac. Hay muchas sucesiones de funciones 

de  prueba  las  cuales  ✭convergen ✮ a  la  δ  de  Dirac.  Sean  a, ǫ      R,  con 
a > 0 y ǫ     0. Para fines prácticos, consideremos la sucesión de funcio- 
nes  1  ǫ   ǫ 

Sǫ(x) = 

. 
ǫ x + a, x ∈ 

Σ
− 2 , 2 

Σ 

,
 

0, x ∈/   − 2 , 2 

la  cual  es  una  sucesión  de  funciones,  como  se  muestra  en  la  figura 
(1.2). Observemos que Sǫ(x) es derivable salvo en los valores ǫ y − ǫ . 

 

  
 

Figura 1.2 

−∞ a 

∞ 
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La  ✭derivada ✮ de Sǫ(x) es la función 
1  ǫ    ǫ 

∆ǫ(x) = 

.

 
ǫ , x ∈ 

.
− 2 , 2 

Σ
 

0, x ∈/   − 2 , 2   , 

como  se  muestra  en  la  figura  (1.3)  y  define  un  ́area  igual  a  la  de  un 
rectángulo de área igual a 1 unidad cuadrada. 

 

 

 

Figura 1.3 

 
Suponga que ǫ 0. Entonces ∆ǫ(x) δ(x). No es posible dibujar la 

gráfica de esta  ✭función patológica ✮, pero se sugiere la gráfica de la 
figura (1.4). 

 

 

Figura 1.4 

 
Aś ı, δ(x) es cero en todas partes excepto en x = 0, donde hay una 

singularidad δ(0) = ∞, y tal que el área bajo la curva es 1, es decir, 
∞ 

∫

−∞ 

δ(x)dx = 1. 

ǫ  ǫ 
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ǫ Σ 
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Esta última ecuación realmente significa 
ǫ 

∞ ∞ 2  1 1 
∫ 

ĺ ım ∆ǫ(x)dx = ĺ ım 

∫

 

   

∆ǫ(x)dx = ĺ ım 

∫ 

dx = ĺ ım 

ǫ = 1. 

También tenemos que: 
 

∫

−∞ 

 
f (x)δ(x)dx = ĺ ım 

ǫ→0 

∞ 

f (x)∆ǫ(x)dx = ĺ ım 
−∞ ǫ→0 

ǫ 
  

2 

f (x) 
− 2 

1 
dx = 

ǫ 

 
l´ım 

ǫ→0 

1 2 

ǫ − 
2
 f (x)dx

Σ

 

 
= ĺ ım 

ǫ→0 

 1 

ǫ 
ǫf (xǫ) 

 
= ĺ ım f (xǫ) = f (0). 

ǫ→0 

En la última parte se utilzó el teorema del valor medio, lo que asegura 
 ǫ    ǫ 

la existencia de un xǫ ∈  − 2 , 2  . Y más aún, si ǫ → 0, entonces xǫ → 0. 

Aśı, la delta de Dirac es la distribución  o función generalizada  ge- 
nerada por δ y dada por: 

 

(1.1) 
−∞ 

Y además 

 

f (x)δ(x)dx = f (0). 

(1.2) δ(x) = 

. 
0, x 0

 

∞, x = 0. 

Considerando f (x) = 1 en la ecuación (1.1) tenemos 

∞ 

(1.3) δ(x)dx = 1. 
−∞ 

La  delta  de  Dirac  no  necesariamente  está  limitada  a  una  dimensión. 
Aśı  como  también,  puede  ser  cualquier  distribución  que  satiface  las 
tres propiedades (1.1), (1.2) y (1.3). Ver las referencias ([29], [30]). 

 

 
1.2. Campo de velocidades  cuando no hay  vórtices 

Definición  1.  Un  vórtice,  ubicado  en  Po  ∈  R2  y  de  vorticidad 

Γ ∈ R, es el campo de velocidades V, solución del sistema de EDP’s 
 

(1.4) 
div V = 0 

,
 

rot V = ΓδPo 

y que vale cero en el infinito, donde δPo   es la distribución de Dirac en 
Po. 

Tenemos dos observaciones. La primera es que el campo de velocida- 
des de la definición anterior es única, como se mostrará en los próximos 
teoremas. Y la segunda observación es que se está considerando que el 
campo de velocidades (flujo del fluido) es bidimensional, por lo que la 

ǫ 

∫ ∫ 

. 

−∞ ǫ→0 ǫ→0 

−∞ ǫ→0 − 2 

∞ ∫ 
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∂x ∂y 

∂x ∂y ∂x ∂x ∂y 

 
 
 

dirección  del  rotacional  es  siempre  ortogonal  a  dicho  plano.  Es  decir, 
si consideramos la función V(x, y) = (F (x, y), G(x, y), 0) y calculamos 
su rotacional, se obtiene: 

rotV = 

.

0, 0, 
∂G 

− 
∂F 

Σ 

, 
 

y con esto, podemos prescindir del uso del s ı́mbolo vector sobre el ro- 
tacional y simplemente considerarlo como un escalar. 

 
Es momento de caracterizar al campo de velocidades para el caso 

en que no hay un vórtice, para esto basta tomar la vorticidad Γ = 0. 

Lema 1. Todo campo vectorial V : R2 R2 de clase C1, con 
divergencia y rotacional igual a cero, y que vale cero en el infinito, es 
idénticamente cero. 

Demostración.  Este lema se demostrará de dos maneras distin- 
tas. 

 
Primera demostración. Usaremos la fórmula integral de Cauchy 

([33]). 
Sea V = (F (x, y), G(x, y)) un campo vectorial de clase C1, es decir, las 
derivadas parciales de F y G respecto a x y y existen y son continuas en 
todo punto (x, y) del plano. También, por hipótesis tenemos el sistema 

 ∂F  ∂tt 

   ∂x  
+  

∂y   
= 0 

   

 
en todo punto de R2. 

   

 
∂x − ∂y = 0, 

Ahora  se  define V := F (x, y), G(x, y) como el campo vectorial tal 

que V es el conjugado de V, es decir, F (x, y) = F (x, y) y G(x, y) = 
  

1 

−G(x, y).  Observamos  que  V  también  es  de  clase  C  ,  ya  que  las  de- 
   

rivadas parciales de F (x, y) = F (x, y) y G(x, y) = −G(x, y) existen y 
son continuas en todo punto del plano. Por otro lado, tenemos que V 
cumple con las ecuaciones de Cauchy-Riemann ([33]) como se muestra 
a continuación 

 
   

∂F ∂G ∂F 
− = − 

∂(−G) 
= 

∂F ∂G 
+ = 0 

∂x ∂y ∂x ∂y 

y 

∂x ∂y 

 
  

∂G ∂F 
+ = 

∂(−G) 
+ 

∂F ∂G ∂F 

= − + = − 

.
∂G 

− 
∂F 

Σ 

= 0. 

 

 

∂tt ∂F  

∂x ∂y ∂y 
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Luego V es anal´ıtica en C. 
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∇ 

∇ 

  

2 

∫ 

D 
∂D 

  

 
 

Si consideramos z = reiθ, se obtiene su diferencial dz = ireiθdθ y apli- 

cando la fórmula integral de Cauchy a V en cualquier w ∈ C, se obtiene 
1 V(z) 

 
  

1 2π V(reiθ) 

V(w) = 
   I 

dz = 
  

   ∫ 

ireiθdθ 
  

2πi 
C  z − w         2πi  0 reiθ − w 
1 2π V(reiθ) 

= 
2π 

∫

 
1 − w  e−iθ 

dθ → 0, 

c  uando r → ∞, ya que en este caso V(reiθ) → 0 (por hipótesis), luego 
  

V(reiθ) → 0. Por  lo que V(w) = 0, para todo w ∈ C. Pero, V(w) es    
el conjugado de V(w), para todo w ∈ C. Por lo tanto V(w) = 0, para 
todo w ∈ C. Y lo anterior implica que V es idénticamente cero. 

Segunda  demostración Mediante la fórmula de Green ([32]). 
Se considera la siguiente versión de la fórmula de Green. 

 

(1.5) 
D ϕ∆ψ = − 

∫

 
−→
∇ψ · 

−→
∇ϕ + 

∫

 ϕ
−→
∇ψ · 

−→
N , 

donde 
−→
N  es el vector normal a la frontera ∂D de la región D. 

Sea V un campo vectorial definido en todo el plano con divergencia y 
rotacional igual a cero. Como rotV = 0 y V está definido en todo R2, 
existe  un  campo  escalar  ψ  tal  que  V  =  

−→
ψ  (campo  gradiente).  Por 

otra parte 0 = divV = div(
−→

ψ) = ∆ψ  (Laplaciano). Si consideramos 

(1.5) y ψ = ϕ, entonces 
 

∫   

ψ∆ψ = − 

∫   
−→
∇ψ · 

−→
∇ψ + 

∫

 ψ
−→
∇ψ · 

−→
N 

0 = − 

∫    
−→
∇ψ

 2 

+ 

∫

 ψ
−→
∇ψ · 

−→
N 

D

 

∂D 

∫    
−→
∇ψ

 2  

= 

∫ 

ψ
−→
∇ψ · 

−→
N 

D ∂D 

∫   

"V"
2  

= 

∫ 

ψV · 
−→
N 

Si  ∂D  es  una  circunferencia  de  radio  infinito,  entonces  por  hipótesis 
V = 0. Luego 

∫

∂D 

ψV · 
−→
N  = 0, 

y por lo tanto se tienen las equivalencias siguentes: 
∫  

"V" = 0 
2 

"V"  = 0 
V = 0. 

r 

0 

D ∂D 

D 

D ∂D 

D 
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Con lo cual queda demostrado el lema 1. Q 
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−→ 

 
 
 
 
 

 

1.3. Campo de velocidades  generado por N  = 1  vórtice 

Es turno de analizar el caso en el cual se tiene un único vórtice con 

vorticidad Γ ∈ R. Y comenzaremos demostrando el teorema siguiente. 

Teorema  1.  Existe  un  único  campo  vectorial  V  definido  en  el 
plano y que cumple con las EDP’s (1.4) y que toma el valor de ce- 
ro en el infinito. 

Demostración.  Mostremos la unicidad del campo vectorial. 

 
Sin pérdida de generalidad, consideramos Γ = 1 y el vórtice ubicado 

en el origen, es decir, Po = (0, 0). Supongamos V1 y V2 sean dos campos 
que satisfacen (1.4) y valen cero en el infinito. Definimos V := V1 
V2. Si hacemos uso de la linealidad de la divergencia y el rotacional, 
entonces se obtienen los dos resultados siguientes 

divV = div (V1 − V2) = divV1 − divV2 = 0 

rotV = rot (V1 − V2) = rotV1 − rotV2 = δPo − δPo = 0, 

esto es válido en cualquier punto en R2. Aśı, V definido como la dife- 
rencia  de  los  campos,  cumple  con  las  hipótesis  del  lema  1,  por  lo  que 
V  =  0,  y  es  equivalente  a  V1    V2  =  0,  ́o  bien,  V1  =  V2.  Lo  cual 
implica la unicidad del campo. 

 
Ahora mostremos la existencia del campo vectorial. Se afirma que 

el campo en cuestión es 

V  = R Γ 

−
P
−
M
→ 

, 

P M 2 

donde P, M     R2, Γ     R. P  es un punto en donde se localiza el vórtice, 
M  es otro punto distinto de P  en donde se ubica una part́ıcula (móvil) 
sometida al campo generado por el vórtice, Γ la vorticidad constante, 

P M 2 es el cuadrado de la norma de 
−
P
−
M
→ 

y R es la transformación lineal 

rotación de ángulo igual a 90◦ en sentido trigonométrico positivo. 
Para fines prácticos, reescribimos al campo vectorial anterior como si- 
gue: 

(1.6) V(r, θ) = 0 · −→e 
(θ) +

 1 
e 

r 
2πr θ (θ) + 0 · −→e z (θ), 

donde −→e r  y −→e θ  son las componentes radial y tangencial al campo V, 

mientras que −→e z(θ) es la componente ortogonal al plano. 

Se mostrará que V cumple con el sistema de ecuaciones diferencia- 
les parciales (1.4) para todo valor de r. 



1
0 

 

ƒ 

. 
  1  

Σ . . Σ
∂

 

∈ ∈o 

2πr 

∫ ∫

·

 

∂r ∂θ 
r 

r ∂r 2πr 

∫ 

0 

 
 
 

Primero verificamos el caso r = 0. Para esto es necesario utilizar la 
divergencia y rotacional en coordenadas cil´ındricas. Entonces tenemos 
que 

 1 ∂ divV = rV − 
∂ 

V 

Σ 

= 
1
 

. 
∂ 

r(0) − 
∂

 . ΣΣ 

= 0,

 

r ∂r 

y 

r 
∂θ 

θ 
r ∂r ∂θ 2πr 

1  
rotV = 

. 
∂ 

rV 
 1 ∂ 1 ∂ 

− V = r − (0)

Σ 

= 0. 

 

Ahora, justificamos el caso r = 0. Es necesario considerar a γ una 

circunferencia de radio r y centro el punto Po = (0, 0). Además, con 
−→
N 

y  
−→
T  los  vectores  normal  y  tangente  a  γ,  podemos  escribir  

−→
N  = λ−→e r 

para  algún  λ R.  Y  en  este  caso  como  P Int(γ),  directamente  se 

obtiene  que  V · 
−→
N   =    λ −→e θ · −→e r  =  0,  por  la  ortogonalidad  de  los 

vectores. Aś ı, 

0 = V   
−→
N  = divV, 

γ Int(γ) 

por lo que divV = 0 en Po, o bien, cuando r = 0. 
 

Sólo resta ver que pasa con el rotacional del campo V en el punto 

Po = (0, 0). Se sabe que 
−→
T  es tangente a γ, por lo que 

 
 

 
o bien 

−→
T  = 

γ′(θ) 

"γ′(θ)" 
= −→e θ, 

 

pero 
γ′(θ) = "γ′(θ)"−→e θ, 

γ(θ) = (x(θ), y(θ)) = (r cos θ, r sen θ). 

Derivando respecto de θ a la expresión anterior se obtiene 

γ′(θ) = (−r sen θ, r cos θ), 

y más aún  
"γ′(θ)" = r. 

Haciendo uso el teorema de Stokes 
2π 

∫

Int 

 

 
(γ) 

rotV = 
γ V · 

−→
T  = 

∫

 
V(γ(θ)) · γ′(θ)dθ = 

2π 1 1 2π 1 1 2π 

∫ 

2πr 
−→e θ. "γ′(θ)" −→e θdθ =  

2π 

∫

 
r 
−→e θ · r−→e θdθ =  

2π 

∫

 
dθ = 1. 

  

r 
θ 

∂θ 

0 

0 

0 



1
1  

2 

∫ 

∫

2

 

∫

2

 ∫

2

 −→  
∫

· 
 

2

 

∈ 

∈ 

∫ ∫ 

· 

· 

 

 
 

De igual manera, por el teorema de Stokes y el teorema del valor medio 
para integrales dobles ([32]), y considerando a γ como la circunferencia 
de centro Po y radio r, se tienen las igualdades: 

∫  

V · 
−→
T ds = 

∫

 

 

Int(γ) 

(rotV) ds = (rotV)Pr
 

.
πr 

Σ 
, 

con  Pr  algún  punto  en  el  interior  de  γ,  y  sin  olvidar  que  el  rotV  es 
considerado un escalar (ya que siempre es ortogonal al plano). Entonces 
podemos escribir lo anterior como: 

(rotV)Pr
 

  1  
= 

πr2 
V   

−→
T ds. 

γ 

Además, si r → 0, entonces Pr → Po y resulta que 

(rotV)Po
 

  1  
= l´ım 

r→0 πr 
V   

−→
T ds. 

γ 

Aśı, la dirección de (rotV)Po 
, es tal que la circulación alrededor de la 

frontera de un disco perpendicular a (rotV)Po   
tendrá su valor máximo 

como en el disco que se reduce a un punto. Anteriormente se obtuvo 
que 

∫

Int 
y también se sabe que 

 

 
(γ) 

rotV = 
γ 

V · 
−→
T  = 1, 

 

Por lo que 

∫

Int 

 
(γ) 

δPo = 1. 

  1  
l´ım 
r→0 πr 

 
Int 

 

 
(γ) 

  1  
rotV = l´ım 

r→0 πr 

1 

  1  
V T = ĺ ım 

γ r→0 πr 
 

Int 

 

 
(γ) 

δPo 

= l´ım 
r→0 πr 2 

= ∞. 

Esto último implica que el rotV y la distribución de Dirac en el punto 
Po toman el mismo valor promedio en una vecindad de Po. Aś ı, podemos 
decir que 

rotV = δPo , 

para todo P R2. Por lo tanto, el campo vectorial V cumple con todas 
las condiciones del teorema. 

 
Observemos que todo lo anterior se mostró con γ una circunferencia 

de  centro  Po  y  radio  r.  Resta  ver  la  independencia  de  la  elección  de 

la  curva.  Es  decir,  que γ V · 
−→
N   =  0  y γ V · 

−→
T   =  1  no  dependen 

de  la  elección  de  dicha  curva  cerrada  γ.  Sea  γ  una  curva  cerrada  sin 
puntos dobles tal que Po Int(γ) y consideremos γ1 la circunferencia 
mencionada anteriormente y tal como se muestra en la figura (1.5). 
Consideremos al conjunto A como la región entre las curvas γ1 y γ, con 

γ 

∫ 
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∪ ∪ ∪ 

∫

·

 

− 

∫ 

∫ 

∫ 
· 

∫ 

∫ 

∫ 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

Figura 1.5 
 

esto  A  no  es  un  conjunto  simplemente  conexo.  Ya  se  mostró  que  en 

regiones como A se tiene que divV = 0 y si γ̃ = γ+ γ1
− γ2

+ γ3
−, 

entonces 

0 = 
A 

divV = 
γ̃ V · 

−→
N  = 

∫

 
 
γ+∪γ1

−∪γ2
+∪γ3

− 

V · 
−→
N  = 

∫

γ+

 

V · 
−→
N + 

∫

 

 

 
γ1

− V · 
−→
N + 

∫

 

 

 
γ2

+ V · 
−→
N + 

∫

 

 

 
γ3

− 

V · 
−→
N  = 

∫

γ+

 

V · 
−→
N − 

∫

 

 

 
γ1

+ V · 
−→
N + 

∫

 

 

 
γ2

+ V · 
−→
N − 

∫

 

 

 
γ2

+ 

V · 
−→
N  = 

 

 
Por lo que 

∫

γ+

 
V   

−→
N

 

γ1
+ V · 

−→
N . 

∫

γ+

 
V · 

−→
N  = 

∫

 

 
 

γ1
+ V · 

−→
N  = 0. 

De manera similar, en regiones como A se tiene que rotV = 0. 
Luego 

0 = 
A 

rotV = 
γ̃ V · 

−→
T  = 

∫

 

 
γ+∪γ1

−∪γ2
+∪γ3

− 
V · 

−→
T 

= V   
−→
T  + 

γ+ 

 

γ1
− V · 

−→
T  + 

∫

 

 
 

γ2
+ V · 

−→
T  + 

∫

 

 
 

γ3
− V · 

−→
T 

= V · 
−→
T  − 

∫

 

 

γ1
+ 

V · 
−→
T  + 

∫

 

 

γ2
+ 

V · 
−→
T  − 

∫

 

 

γ2
+ V · 

−→
T 

 
 

Entonces 
= V · 

−→
T  − 

∫

 

 

γ1
+ V · 

−→
T . 

∫

γ+

 
V · 

−→
T  = 

∫

 

 
 

γ1
+ V · 

−→
T  = 1. 

∫ 

∫ 

γ+ 

γ+ 
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∈ ∈ 

− 

− 

N 

∈ 
∈ ∈ 

 rot V = 
Σ 

ΓkδPk . 

k=1 

 

 
 

Por tanto se tiene la independencia en la elección de la curva y aśı queda 
totalmente demostrado el teorema 1. Q 

 

 
1.4. Campo de velocidades generado  por N  ≥ 2  vórtices 

Generalizamos  la  sección  anterior,  es  decir,  se  trata  de  un  proble- 
ma de existencia y unicidad para el campo de velocidades pero ahora 
generado por N vórtices fijos y de vorticidades constantes, tal y como 
se enuncia en el teorema siguiente. 

Teorema 2. Sean P1, ..., PN R2 y sean Γ1, ..., ΓN R. Existe un único  
campo  vectorial  del  plano  que  vale  cero  en  el  infinito y  satisface las 
siguientes condiciones: 

 
 

(1.8) 

 div V = 0 
N 

 
k=1 

Demostración.  Mostremos  la  unicidad  del  campo  vectorial  de 
manera análoga como se realizó en el terorema 1. 

 

Sean V1 y V2 dos campos que satisfacen el sistema (1.8) y valen 
cero  en  el  infinito.  Definimos  V  :=  V1    V2,  el  cual  también  es  un 
campo vectorial. Entonces 

divV = div (V1 − V2) = divV1 − divV2 = 0 
N N 

rotV = rot (V1 − V2) = 
Σ 

ΓkδPk − 
Σ 

ΓkδPk = 0, 

y  esto  es  válido  en  cualquier  punto  en  R2.  Aśı,  V  definido  como  la 
diferencia  de  los  campos,  cumple  con  las  hipótesis  del  lema  1,  por  lo 
que V = 0. Esto pasa si y sólo si V1    V2 = 0, ó bien, V1 = V2. Lo 
cual implica la unicidad del campo. 

 
Ahora justificamos la existencia. Se afirma que el campo que satis- 

face el sistema (1.8) es 
. −

P
−
kM
→ Σ 

 

 

V = R 
Σ 

Γk 
P M 2 

, 

con P1, ..., PN R2 las posiciones de los vórtices, Γ1, ..., ΓN R las vor- 
ticidades constantes, M     R2 es la posición de una part́ıcula sometida 

al campo, PkM 2 es la norma al cuadrado de PkM
→ 

y R la tranformación 

k 

k=1 k=1 
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lineal rotación por un ángulo de 90◦ en sentido trigonométrico positivo. 
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∈ { } 

P 

∈ { · · · } 

Σ 

Σ 

k k 
k 

 
 
 

Por el teorema 1, para cada Pk P1, ..., PN existe un único campo 
vectorial Vk de la forma 

V   = R 

.

Γ 
−
P
−
kM
→ Σ 

.

 

 

El campo VK  está definido en el plano para todo k 1, , N  , vale 
cero en el infinito y satisface su respectivo sistema: 

div Vk = 0 
(rotVk)Pk 

= ΓkδPk , 

N 

para cada k ∈ 1, ..., N . Con esto, se observa que V = Vk. 
k=1 

La divergencia del campo V en cualquier punto de R2 es 

N N 

divV = div 
Σ 

Vk = 
Σ 

divVk = 0. 

Y para el rotacional, en cada punto Pk ∈ {P1, ..., PN } tenemos que 
 

(rotVk)Pk   
= ΓkδPk   y V = Vk, entonces 

k=1 

N N N 

rotV = rot 
Σ 

Vk = 
Σ 

rotVk = 
Σ 

ΓkδPk . 

Aś ı, el teorema 2 queda demostrado. Q 

N 

. 

M 2 

k=1 k=1 

k=1 k=1 k=1 
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2 P Pl 

 
 
 
 
 

 

Cap´ıtulo  2 
 

Vórtices  y  soluciones  de  las  ecuaciones  de  Euler 

 
El movimiento de un fluido sin viscosidad es solución de las ecuacio- 

nes diferenciales parciales de Euler, un caso particular de las ecuaciones 
de Navier-Stokes, que no se estudian aqu ı́. Se puede mostrar que: si el 

campo de velocidades de un fluido plano incompresible es de la 

forma anterior (generado por N  vórtices) en algún instante t,  

entonces  permanece  de  esta  forma  en  cualquier  instante, con 

el mismo valor de las vorticidades Γk. 

 

En otros términos, los vórtices Pk(t) se mueven a lo largo del tiem- 
po, y su vorticidad Γk sigue constante. En este caso, no hay necesidad 
de resolver ecuaciones diferenciales parciales tan complejas como las de 
Euler. Basta estudiar un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, 
llamadas ecuaciones de Helmholtz, cuyas soluciones son los movimien- 
tos de los vórtices. Conocer la posición de los vórtices en cada instante 
nos permitirá deducir la expresión del campo de velocidades asociado, 
mediante las expresiones de la sección anterior. 

 
En un caso más general, las ecuaciones de Helmholtz tienen la ex- 

presión siguiente: 

P ′ = R 

 

Σ
 

Γ  

−
P
−
lP
→

k 

 

,

 
  

k l 

l∈{1,...,N } k 

lƒ=k 

donde R es la rotación vectorial de ángulo 90◦. Las dos últimas partes 
de este trabajo están directamente relacionadas con el estudio de estas 
ecuaciones. En la segunda parte, estudiamos casos particulares donde 
todos los vórtices son fijos, excepto el punto M , lo que representa una 
aproximación de la realidad. En la tercera parte, estudiamos los casos 
particulares N = 2, 3 de las ecuaciones anteriores. 

 
 

2.1. Una part́ıcula  y N  vórtices  fijos 

En el caṕıtulo anterior se mostró la existencia y unicidad de un cam- 
po de velocidades que satisface un sistema de ecuaciones diferenciales 
parciales.  Ahora,  se  analizará  el  movimiento  de  una  part́ıcula  bajo  la 
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N 

Mo 

. Σ
∇ 

 
M

 

Mo 

Mo 

k=1 

 
 
 

acción de dicho campo. La ecuación de Helmholtz 
. −

P
−
kM
→ Σ 

 

 

M ′(t) = R 
Σ 

Γk 
P M 2 , 

donde  R es  la  rotación  vectorial  de  ́angulo  90◦,  nos  ayuda  a  describir 
el movimiento de una part ı́cula ubicada en el punto M (t) del plano 
en  algún  instante  de  tiempo  t,  cuando  se  tiene  que  el  campo  de  velo- 

cidades  es  generado  por  N  ≥ 1  vórtices  fijos  en  el  plano  ubicados  en 

P1, ..., PN ∈ R2 y de vorticidades Γ1, ..., ΓN ∈ R constantes. 

En particular, vamos a mostrar que la enerǵıa cinética, logaritmo de 
una función H(M ) que se estudiará, se conserva a lo largo del tiempo. 
Esto nos permitirá conocer la forma de todas las posibles trayectorias. 

 
 
 

2.2. Conservación de la enerǵıa cinética 

Como primer objetivo de esta sección se hallarán 
.−→

∇(P M 2)
Σ 

y 

−→ 
ln(P M ) , los cuales serán de gran ayuda en la demostración de 

o 

próximos resultados. 
 

Consideramos P  un punto fijo en el plano y M  un punto móvil del 
plano distinto de P . Sea P M 2 la función cuadrado de la distancia entre 

los puntos P  y M . Buscamos al vector 
.−→

∇(P M 2)
Σ 

en un punto Mo 
del plano tal que 

−
P
−
M
→2  = 

−
P
−
M
→

o
2 + 

.−→
∇(P M 2)

Σ 
· 
−
M
−

o

−
M
→ 

+ R(M ) 

 
con ĺ ım 

 
 R(M ) =  0.  Consideramos  P M 2  =  

−
P
−
M
→ 

· 
−
P
−
M
→

 =  
−
P
−
M
→2  el 

M →Mo 
MoM

 

producto escalar. Con todo lo anterior, podemos escribir 

−
P
−
M
→2 

− 
−
P
−
M
→

o
2  = 

.−
P
−
M
→ 

− 
−
P
−
M
→

o

Σ 
· 
.−

P
−
M
→ 

+ 
−
P
−
M
→

o

Σ 

= 
.−

M
−

o

−
M
→Σ 

· 
.−

P
−
M
→ 

+ 
−
P
−
M
→

o

Σ 

= 
.−

M
−

o

−
M
→Σ 

· 
.−

P
−
M
→

o  + 
−
M
−

o

−
M
→ 

+ 
−
P
−
M
→

o

Σ 

= 2
−
P
−
M
→

o  · 
−
M
−

o

−
M
→ 

+ 
−
M
−

o

−
M
→2

.
 

Lo cual es la expansión en serie de Taylor de la función P M 2 ó 
−
P
−
M
→2: 

k 
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−
P
−
M
→2 

= 
−
P
−
M
→

o
2 + 2

−
P
−
M
→

o  · M
 
o

−
M
→ 

+ 
−
M
−

o

−
M
→2

.
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Mo 

. Σ
∇ 

 
M

 

∈ \ { } → ∞ 

2 

2 

∇ 

M 
o o o MMo MoM 

x 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

Figura 2.1 

Por otro lado d 
.−

P
−
M
→2

Σ 
· 
−
M

 
M
→ 

= 2
−
P
−
M
→ 

· 
−
M

 
M
→

, con  R   (M) =  MoM 2  

= 
 

MoM → 0, cuando M → Mo. Por lo que 

(2.1) 
.−→

∇(P M 2)
Σ 

= 2
−
P
−
M
→

o. 

Ahora  buscamos  la  expresión  correspondiente  a 
−→ 

ln(P M ) . 
o 

Sean  P R2 un  punto  fijo  y  una  función  F1  :  R2 P (0, ), 
definida como 

F1(M ) = P M 2. 

Además, por (2.1) podemos escribir 

(2.2) (dF1)M  · δM  = 2
−
P
−
M
→ 

· δM. 

Por otro lado, consideremos a la función F2 : (0, ∞) → R, definida por 

F2(x) = ln(x). 

Y además se sabe que  

δx 
(dF2(x))xo 

δx = . 
o 

Por último, sea f  : R2 \ {P } → R, la composición  f  =   1 F2 ◦ F1. Aśı, 

podemos escribir f (M ) = 1 ln(P M 2), y por regla de la cadena 

1 1 
(df )M · δM = 

2 
(d(F2 ◦ F1))M · δM = 

2 
(dF2)F1(M ) (dF1)M · δM 

=  
1  1 

2
−
P
−
M
→ 

· δM  =  

−
P
−
M
→  

· δM. 

 
Por lo tanto 

2 F1(M ) P M 2 

(2.3) 
−→ 

(ln(P M )) =  

−
P
−
M
→ 

. 
P M 2 

o 



18  

. Σ 

→ → 

Y 

N 

 
 

Lema  2.  Sean  M (t)  un  punto  móvil  y  H(M )  un  campo  escalar. 

Suponga que M ′(t) = R 
.−→

∇(H(M (t)))
Σ

, entonces H(M) es constante. 

Demostración.  Sea M  : R → RN tal que M ′(t) = R   
−→
∇(H(M (t)))   . 

Observese que (dM )t : R → RN y 

(dM )tδt = M ′(t)δt = δtM ′(t). 

Sea H : RN R un campo escalar diferenciable tal que (dH)ẋ : RN 

R y 

(dH)ẋ

−
δ
→
x = 

.−→
∇H

Σ

ẋ 

−
δ
→
x. 

Definimos F : R → R tal que F = H ◦ M, la cual es diferenciable con 
(dF )t : R → R tal que 

(dF )t = F ′(t). 

Por regla de la cadena tenemos que 

(dF )tδt = (d(H ◦ M ))t δt = (dH)M(t) · (dM )tδt = 
.−→

∇H
Σ

M (t) 
· M ′(t)δt. 

Entonces podemos escribir 

F ′(t) = 
.−→

∇H
Σ

M (t) 
· M ′(t). 

Pero por hipótesis M ′(t) = R 
.−→

∇(H(M (t)))
Σ

, luego 

F ′(t) = 
.−→

∇H
Σ

M (t) 
· R 

.−→
∇(H(M (t)))

Σ 
= 0. 

Por lo tanto F (t) = (H ◦ M )(t) es constante. Q 

Teorema 3. H(M ) es constante a lo largo del movimiento, con 
 

N 

H(M ) = PkM Γk . 

k=1 

Demostración.  La  demostración  de  este  teorema  es  una  conse- 
cuencia  del  lema  2.  Aún  aśı  mostraremos  las  expresiones  que  hacen 
posible la veracidad de este teorema. Primero obtenemos el logaritmo 
de la función H 

N N 

ln(H(M )) = ln 

.
Y 

PkM Γk 

Σ 

= 
Σ 

Γk ln(PkM ). 
 

Ahora, usando la ecuación (2.3) se obtiene el gradiente 

−→
∇ ln(H(M )) = 

−→
∇ 
Σ 

Γ 
 

 

 
ln(P 

 
N 

M ) = 
Σ 

Γ 
 

 

−→
∇ ln(P 

 
N 

M ) = 
Σ 

Γ 
 

 

PkM
→ 

. 

 

k=1 k=1 k=1 
P 

k=1 k=1 

k k k k k 
k M 2 
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   k=1 k=1 k=1 
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N 

Γ 

co c 

. Σ 

− 

M ′(t) = R 

.

Γ 

−
P
−
M
→

(t) 
Σ 

=  
 Γ  

R 
.−

P
−
M
→

(t)
Σ 

= 

 

 

Observamos que 
−→
∇ ln(H(M )) es ortogonal al campo 

′ 

. −
P
−
kM
→ Σ 

 

M (t) = R 
Σ 

Γk 
P M 2 

. 

Por el lema 2 se concluye la demostración de este teorema. Q 

A  la  función  H  definida  en  el  teorema  precedente  se  conoce  como 
la  exponencial  de  la  enerǵıa  cinética  y  es  de  gran  importancia  para 
determinar el movimiento de una part ı́cula tal como se muestra en las 
siguientes secciones. 

 
 

2.3. Trayectorias  para N  = 1  vórtice fijo 

Determinaremos el movimiento de una part́ ıcula sometida al campo 

de velocidades generado por un vórtice de vorcididad Γ ƒ= 0 constante. 

Por el teorema 3 tenemos que H(M ) = P M Γ es constante, es decir, 

existe c > 0 tal que P M Γ = c, ó bien, P M  = c 
 1

 = co . As´ı, P M = co 

describe a todos los puntos M que equidistan de P en una cantidad 
co, es decir, los puntos M se mueven en circunferencias de centro P y 
radio co. 
Por otra parte P M (t) = co > 0, para todo instante t. Esto es equiva- 

lente a  
"

−
P
−
M
→

(t)" 
= 1, si y sólo si  M  (t)−P = (cos(θ(t)), sen(θ(t))). 

o 

As´ı, 
M (t) = co (cos(θ(t)), sen(θ(t))) + P, 

lo cual es una parametrización de la circunferencia.  
−
P
−
M
→

(t) 
 

Falta encontrar θ(t) tal que cumpla con M ′(t) = R Γ 
P M 2(t) 

. De- 

rivando, respecto a t, a la parametrización anterior, se obtiene 

(2.4a) M ′(t) = co (− sen(θ(t))θ′(t), cos(θ(t))θ′(t)) . 

Por otro lado 
 
 

  

P M 2(t) 

Γ 

co
2 

 
Aś ı, 

2 
R (co(cos(θ(t)), sen(θ(t)))) . 

o 

(2.4b) M ′(t) =
 Γ 

( sen(θ(t)), cos(θ(t))) . 
co 

Igualando (2.4a) y (2.4b) se obtiene 

k 

c 

k=1 
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− −co sen(θ(t))θ′(t) = 
Γ 

sen(θ(t)), 
c 

o 
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c 

Y 

∈ 

∈ 
− − 

. 

 

 
 

y resulta que 

θ′(t) = 
Γ 

, 
co

2 

por lo que la velocidad angular es constante. Ahora, si se integra res- 
pecto a t se obtiene 

Γ 
θ(t) = 

2 
t + c1. 

o 

Entonces la trayectoria que describe una part́ ıcula sometida a un campo 
de  velocidades  generado  por  un  vórtice  con  vorticidad  constante  es 
una circunferencia y la cual se recorre en alguno de los dos sentidos 
siguientes: 

1. si Γ > 0, entonces θ(t) gira en sentido positivo trigonométrico, 
2. si Γ < 0, entonces θ(t) gira en sentido negativo trigonométrico. 

 
 

2.4. Trayectorias  para  N  = 2  vórtices fijos con vorticidades 

iguales 

Se determinará el movimiento de una part́ıcula bajo la acción de un 
campo  generado  por  N  = 2  vórtices  fijos  y  de  vorticidades  Γ = Γ1 = 

Γ2 ƒ= 0 constantes. Esto lo podemos analizar mediante tres métodos: 
1. Coordenadas polares. 
2. Mapeo z2. 
3. Puntos cŕıticos de la función H. 

Para los tres métodos es importante recordar que el flujo del fluido 
se considera bidimensional y, aś ı, poder trabajar en C, o bien, en el 
plano R2, según el método con que se analice el problema. 

 

Por el teorema 3 la función 
2 

H(M ) = PkM Γk , 

k=1 

es constante. Entonces existe c ∈ R tal que P1M Γ1 P2M Γ2 = c, con 

P1, P2 R2 las ubicaciones de los vórtices y Γ1 = Γ2 = Γ 
que 

(2.5) P1M · P2M = R, 
 1 

con R = c Γ una constante. 

0. Por lo 

Sin  pérdida  de  generalidad,  podemos  ubicar  a  P1 y  P2 en  los  puntos 
( 1, 0) y (0, 1), o bien, en z1 = 1 y z2 = 1 respectivamente, y con M  =  
z      C,  de  tal  manera  que  la  ecuación  (2.5)  se  puede  reescribir como 

(2.6) z2 − 1. = R. 
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− 

z 2 

ƒ 

C 2 

| − | 

   2 

 

 
 

La justificación de esto último es: realizando una rotación, una trasla- 
ción y una homotecia adecuadas del sistema de coordenadas xy, pode- 
mos considerar al eje X como la recta que pasa por los puntos P1 y 
P2, y al eje Y como la mediatriz del segmento P1P2. Aś ı, en el nuevo 
sistema XY de coordenadas se tienen los puntos P1(a, 0) y P2( a, 0) 
tal como se muestra en la figura (2.2). 

 

 

Figura 2.2 
 

Dadas las coordenadas de P1 y P2 en el plano XY , tenemos 
 

. − a . = r. 
 

Pero si hacemos z̃  =  z , entonces |a2z̃2 − a2| = r, o bien, |z̃2 − 1| =  r , 
ya que a = 0. Con esto tenemos otra vez la ecuación (2.6), por lo que 
la trayectoria de la part´ıcula es el conjunto 

.
z ∈ : .z − 1. = R, R ≥ 0

Σ 
. 

 
2.4.1. Mediante coordenadas polares. 

 

En este método sólo se mostrarán las funciones para poder hacer el 
trazo de las trayectorias de las part´ıculas sometidas al campo generado 
por N  = 2 vórtices fijos. 

 

De las ecuaciones (2.5) y (2.6) podemos escribir H(z) = z2  1 , y 
el teorema 3 sabemos que H es constante. Entonces 

 

 
 

con h real no negativo. 

. − 1. = h, 

a a2 
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z 2 

Consideremos a todos los z = reiθ ∈ C, con r > 0. Reescribimos a H 
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√ √ 

. 

r2 

≤ ≤ 

∈ ∞ 
≥ 

. .
√−

 

2 
. .

√−
 

H(reiθ) = 
..

reiθ
Σ2 

− 1
. 

= 
.
r2e2iθ − 1

. 
= 

.

(r2e2iθ  − 1) (r2e2iθ  − 1) 

2 r2 

2 2 2 

2 

2 

 

 
 

como sigue: 
 

   
. . . . 

 

 

 
 

= 
√

(r2e2iθ − 1) (r2e−2iθ − 1) = 
√

r4 − r2e2iθ − r2e−2iθ + 1 

= r4 − r2 (e2iθ + e−2iθ ) + 1 = r4 − 2r2 cos (2θ) + 1 

Y como H(reiθ) = h, entonces 

√
r4 − 2r2 cos (2θ) + 1 = h 

r4 − 2r2 cos (2θ) = h2 − 1 
 

r 
.
r − 2 cos (2θ)

Σ 
= h − 1 

r − 2 cos (2θ) = 
h2 − 1 

  

r2 
 

cos (2θ) =
 1 

r2 +
 1 − h 

Σ

 

 
 

 

 
con Fh 

 

(r) = 1  

cos (2θ) = Fh(r), 
.

r2 + 1−h2 
Σ

. 

 

Por otra parte, se sabe que la función 

cos : [0, π] −→ [−1, 1] 

es una biyección con inversa arc cos. Y si consideramos que 0 2θ π, 
obtenemos 

1 
θ(r) = 

2 
arc cos (Fh(r)) . 

Una vez fijo el valor de h     0, la función θ(r) nos otorga las variaciones 
de θ respecto a r   (0,    ). Y de acuerdo a los valores que se le asigne 
a h, Fh(r) adopta las formas siguientes: 

1. Si 0 ≤ h < 1, entonces Fh 
(r) = 

√
1 h2 cosh  ln r2

 

1−h2 

ΣΣ
.
 

2. Si h = 1, entonces Fh(r) = 1 r2. 

3. Si 1 < h, entonces Fh (r) = 
√

h2 1 senh  ln r2
 

h2−1 

ΣΣ
.
 

2 
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→ 

. 

C : 2 

, π 

2 

, 

π 

 
 
 

2.4.2. Mediante el mapeo z2. 
 

Sea φ : C C, con φ(z) = z2. Por otra parte, sea C el conjunto de 
todas las circunferencias con centro zo = 1 y radio R, es decir, 

C = {z ∈ C : |z − 1| = R, R ≥ 0} . 

Observamos que la imagen inversa de C bajo φ es: 

φ−1(C) = {z ∈ C : φ(z) ∈ C} = 
.
z ∈ C : z2 ∈ C

Σ
 

C : z2 − 1. = R, R ≥ 0
Σ 

, 

= 
.
z ∈ 

el cual es el conjunto que buscamos. As´ı, nos enfocamos en hallar la 
imagen inversa bajo la función φ de las circunferencias de centro zo = 1 

y radio R ≥ 0. 

Dos propiedades de φ son: 

1. φ(z) = φ(−z). 
2. φ(z) = φ(z). 

El  significado  geométrico  de  estas  dos  propiedades  son:  reflexiones  o 
simetr ı́as respecto al polo o a los ejes. Esto nos ayuda a reducir el 
problema  a  un  sector  angular  y  respecto  al  centro  zo  =  1,  y  después 
obtener la gráfica completa. 

 
Primer caso: R=0. 

 
Este es el caso más sencillo de analizar, ya que 

φ−1(C) = 
.
z ∈ 

.
z − 1

. 
= 0

Σ 
= {−1, 1} , 

y geométricamente correponde a

.

los pu

.

ntos P1(1, 0) y P2(−1, 0). 

Segundo caso: 0 < R < 1. 
 

Definimos a los conjuntos C1 y C1 como sigue: 

C1 = z ∈ C : z = reiθ, r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 

y 

2 

, 

C1 = 
,

z ∈ C : z = reiθ, r ≥ 0, 0 ≤ −θ ≤ . Se observa que C1 = {z ∈ C : z ∈ C1} y, más aún, C = C1 ∪ C1. 

Lema 3. φ−1(C1) = φ−1(C1) 

Demostración. 

z ∈ φ−1(C1) ⇔ φ(z) ∈ C1 ⇔ φ(z) ∈ C1 ⇔ φ(z) ∈ C1 ⇔ z ∈ φ−1(C1) 

⇔ z ∈ φ−1(C1) Q 
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− 

  
π 

π 

  
π 

π 

  
π 

− 

. .
z = ρ e = Re , y como |ρ e | = Re  , esto implica que 

R = ρ y 
2 

2 4 

π 5π 

4 
1 

, 

 
 
 

Una consecuencia inmediata de este lemma 3 es: 

φ−1(C) = φ−1(C1 ∪ C1) = φ−1(C1) ∪ φ−1(C1) = φ−1(C1) ∪ φ−1(C1). 

Por lo tanto, para hallar φ−1(C) sólo basta con encontrar φ−1(C1) y de 
inmediato se tendr ı́a φ−1(C1). Entonces comenzamos con la busqueda 

de φ−1(C1). 

Definimos a los conjuntos B y B como sigue: 
π 

B = z ∈ C : z = ρeiα, ρ ≥ 0, 0 ≤ α ≤ 

y 4 
, φ(z) ∈ C1

,
 

−B = 

.

z ∈ C : z = ρeiα, ρ ≥ 0, π ≤ α ≤ 
5 

, φ(z) ∈ C  

Σ 

. 

4 
1 

Ahora mostremos que la definición de −B  es consistente. 

Demostración.  Recordemos que φ(z) = φ(−z) y que Arg(−z) = 

Arg(−1) + Arg(z) = π + Arg(z). Entonces 

{z ∈ C : −z ∈ B} = 
,

z ∈ C : Arg(−z) ∈ 
Σ

0, 
4 

Σ 
módulo(2π), φ(−z) ∈ C1

,
 

= 
,

z ∈ C : π + Arg(z) ∈ 
Σ

0, 
4 

Σ 
módulo(2π), φ(z) ∈ C1

,
 

= 

.

z ∈ C : Arg(z) ∈ 

Σ

−π, − 
3 

Σ 

módulo(2π), φ(z) ∈ C  

Σ

 
4 

1 

= 

.

z ∈ C : Arg(z) ∈ 

Σ

π, 
5 

Σ 

módulo(2π), φ(z) ∈ C  

Σ

 

= −B Q 

Con lo anterior podemos decir que B es la reflexión de B respecto 
al polo (origen). 

 
Por otro lado, hay que demostrar que 

(2.7) φ−1(C1) = B ∪ (−B) 

Demostración.  En efecto, por construción tanto B como −B son 
subconjuntos de φ−1(C1) y por lo tanto B ∪ (−B) ⊆ φ−1(C1). 
Para verificar que φ−1(C1) ⊆ B ∪ (−B), es suficiente mostrar que para toda z ∈ φ−1(C1) se cumple Arg(z) ∈ 0, π ∪ π, 5π . 
Sea z ∈ φ−1(C  ). Podemos escribir φ(z

Σ 
4 

Σ

Rei

Σ

θ  ∈ 4 

Σ

, es decir, R ≥ 0 
1 π iα ) = C1 

y θ ∈ 
Σ

0, 2 

Σ
. Si z = ρe , entonces α ∈ [0, 2π] y ρ ≥ 0. Pero φ(z) = 

2 2  2iα iθ 2  2iα iθ 2 

e2iα = eiθ, o bien ei(2α−θ) = 1, por lo qu

.

e 2α−

. 

θ = 2kπ, equivalentemente 
θ  =  2α − 2kπ,  con  k  ∈ Z.  Como  0  ≤ θ  ≤  π   lo  que  implica  que 

π 4 k+1 
0  ≤ 2α − 2kπ  ≤ ,  y  esto  pasa  si  y  sólo  si  kπ  ≤ α  ≤ π,  para 
toda  k  ∈ Z.  Pero  α  ∈ [0, 2π],  luego  k  =  0  ́o  k  =  1,  y  por  lo  tanto 

α  ∈ 
Σ

0, 4 

Σ
,  ́o  bien,  α  ∈ 

Σ
π,  4  

Σ
,  y  aśı,  Arg(z)  =  α.  Con  esto  se  tiene 
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→ 

ƒ  −
  ƒ 

(x 

ƒ 

√ √ 

ƒ 

. Σ 

. Σ 

Dφ(x, y) =         

∂x ∂y 

2 r 
1 

2 2√   
2 

 2  ∂  2 

 
 
 

φ−1(C1) ⊆ B ∪ (−B), y en consecuencia la igualdad de los conjuntos. 

También φ−1(C1) = B ∪ (−B), y por lo tanto 

φ−1(C) = B ∪ (−B) ∪ (B ∪ (−B)). 

Q 

Ahora  sólo  hay  que  describir  al  conjunto  B  para  1  >  R  >  0.  Y 
para ello tenemos que φ : B C1, definida por φ(z) = z2. φ es una 
función  anaĺıtica  en  todo  C y  cuya  derivada  (en  sentido  complejo)  es 

φ′(z) = 2z. Si  z = x + iy = 0,  entonces  (x2    y2) + 2xyi = φ(x, y) = 0,  
y su matriz Jacobiana es 

 

 ∂ 2 
∂x 

− y ) ∂y − y )  
. 

x −y 
Σ

 

 
 

∂ 2xy ∂ 2xy  
y más aún, det (Dφ(x, y)) = 4(x2 + y2) > 0, ya que z = 0. Por lo tanto 
Dφ(x, y)  es  invertible.  Y  por  el  teorema  de  la  función  inversa,  existe 
φ−1 de  clase  C1, con  φ−1(r, θ)  =  (   r cos( θ ), r sin( θ )) y r ƒ= 0. Es 

decir, 
2 2 

 
. 

√1   cos(  θ ) − 1   
√

r sin(  θ )  
Σ

 
 

√   sin( θ ) − 1  r cos( θ ) 

siempre y cuando r ƒ= 0. Además, como 

det D(φ−1(r, θ)) = (det (Dφ(r, θ)))−1 ƒ= 0, 

entonces φ es un difeomorfismo local de clase C1, en particular, φ es 

una biyección local continua, aśı como también lo es φ−1 : C1 → B. 

Observación. φ−1(C1) = B es conexo, ya que C1 es conexo y φ−1 
es un difeomorfismo local (en particular, es continua). 

 

Por otra parte, como Dφ−1(x, y) = 0, entonces φ−1(z) no es cons- 
tante y de la observación se concluye que B es suave y conexo. Y por las 

simetŕıas de φ, también se tiene que −B, B y −B son suaves y conexos. 

En  las  gráficas  de  la  figura  (2.3)  se  muestran  φ−1(C1) = B ∪ (−B)  y 

φ−1(C1) = B ∪ −B . 

Aún falta verificar que dados dos ćırculos concéntricos C  y C ′, ob- 

viamente de radios distintos R y R′ respectivamente, tienen imagenes 
inversas (curvas de nivel de la función H) disjuntas, es decir 

φ−1(C) ∩ φ−1(C ′) = ∅. 

y x 

2 r 2 2 2 

(x 

= 2 ƒ= 0, 

Dφ−1(r, θ) = , 

2 
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Demostración.  Sean dos ćırculos concéntricos C  y C ′. Entonces 

C ∩ C ′ = ∅ y luego φ−1(C) ∩ φ−1(C ′) = φ−1(C ∩ C ′) = φ−1(∅) = ∅. Q 
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2 

 
 

 

   
 

Figura 2.3 

Se concluye, para el caso 0 < R < 1, que las trayectorias de una 
part́ıcula  sometida  a  un  sistema  de  dos  vórtices  son  como  se  muestra 
en la figura (2.4). 

 
 

 

Figura 2.4 
 

Tercer caso. R = 1 
 

Todo  lo  que  se  mostró  en  el  segundo  caso  es  válido  también  aqúı, 
excepto en el origen (0, 0), ya que (Dφ(0, 0)) = 0, y lo cual implica que 
(Dφ(x, y)) no es invertible en el punto (0, 0). Por lo que directamente 
se calculará la imagen inversa de 

∆ = {z ∈ C : Re(z) = 0} . 

El  conjunto  ∆  nos  dará la  dirección  de  la  part́ıcula  cuando  recorre  la 
circunferencia C hasta aproximarse al origen. 
Sea z ∈ φ−1(∆). Entonces φ(z) ∈ ∆ es equivalente a Re(z2) = 0, o 
bien, si z = ρe

 π i tenemos la imagen inversa de ∆ a las rectas θ = π y 
4 
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4 

  
π 

. Σ 

. 

, 

 
 

θ = − π     y las cuales dan la dirección de la part́ıcula sobre la curva de 
nivel en el (0,0), tal como se muestran en las gráficas de la figura (2.5). 

 

 

 

Figura 2.5 
 

Cuarto caso. R > 1 
 

Para este caso, como en el segundo, también se definen los conjuntos 

C = {z ∈ C : |z − 1| = R, R ≥ 0} , 
iθ 

C1 = z ∈ C : z = re 
y 

C1 = 
.
z ∈ C : z = re 

, r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π
Σ

 

, r ≥ 0, 0 ≤ −θ ≤ π
Σ 

. 

As´ı como a los conjuntos que definen a la imagen inversa 
π 

B = z ∈ C : z = ρeiα, ρ ≥ 0, 0 ≤ α ≤ 

y 2 
, φ(z) ∈ C1

,
 

−B = 

.

z ∈ C : z = ρeiα, ρ ≥ 0, π ≤ α ≤ 
3 

, φ(z) ∈ C  

Σ 

. 

2 
1 

Y un razonamiento análogo al segundo caso se tiene 

φ−1(C) = B ∪ (−B) ∪ B ∪ (−B).    

C   on  las  respectivas  gráficas  para  φ−1(C1)  =  B ∪ (−B)  y  φ−1(C1)  = 
  

B ∪ −B en la figura (2.6). 

Mediante los cuatro casos anteriores se puede describir el movi- 
miento de una part ı́cula sometida al campo de velocidades, cuando se 
tienen dos vórtices fijos y con vorticidades iguales y constantes. Aśı, se 
exponen las trayectorias en la gráfica de la figura (2.7). 

iθ 
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∈ 
⊂ ⊂ → 

 
 

 

   
 

Figura 2.6 
 

 

 

 

 

 

 
 

Figura 2.7 

 
2.4.3. Mediante los puntos  cŕıticos  de la enerǵıa. 

 

Comenzamos mencionando dos teoremas importantes, el primero 
referente  a  los  puntos  cŕıticos  de  una  función  y  el  segundo  nos  habla 
sobre las consecuencias topológicas de tener una curva cerrada simple 
del plano. 

Lema 4.  Si U     R2 es abierto y f : U      R2     R es de clase C1  
y xo U es un extremo local, entonces Df (xo) = 0; esto es, xo es un 
punto cŕ ıtico de f . 

Demostración.  Ver la demostración en ([32]). Q 

Teorema 4. (Curva de Jordan). Sea C una curva simple ce- 
rrada de R2. Entonces C separa a R2 en exactamente dos componentes 
W1 y W2 conexas y disjuntas. Cada uno de los conjuntos W1 y W2 tiene 

a Ccomo su frontera, esto es, C = W1 \ W2. 

Demostración.  Ver demostración ([34]). Q 
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∪ 

∪ 

∈ 

⊂ → 

∩ \ 
\ \ 

\ 
\ ∪ 

\ 

⊂ → 

∪ ∪ 

∪ ⊆ 

≤ ≤ ∈ ∪ 
∪ ∈ ∪ 

 
 
 

El teorema de la curva de Jordan nos permite hablar de un interior 
y un exterior a dicha curva, más aún, la componente llamada interior 
es  acotada  mientras  que  el  exterior  no  lo  es.  A  continuación  se  pre- 
sentan algunas consecuencias del teorema de la curva de Jordan, que 
obviamente serán utilizados para resolver no sólo el caso N  = 2 vórti- 
ces, sino también para el caso general cuando se tienen N  > 2 vórtices 
fijos  ubicados  en  los  vértices  de  un  poĺıgono  regular  con  vorticidades 
constantes e iguales. 

Lema 5. Sea γ una curva de nivel cerrada y sin puntos dobles. 
Entonces Int(γ) es abierto. 

Demostración.  Sea  γ  :  [a, b]      R     R2 una  curva  de  nivel  ce- 
rrada y sin puntos dobles. Sabemos que [a, b] es compacto en R y γ es 
continua, entonces γ ([a, b]) es compacto de R2. En particular, γ ([a, b]) 
es un cerrado de R2, por lo que R2 γ es abierto de R2. Por el teorema 
de la curva de Jordan tenemos que R2  γ = Int(γ)  Ext(γ), con Int(γ) 
y Ext(γ) partes conexas de R2 γ. Aś ı, Int(γ) y Ext(γ) son abiertos y 
cerrados de R2   γ, entonces Int(γ) es abierto de R2   γ  y él cual a su 
vez es abierto de R2. Por lo tanto Int(γ) = Int(γ) (R2 γ) es abierto de 
R2. De manera análoga se muestra que Ext(γ) es abierto de R2.    Q 

Lema  6. Sea  γ  una curva de nivel cerrada  y sin puntos dobles. 

Entonces Int(γ) ∪ γ es compacto. 

Demostración.  Sea  γ  :  [a, b]      R     R2 una  curva  de  nivel  ce- 
rrada y sin puntos dobles. Tenemos que [a, b] es compacto en R y γ es 
continua en [a, b], entonces γ ([a, b]) es compacto de R2. Por lo que γ es 
cerrada y acotada. 
Por otro lado, del lema 5, se tiene que Ext(γ) es un abierto en R2, lo 
que implica que (Ext(γ))c = Int(γ)    γ sea un cerrado de R2. Además, 
por el teorema de la curva de Jordan, Int(γ) es acotado y Ext(γ) no lo 
es. Entonces Int(γ) γ es acotado en R2. Aś ı, Int(γ) γ es cerrado y 
acotado y por lo tanto compacto de R2. Q 

Teorema  5.  En R2, sea F  una función de clase C1 y definida en 
Int(γ), con γ una curva de nivel (de F ) cerrada y sin punto doble. 
Entonces F tiene al menos un punto cŕ ıtico en Int(γ). 

Demostración.  Consideremos a F  y γ  como se menciona en las 
hipótesis  del  teorema.  Por  el  lema  6  Int(γ)     γ      R2 es  compacto,  o 
bien, es cerrado y acotado. Por el teorema de valores extremos para F 

(que es de clase C1 sobre Int(γ)   γ) existen a, b   Int(γ)    γ tales que 
F (a) F (x) F (b), para toda x Int(γ) γ. Por lo que a y b son mı́nimo  y  
máximo  locales,  respectivamente,  de  F  en  Int(γ)     γ.  Y  se tienen los 
casos siguientes: 

1. Si a, b γ. 
Como γ es una curva de nivel, entonces F es constante en γ y 
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se tiene que F (a) = F (b). Luego F (a) = F (x) = F (b), para 
toda x ∈ Int(γ) ∪ γ. Esto último implica que F  es constante en 
Int(γ) ∪ γ, más aún, DF (x) = 0, para toda x ∈ Int(γ) ∪ γ. Por 
lo tanto todo valor de Int(γ) ∪ γ es punto cr ı́tico de F . 

2. Si a Int(γ) y b γ. 
Como F alcanza su m ı́nimo local en a Int(γ) y Int(γ) es 
abierto de R2, entonces por el lema 4 se concluye que a es un 
punto cr ı́tico de F . 

 
3. Si b Int(γ) y a γ. 

De manera análoga al caso anterior tenemos que F  alcanza su 

máximo en b ∈ Int(γ) y por lo tanto b es punto cŕıtico de F . 

4. Si a, b Int(γ). 
F  alcanza su mı́nimo y máximo locales en a, b     Int(γ) y Int(γ) 
es abierto de R2. Luego, por el lema 4 a y b son puntos cr ı́ticos 
de F . 

Q 

Regresando al problema central de esta sección, recordemos que se 
quiere determinar el movimiento de una part́ ıcula sometida a un campo 
de velocidades para N  = 2 vórtices y Γ1 = Γ2 constantes. 

 

Tenemos que H(M ) = (P1M P2M )Γ, con Γ = Γ1 = Γ2, es cons- 
tante. Consideramos a la composición de las funciones H  y ln(x) como 
sigue: 

ln(H(M )) = ln (P1M · P2M )Γ = Γ (ln(P1M ) + ln(P2M )) , 

la cual es diferenciable en R2 \ {P1, P2}. 

Lema  7.  La  función  H  tiene  como 
punto medio del segmento P1P2. 

único  punto  cŕıtico  a  Mo  el 

Demostración.  Tanto  H  como  ln(H)  son  funciones  diferencia- 
bles en R2     P1, P2   y además tienen el mismo punto cŕıtico M . Para 
que M necesariamente sea un punto cr ı́tico de ln(H) basta tener que 
−→
∇ ln(H) = 

−→
0 . Podemos escribir 

−→
∇ ln (H (M )) = Γ 

.−→
∇ ln(P1M ) + 

−→
∇ ln(P2M )

Σ 
= 

Γ 

−
P
−
1M
→ 

P1M 2 

+  

−
P
−
2M
→ 

= 
−→
0

 

P2M 2 

y como Γ ƒ= 0, entonces tenemos las siguientes equivalencias: 
−
P
−
1M
→ 

 
  

P1M 2 

−
P
−
2M
→ 

+ 
P M 2 

= 
−→
0
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P M 2 
   

2
 

    

    1  

. −  → −  →Σ 

→ 
∈ ƒ ∈ 

  −
P
−
1M
→   

= 

 

− 

−
P
−
2M
→ 

 
 

P M 2 P M 2 P M 2 
1 o 2 o 

P M 2 
2 o 2 o 

 

 

−
P
−
1M
→ −

P
−
2M
→ 

P M 2  
= − 

P M 2 
1 2 

 
 

       
1 

  
    P M 2 

P1M 

P1M 2 

1 
 

  

P1M 

= 
P2M 

P2M 2 

1 
= 

P2M 

P1M = P2M =  c, 

con c ƒ= 0 una constante. Por lo que 
−
P
−
1M
→ −

P
−
2M
→ 

= − ⇔ 

−
P
−
1M
→ 

= − 
P2M

→ 

⇔ 
−
P
−
M
→ 

= −
−
P
−
M
→

, 
   

P1M 2 P2M 2 c2 c2 1 2 

y esto ocurre si y sólo si M  es el punto medio de P1P2. Por lo que Mo 

es punto cr´ıtico de ln(H). 

Rećıprocamente, si Mo es el punto medio de P1P2, es decir, 
−
P
−
1
−
M
→

o  = 

−
−
P
−
2
−
M
→

o  y P1Mo = P2Mo, entonces 
 −→  −→ 

P1Mo  
+  

P2Mo   
= 

.−
P M

→ 
+ 

−
P M

→Σ 

      

      

=  
    1  

−P  M  + P  M = 
−→
0 . 

 

Por lo tanto Mo es el único punto cŕıtico de ln(H), y también lo es de 
H. Q 

Lema 8. Las curvas de nivel de H son acotadas. 

Demostración.  Si P1M  → ∞, ó P2M  → ∞, entonces necesaria- 
mente P1M · P2M → ∞, pero esto es inconsistente con el hecho de 
que P1M · P2M sea constante. Aś ı, se muestra que cada curva de nivel 
P1M · P2M  = c es acotada. Q 

Otras  proposiciones  importantes  y  necesarias  para  la  dinámica  de 
las part´ıculas son los dos resultados siguientes. 

Teorema  6.  (Flow  box).  Suponga  que  ẋ  =  F (x),  x  ∈  R2.  Si 

p R2 y F (p) = 0, entonces existen abiertos U, V en R2 con p U , y  un  
difeomorfismo  g  :  U        V   tal  que  la  ecuación  diferencial  en  las 
nuevas coordenadas, es decir, la ecuación diferencial 

y˙    = Dg(g−1(y))f (g−1(y)) 

está dado por (ẏ1, ẏ2) = (1, 0). 

1 o 2 o 1 o 
1 o 2 o 1 o 

o 1 
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Demostración.  Ver la demostración en [31]. Q 
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Una consecuencia del teorema flow box, que se necesitará posterior- 
mente, es el corolario siguiente. 

Corolario  1.  Sea  M        R2      P1, P2, Mo    la  posición  de  una 
part́ ıcula en alguna curva de nivel de H. Entonces la curva no se de- 
tiene en M . 

Demostración.  Sea M     R2    P1, P2, Mo  . Entonces     H(M ) = 
0, es decir, M es un punto regular. Por el teorema flow box existe una 
vecindad V de M tal que en cada curva de nivel la part ı́cula se mueve 

en  ✭rectas paralelas ✮ y con rapidez constante. Aśı, todos los puntos de 
la curva que pasan por M  y que están contenidos en V  tienen la misma 
rapidez distinta de cero antes y después del punto M . 

 
Razonando de la misma manera, M no puede ser un punto atractor. 

Supongamos que M es punto atractor y sea S una transversal en M . 
Por el teorema flow box existe una vecindad V de M tal que en cada 
punto de S    V  pasa una curva de nivel distinta y en  ✭rectas paralelas ✮, 
lo cual contradice al hecho de tener una espiral (que intersecta infinitas 

veces a S ∪ V ) que converge a M . Q 

Recordemos la definición de dos conjuntos de gran relevancia en los 
sistemas dinámicos. 

Definición 2.  Sea Ω un subconjunto abierto de R2 y sea F  : Ω  
R2 un campo vectorial de clase Cr, donde 1 r . Por otro lado sea 
φ(t) = φ(t, p) = φp(t) una curva integral que pasa por p Ω. Definimos 
los conjuntos: 

y 

ω(p) = 
.

q ∈ Ω : ∃ {tn} con tn → ∞  y  φ(tn) → q,  cuando n → ∞
Σ

 

α(p) = q ∈ Ω : ∃ {tn} con tn → −∞ y φ(tn) → q, cuando n → ∞ . A  

los  conjuntos  ω(p)  y  α(p)  se  les  conoce  como  ω-ĺımite  y  α-ĺımite 

respectivamente. 

Teorema 7. Sean ẋ  = F (x), x     R2 y F     C1(Ω, R2). Supongamos 
que  F  admite  una  integral  primera  no  constante  en  ningún  abierto  de 
Ω. Entonces F  no tiene ningún ciclo ĺımite. 

Demostración.  Sea H  una integral primera para el sistema ẋ  = 
F (x). Supongamos que existe un ciclo ĺ ımite ψ tal que H(ψ) = c. 
Entonces existe x  / ψ tal que ω(x) = ψ y, más aún, H(φt(x)) = c. Por 
otro lado, sabemos que existe una vecindad V de x tal que para toda 
y V , ω(y) = ψ. Lo cual implica que H(φt(V )) = c y por lo tanto H 

es constante en el abierto V , lo cual es una contradicción ([27]).       Q 

Aplicando el teorema 7 en nuestro caso obtenemos el corolario si- 
guiente. 
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Corolario 2. El campo vectorial 

(2.8) M ′(t) = R 

−
P
−
1M

 
(
→
t)

 
P1M (t)2 

+  

−
P
−
2M

 
(
→
t) 

P2M (t)2 

 

no tiene ciclos l´ımite. 

Demostración.  Se  tienen  todas  las  hipótesis  del  teorema  6,  es 
decir, tenemos que H(M ) = P1M P2M es una integral primera del 
campo vectorial 

M ′(t) = R 

−
P
−
1M

 
(
→
t)

 
P1M (t)2 

+  

−
P
−
2M

 
(
→
t) 

, 
P2M (t)2 

 

y además, H  es no constante en ningún abierto de M  distinto de Mo. 
Por lo tanto queda demostrado el corolario. Q 

Ahora se hallarán las curvas de nivel de la función H mediante tres 
casos. 

 
I. La curva pasa por Mo. 

 

Definimos 

 
α̂ = 

.M 

∈ R2 | P1M · P2M = 

.
P1P2 

Σ2
Σ

 
 

 
 

y observemos que Mo ∈ α̂. 

Al inicio de esta sección (curvas de nivel para N  = 2 vórtices fijos) 
se pudo escribir H(z) = z2 1 . Y con la ayuda de los lemas 14 y  15,  
los  cuales  se  mostrarán  más  adelante,  las  trayectorias  de  una 
part ı́cula en un fluido incompresible, vistas como un conjunto de 2 
vórtices ubicados en z = 1 y z =    1 (que corresponden a P1 y P2) de 
vorticidades constantes y ambas iguales a 1, son las soluciones de la 
ecuación diferencial siguiente: 

   1  1  
(2.9) z′ = i + , 

 
o bien, 

z − 1 

 
z′ = 

2iz 
 

  

z + 1 
 

 
. 

z2 − 1 

Si consideramos a z en una vecindad del origen (0, 0) = Mo, es decir, 

si z ≈ 0 entonces 

2 

Σ 

, 
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(2.10) z′ ≈ −2iz, 
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es  la  ecuación  diferencial  que  describe  la  trayectoria  de  una  part́ıcula 
alrededor del origen (teorema de Hartman–Grobman ([27])), que pode- 
mos  expresarlo  como  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  autónomo 
siguiente: 

 

. 
x′  

Σ 

≈ −2 

. 
0   1 

Σ . 
x 

Σ 

= 

. 
0 −2 

Σ . 
x 

Σ 

 

Trivialmente la matriz de coeficientes tiene determinante −4, con va- 

lores propios 2 y 2 y con vectores propios 
1
 

−1 

Σ 

y 

. 
1 

Σ 

respec- 
tivamente. Por lo que Mo es un punto silla y, as´ı, localmente la curva 
que pasa por Mo tiene cuatro ramas las cuales quedan descritas por las 
rectas y = x y  y  =     x,  más aún,  para la  primer  recta  la  part́ıcula  se 
aleja de Mo ya que el valor propio es positivo y para la segunda recta 
la part ı́cula se acerca a Mo, como se muestra en la figura (2.8). 

 
Otra manera de obtener el resultado anterior es: si z pertenece a 

una vencidad de Mo, entonces de la ecuación (2.10) podemos escribir 
.
z 

Σ 
= 2z · z′ ≈ −4iz · z = −4i"z" ∈ iR. 

Y más aún, se tiene z2 = ig(z)t + c, con c     R constante, t una variable 
real y g : C    (       , 0] una función definida como g(z) =    4  z  2. Aśı, 
geométricamente z2 es una familia de rectas verticales y, en particular, 
si consideramos c = 0 obtenemos al eje y y por lo tanto ig(z)t (las 

dos ra ı́ces cuadradas de los imaginarios puros) son las rectas y = −x y 
y = x, si t ≥ 0 y t < 0, respectivamente. 

 

 

Figura 2.8 

 
Para encontrar el resto de la curva α̂ es necesario enunciar y demos- 

trar algunos resultados que nos serán de gran ayuda para esta tarea. 

2 

y′ 1 0 y −2 0 y 

′ 
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Lema 9.  La curva α̂ no intersecta a la mediatriz µ de P1P2 en otro 
punto distinto a Mo 

Demostración.  Supongamos que existe M  un punto distinto de 
Mo  y  de  tal  manera  que  M  es  la  intersección  entre  la  curva  α̂ 
mediatriz µ de P1P2, tal como se muestra en la figura (2.9). 

y la 

 

  
 

Figura 2.9 

Como M  ∈ α̂, entonces P1M · P2M  = 
.
 

 
 
 

1P2 

 

 
2 por definición de α̂. 

2    

Por  otro lado, M  pertenece a la mediatriz µ de P1P2, con M  ƒ= Mo,  
es decir, P1M = P2M y P1M > P1Mo. Por lo que P1M · P2M >  P P 2 

P1Mo ·P2Mo = 
.  

1   2 
Σ 

, y esto contradice al hecho de que M pertenezca 
a la curva α̂. Aśı, la curva α̂ sólo intersecta a la mediatriz µ en Mo. Q 

Lema  10.  α̂  no converge o pasa por P1 o P2. 

Demostración.  Sin pérdida de generalidad, supongamos que P1 
α̂. De la definición de α̂ 

.
P1P2 

Σ 
 

 

 

= P P · P P 
 

= 0. 

 

Por lo que P1P2 = 0, lo cual implica que P1 = P2 y esto no puede ser 
posible. De manera similar si P2    α̂, o en el caso de que la curva pase 
por ambos puntos. 

 

Y para el caso en que 
 

por la definición de α̂ 

Lo cual es imposible. 

 

ĺım α̂(t) = P1, 
t→∞ 

 

P1 P2. 

Q 

Ahora es el momento adecuado para construir el resto de la curva 
α̂. 

2 

∈ 

2 

1 1 

P  
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Lema  11.  La curva α̂  es una  ✭lemniscata ✮. 

Demostración.  Primero. Por el lema 8, todas las curvas de nivel 
son acotadas y por lo tanto no es posible tener una curva tal como se 
muestra en la figura (2.10). 

 

 

Figura 2.10 
 

Segundo. Por el corolario 1, la curva no puede detenerse en un 

punto de R2 \ {P1, P2, Mo}. Como en la figura (2.11). 

 

 
Figura 2.11 

Tercero. Por el lema 10, α̂  no tiende o pasa por P1 o P2. Como se 
muestra en la figura (2.12). 

Cuarto. Por el corolario 2, α̂  no tiene un ciclo ĺımite ψ. Como se 
muestra en la figura (2.13). 

Por  lo  tanto  la  única  opción  es  que  la  part́ıcula  en  cierto  instante 
regrese a Mo por otra rama. Con esto podemos decir que la trayectoria 
de la part́ıcula es una curva cerrada y, más aún, se tienen dos lóbulos. 



36 
 

\ { } 
∇ 

∈ \ { } 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura 2.12 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.13 
 

Se  afirma  que  los  lóbulos  no  se  intersectan,  tal  como  ocurre  en  la 
figura (2.14). 
En efecto, por el lema 7, sabemos que M R2 P1, P2, Mo (como 
se  muestra  en  la  gráfica  de  la  figura  (2.14))  no  es  punto  cŕıtico  de 
H, es decir, M  es un punto regular. Además,      ln (H) es continua en 

R2 P1, P2 . Aś ı, en cada vecindad de M se puede contruir una flow 
box. Como ya se hab́ıa mencionado, una descripción intuitiva de el flujo 
en una flow box es: en cada punto regular de H existe una vecindad de 
dicho punto tal que en cada curva de nivel contenida en la vecindad las 

part́ıculas se mueven en  ✭rectas paralelas ✮ con rapidez constante. Por 
lo que no puede ocurrir tales intersecciones de α̂ en M . Luego la curva 
no se autointersecta. Por lo que los dos casos posibles se muestran en 
las gráficas de la figura (2.15). 
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Figura 2.14 
 

 

 

 

 

 

Figura 2.15 
 

 

El  problema  se  resuelve  encontrando  la  ubicación  correcta  de  los 
puntos P1 y P2 respecto al interior o exterior de α̂. 
Analizamos  el  caso  de  la  primer  gráfica  (lado  izquierdo  de  la  figura 
(2.15)) en donde una curva cerrada contiene a la otra en su interior. 
Por construcción sólo un punto P1 o P2 puede estar en el interior de la 
curva. En este caso supongamos que P1 pertence al interior de la curva 
y sean A1, A2 y A3 las regiones limitadas por los lóbulos. 

1. Si P1 A1, entonces por el teorema 5 existe un punto cr ı́tico 
en A2 y por el lema 7 esto no puede ocurrir. 

 
2. Si P1 A2, entonces por el teorema 5 existe un punto cr ı́tico 

en A1 y por el lema 7 esto no puede ocurrir. 

 
3. Si P1 ∈ A3, entonces por el teorema 5 existe un punto cr ı́tico 

en A1 ∪ A2 y por el lema 7 esto no puede ocurrir. 
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Por lo tanto el único caso factible es la  ✭lemniscata ✮ (gráfica de la 
derecha en la figura (2.15)). Y sólo resta ver la posición de los puntos 
P1 y P2 respecto a la curva α̂. 

1. Por construcción los casos P1, P2    A1 o P1, P2    A2 no pueden 
ocurrir ya que Mo es punto medio del segmento que une a dichos 
puntos. 

2. Si P2 A3 y P1 A1, entonces por el teorema 5 existe un punto 
cr ı́tico en A2 y por el lema 7 esto no puede ocurrir. De manera 
análoga el caso P2    A2 y P1    A3, por el teorema 5 existe un 
punto cr ı́tico en A1 y por el lema 7 esto no puede ocurrir. 

3. Si P2, P1 A3, entonces por el teorema 5 existe un punto cr ı́tico 
en A1 A2 y por el lema 7 esto no puede ocurrir. 

4. El único caso posible es que P2    A2 y P1    A1, como se mues- 
tra en la figura (2.16). 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

Figura 2.16 

Q 

Ahora  se  sabe  que  la  curva  α̂  es  más  que  una  curva  cerrada,  pero 
por este simple hecho se puede hablar de un interior y un exterior de 
dicha curva (Teorema de Jordan). Es momento de analizar como son 
las trayectorias de una part́ıcula que en algún instante está situada en 
el interior o en el exterior de α̂. 

 

II. Sea M  ∈ Ext(α̂) un punto de una curva de nivel β  de H. 

Lema 12.  β  es una curva cerrada que contiene a α̂  en su interior. 

Demostración.  Primero. Por el lema 8, todas las curvas de ni- 
vel son acotadas y por lo tanto no es posible tener una curva tal como 
se muestra en las gráficas de la figura (2.17). 
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Figura 2.17 
 

Segundo. Por el corolario 1, la curva no puede detenerse en un 

punto M1 ∈ R2 \ {P1, P2, Mo}, tal como se muestra en la figura (2.18). 
 
 
 

 

 

 
 

Figura 2.18 
 

Tercero. β no converge o pasa por los puntos P1 y P2, ni tiene 
ciclos l´ımite. 
En efecto, suponiendo que β converge o pasa por los puntos P1 y P2, 
necesariamente  las  curvas  α̂  y  β  se  intersectan  en  al  menos  un  pun- 

to  M̃ .  Pero  esto  no  puede  ocurrir,  ya  que  el  punto  de  intersección  es 
un punto regular y por el teorema flow box existir ı́a una vecindad de 
dicho  punto  para  el  cual  las  trayectorias  de  ambas  curvas  son  ✭rectas 
paralelas ✮. Por otro lado, debido al teorema 7, β no puede tener ciclos 
ĺımite. Vea las gráficas de la figura (2.19). 



40 
 

∈ 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

Figura 2.19 
 

De estos tres casos anteriores no hay otra opción más que la curva 
β sea cerrada. 

Se afirma que α̂ ⊂ Int(β). En efecto, como α̂ ∩ β = ∅, es suficiente con 
mostrar que P1, P2 ∈ Int(β). 

1. Si P1, P2 / Int(β), entonces por el teorema 5 existe otro punto 
cr ı́tico de H y distinto de Mo, y esto contradice al lema 7. 

 
2. Si  β  contiene  a  sólo  uno  de  los  dos  puntos,  entonces  necesa- 

riamente  las  curvas  α̂  y  β  se  intersectan,  pero  esto  no  puede 
ocurrir por el teorema flow box. 

En  consecuencia  el  único  caso  posible  es  P1, P2 ∈ Int(β)  y  por  lo 
tanto α̂ ⊂ Int(β), tal como se muestra en la figura (2.20). 

 
 

 
 
 

Figura 2.20 

Q 

Por último, falta ver como son las curvas de nivel para los puntos 
en el interior de la curva α̂. 
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III. Sea M  ∈ Int(α̂) un punto de una curva de nivel γ  de H. 

 
Lema  13.  γ  es una curva cerrada que está contenida en Int(α̂). 

Demostración.  Primero. γ  es acotada y no tiene ciclos ĺımite. 
Por el lema 8, todas las curvas de nivel son acotadas. En caso contrario 
γ  necesariamente tendŕıa  que intersectar  a  α̂  y  esto  no  es  posible por 
el teorema flow box. Por otro lado, debido al teorema 7, γ no puede 
tener ciclos ĺ ımite. Vea la figura (2.21). 

 

 

 
 
 

Figura 2.21 
 

Segundo. Por el corolario 1, la curva no puede detenerse en un 

punto M1 ∈ R2 \ {P1, P2, Mo}. Como se muestra en la figura (2.22). 

Tercero. γ no converge o pasa por los puntos P1 y P2. Suponga- 
mos  que  γ  pasa  por  al  menos  uno  de  los  puntos  P1  ́o  P2.  Se  define 
γ  =    M     Int(α̂) : P1M   P2M  = 0    ya  que  H(P1) = H(P2) = 0.  Sea 
M Int(α̂)     P1, P2   un punto por el cual en cierto instante γ pasa por 
M . Entonces claramente H(M ) = 0 lo cual es una contradicción. Por 
otro lado, debido al teorema 7, γ no puede tener como puntos atracto- 
res a P1 y P2. Vea las gráficas de la figura (2.23). 

 
De estos últimos tres casos se concluye que γ es cerrada, y además, 

como γ  no interesecta a α̂, entonces γ Int(α̂). Pero aún quedan dos 
casos respecto a la ubicación de los puntos P1 y P2, es decir, pertencen 
o no al interior de γ. Por el teorema 5 y lema 7, necesariamente P1, P2 
Int(γ). Por lo tanto, el bosquejo de las curvas de nivel de H para el 
caso N  = 2 vórtices fijos se muestra en la figura (2.24). 

Q 

Antes de concluir este cap ı́tulo mostrando las direcciones en que se 
mueve un punto sometido al campo generado por dos vórtices, haremos 
mención de otro método por el cual se puede obtener las curvas de nivel 
de  la  función  H.  Este  método  se  basa  en  el  análisis  (dominio,  puntos 
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cr ı́ticos, monoton ı́a y simetr ı́as respecto a los ejes y al origen) de la 
función impĺıcita 

2  2 2 

.
x − y − 1

Σ 
+ 4x y = R , 

que proviene de |z2 − 1| = R, expuesta al inicio de la sección 2.4. 
 

 

 
 

 

Figura 2.22 
 

 

 

 
 

 
 

Figura 2.23 
 

 

 

 

Figura 2.24 
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2.5. Dirección de recorrido de las curvas integrales  para 

N  = 2  vórtices 

Ya tenemos las trayectorias que puede recorrer una part ı́cula de 
acuerdo a su posición M  respecto a los vórtices, como se observa en la 
figura (2.24). Por otra parte, con respecto a la velocidad del punto M 

y de acuerdo a la ecuación (2.8), se concluye que si PkM       0, entonces 
la velocidad de la part ı́cula tiende al infinito, y si PkM , entonces 
la velocidad de la part ı́cula tiende a cero. 

 
Finalmente, se requiere visualizar cual es la dirección del recorrido 

en cada curva. Para esto consideramos la ecuación (2.9), que mediante 
algunas manipulaciones algebraicas y considerando se puede reescribir 
como 

(2.11) z′ = − 
2y 

.
|z|

 + 1
Σ 

+ 
2ix 

.
|z| − 1

Σ 

,
 

|z  − 1| |z   − 1| 

con  z  = x + iy C 1, 1 . Entonces basta ver como son las direc- 
ciones de las part ı́culas que se ubican sobre los ejes. 

 
Para el eje horizontal se considera la componente y = 0 y la ecuación 

(2.11) se reduce a 

z′ = 
2ix |z| 

2 
− 1

Σ 

,
 

 

y tenemos los casos: 
|z − 1| 

 

1. Si z = x ∈ (∞, −1) ∪ (0, 1), la dirección es hacia  ✭abajo ✮. 

2. Si z = x ∈ (−1, 0) ∪ (1, ∞), la dirección es hacia  ✭arriba ✮. 

Para el eje vertical, es decir, se consideran las part ı́culas que se 
ubican en z = x + iy, con x = 0. Entonces la ecuación (2.11) se reduce a 

z′  = − 
2y 

.
|z|  + 1

Σ 

,
 

y tenemos otro dos casos: 
|z − 1| 

1. Si y ∈ (0, ∞), la dirección es hacia la  ✭izquierda ✮. 

2. Si y ∈ (−∞, 0), la dirección es hacia la  ✭derecha ✮. 

El sentido del recorrido obtenido de los cuatro casos anteriores es en 
el sentido positivo trigonométrico como se muestra en la figura (2.25). 

También, del análisis local del punto silla Mo, para la  ✭lemniscata ✮, se 
calcularon los valores y vectores propios que nos muestran la dirección 
de una part ı́cula en cualquier vecindad de dicho punto, como se puede 
observar en la figura (2.8). 

2 

2 2 

2 
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Figura 2.25 

Por lo tanto se tiene toda la dinámica de un punto sometido a un 
campo generado por dos vórtices fijos y de vorticidades iguales y cons- 
tantes. Todo lo anterior se generaliza en la siguiente sección. 

 

2.6. Trayectorias  para  N 3  vórtices fijos con vorticidades 

iguales, formando  un poĺıgono regular 

Los argumentos de la sección anterior permiten estudiar, de modo 
más general, las trayectorias de una part́ıcula en el campo de velocida- 

des generado por un sistema de N  ≥ 3 vórtices fijos, con vorticidades 
iguales, formando un poĺ ıgono regular. Consideremos Γk = Γ ∈ R \ {0} 

 2kπi 

constantes, M  = z  y Pk  = ρk = e , para todo k = 0, 1, 2, ..., N − 1. 
Aśı,  los  puntos  Pk,  donde  se  ubican  los  vórtices,  corresponden  a  las 
ráıces  N -ésimas  de  la  unidad  y  geométricamente  se  localizan  en  los 
vértices de un poĺıgono regular de N  lados e inscrito en la circunferen- 
cia  unitaria.  Recordemos  la  función  que  nos  define  la  enerǵıa  cinética 
del sistema: 

N −1 

H(M ) = PkM Γk . 

k=0 

Lema 14. Para todo entero N ≥ 1 y para todo z ∈ C 

(z − 1)(z − ρ) · · · (z − ρ(N−1)) = zN − 1, 
2πi 

donde ρ = e N . 

Demostración.  Sean f (z) = zN 1 y g(z) = (z 1)(z ρ)  ...  (z 

ρ(N−1)), con N 1 y z C. Observamos que f (z) y g(z) son polinomios 
mónicos, es decir, su coeficiente principal es 1. También se tiene que los 

grados de f (z) y g(z) son iguales ya que deg(f (z)) = deg(zN − 1) = N 

y deg(g(z)) = deg[(z − 1)(z − ρ) · ... · (z − ρ(N−1))] = deg(z − 1) + deg(z − 

ρ) + ... + deg(z − ρ(N−1)) = N . 

Resta ver que los polinomios f y g tienen las mismas ra ı́ces con las 

mismas multiplicidades. Como f (z) = zN − 1, entonces las ra ı́ces de f 
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son todos los z C tales que zN 1 = 0, es decir, las ra ı́ces de f son las  
ráıces  N-ésimas  de  la  unidad  y,  por  el  Teorema  Fundamental  del 
Algebra, son a lo más N ráıces complejas. Aśı, el conjunto de todas las 
ra ı́ces de f es 
A = 

.

ωk : ωk = 
.

e 
Σ  

, k = 0, 1, 2, ..., N − 1

Σ 

= 
.

1, ρ, ρ2, ..., ρN−1
Σ 

, 
 2πi     k 

 
 

 2πi 

ya que ρ = e N   , con N 1. Consideramos la factorización de f  como 
sigue: 

f (z) = (z − 1) (z − ρ) 
· ... · 

.
z − ρ 

(N −1) 
αN −1 

, 

con αr ∈ Z, para toda r = 0, 1, 2..., N − 1. 

Ahora, supongamos que ρj es de multiplicidad αj = m ≥ 2 para 
alguna j ∈ {0, 1, 2, ..., N − 1}. Entonces deg(f (z)) = deg(z − 1)α0 + 
deg(z − ρ)α1  + ... + deg(z − ρj)αj  + ... + deg(z − ρ(N−1))αN −1  = deg(z − 
1)α0 + deg(z − ρ)α1 + ... + deg(z − ρj)m + ... + deg(z − ρ(N−1))αN −1 = α0 + 
α1 +...+m+..+αN−1 ≥ N −1+m ≥ N +1. Entonces deg(f (z)) ≥ N +1 
lo cual no puede ocurrir ya que deg(f (z)) = N . Aś ı, 1, ρ, ρ2, ..., ρN−1 
son las N ra´ıces  distintas de f y de multiplicidad 1. Y por lo tanto 
f (z) = g(z). Q 

El lema 14 nos da pauta para demostrar el siguiente lema y que es 
clave para el desarrollo de esta sección. 

Lema  15.  La función 

N −1 

H(M ) = PkM Γk
 

k=0 

tiene como único punto cŕıtico a Mo el origen del sistema de coordena- 
das. 

Demostración.  Podemos reescribir a la función H  como: 

N −1 
Γ 

.
N −1 

Σ 
H(z) = 

Y .
z − ρk

. 
= 

Y .
z − ρk

. 
, 

 

y por el lema 14 
k=0 

. . 

k=0 

. .

 

N Γ 
     H(z) =  z − 1. . 

1 

. 
Sea F (z) = (H(z)) Γ = zN − 1 . Ahora hallaremos los puntos cŕ ıti- 

cos de F , y para eso, consideramos a la composición F (z) = (f3 f2 
f1)(z), con f1, f2, f3 definidas a continuación. 

 
Sea f1 : C \ 1, ρ, ..., ρN−1 → C \ {0} definida como f1(z) = zN − 1. 

Se sabe que pa

.

ra cada funció

Σ

n F  holomorfa se cumple 

(dF (z)) (δz) = F ′(z) · δz, 

N 

α0 α1 Σ 

Γ 
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Σ
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donde del lado derecho tenemos una aplicación lineal y del lado izquier- 
do  un  producto  complejo.  Y  como  f1 es  una  función  holomorfa  en  su 
dominio, entonces 

d(zN − 1)δz = (zN − 1)′ · δz, 

donde del lado izquierdo, como ya se hab ı́a mencionado, es una mul- 

tiplicación  de  complejos.  Y  si  (zN  − 1)′ es  la  derivada  holomorfa  de 

zN − 1, es decir, (zN − 1)′ = N zN−1, entonces 

(2.12) d(f1(z))δz = N zN−1δz. 

Por otra parte, sea f2 : C 0 (0, ), definida como f2(z) = z 2. 
Además 

|z + δz| = (z + δz | z + δz) = (z | z) + (δz | z) + (z | δz) + (δz | δz) = 
 

|z|  + 2 (z | δz) + |δz| , 

es la expansión en serie de Taylor de f2. Aśı, f2 es diferenciable en su 
dominio y entonces podemos escribir 

(2.13) d(f2(z))δz = 2 (z | δz)    

Y por último, sea f3 : (0, ) R definida como f (t) = 
√

t la cual 

es diferenciable en su dominio. Entonces 

′ δt 

(2.14) df3(t)δt = f3(t)δt = 
2
√

t
. 

Como F : 
.
1, ρ, ..., ρ N −1 → R, con F (z) = 

.
zN

 
− 1

.
 , podemos 

decir que F (z) = (f3  f2  f1)(z) es diferenciable, ya que es composición 
de funciones diferenciables. Aplicando la regla de la cadena junto con 
(2.12), (2.13) y (2.14) se tiene: 

 . 
2 d 

.
zN − 1

. 
δz 

dF (z)δz = d 
.
z − 1

. 
δz = d |zN  − 1| δz = 

. . 
= 

. . 

2

.

|zN  − 1|
2
 

2  zN − 1 | d(zN − 1)δz 

2 |zN − 1| 
Σ 

= 

. 
zN 1 N zN−1δz 

. 
|zN − 1| 

Hagamos dF (z)δz = 0, para todo δz C. Entonces necesariamente se 
debe tener 

N −1 

.
z − 1 | N z δz

Σ 
= 0, 

para  todo  δz  ∈ C. Es  decir,  se  buscan  todos  los  z  ∈ C tales que 

zN − 1 y N zN−1δz sean ortogonales, para todo δz ∈ C. Se afirma  que 
el  único  punto  cŕıtico  de  F  es  z  =  0.  En  efecto,  si  z  =  0,  entonces 0N  − 1 | N 0N−1δz = (−1 | 0) = 0, para todo δz ∈ C. Por lo tanto 

N 
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Supongamos que z 0 y z ∈ C \   1, ρ, ρ2, ..., ρN−1 tal que 

zN − 1 | N zN−1δz =  0,  para  todo 

.

δz  ∈ C.  En  part

Σ

icular,  sea  δz  = 
zN −1 . Entonces son equivalentes 

N −1 
.
z − 1 | N z δz

Σ 
= 0 

z − 1 | z 
N 

 

− 1
Σ 

= 0 

. − 1.  = 0 
zN − 1 = 0 

z ∈ 
.
1, ρ, ..., ρ 

Σ 
, 

pero esto último no puede ocurrir ya que z se encuentra en el dominio 
de F . Por lo tanto F  tiene como único punto cŕıtico a z = 0. Q 

El lema 15 nos da la pauta para aplicar el mismo razonamiento que 
en la sección 2.4.3, la cual trata sobre el cálculo de los puntos cŕıticos 
de la función H. En la gráfica (2.26) se muestran las trayectorias en el 
caso N  = 6 curvas de nivel de dicha función H. 

 
 
 

 

Figura 2.26 

z 

. N 
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Cap´ıtulo  3 
 

N  vórtices  en  interacción 

 
3.1. Enerǵıa cinética  del sistema 

El movimiento de un fluido plano, incompresible y sin viscosidad, 
formado  por  un  sistema  de  N      2  vórtices  en  interacción  y  ubicados 
en P1(t), P2(t), . . . , PN (t), de vorticidades constantes Γ1, Γ2, . . . , ΓN , es 
solución del sistema diferencial: 

(3.1) P ′ = R 

 

Σ
 

Γ  

−
P
−
lP
→

k 

 

,

 
k l 

l∈{1,...,N } k 

lƒ=k 

donde k ∈ {1, . . . , N } y R es la rotación de ángulo 90◦. 

Teorema  8.  La función exponencial de la enerǵıa cinética: 

H (P1, . . . , PN ) = 
k,l∈{1,...,N } 

(PlPk)Γk Γl , 

k=ƒ   l 

es constante a lo largo del movimiento. 

Demostración.  Sea (P 0, P 0, . . . , P 0 ) ∈ (R2)N  con P  en una ven- 
cidad de P 0, para toda i ∈ {1, 2, . . . , N }. Entonces podemos escribir 

N 

P = P 0 + δP y con (P , P , . . . , P ) , (δP , δP , . . . , δP ) ∈ (R2) . 
 

Se sabe que (R2)N , "·" es un espacio vectorial normado, y dicha 
norma definida como 

u   =  máx 
1≤i≤N 

("ui"2) , 

con u = (u  , . . . , u   ) ∈ (R2)N  y "·"  una norma de R2. 

Se afirma que 

(3.2) d 
.
(PkPl) 

Σ
 
 
(P 0,P 0,...,P 0 ) (δPl, . . . , δPN ) = 2Pk

→
Pl · (δPl − δPk) . 

1   2 N 

En efecto, expresaremos a (PkPl)2 como una serie de Taylor. 
2 2 0 0 2 

(PkPl)  = "Pl − Pk"2 =   Pl  + δPl − 
.
Pk  + δPk

Σ
 
2
 

    

=   Pl  − Pk + δPl − δPk
  

2 
=   Pk Pl  + δPl − δPk 

2
 

0 0 2 
2 
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. Σ 

" " 

→ " " → 

2 

" " → → 

 

t 

= 
.−

P
−
0
−
P
→

0 + δPl − δPk

Σ 
· 
.−

P
−
0
−
P
→

0 + δPl − δPk

Σ
 

(P 0,...,P 0 ) 

1 N 

Σ 

 

 

1 

1 

 
 

 
 

k   l 

0    0  2 

 
k   l 

0
−→

0 2
 

= Pk Pl 

Tenemos que 
+ 2Pk Pl · (δPl − δPk) + "δPl − δPk"2 . 

 

y consideramos 
2 

(δPl, . . . , δPN )   =  máx 
1≤i≤N 

("δPi"2) , 

"δPl − δPk"2 = "(δP1, δP2, . . . , δPN )" · ε (δP1, δP2, . . . , δPN ) ≥ 0. 

Hay que verificar que ε (δP1, . . . , δPN ) 0, si (δP1, . . . , δPN ) 0. 

De las desigualdades 

0 ≤ ε (δP , . . . , δP ) = 
"δPl − δPk"2 

≤ 
("δPl"2 + "δPk"2) 

  

1 

 
.

2  máx 

N 

 

("δPk"2)

Σ

 

"(δP1, . . . , δPN )" máx 
1≤k≤N 

("δPk"2) 

≤ 
1≤k≤N = 4  máx  ("δP  " ) = 4 "(δP  , . . . , δP )" , 
máx 

1≤k≤N 
("δPk "2) 

k  2 1 N 
1≤k≤N 

claramente, si (δP1, . . . , δPN ) 0, entonces ε (δP1, . . . , δPN ) 0. 
Con esto queda justificada la ecuación (3.2). 

 

Consideramos la composición: 

ln (H (P1, . . . , PN )) = ln 

 

Y
 (PlPk)Γk Γl  

 

 
= 

2 
k,l∈{1,...,N } 

k,l∈{1,...,N } 

kƒ=l 

ΓkΓl ln (PlPk)2 , 

k  l 

y se calcula su diferencial en un punto (P 0, . . . , P 0 ) ∈ (R2)N , tomando 
l 

en cuenta la expresión (3.2) anterior y (d ln(t))t0
 

N 

δt = 1 δt. Entonces 
0 

(d ln (H (P1, . . . , PN )))(P 0,...,P 0 ) (δP1, . . . , δPN ) 

= d 
1 

Σ 
Γ Γ 

 

 
ln (P P 

1 N 

)2

 
 

 
(δP , . . . , δP ) 

2
 k l 

k,l∈{1,...,N } 

kƒ=l 

l   k 1 N 

(P 0,...,P 0 ) 
1 N 

= 
Σ 

ΓkΓl 
Σ.

d ln (PlPk)2
Σ 

(δP1, . . . , δPN )
Σ
 

2 1 N 
k,l∈{1,...,N } 

kƒ=l 

= 
Σ 

Γ Γ 

Σ 

· 
.
d (P P ) 

Σ
 

    1  

 
    

 (δP , . . . , δP )

Σ

 
k l 

2 
k l 2 l k 

2 

0 0 (P 0,...,P 0 ) 
k,l∈{1,...,N } 

(Pl Pk ) 1 N 

2 

2 

1 
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· −k    l 

 l 

 k 

→ 

k  

Σ 

◦ ◦ 

k 

k,l∈{1,...,N } 0 l 0 k,l∈{1,...,N } 0 l 0 

k,l∈{1,...,N } l 0 0 l 0 0 

k,l∈{1,...,N } 

l 0 

0 

k∈{1,...,N }  
l∈{1,...,N } 

lƒ=k   

1 

Σ 

2

 

Σ 

Σ 

Σ 

 

 

= 
Σ 

Γ  Γ  

Σ 

· 2 
.

P 0P 0 · (δP 
    1  −−−→Σ 

 

 
  

 
 

 
− δP )

Σ

 
 

   
k l 

−
P
−
0
−
P
→

0
 

= Γ Γ  l k     (δP δP ) . 
(P 0P 0) 

k,l∈{1,...,N } l k 
kƒ=l 

Por otra parte, sea la función P  : R    (R2)N , definida como P (t) = 
(P1(t), . . . , PN (t))  y  su  diferencial  dP (t)  =  (P1

′ (t), . . . , PN
′  (t)) .  Y  sea 

φ : R → R otra función tal que φ(t) = (ln ◦H ◦ P ) (t) y con derivada 

φ′(t) = (dφ(t))t0 
= (d (ln (H (P (t)))))t0 

= (d ln(H))P (t0) · (dP (t))t0
 

= (d ln(H(P1(t), . . . , PN (t))))(P1(t0),...,PN (t0)) 
· (P1

′ (t), . . . , PN
′  (t))t0

 

−
P
−
k

−
(
−
t0

−
)
−
P
−
l(
−
t
→
0)

 

= ΓkΓl (P (t )P (t ))2 · (Pl
′(t0) − Pk

′ (t0)) 
k,l∈{1,...,N } k     0 l     0 

kƒ=l 

−
P
−
k

−
(
−
t0

−
)
−
P
−
l(
−
t
→
0)

 
 

−
P
−
k

−
(
−
t0

−
)
−
P
−
l(
−
t
→
0)

 

= ΓkΓl 
(P 

(t  )P (t  ))2 
·Pl

′(t0)− 
Σ

 

ΓkΓl 
(P (t  )P (t  ))2 

·Pk
′ (t0)

 

k   l kƒ=l 

(intercambiando ı́ndices en el primer término) 

−
P
−
l

−
(t
−
0

−
)P
−

k

−
(
−
t
→
0)

 
 

Pl

−
(t
−
0

−
)P
−

k

−
(
−
t
→
0)

 

= ΓkΓl 
(P (t )P 

(t  ))2 ·Pk
′ (t0)+ 

Σ
 

ΓkΓl 
(P (t )P (t  ))2 ·Pk

′ (t0) 

k   l kƒ=l 

−
P
−
l

−
(t
−
0

−
)P
−

k

−
(
−
t
→
0)

 

= 2 
Σ

 
ΓkΓl 

(P (t )P (t ))2 · Pk
′ (t0) 

= 2 
Σ

 

k=ƒ   l 

Γ 

 

Σ

 
 

−
P
−
l

−
(t
−
0

−
)P
−

k

−
(
−
t
→
0)

 
Γ 

 
    

 

· P ′ (t )  

 

  
(P (t )P  (t ))2 

 
k 

 

(y haciendo uso de (3.1)) 
 

= 2 

k∈{1,...,N } 

= 0. 

 

 
(Γk (0)) 

Por lo tanto φ(t) = (ln   H P ) (t) es una función constante y en con- 

2 
k l 

(P 0P 0)2 
l k 

k,l∈{1,...,N } l k 

l 
l 0 k 0 

0 

l 

k k 

k 
k,l∈{1,...,N } k 

k 



51 

 

secuencia H  también lo es.  Q 
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−→ Σ −−→ 

Σ 

N Σ 
ƒ
 

−→  Σ1
  

Σ 

−−→ Σ 

Σ 

−−→ −−→    Σ−−→
 −→ 1  

Σ 

Σ 

Σ 

Σ 
Γ

 

−−→ Σ Σ 

Σ 
Γ

 

 
 
 

3.2. Centro y vector de vorticidad 

Definición  3.  Sea O ∈ R2. 

1. Si la suma de las vorticidades es distinta de cero, se define, en 
cada instante t, el centro de vorticidad como el punto Ω tal que: 

N 
    1  

OΩ =  
N 

Γk 
k=1 

−
O
−
P
→

k.
 

Γk 
k=1 

2. Si la suma de las vorticidades es igual a cero, se define, en cada 

instante t, el vector de vorticidad como el vector 
−→
U  tal que: 

N 

U = ΓkOPk. 

k=1 

Teorema 9. El centro y el vector de vorticidad no dependen del 
punto O elegido. 

Demostración.  Para el centro de vorticidad. Consideremos la su- 
ma de las vorticidades distinta de cero, es decir, k=1 Γk = 0. Y tene- 

mos 
     

N 

OΩ = Γ 
N 

k=1 

−
O
−
P
→

k.
 

Γk 
k=1 

Sea O′ otro punto en el plano tal que 
N 

    1  
O′Ω′ =  

N 
Γk 

k=1 

−
O
−′P
→

k.
 

Γk 
k=1 

Podemos  escribir  
−
O
−
P
→

k   = 
−
O
−
O
→

′ + 
−
O
−
′P
→

k, para  todo  k  = 1, . . . , N .  Y  en- 

tonces se tienen las igualdades 

     
N 

OO′ + O′Ω′ + Ω′Ω = OΩ = Γ 
N 

k=1 

−
O
−
P
→

k

 

 

    1 
N

 

=  
N 

Γk 
k=1 

Γk 
k=1 

.−
O
−
O
→′ + 

−
O
−′P
→

k

Σ 

Γk 
k=1 

N N 
    1  

= OO′ 
N 

Γk 
k=1 

k 

k=1 

    1  
+  

N 
Γk 

k=1 
k 

k=1 

−
O
−′P
→

k

 

k 

k 
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Σ 

−→ Σ −−→ 

−→ Σ −−→ 

Σ
cidad. En este caso tenemos 
 Γ 

Σ 

Σ 

1  

Σ Σ 

′ 

N 
 

 

 

= 
−
O
−
O
→

′ + 
−
O
−
′
→
Ω′. 

Por lo tanto 
−
Ω
−→
Ω′ = 

−→
0 , y esto pasa si y sólo si Ω = Ω′. 

Para el vector de vorticidad consideremos la suma de las vorticida- 
N 

des igual a cero, es decir, Γk = 0. Y tenemos 
k=1 

N 

U = ΓkOPk. 

k=1 

Sea O′ otro punto, distinto de O, en el plano tal que 
N 

U ′ =  ΓkO′Pk. 
k=1 

Además, como en el caso anterior 
−
O
−
P
→

k  = 
−
O
−
O
→

′ + 
−
O
−
′P
→

k, para todo k = 

1, . . . , N . Entonces 
N N 

−→
U  = 

Σ 
Γk

−
O
−
P
→

k  = 
Σ 

Γk 
.−

O
−
O
→

′ + 
−
O
−
′P
→

k

Σ
 

 
N N 

= OO
→

′ 
Σ 

Γk + 
Σ 

Γk

−
O
−
′P
→

k  = 
−→
0  + 

−
U
→

′  = 
−
U
→

′. 

k=1 k=1 

Q 
 

Otro resultado importante de estos dos conceptos es el teorema 
siguiente. 

Teorema 10. El centro y el vector de vorticidad son constantes a 
lo largo del movimiento. 

Demostración.  Demostremos el teorema para el centro de vorti- 
N 
k=1 k 

definida por 
0. Sea la función ψ : R → R2, 

    1 
N

 

ψ(t) =  
N 

Γk 
k=1 

−
O
−
Pk(

→
t). 

 
 

Entonces 
 

Γk 
k=1 

 

N 

 

N ′ 

   
ψ′(t) = 

 Σ 
Γ 

 

 

−
O
−
P (

→
t)  

=
 1 

.
Σ 

Γ
 

−
O
−
P (

→
t)

Σ

 

k k k k   
Γk 

k=1 

k=1 

Γk 
k=1 

k=1 

N 

k=1 k=1 
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Σ 

Σ . Σ 

Σ 

Σ 

Σ 

 

Γ Γ Γ Γ 

l 
 

l 
l∈{1,...,N } 

k<l 

l 

l k=1 l∈{1,...,N } 

k<l 

l 

j i j=1 i∈{1,...,N } 

j<i 

i j 

N 

Γ , 

 

 
 
 

1   → ′ 1 
 

= 
N 

Γk 
k=1 

Γk OPk(t) 
k=1 

= 
N 

Γk 
k=1 

ΓkPk
′ (t). 

k=1 

Lo  que  se  quiere  demostrar  es  que  ψ′(t)  =  
−→
0 ,  entonces  basta  con 

mostrar que 
N 

ΓkPk
′ (t) = 

−→
0 . 

k=1 

Recordemos la ecuación (3.1) 

P ′ (t) = R 

 

Σ
 

 
 

−
P
−
l(
−
t
−
)P
−

k

−
(
→
t)    

  

k l 

(P (t)P (t))2  
 

l∈{1,...,N } l k  

para toda k ∈ {1, 2, . . . , N } . Y con esto podemos escribir 

N N 

 
−
P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t)    

Σ 
ΓkPk

′ (t) = 
Σ 

ΓkR    
Σ

 l 
l 

(P (t)P 

k 

(t))2  

 
N 

 
−
P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t) 

−
P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t)    

= 
Σ 

ΓkR    
Σ

 

l 
l 

(P (t)P 
(t))2 

+ 
Σ

 

l 
l 

(P (t)P 

k 

(t))2  

(R es una transformación lineal)  
N −

P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t) 

N −
P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t)    

= R 
Σ Σ 

l 
k l 

(P (t)P 
(t))2 

+ 
Σ Σ

 

l 
k l 

(P (t)P 

k 

(t))2  

(en el primer sumando hacemos k = i y l = j y en el segundo sumando 
k = j y l = i)  

N −
P
−

(
−
t
−
)P

 
(
→
t) 

N −
P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t)    

  
 

 
 

= R 
Σ Σ 

ΓiΓj 
(P (t)P (t))2 

+ 
Σ Σ

 

j    i 
(P (t)P (t))2  

 
N −

P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t) 

N −
P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t)    

j i 
Γ Γ 

i j 

l k 

l k 

Γ 

Γ 

k 

Γ 

k 

k=1 k=1 l∈{1,...,N } 

lƒ=k 
k 

k=1 l∈{1,...,N } 

l<k 

k k 

k=1 l∈{1,...,N } 

l<k 

k k 

i=1  j∈{1,...,N } 

j<i 

N 
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i j 

  
 

 
 

= R − 
Σ

 

Σ 
ΓiΓj 

(P (t)P (t))2 
+ 
Σ Σ

 
j    i 

(P (t)P (t))2  
i=1  j∈{1,...,N } 

j<i 

N 

i j 
. −

P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t) 

  
 

j=1 i∈{1,...,N } i j 
j<i 
−
P
−
(
−
t
−
)P

 
(
→
t)   

Σ 
−→ 

 
  

 

= 
Σ Σ 

ΓiΓjR 
− 

(P (t)P (t))2 
+ 

(P (t)P (t))2 

= 0 . 

i j 
Γ Γ 

i j 

i j 

i j i j 

i=1  j∈{1,...,N } 

j<i 
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N Σ 

Σ −−−−→ 

.
Σ

 
Σ
−−−

−→ 
Σ . Σ Σ 

∈ 

Σ 

k ∈ { } 

 

 
 

Por lo tanto el centro de vorticidad es constante a lo largo del movi- 
miento. 

 
Demostremos el teorema para el vector de vorticidad. En este caso 

tenemos k=1 Γk = 0. Y consideramos la función ψ : 
como 

R → R2, definida 

 
 
 

Luego 

N 

ψ(t) = ΓkOPk(t). 

k=1 

 

N ′ 

ψ′(t) = ΓkOPk(t) 
k=1 

  → ′ 

= Γk   OPk(t) = ΓkPk
′ (t). 

k=1 k=1 

Por lo que la demostración es análoga a la del centro de vorticidad. Aśı, 
el vector de vorticidad también es constante a lo largo del movimiento. 

Q 
 
 
 
 

3.3. Momento de inercia 

Definición  4.  Sean  P1, P2, . . . , PN R2  y  O  un  punto  fijo  del 
plano. Se define el momento de inercia respecto a O como 

N 

I = Γk (OPk)2 . 
k=1 

Teorema 11. El momento de inercia es constante a lo largo del 
movimiento. 

Demostración.  Sean O un punto fijo en el plano y (P1, . . . , PN ) , 
(P 0, . . . , P 0 ) 

1 N 2 N 0 

∈ (R )  , con Pk en una vecindad de Pk , para toda k ∈ {1, 2, . . . , N } . 
Es  decir,  Pk   =  P 0 +  δPk,  para toda  k 1, 2, . . . , N .  Aś ı,    de  la 
ecuación (2.2) y tomando en cuenta P  = O y M  = Pk, tenemos 

2 
 →

0
 

(3.3) d 
.
OPk 

Σ
P 0 δPk = 2OPk · δPk, 

para toda k ∈ {1, 2, . . . , N }. 

Sea  la  función  φ  :  R → R la  composición  φ(t)  =  (I ◦ P ) (t),  con 
P  :  R → (R2)N ,  definida  como  P (t)  =  (P  (t), . . . , P   (t))  y  también 

1 N R2 N R, definida como sigue I (P , . . . , P ) = N Γ (OP )2 . 
I : ( ) → 

1 N 

Σ
k=1   k k 

k 

N N 



55  

Σ
Entonces  φ(t)  =  Γ  (OP  
(t)) 

Σ 

 
l∈{1,...,N } 

l<k 

N 

N 

N 

N 

N 

N 

 

 

 
N 
k=1   k k 

As´ı, 
y,  más  aún,  φ′(t)dt  =  (dφ(t))to  

. 

φ′(t)dt = (dφ(t))to 
= (d(I ◦ P )(t))to 

= (dI)P (to) 
· (dP )to

 

N 

= 
Σ 

Γk 
.
d (OPk(t))2

Σ
 (P ′(t0), . . . , P ′ (t0)) 

 
k=1 

(usando la ecuación (3.2)) 
N 

(P1(t0),...,PN (t0)) 1 N 

= Γk2
−
O
−
P
−

k

−
(
−
t
→
0) · Pk

′ (t0) 
k=1 

(usando la ecuación (3.1)) 

  −→ 

 
−
P (t )P

 
(
−
t
→

)    
    

  

= 2 
Σ 

ΓkOPk(t0) · R  
Σ

 
 

  

Γl (P (t )P (t ))2  

k=1 
l∈{1,...,N } 

l    0 k    0  

  −→ 

 
 

 −
P (t )P

 
(
−
t
→

) 
    

  

 

−
P (t )P

 
(
−
t
→

) 
    

 

 

= 2 
Σ 

ΓkOPk(t0)·R 
Γl 

(P (t )P 
(t ))2 

+ 
Σ

 

Γl 
(P (t )P 

  

(t ))2 

  −→ 
.  −

P (t )P
 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

 

= 2 
Σ Σ ΓkΓlOPk(t0) · R   

(P (t )P 

  

(t ))2 
 

  −→ 
.  −

P (t )P
 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

 

+2 
Σ Σ 

ΓkΓlOPk(t0) · R 
    

(P (t )P (t ))2 
 

(en el primer sumando hacemos k = i y l = j y en el segundo sumando 
k = j y l = i) 

  → 
.  −

P (t )P
 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

 

= 2 
Σ Σ 

ΓiΓjOPi(t0) · R 
    

(P (t )P (t ))2 
 

 −→ 
.  −

P (t )P
 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

 

+2 
Σ Σ 

l 0 k 0 

l k 

k=1 

l 0 k 0 l 0 k 0 

k 0 

l 0 k 0 

l 0 k 0 

l 0 k 0 

l 0 k 0 

j 0 i 0 

j 0 i 0 

i 0 j 0 

l 0 k 0 l 0 k 0 

l 0 k 0 

l 0 k 0 

j 0 i 0 

i 0 j 0 

l∈{1,...,N } 

k<l 

 

k=1 l∈{1,...,N } 

k<l 

k=1 l∈{1,...,N } 

l<k 

i=1  j∈{1,...,N } 

i<j 

2 

Σ 
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N 

N 

ΓiΓjOPj(t0) · R 
    

(P (t )P (t ))2 
 

  → 
.  −

P (t )P
 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

 

= −2 
Σ Σ 

ΓiΓjOPi(t0) · R 
    

(P (t )P (t ))2 
 

 −→ 
.  −

P (t )P
 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

 

+2 
Σ Σ ΓiΓjOPj(t0) · R     

(P (t )P (t ))2 

i 0 j 0 

i 0 j 0 

i 0 j 0 

i 0 j 0 

i 0 j 0 

i 0 j 0 

i 0 j 0 

j=1 i∈{1,...,N } 

i<j 

i=1  j∈{1,...,N } 

i<j 

j=1 i∈{1,...,N } 

i<j 



 

−→ Σ −−→ −−→ −−→ −−→ 

− 

. Σ 

Σ .

−

 Σ . Σ

−

 

N 

N 

 

 
.     →  −→Σ 

.  −
P (t )P

 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

 

= 2 
Σ Σ 

ΓiΓj −OPi(t0) + OPj(t0) · R 
    

(P (t )P (t ))2 
 

.    −→Σ 
.  −

P (t )P
 
(
−
t
→

)   
Σ

 
    

  

= 2 
Σ

 
Σ 

ΓiΓj 
Pi(t0)Pj(t0) · R 

    

(P (t )P (t ))2 = 0. 

i=1  j∈{1,...,N } 
i<j 

i   0 j   0 

 

Q 
 

3.4. Dinámica  del campo con N  = 2  vórtices en interacción 

En esta sección, como en el caṕıtulo anterior, el objetivo es deter- 
minar el movimiento de un sistema de N  = 2 vórtices en interacción y 
con vorticidades constantes. Se analizará este problema en dos casos. 

 

I. Γ1 + Γ2 = 0. 
 

Sin  pérdida  de  generalidad,  sean  Γ1  =  1  y  Γ2  =      1.  También 
consideremos el vector de vorticidad 

2 

U = ΓkOPk = OP1 − OP2 = −P1P2, 
k=1 

el cual, por el teorema 10, permanece constante a lo largo del movimien- 

to. Esto nos permite escribir 
−→
0  = 

−→
U ′ = −

−
P
−
1P
→

2   

′  

= P1
′ − P2

′  y por lo 

tanto P1
′ = P2

′ . Entonces P1 y P2 tienen la misma velocidad constante. 
Además, de las ecuaciones diferenciales de Helmholtz tenemos 

P1
′  = R 

.

Γ 

−
P
−
2P
→

1
 

2 
(P P )2 = R 

−
P
−
2P
→

1
 

(P P )2 = R 
−

−
P
−
1P
→

2 
,

 

(P P )2 
 

as´ı 

2 1 
 

P ′ = −R  
 

 

2   1 1 2 
 

−→
U 

 

.

 
 

  

 −→
U 
 2  

De manera análoga para P2
′  escribim

 

os 

P ′ = R 

.

Γ −
P
−
1P
→

2
 

 
  

Σ 

= R 

.  −
P
−
1P
→

2
 

 
  

Σ 

= −R  −→
U 

 

.

 

2 1 
(P P )2 (P P )2  −→ 2  

Ahora, si integramos a P1
′  y P2

′ , respecto al parámetro 

 

t, s

 

e tiene 

P (t) = P (0) + tR  
 

 

−→
U 

 

,

 

 −→
U 
 2  
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i 0 j 0 

i 0 j 0 

i 0 j 0 
i 0 j 0 

1 

1 2 1 2 

1 1 

i 0 j 0 

i=1  j∈{1,...,N } 

i<j 

U 
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  1  

2 2 

Γ + Γ 
1 1 2 2 

−
P
−→

Ω = 
.

Γ  
−
P
−
P
→ 

+ Γ  
−
P
−
P
→Σ 

= 
−
P
−
P
→

, 

−
P
−→

Ω = 
.

Γ  
−
P
−
P
→ 

+ Γ  
−
P
−
P
→Σ 

= 
−
P
−
P
→

, 

P ′ = R 
Γ1   

−
P
−
1
−
P
→

2 
2

 

1 2 2 1 1 
(P P )2 

2 
(P P )2 

1 1 2 

2 1 2 

. Σ 

 

 
 
 

y 

P (t) = P (0) + tR  
 

 

−→
U 

 

.

 
 

  

 −→
U 
 2  

Por lo tanto P1 y P2 se mueven sobre rectas paralelas y con la misma 
velocidad uniforme. 

 

II. Γ1 + Γ2 ƒ= 0. 

Consideramos el centro de vorticidad 

(3.4) 
−
O
→
Ω = 

.
Γ  

−
O
−
P
→ 

+ Γ  
−
O
−
P
→Σ 

. 

Por el teorema 10 tenemos que 

Ω′ = 
−→
0 , 

es decir, el centro de vorticidad no se mueve. También, del teorema 9 
se sabe que el centro de vorticidad no depende del punto O elegido, 
con  esto  podemos  considerar  O  =  P1  en  la  definición  del  centro  de 
vorticidad, entonces 

 
1 

 

o bien 

Γ1 + Γ2 
1 1 1 2 1 2 

Γ1 + Γ2 

(3.5) 
−
Ω
−
P
→ 

= − 
  Γ2  −

P
−
P
→

. 
Γ1 + Γ2 

De la misma manera, si O = P2, también podemos escribir 

 
2 

 

es decir, 

Γ1 + Γ2 
1 2 1 2 2 2 

Γ1 + Γ2 

(3.6) 
−
Ω
−
P
→ 

=  
  Γ1  −

P
−
P
→

. 
Γ1 + Γ2 

Por otro lado, se afirma que las trayectorias de P1 y P2 son circun- 
ferencias concéntricas con Ω como centro y se recorren a una velocidad 
angular constante. En efecto, tenemos el sistema de ecuaciones diferen- 
ciales 

  
P1

′  = R 
Γ 

−
P
−
2
−
P
→

1
 

(P2P1) 
 

 

  
2 

Por otra parte, 

. 

(P1P2) 

Σ

 
. P

  

2 2 

  1    Γ2  

  1    Γ1  

. 

1 2 1 2 

1 2 

2 1 



57 

 

P
→Σ′  

= P ′ − P ′ = R 

.

Γ 

−
P
−
1P
→

2
 

 

  

Σ 

− R 

.

Γ 

−
P
−
2P
→

1   

Σ 
  

 

1 2 2 1 
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. Σ 

. Σ 

. Σ 

. Σ . Σ . Σ 

  + Γ 

−
→ 

. 

 

 

r(t) 

∈ 

1 
(P P )2 

2 
(P P )2 

1 2 1 2 
(P P )2 

1 2 1 2 
(P P )2 

2 
(r(t))2 

 

 

= Γ  R 

.  −
P
−
1P
→

2
 

Σ 

+ Γ  R 

.  −
P
−
1P
→

2   

Σ 

, 

1   2 1   2 

por lo tanto 

(3.7) 
.−

P
−
P
→Σ′  

= (Γ   + Γ  )R 

.  −
P
−
1P
→

2   

Σ 

. 

Si  hacemos  
−→
P   =  

−→
0 ,  

−
M
→ 

=  
−
P
−
1P
→

2  y  Γ  =  Γ1 + Γ2 en  la  ecuación  (3.7) 
obtenemos la ecuación diferencial 

−
M
→′  = R Γ 

−
P
−
M
→ 

, 

P M 2 

la cual no es otra cosa más que el campo generado por un sólo vórtice. 
Aśı, con un análisis análogo al de los caṕıtulos anteriores para el caso 
de un sólo vórtice se resuelve la ecuación (3.7). 

Utilizando coordenadas polares para 
−
P
−
1P
→

2  obtenemos 

−
P
−
1P
→

2  = r(t)   cos(θ(t)), sin(θ(t))   = r(t)−→er . 

Luego, derivando respecto a t 

−
P
−
1P
→

2   

′  

= r′(t)   cos(θ(t)), sin(θ(t))   + r(t)θ′(t)   − sin(θ(t)), cos(θ(t))  , 

entonces podemos escribir 

(3.8) 
−
P
−
1P
→

2   

′  

= r′(t)−→er + r(t)θ′(t)−→eθ . 

Además 
.−

P
−
P
→Σ′  

= (Γ   + Γ  )R 

.  −
P
−
1P
→

2
 

Σ 

= (Γ + Γ  )R 

. 
r(t)−→er 

Σ 

,
 

1   2 

y as´ı, 

(3.9) 
.−

P
−
P
→Σ′  

=  
Γ1  2 −→e  . 

1 2 

 

Igualando (3.8) y (3.9) 

r(t) θ 

r′(t)−→er 

y obtenemos el sistema 

+ r(t)θ′(t)−→eθ =
 Γ1 + Γ2 

e ,
 

r(t) θ 

r′(t) = 0 

r(t)θ′(t) =  Γ1+Γ2 . 

Pero r′(t) = 0 implica que el radio es constante, es decir, existe r R 
tal que r(t) = r. Y de la segunda ecuación 

θ′(t) =
 Γ1 + Γ2 

, 
r2 

1 2 1 2 

1 
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 1   2  1 

2 

2 

Σ 

≥ 

Σ 

3 Σ 

Σ 

 

 

por  lo  que  θ′(t)  =  constante,  y  esto  nos  dice  que  
−
P
−
1P
→

2  recorre  una 
circunferencia de centro O y con velocidad angular constante. 

Luego, 
−
P
−
P
→ 

=  P  P   =  r,  y  en  consecuencia  la  distancia  entre  los 

vórtices  es  constante.  Este  mismo  resultado  se  obtiene  con  ayuda  del 
teorema  8,  ya  que  se  sabe  que  la  exponencial  de  la  enerǵıa  cinética 
H (P1, P2) = P1P Γ1Γ2

 es  constante.  En  conclusión,  de  las  ecuaciones 
(3.5) y (3.6), las distancias ΩP1 y ΩP2 son constantes, más aún, P1 y P2 
recorren circunferencias de centro Ω y con velocidad angular constante. 

 
 

3.5. Dinámica  del campo con N  = 3  vórtices en interacción 

Otra caracterización del momento de inercia se muestra en el lema 
siguiente. 

Lema 16. El momento de inercia, con respecto al centro de vorti- 
cidad Ω = O, es igual a 

 

I = 
N 

1≤k<l≤N 

ΓkΓl (PkPl)2 . 

Γk 
k=1 

Demostración.  La  demostración  se  hará  para  N  = 3,  ya  que  el 
proceso es el mismo para la demostración en el caso N 3. 
Por la definición 4, el momento de inercia es 

 

3 

I = Γk (OPk)2 . 
k=1 

 

Sea O el centro de vorticidad, es decir, O = Ω en la definición 3 y 

tomando en cuenta que k=1 Γk ƒ= 0, entonces 

Γ1
−
O
−
P
→

1 + Γ2
−
O
−
P
→

2 + Γ3
−
O
−
P
→

3  = 
−→
0 . 

 

Luego  
Γ  

−
O
−
P
→ 

+ Γ  
−
O
−
P
→ 

+ Γ  
−
O
−
P
→
 2  

= 0, 
1 1 2 2 3 3   

 

lo cual es equivalente a 

Γ2 (OP1)2 + Γ2 (OP2)2 + Γ2 (OP3)2 + 2Γ1Γ2
−
O
−
P
→

1 · OP
→

2 + 2Γ1Γ3OP
→

1 · 
−
O
−
P
→

3 
1 2 3 

+2Γ2Γ3
−
O
−
P
→

2 · 
−
O
−
P
→

3  = 0. 

Γ2 (OP1)2 + Γ2 (OP2)2 + Γ2 (OP3)2 = 
1 2 3 

−2Γ1Γ2
−
O
−
P
→

1 · 
−
O
−
P
→

2 − 2Γ1Γ3
−
O
−
P
→

1 · 
−
O
−
P
→

3 − 2Γ2Γ3OP
→

2 · 
−
O
−
P
→

3. 

1 
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3 

1 

2 

. 
Σ
+ Γ  (OP  ) 
 + 

2 

Σ 

. 
oa el plano I = I  , es el punto

  ,o 

2 

 

 
 

Aś ı,  
Γ2 (OP1)2 + Γ1Γ2 (OP1)2 + Γ1Γ2 (OP2)2 + 

Γ2 (OP2)2 + Γ2Γ3 (OP2)2 + Γ2Γ3 (OP3)2 + 

Γ2 (OP3)2 + Γ1Γ3 (OP1)2 + Γ1Γ3 (OP3)2 = 

Γ1Γ2 (OP1)2 − 2Γ1Γ2
−
O
−
P
→

1 · 
−
O
−
P
→

2 + Γ1Γ2 (OP2)2 + 

Γ1Γ3 (OP1)2 − 2Γ1Γ3
−
O
−
P
→

1 · 
−
O
−
P
→

3 + Γ1Γ3 (OP3)2 + 

Γ2Γ3 (OP2)2 − 2Γ2Γ3
−
O
−
P
→

2 · 
−
O
−
P
→

3 + Γ2Γ3 (OP3)2 . 

Reagrupando términos podemos escribir 

Γ1 Γ1 (OP1)2 

Γ2 
.
Γ1 (OP1) 

+ Γ2 (OP2)2 

+ Γ2 (OP2)2 

2 
3 3 

+ Γ3 (OP3) 
Σ 

+ 
 

Γ3 
.
Γ1 (OP1) 

+ Γ2 (OP2)2 
+ Γ3 (OP3) 

Σ 
= 

Γ  Γ  
 −

O
−
P
→ 

− 
−
O
−
P
→ 2 

+ Γ  Γ  
 

OP
→ 

− 
−
O
−
P
→ 2 

+ Γ  Γ 

 −
O
−
P
→ 

− 
−
O
−
P
→ 2 

,
 

1   2 2 1 1   3 3 1 2   3 3 2             
 

y como I = Γ1 (OP1)2 + Γ2 (OP2)2 + Γ3 (OP3)2, entonces 

(Γ1 + Γ2 + Γ3) I = Γ1Γ2 (P1P2)2 + Γ1Γ3 (P1P3)2 + Γ2Γ3 (P2P3)2 . 

Por lo tanto 

I = 
3 k<l≤3 

ΓkΓl (PkPl)2 . 

Γk 
1≤ 

k=1 

De manera análoga para N  ≥ 3. Q 

En lo que resta consideramos el caso en que las vorticidades son 
constantes  e  iguales  y,  más  aún,  el  caso  particular  donde  Γ1 =  Γ2 = 
Γ3 = 1. El objetivo es proporcionar el movimiento del triángulo forma- 
do por tres vórtices sin considerar su traslación o rotación. Equivalen- 
temente se trata de conocer la magnitud de sus tres lados P1P2, P2P3 
y  P3P1  del  triángulo,  o  bien,  a  los  cuadrados  de  dichas  distancias 
P1P 2, P2P 2 y P3P 2, ya  que el momento de inercia y el cuadrado  de 

2 3 1 

la exponencial de la enerǵıa cinética dependen de dichas distancias al 
cuadrado. Con esto, podemos visualizar al movimiento como una cur- 

va  trazada  en  el  espacio  tridimensional,  donde  el  eje  
←
O
→
x  corresponde 

a P1P 2, eje 
←
O
→
y  corresponde a P2P 2 y eje 

←
O
→
z  a P3P 2. Aśı, cada punto 

2 3 1 

de la curva tiene como coordenadas a los cuadrados de las distancias 
de los tres lados que forman al triángulo cuyos vértices son los vórtices 
P1, P2 y P3. Y para lograr lo que se desea emplearemos un razonamiento 
similar al realizado para hallar las curvas de nivel para N  = 2 vórtices 
fijos y esto mediante los puntos cŕıticos de la función H. 

Lema  17.  El único punto cŕıtico de la función H2, con restricción 
I  Io 3 3 

2 

, 
3 

2 

1 Σ 

I  
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. Σ 

. 
ocŕıtico es

  , 

Σ
.
 

j 

3 1 2 3 1 

3 1 
 
P2P 2 · P3P 2 = λ 

2 

P P 2 
1 
2 

I(P1P 2, P2P 2, P3P 2) = P1P 2 + P2P 2 + P3P 2 = Io 

2 3 1 

 
 

 

Demostración.  Los puntos cŕıticos se obtendrán por medio de la 
técnica de los multiplicadores de Lagrange. 

 
Sea h(P1P 2, P2P 2, P3P 2) = H2 (P1P2, P2P3, P3P1) , es decir h(P1P 2, 

2 3 1 2 

P2P 2, P3P 2) = P1P 2·P2P 2·P3P 2. Calculamos el gradiente de h respecto 
a P1P 2, P2P 2 y P3P 2. Entonces 

2 3 1 
2  

2 2 2 
 

2 2 2 

∇h = ∇H = 
.
P2P3 · P3P1 , P1P2 · P3P1 , P1P2 · P2P3 

Σ 
. 

Del lema 16 el momento de inercia, para N = 3, es 
I(P1P 2, P2P 2, P3P 2) = P1P 2 + P2P 2 + P3P 2. 

2 3 1 2 3 1 

Y el gradiente de I respecto a las variables P1P 2, P2P 2 y P3P 2 es 
2 3 1 

∇I = (1, 1, 1) . 

Aplicar el método de Lagrange es equivelente a que los gradientes 
de las funciones I y h sean colineales. Es decir, 

∇h = λ∇I, 

y aś ı 
 

 
2 2 2 2 2 2 

P2P3 · P3P1 , P1P2 · P3P1 , P1P2 · P2P3 = λ(1, 1, 1). 

Por lo que se tiene el sistema 
 

 
P1P 2 · P3P 2 = λ 
   

1    2  · P2P3  = λ. 
 

Entonces P2P 2 · P3P 2 = P1P 2 · P3P 2 = P1P 2 · P2P 2, lo cual implica 
que P1P 2 = P2P 2 = P3P 2. Y como P1P 2 + P2P 2 + P3P 2 = I = Io, se 

2 3 1 2 3 1 
concluye que P1P 2 = P2P 2 = P3P 2 =  I  o . Por lo tanto el único punto 

I  Io 

3 3 

2 3 1 3 
 Io Q 
3 

Hay  que  hacer  notar,  en  esta  sección,  que  los  teoremas  6  y  7  son 
necesarios salvo un diferomeorfismo de R2 a el plano I = Io. 

 
Como en el lema anterior, sean Io y Ho constantes reales y para los 

próximos lemas consideremos α una curva que satisface 
 

(3.10)  
2 3 1 

h (P1P 2, P2P 2, P3P 2) = P1P 2 · P2P 2 · P3P 2 = Ho. 
 

2 3 1 2 3 1 

Lema 18. α es acotada. 

Demostración.  Supongamos que la curva no es acotada, es decir, 

PiP 2 → +∞, para al menos un par i, j ∈ {1, 2, 3} e i j. Entonces 

P1P 2 + P2P 2 + P3P 2 → +∞, y esto contradice al hecho de que la 
función I  es constante (teorema 11). Por lo tanto α es acotada. 

3 1 2 1 2 3 

, 

2 3 1 
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2 

1 

3 
I  

3 

3 3 

2 P Pl 

 Io 

2 3 2 3 

2 3 1 

3 

 

 
 
 

Se tiene el siguiente lema que es parecido al lema 10 y que corres- 
ponde a colisiones de los vórtices. 

Lema 19. α no converge o intersecta a los planos P1P 2 = 0, 
P2P 2 = 0 y P3P 2 = 0. 

3 1 

Demostración.  Sin  pérdida  de  generalidad,  supongamos  que  la 
curva converge al plano P3P 2 = 0. Si h = constante > 0, entonces 
necesariamente  P1P 2 · P2P 2 → +∞,  ́o  bien,  P1P 2 → +∞ ó  P2P 2 → 

+∞. Lo cual no es factible ya que α es acotada. Q 

También,  de  manera  muy  similar  a  los  corolarios  1  y  2,  se  tienen 
los dos siguientes lemas. 

Lema 20. α no se detiene en otro punto distinto de 
. 

o , 
 

 

 Io 

3 
o 
Σ

.
 

´  I   I  I  

Demostracion.  Por el lema 17, 
. 

o ,  o o 
Σ 

es el único punto cŕıti- co de H, es decir, cualquier otro punto (P1P 2, P2P 2, P3P 2) en el plano 
2 3 1 

I  = Io  y distinto del punto cr´ıtico  es punto regular de H. Ahora, por 
el teorema flow box el punto (P1P 2, P2P 2, P3P 2) no es un punto doble 

2 3 1 

de la curva . Y, más aún, como en el corolario 1, dicho punto regular 
no puede ser un punto asintóticamente estable. Q 

Lema 21. α no tiene ciclos l´ımite. 

Demostración.  Podemos decir que α es una curva de nivel de la 
función H  sobre el plano I = Io. Además, la función H  es una integral 
primera del sistema 

P ′ = R 

 

Σ
 

 
 

Γ  

−
P
−
lP
→

k 

 

,

 

k l 

l∈{1,2,3} k 

donde k ∈ {1, 2, 3}. Para cualquier punto (P1P 2, P2P 2, P3P 2) del plano 
I  =  Io  y  distinto  del  punto  cŕıtico  la  función  H  no  es  constante  en 
ningún  abierto  V  (sobre  el  plano  I  =  Io)  de  dicho  punto.  Aśı,  por  el 

teorema 7 tenemos que el campo generado por el sistema P1
′ , P2

′
 

(sobre el plano I = Io) no posee ningún ciclo ĺımite. 
y P3

′
 

Q 

Por último se demostrará el siguiente teorema que nos describe la 
dinámica  de  los  puntos  que  tienen  como  trayectoria  a  las  curvas  en 
cuestión. 

Teorema 12. Todas las curvas que satisfacen momento de inercia 
I = constante y enerǵıa cinética H = constante son cerradas y tienen 

, 

, 

l k 

, I  
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. 
oel punto

  , 

I  Io 

3 3 
3 

Σ 
en su interior. 

Demostración.  Sea  α  una  curva  que  satisface  las  hipótesis  del 
teorema y por el lema 18, 19 , 20 y 21 se concluye que α es una curva 

, 
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3 
, 

Σ 

∪ 

4 2 3 1 2 3 1 

3 3 

 
 

cerrada. Más aún, se mostrará que α es como una  ✭circunferencia de- 
formada ✮. 

Se afirma que α no puede autointersectarse en un punto P̃   distin- 
to  del  punto  cŕıtico,  es  decir,  α no  puede  ser  como  una  ✭lemniscata ✮. ˜  I I I  

En efecto, por el lema 17, todo punto P  distinto del punto 
. 

o , o o
 

ser´ıa un punto regular de α. As´ı, en cada vecindad del punto se puede 
construir una flow box de tal manera que para cada part ı́cula en dicha 
vecindad se mueve de manera paralela a la trayectoria que pasa por P̃ . 
Por lo que no habŕıa autointersección. Por otra parte, supongamos que 
la curva se autointersecta en el punto cr ı́tico. Entonces, por el teorema 
5, en el interior de la curva (que está formada por al menos dos lóbu- 
los) existe un punto cr ı́tico, lo que implica que α tiene al menos dos 
puntos cr ı́ticos y esto contradice al lema 17. Aś ı, se muestra que α no 
se autointersecta en ningún punto y mucho menos en el punto cŕıtico. 
Por lo que no hay otra opción más que tener a α cerrada y sin puntos 

dobles, es decir, es como una  ✭circunferencia deformada ✮. 

Finalmente, por el lema 6, el conjunto D = α Int(α) es compacto. 
Y además, como α es una curva de nivel de h = H2 restringida al plano 
I  =  constante  y  con  la  función  h  =  H2 de  clase  C1 en  D  (se  tienen 
las  hipótesis  del  teorema  5),  entonces  se  concluye  que  el  único  punto 
cŕıtico está en Int(α). Q 

 
A  continuación  se  enuncian  algunas  consecuencias  inmediatas  del 

teorema 12. 

1. Debido a que las curvas son cerradas y que cada punto de la 
curva es un punto regular, entonces las curvas son periódicas. 

2. Dos curvas distintas no pueden intersectarse y como ambas con- 
tienen al punto cr ı́tico en su interior, entonces una de las curvas 
contiene en su interior a la otra, en el sentido de las curvas de 
Jordan. 

Como se mencionó con anterioridad, cada punto de las curvas des- 
critas en el teorema 12 nos proporciona información sobre el cuadrado 
de la longitud de los lados de un triángulo. Con esto, es necesario omitir 
aquellas curvas que se formen por  ✭triángulos imposibles ✮, es decir, si 

P1, P2 y P3 son tres puntos en un plano tales que P1P2 + P2P3 < P1P3, 
entonces  no  se  puede  formar  un  triángulo  ya  que  los  vértices  son  co- 
lineales.  Por  lo  que  hay  que  descartar  aquellos  triángulos  cuya  área 
sea  igual  a  cero.  Consideremos  que  los  vórtices  P1, P2  y  P3  sobre  el 
plano I = constante son los vértices del triángulo cuya área sea cero y 
aplicando la fórmula de Herón: 

1 
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Área = 

.

(P1P 2 + P2P 2 + P3P 2)2 − 2 (P1P 4 + P2P 4 + P3P 4) 
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P3P1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

P1P 2 

 

2  

3 

× 

Y como (P1P 2, P2P 2, P3P 2) son las coordenadas de los puntos que des- 

2 2 

2  3 

Σ . 
3 1 

Σ 

 
 

 
  

= 
.

I2 − 2 (P1P 4 + P2P 4 + P3P 4) = 0, 
  

4 
lo que equivale a 

.
P1P2 

Σ 

2 3 1 
 

 

+ 
.
P P 2 

2 
+ P P 2 

2 
= constante. 

 

2 3 1 

criben a α, entonces esta curva no es otra cosa más que la intersección 
de una esfera con un plano, es decir, es una circunferencia sobre el 

plano I = constante, que llamaremos  ✭curva de Herón ✮. Una observa- 
ción importante es que la curva de Herón no es más que una cota para 
las  curvas  de  los  verdaderos  triángulos.  Mostramos  tales  curvas  en  la 
figura (3.1). 

 

 
4 

 

 
 

4 

 
 

P2P 2 

 

 

 

 

 

 

 
4 

 

Figura 3.1 

 
Y  aplicando  una  rotación  al  plano  I  =  constante  se  obtiene  la 

gráfica que se muestra en la figura (3.2). 
Se  puede  observar  que  las  curvas  de  los  verdaderos  triángulos  son 

✭ćırculos deformados ✮ que, obviamente, son curvas periódicas y corres- 
ponden  a  un  conjunto  de  configuraciones  de  triángulos  módulo  una 
isometr ı́a. Pero hay un problema con aquellas curvas que intersectan 
3     2  veces  a  la  curva  de  Herón,  como  se  muestra  en  la  gráfica  (3.2) 
a una parte de este tipo de curvas que va de un punto A al punto 
B. Sin embargo, en base al teorema 12 esta sección de curva limitada 
por  los  puntos  A y  B  (contenida  en  el  interior  de  la  curva  de  Herón) 
también  es  periódica.  Por  ejemplo  y  sin  pérdida  de  generalidad,  una 
part́ıcula P  que se mueve sobre la curva y en dirección de A a B posee 
una  configuración  P1P2P3 y  cuyo  triángulo  tiene  un  ́area  distinta  de 
cero.  Luego  al  llegar  al  punto  B  su  ́area  es  cero,  ya  que  P1,  P2 y  P3 
son colineales. Y después, la part́ıcula viajará en sentido opuesto y con 

1 
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3 

. 

. Σ 

−→  Σ1
  Σ 

3 
ΩP1 = 1 

Σ 
PkP1 = 

P2P1 + P3P1 

 

ΩP2 = 1 
Σ 

PkP2 = 
P1P2 + P3P2 

 

ΩP3 = 1 
Σ 

PkP3 = 
P2P3 + P2P3 

3 

 
 

 

  
 

Figura 3.2 

 
una configuración P1P3P2 ([20]). 

 
Entre todas las trayectorias del espacio de puntos de la forma 

2 2 2  Io Io  Io 

(P1P2 , P2P3 , P3P1 ), el punto cr ı́tico 3 ,  3 , 3 corresponde a la confi- 
guración formada por un triángulo equilátero cuyos lados P1P2, P2P3 y 

  

P3P1 tienen la misma longitud  Io . Finalmente, para esta configura- 

ción de un triángulo equilátero, se dará una descripción del movimiento 
de los vórtices P1, P2 y P3 respecto al centro de vorticidad  Ω, ya que en 
este caso estamos considerando Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1. 

 

La definición del centro de vorticidad 

     
3 

OΩ = Γ 
3 

k=1 

 
−
O
−
P
→

k,
 

Γk 
k=1 

 

no depende el punto O (teorema 9). Entonces podemos asignar a O los 
puntos P1, P2 y P3, y aś ı obtener las expresiones siguientes 

 

→ 3  → 
.  → 

 

 

 →Σ 

   k=1    

 

→ 
 → 1 .  → 

  

 →Σ 

   k=1    

 

→  → 1 .  → 
 

 →Σ 

 

 

    

 
 

  

3 

3 3 

3 

 1 

(3.11) . 

k 

3 
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3 

3 

2 2 

3 3 

I0 

R 
.−

Ω
−
P
→

3

Σ 
=  1  R 

.−
P
−
2P
→

3 + 
−
P
−
2P
→

3

Σ
 

P P P P 2 P P 2 

P1P2 P1P 2 P3P 2 

 
P1P2 

P1P 2 P2P 2 

P3 (t) = P3 (t0) +  9tR 
.−

Ω
−
P
−
3

−
(
→
t)

Σ
 

 
 
 

Aplicando la tranformación lineal R (rotación de 90◦ en sentido positivo 
trigonométrico) 

R 
.−

Ω
−
P
→

1

Σ 
=  1  R 

.−
P
−
2P
→

1 + 
−
P
−
3P
→

1

Σ
 

 

 

(3.12) 
R

 .−
Ω
−
P
→

2

Σ = 1 R 
.−

P
−
1P
→

2 + 
−
P
−
3P
→

2

Σ 
.
 

 

 
3

 

 

 

2 2 1 3 
   

3  
2 R 

.−
Ω
−
P
→

1

Σ 
= R 

. −
P
−
2
−
P
→

1  +  
−
P
−
3
−
P
→

1 

Σ 
= P1

′
 

   

 
 

 

 

(3.13) 
   

3  
2 R 

.
ΩP

→
2

Σ 
= R 

. −
P
−
1
−
P
→

2  +  
−
P
−
3
−
P
→

2 

Σ 
= P2

′  . 

   
3  

2 R 
.−

Ω
−
P
→

3

Σ 
= R 

. −
P
−
1
−
P
→

3  +  
−
P
−
2
−
P
→

3 

Σ 
= P3

′
 

 

De la misma definición de centro de vorticidad tenemos la expresión 

1 
Ω = 

3 
(P1 + P2 + P3) , 

que no es otra cosa más que el baricentro del triángulo de vértices P1, 
P2 y P3. Pero como dicho triángulo es equilátero, entonces el baricentro 
coincide  con  el  circuncentro.  Por  lo  que  ΩP1 = ΩP2 = ΩP3 = ρ,  más 
aún, de las ecuaciones (3.11) se tiene a los vectores 

−
Ω
−
P
→

1, 
−
Ω
−
P
→

2  y 
−
Ω
−
P
→

3  en 

función de los vectores P
−−

3P
→

1, 
−
P
−
1P
→

2  y P2P
→

3  cuyos módulos son iguales a 
 I0 
3 a lo largo del tiempo, as´ı ρ es constante. Con esto, se afirma que la 

trayectoria de P1, P2 y P3, respecto a Ω, es una circunferencia. 
 

En efecto, aplicando el teorema de existencia y unicidad al siste- 
ma de ecuaciones (3.13), que bajo ciertas condiciones iniciales P1 (t0), 
P2 (t0) y P3 (t0), e integrando respecto al parámetro t, se obtienen 

P1 (t) = P1 (t0) +  9tR 
.−

Ω
−
P
−
1

−
(
→
t)

Σ
 

 

(3.14) P2 (t) = P2 (t0) +  9tR   
−
Ω
−
P
−
2

−
(
→
t) , 

 

I0 

. Σ 
 

 
I0

 

 

2 1 1 

Además, P1P 2 = P3P 2 = P3P 2 =  Io , luego 

que justamente nos describen las trayectorias circulares. 

1 2 3 
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Falta  ver  con  que  velocidad  angular  gira  el  triángulo.  Para  esto 
consideramos las tres ecuaciones (3.13), las cuales podemos reescribir 

que justamente nos describen las trayectorias circulares. 
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. Σ 

ΩP2
2 

 . Σ

3

 

 
 
 

como sigue 

P1
′  = ΓR 

 
−
Ω
−
P
→

1
 

  

ΩP1
2 

 
 

 

 

(3.15) 
 

   

P2
′  = ΓR 

. −
Ω
−
P
→

2  

Σ 
, 

P ′  = ΓR 
−
Ω
−
P
→

3
 

 
  

 
ΩP3

2 
 

con Γ =  9ρ2 

. Podemos decir que cada una de las ecuaciones (3.15) es 
0 

un caso descrito en la sección (2.3). Aśı, se describe el movimiento de 
los puntos P1, P2 y P3 girando alrededor de Ω a una velocidad angular 
constante. 

I 
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Conclusión 

 
En  este  trabajo  se  redescubre  una  aplicación  de  la  f́ısica,  esto  ba- 

sado  en  teoremas  clásicos  de  la  geometŕıa  diferencial  y  del  estudio  de 
las ecuaciones diferenciales. Familiarizando varias técnicas geométricas, 
mediante el estudio de ciertas familias de curvas y superficies de nivel. 
De manera más espećıfica, este escrito nos permite entender la dinámi- 
ca de vórtices a partir de las ecuaciones de Helmholtz en mécanica de 
fluidos planos, incompresibles, sin viscosidad, como solución de un sis- 
tema de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de frontera. 
También nos ayuda a ver cómo razonamientos puramente geométricos 
permiten  resolverlo  en  ciertos  casos:  N  vórtices  fijos  y  una  part́ıcula 
(cuando  los  vórtices  tienen  misma  vorticidad  y  forman  un  poĺıgono 
regular),  2  y  3  vórtices  en  interacción  (con  vorticidades  iguales  en  el 
caso  de  3  vórtices).  En  la  resolución  de  cada  caso  se  obtuvieron  las 
trayectorias y velocidad de las part´ıculas sometidas a dichos campos 
generados  por  el  o  los  vórtices,  y  también,  en  el  caso  de  los  mismos 
vórtices en interacción respecto a un centro de vorticidad y un cambio 
de coordenadas. 

 
Los resultados obtenidos sugieren el estudio de una generalización 

en el semiplano. Se tratar ı́a de resolver el sistema de ecuaciones di- 
ferenciales parciales del primer cap ı́tulo, con condiciones de frontera 
para x = 0 y en el infinito, para x < 0. Las soluciones nos proporcio- 
naŕ ıan nuevas ecuaciones de Helmholtz, cuyas soluciones, tal vez muy 
diferentes de las de esta tesis, describir´ıan el movimiento de una presa 
hidráulica,  ubicada  en  el  eje  de  ecuación:  x  =  0.  Tal  trabajo  podŕıa 
representar una continuación natural de esta tesis. 
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[11] H.  Poincaré, Théorie des tourbillons , Gauthier-Villars, Paris, 1893. 
[12] H. Aref, Motion of the three vortices, Phys. Fluids 22, 393-400 (1979). 
[13] H.  Aref,  N.  Rott  y  H.  Thomann,  Gröbli’s  solution  of  the  three-vortex 
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