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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es realizar un anélisis cualita-
tivo de la dinaAmica de una particula que se encuentra bajo la influencia
de un campo de velocidades generado por N > 1 remolinos o vortices
fijos en el plano, y de la dinamica de un sistema de N vortices del
plano en interaccion. Se puede mostrar que el campo de velocidades
de un fluido plano incompresible puede ser aproximado por el campo
generado por un sistema finito de vortices. Asi, la ecuacion diferencial
parcial de Navier-Stokes para un fluido sin viscosidad (ecuaciéon de Eu-
ler) se convierte en un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los sistemas de vortices tienen muchas aplicaciones en mecanica
de fluidos, en particular en meteorolog“1a, donde permiten modelar la
parte central de un huracan.

Los resultados que se presentan en esta tesis son considerados como
clasicos en el estudio de los sistemas de vortices. Sin embargo, no se
conocen referencias que los abarquen en una teor 1aelemental como la
que exponemos aqu 'L,y donde se proporcionan todas sus demostraciones
completas, incluyendo las pruebas de los lemas de geometr 1a diferencial
que requieren. Por lo mismo, la lectura de esta tesis puede ser de interés
para cualquier matematico con conocimientos basicos en geometria di-
ferencial, analisis real y complejo, en bsqueda de una introduccion a
los temas geométricos de la dinamica de vortices, y asi exponer pruebas
mas concisas.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que proporcionan los mo-
vimientos de los vortices fueron encontradas por Helmholtz en 1858
([25]). Kirchhoff las expres6 como sistema hamiltoniano por primera
vez ([26]). Se considera que Grobli ([16]) y Poincaré ([11]) fueron los
primeros en resolverlas en el caso de interacciones de N = 3 vortices.
Mas recientemente, enfoques modernos nos dieron otro entendimiento
conceptual sobre la integrabilidad del problema de tres vortices ([8],
[9],[10], [13], [17], [18]). Se sabe que las ecuaciones de Helmholtz no

son integrables para N > 4 vortices.

El desarrollo dela tesis comienza demostrando de dos maneras di-
ferentes, a saber, con la formula integral de Cauchy y la formula de



Green, que un campo de velocidades es idénticamente cero cuando no
hay vortice o bien cuando la vorticidad es nula. Esto es el preludio
parademostrar la existencia y unicidad de un campo vectorial genera-
do por uno o mas vortices y con vorticidades constantes. También lo
calculamos de manera explicita. Este campo vectorial propocionara las
ecuaciones de Helmholtz de un sistema de vortices.

En el segundo cap’itulo se estudian las trayectorias de un punto
movil en el campo generado por uno o varios vortices fijos, de mis-
ma vorticidad, enfatizando los casos particulares de N = 1 (donde las
trayectorias son circunferencias concéntricas recorridas con velocidad
angular constante), N = 2 vortices fijos y de un poligono regular de
vortices. Estas trayectorias son las curvas de nivel de la energia cinéti-
ca, logaritmo del producto H de las distancias del punto movil a los
vortices. El trazo de las trayectorias se expone mediante varios métodos
como son: coordenadas polares, mapeo z2 y puntos criticos de la funcién
H. Para el método de puntos criticos se requiere de herramientas del
calculo como el teorema de valores extremos y también de resultados
mas sofisticados como el teorema de la curva de Jordan o el teorema
del flow box.

En el ltimo capitulo se estudian los movimientos de N vortices en
interaccion, enfatizando los casos integrables N = 2, y N = 3 con vorti-
cidades iguales. Esto equivale a estudiar las intersecciones de superficies
de nivel de las integrales primeras (energia cinética, momento angular),
lo que requiere el calculo de los puntos criticos de la restriccion de una
funcién a una superficie.

iiii






Cap 1tulo 1

Campo generado por un sistema de N vortices
en R2

Recordemos que, f"1sicamente, ala materia sele puede encontraren
los estados sdlido, liquido y gaseoso. Estos dos tltimos llamados fluidos
y en otros casos especiales superfluidos. Un cuerpo solido se caracteriza
por tener forma y volumen constante a lo largo del tiempo. En el caso
de un fluido que se desplaza se dice que es incompresible cuando su
densidad permanece constante a lo largo del tiempo. Matematicamen-
te la divergencia de un campo vectorial que representa el flujo de un
fluido es cero.

Por otra parte, en términos fisicos, podemos decir que la vorticidad
es una magnitud que cuantifica la rotacion de un fluido. Es decir, la
vorticidad est4 intimamente ligada al rotacional del campo de velocida-
des del fluido y caracteriza a un vortice. En los fluidos incompresibles y
sin viscosidad la propagacion de la vorticidad es nula y es posible hallar
regiones singulares extremadamente compactas donde la vorticidad es
infinitamente intensa. Para definir de manera adecuada a un vortice
en un punto en el plano se requiere hacer uso de una herramienta ma-
tematica conocida como la distribucion ¢ de Dirac.

1.1. La distribucion ¢ de Dirac

Consideremos una funcion ¢ : R . R. Se define al soporte de ¢
como la cerradura topologica del conjunto {t € R : ¢(t) f 0}. Observa-
mos que para que el soporte de una funcion sea compacto es suficiente
con que sea acotado. Ahora, una funcion de prueba es una funcion
infinitamente diferenciable y con soporte compacto, un ejemplo de la
grafica de una funcion de prueba se muestra en la figura (1.1). Al
conjunto de funciones de prueba se le denota comp (R) y es un espa-
cio vectorial infinitamente dimensional, con respecto a las definiciones
usuales de suma y multiplicacion por escalar de funciones.

Una distribucién o funcion generalizada es una funcional lineal con-
tinua F : T — R. Sea f : R — R una funcion integrable. Se puede

1



definir la distribucion F J.generada por f Cj)mo
o b
F(p) = fDeOdt= " f(t)p(t)dt,
NS a
donde el intervalo [a, b] contiene al soporte de la funcion ¢ < T . La fa-
milia de todas las distribuciones, denotada por p, también constituye
un espacio vectorial sobre R (en nuestro caso).

Figura 1.1. Funcion de prueba con soporte contenido
en[—a,a].

Iniciamos con una breve explicacion de la construccion y las propie-
dades de la distribucion ¢ de Dirac. Hay muchas sucesiones de funciones
de prueba las cuales fconvergent a la 6 de Dirac. Sean a,9 ¢ R, con
a> o0y > 0. Para fines practicos, consideremos la sucesiéon de funcio-
nes

1
. s ¢
X+a,X€E = .
S,(x)= ¢7 0, X & "325",
la cual es una sucesion de funciones, como se muestra en la figura
(1.2). Observemos que S,(x) es derivable salvo en los Valore522 y —%.

Sc(x)

1%
-~
:

N ™

Figura 1.2
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La tderivadat de S,(x) es la funcion
-1 2 0 5

Al = o X 52y

como se muestra en la figura (1.3) y define un area igual a la de un
rectangulo de area igual a 1 unidad cuadrada.

A (x)

a |

M

|
L
€
2

Figura 1.3

Suponga que ¢ 0. Entonces A,(x) d(x). No es posible dibujar la
grafica de esta tfuncion patologica #, pero se sugiere la grafica de la

figura (1.4).

S(x)] 7

— Area =1

0 &€

Figura 1.4

As1,0(x) es cero en todas partes excepto en x = 0, donde hay una
singularidad 6(0) = oo, y tal que el area bajo la curva es 1, es decir,

) o(x)dx = 1.



Esta Gltima ecuacion realmente significa
Q

f j o frr rapo=l

I'mA,(x)dx =I'm ) )
Tambjén.tenemos que:, g Ay,(x)dx =1'm dx =1'm-

) J o J 5
(050X =1'm_  FO)A0)dx=1mm * f(x) dx =
- =0 _ 0—0 _¢ 4
- 1° $ b3

- 1 —
I"1m =l'm ~ = I'mf(x,) = f(0).
0=0 9 _g f(x)dx 0—0 QQf(XQ) 0—0 ’

En la Gltima parte se utilzéﬂelﬂteorema del valor medio, lo que asegura
la existencia de un X, € —2,, . Y mas atn, si 9 — 0, entonces X, — 0.

Asi, la delta de Dirac es la distribucién o funcion generalizada ge-

nerada por ¢ y dada por:
(1.1) " F00800dx = F(0).
Y ademaés -
(1.2) 5= 9% 0
00, X = 0.

Considerando f(x) = 1 en la ecuacion (1.1) tenemos

(1.3) "% 500dx = 1.

— 00

La delta de Dirac no necesariamente esta limitada a una dimension.
Asi como también, puede ser cualquier distribucién que satiface las
tres propiedades (1.1), (1.2) y (1.3). Ver las referencias ([29], [30]).

1.2. Campo de velocidades cuando no hay vortices

Definicion 1. Un vértice, ubicado en P, € R? y de vorticidad
I' € R, es el campo de velocidades V, solucién del sistema de EDP’s

" divv=o0
rotV =TIdp, '

y que vale cero en el infinito, donde op, es la distribucion de Dirac en
Po.

(1.4)

Tenemos dos observaciones. La primera es que el campo de velocida-
des de la definicion anterior es Ginica, como se mostrara en los proximos
teoremas. Y la segunda observacion es que se esta considerando que el
campo de velocidades (flujo del fluido) es bidimensional, porlo que la
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direccion del rotacional es siempre ortogonal a dicho plano. Es decir,
si consideramos la funcion V(x,y) = (F(X,y), G(X,y), 0) y calculamos
su rotacional, se obtiene:

- b2
oG ok
I'OtV = 0, O, ax - ay I}
y con esto, podemos prescindir del uso del s"imbolo vector sobre el ro-
tacional y simplemente considerarlo como un escalar.

Es momento de caracterizar al campo de velocidades para el caso
en que no hay un vortice, para esto basta tomar la vorticidad I" = o.

Lema 1. Todo campo vectorial V : R%2,R? de clase C!, con
divergencia y rotacional igual a cero, y que vale cero en el infinito, es
idénticamente cero.

Demostracion. Este lema se demostrara de dos maneras distin-
tas.

Primera demostracion. Usaremos la férmula integral de Cauchy
([33D.
Sea V = (F(x,Y), G(x,y)) un campo vectorial de clase C!, es decir, las
derivadas parciales de F y G respecto a x y y existen y son continuas en

todo punto (x,y) del plano. También, por hipotesis tenemos el sistema
oF o

& g
en todo punto de R2. - ox— v =0,
Ahora se defineV := "F (x,y),G(x,y) © como el campo vectorial tal

que V es el conjugado de V, es decir, F(x,y) = F(x,y) y G(x,y) =
1

—G(X,y). Observamos que V también es de clase C , ya que las de-

rivadas parciales de F (x,y) = F (X, y) y G(X, y) = —G(X, y) existen y

son continuas en todo punto del plano. Por otro lado, tenemos que V

cumple con las ecuaciones de Cauchy-Riemann ([33]) como se muestra

a continuacion

OF 0G _0OF p(—G) @&F L 9G _

ox Oy ox oy ox Oy 0
g 2
oG OF _o=G) or 9¢ dE oG o _ |
ox Oy Ox oy ~ Ox + oy Ox Oy '



Luego V es anal “1tica en C.



Si consideramos z = re’’, se obtiene su diferencial dz = ire'’d6 y apli-
cando la formula integral de Cauchy a V en cualquier w € C, se obtiene

1 V(2) 1 . 7 W(re)
_ | ]
vw) = o dz= ire’do
271 — ; i0 _
cf y,y\m_e,gjn o ref?—w
| _pd0 — 0,
= 0o 1—we™

cuando r — oo, ya que e2rir “este caso V(re'”) — o (por hipotesis), luego
V(re?) — o. Por lo que V(w) = o, para todo w € C. Pero, V(W) es
el conjugado de V(w), para todo w € C. Por lo tanto V(w) = 0, para
todo w € C. Y lo anterior implica que V es idénticamente cero.

Segunda demostracion Mediante la formula de Green ([32]).
Se considera la siguiente version de la formula de Green.
? J J

(1.5) S VN
oAy =— o Vy T+ 5, VN
donde N es el vector normal a la frontera D de la region D.

Sea V un campo vectorial definido en todo el plano con divergencia 'y
rotacional igual a cero. Como rotV = 0 y_V esta definido en todo R?,
existe un campo escalar y tal que V = \e4 (campo gradiente). Por

otra parte 0 = divV = div(_v)z,u) = Ay (Laplaciano). Si consideramos
(1.5) y w = ¢, entonces

p"V" = pyV. N
Si 0D es una circunferencia de radio infinito, entonces por hipdtesis
V = 0. Luego
) .

wV N =0,

y por lo tanto se tienen las €fuivalencias siguentes:
I

D Ilvll — O
2



Con lo cual queda demostrado ellema 1.



1.3. Campo de velocidades generado por N = 1 vortice

Es turno de analizar el caso en el cual se tiene un Ginico vortice con
vorticidad I' € R. Y comenzaremos demostrando el teorema siguiente.

Teorema 1. Existe un unico campo vectorial V definido en el
plano y que cumple con las EDP’s (1.4) y que toma el valor de ce-
ro en elinfinito.

Demostracion. Mostremos la unicidad del campo vectorial.

Sin pérdida de generalidad, consideramos I = 1y el vortice ubicado
en el origen, es decir, P, = (0,0). Supongamos V1 y V2 sean dos campos
que satisfacen (1.4) y valen cero en el infinito. Definimos V :=V: _
V>. Si hacemos uso de la linealidad de la divergencia y el rotacional,
entonces se obtienen los dos resultados siguientes

divVv =div (V1 — V2) =divV: — divV2 =0
rotV =rot (V1 — V2) =rotVi — rotV2 = dp, — dp,= 0O,
esto es valido en cualquier punto en R2. Asi, V definido como la dife-
rencia de los campos, cumple con las hipdtesis del lema 1, por lo que
V = 0, y es equivalente a V1 — V2 = 0, 6 bien, Vi = V>. Lo cual
implica la unicidad del campo.

Ahora mostremos la existencia del campo vectorial. Se afirma que
el campo en cuestion es
- P M .
V = R F ’
PM?

donde P,M < R?, T ¢ R. P es un punto en donde se localiza el vortice,
M es otro punto distinto de P en donde se ubica una particula (movil)
sometida al campo generado por el vortice, I' la vorticidad constante,
P M? es el cuadrado de la norma de PM y R es la transformacion lineal
rotacion de angulo igual a 90° en sentido trigonométrico positivo.

Para fines practicos, reescribimos al campo vectorial anterior como si-
gue:

1
(1.6) V(r,0)=o0: Ta’r(e) N 276[,,' 2(0) +0 €:200),

donde €r y €4 son las componentes radial y tangencial al campo V,
mientras que € (/) es la componente ortogonal al plano.

Se mostrara que V cumple con el sistema de ecuaciones diferencia-
les parciales (1.4) para todo valor de r.



Primero verificamos el caso r = 0. Para esto es necesario utilizar la
divergencia y rotacional en coordenadas cil“indricas. Entonces tenemos
que

> ]
divw=1"2 v —QV =1_ QF(O)—Q -1 22

r or " 00 ¢ r or 00 omr =0,
’ ) 0 0 z
1 © > .1 o 3 o
V = rv, ~ 5 7 (0) =o.
rot r or v 60\” r 6rr Tonr 00

Ahora, justificamosel casor = 0. Es necesario considerarayuna
circunferencia de radio r y centro el punto P, = (0, 0). Ademas, con N

y T los vectores normal y tangente a y, I:Podemos escribir N =A%«
para algiin 1 ¢ R. Y en este caso como P ¢ Int(y), directamente se

obtiene que V N = 2+€y  €r = 0, por la ortogonalidad de los
vectores. As’y,

o=J v N=1 divV,
y Inte)
por lo que divV = 0 en P,, 0 bien, cuando r = 0.

Solo resta ver que pasa con el rotacional del campo V en el punto
Po = (0,0). Se sabe que T es tangente a y, por lo que

T- 20 _ <
|Iy’(9)ll
o bien
y'(0) ="y ()",
pero

7(0) = (x(0), y(0)) = (r cos 6, r sen ).

Derivando respecto de 6 a la expresion anterior se obtiene

y'(0) = (—r sen b, r cos ),

y mas aun
llyl(e)“ — r.
Haciendo uso el teorema de Stokes
2r
1) ? i
rotV = _ V((0)) - v(0)db =
0 VT - (@) - y'(0)
Int 0
J' 27 1 1 I 2r 1 1 J_ 2r
— — = e do = 1.
0 27”69.))(9) e@d0—27r 0 Fee-l’ee 19—2—7[ 0



Deigual manera, por el teorema de Stokes y el teorema del valor medio
paraintegralesdobles ([32]),yconsiderandoaycomolacircunferencia
de centro P, y radio r, se tienen las igualdades:

g

Y
con P, algin punto en el interior de y, y sin olvidar que el rotV es
considerado un escalar (ya que siempre es ortogonal al plano). Entonces
podemos escribir lo anterior como:
10 =
(rotV), = 2 V. Tds.

Y

(rotV)ds = (rotV),, nr # ,

Ademas, si r — 0, entonces Pr — P, y resulta que
s 1 =
(rotV)p, =1"1m ] V , Tds.
r—0 7Tr y

Asi, la direccion de (rotV)p_, es tal que la circulacién alrededor de la
frontera de un disco perpendicular a (rotV),_tendra su valor maximo
como en el disco que se reduce a un punto. Anteriormente seobtuvo

que
-“ J
rotV.=\, T _ 1,
60) Y
Int
y también se sabe que
5PO =1
62)
Por lo que Int
1 1
l'1m__“ rotV:l’lrn_J‘ V_T=I'm 4 p,
r—07zr~  Int() r—-0mr> r=07r . TIntg)
o , —\1 a
=1"1m ___ = o,
r—0 7rr

Esto tltimo implica que el rotV y la distribucion de Dirac en el punto
Potomanelmismovalorpromedioenunavecindad deP,. As",podemos
decir que

rotV = dp,,
para todo P ¢ R2. Porlo tanto, el campo vectorial V cumple con todas
las condiciones del teorema.

Observemos que todo lo anterior se mostré con y una circunferencia
de centro P, y radio r. Resta ver la independencia de la eleccion de

—

la curva. Es decir, que *,V N=o0y >,V T = 1no dependen

de la eleccion de dicha curva cerrada y. Sea  una curva cerrada sin

puntos dobles tal que P, ¢ Int(y) y consideremos yi la circunferencia

mencionada anteriormente y tal como se muestra en la figura (1.5).

Consideremos al conjunto A como la region entre las curvas y1 y 7y, con
1



Figura 1.5

esto A no es un conjunto simplemente conexo. Ya se mostr6 que en

regiones como A se tiene que divV =0y sip =yt Uyi- Uyt Uy,
entonces

zl
I

o= divVv = ] V-

A 37V N ytUy1=Uy2tuUys—

f f Iy
f

Z|
Il

VN + yl—V-ﬁ+ y2+V-ﬁ+ y3—
yt .f -r \V&
J- V- N—-— nw+V - N+ »+V N— »n+
a VIV VE

y1t

!
I

Por lo que
ryT J’
| V. No o+ V' N=0
De manera similar, en regiones como A se tiene que rotV = o.
Luego vt

_.v =.v J. .
0= rotV V. T

<
=1

Entonces



Por tanto se tiene la independencia en la eleccion de la curva y asi queda
totalmente demostrado elteorema 1. Q

1.4. Campo de velocidades generado por N > 2 vortices

Generalizamos la seccion anterior, es decir, se trata de un proble-
ma de existencia y unicidad para el campo de velocidades pero ahora
generado por N vortices fijos y de vorticidades constantes, tal y como
se enuncia en el teorema siguiente.

Teorema 2. Sean P4, ..., Pn REy sean Ty, ..., I'n R. Existe un tinico
campo vectorial del plano que vale cero en el infinitoy satisface las
siguientes condiciones:

divV =0
U] N
0 >
[ rot V = k=11kdp, .

(1.8)

Demostracion. Mostremos la unicidad del campo vectorial de
manera analoga como se realizé en el terorema 1.

Sean V1 y V2 dos campos que satisfacen el sistema (1.8) y valen
cero en el infinito. Definimos V := V1 — V3, el cual también es un
campo vectorial. Entonces

divVv = div (V1 — V2) =divVi — divV2 =0
N N

- -
rotV =rot (Vi — V2) z; I z; Tkdr= 0,

y esto es valido en cualquier punto en R?. Asi, V definido como la
diferencia de los campos, cumple con las hipotesis del lema 1, por lo
que V = 0. Esto pasa si y solo si Vi — V2 = 0, 6 bien, V1 = V2. Lo
cual implica la unicidad del campo.

Ahorajustificamos la existencia. Se afirma que el campo que satis-

face el sistema (1.8) es s
"N V1

PM

k

V=R r
“PpM2

con Py, ...,Pn e R? las posiciones de los vortices, I'1, ..., 'n ¢ R las vor-

ticidades constantes, M ¢ R? es la posicion de una particula sometida

al campo, PkM? es la norma al cuadrado de PcM y R la tranformacion

11



lineal rotacion por un angulo de 90° en sentido trigonomeétrico positivo.



Por el teorema 1, para cada Px ¢ {P1, ..., Pn } existe un tnico campo
vectorial Vi de la forma
) b2
V, =R T, PkM_
P M2
El campo Vk esta definido en el plano para todo k ¢ {1,...,N}, vale
cero en el infinito y satisface su respectivo sistema:

B divVk=o0
(I‘Oth)pk = I'vop,,
N

-

para cadak € 1, ..., N. Con esto, se observaque V= Vi
k=1
La divergencia del campo V en cualquier punto de R? es
N N
> >
divV = din:1 Vi = kzldiVVk = 0.

Y para el rotacional, en cada punto Px € {Py, ..., Pn } tenemos que
N

(roth)Pk =IT'wp, YV = - Vi, entonces

k=1
N N N
> > >

rotV =rot_, Vk=,_; rotVk=,_, I'dp,.

As’el teorema 2 queda demostrado. Q



Cap’itulo 2

Vortices y soluciones de las ecuaciones de Euler

El movimiento de un fluido sin viscosidad es solucion de las ecuacio-
nes diferenciales parciales de Euler, un caso particular de las ecuaciones
de Navier-Stokes, que no se estudian aqu 1. Se puede mostrar que: si el
campo de velocidades de un fluido plano incompresible es de la
forma anterior (generado por N vortices) en algln instante t,
entonces permanece de esta forma en cualquier instante, con
el mismo valor de las vorticidades T'x.

En otros términos, los vortices Pk(t) se mueven a lo largo del tiem-
po, y su vorticidad I'x sigue constante. En este caso, no hay necesidad
de resolver ecuaciones diferenciales parciales tan complejas como las de
Euler. Basta estudiar un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
llamadas ecuaciones de Helmholtz, cuyas soluciones son los movimien-
tos de los vortices. Conocer la posicion de los vortices en cada instante
nos permitira deducir la expresion del campo de velocidades asociado,
mediante las expresiones de la seccion anterior.

En un caso mas general, las ecuaciones de Helmholtz tienen la ex-
presion siguiente: O

’ z D
P =R PPy
k ] I‘l )
le{1,..., N} 2
If=k P |5

donde R es la rotacion vectorial de angulo 9o°. Las dos tltimas partes
de este trabajo estan directamente relacionadas con el estudio de estas
ecuaciones. Enlasegunda parte, estudiamos casos particulares donde
todos los vortices son fijos, excepto el punto M , lo que representa una
aproximacion de la realidad. En la tercera parte, estudiamos los casos
particulares N = 2, 3 de las ecuaciones anteriores.

2.1. Una particula y N vortices fijos

En el capitulo anterior se mostro la existencia y unicidad de un cam-
po develocidades que satisface un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales. Ahora, se analizara el movimiento de una particula bajo la

14



accion de dicho campo. La ecuacion de Helmholtz
>

"N 5 nA

PM

ey _ k
M'(t) =R s

r ,
“P M2

donde R es la rotacion vectorial de angulo 90°, nos ayuda a describir
el movimiento de una part“icula ubicada en el punto M(t) del plano
en algin instante de tiempo t, cuando se tiene que el campo de velo-
cidades es generado por N > 1 vortices fijos en el plano ubicados en
P1, ..., Py € R? y de vorticidades I'y, ..., I'n € R constantes.

En particular, vamos a mostrar que la energia cinética, logaritmo de
una funcion H(M) que se estudiara, se conserva a lo largo del tiempo.
Esto nos permitira conocer la forma de todas las posibles trayectorias.

2.2. Conservacion de la energia cinética
z

Como primer objetivo de esta seccion se hallaran §(P M?2) LY

o

-_> In(PM)Z | los cuales seran de gran ayuda en la demostracién de

(o}
proximos resultados.

Consideramos P un punto fijo en el plano y M un punto mévil del
plano distinto de P. Sea P M? la funcién cuadrado de la distancia entre

z

- )
1?51%‘%5‘}1%5 s yqll\l/le' Buscamos al vector i V(PM?) | en un punto My

PM2=PM.,2+ V(PM2) M,M +R(M)

o

con I'm Rm) = 0. Consideramos PM2 = PM - PM = PM? el

M —Mo MoM
producto escalar. Con todo lo anterior, podemos escribir
. 2 . 2
PM’°-PM,>= PM -PM, - PM +PM,
. z . b2
= MM - PM+PM,
2 2

- MM - PM,+M,M +PM,

= oPM,  MyM + MM,

Lo cual es la expansion en serie de Taylor de la funcion PM?2 6 PM?2:
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A,

p—\

M

Figura 2.1

. 2 N N
Porotro ladod PM2 +MoM = 2P Mo MoM, con R = e¥y* =

MoM — 0, cuando M — Mo. Por lo que
. )2
(2.1) V((PM?) . = 2P Mo.
Ahora buscamos la expresion correspondiente a - - In(PM)Z
Sean P < R? un punto fijo y una funcion F1 : R? \ {P} — (0, 00),
definida como

FiM)=P M2
Ademas, por (2.1) podemos escribir
(2.2) (dF1)y - M = 9P M - 6M.

Por otro lado, consideremos a la funcion F; : (0, ) — R, definida por
F2(x) = In(x).

Y ademaés se sabe que

ox
(sz(X))Xo ox = —.
X

(0]
Por Gltimo, sea f : R? \ {P} — R, la composicién f = LF; o F1. Asi,
podemos escribir f (M) = 21 In(P M 2), y por regla de la cadena
1

| =

(df),, - M = 5(d(Fz o F1))y * oM = ﬁFz)Fl(M) (dF1)y, - oM
1 mNioam= "M s
2Fi(M) PM?
Por lo tanto
— m
(2.3) v (In(PM)) =

PM2’



Lema 2. Sean M(t) un punto mégil y H(M) un campo escalar.

Suponga que M'(t) = R §(H(M(t))) , entonces H(M) es constante.

Demostracion. SeaM : R — RN talque M'(t) = RV (H(M(1))) .
Observese que (dM )i: R — RNy
(dM )6t = M "(t)ot = otM '(t).

Sea H : RN _, R un campo escalar diferenciable tal que (dH)x : RN _,
Ry
2

e

(dH)x = VH ox.
X
Definimos F : R — R tal que F = H o M, la cual es diferenciable con
(dF ):: R — R tal que
(dF )t = F (D).
Por regla de la cadena tenemos que
; p2

(dF )it = (d(H o M)), ot = (dH)m@) - (M)t = VH . M’(t)dt.

Entonces podemos escribir
. >

F= VH M.
M(t)
Pero por hipotesis M'(t) = R - €(H(M(t))) , luego
. )3 . >
F'(t)= VH ‘R V(HM(1))) =o.
M(t)

Por lo tanto F (t) = (H o M )(t) es constante. Q

Teorema 3. H(M ) es constante a lo largo del movimiento, con

N
H(M) = " PM',
k=1

Demostracion. La demostracion de este teorema es una conse-
cuencia del lema 2. AUn asi mostraremos las expresiones que hacen
posible la veracidad de este teorema. Primero obtenemos el logaritmo
de la funcion H

N N
. 2
Y >
In(HM)) =1n w1 PM Mk w1 Ik In(PM ).
Ahora, usando la ecuacion (2.3) se obtiene el gradiente
VinHM) =V TcllPM) = Liin@EM) = T .
k=1 k=1 k=1






Observamos que v In(H(M)) es ortogonal al campo

N 1

PM

k

M (1) = |

Por el lema 2 se concluye la demostrac10n ('ig este teorema. Q
A la funcién H definida en el teorema precedente se conoce como

la exponencial de la energia cinética y es de gran importancia para

determinar el movimiento de una part”icula tal como se muestra en las
siguientes secciones.

2.3. Trayectorias para N = 1 vortice fijo

Determinaremos el movimiento de una part”icula sometida al campo
de velocidades generado por un vortice de vorcididad I" f= 0 constante.

Por el teorema 3 tenemos que H(M ) =P M I es constante, es decir,
existe ¢ > 0 tal que PM" = ¢, 6 bien, PM =c* =¢, . As’1, PM = Co
describe a todos los puntos M que equidistan de P en una cantidad
Co, €s decir, los puntos M se mueven en circunferencias de centro Py
radio co.

Por otra parte P M (t) = ¢, > 0, para todo instante t. Esto es equiva-

lentea 0 =1, siy solo si MO = (cos(0(1)), sen(A(1))).
As’,

M (1) = co (cos(O(1)), sen(O(1))) + P,
lo cual es una parametrizacion de la circunferencia.
PM(D)

Falta encontrar (t) tal que cumpla con M '(t) = R T, 2 PM2(t) - De-

rivando, respecto a t, a la parametrizacion anterior, se obtiene

(2.4a) M'(t) = co (— sen(O(1)I (1), cos(A(1))F' (1)) .

Por otro lado
- >

. >
MM =R TEMH =R PM® =

r
—5 R (co(cos(0(1)), sen(d(1)))) .
As",
(2.4b) M (1) =_(I;0 (—sen(0(t)),cos(6(1))).
Igualando (2.4a) y (2.4b) se obtiene
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g, 5en(8®)0/ (1) = _ ¢ sen(o(1),

0
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y resulta que r
oM =_.

Co?
por lo que la velocidad angular es constante. Ahora, si se integra res-

pecto a t se obtiene
r
o(t) = —t+ci.
Co

Entonces la trayectoria que describe una part”icula sometida a un campo
de velocidades generado por un vortice con vorticidad constante es
una circunferencia y la cual se recorre en alguno de los dos sentidos
siguientes:

1. si I' > o, entonces 4(t) gira en sentido positivo trigonométrico,
2. si I' < 0, entonces A(t) gira en sentido negativo trigonométrico.

2.4. Trayectorias para N = 2 vortices fijos con vorticidades
iguales

Se determinara el movimiento de una particula bajo la accion de un
campo generado por N = 2 vortices fijos y de vorticidades I' = T'1 =
I'; f= 0 constantes. Esto lo podemos analizar mediante tres métodos:

1. Coordenadas polares.
2. Mapeo 72.
3. Puntos criticos de la funcion H.

Para los tres métodos es importante recordar que el flujo del fluido
se considera bidimensional y, as"y, poder trabajar en C, o bien, en el
plano R?, segin el método con que se analice el problema.

Por el teorema 3 la funcioén
HM)= " PMTx,

k=1
es constante. Entonces existe ¢ € R tal que P1M ™ P,M 2 = ¢, con

P1,P2 ¢ R? las ubicaciones de los vortices y 't =T =T 0. Porlo

que

(2.5) PiM - PoM =R,

conR = Clr una constante.

Sin pérdida de generalidad, podemos ubicar a P1 y P> en los puntos
(1,0)y (0, 1),0bien, en z1 = 1y2z, = 1 respectivamente, y con M =
z C, ¢e tal manera que la ecuacion (2.5) se puede reescribir como

(2.6) 2> _ 1. =R.
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La justificacion de esto tltimo es: realizando una rotacion, una trasla-
cion y una homotecia adecuadas del sistema de coordenadas xy, pode-
mos considerar al eje X como la recta que pasa por los puntos P1 y
P2, v al eje Y como la mediatriz del segmento P1P>. As’y,en el nuevo
sistema XY de coordenadas se tienen los puntos Pi(a, 0) y P2(-a, 0)
tal como se muestra en la figura (2.2).

%

Py

Figura 2.2

Dadas las coordenadas de P1 y P2 en el plano XY , tenemos

2 2
- 2" —a-=r.

a a2

Pero si hacemos 7 = Z, entonces |a2Z2 — a2/ =r, o bien, |72 - 1| = 5
ya que a = 0. Con esto tenemos otra vez la ecuacion (2.6), por lo que
la trayectoria de la part “1cula es el conjunto

zeC:7z%-1.=R,R=>0

2.4.1. Mediante coordenadas polares.

En este método solo se mostraran las funciones para poder hacer el
trazodelastrayectorias delas part iculassometidas al campo generado
por N = 2 vortices fijos.

De las ecuaciones (2.5) y (2.6) podemos escribir H(z) # 72 1,y
el teorema 3 sabemos que H es constante. Entonces

- 1 =h’

con h real nonegativo.
23



Consideremos a todos los z = re’? € C, con r > 0. Reescribimos a H
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como sigue:

) .. A 22 . - . s - ) .

= rt—r2e@+e2)+1= r*—2r’cos(20)+1
Y como H(re”) = h, entonces

r* — a2r2cos (20) +1=h
r* — 2r2cos(20) =h? — 1

: >
r’r 2 2 cos (20) = h*— 1

h? —1
r’— 2 cos (20) =
r2
1- 1 h2z
cos (26)=—" rZ +
2 r2

cos (20) = Fn(n),
)3

conFn(r) =% r2+ 1

Por otra parte, se sabe que la funcion

cos:[o, ] —— [—1, 1]
es una biyeccion con inversa arccos. Y si consideramos que 0 < 26 < 7,
obtenemos

1
o(r) = -arc cos (Fn(r)) .

Una vez fijo el valor de h > 0, la funcion 6(r) nos otorga las variaciones
de f respecto ar {0, oJ. Y de acuerdo a los valores que se le asigne

a h, Fn(r) adopta las formas siguientes:
= 1. h2 P2 22
1. Sio < h <1, entonces Fh(r) B ) '(i?Sh In = .
2. Si h =1, entonces Fn(r) = 1y2.

2
3. Si1<h, entonces Fn (= h*= Isefh In hrz_lzz
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2.4.2. Mediante el mapeo z°.

Sea ¢ : C _, C, con ¢(z) = z2. Por otra parte, sea C el conjunto de
todas las circunferencias con centro z, = 1y radio R, es decir,

C={zeC:|lz— 1 =R,R>= 0}.
Observamos que la imagen inversa de C bajo ¢ es:

‘1(C)‘{Z€%¢gz)€ C} >e(IzZECZ

=z

R, R
e 7’

el cual es el conjunto que buscamos. As 1, nos enfocamos en hallar la

imagen inversa bajo la funcion ¢ de las circunferencias de centro z, = 1
yradioR > o.

Dos propiedades de g son:
L ¢(2) = p(=2).
2. (D) = (D).
El significado geométrico de estas dos propiedades son: reflexiones o
simetr”1as respecto al polo o a los ejes. Esto nos ayuda a reducir el

problema a un sector angular y respecto al centro zo = 1, y después
obtener la grafica completa.

Primer caso: R=0.

Este es el caso mas sencillo de analizar, ya que
p(C)=z€ (. 201 =0 ={-11},

y geométricamente correponde a los puntos P1(1,0) y P2(—1,0).
Segundo caso: 0 <R < 1.

Definimos a los conjuntos C1 y C1 como sigue:

s . /4
Ci= z€C:z=ré r>0,0<6< —

P
Se observa qﬂfel i —Zﬁ% @z ey 3 sl € = 21U C1
Lema 3. ¢~ f(C1) = ¢~ 1(C1}
Demostracion.

z € go—l(a) < 9(2) € Ci & (p(_Z)E Cieop@eCieze pi(Ch)
< z2€ 07 Y(Ch) Q
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Una consecuencia inmediata de este lemma 3 es:

9~4(C) = ¢p~1(C1 U C1) = p~1(C1) U 9~X(C1) = p~1(C1) U p~1(Cy).

Por lo tanto, para hallar ¢—!(C) s6lo basta con encontrar ¢—1(C1) y de
inmediato se tendr’1a¢—1(C1). Entonces comenzamos con labusqueda

de ¢-1(Cy).

Definimos a los conjuntos B y —B como sig%e:
B= z€C:z=pe“p=>=0,0<a=<— ’
per W@ ECI 5
y - . 4
-B= zeC:z=pe%p=z0,r<a<? ,p(z)eC
1
4
Ahora mostremos que la definicion de —B es consistente.

Demostracion. Recordemos que ¢(z) = ¢(—2) y que Arg(-z) =
Arg(—1) + Arg(z) = = + Arg(z). Entonces
. : 2 .
{zeC:-zeB}= zeC:Arg(-z) € o, f modulo(27), p(—2) € Cy
. r 2 .
= zeCiz+Argzye o, - smodulo(2n), p(2) € C1 5

= ze€C:Arg(z) € —xm,—° modulo(2n),p(z) € C1

. s g4 s

- zeC:ArgR) € 54 médulo(27), p(z) € C1

- -B Q
Con lo anterior podemos decir que _B es la reflexion de B respecto
al polo (origen).

Por otro lado, hay que demostrar que

(2.7) 9~ (C1)=BU (-B)

Demostracion. En efecto, por construcion tanto B como —B son
subconjuntos de ¢—1(C1) y por lo tantp B ¢ (B) S5 ¢~(Cy).
B3 yglgeagaygéocu@ﬂeﬂﬁgg)(e BZ)) S5 sugflgllente mostrar que para
Sea z € ¢p~1(C ). Podemos escribir go(z) " Re? €4 | esdecir, R > 0
1 - = C1

T 1124

> 2
y@e ,92 .Siz pe, entoncesae [0 27r]yp> 0. Pero ¢(z) = ,

2ia
ien eﬁz’“y("§ éﬁrﬁo &ue 20, 0 <=n2lf7%sé[§ullvaﬁ) %arﬁe

2io =i
E /)2§— 2km, con k e 20 Wy ¢a que
0 < 2a — 2kz < 2,yestopasaslysolos T <a< , mpara

todazk EZZ Pero a € [ZO 27r]zluego k =00k =1,y por lo tanto
a€ 0,,,0bien, a € = , ,y asi, Arg(z) = a. Con esto se tiene
22



¢»~1(C1) € B U (—B), v en consecuencia la igualdad de los conjuntos.
También ¢-1(C1) = B U (—B), y por lo tanto

p~1(C)=B U (-B)uU (B U (—B)).
Q

Ahora solo hay que describir al conjunto B para 1 > R > 0. Y
para ello tenemos que ¢ : B,Ci, definida por ¢(z) = 72. ¢ es una
funcion analitica en todo C y cuya derivada (en sentido complejo) es

¢'(2) =2z. Si z=x+ iy =fo, entonces (x* y?) +2xyi=g¢(X,y) =0

y su matriz Jacobiana es <
S0 (g2 _\2) O (x2 2_ [ } S
D 3 0=y 5 (X -y) X =y
@ oxy @ axy

y mas an, det (Dg(X,y)) = 4(x*> +y?) >0, ya que z = 0. Por lo tanto
Dgo(X y) es 1nvert1ble Y or el teorema de la f n(:1on inversa, existe
Q0 I'de clase C1 , con ¢- r 0) = (Vrcos(? ) s1n( ) yrf=o0. Es

decir,

) S cos(%) —1\/Fsin(Q) >
4 2,/ S

Do~(r, 0) =
2 2 2

J sin(®) -1 rcos(?)

=

2

siempre y cuando r f= 0. Ademas, como

det D(p~1(r, 0)) = (det (Dp(r, O)* f= o,
entonces ¢ es un difeomorfismo local de clase C!, en particular, ¢ es
una biyeccion local continua, asi como también lo es ¢! : C1 — B.

Observacion. ¢~1(C1) = B es conexo, ya que C1 es conexoy ¢!
es un difeomorfismo local (en particular, es continua).

Por otra parte, como Dg-1(x, y) = 0, entonces ¢~1(z) no es cons-
tante y de la observacion se concluye que B es suave y conexo. Y por las

simetrias de ¢, también se tiene que —B, B y —B son suaves y conexos.
En las graficas de la figura (2.3) se muestran ¢-1(C1) = BU(-B) y
p~(C1)=BU -B.

Aun falta verificar que dados dos circulos concéntricos C y C’, ob-

viamente de radios distintos R y R’ respectivamente, tienen imagenes
inversas (curvas de nivel de la funciéon H) disjuntas, es decir

pH(C)ne-1(C) =0.
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Demostracion. Sean dos circulos concéntricos C y C'. Entonces
CNC' =0yluego o1 (C)NeY(CY=pH(CNC)=p (@) =0. Q
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Figura 2.3

Se concluye, para el caso 0 < R < 1, que las trayectorias de una
particula sometida a un sistema de dos vortices son como se muestra
en la figura (2.4).

P

Figura 2.4

Tercercaso.R =1

Todo lo que se mostr6 en el segundo caso es valido también aqui,
excepto en el origen (0, 0), ya que (D¢(0,0)) = 0,y lo cual implica que
(Dp(x,y)) no es invertible en el punto (0,0). Por lo que directamente
se calculara la imagen inversa de

A={z€ C:Re(z) =0}.
El conjunto A nos dar4 la direccion de la particula cuando recorre la
circunferencia C hasta aproximarse al origen.
Seaz € ¢p~1(A), Entonces ¢(z) € A es equivalente a Re(z?) = 0, 0
bien, si z = pe;, 'tenemos la imagen inversa de A a las rectas ¢ j—” y
25



6 = —7% y las cuales dan la direccion de la particula sobre la curva de
nivel en el (0,0), tal como se muestran en las graficas de la figura (2.5).

Figura 2.5
Cuartocaso.R>1

Para este caso, como en el segundo, también se definen los conjuntos
C={zeC:|z—1 =R,R= 0},
i0

Ci= z€C:z=re 2
,r>0,0<0<rnr

Ci=z€C:z=re’,Frz00=-0=<x
As’1 como a los conjuntos que definen a la ima%en inversa

B:’zeC:z: e*p>00=<a<— ’
penp 2,§0(Z)€Cl
y -

-B = ZEC:Z=pei0‘,pZO,7tS0cS:fl ,p(z) e C
1
2

Y un razonamiento analogo al segundo caso se tiene

9~1(C)=B U (-B)UB U (—B).

>

Con las respectivas graficas para ¢=1(C1) = B U (-B) y ¢~1(C1) =
B U —B en la figura (2.6).

Mediante los cuatro casos anteriores se puede describir el movi-
miento de una part“icula sometida al campo de velocidades, cuando se
tienen dos vortices fijos y con vorticidades iguales y constantes. Asi, se
exponen las trayectorias en la grafica de la figura (2.7).
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Figura 2.7

2.4.3. Mediante los puntos criticos de la energia.

Comenzamos mencionando dos teoremas importantes, el primero
referente a los puntos criticos de una funcion y el segundo nos habla
sobre las consecuencias topologicas de tener una curva cerrada simple
del plano.

Lema 4. SiU - R?esabiertoy f : U - R?> _, R esde clase C!
Y Xo U es un extremo local, entonces Df (Xo) = 0; esto es, Xo es un
punto cr’tticode T .

Demostracion. Ver la demostracion en ([32]). Q

Teorema 4. (Curva de Jordan). Sea C una curva simple ce-
rradade R2. Entonces C separa a R? en exactamente dos componentes
W1 y W> conexas y disjuntas. Cada uno de los conjuntos W1 y W> tiene

a Ccomo su frontera, esto es, C = VW\ Wa.
Demostracion. Ver demostracion ([34]). Q
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El teorema de la curva de Jordan nos permite hablar de un interior
y un exterior a dicha curva, mas atn, la componente llamada interior
es acotada mientras que el exterior no lo es. A continuacién se pre-
sentan algunas consecuencias del teorema de la curva de Jordan, que
obviamente seran utilizados para resolver no solo el caso N = 2 vorti-
ces, sino también para el caso general cuando se tienen N > 2 vortices
fijos ubicados en los vértices de un poligono regular con vorticidades
constantes eiguales.

Lema 5. Sea y una curva de nivel cerrada y sin puntos dobles.
Entonces Int(y) es abierto.

Demostracion. Sea y : [a,b] - R — R? una curva de nivel ce-
rrada y sin puntos dobles. Sabemos que [a, b] es compacto en Ry y es
continua, entonces y ([a,b]) es compacto de R2. En particular, y ([a,b])
es un cerrado de R, por lo que R? y es abierto de R%. Por el teorema
de la curva de Jordan tenemos que R? y = Int(y), Ext(y), con Int(y)
y Ext(y) partes conexas de R? y. As"y, Int(y) y Ext(y) son abiertos y
cerrados de R? \ y, entonces Int(y) es abierto de R? \ y y él cual a su
vez es abierto de R?. Por lo tanto Int(y) = Int(y) £R? y)\es abierto de
R2. De manera analoga se muestra que Ext(y) es abierto de RZ2. Q

Lema 6. Sea y una curva de nivel cerrada y sin puntos dobles.
Entonces Int(y) U y es compacto.

Demostracion. Sea y : [a,b] - R — R? una curva de nivel ce-
rrada y sin puntos dobles. Tenemos que [a,b] es compactoen Ry y es
continua en [a, b], entonces y ([a,b]) es compacto de R2. Porlo que y es
cerrada y acotada.

Por otro lado, del lema 5, se tiene que Ext(y) es un abierto en R?, lo
que implica que (Ext(y))® = Int(y) | y sea un cerrado de R?. Ademaés,
por el teorema de la curva de Jordan, Int(y) es acotado y Ext(y) nolo
es. Entonces Int(y) y es acotado en R2. As™y, Int(y) y es cerrado y
acotado y por lo tanto compacto de R2. Q

Teorema 5. En R?, sea F una funcién de clase C! y definida en
Int(y), con y una curva de nivel (de F ) cerrada y sin punto doble.
Entonces F tiene al menos un punto criticoen Int(y).

Demostracion. Consideremos a F y y como se menciona en las
hipétesis del teorema. Por el lema 6 Int(y) yy < R? es compacto, o
bien, es cerrado y acotado. Por el teorema de valores extremos para F
(que es de clase C! sobre Int(y)U y) existen a, be Int(y) y y tales que
F (a) E (x) F (B), para toda x Int(y)y. Por lo)que a y b son minimo y
maximo locales, respectivamente, de F en Int(y) . Y setienen los
casos siguientes:

1. Sia,bey.
Como y es una curva de nivel, entonces F es constante en y y
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se tiene que F (a) = F (b). Luego F (a) = F (x) = F (b), para
toda x € Int(y) U y. Esto altimo implica que F es constante en
Int(y) U y, mas atn, DF (x) = 0, para toda x € Int(y) U y. Por
lo tanto todo valor de Int(y) U y es punto cr'iticode F .

2.SiacInt(y) yb ¢ y.
Como F alcanza su m'mimo local en a Int(y) y Int(y) es
abierto de R?, entonces por el lema 4 se concluye que a es un
punto cr’iticode F .

3.SibecInt(y) ya ey.
De manera analoga al caso anterior tenemos que F alcanza su

maximo en b € Int(y) y por lo tanto b es punto critico de F.

4. Sia,b ¢ Int(y).
F alcanza su minimo y maximo locales en a,b ¢ Int(y) y Int(y)

es abierto de R2. Luego, por el lema 4 a y b son puntos cr’iticos
deF.

Q

Regresando al problema central de esta seccion, recordemos que se
quiere determinar el movimiento de una part’icula sometida a uncampo
de velocidades para N = 2 vortices y I't = I'> constantes.

Tenemos que H(M ) = (PiM.P2M )T, con T = T'1 = I'z, es cons-
tante. Consideramos a la composicion de las funciones H y In(x) como
sigue:

In(HM)) =In (P1M - P2M )T =T (In(P:M ) + In(P2M)) ,
la cual es diferenciable en R2 \ {Py, P2}.

Lema 7. La funcién H tiene como tnico punto critico a M, el
punto medio del segmento P1P>.

Demostracion. Tanto H como In(H) son funciones diferencia-
bles en R? \ {P1, P2} y ademas tienen el mismo punto critico M. Para
que M necesariamente sea un punto cr’itico de In(H) basta tener que

v In(H) = 0. Podemos escribir
. 2
VIn(HM)) =T VIn(PiM) + VIn(P2M) =
PiM PoaM r
PiM2 PaM 2
y como I' f= 0, entonces tenemos las siguientes equivalencias:
PlM PzM g
PiM2 "~ PM?2
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PM. — — PoM
PM2 T T P2

1 2
PiM - PRM
PM2Z = _PM?
PiIM  P2M
PiM2  P2M?2
1 1
PiM P2M
PiM = P2M = c,
con ¢ f= 0 una constante. Porlo que _ _,
— o PiM P.M — —
PM - _P,M & ' =— 7" P M=-PM,

PiM 2 PoM? c? c?

y esto ocurre si y solo si M es el punto medio de P1P>. Por lo que Mo
es punto cr1itico de In(H).

Reciprocamente, si M, es el punto medio de P1Pz; es decir, P1M, =
—P2M, y PiMo = P2Mo, entonces

PiMo _ PaMy _ —1—- —
PIMe ~ PM2  plMe@
170 270 0

1 = —_—— —_— —>L —

= P,M2 —P2Mo+P2Mo = 0.
Por lo tanto Mo es el tnico punto critico de In(H), y también lo es de
H. Q

Lema 8. Las curvas de nivel de H son acotadas.

Demostracion. Si P1IM — oo, 6 P,M — oo, entonces necesaria-
mente P1M - P2M — oo, pero esto es inconsistente con el hecho de
que P1M - P2M sea constante. As'1, se muestra que cada curva de nivel
PiM - P2M = ces acotada. Q

Otras proposiciones importantes y necesarias para la dinamica de
las part”iculas son los dos resultados siguientes.

Teorema 6. (Flow box). Suponga que X = F(x), x € R?. Si
pPRRYyF(p)= G, entonces existen abiertos U, V en R2conp U, g un
difeomorfismo g : U \, tal que la ecuacién diferencial en las
nuevas coordenadas, es decir, la ecuacion diferencial

y" =Dg(g~t(y)f (g-'(y))
estd dado por (y1,Yy2) = (1,0).
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Demostracion. Ver la demostracion en [31].
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Una consecuencia del teorema flow box, que se necesitara posterior-
mente, es el corolario siguiente.

Corolario 1. Sea M ¢ R?\ {P1,P2,Mo} la posicion de una
part 1cula en alguna curva de nivel de H. Entonces la curva no se de-
tieneen M .

Demostracion. Sea M ¢ R?\ {P1, P2, Mo}. Entonces yH(M) =
0, es decir, M es un punto regular. Por el teorema flow box existe una
vecindad V de M tal que en cada curva de nivel la part”icula se mueve
en irectas paralelast y con rapidez constante. Asi, todos los puntos de
la curva que pasan por M y que estan contenidos en V tienen la misma
rapidez distinta de cero antes y después del punto M.

Razonando delamisma manera, M no puede ser un punto atractor.
Supongamos que M es punto atractor y sea S una transversal en M .
Por el teorema flow box existe una vecindad V de M tal que en cada
punto de SV pasa una curva de nivel distinta y en trectas paralelass,
locual contradice al hecho deteneruna espiral (queintersectainfinitas

veces a S U V) que converge a M. Q

Recordemos la definicion de dos conjuntos de gran relevancia en los
sistemas dinamicos.

Definicion 2. Sea Q un subconjunto abierto de R? y sea F : Q _,
R2 un campo vectorial de clase C', donde1 < r < oo.Porotrolado sea
o) = o(t,p) = pp(t) una curva integral que pasa por p ¢ Q. Definimos
los conjuntos:

; z
o(P)= q€Q:3{th}conty - o y ¢(tn) — q, cuando n — oo
y
a(p)=ge€ Q:3I {th} conty - —© y¢(t)) — g, cuandon — oo . A
los conjuntos w(p) y a(p) se les conoce como w-limite y a-limite
respectivamente.

Teorema 7. Sean X = F(x), X ¢ R?y F ¢ C1(Q, R?). Supongamos
que F admite una integral primera no constante en ningun abierto de
Q. Entonces F no tiene ningun ciclo limite.

Demostracion. Sea H una integral primera para el sistema X =
F (x). Supongamos que existe un ciclo 1'1mite  tal que H(y) = c.
Entonces existe X / y tal que w(x) = y y, mas atn, H(¢t(x)) = c. Por
otrolado, sabemos que existe una vecindad V de x tal que para toda
y ¥, o(y) = y. Lo cual implica que H(¢«(V )) = c y por lo tanto H
es constante en el abierto V, lo cual es una contradiccion ([27]). Q

Aplicando el teorema 7 en nuestro caso obtenemos el corolario si-
guiente.
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Corolario 2. El campo vectorial
PG B
PiM ()2 P2M (1)?

(2.8) M'(t) =R

no tiene ciclos l imite.

Demostracion. Se tienen todas las hipotesis del teorema 6, es
decir, tenemos que H(M ) = PiM .P2M es una integral primera del
campo vectorial

TPMO B

M'(t) =R +
PIM ()2 P2M(t)?

y ademas, H es no constante en ningtin abierto de M distinto de Mo.
Por lo tanto queda demostrado el corolario. Q

Ahora se hallaran las curvas de nivel de la funcion H mediante tres
Casos.

I. La curva pasa por Mo.

Definimos
M . 5,2

n P1P>
o= ER2|P1I\/I-P2M=

2 ,

y observemos que M, € a.

Al inicio de esta seccion (curvas de nivel para N = 2 vortices fijos)
se pudo escribir H(z) = z4 1 —Y|con la ayuda de los lemas 14 y 15,
los cuales se mostraran mas adelante, las trayectorias de una
part”icula en un fluido incompresible, vistas como un conjunto de 2
vortices ubicados en z = 1y z = —1 (que corresponden a P1 y P;) de
vorticidades constantes y ambas iguales a 1, son las soluciones de la
ecuacion diferencial siguiente:

, .t 1 1 =
(2.9) Z =i + ,
z—1 Z+1
o bien,
, 2i7
7 = — :
722 -1

Si consideramos a z en una vecindad del origen (0, 0) = Mo, es decir,
siz = 0 entonces
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(2.10) 7 = —2iz

32



es la ecuacion diferencial que describe la trayectoria de una particula
alrededor del origen (teorema de Hartman—Grobman ([27])), que pode-
mos expresarlo como el sistema de ecuaciones diferenciales auténomo
siguiente:

- 2 - 2. 2 . > . X
X 01 X o0 -2 X
y Y710 oy T 20y
Trivialmente la matriz de coeficientes tiene determinante —4, con va-
lores propios 2 y - 2y con vectores propios s . =

- -1 vy t respec-
tivamente. Por lo que M, es un punto silla y, as’1, localmente la curva
que pasa por Mo tiene cuatro ramas las cuales quedan descritas por las
rectas y = X y y = _X, mas aln, para la primer recta la particula se
aleja de M, ya que el valor propio es positivo y para la segunda recta
la part“icula se acerca a Mo, como se muestra en la figura (2.8).

Otra manera de obtener el resultado anterior es: si z pertenece a
una vencidad de Mo, entonces de la ecuacion (2.10) podemos escribir

s

Y més atin, se tiene z2 = ig(z)t +c, con ¢ ¢ R constante, t una variable
real y g : C — (— 00, 0] una funcién definida como g(z) = —4"2 2. Asi,
geométricamente z2 es una familia de rectas verticales y, en particular,
si consideramos ¢ = 0 obtenemos al eje y y por lo tanto ig(2)t (las

’ H . H ||2 -
=277 = —4iz-72=—41"7" € iR

dos ra"ices cuadradas de los imaginarios puros) son las rectasy = —xy
y=X,sit> 0yt< o0, respectivamente.

2 P,

Figura 2.8

Para encontrar el resto de la curva & es necesario enunciar y demos-
trar algunos resultados que nos seran de gran ayuda para esta tarea.
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Lema 9. La curva & no intersecta a la mediatriz p de P1P2 en otro
punto distinto a Mo

Demostracion. Supongamos que existe M un punto distinto de
Mo y de tal manera que M es la interseccion entre la curva a yla
mediatriz g de P1P2, tal como se muestra en la figura (2.9).

iz

Figura 2.9

Como M € &, entonces P1IM - P;M = 1P =2 por definicion de &.

Por otrolado, M pertenece a la mediatriz p de P1P2, con M f= M,
es decir, P1M = Rﬂsz PiM > PiM,. Por lo que P1M - P,M >

PiMo - P2Mo =~ 12 | y esto contradice al hecho de que M pertenezca
a la curva a. Asi, la curva « solo intersecta a la mediatriz pen Mo. Q

Lema 10. & no converge o pasa por P1 o Pa.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que P1 ¢
. De la definicion de o

Por lo que P1P2 = 0, lo cual implica que P1 = P2 y esto no puede ser
posible. De manera similar si P> ¢ &, o en el caso de que la curva pase
por ambos puntos.

Y para el caso en que
lim a(t) = Py,
t— oo
por la definicién de o
P1 - Pa.

Lo cual es imposible. Q
Ahora es el momento adecuado para construir el resto de la curva
a.
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Lema 11. La curva & es una tlemniscatas.

Demostracion. Primero. Por el lema 8, todas las curvas de nivel
son acotadas y por lo tanto no es posible tener una curva tal comose
muestra en la figura (2.10).

Figura 2.10

Segundo. Por el corolario 1, la curva no puede detenerse en un
punto de R? \ {P1, P2, Mo}. Como en la figura (2.11).

A

My

Figura 2.11

Tercero. Por el lema 10, & no tiende o pasa por P1 o P2. Como se
muestra en la figura (2.12).

Cuarto. Por el corolario 2, & no tiene un ciclo limite . Como se
muestra en la figura (2.13).

Por lo tanto la tnica opcion es que la particula en cierto instante
regrese a Mo por otra rama. Con esto podemos decir que la trayectoria
de la particula es una curva cerrada y, mas aan, se tienen dos lébulos.
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Figura 2.12

P

Figura 2.13

Se afirma que los 16bulos no se intersectan, tal como ocurre en la
figura (2.14).
En efecto, por el lema 7, sabemos que M < R? \ {P1,P2,Mo } (como
se muestra en la grafica de la figura (2.14)) no es punto critico de
H, es decir, M es un punto regular. Ademas, v In(H) es continua en
R? P{, P2 . s, en cada vecindad de M se puede contruir una flow
box. Como ya se habia mencionado, una descripcion intuitiva de el flujo
en una flow box es: en cada punto regular de H existe una vecindad de
dicho punto tal que en cada curva de nivel contenida en la vecindad las
particulas se mueven en ftrectas paralelast con rapidez constante. Por
lo que no puede ocurrir tales intersecciones de & en M. Luego la curva
no se autointersecta. Por lo que los dos casos posibles se muestran en
las graficas de la figura (2.15).
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Figura 2.14

Figura 2.15

El problema se resuelve encontrando la ubicacion correcta de los
puntos P1 y P> respecto al interior o exterior de a.
Analizamos el caso de la primer grafica (lado izquierdo de la figura
(2.15)) en donde una curva cerrada contiene a la otra en su interior.
Por construccién solo un punto P1 o P2 puede estar en el interior de la
curva. En este caso supongamos que P1 pertence al interior de la curva
y sean A1, A2 y Az las regiones limitadas por los l6bulos.

1. Si P1 ¢ Ay, entonces por el teorema 5 existe un punto cr’itico
en A2 y por el lema 7 esto no puede ocurrir.

2. Si P1 ¢ A, entonces por el teorema 5 existe un punto cr’itico
en A1 y por el lema 7 esto no puede ocurrir.

3. Si P1 € A3, entonces por el teorema 5 existe un punto cr’itico
en A1 U Az y por el lema 7 esto no puede ocurrir.
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Por lo tanto el tnico caso factible es la tlemniscata t (grafica de la
derecha en la figura (2.15)). Y solo resta ver la posicion de los puntos
P1 y P2 respecto a la curva a.

1. Por construccion los casos P1, P2 = A1 0 P1,P2 ¢ Az no pueden
ocurriryaque M, es puntomedio del segmento queuneadichos
puntos.

2. Si P2 A3 y P1 Ag entonces por el teorema 5 existe un punto
cr’itico en A2 y por el lema 77 esto no puede ocurrir. De manera
analoga el caso P2 ¢ A2 y P1 ¢ As, por el teorema 5 existe un
punto cr’iticoen A; y por el lema 7 esto no puede ocurrir.

3. SiP2,P1 As, entonces por el teorema 5 existe un punto cr’itico
en A; Az y por el lema 7 esto no puede ocurrir.

4. El tnico caso posible es que P2 =« A2 y P1 ¢ A1, como se mues-
tra en la figura (2.16).

Ay

Figura 2.16
Q

Ahora se sabe que la curva & es mas que una curva cerrada, pero
por este simple hecho se puede hablar de un interior y un exterior de
dicha curva (Teorema de Jordan). Es momento de analizar como son
las trayectorias de una particula que en algtn instante esta situada en
el interior o en el exterior de a.

Il. Sea M € Ext(a) un punto de una curva de nivel 5 de H.
Lema 12. S es una curva cerrada que contiene a & en su interior.

Demostracion. Primero. Por el lema 8, todas las curvas de ni-
vel son acotadas y por lo tanto no es posible tener una curva tal como
se muestra en las graficas de la figura (2.17).
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Figura 2.17

Segundo. Por el corolario 1, la curva no puede detenerse en un
punto M1 € R? \ {P1, P2, Mo}, tal como se muestra en la figura (2.18).

Figura 2.18

Tercero.  no converge o pasa por los puntos P1 y P2, ni tiene

ciclos 1" 1mite.

En efecto, suponiendo que $ converge o pasa por los puntos P1 y P,
necesariamente las curvas & y f se intersectan en al menos un pun-
to M. Pero esto no puede ocurrir, ya que el punto de interseccion es
un punto regular y por el teorema flow box existir"1a una vecindad de
dicho punto para el cual las trayectorias de ambas curvas son irectas
paralelas #. Por otro lado, debido al teorema 7, # no puede tener ciclos
limite. Vea las graficas de la figura (2.19).

39



Figura 2.19

De estos tres casos anteriores no hay otra opciéon mas que la curva
/3 sea cerrada.
Se afirma que o C Int(f). En efecto, como & N S = @, es suficiente con
mostrar que P1, P2 € Int(p).
1. Si Py, P2 / Int(p), entonces por el teorema 5 existe otropunto
cr'iticode H y distinto de Mo, y esto contradice al lema 7.

2. Si B contiene a s6lo uno de los dos puntos, entonces necesa-
riamente las curvas a y S se intersectan, pero esto no puede
ocurrir por el teorema flow box.

En consecuencia el tnico caso posible es P1,P> € Int(f8) y por lo
tanto a C Int(8), tal como se muestra en la figura (2.20).

Figura 2.20

Q

Por altimo, falta ver como son las curvas de nivel para los puntos
en el interior de la curva a.
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I1l. Sea M € Int(a) un punto de una curva de nivel y de H.

Lema 13. y es una curva cerrada que estd contenida en Int(a.).

Demostracion. Primero. y es acotada y no tiene ciclos limite.
Porellema 8, todaslas curvas de nivel son acotadas. En caso contrario
y necesariamente tendria que intersectar a o y esto no es posible por
el teorema flow box. Por otro lado, debido al teorema 7, y no puede
tener ciclos 1" 1mite. Vea la figura (2.21).

A Q

Figura 2.21

Segundo. Por el corolario 1, la curva no puede detenerse en un
punto M;1 € R? \{P1, P2, Mo}. Como se muestra en la figura (2.22).

Tercero. y no converge o pasa por los puntos P1 y P>. Suponga-
mos que y pasa por al menos uno de los puntos P1 6 P>. Se define
y = {M gInt(a) : P1M .P2M = 0} ya que H(P1) = H(P2) = 0. Sea
M g Int(é) \ {P1, P2} un punto por el cual en cierto instante y pasa por
M. Entonces claramente H(M) = o0 lo cual es una contradiccion. Por
otro lado, debido al teorema 7, y no puede tener como puntos atracto-
res a P1 y P2. Vea las graficas de la figura (2.23).

De estos tltimos tres casos se concluye que y es cerrada, y ademas,
como y no interesecta a a, entonces y ~ Int(&). Pero atin quedan dos
casos respecto a la ubicacion de los puntos P1 y P2, es decir, pertencen
ono al interior de y. Por el teorema 5 y lema 7, necesariamente P1, P> ¢
Int(y). Por lo tanto, el bosquejo de las curvas de nivel de H para el
caso N = 2 vortices fijos se muestra en la figura (2.24).

Q

Antesdeconcluir este cap 1tulomostrando las direcciones en que se
mueve un punto sometido al campo generado por dos vortices, haremos
mencion de otro método por el cual se puede obtener las curvas de nivel
de la funcion H. Este método se basa en el anélisis (dominio, puntos
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cr’1ticos, monoton “1a y simetr 1as respecto a los ejes y al origen) de la
funcion implicita
22 2
2 2 52
X—Yy—1 +4xXy=R,
que proviene de |22 — 1| = R, expuesta al inicio de la seccion 2.4.

Figura 2.22

0

Figura 2.23

Figura 2.24
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2.5. Direccidn de recorrido de las curvas integrales para
N = 2 vortices

Ya tenemos las trayectorias que puede recorrer una part’icula de
acuerdo a su posicion M respecto a los vortices, como se observa en la
figura (2.24). Por otra parte, con respecto a la velocidad del punto M
y de acuerdo a la ecuacion (2.8), se concluye que si PkM _, 0, entonces
la velocidad de la part”icula tiende al infinito, y si PkM _. 0, entonces
la velocidad de la part”iculatiende a cero.

Finalmente, se requiere visualizar cual es la direccion del recorrido
en cada curva. Para esto consideramos la ecuacion (2.9), que mediante
algunas manipulaciones algebraicas y considerando se puede reescribir
como
(2.11) 7 = — +1 2iIX |z] —1

2 2+ 2 2
|z° — 1] 2" —1]
con z =x +1iy C\ {1, 1} Entonces basta ver como son las direc-
ciones de las part“1culas que se ubican sobre los ejes.

Para el eje horizontal se considera la componente y = 0 y la ecuacion

(2.11) se reduce a

z

f (2
+ 2IXT|Z
2k

lz—1l
y tenemos los casos:

1. Siz =x € (o0, —1) U (0,1), la direccion es hacia rabajo1.
2.S1z=x€(—1,0) U (1, ), la direccién es hacia tarribat.

Para el eje vertical, es decir, se consideran las part”iculas que se
ubican en z = X + iy, con X = 0. Entonces la ecuacion (2.11) se reduce a

, 2y “[z|2 + 1
2= T 17

y tenemos otro dos casos:

1. Siy € (0, o), la direccion es hacia la tizquierda .

2. Siy € (—00,0), la direccion es hacia la rderecha .

El sentido del recorrido obtenido de los cuatro casos anteriores es en

el sentido positivo trigonométrico como se muestra en la figura (2.25).
También, del analisis local del punto silla Mo, para la tlemniscata t, se
calcularon los valores y vectores propios que nos muestran la direccion
de una part“1culaen cualquier vecindad de dicho punto, como se puede
observar en la figura (2.8).
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Figura 2.25

Por lo tanto se tiene toda la dindmica de un punto sometido a un
campo generado por dos vortices fijos y de vorticidades iguales y cons-
tantes. Todo lo anterior se generaliza en la siguiente seccion.

2.6. Trayectorias para N > 3 vortices fijos con vorticidades
iguales, formando un poligono regular

Los argumentos de la seccion anterior permiten estudiar, de modo
mas general, las trayectorias de una particula en el campo de velocida-

des generado por un sistema de N > 3 vortices fijos, con vorticidades
iguales, formando un pol“igono regular. Consideremos I't = I' € R\{o}

constantes, M =2z y P« =pk =e N ,paratodok=0,1,2,...,N — 1.
Asi, los puntos Pk, donde se ubican los vortices, corresponden a las
raices N-ésimas de la unidad y geométricamente se localizan en los
vértices de un poligono regular de N lados e inscrito en la circunferen-
cia unitaria. Recordemos la funcién que nos define la energia cinética

del sistema:
N -1

HM) = = PM™,
k=0

Lema 14. Para todo enteroN > 1y para todoz € C
z-Dz-p) - @—-pN-D)=2N—1,
2ri
donde p = e .

Demostracion. Sean f(z) =zN _1yg(2) = (z_1)(z_p) ... (z—

pMN-1) con N > 1yz ¢ C.Observamos que f(z) yg(z) son polinomios
monicos, es decir, su coeficiente principal es 1. También se tiene que los

grados de f(2) y g(2) son iguales ya que deg(f(z)) = deg(z" —1) = N
ydeg(g(2)) =deg[(z—1)(z—p) - ... - (z—p"N-1)] = deg(z— 1) + deg(z -
p) + ... +deg(z — pN-1) = N.

Resta ver que los polinomios f y g tienen las mismas ra”ices con las
mismas multiplicidades. Como f(z) =z — 1, entonceslasra’icesde f
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son todos los z € tales que zV 1 = 0, es decir, las ra’icesde f son las
raices N-ésimas de la unidad y, por el Teorema Fundamental del
Algebra, son a lo mas N raices complejas. Asi,_el conjunto de todas las
ra’icesde f es z p2 ) 5
A= ociok= e  k=012.,N-1 = 1,p,p2, .., pN-1
%
2mi

yaque p = en~,con N > 1. Consideramos la factorizacion de f como
sigue:

LON -1

fQ=-13-p" - _p(N’l) ,
conar € Z,paratodar=o0,1,2...,N — 1.

Ahora, supongamos que p' es de multiplicidad ¢j = m > 2 para
alguna j € {0, 1, 2, ..., N — 1}. Entonces deg(f (z)) = deg(z — 1)* +
deg(z — p)*™ + ... + deg(z — p')% + ... + deg(z — p(N-D)*~n-1 = deg(z —
1)% +deg(z — p)* +...+deg(z — p)™ +... +deg(z — p(N-D)m-1 = g +
a1+...+m+..+an-1 = N —1+m > N +1. Entonces deg(f(z)) > N +1

lo cual no puede ocurrir ya que deg(f (z)) = N. As'y, 1,p, p?, ..., pN-1
son las N ra“ices distintas de f y de multiplicidad 1. Y por lo tanto

f(2) = 9(2). Q

El lema 14 nos da pauta para demostrar el siguiente lema y que es
clave para el desarrollo de esta seccion.

Lema 15. La funcion
N -1
H(M) = PkM T«
k=0
tiene como tinico punto critico a Mo el origen del sistema de coordena-
das.

Demostracion. Podemos reescribir a la funcién H como:
NY1. o - N1, k_zr
H@D =" z-pT= " z-pK

k=0 k=0

y por el lema 14 -
H(z) = zN - 1" .

Sea F (z2) = (H(2)) f = 7" — 1: Ahora hallaremos los puntos cr’1ti-
cos de F, y para eso, consideramos a la composicion F(z) = (f3 o T2 0
f1)(2), con fi, f2, f3 definidas a continuacion.

Seafi : C \ 1, p, ...,p'\‘—lZ — C\{o} definida como fi(z) = zN —1.

Se sabe que para cada funcion F holomorfa se cumple
(dF (@) (62) =F (2) - oz,
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donde del lado derecho tenemos una aplicacion lineal y del lado izquier-
do un producto complejo. Y como fi es una funcion holomorfa en su
dominio, entonces
dN - 1)oz=(N - 1) - 5z

donde del lado izquierdo, como ya se hab1a mencionado, es una mul-
tiplicacion de complejos. Y si (zN — 1)’ es la derivada holomorfa de
N — 1, es decir, (zN — 1)’ =N zN-1, entonces
(2.12) d(f1(2))6z = NzN-16z.

Por otra parte, sea f2: C\ {0} — (0, o0), definida como f2(z) =7 f
Ademas
|Z+§Z|2=(Z+5z|2+5z)=(2|Z)+(5z|Z)+(Z|5z)+(5z|5z)=

2f +2(@] 62) + |6zl
es la expansion en serie de Taylor de f>. Asi, T, es diferenciable en su
dominio y entonces podemos escribir
(2.13) d(f2(2))oz = 2 (z | 62)

Y por altimo, sea f3: (0, oo)_, R definida como f(t) = tla cual

es diferenciable en su dominio. Entonces
ot

(2.14) dfs(D)st = f3(t)or = 2%'

Como F: C\ 1,p, ., pN-17 R, conF (2)= zN —1 , podemos
decir que F(z) = (f3 " f2 f1)(2) es diferenciable, ya que es composicion
de funciones diferenciables.Aplicdndo la regla de la cadena junto con
(2.12), (2.13) y (2.14) se tiene:

- d N — 126z
. N . N
dF (2)6z=dz —1 6z=d |ZN — 1|6z = =
o |zN —1)?
2N 1ldN -1y 2 ANZloz2
2 |ZN —1] _ |ZN — 1]
Hagamos dF (z)dz = 0, para todo ¢z ¢ C. Entonces necesariamente se
debe tener

N -1
N

2
z —1|Nz Jz =0,
para todo 0z € C. Es decir, se buscan todos los z € C tales que

N — 1y N zN-16z sean ortogonales, para todo oz € C. Se afirma que

epinico pyge-epitica de F| &) Z 5, Qabd tf86t0: SE 2C=P0r 9BLERGES
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2

z = 0 es punto critico de F.
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Supongamosquez oyze C\ 1, p, pz,...,pN—lZ tal que

zN —1|NzN-16z = o, para todo 6z € C. En particular, sea 6z =

ZN -1 .
nzv—= Entonces son equivalentes |

. N 2
Z-N_1|N§ 5ZZ =0
z — 1]z
N —1 =0
z 2
— 1 =0
N—1=0

) P2
. yAS 1,p,...,pN ! . .
pero esto Gltimo no puede ocurrir ya que z se encuentra en el dominio
de F. Por lo tanto F tiene como tnico punto critico a z = o. Q

Ellema 15 nos dala pauta para aplicar el mismo razonamiento que
en la seccion 2.4.3, la cual trata sobre el calculo de los puntos criticos
de la funciéon H. En la grafica (2.26) se muestran las trayectorias en el
caso N = 6 curvas de nivel de dicha funcion H.

Figura 2.26
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Cap’itulo 3

N vortices en interaccion

3.1. Energia cinética del sistema

El movimiento de un fluido plano, incompresible y sin viscosidad,
formado por un sistema de N > 2 vortices en interaccion y ubicados
en Pi(t), P2(t),...,Pn(t), de vorticidades constantes I't,I'2,...,I'n, es
solucién del sistema diferencial:

= 0
(3.1) P =R —
K - FlE'-F—)kk-
le{1,....N} !
If=k 2P P

donde k € {1,...,N} y R es la rotacion de angulo 9o°.
Teorema 8. La funcién exponencial de la energia cinética:

HPL,...,Pn)=  — (PIPO™T,

es constante a lo largo del movimiento.

Demostracion. Sea (P},PY,...,PY) € (R)N con P ;en una ven-
cidad de P,°, paratodai € {1, 2, ..., N }. Entonces podemos&scribir
R =Pi®+0Rycon(Py,P2...,R), (0P, 0P, ..., 0R) € (RY).

—

Se sabe que (RN ,"™." es un espacio vectorial normado, y dicha
norma definida como

anlYyr = mé.X non
1sisN( vi 2)

con u = (uy,...,un) € (RHYN y """, una norma de R2.

Se afirma que

En efecto, expresaremos a (P«P1)2 como una serie de Taylor.
2 2 0 0 2

. 2
(PkP) ="Pi— P2 = Py +0P— Py +dPc ,
0 0 2

= Pi = P+ 0PI = 0Pk 5= PP’ + 6P — 5P« )
4
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. > o 2
= P¥P 4+ 6P — 0P - P¥PP 4+ 6P — 6Pk
L 002 TG} 2
:Pkp| +2PkP|'(5P|_5Pk)+"5PI—5Pk"2.
Tenemos que
w(0P1, ..., 0PN = maX ("sp"y) |

1<i<N

y consideramos
2

"oP1 — O0P"2 ="(6P1, 6P, . . ., OPN)" - € (0P1, 6P, . . ., OP\N) = O.
Hay que verificar que ¢(6P1,...,0Pn) — 0O, 8i'(0P1, ..., 0PN)" — O.
De las desigualdades

O S 8(5P . 15P _ "§P| _épku% - ("5P|"2 + "5Pk"2)2
1 "(5P1, o 5PN)" - 1111ké'<)il ("5Pk"2)

2 max ("0P«"2)

1<k=N — 4 max ("0P ") =4"(GP ,...,0P )",
. k 2 1 N
max ™spy"s) 1<k<N
1<k<N
claramente, si"(6P1,...,0Pn)" — 0, entonces ¢(6P1,...,0Pn) — O.

Con esto queda justificada la ecuacion (3.2).

Consideramos la composicion:

L]
Y
In(H(P1,...,Pn)) =1In (PIPO™ n
k,le{1,..., N} D
kf=1
= % I In (PIPW)?
k Ie{kl ..... N3}
y se calcula su diferencial en un punto (IID 0. .. ,NP 0) e (RON, tomando

en cuenta la expresion (3.2) anterior y (dIn(t)), o =—1t 051. Entonces
(dln(H(Py,...,Pn )))(E’O RO) (0P1, ..., 0Pn)

U]
s O
1 ' In (PP oP,..., 0P
D2 kilefl,...N} (Po..p0)
Kf=| o 0
=y g ;
=1 I dln (PiPy)? (0P1,...,0PN)
2 (PP....PR)
k,le{l,..., N} Z
kf=I . b3
= rr diPP )2 p3
5 (P|0Pk0)2 L (P?.-.PY) (JPI, cee 51[;\5
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= rT | 2 P%®ROF(P z
0 (POP0)2 Ik | — JPk)
k

klefl,...,N} |

- rr PP sp _sp
> —cp—GP—G)'( e )

Kklefl,...N} Ik

Por otra parte, sea la funcién P : R _, (R2)N, definida como P (t) =
(P1(t),...,Pn (1) y su diferencial dP(t) = (P;(t),...,Pxn(t)). Y sea

¢ : R — R otra funcion tal que ¢(t) = (InoH o P)(t) y con derivada
o' (1) = (dp(1), = (d (In (H (P (1)))))y, = (d In(H))p (1) - (AP (1),

-— . Pk(tO)PI(tO)

- (P (to) — Py (to))

klefl,...N} IUJk(t(DP (t b)z
kf=I
— Pk(tO)PI(tO) Pk(tg)P|(t0) '
= T , > NI Py (to)
k'leil"i"N} (Pk(tO)PI(tO))Z 'P| (t())_ kaE{k}';I'N} (Pk(to)P|(to))2

(intercambiando indices en el primer término)

— . Pilto)Py(to) > o PP

iy PPk 0 G Pty (PItOPK(t)
k1 (t)) kf=I
Pi(to)Pk(to) ,
> Id . p
_s IO A
kickE Ing 0 0 OJ
0 o
> - ,
=2 > 1 Pi(toPulty) P
Fkg ! I 0 k 0 0
O  Theg..N3 O H
KN SN G (LN ()RR

(v haciendo uso de (3.1))
=2~ (Ix(0)
ke{l,....N }
= 0.
Por lo tanto ¢(t) = (In H o P) (t) es una funcion constante y en con-
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secuencia H también lo es.
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3.2. Centro y vector de vorticidad

Definicion 3. Sea O € R2.
1. Sila suma de las vorticidades es distinta de cero, se define, en
cadainstantet, el centro devorticidad como el punto Q tal que:

oQ = N T«OPy.
- k=1
I'k
k=1

2. Silasumadelasvorticidades esigual a cero, sedefine, en cada

instante t, el vector de vorticidad como el vector U tal que:

- 2
U = T'vOP«.

k=1
Teorema 9. El centro y el vector de vorticidad no dependen del

punto O elegido.

Demostracion. Para el centro de vorticidad. Consideremos la su-
ma de las vorticidades distinta de cero, es decif; }_; Tk = 0. Y tene-

mos

e 1 % -7
oQ = Fko Pk.
1

- k=

Podemos escribir OPy = 00 + O'Py, para todo k = 1,...,N. Y en-
tonces se tienen las igualdades

00 +Q0 +QQ=pQ=— = T, OP,
A
I'k
k=1
S 1
Iy OO0 +O'Py
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Por lo tanto QQ' = 0, y esto pasa si y solo si Q = Q.
Para el vector de vorticidad consideremos la suma de las vorticida-

N
des igual a cero, es decir, Ik = 0.Y tenemos
k=1
2
U= T'«OPx.
k=1

Sea O otro punto, distinto de O, en el plano tal que
— i _
U' = I'kO'Px.
k=1

—_—

Ademés, como en el caso anterior OPx = 00 + O Py, para todo k =
1,..., N. Entonces

N N
L = ., = e, .2
U=  TOPk= Tk 00 +OP
- i — - = =
=0 I'c + I'OPx =0 + =
k=1 k=1

Q

Otro resultado importante de estos dos conceptos es el teorema
siguiente.

Teorema 10. El centro y el vector de vorticidad son constantes a
lo largo del movimiento.

Demostracion. Demostremos el teorema para el centro de vorti-

N s
%ﬁ-ﬂ k=1 k 0. Sea la funcién y : R — R2
: e caso tenemos ’
d 1#';1%8? o
wt) = TOP (D).
N k=t
I'k
k=1
Entonces O
]
% O N o _}Z'
y() =" "1_" TOP({) , = OP®
N — Iﬂ
[l _ k k [ N _ k k
- > T, k=1 N k=t

k=1 k=1
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—

I'c OPk(t) = TkP,(1).
k=1 ,N_ k=1
I'k L'k

k=1 k=1

Lo que se quiere demostrar es que y'(t) = 0, entonces basta con
mostrar que

N
TP () = 0.
k=1
Recordemos la ecuacion (3.1) .
) >
P"(D=R Pi()Pk(t)
k | K FI 2]
(P (OP (1)
I k
U] U]
lefl,....N} I K
paratodak € {1,2,..., N }. Y ¢on esto podemos escribir
" " P (P (0)
= 0= > r—
I'P () = TWRU [ 2
I ®)
k=1 k=1 “reqnny (PI(DPk =
[l If=k [
N Pl(t)Pk(?) Pl(t)Pk(?)
> = I - I O
= TIkRO T (PP +, . T (PP D)
- Ny () KT
(R esmuna transforiidcion lineal) 0
“ PoOP@® " P (P, (¥
>~ s w-——* === @0
=R (P ()P +q (P|(t)Pk(t))
(t))z Ie{l,é.,N}
k=1 1e{1,...,N}
(en el primef®fumando hacemos k =i y | = j y en el segundo sumando
k=jyl=1) O
N POP® " P (OP (1)
J i T i i
Bl ietun: i i i2Liet=oNy i | i O
RO =TT LET e P )2
0 (P (OP (D)2 0
N — N —

P (DP () P(HP (1)
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Por lo tanto el centro de vorticidad es constante a lo largo del movi-
miento.

Demostremos el teorema para el vector de vorticidad. En este caso
=N _ . ./ . ..
tenemos “_; I'k = 0. Y consideramos la funcion v : R — R2, definida
como

5
w(t) = T'kOPk(t).
k=1
Luego
N
(1) = Zrkopk(t)
k=1
Yo oo N
= Tk OPk(t) =  TwP.(b).
k=1 k=1

Por lo que la demostracion es analoga a la del centro de vorticidad. Asi,
el vector de vorticidad también es constante a lo largo del movimiento.

Q

3.3. Momento de inercia

Definicion 4. Sean P1,P2,...,Pn ¢ R? y O un punto fijo del
plano. Se define el momento de inercia respecto a O como
N
| = = Tk (OP2.
k=1
Teorema 11. El momento de inercia es constante a lo largo del
movimiento.

® Demost{amon Sean O un punto fijo en el plano y (Py,...,Pn),

0
S (R ) , con Py en una vecindad de P,, paratodak € {1,2,...,N }.
Es decir, P« = P2+ 0P, paratoda k ¢ {1,2,...,N. Asy, de la
ecuacion (2.2) y tomando en cuenta P = O y M = Py, tenemos

—_——

25 0
(3.3) d OPy, ,o0Pk=20P - 6P,
k
paratodak € {1,2,...,N}
Seala fu cion ¢ : R — R la com osmon t) = (1 oP) (1), con
: I% }\? deflmda como P(t) = K (o( ) 5 ((t y)t(ar)n bién
R2 N deﬁmda como sigue | (P P )= ' (OP)2.
I:C ) -

1 N k=1 k k
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ko1 k 2 y, mas atm, ¢'()dt = (dg(t)),, -

gz%sgnces p(t) = r tOP

o' (Ddt = (dp(1);, = (d(I o P (D), = (dDp ) - (dP )y,

. s , ,
= Tk d(OPk(1))? (P '(to), ..., P  (to))
(Pi(to)...Pn(t0)) 1 N

k=1
(usando la ecuacion (3.2))
N
= 7 Tk20P(to) - Pu(to)
k=1
(usando la ecuacidén (3.1)) 0 O
N T P(t)P (t)
10 k 0 [
> = I t))2
— 2 TOP(to) - R " (P ()P () .
k=1 o !k 1 0 k O
le{1,..., N}
S P(t)P (t) P(t)P (t)
N ] I( 0) k( 0) I( 0) k( 0) ]
k=1 1 0 k 0 I 0 k O
=, e "FoP O
=9 T'kOPk(to)) R i1 n P(t)P + i N P()P (t L]
L™ t)* "l s
N —_— P({)P (t)
10 k0
_ 22 > I'NOPk(to) - R I| 00 I(k 00
k=1 Ie{lk,...I,N} (P (t )P (t ))2
' S P (t )P (t)
10 k 0
kzle{%N} |I 00 kk 00
+2 I'NOPk(to) - R (P ()P (1))?
(en _el prim_er sumando hacemos k =iy | = j y en el segundo sumando
k=jyl=1 .=
N - - P({)P(t)
j 0 i 0
izje{z.j,N} jj 00 ii 00
=2 ') TTjOPi(to) - R
OPi) R (b (1) (1)y2
- -,z
N —_ P(t)P(t)
i 0 j O

inogo
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i 0 j o

ITjOPj(to) - R
J e j=1lie{1,..,N} (P (t )P (t ))2

i<ij D
i 0 jJ O
=W s> L 00 jj 00
_ 1<j T-OP. )
= 2 F|FJOP|(tO) R (P (t )P (t ))2
-, Z
N - P()P(t)
i 0 j O
+2jZi€{%N}rirjOPj(to) 'R ii 00 jj 00
(P ()P (t))?
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N S —, 1 P (t)P (t)
i 0 jJ O
> > ii 00 jj o0
=2 Iy —OPi(to) + OPj(to) * R
=1 et (to) i(to) (P ()P (t))2
1<]J - e
N -2 PP ()
1

= = . PP R (p'(t3ptt))2 =o.
i 0 jo

Q

3.4. Dinamica del campo con N = 2 vortices en interaccion

En esta seccion, como en el capitulo anterior, el objetivo es deter-
minar el movimiento de un sistema de N = 2 vortices en interaccion y
con vorticidades constantes. Se analizara este problema en dos casos.

I.TM+I2=0
Sin pérdida de generalidad, sean I't = 1 y I = _1. También
consideremos el vector de vorticidad
. 2
U = I'\OPx = OP1 — OP2 = —P1P3,

k=1
el cual, por el teorema 10, permanece constante a lo largo del movimien-

—

to. Esto nos permite escribir 0=U= —-PP, =P;-P,yporlo
tanto P; = P, . Entonces P1 y P tienen la misma velocidad constante.
Ademas, de las ecuaciones diferenciales de Helmholtz tenemos

", PPy PP, ¥ —-PiP ¥
P,=R T TP‘P‘)* = Riwpyp = Riwpy
L= -2 127 _
as’1 O
P=-R
, -
0 - 20
) U
De manera analoga para P, escribimos 5 U
, I 0
PP=R I' pp, _r _PiPa =R U
, 12 12 U
"(PP)? (PP)? 0 _, 20

Ahora, si integramos a P; y P,, respecté’al parametro t, se tiene

PM=P(0)+1R
1 1

—=—201]
U
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O
PO=PO+tR
2 2 -

[l 2 [

—

U
Por lo tanto P1 y P2 se mueven sobre rectas paralelas y con la misma

velocidad uniforme.

Il. T1 +I'2 f=o0.
Consideramos el centro de vorticidad 5
(3.4) @ = 1 I‘1($)1 + Fz(ﬁ;
I'i+1h
Por el teorema 10 tenemos que
Q =0,

es decir, el centro de vorticidad no se mueve. También, del teorema 9
se sabe que el centro de vorticidad no depende del punto O elegido,
con esto podemos considerar O = P; en la definicion del centro de
vorticidad, entonces

e 1 = E— —_— - FZ B —
P.Q = PP +T,RP = P.R,
1 I+, 111 R P Iy + T 12
o bien .
(3.5) OP =-——*—PF.
I't + I
De la misma manera, si O = P, también podemos escribir
e 1 = E— —_— - Fl B —
P,Q = I'BP +T,BP = PR,
2 I+, 121 B P I+ T, 21
es decir,
e F B ——
(3.6) QP = —"—PP.
I'i + I

Por otro lado, se afirma que las trayectorias de P1 y P2 son circun-
ferencias concéntricas con ) como centro y se recorren a una velocidad
angular constante. En efecto, tenemos el sistema de ecuaciones diferen-
ciales

—
—_—

. -
p/ —r [2G#)7

PP,
- Py =R _Fl 3
Por otra parte, (P1P2)
P
b2 21 5P P )2 ‘(PP)
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2 - 2

_rr PP oernr T
PPy (PP
por lo tanto s
ot P1P;
(3.7) PP, =(T+T)R
(PP 2?

Si hacemos P = 3, M = PP, y I' = T'1 + I'; en la ecuacion (3.7)
obtenemos la ecuacion diferencial
— - P M =
M =R T ,
PM?2
la cual no es otra cosa mas que el campo generado por un soélo vortice.

Asi, con un analisis analogo al de los capitulos anteriores para el caso
de un so6lo vortice se resuelve la ecuacion (3.7).

Utilizando coordenadas polares para P1P, obtenemos
P1P; = r(t)" cos(4(1)), sin(4(1))" = r(t)er.
Luego, derivando respecto a t
PPy = F (D) cos(O(D), sin(B(0)>+ r(F (D) — sin(o(D), cos(6(D)

entonces podemos escribir

(3.8) ) P1—P;h’ = r'(t)er + r(t)o'(t)es.
Ademas S .
P1—P; = (T, +T)R (:PP;Z (Tt )R {&2)?2 ,
yas’i, % g -
(3.9) PP ="+I%¢.
I G

Igualando (3.8) y (3.9)

o S O )
r'(Her + r()o (e = [t €

y obtenemos el sistema
- rM=o

ro'® = M2
Pero r'(t) = o implica que el radio es constante, es decir, existe r ¢ R
tal que r(t) = r. Y de la segunda ecuacion

o ="
r2
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P ——

por lo que §'(t) = constante, y esto nos dice que P1P, recorre una
circunferencia de centro O y con velocidad angular constante.

Luego, PP ; = PR =, y en consecuencia la distancia entre los

vortices’es constante. Este mismo resultado se obtiene con ayuda del
teorema 8, ya que se sabe que la exponencial de la energia cinética
H (P1, P2) = P1P2'_:lr2 es constante. En conclusion, de las ecuaciones
(3.5) v (3.6), las distancias QP1 y QP> son constantes, mas atn, P1 y P2
recorren circunferencias de centro Q y con velocidad angular constante.

3.5. Dinamica del campo con N = 3 vortices en interaccion

Otra caracterizaciéon del momento de inercia se muestra en el lema
siguiente.

Lema 16. El momento de inercia, con respecto al centro de vorti-
cidad Q = O, es igual a

| = I (PkP1)2.

- 1<k<I=<N

Demostracion. La demostracién se hard para N = 3, ya que el
proceso es el mismo para la demostracion en el caso N > 3.
Por la definicion 4, el momento de inercia es

3
| = = I\ (OPW?2.
k=1
Sea O el centro de vorticidad, es decir, O = Q en la definicion 3 y
tomando en cuenta que '_i=1 I'« f= o, entonces

T'10P; + I0P, + T30P; = 0.
Luego

2
I,0P, +T,0P,+T,0P, =o,

lo cual es equivalente a
2 (OP1)2 + T2 (OP,)? + I'2 (OP3)? + 2I'1T,0P; - OP; + 2T'1T50P; - OP;
1 2 3

+2F2F3TP2 - O—)P3 = 0.
le (OP1)? + Fi (OP2)2 + 1—'32 (OP3)2 =

—_—— —

—oT'\T>OP; - OP, — 2T1T30P; - OP5 — 2T»T50P, - OPs.
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I‘% (OP1)2 + T'1I'2 (OP1)2 + I'1I'2 (OP2)? +

I'2 (OP2)? + I'2I's (OP2)? + T2I's (OP3)? +

I'Z2(OP3)? + I'iT'3 (OP1)? + I'iI'3 (OP3)? =
I'1I2 (OP1)? — 2I'1I20P; - OP; + I'iI'z (OP2)? +
I'yTs (OP1)? — 2T T30P; - OP; + I'iT'3 (OP3)? +
I>2T3 (OP2)? — 2IT30P; - OP5 + Iol's (OP3)2.

Reagrupando términos podemos escribir
T1T1 (OP1)? + T2(OP2)2 S 3 37
I> Ty (OPl); + I'2(OP2)? ija @stjz

) + I'> (OP3)? )3
I's T1(OP1) 2(OP2) +T5(0P;) = :

2 —_—— 2 —_— —_—
— — OopP -0OP
rr, op,-Op, +IT, OP,—OP, +TIJ, OP ,

+

y como | = T'1 (OP1)? + I'2 (OP2)? + I's (OP3)?, entonces
(T1 + T2 + T3) 1 =TI (P1P2)?2 + I'il3 (P1P3)? + Iz (P2P3)? .

Por lo tanto

5 ' (PkP)2.

De manera analoga para N > 3. Q

En lo que resta consideramos el caso en que las vorticidades son
constantes e iguales y, mas atn, el caso particular donde I't = I =
I's = 1. El objetivo es proporcionar el movimiento del tridngulo forma-
do por tres vortices sin considerar su traslaciéon o rotacion. Equivalen-
temente se trata de conocer la magnitud de sus tres lados P1P>, P2P3

P3P; del triangulo, o bien, a los cuadrados de dichas 1st nci
ElPasz ]2 Pgbl ya que el momento de inercia y eﬁ cua (fe
la exponenaal de la energia cinética dependen de dichas distancias al
cuadrado. Con esto, podemos visualizar al movimiento como una cur-
va tra%ada en-el espacio trldlmen ional dende el eje OX corresponde
a P1P*, eje Oy corresponde a P y eje Oz a P3P Asi, cada punto
de la curva tiene como coordenadas alos cuadrados de las distancias
de los tres lados que forman al triangulo cuyos vértices son los vortices
P1,P2yP3.Yparalograrlo que se desea emplearemos un razonamiento
similar al realizado para hallar las curvas de nivel para N = 2 vortices
fijos y esto mediante los puntos criticos de la funciéon H.

Fn} El umco gunto critico de la funcién H2, con restriccion
pano =1, punto 1, |
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Demostracion. Los puntos criticos se obtendran por medio de la
técnica de los multiplicadores de Lagrange.

Sea h(P1P 2, 2 PzP 2 P3P 2) = H? (P1P2, P2P3, P3P1) , es decir h(P1P22,

P,P% = PP P P P 3. Calculamos el gradiente de h respecto
aPp 53 I53 iin onced 5 P
2 2 2 2 2 2

. )3
Vh=VH = P2P3 . P3P1 ) P1P2 ' P3P1 ) P1P2 ) P2P3
Del lema 16 el momento de inercia, para N = 3, es
|(P1P22, P2P32, P3F; 2) = F:‘1F;2 + P2F3’ 2 4 P3i3 2

Y el gradiente de | respecto a las variables PiP 22 P2P32 y P3P12 es

Vi=(,1,1).

Aplicar el método de Lagrange es equivelente a que los gradientes
de las funciones | y h sean colineales. Es decir,

Vh =AVI,
y as'l
2 2 2 2 2 2,
P2P3 - P3Py, P1P, - P3Py, P1P, - P2P3 = A(1, 1,1).

Por lo que se tiene el sistema

ijE;f:P s B

PP . PP, = A

3 2 1 2 3
Entonce PzP 3P 2 = - P3P 2 = PP 2 2P 2 lo uall lica
e PR P o p B0 o pap 7 1 pyp 52 ko £12) implice
oncluye que P1 ; =P ; = P3P2 = '03 Por lo tanto el1 {inico punto
) | lo 1o z

erftico es3 3’3 . Q

Hay, que hacer notar, en esta seccién, que los teoremas 6 y 7 son

necesarios salvo un diferomeorfismo de R? a el plano | = I,.

Como en el lema anterior, sean |, y Ho constantes reales y para los
proximos lemas consideremos « una curva que satisface

g

(3.10) I(P1P2, PoP2 Psp2) = PiP2 4+ P2 1 pyp? — |
h (P1P PP 2 P3sP2)=PiP2 . PP 2 . P3P 2 = H,.
il
3 1 2 3 1

2
Lema 18. a es acotada.

Demostracion. Supongamos que la curva no es acotada, es decir,
PiPj? — +oo, para al menosun pari,j € {1,2,3}ei j. Entonces

PiPZ + P2P % + P3P 3 — +00, y esto contradice al hecho de que la
funcion | es constante (teorema 11). Por lo tanto « es acotada.
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Se tiene el siguiente lema que es parecido al lema 10 y que corres-
ponde a colisiones de los vortices.

PzPLZeT?) 1y9.P 03( Fr’lg) gogverge o intersecta a los planos P1IP 2, =o0,
3 1

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la
curva converge al plano P3P ? = 0. Si h = constante > 0, entonces
necesariamente P1P% - P2P3 — +00, ¢ bien, P1P3 — +00 6 P2P2 —
+00. Lo cual no es factible ya que a es acotada. Q

También, de manera muy similar a los corolarios 1 y 2, se tienen
los dos siguientes lemas.
Lema 20. a no se detiene en otro punto distinto de '30 o o Z'
- _I I' L
30303
co dAeMesHeR Qalbiwiie b¥FG Pinto’(PiP,2, PePel (P puRtel ko

| =1, ydistinto_ del punto cr’1tico. es to regular de H. Ahora, por
el te(())rgma How box Ie)l punto (P1P22, P2 311211 P3Fl’ g) no es un punto dggle

de la curva . Y, méas atn, como en el corolario 1, dicho punto regular
no puede ser un punto asintéticamente estable. Q

Lema 21. a no tiene ciclos [ ‘imite.

Demostracion. Podemos decir que o es una curva de nivel de la

funcion H sobre el plano I = lo. Ademas, la funcion H es una integral
primera del sistema [
> -
P =R e
PP
r P
K bk
0 PP
1€{1,2,3}% k

donde k € {1, 2, 3}. Para cualquier punto (P1B 2, P2B 2, P3P 2) del plano
I = lo y distinto del punto critico la funciéon H no es constante en

ningn abierto V (sobre el plano I = l,) de dicho punto. Asi, por el
teorema 7 tenemos que el campo generado por el sistema P;,P, y P’
(sobre el plano I = lo) no posee ningtn ciclo limite.

Q

Por @ltimo se demostrara el siguiente teorema que nos describe la
dindmica de los puntos que tienen como trayectoria a las curvas en
cuestion.

Teorema 12. Todas las curvas que satisfacen momento de inercia

I = constante y energia cinética H = constante son cerradas y tienen
|
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I o
- 3 3 ] Z . .
el punto 3 ensu interior.

Demostracion. Sea a una curva que satisface las hipétesis del
teorema y por el lema 18, 19, 20 y 21 se concluye que « es una curva
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cerrada. Mas atin, se mostrara que « es como una tcircunferencia de-
formada .

Se afirma que « no puede autointersectarse en un punto P distin-
to del punto critico, es decir, & no puede ser como una flemn|i§qataa?.

& elfa(.e(lzltl‘cl)’fportglrlgél{ll  7a000Runtg, R disiBia A8 PR unty se puede
construir una flow box de tal manera que para cada part“icula en dicha
vecindad se mueve de manera paralela a la trayectoria que pasa por P.
Por lo que no habria autointerseccion. Por otra parte, supongamos que
la curva se autointersecta en el punto cr’itico. Entonces, por el teorema
5, en el interior de la curva (que esta formada por al menos dos l6bu-
los) existe un punto cr’itico, lo que implica que o tiene al menos dos
puntos cr’iticos y esto contradice al lema 17. As’y,se muestra que a no
se autointersecta en ningtin punto y mucho menos en el punto critico.
Por lo que no hay otra opciéon méas que tener a « cerrada y sin puntos
dobles, es decir, es como una fcircunferencia deformada t.

Finalmente, por el lema 6, el conjunto D = ¢jInt(a) es compacto.
Y ademaés, como o es una curva de nivel de h = H? restringida al plano
I = constante y con la funcion h = H? de clase C! en D (se tienen
las hipotesis del teorema 5), entonces se concluye que el Gnico punto
critico esta en Int(a). Q

A continuaciéon se enuncian algunas consecuencias inmediatas del
teorema 12.

1. Debido a que las curvas son cerradas y que cada punto de la
curva es un punto regular, entonces las curvas son periddicas.

2. Dos curvas distintas no pueden intersectarse y como ambas con-
tienen al punto cr’iticoen su interior, entonces una delas curvas
contiene en su interior a la otra, en el sentido de las curvas de
Jordan.

Como se menciond con anterioridad, cada punto de las curvas des-
critas en el teorema 12 nos proporciona informacion sobre el cuadrado
de la longitud de los lados de un triangulo. Con esto, es necesario omitir
aquellas curvas que se formen por ttriangulos imposibles #, es decir, si
P1,P2 y P3 son tres puntos en un plano tales que P1P2 + P2P3 < P1P3,
entonces no se puede formar un triangulo ya que los vértices son co-
lineales. Por lo que hay que descartar aquellos triangulos cuya area
sea igual a cero. Consideremos que los vortices Pi,P> y P3 sobre el

plano | = constante son los vértices del triangulo cuya area sea cero y
aplicando la formula de Heron:
1

4
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Area=  (PiP2+ P2P2 + P3P2)?2 — 2(P1P* + P2P% + P3P %)
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= 2o (PPt 4+ PP+ PP =0,
4 2 3 1
lo que equivale a

-Plpzzg + PP2% + P P27 = constante.

Y como (P1P3,P2P%P3P?) goﬁ las cooi‘gienadas de los puntos que des-
criben a a, entonces esta curva no es otra cosa mas que la interseccion
de una esfera con un plano, es decir, es una circunferencia sobre el
plano I = constante, que llamaremos tcurva de Herént. Una observa-
cion importante es que la curva de Herén no es mas que una cota para
las curvas de los verdaderos triangulos. Mostramos tales curvas en la
figura (3.1).

Figura 3.1

Y aplicando una rotaciéon al plano I = constante se obtiene la
grafica que se muestra en la figura (3.2).

Se puede observar que las curvas de los verdaderos triangulos son
tcirculos deformados  que, obviamente, son curvas periddicas y corres-
ponden a un conjunto de configuraciones de tridangulos modulo una
isometr1a. Pero hay un problema con aquellas curvas que intersectan
3 % 2 veces a la curva de Heron, como se muestra en la grafica (3.2)
a una parte de este tipo de curvas que va de un punto A al punto
B. Sin embargo, en base al teorema 12 esta secciéon de curva limitada
por los puntos A y B (contenida en el interior de la curva de Herdn)
también es periodica. Por ejemplo y sin pérdida de generalidad, una
particula P que se mueve sobre la curva y en direcciéon de A a B posee
una configuracion P1P2P3 y cuyo triangulo tiene un area distinta de
cero. Luego al llegar al punto B su area es cero, ya que P1, P> y Ps3
son colineales. Y después, la particula viajara en sentido opuesto y con
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Figura 3.2

una configuracion P1P3P2 ([20]).

Entre tqdas las trayectorias del espagio (e puntos de la forma
(P1P,,P2P5, P3Py ), el punto cr'ttico "5, 5, 3_" corresponde a la confi-
guracion formada por un triangulo equilatero cuyos lados P1P2, P2P3 y

P3P; tienen la misma longitud ) % Finalmente, para esta configura-

cion de un triangulo equilatero, se dara una descripcion del movimiento
de los vortices P1, P2 y P3 respecto al centro de vorticidad (, ya que en
este caso estamos considerando I't =12 =15 = 1.

La definicion del centro de vorticidad

o0 = — : T, oP,,
3
P=— k=1
I'k
k=1

no depende el punto O (teorema 9). Entonces podemos asignar a O los
puntos Pi, P2 y P3, y as1obtener las expresiones siguientes

O . 2

3 —_ —_

> z

[— -

—_——

z

—_—— 1~"— — —_——

3 P1iP2 +P3P2

- >
(3.11) I
QP; =1 k=1PkP2 =

0 3 ] 2

—— —_— —

> 1
HOPs =1 PyP3ex 3
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Aplicando la tranformacion lineal R (rotacion de 9o° en sentido positivo

trigonométrico)
.2 . z
“R QP; =1R PP;+PsP;
0 -2 . z
(3.12) R P, = '3R PiP; + P3P,
= 2 2

R QP; =3R P,P;+ P,P;
Ademés, P1P2 = P3P2 = P3P? = ' Juego

21 2 _»21 3 %
3 P,P P3P '
R OP; =R PPLy PP _p
P ' PP7 . PPT D
D_ _ _
N .z .
(3.13) PA,R QP, =R PBiF3 4+ BBz =p,.
= .2 - 2 ,
O e
PJ.P
De la misma definicién de centro de vorticidad tenemos la expresion
1

Q=3—(P1+P2+P3),

que no es otra cosa mas que el baricentro del tridngulo de vértices P1,
P2 y P3. Pero como dicho triangulo es equilatero, entonces el baricentro
coincide con el circuncentro. Por lo que QP1 = QP2 = QP3 = p, mas
aun, de las ecuaciones (3.11) se tiene a los vectores QP1, QP; y QP;3 en

funcion de los vectores P3P, P1P, y P2P3 cuyos modulos son iguales a
L alolargo del tiempo, as’1p es constante. Con esto, se afirma que la
trayectoria de P1, P2 y P3, respecto a , es una circunferencia.

En efecto, aplicando el teorema de existencia y unicidad al siste-
ma de ecuaciones (3.13), que bajo ciertas condiciones iniciales P1 (to),
P2 (to) y P3(to), e integrando respecto al parémet;o t, se obtienen

HPL(D) = Pi(to) + SR OP; (1)

_

(3.14) P20 =P2(to) + R 0P, (1) 5,

lo Z

B —

= ;
P3(t) = P3(to) + TR QP3(t)
que justamente nos describen las trayectorias circulares.
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que justamente nos describen las trayectorias circulares.

Falta ver con que velocidad angular gira el triangulo. Para esto
consideramoslastres ecuaciones(3.13), las cuales podemos reescribir

70



como sigue
P]t = IR QP,2
(3.15) - e
3-15 P,=TR &%
P'=TR
_ 5 ) -
QP32 3

|
conT = 9pz. Podemos decir que cada una de las ecuaciones (3.15) es
un caso descrito en la seccion (2.3). Asi, se describe el movimiento de
los puntos P1, P2 y P3 girando alrededor de Q a una velocidad angular

constante.
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Conclusidon

En este trabajo se redescubre una aplicacion de la fisica, esto ba-
sado en teoremas clasicos de la geometria diferencial y del estudio de
las ecuaciones diferenciales. Familiarizando varias técnicas geométricas,
mediante el estudio de ciertas familias de curvas y superficies de nivel.
De manera mas especifica, este escrito nos permite entender la dinami-
ca de vortices a partir de las ecuaciones de Helmholtz en mécanica de
fluidos planos, incompresibles, sin viscosidad, como solucién de un sis-
tema de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de frontera.
También nos ayuda a ver como razonamientos puramente geométricos
permiten resolverlo en ciertos casos: N vortices fijos y una particula
(cuando los vortices tienen misma vorticidad y forman un poligono
regular), 2 y 3 vortices en interaccion (con vorticidades iguales en el
caso de 3 vortices). En la resoluciéon de cada caso se obtuvieron las
trayectorias y velocidad de las part”iculas sometidas a dichos campos
generados por el o los vortices, y también, en el caso de los mismos
vortices en interaccion respecto a un centro de vorticidad y un cambio
de coordenadas.

Los resultados obtenidos sugieren el estudio de una generalizacion
en el semiplano. Se tratar’1a de resolver el sistema de ecuaciones di-
ferenciales parciales del primer cap“1tulo, con condiciones de frontera
para x = 0y en el infinito, para x < 0. Las soluciones nos proporcio-
nar’1an nuevas ecuaciones de Helmholtz, cuyas soluciones, tal vez muy
diferentes de las de esta tesis, describir “1an el movimiento de una presa
hidraulica, ubicada en el eje de ecuacion: x = 0. Tal trabajo podria
representar una continuacion natural de esta tesis.
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