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CAPITULO 1

Introduccién

El marco del presente trabajo es el problema de los N-cuerpos, el cual consiste en describir
la dindmica de N particulas puntuales en el espacio euclidiano R? que se mueven bajo la
ley de la gravitacion universal de Isaac Newton. La mecéanica celeste se encarga del estudio
de los movimientos de estos cuerpos en virtud de los efectos gravitatorios que ejercen sobre
ellos otros cuerpos celestes. De acuerdo a Poincaré, el objetivo final de la mecénica celeste es
determinar si la mecanica newtoniana puede explicar o no, por si sola, todos los fenémenos
astronémicos, este problema en general se plantea como el problema de los N-cuerpos.

Las ecuaciones de movimiento para los N-cuerpos estén dadas por la ley de la gravitacion
universal, la cual afirma que la fuerza de atracciéon que experimentan dos cuerpos dotados
de masa es directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que los separa: F' = Gmimy/r?, donde F es la fuerza, m; la
masa del primer cuerpo, ms la masa del segundo cuerpo, r la distancia que los separa, y G
la constante de gravitacion universal. Ademas la fuerza aplicada sobre un cuerpo, produce a
éste una aceleracion, dada por la formula a = F/m (a es la aceleracion, F' la fuerza y m la
masa). Es decir, la ley gravitacional de Newton y la segunda ley de Newton expresadas en
forma vectorial (la fuerza y la aceleracion tienen direccion), permiten escribir las ecuaciones
de movimiento para el problema de los N-cuerpos, entonces considerando a la constante de
atraccion universal G = 1 y sumando todas las fuerzas que influyen sobre la j-ésima masa,
m;, se obtiene que dichas ecuaciones estan dadas por

N
. m;m; .
m]r]:F]: E ﬁ(ri—rj), ]:1,...,N,
i |1 = 1]

donde la funciéon F; es la fuerza total ejercida sobre el j-ésimo cuerpo debido a los N — 1
cuerpos restantes. La masa m; tiene posicion r; € R? y aceleracion ¥; € R? al tiempo ¢ € R.

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Una solucién al problema de los N-cuerpos es r(t) = (ri(t),...,ry(t)) € R tal que r(t)
satisfaga el sistema anterior. El vector fuerza lo definimos como el gradiente de una funcién
llamada potencial', es decir, F; = VU donde el potencial correspondiente al sistema esta
definido por

El problema mas estudiado en mecanica celeste es el de 2-cuerpos, del cual se conocen las
soluciones explicitas. Las ecuaciones de movimiento para el problema de los dos cuerpos son

i = 2% (- n),
(1.1)
mafy = 2% () 1)

sumando ambas ecuaciones e integrando el resultado dos veces con respecto al tiempo, se
tiene
miry +meore =t k41,

por ultimo dividiendo la igualdad anterior entre m; + ma, se llega

miry +mery  tk+1
my + ma _77’114"/7127

donde el miembro izquierdo es el centro de masa? entre las dos particulas, es decir,

o miry + Mmoo

Tem
my + Mo

entonces el centro de masa se mueve sobre una linea recta a velocidad constante. Llevando el
origen al centro de masa, es decir, para ello reemplazamos r; por r{ —r.,, y I's POr I's —TI'¢,,, €l
sistema (1.1) no se altera y podemos suponer que el centro de masa permanece fijo en el origen
y estudiar el movimiento con respecto al centro de masa, quien se mueve uniformemente en
una linea recta. Entonces fijando el centro de masa en el origen, obtenemos la siguiente
relacion

miry + Mol = 0,

sustituyendo la ecuacion anterior en el sistema de ecuaciones (1.1) tenemos

= _ mi+mo
r = ——37T
1 ‘1'2—1‘1|3 1
" _ mi+mo
r = ——37T
2 ‘I‘l—l‘2|3 2,

luego restando la primera ecuaciéon de la segunda y haciendo r = ry — ry, hemos reducido
el sistema de los dos cuerpos a un problema clasico de fuerza central® conocido como el
problema de Kepler, es decir,

i=—ty (1.2)

'Para los fisicos, el vector fuerza esta definido como el negativo del gradiente de la funcién potencial, esto
es, F; = —VU.

2Posicién promedio ponderada de la masa del sistema.

3El campo de fuerza depende tinicamente de la distancia al origen.
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donde = m; +my y r € R*\ {0}. Lo anterior nos permite decir que el movimiento de
las dos particulas es equivalente al movimiento de una particula ficticia con posiciéon ro — rq,
la cual se encuentra bajo la accion de la fuerza de interaccion de las dos particulas. Asi, el
problema de los dos cuerpos y el problema de Kepler son equivalentes, en el sentido de que
cualquier soluciéon de (1.2) es una solucion de (1.1), y viceversa.

Como bien se menciond, el inico caso para el cual se conocen las soluciones explicitas del
problema de los N cuerpos, es para el problema de Kepler (N = 2) donde se ha demostrado
que las soluciones explicitas son las conicas®. Al aumentar el ntimero de cuerpos la complejidad
de los movimientos es mayor, de tal manera que para 3 cuerpos o mas se sabe muy poco y
se demostré que no es posible la integraciéon completa, esto es, no podemos encontrar las
soluciones explicitas como en el problema de Kepler. Para algunos problemas restringidos de
3 v 4 cuerpos, se han encontrado soluciones explicitas en series de potencias de las masas
u otros paradmetros, partiendo de la soluciéon del problema de 2-cuerpos y considerando el
efecto de los otros cuerpos como una perturbaciéon de la soluciéon conocida. Actualmente el
problema de 3-cuerpos sigue abierto, en el sentido de encontrar las soluciones explicitas a las
ecuaciones respectivas dadas cualesquiera condiciones iniciales. La importancia del problema
de los N-cuerpos ha motivado grandes desarrollos en nuevas teorias cientificas a lo largo de
mas de 300 anos, como es el caso de la teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales.

Otro resultado muy importante en el problema de los N-cuerpos es que las tnicas solucio-
nes explicitas conocidas, son las soluciones homograficas, las cuales conservan la configuracion
inicial de los cuerpos salvo rotaciones y homotecias, es decir, en el problema general de los
N-cuerpos sblo se conocen soluciones especificas que se obtienen de ciertas posiciones par-
ticulares llamadas configuraciones centrales, donde el vector de aceleracion es un multiplo
escalar del vector de posicion.

Las configuraciones centrales juegan un papel muy importante en el problema de los N-
cuerpos. De hecho, se sabe que el problema de 3-cuerpos en el plano es el unico donde las
configuraciones centrales no dependen de la eleccion de las masas, y existen exactamente cinco
configuraciones centrales para éste, dos en forma de tridangulo equilatero (correspondientes a
las dos posibles orientaciones de un triangulo en el plano) y tres colineales (correspondientes a
cada una de las posibles permutaciones de las particulas). Otros ejemplos de configuraciones
centrales son: cualquier N-poligono regular con masas iguales colocadas en cada uno de sus
vértices; donde dos posibles movimientos de las particulas son contracciones o expansiones,
por supuesto también puede haber rotaciones con combinacién de ambos movimientos. Ade-
més también cualquier poligono regular con masas iguales colocadas en sus vértices, y una
particula de masa cualquiera, M, colocada en el origen siempre determina una configuracion
central.

La importancia y aplicacién de las configuraciones centrales son muchas y variadas; por
ejemplo, se sabe que la colision total en el problema de los N-cuerpos es asintotica a una
configuracion central y que muchos escapes de particulas (escapes parabdlicos) también son
asintoticos a configuraciones centrales. Pero sin duda, la principal aportacion de éstas, es
que generan las tnicas soluciones explicitas del problema de los N-cuerpos, las llamadas

4Todas las curvas interseccién entre un cono y un plano, las cuales se clasifican en: circunferencia, elipse,
parabola e hipérbola.



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

soluciones homograficas, donde las particulas se mueven de tal forma que la configuracion
que forman al variar el tiempo siempre es similar a la configuraciéon central inicial.

Debido a la dificultad para encontrar soluciones al problema de 3-cuerpos se han tratado
modelos mas sencillos utilizando simetrias, es decir, un camino para comprender la dinamica
del problema de los N-cuerpos es analizar el comportamiento de sistemas particulares. Es-
to, por ejemplo, motiva el extenso trabajo sobre el problema isosceles de los 3-cuerpos, el
problema colineal de 3-cuerpos y el problema romboidal de los 4-cuerpos.

Por la inquietud e interés que existen en continuar comprendiendo la dinamica tan com-
plicada del problema de los N-cuerpos, el objetivo de este trabajo es el estudio de la des-
composicion de la velocidad del problema de los N-cuerpos, la cual fue introducida por el
matematico Donald G. Saari en los anos 70’s. La idea de Saari de descomponer la velocidad
total de un sistema de N-particulas moviéndose bajo sus atracciones gravitacionales fue moti-
vada por la necesidad de encontrar nuevas herramientas para entender mejor la dindmica tan
complicada del problema de los N-cuerpos en general y la de los tres cuerpos en particular,
en especial en el estudio de los movimientos acotados.

Como objetivos particulares en este trabajo se tienen, dar una nueva forma de clasificar
el problema clasico de los N-cuerpos segin la complejidad de la dindmica que presenten,
relacionar las constantes de movimiento, integral de energia total y momento angular con
la intencién de analizar aspectos cualitativos relacionados con el escape de las particulas, y
hacer una generalizacion de las regiones de Hill. En general, el proposito es utilizar algunos
de los conceptos ya conocidos del problema de los N-cuerpos y junto con la descomposicion
de la velocidad, aplicarlo a problemas de los N-cuerpos para encontrar una relacién entre
las constantes de movimiento, integral total y momento angular, y asi poder estudiar los
movimientos que se producen en ciertos problemas particulares.

En el capitulo 1, planteamos las ecuaciones de movimiento del problema de los N-cuerpos
y estudiamos algunos aspectos generales tales como el momento de inercia y el momento an-
gular, de éste tltimo estudiamos su comportamiento cuando las particulas estan restringidas
a rotar en un plano. Se estudia también como encontrar las integrales primeras del problema
de los N-cuerpos cuando las particulas se mueven en el espacio. También en este capitulo se
estudian las regiones de Hill e interpretamos su significado con dos ejemplos tales como el
problema de Kepler en el plano y el problema isésceles de los 3-cuerpos. Explicamos lo que
en este trabajo se entendera por cambio configuracional, definimos las funciones homogéneas
y estudiamos algunas de sus propiedades las cuales aplicamos a las funciones potencial y
momento de inercia, para obtener una funciéon que determina ciertos cambios en la forma
de las configuraciones. Después se deduce la desigualdad de Sundman y con ayuda de ésta
describimos restricciones en el movimiento posible de las particulas, las cuales son validas
para problemas de los N-cuerpos. Por dltimo en este capitulo también se estudia la existen-
cia de soluciones especiales generadas por configuraciones centrales, y se demuestra que una
configuracion central es un punto critico de la funcién que determina ciertos cambios en la
forma de la configuracion.

En el capitulo 2, iniciamos el estudio de la descomposicion de la velocidad, planteando la
idea geométrica de la cual parti6 Saari, luego definimos un producto escalar y producto vec-
torial para el sistema de los N-cuerpos; y hacemos ver cémo éstos simplifican la notaciéon de
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las primeras integrales de movimiento y el momento de inercia. Posteriormente presentamos
las tres componentes que conforman la descomposicion de la velocidad de Saari, las cuales
son: Wy: velocidad rotacional, Ws: velocidad escalar y Wj: velocidad configuracional; dedi-
cadas a las rotaciones del sistema vistas como un cuerpo rigido, al cambio en el tamano del
sistema y al cambio en la forma de la configuracion, respectivamente. Estudiamos a detalle
el significado y comportamiento de cada una de esas tres componentes. Por tltimo, obtene-
mos la descomposicion de la velocidad para el problema de los dos cuerpos, y analizamos el
comportamiento de cada una de las componentes del vector de velocidad del sistema.

En el capitulo 3, estudiamos una nueva forma de clasificar problemas de los N-cuerpos,
es decir, obtenemos una clasificaciéon en términos de la descomposicion de la velocidad de
Saari, introducimos dos definiciones que permiten iniciar con dicha clasificacion: sistemas
cero-dimensional y sistemas uno-dimensional. También estudiamos tres ejemplos de sistemas
uno-dimensional: el problema romboidal generalizado en rotaciéon, el problema isésceles en
rotacion y el problema colineal de tres cuerpos en el plano.

En el capitulo 4, se obtienen diferentes sistemas coordenados para analizar con mas pro-
fundidad las tres componentes de la velocidad de cada uno de los sistemas uno-dimensionales
estudiados en el capitulo anterior. También se estudiaran nuevas coordenadas llamadas coor-
denadas de Fujiwara, las cuales permitirdn definir un nuevo sistema de coordenadas para
problemas de los N-cuerpos en el plano, observaremos que éstas describen el cambio en la
forma de la configuraciéon dada por las variables originales, y probaremos algunos resultados
relacionados. Estudiaremos la forma de las tres componentes de la velocidad en coordenadas
de Fujiwara. Por ultimo, como una aplicaciéon de dichas coordenadas escribiremos el problema
colineal de los tres cuerpos en el plano en coordenadas de Fujiwara, considerando dos casos:
en el primero cuando las particulas presentan movimiento de rotacion, y el segundo cuando
las particulas no presentan movimiento de rotacion.

En el capitulo 5, estudiaremos lo que en fisica es conocido como el potencial aumentado,
esto es, el potencial clasico mas la acciéon del momento angular, lo cual coincidiré exactamente
con la primer componente de nuestra descomposicion. Como una aplicacién importante de
la descomposicion de la velocidad encontraremos una relaciéon entre las constantes de movi-
miento, integral de energia total y momento angular con el escape de particulas, en particular
obtendremos las condiciones necesarias para poder tener escapes en los problemas romboi-
dal generalizado en rotaciéon e isésceles en rotacion. Lograremos una generalizacion de las
regiones de Hill.

Finalmente en el capitulo 6 se establecen las conclusiones y perspectivas.

1.1. Ecuaciones de movimiento

Consideremos el problema de los N-cuerpos, el cual consiste en describir el movimiento de N
masas puntuales moviéndose bajo la ley de atraccion de Newton, que como sabemos nos dice
que la atracciéon entre dos particulas es directamente proporcional al producto de sus masas
e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa. Si suponemos que la
j-ésima particula tiene masa positiva, es decir, m; € R* y al tiempo ¢ esta en la posicion
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espacial r; = (z;,y;, z;), el movimiento de cada particula esta descrito por
mjr:Fj, j:]_,...,N,

donde F; es la fuerza gravitacional resultante que acttia sobre la particula j. Considerando
a la constante de atracciéon universal G = 1 y sumando todas las fuerzas que influyen sobre
m;j, se obtiene que las ecuaciones del problema de N-cuerpos estan dadas por

N
.. MM .
ij'jIFj: E 7%(1'2'—1')'), jzl,,N (13)

i#j,i=1 ‘ri - rj‘

Sear = (ry,...,ry)! € R el vector de posicion de las particulas, el cual llamamos
configuracion del sistema de particulas, es decir, este vector describe las posibles posiciones
del sistema de N-particulas; y sea X el espacio de configuraciones

X=fr=(rn,....ta) € B |1, #1, Vi # 5},

Es claro, que el sistema (1.3) no estd definido cuando dos o més particulas estan en
una misma posicion, es decir, cuando hay colision de dos o més cuerpos, para aclarar esto
definamos

Ay =A{(rr,en) €RY | =1} vy A=A,

1<j

Por lo tanto, podemos escribir el espacio de configuraciones como X = R3¥\ A. La fuerza
newtoniana se puede expresar como la derivada de la energia potencial,

™y,

U:X =R Ur) =) ——, (1.4)
i<j }ri N rj‘

donde r; es la posicion de cada particula en R® y m; su masa.

Es decir, el campo vectorial (1.3) resulta ser el gradiente de la funciéon potencial dada
por la ecuacion (1.4), con lo cual el sistema de ecuaciones (1.3) se puede expresar de las dos
formas siguientes

mjfj = VjU(I'):gT[j, jzl,...,N,
Mi = VU(r),
donde

t
(o o @ B t
(g ) 7=

y M = diag (my,my,mq,...,my, my,my) es la matriz diagonal cuadrada de tamafio 3V,
cuyas entradas corresponden a las masas de las particulas involucradas.

Sean p; = m,r;, p = M, llamados momento lineal de la particula j y momento lineal
del sistema de particulas, respectivamente. Entonces el problema de los N-cuerpos se escribe
como un sistema de 6N ecuaciones diferenciales de primer orden

r = M lp,

— VU@). (1.5)
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El dominio de definiciéon del sistema (1.5), es el espacio fase, es decir, dado r en R3V \ A
identificamos su espacio tangente con R3V. Entonces el espacio fase del sistema (1.5) es

TX = R\ A)xTR*™ = {(r,p) |r€ X, pe ,X},

donde TR3" es el haz tangente® de R®*". Una trayectoria u 6rbita en 7X, es una solucién
(r(¢),p(t)) del sistema de ecuaciones (1.5), definida en su intervalo maximal, es decir, para
cada punto (r(t), p(t)) € TX, la teorfa de ecuaciones diferenciales nos dice que por este punto
pasa una Unica solucion definida en un intervalo maximal, la cual es analitica.

En este trabajo estamos interesados en el estudio de soluciones acotadas, razéon por la
cual en el siguiente apartado nos enfocaremos en estudiar el momento de inercia, el cual es
importante en el desarrollo de este trabajo.

1.2. Momento de inercia

En mecénica celeste el momento de inercia es una forma cuadrética positiva definida, la cual
establece una forma de medir el tamano del sistema, y se define a continuacion.

Definicion 1.1 Dado un sistema de N -particulas, el momento de inercia del mismo se define
como la suma de los productos de las masas de las particulas por el cuadrado de la distancia
al origen de cada particula. Es decir, matemdticamente se expresa como

N
I = ij ‘I‘jf . (16)
j=1

Si ahora hacemos }rj} =T;y a; = , /% (el cual esta bien definido puesto que m; > 0
J

para todo 7 = 1,..., N), entonces el momento de inercia toma la forma
N I2
-3
a?’
j=1

observemos que cuando I = 1, la ecuacién anterior claramente representa un elipsoide en RV
que corta los ejes coordenados, e, en +a; y —a;. Dicho elipsoide es conocido en mecanica
celeste como el elipsoide de masas, y se representa por

{fre X |I(r)=r"Mr=1}.

Obviamente cuando consideramos todas las masas iguales, es decir, m; = m para todo
j =1,...,N, obtenemos una esfera en RY de radio r = \/%. Entonces v/1 es el radio del

®Sea M una variedad diferenciable cerrada. Sea p € M y sea T,M el espacio tangente a M en p. El haz

tangente TM de M es una variedad diferenciable dada por TM = |J T,M.
peEM
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elipsoide de masas del sistema de los N-cuerpos, por lo cual el momento de inercia establece
una forma de medir el tamano del sistema. La interpretacion geométrica del elipsoide de
masas para el caso N = 3 se observa en la figura 1.1.

Por otro lado, existe una forma alternativa de escribir el momento de inercia, I, la cual
es valida para el caso de tener el centro de masa fijo al origen, y estd dada en la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.2 El momento de inercia I puede ser expresado como
1 2
= Tijmk}rj—rk} y (17>
m“
j<k

donde m = mq +mso + ... +my es la masa total del sistema.

Demostracioén:
Por expansion,

N N ) N k-1
> ijmk‘rj—rk‘ = 2> ijmk}r]—rk‘
j=1k=1 k=2 j= 9
= 2ijmk‘rj—rk‘ )
j<k

Sustituyendo lo anterior en la expresion (1.7) y desarrollando el modulo al cuadrado se obtiene

) ) L NN )
=y mymy, ‘rj — rk‘ = 5= Z > mymy, ‘rj — rk‘
i<k j=1k=1
(1.8)
LN ) )
= 5=, 0, mimy Drj} + |r|” — 2 rj-rk] :
j=1k=1
Pero NN
120 SAED o Y
k=1 j=1
Luego

N N
S5 mmle = 3o 3 il -
7j=1

k=1 j=1

Para el término restante, se tiene por la integral de centro de masa

N N N N
QE E mgm; rj - T = QE E m;rj - mipry = —

j=1 k=1 j=1 k=1

Por lo tanto sustituyendo los tres resultados anteriores en la ultima igualdad de la ecuacion
(1.8), se obtiene lo que se quiere probar, esto es

~ijmk‘r] ‘ ;(ijLmI)—I O

i<k
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(a) Tres masas diferentes generan un Elip-  (b) Tres masas iguales generan una esfera

. 3 .
soide de Masas en R” que corta alos ejesen ) 3 qe radio rr — /L.

a; =+/7 con j=1,2,3. "

Figura 1.1: Elipsoide de masas para N = 3.

La proposiciéon 1.2 nos dice que el momento de inercia se puede escribir en términos de
las distancias mutuas entre las particulas, y de igual forma describe el tamano del sistema,
puesto que una colision total ocurre si y sélo si I = 0.

Por lo tanto, la forma natural de medir los movimientos acotados es este viejo concepto
de la fisica conocido como momento de inercia.

1.3. Momento angular

En el estudio del problema de los N-cuerpos son de gran importancia los movimientos de
rotacion, en los cuales se aplican los principios de la mecanica de Newton, y adquieren especial
relevancia magnitudes fisicas como el momento angular, que es caracteristico de cada cuerpo
en rotacion. Se llama rotacién al movimiento de un cuerpo con respecto a un eje de giro
interior o externo al mismo.

En el estudio de las rotaciones el momento angular es una magnitud fundamental, esta
magnitud desempena respecto a las rotaciones un papel analogo al momento lineal en las
traslaciones. El momento angular para un cuerpo rigido que rota respecto a un eje, es la
resistencia que ofrece dicho cuerpo a la variaciéon de la velocidad angular. En mecanica new-
toniana, el momento angular de una particula o masa puntual con respecto a un punto O del
espacio, se define como el momento de su cantidad de movimiento con respecto a ese punto.

Consideremos una particula de masa m cuya posicion (respecto a algin sistema de re-
ferencia inercial) viene dada por el vector r. Sea F la fuerza neta que actua sobre dicha
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particula. Entonces, de acuerdo a la segunda ley de Newton, la ecuaciéon de movimiento es

d dp

Tomando el producto cruz con el vector r se obtiene

dp

F = —. 1.9
r X rx— (1.9)
Observemos que

d dr dp dp

- S g —. 1.1

dt(rxp) dtxp—l—rxdt rXx — (1.10)

La tdltima igualdad se deduce del hecho que los vectores % = v y p son paralelos. Usando

(1.9) en (1.10) se obtiene

?:er:%(rxp).

Definimos el momento angular de una particula por
cC=T X mv,
entonces
dc
dt’

7=

La interpretacion geométrica del momento angular de una particula se ve en la figura 1.2.
El momento angular de una particula depende del origen que se use para evaluarlo, entonces
el momento angular de la particula respecto al mismo origen, no variard en el tiempo, es
decir, se conservara.

Figura 1.2: Momento angular de una particula.

Ahora estudiaremos el momento angular de una particula moviéndose en el plano, esto
es, la particula esta restringida a tener movimiento de rotaciéon en un plano. Sin pérdida de
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generalidad supongamos que dicha particula de masa m se mueve en el plano z-y, y sean
r(t), O(t) las coordenadas polares de su vector de posicion r(t). Entonces la posicion de la
particula vendra dada por

r = r(cosf,send,0) = r(cos 0z + senfy) = rr,

donde 7 = cos 0 + sen 0§ y con & = (1,0,0), § = (0, 1,0) vectores unitarios del espacio R?>.

Luego, derivando r obtenemos la velocidad

V =77+ 1.

Pero p
F= %(cos 01 + sen 09) = 6(— sen 02 + cos 09) = 60,
donde 6 = — sen 7 + cos Ay, de aqui se tiene que

v :f’f—l—ré"é.

De esta manera utilizando propiedades del producto vectorial encontramos para el mo-
mento angular de la particula en el plano, la siguiente expresion

c:rxp:mrfxv:mrf’f/x/r'%qmﬁéfxé=mr292, (1.11)

donde 7 x 0 = (cos @, send,0) x (—sen,cosd,0) = (0,0,1) = 2.

Hemos encontrado que el vector momento angular para esta particula situada en el plano
x-y tiene la direccion del eje z, en general, el vector momento angular no tiene la direccion
del eje de rotacion, es decir, el vector momento angular no coincide con su proyeccion a lo
largo del eje de rotacion, pero observemos que el tltimo término de la ecuacion (1.11) indica
que el vector momento angular coincide con el eje de rotaciéon que en este caso es el eje z,
para estos ejes existe una relacion sencilla entre el momento de inercia y la velocidad angular,
puesto que, el cuadrado de la distancia al origen de la particula r es

> = r%(cos® 4 sen? ) = 12,
de aqui en la ltima igualdad de la ecuacion (1.11) el término mr? = m|r|> = I (momento
de inercia de una particula), asi podemos escribir la ecuacion (1.11) como

c =103

Por lo tanto, el momento angular de una particula de masa m que se mueve en el plano
x-y, resulta ser el producto de su momento de inercia y velocidad angular.

Por otro lado, el momento angular para un sistema de N-particulas se define de la siguiente
manera.
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Definicion 1.3 Para un sistema de N -particulas, y con respecto a un origen de referencia, el
momento angular total se define como la suma de los momentos angulares de cada particula
para dicho punto. Es decir,

CcC = E m;r; X vy, (112)
stendo r; el vector de posicion de cada particula, m; su masa y v; su velocidad.

Por dltimo, para un sistema de N-particulas moviéndose en el plano z-y, de igual forma
se cumple que su momento angular esta relacionado con el momento de inercia del sistema y
la velocidad angular del mismo.

1.4. Integrales primeras del problema de los N-cuerpos

Una integral primera del sistema de ecuaciones (1.5), es una funcion H : TX — R continua,
tal que H(r,p) permanece constante a lo largo de cada orbita del espacio fase T'X.

A continuaciéon describimos las diez integrales primeras que se conocen para el problema
de los N-cuerpos, cuando las particulas se mueven en el espacio.

Integrales del momento lineal

Para una soluciéon cualquiera (r, p) del sistema (1.5), se tiene que

N

N N
S b= ZVU =3 Y ) =0,
j=1

j=1 iji=1 ‘ri - rj‘

donde en la ultima sumatoria los términos se anulan por parejas. Entonces % > pi(t) =0,
lo cual implica, que > p;(t) es constante sobre toda solucion,

N

Z p;(t) =a, acR*® constante. (1.13)

J=1

En este caso decimos que la soluciéon tiene momento lineal a. De aqui obtenemos tres
integrales primeras, conocidas como integrales de momento lineal

N
p)=)> p;
j=1



1.4. INTEGRALES PRIMERAS DEL PROBLEMA DE LOS N-CUERPOS 13
Integrales del centro de masa

La ecuacion (1.13) implica que £ >~ m;r;(t) = a, en todos los puntos de la solucion (r(t), p(t)).
Entonces,

Z m,r;(t) =at+b, a,beR® constantes.

Es decir, ¢, = %mjr’ el centro de masa del sistema de particulas, tiene movimiento
m;

rectilineo uniforme. Entonces dada una solucion (r(t), p(t)) con momento lineal a, obtenemos
la siguiente soluciéon con momento lineal cero y centro de masa fijo en el origen,

i

() = r;(t) —em(t),  pi(t) =p;(t) - 5

a,

m;
y para las cuales la siguiente funcién vectorial representa tres nuevas integrales primeras,
conocidas como integrales del centro de masa

N
r)= Z m;r;.
j=1

Integrales de momento angular

Para una soluciéon cualquiera (r(t), p(t)), se tiene que
erxm]r—er Z M Z Z T 5(r; xr;) =0,
i1#£j,i= 1‘r1_rj} =1 i#ji= 1}1.1_ j}

donde los términos de la dltima sumatoria se anulan por parejas. Entonces % Yor;xp; =0,
lo cual implica que

Z riXxpj=c, c¢c R®  constante.

En este caso decimos que la soluciéon tiene momento angular c. De la relacion anterior,
obtenemos otras tres integrales primeras conocidas como integrales del momento angular

N
Hma(r>p) = er X Pj-
j=1
Integral de energia
N 2
Definimos la energia cinética del sistema de particulas, T' = % Z , COMO

N

1 _ 1 _ 2

T:R¥»N - R, T(p)=§ptM 1p:§ij1‘pj‘ :
=1
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Sobre una solucién cualquiera (r(t), p(t)), se cumple que

N N

;- . _1 . _ ‘.'...'_/-v.'..

T = Zlmj pj-pj—zam]rj I, =mr- T,
J= J=

. N
U = Y %UF,=VU -t =mi-r,
g=1""

entonces %(T —U) =0, lo cual implica que T'— U es constante sobre toda la solucion,
T(p(t) =U(x(t)) =h, hekR,

y decimos que la solucién tiene energia h, la relaciéon anterior nos da otra integral primera

llamada integral de energia
H(r,p) =T(p) - U(r). (1.14)

Conocemos que para el problema de los 2-cuerpos las soluciones explicitas estan dadas
por las conicas, y que para el problema de los N-cuerpos (con N > 3) no podemos encontrar
las soluciones explicitas como en el problema de los dos cuerpos, por éste hecho es que tantos
matematicos y astronomos eminentes se han dedicado a estudiarlo a lo largo de méas de 300
anos, habiéndose expuesto en consecuencia, varios trabajos, todos ellos condicionados por las
anteriores diez integrales primeras del movimiento que se conocen para el problema de los
N-cuerpos.

1.5. Region de Hill

El Hamiltoniano es la funcién dada por la ecuacion (1.14), siendo que H es una integral
primera, entonces la energia total del sistema es una constante de movimiento que podemos
escribir como

h=T(p)—Ulr),

y dado que la energia cinética siempre cumple 7' > 0, entonces el Hamiltoniano esta definido
para cada valor de la energia h, asi, la regiéon determinada por el conjunto

{reR" [ h=-U(r)},

es llamada la region de Hill. Esta region determina el tipo de movimientos en el espacio de
configuraciones, es decir, clasifica las soluciones en acotadas o no acotadas segin la distancia
entre las particulas y el nivel de energia en el que nos encontremos. En realidad, lo que
estamos haciendo es proyectar el espacio fase al espacio de configuraciones.

Al subconjunto de la region de Hill cuyos elementos satisfacen
h = —-U(r),

se le conoce como el conjunto de velocidad cero, ya que en esta posicion la energia cinética
es nula. Con el propoésito de resaltar la gran utilidad de las regiones de Hill, abordaremos
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dos ejemplos conocidos del problema de los N-cuerpos, tales como el problema de Kepler en
el plano y el problema isosceles de los 3-cuerpos, encontraremos sus respectivas regiones de
Hill y con ellas conoceremos en qué casos las particulas presentan movimientos acotados o
no acotados.

Problema de Kepler en el plano

El problema de los 2-cuerpos puede reducirse a un problema de fuerza central y hamiltoniano
dado por

1 1
H(I‘,p) = §|p|2 - ma

entonces la region de Hill estd dada por el conjunto

1
PR | h> -\
i+

T2 T2
=_1 2
. R
\J A &
(a) Si h < 0 entonces la region (b) Si h > 0 entonces la region
de Hill es r{ +r3 < ;5. de Hill es todo R2.

Figura 1.3: Regiones de Hill en el problema de Kepler en el plano.

Tomando niveles de energia negativos, h < 0, se tiene la siguiente desigualdad

1
2,2
T + Ty S ﬁa
entonces el movimiento de las particulas cuando h < 0 es acotado, puesto que las masas se
mueven dentro o sobre el circulo de radio r = —%, como lo hace ver en la figura 1.3 (a). Si
consideramos niveles de energia h > 0, sucede lo contrario ya que las particulas tienen la
libertad de moverse sobre todo R?, es decir, presentan movimiento no acotado. La figura 1.3

(b) muestra la situacion.

Problema isésceles de los 3-cuerpos

Consideremos tres particulas en el plano que se mueven de tal suerte que en todo momento
se mantiene la configuraciéon de un tridngulo isésceles. Dos de ellas tienen masas iguales que
suponemos iguales a 1, y la tercera tiene masa «. Sean r; la distancia entre las particulas de
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masa 1 y ry la distancia con signo entre el centro de masa de las particulas con masa 1 y my,
véase la figura 1.4 (a).

Se trata de un problema con dos grados de libertad, cuya funciéon potencial estd dada por

1 4
U(Tl,TQ):—+ 2

)
T /TP 4413

donde el primer término corresponde a la energia potencial de la interacciéon entre las par-
ticulas de masa 1, y el segundo término corresponde a la suma de las energias potenciales
correspondiente a las interacciones de la masa «, con cada una de las particulas de masa 1.

Luego el hamiltoniano del problema es

1 1 4
H(r,p)=-p'M'p— — — S —
2 ! r? + 4r2

entonces la region de Hill esta dada por el conjunto

L e R? B> _\/r%+4r§+40z7’1 .
r1A/1r3 + 413

Consideremos el caso h < 0, entonces la region de Hill esta dada por la desigualdad

—|h\2—l— 4o

Y
T N/r 4 4rd

mediante el uso de técnicas elementales para desigualdades, no es dificil obtener que

1 da+1

T S ry S )

] ||
lo cual nos dice que al tomar energias negativas, la distancia entre las particulas de masa 1
permanece acotada. Por otro lado, si ahora derivamos implicitamente la curva de velocidad
cero —U(r) = h con respecto a ry, obtenemos

’ drl 161‘%
L= = "2 213/2 3 2
drs (r? + 4r3)3/2 + 4or}

lo cual quiere decir: cuando la distancia con signo ry es positiva, entonces la derivada en
cada punto de la curva de velocidad cero es negativa, y cuando la distancia con signo rs es
negativa, se tiene que la derivada en cada punto de la curva de velocidad cero, es positiva.

El analisis anterior nos da una idea de la regiéon de Hill para el caso h < 0, ademas
utilizando el software Mathematica obtuvimos que los resultados encontrados anteriormente
coinciden con la region dada por Mathematica, la cual se observa en la figura 1.4 (b), esta
region de Hill hace notar que cuando h < 0, las particulas de masa 1 tiene movimiento
acotado, mientras que la masa a puede escapar. Luego para h > 0 la region de Hill es el
semiplano derecho de R?, esto es, las tres particulas tienen movimiento no acotado. Si el
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T2
|
[
|
|
(0% | "2
| R?
[
} T1
_}r aj»l
2 Al "
1 1 :
—_
T |
[
|
(a) Problema isosceles de (b) h < 0. (c) Si h > 0 entonces la region
los 3-cuerpos. de Hill es el semiplano derecho

de R2.

Figura 1.4: Regiones de Hill en el problema isosceles de los tres cuerpos en el plano.

lector se encuentra interesado en conocer més acerca del problema isésceles de los 3-cuerpos
vea [16].

Observemos que las regiones de Hill depende tnicamente de dos parametros, el primero
es el valor que se tome para la energia h y el segundo la distancia entre las particulas, es
por esto que las regiones de Hill son una herramienta muy tutil para describir las regiones de
movimiento del problema de los N-cuerpos, clasificando estos movimientos en acotados y no
acotados.

Es interesante preguntarse si es posible introducir a las regiones de Hill un tercer pa-
rametro, el cual este involucrado con la rotacion de las particulas. Posteriormente en este
trabajo surgira de manera natural un concepto que denominamos regiones de Hill generali-
zadas; generalizadas en el sentido de que se introduce un tercer pardmetro relacionado con
los movimientos de rotacion y que al igual que las regiones de Hill permitira describir los
movimientos en acotados y no acotados, aun cuando las particulas también experimenten
movimientos de rotacion.

1.6. Cambio configuracional

En este trabajo entendemos como cambio configuracional, a la transformacion de la confi-
guracion inicial de las particulas para algin tiempo ¢, es decir, cuando las posiciones de las
particulas sufren deformacion; dicha deformacion es diferente de tomar las posiciones y mul-
tiplicarlas por un mismo factor tal que éstas se contraigan o expandan permaneciendo sobre
una linea recta que pase por el centro de masa, y ademas, diferente de rotar las particulas
como cuerpos rigidos o una combinacién de ambos movimientos, puesto que en ambos casos
se sigue preservando la configuracion. Entonces sucede que cuando nos referimos a cambio en
la configuracion, este sera un cambio en la forma (deformacion) que no contempla homotecias
y rotaciones de ningun tipo.
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1.6.1. Funciones homogéneas

Las funciones homogéneas aparecen de manera natural y son una herramienta muy tutil
en el presente trabajo, a continuaciéon las definimos brevemente y presentamos algunas pro-
piedades y resultados que utilizamos en lo que sigue. A continuacion se da la definicién usual
de una funcién homogénea.

Definicion 1.4 Una funcion f:RY - R y f = f(z1,...,2n), se dice homogénea de grado
B st
ftey, .. tey) =P f(z1, ..., xN),

para todo t > 0.

Para las funciones homogéneas que admiten derivadas parciales continuas en su dominio
se tiene un importante resultado conocido con el nombre de teorema de Fuler.

Teorema 1.5 (Teorema de Euler) Sea f : RY — R una funcion homogénea de grado B y
ademds f € CY(Q). Entonces f satisface

of . _
Gy =B

||M2

Demostracion:
Escribiendo x = (x1,...,2zy) y diferenciando la ecuacion

fltx) =t f(x),

con respecto a t, encontramos aplicando la regla de la cadena que

o = (1),

entonces

0 d 0 d 1
0—1'1 (tx )dt(t:cl)—i- e (tx)ﬁ(th):ﬁtﬁ f(x).

al’N

Asi que,

(tx) + ... —l—xN%f(tx) =Bt f(x).

Ty~
Oy

Como f homogénea la expresion anterior se cumple para cualquier ¢ > 0, por lo que se
seguird cumpliendo para un valor fijo como t = 1. Entonces sustituyendo ¢t = 1 se obtiene lo
que se quiere demostrar, esto es,

5f(x):xlaizlf(x)—l—...jtx]v%f(x):Vf(x).x, V = <0ix1”i) ]

0:):N

Otra propiedad interesante de las funciones homogéneas, se enuncia en el siguiente teore-
ma.
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Teorema 1.6 Sean f y g dos funciones homogéneas de grado o y [, respectivamente. En-
tonces el producto de ambas es una funcion homogénea de grado o + 5.

Demostracion:

(f - 9)(tx) = f(tx) - g(tx) = tf (x) - tg(x) = t*1°[f(x) - g(x)] = t(f - g)(). O

Como hemos visto es facil saber si una funciéon es homogénea de grado 3, por ejemplo,
consideremos la energia potencial al cuadrado, U2, se verifica facilmente que es una funcion
homogénea de grado —2, es decir, satisface la condicién

U(try, ... try) =t 2U%(ry, ..., 1y),

esto nos dice que la funcién potencial es sensible a cambios en la escala de la configuracion
de las particulas.

Otro ejemplo es la funciéon momento de inercia, I, definido por la ecuacion (1.7), la cual
es una funciéon homogénea de grado 2, es decir, se cumple

[(trl,...,trN):t2 [(I‘l,...,I'N).

Por lo tanto, por el teorema 1.6 al multiplicar ambas funciones homogéneas, U2, obte-
nemos una funciéon homogénea de grado cero, esto es,

IUQ(trl,...,trN) = ]U2(I'1,...,I'N),

lo cual significa que el valor de la funcion homogénea no depende del tamafnio de la confi-
guracion definida por las particulas, es decir, la funcién IU? es invariante ante homotecias.
Mas atin esta funciéon homogénea de grado cero también es invariante ante rotaciones, puesto
que 1U? se define estrictamente en términos de las distancias mutuas entre las particulas, ya
que tanto I(r) como U(r) estan expresadas en términos de las distancias mutuas entre las
particulas.

Entonces como la funcién IU? es invariante ante contracciones, expansiones y rotaciones,
ésta es vista como una forma de medir el cambio configuracional, es decir, JU? mide como
la forma de la configuracion esta cambiando y la llamamos, la medida configuracional. Lo
anterior nos permite dar la siguiente definicion.

Definicion 1.7 La medida configuracional del sistema

N
. m;m; .
m;t; = E ————(ri—r;), j=1,...,N,
it |ri = 1]

estd dada por IU?.

Ma4s adelante en este trabajo, veremos que la funcién TU? estd relacionada con una de
las tres componentes de la descomposicion de la velocidad de Saari. En el siguiente apartado
estudiaremos la relacién que existe entre esta medida configuracional /U2, y una importante
desigualdad de mecanica celeste.
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1.6.2. Desigualdad de Sundman y restricciones del movimiento

Karl F. Sundman fue un matematico finlandés que contribuyo con grandes resultados al
estudio del problema de los N-cuerpos, en esta secciéon introducimos una desigualdad la
cual lleva su nombre, dicha desigualdad es fundamental pues conecta los conceptos energia
cinética, momento de inercia y momento angular.

Tomando el médulo del momento angular

lc| = E m;rj X v, <E mj|r; x v;| = E m; T,

donde r; = |r;|, v; = |v;| y 6, es el angulo entre los vectores r; y v;.

Haciendo ¢ = |c| hemos obtenido,

N
c < ij Tj Vj ‘senﬁj‘ .
j=1
Tomando el modulo y elevando al cuadrado la desigualdad anterior
2 2

< émj r; vj[send;|| = i(\/ﬂTgﬁ) (W%’ }SGHQJD

Jj=1

aplicando la desigualdad de Schwarz

N N
* < Z Z 07 sen 0. (1.15)
i=1 =1

N

Por otro lado, derivando el momento de inercia del sistema, I = 3 m;(r;-r;), con respecto
j=1
al tiempo

N N
j = Qij(rj . Vj) = 227”] T Uj COSGJ',
Jj=1 J=1
tomando el médulo y elevando al cuadrado

2

11)? = Z 2/m; r;) (y/my vjcosb;)|

=

aplicando nuevamente la desigualdad de Schwarz a la ecuacién anterior

N N
I §4ij T?ij v cos® 0. (1.16)
j=1 j=1
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Sumando las ecuaciones (1.15) y (1.16) tenemos
2 N N N N N
1 +c < Z mjr? Z mjvjz» sen” 0 + Z mjv? cos’f; | = Z mjr? Z mjvjz».
j=1 j=1 j=1 '

Por lo tanto, obtenemos la desigualdad de Sundman

f2
T+ ? <IT. (1.17)

Sabemos que existen herramientas muy tutiles para describir las regiones de movimiento
del problema de los N-cuerpos, tales como las curvas de velocidad cero y las regiones de Hill.
Lo que haremos a continuaciéon es describir restricciones similares en el movimiento posible
de las particulas, las cuales son vélidas para el problema de los N-cuerpos, [10].

Como IU? mide el cambio en la forma de la configuracion, si podemos encontrar una
restriccion de los valores posibles que puede tomar IU?, esto se traducirfa como una restriccion
para las configuraciones posibles que las N-particulas podrian formar.

Entonces consideremos la desigualdad de Sundman (1.17) y la integral de energia total
del sistema T'= U + h, de aqui podemos escribir

A <A+ <4I(U +h).

Dividiendo ambos lados de la desigualdad anterior por 41'/2

2 2+ 12 41
< <
4712 = T4 S g

(U + h),

y restando hI'/2? del resultado obtenido, la desigualdad de Sundman toma la forma

2 2 r2
< _ppo il
471/2 hi < 4J1/2

hIY? < V20, (1.18)

Esto significa que las constantes del sistema ¢, h y I'/? imponen un limite inferior a
I'2U. Para analizar esto restringiremos nuestra atenciéon al caso mas interesante h < 0.
Pues si A > 0 no hay limite inferior efectivo para I'/2U. Sin embargo, incluso si h > 0, las
restricciones sobre I'/2U ocurren si I'/? tiene un valor suficientemente pequefio.

Asi analizamos las posibles restricciones para los valores de I'/2U cuando h < 0, aqui esas
restricciones son independiente del valor de I'/2, haciendo que éstas dependan solamente del
valor de ¢?|h|. Mediante el uso de técnicas de célculo elemental veamos que esto es cierto.
Sea

2 f2
f(11/2)zc4[+1/2 LRI, con ¢#£0 y h<O0.

Veamos para qué valores de I'/? la funcién f(I'/?) alcanza un maximo o minimo. Tomemos

2

rf2y - __ €
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igualando a cero y resolviendo la ecuacién anterior se tiene

M= S
2[h[1/2

Ahora, puesto que

2 3/2
nerl/2y C " C _4‘h‘
=g s (g = 2o

entonces la grafica de f(1'/2) alcanza un valor minimo en ['/2 = W, el cual es

¢ _ 1/2
E—

/(o)

el /2 =

]1/2

<
2\h|1/2

Figura 1.5: Posibles valores de I'/2U.

Por lo tanto, los valores posibles de I'/2U estan restringidos a encontrarse en la region
por encima o sobre la grafica de f(I'/?) como se muestra en la figura 1.5. En particular el
valor de I'/2U esta acotado inferiormente por el minimo valor de la curva. Entonces para
valores de la energia h < 0 siempre es cierto que

C|h|1/2 S ]1/2U,

C

donde este limite inferior ocurre si y solo si 12 = PR

Luego elevando al cuadrado la desigualdad anterior también podemos escribir

c|h| < TU (1.19)

Por lo tanto, la desigualdad de la ecuacion (1.19) es una restriccion de las posibles confi-
guraciones del problema de los N-cuerpos, la cual es independiente del valor de I, es decir,
para valores de la energia h < 0 la funciéon que mide como cambia la configuracion de las
particulas, IU?, esta acotada inferiormente por el minimo ¢?|h.
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1.7. Configuraciones centrales y soluciones homograficas

El proposito de esta seccion es estudiar la existencia de algunas soluciones particulares, es
sabido que para un problema newtoniano, se conocen soluciones especiales: las generadas por
configuraciones centrales, las cuales definiremos mas adelante. El estudio de las configuracio-
nes centrales inicia en el ano de 1767 cuando el matemético y fisico suizo Leonhard Euler
publica un interesante trabajo sobre el problema de los 3-cuerpos, en aquella época los in-
vestigadores estaban bastante interesados en el estudié de orbitas periddicas. En su trabajo,
Euler encuentra explicitamente una familia completa de ellas, concretamente demuestra que
si tres particulas con masas arbitrarias son colocadas inicialmente en linea recta, de tal forma
que la razon de sus distancias satisfaga una férmula que s6lo depende del valor de las masas,
y si ademas, las velocidades iniciales son escogidas adecuadamente, entonces cada particu-
la se movera periédicamente sobre una elipse, pero en todo momento las tres particulas se
mantendran sobre una linea recta, conservando siempre la misma razon entre sus distancias.

Unos anos después, en 1772, Joseph L. Lagrange encuentra una nueva familia de 6rbi-
tas periodicas, obtenidas al colocar tres masas arbitrarias sobre los vértices de un tridngulo
equilatero, donde hay que escoger adecuadamente las velocidades iniciales. Aqui nuevamente
cada particula se movera sobre una 6rbita eliptica; en todo momento la configuracion sera de
triangulo equilétero, el cual podré variar de tamano pero nunca de forma. La configuracion
inicial de la cual parten tanto Euler como Lagrange es una configuracion central. El estudio
de las configuraciones centrales es de primordial importancia en la mecénica celeste, en 1912
Sundman demostr6 que en el problema de los 3-cuerpos, cuando las particulas chocan simul-
taneamente (colision triple) lo hacen acercandose a una configuracion central; este resultado
ha sido generalizado y hoy en dia se ha demostrado que en el problema de los N-cuerpos,
cualquier colisiéon simultanea de k-particulas con 3 < k < N, se acerca de forma asintotica
a una configuracion central formada por esas k-particulas. También se sabe que en cualquier
problema de los N-cuerpos (N > 3) existe al menos una configuracion central.

Pero sin duda, la principal aportaciéon de las configuraciones centrales, es que ellas ge-
neran las tnicas soluciones explicitas del problema de los N-cuerpos, llamadas soluciones
homograficas, mas adelante en esta seccion retomaremos el estudio de éstas. Por este solo
hecho, el estudio de las configuraciones centrales es de primordial importancia en la mecanica
celeste.

A continuacién se da la definiciéon usual de configuracion central en un sistema de N-
particulas.

Definicién 1.8 Sear = (ry,ry,...,ry) la configuracion del sistema
ou
T, = — =1,...,N. 1.20
m;r; or;’ J e ( )

Decimos que r es una configuracion central si
¥, =At)rj, para j=1,...,N,

donde \(t) es una funcidn escalar, la cual es la misma para todas las particulas.
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En otras palabras, una configuracion central son posiciones particulares de las N-particulas
donde los vectores de posicion y aceleracion de cada particula son proporcionales, con la mis-
ma constante de proporcionalidad.

Utilizando la ecuacion de movimiento (1.20), tenemos que la configuracion central satisface

ou
Amjrj=——, para j=1,...,N. (1.21)
8I'j
Por otro lado, tenemos
ol
VI = a—rj = mjrj,

lo cual indica que una configuracion central se expresa en términos de los multiplicadores de
Lagrange (siempre y cuando se fije el momento de inercia), es decir, encontrar A tal que

AVI = VU. (1.22)

Al tomar el producto punto de ambos lados de la ecuacion (1.21) con el vector r; se
obtiene

oU
)\mj rj-rj:—-rj,

0rj

entonces sumando sobre todo j

N N oU
2
Aij‘rj‘ :2)\1228—%%,
7=1 7=1
y al ser U homogénea de grado —1 entonces por el teorema 1.5 (teorema de FEuler)

20 = —-U.

Sustituyendo el valor establecido para A en la ecuacion (1.22), dicha expresiéon se cumple
si y s6lo si

U
_EV[ = VU

7

2] VU +U VI =0,
& V{IU)+1VU=0.

Multiplicando la igualdad anterior por U y aplicando la férmula de la derivada de un
producto se obtiene

V(IU?) = 0.

A continuacién enunciamos los dos anteriores resultados en el siguiente teorema.
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Teorema 1.9 Para una configuracion central,

U

A= ——.
2]

Una configuracion r = (ry,...ry) es central si y sdlo si

VIU(r) = 0.

Este teorema nos afirma en primer lugar que la funcion escalar A(t) siempre es negativa,
es decir, A(t) < 0 y que una configuracion central es un punto critico de la funciéon que mide
como cambia la forma de la configuracion de las particulas, 1U?.

Una clase especial de soluciones que nos gustaria encontrar en nuestro problema son las
soluciones homogréficas.

Definiciéon 1.10 Una solucion r(t) del problema de los N -cuerpos se llama homogrdfica si la
configuracion (ri(t),...,rnx(t)) € (R®)N sigue siendo la misma para todo tiempo t. Es decir,
una solucion homogrifica estd caracterizada por la existencia de una funcion escalar R(t) > 0
y una matriz de rotacion Q(t) € SO(3) tal que para cada j y para todo tiempo t, se tiene

r;(t) = R(t)Qt)r;(to),
donde ty es un momento fijo en el tiempo y r;(ty) es una configuracion central.

Existen dos casos limite de las soluciones homograficas, los cuales se analizan enseguida:

e El primero cuando Q(t) es la matriz identidad, es decir,
I'j(t) :R(t)r]‘(t()), jzl,...,N,

entonces las soluciones se llaman homotéticas. Estas soluciones permiten que las par-
ticulas cambien el tamano en la escala preservando al mismo tiempo la configuracion,
pero sin rotaciéon de ningin tipo. Esto significa que cada particula esté restringida a
permanecer sobre una linea recta que pasa por centro de masa del sistema. De acuerdo
a la definiciéon de momento angular de un sistema de particulas, el comportamiento
homotético puede ocurrir solamente si ¢ = 0.

e El segundo caso se tiene cuando R(t) = 1, esto es,
I'j(t) :Q(t)l'j(to), jzl,...,N,

entonces las soluciones se llaman equilibrios relativos.

Las segundas se comportan como un cuerpo rigido en rotacion, es decir, las distancias
entre todos los cuerpos permanecen fijas por lo que las particulas giran sin que haya
cambio en la escala. Esto es, el sistema rota al rededor del centro de masa como si se
tratara de un cuerpo rigido, las distancias mutuas no cambian cuando el tiempo t varia,
cada particula se mueve exactamente en una Orbita idéntica. El nombre de equilibrio
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relativo viene del hecho de que si a nuestro sistema de referencia lo hacemos rotar
alrededor del centro de masa, entonces en el nuevo sistema, las particulas permanecen
en equilibrio o reposo. Las soluciones de equilibrio relativo son érbitas periddicas del
sistema (1.3), puesto que al girar las particulas como un cuerpo rigido este equilibrio
relativo es un punto fijo y podemos estudiar su estabilidad.

Finalmente, en este primer capitulo hemos estudiado algunos conceptos y resultados co-
nocidos del problema de los N-cuerpos, los cuales vincularemos mas adelante con aspectos
relacionados a la descomposicion de la velocidad de Saari.



CAPITULO 2

Descomposicion de la velocidad de Saari

2.1. Antecedentes

Sabemos que en la actualidad el problema de los N-cuerpos con N > 3, tiene ain muchas
preguntas por contestar y que este problema continua siendo un misterio apasionante y com-
plejo. Por la importancia e interés que existen en comprender la dinamica tan complicada
del problema de los N-cuerpos, el objetivo de este segundo capitulo es el estudio de la des-
composicion de la velocidad del problema de los N-cuerpos, la cual fue introducida por el
matematico Donald G. Saari en los anos setenta, [11], [12], [13] y [14]. La idea de Saari de
descomponer la velocidad total de un sistema de N-particulas moviéndose bajo sus atrac-
ciones gravitacionales, fue motivada por la necesidad de encontrar nuevas herramientas para
entender mejor la dinamica tan complicada del problema de los N-cuerpos en general, y la
de los tres cuerpos en particular, en especial en el estudio de los movimientos acotados. Para
dar inicio al estudio de la descomposiciéon de la velocidad de Saari, primero damos a conocer
la idea geométrica de la cual partié su analisis.

Sean r;, v; = I; y m; la posicion, la velocidad y la masa de la j-ésima particula, respec-
tivamente, entonces las ecuaciones de movimiento son

N
mify = ), g o) = 5o,
J

i#j,i=1 ‘ri - rj‘

donde el potencial del sistema esta definido como
m;m;
U= —7
Z i —1; |

27
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Consideremos los vectores de posicion y velocidad del sistema, los cuales definimos de
la siguiente manera, r = (ry,rs,...,ry) y v = (V1,Va,...,Vy), respectivamente. Pensemos
en una soluciéon al sistema anterior y tomemos el vector velocidad v, Saari tuvo la idea de
descomponer el vector de velocidad de tal forma que esta descomposicién permitiera conocer
informacién sobre como la velocidad influye (afecta) en las rotaciones del sistema, en el
cambio del tamano del sistema y en como cambia la forma del sistema, es decir, obtener
las componentes de la velocidad que cambia la orientacion de las particulas vistas como un
cuerpo rigido, las componentes de la velocidad que cambia la escala de la configuracion y las
componentes de la velocidad que deforma la configuracion, respectivamente.

Para obtener geométricamente la primer componente de la velocidad, encargada de cam-
biar la orientacion de las particulas vistas como un cuerpo rigido, Saari realizé proyecciones
del vector de velocidad del sistema v, a cada uno de los tres ejes independientes de rota-
cién para la configuracion. Luego, para obtener la segunda componente realizé6 nuevamente
proyecciones de v a lo largo de un vector unitario, el cual representa el tamano del sistema
(véase la figura 2.1). La tercer componente sin embargo resulta ser la méas complicada de
obtener, pero una vez encontradas las dos primeras, es posible definir una expresiéon para
la tercer componente en términos de las dos primeras. Ahora, Saari se percato que lo que
habia realizado geométricamente, lo podia obtener definiendo un producto escalar (producto
interno), es decir, Saari definié un producto escalar para el sistema de los N-cuerpos, y con
respecto a éste descompuso ortogonalmente el vector de velocidad del sistema.

Eje de rotacién del sistema

Vector que representa el tamano del sistema

Solucién

Figura 2.1: Interpretacion geométrica de la descomposicion de la velocidad de Saari.

Es importante mencionar (recordar) que en un espacio vectorial con producto interno,
dados cuales quiera dos vectores distintos de cero, es decir, a,b € V', entonces la proyecciéon
de a sobre b es un vector denotado por proy, a (ver figura 2.2), que se define por

a-bi

proyp a = ——/—— y
bl [b]

a'b

donde la componente de a en direcciéon de b es b ¥ €5 un escalar.

A continuacién definimos un producto escalar, y ademas un producto vectorial para el
sistema de los N-cuerpos.

Dados A, B € (R*)", el producto escalar y producto vectorial para el sistema de los
N-cuerpos son

(A,B) = ij(aj, b;),
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AXB:(81Xb1,---,aNXbN)>

respectivamente, donde (a;, b;) y a; X b; son el producto escalar y el producto vectorial usual
en R? respectivamente. Sea E; = (e;, ..., e;) € (R*)Y donde e; es el clasico vector unitario
en R? con valor unitario en la i-ésima componente.

b

- 777777~ 7
\_/ab b

proyp &= g

Figura 2.2: La proyecciéon de a sobre b es el vector proy, a.

El producto escalar y vectorial del sistema permiten escribir en forma compacta el mo-
mento de inercia y las integrales de movimiento, es decir, éstos simplifican la notacion; por
ejemplo para el momento de inercia tenemos:

Denotando al j-ésimo vector de posicién por r; = (z;,y;, 2;) € R?, entonces el momento
de inercia bajo el producto escalar del sistema se escribe como

I = ij }rj}2 = ij(rj,rj) = (r,r). (2.1)

Luego, desarrollando la forma acostumbrada del centro de masa

J
= (mix1 4+ ...+ myTN, MY+ ...+ MyYN, M2+ .+ MN2N)

= (my(ry,e1) + ... +muy(ry,er),mi(ry, e) + ...+ my(ry, e),

ml(rl, 63) + ...+ mN(rN, 63))

N

= ﬁ:mj(rj,el),z r],ez if: I‘],e3 = ((r,E1>, <r,E2>, <r,E3>>.

=1

Por lo tanto, la i-ésima componente del centro de masa restringido al producto escalar
del sistema es
(r,E;) =0, 1=1,2,3. (2.2)

Estamos describiendo el sistema de los N cuerpos en el espacio de configuracion (R3)Y
sabemos que al restringir el centro de masa al origen (ecuacion (2.2)) se reduce la dimension
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del espacio de configuracion, denotemos entonces al subespacio lineal definido por la ecuaciéon
(2.2) por (R*)V~1, v su espacio tangente por T,(R3)¥ 1 = (R*)V~L. La unién de todos los
espacios tangentes T,(R?)V~! es el haz tangente de (R3)N~1 en el cual vive el vector de
velocidad del sistema.

Con respecto al momento angular cuya expresion esta dada por la ecuacion (1.12), utili-
zando propiedades usuales del producto escalar y vectorial en R?, la i-ésima componente del
momento angular cumple

N N
¢ = (c,e) = ijrj Xvj,e | = ij(ei,rj xvj)=(E; xr,v), (2.3)
j=1 j=1

de aqui, el vector momento angular toma la forma

c = (c1,c0,03) = (<E1 1, V), (Es x 1, V), (Eg X r,v>>. (2.4)

La ecuacion (2.3) hace ver que la componente (de la proyeccion) de v a lo largo de la
linea que contiene al vector E; X r es una constante. La figura 2.3 muestra la situacion. Esta
primera proyeccion del vector de velocidad es el inicio de la estrategia que sugiri6 Saari para
descomponer ortogonalmente el vector de velocidad del sistema.

' EZ‘XI'
C;

Figura 2.3: La componente de v a lo largo del vector E; X r es ¢;, y es un escalar.

La energia total del sistema en su forma tradicional se escribe como
T—-U=h,
donde T es la energia cinética dada por
e e
2
T = 52771) ‘Vj‘ = §ij(vj,vj) = U"—h,
j=1 j=1
por tanto, la integral de energia total restringida al producto escalar del sistema es

(v,v) =2(U + h). (2.5)
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Una descomposiciéon ortogonal natural del vector velocidad del sistema es,
VvV = W1 + W2 + Wg, (26)

donde la velocidad rotacional W7, esta relacionada con las rotaciones del sistema visto como
un cuerpo rigido, la velocidad escalar W5 representa el cambio en el tamano del sistema, y
la velocidad configuracional W3 es la porcion de v dedicada al cambio en la configuracion
definida por las particulas.

La descomposicion ortogonal del vector de velocidad del sistema, se refiere a lo siguiente:
dos subespacios vectoriales V' y W de un espacio vectorial se dicen ortogonales si (v,w) =0
para todo vector v € V y w € W. En este caso, decimos que V' es el complemento ortogonal
de W y lo denotamos por V = W+ (y W es también el complemento ortogonal de V). Dicho
de otra forma: el complemento ortogonal de W es el conjunto de todos los vectores v que son
perpendiculares a W,

Wt={veR" | (v,w)=0, paratodo weW}.

Para comprobar si un vector v pertenece al complemento ortogonal de un espacio dado
W, basta con comprobar si v es ortogonal a un conjunto que genere a V.

Luego, si W es un subespacio de dimension finita del espacio vectorial V| con producto
interno y supongamos que v € V. Entonces, existen vectores tinicos w € W y wt € W+
tales que v se descompone ortogonalmente como v = w + w*, donde w = proyy vy si V

tiene dimension finita, entonces w* = proyy . v.

Ahora estamos listos para iniciar el estudio de la descomposicion de la velocidad de un
sistema de N particulas, la cual divide el espacio tangente T,(R3)V~! en tres subespacios
ortogonales naturales, donde las dos primeras componentes W y Wy determinan cambios en
la orientacion y tamano escalar de una configuracion, respectivamente, mientras que el vector
final W3, es la componente de la velocidad dedicada al cambio en la forma de la configuracion,
la cual resulta ser la mas complicada.

En el siguiente apartado estudiaremos con detalle cada una de las tres componentes de
la velocidad.

2.2. Componentes de la velocidad, Wy, Wy y Wj

Velocidad rotacional

La componente de la velocidad dedicada a las rotaciones del sistema, W7, es la proyeccion de
v al subespacio generado por la base conformada especificamente por tres ejes independientes
de rotacion para la configuracion,

{Ez XTr .= (ei XT1,...,€ X I'N)}?:l, (27)
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es decir, la componente del vector de velocidad del sistema, v, que rota la configuraciéon r
como un cuerpo rigido, vive en el espacio tangente

T.(M(r)) = span{E; x r}}_,,

donde
M(r) ={Q(r) = (Qry),...,Qry)) : Q€ SO3)}

son todas las rotaciones de una configuraciéon r vistas como un cuerpo rigido, que al servir
como orbita de la accion del grupo de rotaciones SO(3) que actia sobre r, M(r) es una
subvariedad de (R*)N~!. El espacio tangente, S, (r) = Tp(M(r)), define entonces un subes-
pacio de T,(R?)N~! el cual sirve como hogar para las componentes del vector de velocidad del
sistema que definen la rotacion del cuerpo rigido, ademas como los tres vectores {E; x r}3_,
son linealmente independientes, éstos forman una base para S,.,(r) por lo tanto la dimension
de S,ot(r) es tres, y lo escribimos como, dim (S,(r)) = 3.

Retomando, W1, es la proyeccion de v al subespacio S, (r) = span{E; x r}?_,, es decir,

Wy = proys,, vV

= ProYyE;xr V + Proygsxr V + PrOYE;xr V (2.8)

3
(Eyxr,v) Eixr + (Eoxr,v) Esxr + (E3xr,v) Eszxr _ Z S5 E, Xr
|E1xr| |Eqxr| |Eoxr| |Exxr| |Esxr| |Esxr| — tE;xr|’

1=
donde s; esta relacionado con la i-ésima componente del momento angular, puesto que al

Y

proyectar v a lo largo del vector E; X r con i = 1,2, 3 (la figura 2.4 muestra la situacion) se
tiene que la componente de v en direccion de E; X r es

(Eixr,v) ¢
E;xr|  |E; xr|

S; —

donde ¢; es la i-ésima componente del momento angular, y es un escalar.

(EjXr,v) c;
[E; xr[ 7 [E;xr|

Figura 2.4: Componente de v a lo largo del vector E; x r, con i = 1,2, 3.

Entonces la componente de la velocidad, W7, esta determinada de manera tnica por el
momento angular ¢; = E; X r y la base de la ecuacion (2.7). De aqui podemos escribir que



2.2. COMPONENTES DE LA VELOCIDAD, Wy, Wy Y W3 33

el vector Wy = Wi(r,c). Si ahora desarrollamos el tltimo término de la ecuacion (2.8) se
obtiene que existe un vector s = s(r,c) € R? tal que

Wi(r,c) = ((51,32,33), o (51,32,33)) Xr=(s,...,s) Xr,

y por lo tanto

3
E;

Wl(rjc):Zsi “E%zz;:SXr, con S:(S,...,S)G(R?’)N—l,
i=1 !

Ahora, consideremos la siguiente situacion, supongamos que el momento angular es cero,
por lo cual las particulas no estan rotando, en este caso el vector de velocidad rotacional es
cero, Wi = 0.

Por otro lado, consideremos que las particulas estan restringidas a tener movimiento de
rotacién en un plano, sin pérdida de generalidad supongamos que ese plano es el z-y, en este
caso dos componentes del momento angular son nulas, es decir,

c= <<E1 xr,v), (Es xr,v), (E3 X I',V>> = (0,0, ¢3),

puesto que las particulas se encuentran rotando alrededor de un vector paralelo al eje z. Por
lo tanto, en este caso se tiene que el vector de velocidad rotacional es la proyeccion de v al
vector E5 X r,

E3><I'
|E3><I‘|

C3

dond = —.
) onde s3 B, < 1]

Wi(r,c) = proye,xx v = s3

De esta forma cuando tenemos movimientos coplanares el vector W; es mas sencillo,
puesto que la tnica proyeccion de v distinta de cero, es la proyeccion al vector Ez x r. En
este caso el subespacio S, estarda generado tnicamente por dicho vector, es decir,

Srot = span{Es x r},
entonces el subespacio tendra dimension uno, dim(S,,) = 1, puesto que el sistema estara

rotando especificamente en un solo eje de rotacién para la configuracion.

Hemos definido la componente de la velocidad rotacional, en lo que sigue estudiaremos la
segunda componente de la velocidad, dedicada al cambio en el tamano del sistema.

Velocidad escalar

La velocidad escalar, W5, se encuentra en el complemento ortogonal de S, y representa
el cambio en el tamano del sistema, es decir, la forma de la configuracién nunca cambia
solamente su escala, asi la velocidad escalar del sistema esta dada por la razén de cambio en
el tamano de r en la direcciéon de un vector unitario, matematicamente esto se expresa como

d r
W, = (@ |r\) =
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Luego, de la relacion r [r| = 14 (r r) = (r,v) se sigue que
d 1 r
E|r|_m <F,V>—<H,V>,

es decir, & |r| es la componente de v en direccion del subespacio Sseq(r) = {t‘—:‘ te R}, y
es un escalar, cuya interpretacion geométrica se observa en la figura 2.5.

H=

eV
()

Figura 2.5: Proyeccion de v a lo largo del vector unitario -

Por lo tanto, podemos escribir

W2 — <ﬁ,v> ﬁ — <r7 V> i — plr’oysscal V, (29)
r r

e ]

la cual, describe el cambio escalar a lo largo de la linea Sg.q(r) por lo cual su dimension
claramente es uno, dim (Ss.;) = 1, y por lo tanto Wj siempre vive en un subespacio de
dimensién uno.

Como mencionamos anteriormente, el subespacio Sy se encuentra en el complemento
ortogonal de S, es decir,

Ssca(r) = {tﬂ teR} C (Srat) "

puesto que, todo elemento de S,., es ortogonal al conjunto que genera a S,.., esto es,

t t
<E Xr t— > (E; xr,r) = — (E;,r xr) =0,
el / rl r]

para:=1,2,3, y cont € R.

Otro resultado interesante es el siguiente: sabemos que el momento de inercia se puede

escribir en términos del producto escalar ( , ) como I = (r,r) = |r|* (ver ecua010n (2.1)),
luego, la razéon de cambio con respecto al tiempo del momento de inercia, I = E’ estd dada
por
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lo anterior nos permite escribir la ecuacion (2.9) como
I r

2V r|’

por lo tanto, hemos obtiene que la componente de la velocidad, W5, esta relacionada con la

razon de cambio con respecto al tiempo del tamano del sistema, I, puesto que el momento
de inercia I establece una forma de medir el tamano del sistema.

Wa(r, I) = (2.10)

Consideremos la situacion particular donde el momento de inercia es una constante, en
este caso el vector de velocidad escalar es cero, Wy = 0.

En resumen, sabemos cual es el comportamiento de la velocidad rotacional y velocidad
escalar, Wy, Ws. La primera relacionada con el momento angular, que es caracteristico de
cuerpos con movimiento de rotaciéon; mientras que la segunda se relaciona con el momento
de inercia, el cual establece una forma de medir el tamano del sistema. Nuestro siguiente
propésito es dar una expresion para la tercer componente de la velocidad, asi como hablar
de la dimensién del subespacio que la contiene.

Velocidad configuracional

La velocidad configuracional, W3, dedicada al cambio en la forma de la configuracion, es el
subespacio final, S, f(r), que consiste en esas componentes de la velocidad que cambian
(deforman) la configuracién r. Matematicamente, Sgo,f(r) es el complemento ortogonal en
T (R3)N=1 del espacio generado por S,.(r) y Ssea(r), es decir,

Sconf = (Srot © Sscal)l .

Una forma de obtener una expresion explicita para este tltimo vector de la descomposicion
de la velocidad de Saari, W3, la tenemos de la ecuacion (2.6), es decir, definimos a la velocidad
configuracional como

W3 =V — (W1—|—W2),

ademas W5 también es tangente a la subvariedad M(r), y esta en términos de la velocidad
rotacional y velocidad escalar, las cuales sabemos estan relacionadas con el momento angular
y el momento de inercia, respectivamente.

De acuerdo con lo que hemos estudiando, se ha descompuesto el espacio tangente, T (R3)V 1,
como la suma ortogonal de tres subespacios, Syot, Sscals Sconf, ¥ Puesto que toda suma orto-
gonal es suma directa podemos escribir

Tr(Rs)N_l = Srot > Sscal S Sconfv

donde el subespacio S,,; de dimension tres, es donde vive el vector Wi, y el subespacio S,.u
de dimension siempre igual a uno, es donde vive el vector W, de aqui es natural preguntarnos
cual es la dimension del tercer subespacio Scony, en el cual vive el vector W3, y puesto que
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los primeros dos subespacios tiene dimensién pequena esto nos hace esperar que la dimension
del tercero es bastante grande; entonces para encontrar dicha dimensiéon sabemos

dim (Tr(R?’)N‘l) = dim(Syor) + dim(Sseat) + dim(Suony),
de aqui,
dimn(S,ony) = dim (Tr(R3)N‘1> — (im(Syor) + dim(Seear)) = 3(N — 1) — (3 + 1),

y haciendo el recuento de dimensiones se obtiene que la dimension del subespacio donde vive
W3 es
dim(Seons) = 3N — 7,

que claramente como lo habiamos esperado, la dimension del tercer subespacio generalmente
seré bastante grande a diferencia de los dos primeros.

Luego, en el capitulo uno vimos que la funcién homogénea de grado cero, IU%, mide el
cambio en la forma de la configuracién, entonces IU? mide a Wi, por lo que si IU? = 0
entonces la componente de la velocidad dedicada al cambio en la configuracion W3 = 0.
Considerar la situacién particular W5 = 0, significa que la configuracién no cambia, ésta
mantiene las mismas clases de equivalencia moédulo rotaciones y homotecias.

En esta seccion vimos que W7 rota la configuraciéon r como un cuerpo rigido, es decir,
cambia la orientaciéon manteniendo la configuracion inalterada. Luego, la componente de la
velocidad W5 cambia el tamano en la escala de la configuracion, entonces Wy y Wy mantienen
la configuraciéon con las mismas clases de equivalencia médulo rotaciones y homotecias, sin
embargo, el término W3, cambia la forma de la configuracién, es decir esta componente de v
obliga a la configuraciéon a cambiar dichas clases de equivalencia.

En conclusion, la velocidad v se descompuesto ortogonalmente con respecto al producto
interior ( , ) como v = W;+W,+Wjs. La primer componente, W5 es tangente a la subvariedad
M(r), que representa la totalidad de los movimientos de rotacion de las particulas vistas como
un cuerpo rigido, es decir, W; es la componente de v que esta en el espacio tangente de la
subvariedad de rotaciones del cuerpo rigido, 7.(M(r)). Para encontrar una representacion
de Wi, proyectamos v sobre T.(M(r)) donde la proyeccién es con respecto al producto
interno ( , ). La segunda componente, W5 captura las componentes de la velocidad que estéan
cambiando el tamano de la configuracion y la cual esta en la direcciéon del vector unitario ﬁ
Dado que este vector es ortogonal a la subvariedad M(r), es obvio que Wy y W; son vectores
ortogonales. La ultima componente W3 esta dada por W5 = v — (W + Ws). De acuerdo con
la construccion, estos tres vectores son ortogonales entre si. Ademés, W3 es tangente a M(r),
y ésta es la componente de la velocidad que cambia la forma de la configuracion.

Por tltimo, si bien sabemos cuales son las relaciones que rigen el comportamiento de
las velocidades rotacional y escalar, W, y W5 respectivamente, no podemos decir lo mismo
acerca de W3, ya que no tenemos conocimiento de los pardmetros que controlan el como
cambia la forma de la configuraciéon. Esto sugiere que para conocer mas sobre el problema
del los N-cuerpos, es necesario tener una mejor comprension de las propiedades y efectos de

Ws.
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2.3. Descomposicion de la velocidad para el problema de
los 2-cuerpos

Una vez estudiada la descomposiciéon de la velocidad de Saari, el primer problema de los
N-cuerpos que viene a la mente para obtener la descomposicion ortogonal del vector de
velocidad del sistema, es el problema de los 2-cuerpos, simplemente porque fue el primero
en ser estudiado, conocemos todo sobre él y mas atin por la gran importancia que tiene en
mecanica celeste. En esta seccion obtendremos la descomposicion de la velocidad del problema
de los 2-cuerpos, cuyas ecuaciones de movimiento estdn dadas por

mims mims

mlf'l = (I'l — 1'2), (211)

(1'2 - 1'1)7 Moly =

|1"2—1‘1|3 Ty —1‘2|3

donde la masa m; tiene posicion r; € R? y aceleracion ¥; € R? al tiempo ¢ € R para j = 1, 2.
El centro de masa se encuentra fijo en el origen y estudiamos el movimiento con respecto a
éste, ademas el movimiento tiene lugar en un plano ortogonal al momento angular que pasa
por el origen en R3, asf el espacio de configuracion se reduce a R?.

Puesto que el centro de masa permanece fijo en el origen, se tiene la siguiente relacion
miry + Moly = 0, (212)

de la cual se obtiene
my my
ro = ——r; = —ary;, donde a=—,
ma ma
es decir, la posicion de la masa ms es un miltiplo escalar de la posiciéon de la masa m; y en

direccion opuesta. Sean
r = (I'l, 1'2) = (213'1, Y1, O, —ary, —ay, 0) y v= r= (I"l, I'Q) = ($17y1, O, —CLLt'l, —ayl, 0)
los vectores de configuracion y velocidad del sistema de los dos cuerpos, respectivamente.

Ademas, utilizando la relacion (2.12) el sistema (2.11), se escribe como

. myi + Mo . my + Mo
n=—-—"——"737T, To=—"T—"—"3Ty
[ty — 11 r1 — 15

es decir, podemos considerar que las particulas se encuentran en configuraciéon central. A

continuacion iniciamos con el estudio de la descomposicién ortogonal del vector de velocidad.

W1, Velocidad rotacional

Para obtener la componente de la velocidad dedicada a rotar las dos particulas como un
cuerpo rigido, primero necesitamos encontrar el momento angular para el problema de los
dos cuerpos, el cual vimos anteriormente se escribe como

c=(c1,c,03) = <<E1 xr,v), (Es xr,v) (E3 X r,v>>,
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en este caso utilizamos el producto escalar y producto vectorial del sistema con vectores A, B
€ R esto es, (A, B) = my(a;, by) + ma(as, ba) y A X B = (a; X by, a3 X by), donde (a;, b;),
a; X b; son el producto escalar y vectorial usual en R3, respectivamente, para j = 1, 2.

Por lo cual, las tres componentes del momento angular son:
¢ = <(O>0ay1>0a07 _a'yl)a(j:layl)oa_ai'17_a'yla0)> = Oa
Co = <(O>0a_$1>0a07axl)a(:tlaylaoa_a:tla_aylao)> :O>

cs = {(=y1, 21,0, ay;, —azy,0), (&1, 91,0, —air, —ay, 0)) = my(1 + a)(z19:1 — yad1),

como se puede observar, el momento angular es un vector ortogonal al plano donde se da el
movimiento de las dos particulas, ¢ = (0,0, ¢3), y la componente de la velocidad que rota
a las dos particulas como un cuerpo rigido, es la proyeccion de v al subespacio S, el cual
tiene dimensién uno,

Srot(r) = span{E3 X r},

entonces W es la proyeccion de v al vector E3 X r, es decir,

(E3 xr,v) E3xr
|E3 X I'| |E3 X I‘|’

Wi = proye;xx v =

en este caso la velocidad rotacional, W7, estd determinada de manera tinica por la tercer
componente del momento angular, c3, en direcciéon del vector E3 Xr, es decir, tiene la siguiente
expresion

C3 E; xr C3
— = — 0 — 0 2.13
|E3 « I_| |E3 « I_| ml(l +a)(:17% _‘_y%) ( Y1, 11,Y, Ay, —axy, )7 ( )

Wi

donde ¢3 = (E3 x r,v), E3 X r = (—y1, 71,0, ay;, —az1,0), |Ez x | = \/mi(1 + a) (2} + y})
ya= Z—;

Ahora, para tener una idea geométrica de lo que sucede con la componente W del vector
de velocidad para problema de los dos cuerpos, sean

Wl,V1 = k(_yla X1, 0)7
la parte que le corresponde de W, al vector de velocidad de la particula con masa m;, y
WI,VQ - _ak(_ylwxh O) = _CLWI,V17

la parte que le corresponde de W al vector de velocidad de la particula con masa ms, donde

k= s

mi (14a)(i+y7)”

En realidad, solo estamos separando en dos el vector dado por la ecuacion (2.13). En
efecto, Wiy, v Wiy,, hacen girar a las dos particulas como un cuerpo rigido, puesto que
como se puede ver en la figura 2.6 (a), Wi, tiene direccién opuesta Wi y,, y éstos hacen
girar a las dos particulas como un cuerpo rigido.
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W5, Velocidad escalar

Por definicién, la componente de la velocidad dedicada a cambiar el tamano a la configuracion
de las dos particulas, esta dada como sigue

I r

BT

(2.14)

este vector vive en el subespacio Sgeq(r) = {t\_;\ te ]R}, cuya dimension siempre igual a

uno. Luego, el subespacio S,., es el complemento ortogonal de S,.;, es decir,

Sualr) = {1 € RY = (510"

r]

puesto que, todo elemento de S,., es ortogonal al conjunto que genera a S,.., esto es,

t
<E3 X r,ti> = — (Es,rxr)=0.
e[/ Ir]

El momento de inercia es: I = (r,r) = |r|> = my(1+a)(z2+4?), luego, la razén de cambio
con respecto al tiempo del momento de inercia resulta ser 1/2 = my(1 + a)(xyd1 + 1194),
sustituyendo lo anterior en la ecuacion (2.14), la componente de la velocidad que cambia la
escala de la configuracion formada por los dos cuerpos es

WZ(ra I) - w (xlaylaoa —axy, _a'ylao) =« (xlaylaoa —axy, _ayla0)7 (215)
1+
_ 1814919 —m
con o = lx%w% tya=t

Nuevamente, para tener una idea geométrica del efecto de la componente W5, separamos
el vector dado por la ecuacion (2.15) como

Wov, = a(z1,11,0) v Way, = —ac(z1,91,0) = —aWsy,,

donde Wy, es la parte que le corresponde de Wy al vector de velocidad de la particula con
masa my, y Way, la parte que le corresponde de W5 al vector de velocidad de la particula
con masa mg, respectivamente. Como se observa en la figura 2.6 (b), éstas cambian la escala
de la configuracion colineal formada por los dos cuerpos.

Hemos obtenido los vectores Wy y W, para el problema de los dos cuerpos, resta saber
quien es el vector W3, dedicado al cambio en la forma de la configuracion formada por los
dos cuerpos, y el cual vive en el subespacio final S, f(r), sin embargo, es facil ver que la
dimension de este subespacio es cero, es decir, W3 = 0, puesto que ya hemos cubierto el
espacio tangente, con los dos subespacios ortogonales S,,; v Sscar- Asi, el vector de velocidad
del problema de los dos cuerpos se descompuso como

V:W1+W2,
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entonces en este caso, Unicamente hay cambios en la orientacion de las dos particulas al
rotarlas como un cuerpo rigido, o se presentan movimientos de dilatacién o contraccion
preservando al mismo tiempo la configuracion colineal de las dos particulas.

Por tltimo, realizamos la descomposicién ortogonal del vector de velocidad de problema
de los dos cuerpos, esto es, descompusimos el vector de velocidad (véase la figura 2.7) de tal
forma que esta descomposicién nos permitié conocer como influye (afecta) la velocidad en la
orientaciéon de las dos particulas vistas como un cuerpo rigido, Wi, y como cambia la escala
de la configuracion, Wy, donde ambas componente son ortogonales.

z zZ

Wa vy = mo W2 vy

AN
N oome
ro

N\

! Y

I mq

v |

|
(a) Interpretacion geométrica de Wy para el pro- (b) Interpretacion geométrica de W5 para el pro-
blema de los 2-cuerpos. blema de los 2-cuerpos.

Figura 2.6: Componentes de la velocidad para el problema de los 2-cuerpos.

Figura 2.7: Descomposicion ortogonal del vector de velocidad del problema de los 2-cuerpos.



CAPITULO 3

Nueva clasificacion para problemas de los N-cuerpos

Sabemos que el problema de los N-cuerpos esté clasificado de acuerdo al niimero de particulas
puntuales en el espacio euclidiano R? que se mueven bajo la ley gravitacional de Newton, es
decir, es comiin escuchar hablar del problema de los 2-cuerpos, el problema de los 3-cuerpos, el
problema de los 4-cuerpos; etcétera. En este capitulo daremos una nueva forma de clasificar el
problema clasico de los N-cuerpos, utilizando el vector de velocidad del sistema v, esta nueva
clasificaciéon se concentra en la dindmica de las particulas, y no en el nimero de particulas
que se estén estudiando; y para poder realizar esta nueva clasificacion haremos uso como es
de esperar, de las tres componentes de la velocidad propuestas por Saari.

Es decir, uno de los objetivos de este trabajo es proponer una nueva clasificaciéon para
el problema de los N-cuerpos, en términos de la descomposicion de la velocidad de Saari,
por lo cual utilizaremos las tres componentes de la velocidad, Wy, W5 vy W3, que como
ya estudiamos estdn dedicadas a determinar cambios en la orientacién de la configuracion,
cambios en el tamano escalar de la configuracién y cambios en la forma de la configuracion,
respectivamente.

3.1. Problema de los N-cuerpos cero-dimensional

Para iniciar con el estudio de la nueva clasificaciéon para el problema de los N-cuerpos,
partimos del caso mas sencillo, supongamos que la tercer componente de la velocidad W3 = 0,
es decir, vamos a estudiar lo que ocurre con una solucién, cuando no cambia la forma de la
configuracion, [12], [13] y [14].

Definicion 3.1 Decimos que un problema de los N-cuerpos es cero-dimensional si el vector

Wy = 0.

41
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Entonces cuando W5 = 0, el vector de velocidad del sistema se descompone tnicamente
como la suma de las dos primeras componentes de la velocidad, es decir,

V:W1—|—W2, (31)

lo cual nos permite considerar dos importantes casos particulares:

(a) Si Wy # 0y Wy =0, es decir, si la primer componente de la velocidad es distinta de
cero lo cual significa que la configuraciéon sufre cambios en la orientaciéon al rotar las
particulas como un cuerpo rigido; luego la segunda componente igual a cero lo cual
indica que el tamano del sistema no cambia, ya que no hay movimientos de dilatacion
o contracciéon preservando al mismo tiempo la configuraciéon. Por lo tanto, en este caso
se obtienen las soluciones en equilibrio relativo, caracterizadas porque el sistema rota
al rededor del centro de masas como si se tratara de un cuerpo rigido, las distancias
mutuas no cambian cuando el tiempo ¢ varia, cada particula se mueve exactamente en
una 6rbita idéntica, pero sin cambiar el tamano del sistema.

(b) Si Wy =0y Wy # 0, esto es, si ahora la primer componente de la velocidad es cero
lo cual quiere decir que la configuracién no sufre cambios en la orientacion ya que las
particulas no presentan rotaciones como cuerpo rigido; luego la segunda componente
distinta de cero indica que el tamano (escala) del sistema cambia, puesto que hay
movimientos homotéticos preservando la configuraciéon. Por lo cual, en este caso se
tienen las soluciones homotéticas, aqui cada particula esta restringida a permanecer
sobre una linea recta que pasa por centro de masa del sistema. Esto significa que las
soluciones homotéticas, permiten que las particulas cambien el tamano en la escala
preservando al mismo tiempo la configuracion, pero sin rotacién de ningun tipo.

Por lo tanto, si Wy # 0y Wy # 0, es decir, la configuracion sufre cambios en la orientacion
y su tamano esta cambiando. Entonces, tenemos las soluciones homograficas caracterizadas
por la existencia de una matriz de rotacion Q(t) € SO(3) y una funcion escalar R(t) > 0 tal
que para cada j y para todo tiempo %, se tiene

r;(t) = R(1)Q(t)r;(to),

donde t; es un momento fijo en el tiempo y r;(#) es una configuracién central.

Otro caso, es considerar ambas componentes iguales a cero, es decir, W; =0, Wy =0, y
por lo tanto naturalmente se tiene un problema trivial. Entonces la definicién 3.1 nos dice
que cuando W3 = 0, la solucién mantiene la misma configuraciéon central para todo tiempo,
esto es, se sabe que las configuraciones centrales se mantienen durante toda la evolucion del
sistema.

Recordemos que Euler y Lagrange fueron quienes encontraron las primeras soluciones del
problema de los tres cuerpos, la configuracion inicial de la cual parten tanto Euler como
Lagrange es una configuracién central. Euler demuestra que si tres masas arbitrarias son
colocadas inicialmente en linea recta, de tal forma que la razéon de sus distancias satisfaga
una féormula que tnicamente depende del valor de las masas, y si ademas, las velocidades
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iniciales son escogidas adecuadamente, entonces cada particula se movera periédicamente
sobre una elipse, pero en todo momento las tres particulas se mantendran sobre una linea
recta, conservando siempre la misma razon entre sus distancias. Es decir, encuentra explici-
tamente una familia completa de orbitas periddicas, las cuales conocemos como soluciones
en equilibrio relativo. Aqui las distancias entre los tres cuerpos permanecen fijas por lo que
las tres particulas giran sin que haya cambio en la escala. Esto es, el sistema rota al rededor
del centro de masas como si se tratara de un cuerpo rigido, las distancias mutuas no cambian
cuando el tiempo t varia, cada particula se mueve exactamente en una 6rbita idéntica.

Posteriormente, Lagrange encuentra una nueva familia de 6rbitas periddicas, obtenidas
al colocar tres masas arbitrarias sobre los vértices de un triangulo equilétero, donde hay que
escoger adecuadamente las velocidades iniciales. Aqui nuevamente cada particula se movera
sobre una orbita eliptica; en todo momento la configuracion seré de triangulo equilatero, el
cual podra variar de tamano pero nunca de forma, es decir, las tres particulas cambian el
tamano en la escala preservando al mismo tiempo la configuracién, obteniendo una solucién
homografica. Por lo tanto las soluciones encontradas por Euler y Lagrange, son ejemplos de
soluciones homograficas, y fueron las primeras soluciones del problema de los tres cuerpos, en
cierto sentido son las 6rbitas naturales mas faciles de describir, lo cual justifica nuestra defi-
nicion de problema cero-dimensional. Las soluciones homogréficas son las tinicas soluciones
del problema de los N-cuerpos que son conocidas explicitamente.

Por lo anterior, ejemplos de sistemas cero-dimensional son los estudiados por Euler y
Lagrange, donde las soluciones mantiene la misma configuracién central para todo tiempo.
Otro ejemplo de sistema cero-dimensional es el problema de los dos cuerpos, como vimos en
el capitulo anterior, la descomposiciéon de la velocidad para el problema de los dos cuerpos
es de la forma v = W; + W, es decir, el vector W3 = 0, entonces las soluciones mantienen
la misma configuracién central durante toda la evolucion del sistema. En conclusion, lo que
sucede en la situacion W3 = 0, es que la solucién homografica puede rotar y cambiar el
tamano de la configuracion, pero no su forma.

3.2. Problema de los N-cuerpos uno-dimensional

Con el proposito de continuar con la clasificacién de problemas de los N-cuerpos en términos
de la descomposicion de la velocidad, y como una aportacién de este trabajo, damos una
segunda definicién para sistemas que no son cero-dimensional, para esto ahora necesitamos
suponer que el vector W3 # 0, es decir, el sistema original siempre presenta cambio en la
forma de la configuracion.

Antes de dar nuestra definicién es necesario mencionar que el centro de masa juega un
papel importante en ella, ya que propondremos dividir las particulas en dos ctumulos, tal
que en uno de éstos se encuentre el centro de masa (visto como punto fijo), el cual junto
con las particulas que se encuentren en el mismo ctimulo, determinaran si el vector W5 para
este cmulo (independiente del segundo) es nulo, es decir, la configuracion formada por las
particulas y el centro de masa determinaran si cambia la forma de la configuracion del cimulo
donde se encuentran.
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Una vez aclarada la importancia que tiene el centro de masa, entonces procedemos a dar
nuestra definicion de la siguiente manera.

Definicion 3.2 Decimos que un problema de los N-cuerpos es uno-dimensional si Wy #£ 0
y las particulas se pueden dividir en dos cumulos los cuales denotamos por Cy y Cs tal que
el centro de masa se encuentra en alguno de estos cumulos y Ws ¢, =0, W3 o, = 0.

Observemos que W3 # W3 ¢, + W3 ¢,. Entonces, la definicién de sistemas uno-dimensional
dice que el vector W3 del sistema debe ser distinto de cero, esto es, el sistema original siempre
presenta cambio en la forma de su configuracion. Después, dividimos el sistema original en
dos camulos tal que en uno de estos se encuentre el centro de masa, al analizar los ciimulos de
forma independiente se debe cumplir que W5 ¢, = 0. Es decir, las particulas del sistema que
se encuentren en el primer cimulo estaran formando alguna configuracion, entonces la forma
de dicha configuracion se debe preservar en ese cimulo para todo tiempo ¢, asi diremos que
en el primer camulo W3 ¢, = 0. Luego, en el segundo ctiimulo se deben encontrar el centro de
masa y el resto de las particulas, los cuales también estaran formando alguna configuracién
(independiente de la configuracion formada por las otras particulas en el primer cimulo), y
esta configuracion en el segundo cimulo también se debe preservar durante toda la evolucion
del sistema, por lo cual de igual forma decimos que W3, = 0 en el segundo ctimulo, y por
lo tanto tendremos un problema de los N-cuerpos cero-dimensional en cada ctimulo.

A estas alturas, el lector podria haberse preguntado cual es la importancia o lo innovador
de esta nueva clasificacion, y la respuesta es: clasificar los problemas de los N cuerpos, en
sistemas cero-dimensional o sistemas uno-dimensional, nos permite conocer como se compor-
taran las soluciones. Sin embargo, reconocemos que dicha clasificaciéon se queda corta, en el
sentido de que si pudiéramos definir los sistemas dos-dimensional, tal vez podriamos conocer
més acerca del problema de los 3-cuerpos, pero ain no sabemos o no tenemos idea de como
definir los sistemas dos-dimensional, pero si sabemos que es un reto que requiere de mucho
trabajo a futuro.

A continuacion presentamos tres ejemplos de problemas de los N-cuerpos, que cumplen
ser sistemas uno-dimensional, los cuales son: el problema romboidal generalizado en rotacion,
el problema isosceles en rotacion y el problema colineal de 3-cuerpos en el plano.

3.2.1. Ejemplo 1: Problema romboidal generalizado en rotacién

Consideramos N-particulas puntuales con masa m; localizados en los vértices de un N-
poligono regular centrado en el origen del plano z-y, y dos particulas puntuales, N + 1 y
N + 2 situadas sobre el eje z, con masas msy, y que estan simétricamente localizadas con
respecto al origen, por lo cual este es un problema de N + 2-cuerpos. Véase la figura 3.1.

Supongamos que las particulas de masa m; estan rotando alrededor del eje z con velocidad
angular constante. Sea p la distancia de cada una de estas particulas al origen, entonces la
posicion de la j-ésima particula es

2
r,=p exp(jWWjLG)i, j=1,...,N, (3.2)
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donde €% € S! representa la rotacion al rededor del eje z, e i viene de la notaciéon compleja;
con el proposito de simplificar la notacién escribimos

rj:p($j>yj>0) j:17"'>Na

donde (z;,y;) es el correspondiente vector unitario. Como es usual el origen lo llevamos al
centro de masa, ¢,, = ((r, E1), (r, Es), (r, E3)).

|
|
|
|
|
T mo
|
Figura 3.1: Problema romboidal generalizado en rotacion.

El problema romboidal generalizado en rotacion es un sistema uno-dimensional, en primer
lugar se cumple que el vector W3 # 0, ya que la configuraciéon romboidal original sufre
deformacion conforme evoluciona el sistema.

Luego, podemos dividir las particulas en los siguientes dos cimulos: el primer camulo Cf,
lo pensamos como el que contiene las N-particulas situadas en el plano z-y, y aqui la forma de
la configuraciéon no cambia, ya que recordemos que cualquier N-poligono regular con masas
iguales colocadas en cada uno de sus vértices forman una configuraciéon central; donde dos
posibles movimientos de las particulas son contracciones o expansiones, por supuesto también
puede haber rotaciones con combinaciéon de ambos movimientos; por lo tanto en este primer
cimulo W5 ¢, = 0. Después, el segundo ciimulo Cs, lo conforman el centro de masa fijo en
el origen junto con las dos particulas restantes N + 1, N + 2, y puesto que estas tltimas
estan localizadas simétricamente respecto al origen sobre el eje z, entonces tampoco cambia
la forma de la configuraciéon en este segundo ctmulo, por lo cual también Ws3 o, = 0; y por
lo tanto tenemos un problema cero-dimensional en cada ciimulo, implicando que el problema
romboidal generalizado en rotaciéon sea un sistema uno-dimensional.

3.2.2. Ejemplo 2: Problema isésceles en rotaciéon

En este caso, consideremos dos particulas de masa m; ubicadas sobre el plano x-y las cuales
se encuentran simétricamente localizadas respecto al origen y estan rotando al rededor del eje
z con una velocidad angular constante. Supongamos que la tercer particula tiene masa my y
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se encuentra localizada sobre el eje z a una distancia con respecto al origen de 4 /% donde

M es la masa total del sistema M = 2m; + mo. Una interpretacion geométrica se observa en
la figura 3.2.

Figura 3.2: Problema isosceles en rotacion.

Hasta aqui podria pensarse que el problema isésceles en rotacion es similar al romboidal
generalizado en rotacién, sin embargo, existe una diferencia importante entre éstos, puesto
que el centro de masa del problema isésceles en rotaciéon se mueve siempre sobre el eje z, es

decir,
I M
Cm = (<r7 E1>a <I', E2>a <I', E3>) = Mo (0, O, z 2—) ,
my

y como es usual, lo fijamos en el origen.

El problema isosceles en rotacion también es un sistema uno-dimensional, puesto que el
vector W3 # 0, ya que la configuracion en forma de isosceles presenta cambio conforme avanza
el tiempo, cuando la particula de masa ms se aleja demasiado. Luego, podemos dividir las
particulas en los siguientes dos cimulos: en el primer ciimulo C', se encuentran las particulas
de masa m, ubicadas sobre el plano z-y, las cuales estdn simétricamente localizadas con
respecto al origen y por lo cual en este ciimulo W3 ¢, = 0. El segundo ctimulo, es el conformado
por el centro de masa y la particula de masa my localizada sobre el eje 2z a una distancia con

respecto al origen de ,/%, por lo cual no cambiara la forma de la configuracién colineal

entre ellos, implicando que también W3 ¢, = 0 en este segundo ctiimulo. Por lo tanto tenemos
un problema cero-dimensional en cada camulo C; y Cs, lo cual implica que el problema
isosceles en rotacion es un sistema uno-dimensional.

3.2.3. Ejemplo 3: Problema colineal de 3-cuerpos en el plano

Por ultimo, el problema colineal de 3-cuerpos en el plano también es un sistema uno-
dimensional. Consideremos tres particulas en las posiciones ry, ry y r3 con masas distintas
my, My vy M3, respectivamente, las cuales se encuentran colocadas de tal forma que siempre
estan sobre una linea recta en el plano z-y. Como es usual llevamos el origen al centro de
masa. Ademas, supongamos que las tres particulas estan rotando, es decir, su rotacion sera
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preservando la configuracion colineal sobre el plano x-y, por lo cual la recta sobre la que se

encuentren estard cambiando conforme roten. La interpretacion geométrica se muestra en la
figura 3.3 (a).

- - -

-~ ~
o~ _ ~, Cq \\
mq ~ < Cm . / —-————
= / R ~ \
~o- _ / i - \ -~
m2 ~ - / v \ / \
ms3 | o—'————|—o—|—|-o————|-o |
\:n/ll \ Omy w2, |3 /
\ SN~ /
\ c 7/
S o 2 -
(a) Tres particulas colineales en el (b) Camulos Cy y Cs.
plano z-y.

Figura 3.3: Problema Colineal de 3-cuerpos en el plano.

De acuerdo a la definicion 3.2, el problema colineal de tres cuerpos en el plano es un
sistema uno-dimensional, puesto que el vector W3 es distinto de cero, ya que el sistema
original siempre presenta cambio en la forma de su configuracion, por ejemplo la particula
con masa my, se puede acercar demasiado al centro de masa, c,,, provocando que haya cambio
en la configuracion colineal original de los 3-cuerpos.

Luego, podemos dividir las particulas en dos cimulos como se observa en la figura 3.3
(b), en el camulo C) se encuentran las particulas con masas my y me, aqui Wi, = 0, es
decir, la forma de la configuracion colineal formada por m; y ms se preservara en ese cimulo
para todo tiempo ¢. Para el ciimulo Cs, de igual forma se tiene W5 o, = 0, puesto que en este
cumulo el centro de masa, c,,, junto con la particula que resta, ms, forman una configuracion
colineal de 2-cuerpos, la cual se preservara durante toda la evolucion del sistema. Por lo
tanto, tenemos un problema cero-dimensional en cada ctimulo, C; y Cs, lo cual quiere decir
que el problema colineal de tres cuerpos en plano, es un sistema uno-dimensional.

En conclusion, en este tercer capitulo hemos utilizado la descomposicién de la velocidad
de Saari para dar una nueva clasificacion de problemas de los N-cuerpos, la cual se basa
en la dinamica de las particulas y nos permite conocer como se comportaran las soluciones,
ademéas dimos ejemplos de sistemas cero-dimensional y sistemas uno-dimensional.
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CAPITULO 4

Coordenadas para obtener las componentes de la velocidad

En este capitulo obtendremos las tres componentes de la descomposiciéon de la velocidad,
para cada uno de los sistemas uno-dimensionales estudiados en el capitulo anterior. Para ello
daremos diferentes sistemas coordenados, con el propoésito de encontrar una representacion
de las tres componentes de la descomposicion de la velocidad.

4.1. Componentes de la velocidad: Problema romboidal
generalizado en rotacién

Recordemos el problema romboidal generalizado en rotacion, esto es, tenemos N particulas
puntuales con masa m; localizados en los vértices de un N-poligono regular centrado en el
origen del plano z-y, y dos particulas puntuales, N + 1 y N + 2 situadas sobre el eje z,
con masas ms, las cuales estdn simétricamente localizadas con respecto al origen. Sea p la
distancia de cada una de estas particulas al origen, entonces la posicion de la j-ésima particula
es

2
r; =p exp (jWWjLH)i, j=1,2...,N,

donde €% € S! representa la rotacion al rededor del eje z, e i viene de la notaciéon compleja;
con el proposito de simplificar la notacién escribimos

r]:p<$]7y]70) j:17"'7N7

donde (x;,y;) es el correspondiente vector unitario (véase la figura 3.1). En este caso el vector
de configuraciéon es

r = (ri,ra,...,TN—1,TN, TN+1,TN42)
= (p(xhyl? 0)7p<_x17 _y170)7 e '7p(xN7yN70)7p(_mN7 —YN, 0>7 (07 072)7 (0707 _Z)) )

49
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y el vector de velocidad del sistema esta dado por

v = = (V1,...,VN, VN1, VN12)
= ((p j:lap '3)1,0), KR (p j:Nap ?)Nao)> (0a072)’ (O>0a _Z)) :

Una base natural para el espacio tangente del vector de configuracion, r, esta dada por

los vectores {gl,gl,...,gN,ﬁN,gNH}, donde
Qj ((:)7 'a(]-aoao) (_)Na(:)a(:))
B, = (0...,(0,1,0),...,0x5,0,0) , (41)
ayvy = (0,...,0n,(0,0, 1) (0,0,-1))

Entonces podemos escribir el vector de velocidad del sistema como una combinacion lineal
de ellos de la siguiente forma

<

|

)
.MZ

(2 a; +y; éﬂ + 2y,
1

J

es decir, cualquier coordenada en el espacio tangente se escribe en términos de la base anterior.

Para encontrar la primer componente de la descomposicion de la velocidad, Wy, primero
tenemos que calcular el momento angular,

c=(c1,¢0,¢3) = ((BEy x1,v),(Es x1,v), (E3 x1,v)) .

Realizando algunos calculos, se obtiene que las tres componentes del momento angular
son:

0)

C1 = <((O>0apy1)> : '7(0a07pyN) 0
( pxlvpyh 7' ) (pr7pyN70)7 (07072)7 (0707 _Z>)> = 07

C2 = <((O> 0, _pl'l)a sy (Oa 07 _pr)’ ()’ 6) ’
((pi1, i1, 0); - (pi, i, 0), (0,0, ), 0,0, 2)) ) = 0,

c3 = <((—Py17px1,0), ..., (=pyn, prN,0),0,0) ,

((pj:lvp ylvo)u SRR (piNapyNa())v (07072)7 (0707 _Z))>
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por lo cual, el momento angular para el problema romboidal generalizado en rotacion es

N
c=[0,0,Nmip® Y (w; 45 —y; &) | ,

Jj=1

el cual inicamente tiene componente distinta de cero en direccion del eje z. Entonces, resulta
que al proyectar v en cada uno de los vectores E; x r con ¢ = 1,2, 3, el vector de velocidad
rotacional esta dado por

3

(E; xr,v) E;xr E, xr c E,xr
W, =
=2 E; x| |E;xr| Z\Exr| IE; x 1| Z|E><r\ E; x|’

i=1

pero como las primeras dos componentes del momento angular son cero, ¢; = ¢o = 0, obte-
nemos que W se escribe de la siguiente forma

c Es xr
|E3 XI‘| |E3 XI‘|’

W, = (4.2)

donde c es la componente del momento angular en direccion del eje z, la cual en efecto, es el
momento angular, implicando que en este sistema el vector de velocidad rotacional Wy, viva
en el subespacio S,,; = span{E3 X r}, por lo cual su dimension es uno, dim(S,,;) = 1.

Ademés se tiene que

o N
E;xr = ((—py1,p21,0),..., (=pyn, prn,0),0,0) = p 3 (; B, =i ),

Jj=1

|Es X r|2 = <E3 xr,E3 x r> = Nmp?,
por lo tanto, sustituyendo lo anterior en la ecuacion (4.2) se tiene que la componente de la

velocidad dedicada a rotar las N-particulas como un cuerpo rigido del problema romboidal
generalizado en rotacion es

N
DCTIEES
]:
Wl(r7c> = )‘1 (Nm1p2>1/2 )

donde
c c

1By x| (Nmyp?)/2

A = (4.3)

Hemos obtenido la primer componente de la descomposiciéon de la velocidad de Saari
para el problema romboidal generalizado en rotacion, Wi, la cual se encuentra en términos
del vector E3 x r, puesto que al hacer la proyecciéon del vector de velocidad del sistema, v,
a cada uno de los vectores E; x r con ¢ = 1,2,3, resulta que la tinica componente de la
proyeccion que es distinta de cero, es la correspondiente a la tercer componente del momento
angular, debido a que las particulas s6lo estdn rotando alrededor del eje z.
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Por otro lado, la velocidad escalar, W5, dada por la ecuacion (2.10) es

r
W2 = )\2 T
x|
donde Ay = 2—57, y para la cual se tiene que
I = ()= =m p? @3 +124... 2% +93) +2my 22

2 2
my p? (‘(‘Tlayl)} + o+ (@, )| )+2m2 2
= Nmy p>+2my 22,

y ademas que
I=4my 2 z,
implicando que
2 me 2 z

Ay = )
2 (Nm1p2 + 2 mo 22)1/2

Por lo tanto, la componente de la velocidad que representa el cambio en el tamano de la
configuracion del problema romboidal generalizado en rotacion es

(p(xlaylao)ap(_xb _ylao)a - 'ap(_xNa —?JN,O)> (anaz)a (ana _Z))
r] '

W2:)\2

El subespacio donde vive Wy es S,.q, €l cual siempre tiene dimensiéon uno, y se encuentra
en el complemento ortogonal de S, es decir,

Sscal(r) = {ti ‘te R} - (Srot)lu

7]

puesto que todo elemento de Sy.y es ortogonal al conjunto que genera a S,..;, esto es,

t t
<E3 xr,ti> :|—(E3><r,r) = — (E3z,r xr)=0.

r] r| ]

El vector Wa(r, I) vive en el espacio tangente del espacio de configuracion, T,.(C'S), abu-
sando de la notacién podemos escribir a r como una combinacién lineal de la base para el
espacio tangente del vector de configuracion r, es decir,

N

r=p) (v 0;+y; B)+2ay..
j=1

Sabemos que podemos obtener el vector W3, encargado de determinar como cambia la
forma de la configuracion del problema romboidal generalizado en rotaciéon de la siguiente
expresion

W3 =V — (W1—|—W2),
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sin embargo, obtendremos éste como una combinacién lineal de la base dada por los vectores
de las ecuaciones (4.1), y aprovecharemos la ortogonalidad entre los vectores de la descom-
posicion de la velocidad, es decir,

N
W3 = Z(%’ a; +b; QJ) +d ayiq, (4.4)

J=1

y usando la ortogonalidad tenemos que (W7, W3) = 0, obteniendo

N N
)\1 1% . .
(W%W@::mgxﬂ<§:@Mz—yM%%§]%£Q+@ﬁ)+dQNH>
j=1 Jj=1
A1 pm o S -
= |:E1) px r1|< (—yl,l’l,o,...,—yN,fL'N,0,0,0) 5
3
(a17b1707"'7aN7bN7070707d70707 _d)>
A pm . . . )
= |E1) px I‘1| (bll’l — a1Y1 4+ ...+ bNSL’N — aNyN) = 0,
3
2 2
luego |a;| =my = ‘ ﬁj , de aqui podemos escribir la ecuaciéon anterior como
2 2 2 2
b1y ‘é] — a1t Qj‘ + ...+ byin ’éj‘ — anyn ‘Qj‘ =0,
y como |a;| = }é}, se obtiene
bj.i’j - ajyj = O,
por lo tanto, hemos obtenido que
aj=14; y bj=1y;. (4.5)

De la misma forma, utilizando que (W, W3) = 0, llegamos a la siguiente igualdad

N
pma Yy (@i +y; 9;) +2mg zd =0,
j=1
por lo tanto, se obtiene que
N . .
pma 2, (w5 & + Yj 35)
d=— = (4.6)

2mo 2
Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (4.5) y (4.6), en la ecuacion (4.4) tenemos
N . .
N pmy Zl(l“j i+ Y Yj)
]:

W= (& 0;+9 8,) -

Jj=1

o
2m2 P =N+1>
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luego, con el propoésito de eliminar la singularidad, multiplicamos la expresion anterior por
2mgz, y renombrando W5 como

N N
Ws=2myzWs=2m, ZZ(i"j Q;+4; B;)—pm Z(%‘f'j + Yi¥5) Qi1

j=1 7j=1
el cual en términos de vectores unitarios puede ser escrito de la siguiente forma

— W
W3:)\3 737
[Ws|

donde A3 se obtiene de la integral de energia dada por la ecuacion (2.5), es decir, hemos ob-
tenido la siguiente descomposiciéon ortogonal del vector de velocidad del problema romboidal
generalizado en rotacion

r Wg
VEsxx] T e T

entonces

(v,v) = AT+ A3+ A2 =2(U + h),

por lo tanto,
A3 =2(U+h)— (M + X)),

donde la funcién potencial, U, para el problema romboidal generalizado tiene la siguiente
expresion

2 2

m 2Nmm m

U= -2 12 > 1

= 52+ g = (4.7)

k<j<N

Hemos obtenido una representacion para los tres vectores de la descomposicion ortogonal
de la velocidad del problema romboidal generalizado en rotaciéon, algunos de los resultados
obtenidos en esta seccion, seran utilizados més adelante para estudiar la dinamica de este
problema.

4.2. Componentes de la velocidad: Problema is6sceles en
rotacion

Consideremos nuevamente el problema isésceles en rotacion, es decir, tenemos dos particulas
de masa m; ubicadas sobre el plano x-y las cuales se encuentran simétricamente localizadas
respecto al origen y estan rotando al rededor del eje z con una velocidad angular constante.
Supongamos que la tercer particula tiene masa ms y se encuentra localizada sobre el eje

z a una distancia con respecto al origen de 4/ % donde M es la masa total del sistema

M = 2my + my, véase figura 3.2.
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En este caso, los vectores de posiciéon estan dados por

2m1

M
r = (z,y,0), ro=(—z,-y,0), r3= (0,0,2 —) .

El vector de posicion del sistema estd dado por r = (rq,r9,r3), y el vector velocidad del
sistema lo escribimos como

M
V=r= (x7y70)7(_'r7 _?%07)7 (0707Z —> )

2m1

sea {ay, @y, 5} una base natural para el espacio tangente del vector de configuracion, r,

donde
a = ((,,),( 100)0)
Qg = 77>7 )0)7

o ( <00 )> (4.8)

entonces podemos escribir el vector de velocidades como una combinaciéon lineal de ellos, esto
es,

Como ya hemos dicho, podria pensarse que el problema isosceles en rotacion es similar
al romboidal generalizado en rotacién, y que no existe razéon para obtener las componentes
de la descomposicion de la velocidad, sin embargo, recordemos que el centro de masas del
problema is6sceles en rotacion se encuentra siempre sobre el eje z, es decir,

M
Cpp, = Mo 0,0,Z % s
1

y como es usual, lo fijamos en el origen.

Para iniciar con la descomposicion ortogonal del vector de velocidad, v, calculemos las
tres componentes del momento angular

g = (E;yxr,v)=0,
¢ = (BEgxr,v)=0,

s = { ((~y.2.0), x,O),o),((:&,y,O),(—:&,—y,O),(o,o,z'\/%)>>

= 2m(yz— 172 y).

Como era de esperar so6lo existe componente en direccion del eje z, ya que las particulas
sobre el plano z-y estan rotando al rededor del eje z, por lo tanto el momento angular es

c=(c1,¢0,¢3) = (0,0,2my(y x — @ y)),
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asi el vector de velocidad rotacional queda expresado de la siguiente forma

B c Es xr
- ‘EgXI'| |E73><I"7

Wi

donde c representa la componente del momento angular en direccion del eje z. Luego,
|E5 x r|> = 2m4 (2% 4 ?),

de esta expresion se obtiene que la componente de la velocidad dedicada a las rotaciones del
problema isésceles es -
—Y,, Oa Y, —x, 07 0)

(
-\
Wi=M |E5 x 1| ’

donde
c c

C|Esxr| (2m1(x2+y2))1/2'

A

En este caso el vector Wi, vive en el subespacio S, = span{Es X r}, por lo cual su
dimension es uno, dim(S,) = 1.

Ya hemos visto que la componente de la velocidad que representa el cambio en la escala
del sistema, esté dada por la relacion
r
W2 - )\2 T
x|
donde Xy = 2—\%, y en este caso tenemos que el momento de inercia y su razoén de cambio con
respecto al tiempo son

= |r|* = 2mi (2 4+ 12) + mo o 27,

— 9 [2m1(x:t+yy)+m2 M, z] ,

2my

respectivamente. Por lo tanto, la componente de la velocidad dedicada a cambiar el tamano
en la escala de la configuracion del problema isésceles en rotaciéon esta dada por

A | M
W2: _2 x7y707_x7 _%0707072 9
|I‘| 2m1

2m1 (zz+yy)+meo Mo
donde \y = ;;"1 o5
<2m1(x2+y2)+m2 Tmy 22>

El vector Wy vive en el subespacio Sy, €l cual siempre tiene dimensiéon uno, y se en-
cuentra en el complemento ortogonal de S, esto es,

Sealt) = {155t € R € (500"

r]

Otra forma de decirlo es la siguiente, el vector Wh(r, I) vive en el espacio tangente del
espacio de configuracion, T,.(C'S), abusando de la notaciéon podemos escribir

r =zra; +ya, + za;.
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En lo que sigue obtendremos el vector W3 dedicado al cambio en la configuracion. Sabemos
que es posible obtener el vector W3 de la siguiente expresion

W3 =V — (W1+W2),

sin embargo, lo obtendremos como una combinacién lineal de la base dada por los vectores
de la ecuacion (4.8), entonces primero escribimos éste como una combinacion lineal de dicha
base, es decir,

Ws=aa;+bay,+das, (4.9)

luego, como (Wy, W3) = 0, se tiene
<)\1(:b Ay — Y ), aa+ba,+d g3> =2mM (bt —avy)=0,
ademas |a,|> = 2my = |a,|*, de aqui
2mib & — 2mya § = bi | No|® — ayf | M|* = 0,

por lo tanto,
—ay + bz =0,
obteniendo
a=z% y b=y. (4.10)

Después, como también (Ws, W3) = 0 se tiene
Ao A2 . . M
<mr , ag1+bg2+dgg> = m <2m1(xx+yy)+dm2 T z) =0,
y de alli despejando d se obtiene

_ —Ami(zd + yy)

d
Mm2 z

. (4.11)

Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (4.10) y (4.11), en la ecuacion (4.9) obtene-

mos . .
Ami (zd + yy)

Ws=2a;+9 a, — My

23y

para eliminar la singularidad, multiplicamos la expresion anterior por Mmsyz, y renombrando
W3 como

W3 = Mmgz Wy = Mmy iz a; + Mmy §z ay — 4mi(zi + yj)as,
el cual en términos de vectores unitarios puede ser escrito de la siguiente forma

— w
W3:>\3 737
[Ws|

donde A3 la obtenemos nuevamente de la integral de energia

A =2(U+h)— (M +\). (4.12)
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Por otro lado, después de realizar algunos calculos, obtenemos que la funcién potencial
del problema isosceles en rotaciéon es

m? 2mime
U= L : 4.13
2+ (22 4 y2 + 5a-22)1/? (4.13)

En conclusion, encontramos una representacion para las tres componentes de la descom-
posicion ortogonal de la velocidad, Wy, Wy y Ws3. Mas adelante utilizaremos algunos de
los resultados obtenidos, con el proposito de estudiar la dindmica del problema isésceles en
rotacion.

4.3. Componentes de la velocidad: Problema colineal de
3-cuerpos en el plano

Por dltimo, estudiamos la descomposicion de la velocidad de Saari del problema colineal de
3-cuerpos en el plano. Recordemos, tenemos tres particulas con posiciones ry, ro, r3 con masas
distintas my, ms y mgs respectivamente, las cuales se encuentran colocadas de tal forma que
siempre estdn sobre una linea recta en el plano x-y, la interpretacion geométrica se observa
en la figura 4.1 (a).

[ N
my ~~o Cm
e x
o
-
mo -~ -
m3
(a) Tres particulas colineales (b) Tres particulas con masas mq,
ry, ro y r3 en el plano z-y. ms y ms, sobre una linea recta que

pasa por el origen.

Figura 4.1: Problema Colineal de 3-cuerpos en el plano.
Ahora, definiendo los vectores de posicion de la forma
Q1 = T2 —TIy,

q2 rs —Io,
Q3 = r3—r;=(r3—ry) +(ro—ry) =qi + qo,

obtenemos que la linea recta que contiene a las particulas en las posiciones qi, q2 y q3 pasa
por el origen, y en el cual se encuentra fijo el centro de masas, la interpretaciéon geométrica
se observa en la figura 4.1 (b).



4.3. COMP. VELOCIDAD: PROBLEMA COLINEAL 3-CUERPOS EN PLANO 59
Lo anterior, nos permite escribir

q = 1“2—1“12(55,.%0)7
92 = a(ry—r;) =a(z,y,0),
a3 = (a+1)(r;—r) = (a+1)(z,9,0),

donde a € R. Consideremos un primer caso, supongamos que las tres particulas no rotan de
ninguna forma posible, es decir, éstas s6lo permanecen sobre la misma linea recta para todo
tiempo ¢; por lo cual el momento angular es cero, ¢ = (0,0, 0), entonces la primer componente
de la velocidad dedicada a las rotaciones del sistema vistas como un cuerpo rigido es cero,
W7 = 0, lo cual nos lleva a encontrar inicamente los vectores de velocidad escalar y velocidad
configuracional, Wy y Wjs, respectivamente.

El vector que describe la configuracion formada por las 3-particulas, estd dado por
qQ= (:c, y,0,ax,ay,0, (a+ Dz, (a+ 1)y, 0) .
La velocidad del sistema estd dada por
v=q=(q, 92 93).
Una base natural para el espacio tangente de q, esta dada por
{@1 =(1,0,0,0,0,0, + 1,0,0),@2 =(0,1,0,0,,0,0,a + 1,0)},

por lo cual podemos escribir el vector de velocidad del sistema, v, como una combinacién
lineal de ésta,

v=if + B,

Como ya se mencioné, en este primer caso estamos considerando que el momento angular
es cero, entonces la componente de la velocidad dedicada a las rotaciones del sistema es cero.
Respecto a la velocidad escalar, W5, la cual representa el cambio en el tamano del sistema,
es decir, la forma de la configuracién nunca cambia solamente su escala, estd dada por

I a_,4a
21 |dq lal’

donde realizando algunos célculos, se llega

W2(q7 ]>

I = (q,q) =lq* = [m +maa® + ms(a+ 1)) (22 +y?),
I = 2[mq+mea®+ms(a+1)% (i + yy),

implicando que
\ [m1 4+ maa® + ms(a + 1)%] 12 (xd + yy)
2= (22 + 42)1/2 ’
por lo tanto, el vector de velocidad escalar para el problema colineal de tres cuerpos en el
plano es

A
Wy(q,I) = ﬁ ([L’, y,0,az,ay,0, (a+ 1)z, (o + 1)y, O) )
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Recordemos que el vector Ws(q, I) vive en el subespacio S, €l cual siempre tiene di-
mension uno, también se puede decir que Wy, vive en el espacio tangente del espacio de
configuracion, T,(C'S), abusando de la notaciéon podemos escribir

q=z0, +yp,

Con el proposito de obtener W3, nuevamente escribimos éste como una combinacion lineal
de la base anterior,
Wg = a@ 1 + bé 9

luego usando el hecho de que (W5, W3) = 0, puesto que cada uno se encuentra en los subes-
pacios ortogonales Sscq; ¥ Scons Tespectivamente, tenemos

q _
— <(5c, 9,0, o, ), 0, (a + 1), (@ + 1)5,0) ,

(a, b,0,aa,ba,0,a(a+1),b(a + 1), 0)> =0,

obteniendo
[m1 4+ maa® + ms(a + 1)%] (ad + by) = 0,

resolviendo la ecuacion anterior se llega: a =y y b= —1, 6, a = —y y b = 2. Por lo tanto, la
velocidad configuracional es
de aqui renombrando W3 para escribir éste en términos de vectores unitarios, se tiene

_ W3

Wg = )\3—

(W’

donde A3 se obtiene de la integral de energia dada por la ecuacion (2.5), esto es,

entonces

(v,v) =\ + ] =2(U + h),

por lo tanto,
A3 =2(U+h) =),
donde la funcién potencial U, para el problema colineal de tres cuerpos en el plano, tiene la

siguiente expresion

Ule.y) = mims || + mamg || |1 — a + myms |1 — ¢
Y [l [T — al (2 1 y2)12 |

Un segundo caso, es considerar que las particulas tienen movimiento de rotacion, es decir,
las tres particulas estdn rotando en el plano z-y con la restriccion de permanecer siempre sobre
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una linea recta, la cual estara cambiando conforme las particulas estan rotando; entonces
calculando las tres componentes del vector momento angular tenemos

a1 = <E1 X q, V>
= ((0,0,5.0,0,ay,0,0, (a+1)y) , (& 3,0, o, a3, 0, (& + 1), (@ + 1)1, 0) ) = 0,

o = (Eyxq,v)= <(0,0, —z,0,0, —ax, 0,0, —(a + 1)x) ,v> =0,

ez = (Ez3xq,v)= <(—y, z,0, —ay, az,0, —(a + 1)y, (a + 1)z, 0) ,V>
= [ml + maa® + mg (o + 1)2} (xy — yt),

por lo tanto, hemos obtenido la siguiente expresion para el momento angular

c = (0,0, [my +moa® + mg(a + 1)*)(zy — yi)) .

Como ya vimos las particulas se encuentran rotando alrededor de un vector paralelo al
eje z, y conforme a lo estudiado anteriormente el vector de velocidad rotacional es

E; xq A
Wi(q,c) = A = -y, 2,0, —ay,ax,0, —(a+ 1)y, (a+ 1)x,0)
1(q,c) 1 Es x q Es % q ( Y Y ( )Y, ( ) )
donde
c my 4+ maa® + ms(a + 1)2V2 (xy — yi
A = 3 :[ 1 2 23( 21)2] (g —y )7 \E3Xq|:(a:2+y2)1/2.
|E; x q (22 +y2)Y/

En este caso, el vector W, vive en el subespacio S,,; = span{E3 X r}, por lo cual su
dimension es uno, dim(S,,) = 1.

Tengamos en cuenta lo siguiente, considerar que las tres particulas tienen movimiento de
rotacion cambia la primera expresion encontrada para el escalar A3, es decir, ahora el vector
de velocidad del sistema se descompone como

E; xq q W3

2 = __|_)\ —_—
‘E3 X OI| 2‘(1\ ’ |W3‘

por lo cual,
(v,v) = AT+ A3+ A3 =2(U + h),

de aqui, cuando las particulas qi, q2 y qs estdn rotando en el plano x-y al rededor de un
vector en direccidon del eje z, resulta que la velocidad configuracional es

W = )\3“‘;//—;, con A3 =2(U+h) — (A +\3).

Por lo tanto, considerar movimiento de rotaciéon en las particulas, afecta el calculo de la
tercer componente de la velocidad, W3, esto nos hace ver que la tercer componente de la
velocidad es complicada, a diferencia de las dos primeras componentes, Wy y Ws.
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4.4. Nuevas coordenadas para problemas de N-cuerpos
en el plano

En este capitulo, se presentan nuevas coordenadas que definen otro sistema de coordenadas
para el problema de los N-cuerpos en el plano, las cuales son llamadas coordenadas de
Fujiwara [2|, y que son muy ttiles para describir la forma de la configuracion de sistemas de
los N-cuerpos.

4.5. Coordenadas de Fujiwara.

Se usardn variables complejas para definir las nuevas coordenadas en R2 Para (a.,a,),
(bs,b,) € R?, escribimos a = a, + ia,, b = b, + ib, € C.

Usamos las siguientes notaciones:

@ = ay—1b,, complejo conjugado,
a-b = azb, +ayb,, producto interno,
aNb = azb, —ayb,, producto cruz.
Entonces tenemos,
ab=a-b+iaNb. (4.14)
Ahora denotaremos por q = (qi,q2,-..,qy) la posicion de las N-particulas sobre el

plano, por m; la masa de la k-ésima particula y por vy la velocidad de la particula k. Las
coordenadas de Fujiwara, Q, estan definidas por

Q. = exp <—z’c/0 %) %. (4.15)

Las coordenadas de Fujiwara son validas inicamente para particulas situadas en el plano,
entonces notemos que en relacion a las coordenadas q el sistema de particulas esta girando
en conjunto con una velocidad angular ; ( . Ademaés, como las particulas estan restringidas a
tener movimiento de rotacion en el plano, sabemos que el momento angular es ¢ = (0,0, c3),
por lo cual en coordenadas de Fujiwara el momento angular corresponde a la tercer coorde-
nada de éste, es decir, ¢ = c3.

En las coordenadas de Fujiwara, el factor fase exp (—ic fg %) es elegido tal que un ob-

servador situado en estas coordenadas rota con el sistema a la misma velocidad angular ﬁ.
Asi para el observador la velocidad angular parece ser cero, es decir, el momento angular en
coordenadas de Fujiwara es cero, haciendo que estas coordenadas sean independientes del
momento angular.

Ahora con el propésito de mostrar que el momento angular en términos de estas nuevas
coordenadas es cero, usamos el resultado de la ecuacion (4.14) asi

kaQk ko kaQk — i kaQk N—= ko (4.16)
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la parte imaginaria de la ecuacion (4.16) corresponde al momento angular,
N
dQx
= /\ -
c(Qx) ;kak T

sustituyendo la ecuacion (4.15) en la anterior, y utilizando el hecho de que el centro de masa
N

permanece fijo en el origen, es decir, Y. mpq, = 0, se obtiene que el momento angular en
k=1

términos de las coordenadas de Fujiwara es

tdt

e—ZC Qk‘
c(Qx) ( VI ) Z e g
De la misma forma se obtiene que la parte real de la ecuacion (4.16)

Z kak ko 7

por lo tanto hemos obtenido
kaQk E— —O—I-ZO—O

Ademas el momento angular en términos de las coordenadas de Fujiwara, resulta ser

2
. t dt
qdk e—zc a

VI

2
Q™ =
= ‘q” ’cos(c tﬁ)—isen(cft@>

07 071

|

por lo tanto,
ka|Qk = ka jax|* =

Es decir, el momento de inercia en términos de las coordenadas de Fujiwara permanece
constante.

Luego, el factor de escala manda las coordenadas q; dentro del elipsoide de masas,

1
V2ICY
haciendo que cualquier problema que se estudie dentro del elipsoide de masas sea indepen-
diente de la escala, es decir, ﬁ hace a las coordenadas de Fujiwara Qj independientes del

q

tamano del sistema.

Entonces, si las coordenadas de Fujiwara son independientes tanto del tamano del sistema
como del momento angular, esto nos hace esperar que la evoluciéon del sistema de particulas
expresado en coordenadas de Fujiwara, Q, describe el cambio en la forma de la configuracion
dada por las variables originales q, de hecho estas soluciones en coordenadas de Fujiwara se
caracterizan por el siguiente teorema.



64 CAPITULO 4. COORD. OBTENER COMPONENTES DESC. DE LA VELOCIDAD

Teorema 4.1 Una solucion en el plano expresada en coordenadas de qi(t) es homogrifica

si y solo si %Qk(t) = 0 para cada k y todo tiempo t.

Demostracion:
Supongamos que

ax(t) = R(t)e”ax(0),

es una solucién homogréfica, donde R(t) > 0 describe la evolucion del sistema de particulas
en tamano y 6 € R describe sus rotaciones. Sin pérdida de generalidad podemos tomar como

condiciones iniciales R(0) = 1y 6(0) = 0. Entonces

1) =y milarl® =Y mu [RO| |an(0)] = B2(1) Y ms |aas(0)
k=1 k=1 k=1

y el momento angular del sistema de particulas en el plano es

elt) = 1(1) 5§ = B(1) 10) 2.

de donde % = <. ¢ integrando de 0 a ¢ se obtiene

at — 1)’
bt

9:(:/ _

o I(t)

Entonces las variables de Fujiwara toman la forma

Q. = eicfo & qk o~ i0(®) ar(t)  ax(0)

VI R(t)\/I(0)  /1(0)’

lo cual es una constante y por lo tanto

d
EQk(t) = 0.

Ahora probaremos el inverso. Supongamos que %Qk (t) = 0 entonces

Qx(t) = Qx(0).

Luego en variables de Fujiwara q(t) tienen la forma

t dt

= R*(t) 1(0),

qr(t) = VIe®©hT Qx(t) = VT e7ielo F Qx(0), para cada k y para todo t,

lo cual implica que las soluciones son homograficas. [

Otro aspecto importante e interesante de las coordenadas de Fujiwara, es que estan rela-
cionadas con la descomposicion de la velocidad de Saari, como veremos a continuacion.
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Tenemos

- et o dt
d _ e T —jc [Tat g —jc [T dt 1 dI
GQut) = g G Y e T () Femih T qk<_2\ﬁ1 E)

1 dI
§E+l—>Qk}>

dag
dt

_ odag, o | d " s Y N VI
Vi = GE=qr= | FQu(t) — T a7 e TV T) Ak gy

despejando de ésta la velocidad del sistema, y haciendo % — | obtenemos

(4.17)
= VIehT e +21 ar +17 % g

Si ahora despejamos q;, de la ecuacion (4.15), la cual define las coordenadas de Fujiwara,
se tiene

q = VI eh T Qy

por tltimo sustituyendo ésta en la ultima igualdad de la ecuacion (4.17), obtenemos la des-
composicion de la velocidad en términos de las coordenadas de Fujiwara,

v [dQp T
e — VT el % %Jri%Jr C}ff (4.18)

puesto que, el primer término el cual corresponde a dt , describe el cambio en la forma de
la configuracion, por lo cual esta es la componente de la velocidad que describe el cambio en
la configuracion,
d
Wy(Q) = VI eels ¢ 1%,
dt
El segundo término caracterizado por la expresion g, determina la razén de cambio en el
tamano del sistema por lo cual éste corresponde a la componente de la velocidad dedicada al
cambio escalar,

car 1
Wa(Q) = VT it L

y el tercer término correspondiente a la parte imaginaria, esté caracterizado por el momento
angular c, por lo cual éste corresponde a la componente de la velocidad dedicada a las
rotaciones del sistema vistas como un cuerpo rigido, es decir,

Wi(Q) =i VIehTc %

Por lo tanto con la ecuacion (4.18) se tiene una expresion explicita de la descomposicion
de la velocidad de Saari, en términos de las coordenadas de Fujiwara,

v(Q) = Wi (Q) + W2 (Q) + W5(Q).

En la siguiente seccion, aplicaremos las coordenadas de Fujiwara al problema colineal de
tres cuerpos en el plano, con el propoésito de obtener la descomposicion de la velocidad de
Saari en términos de las coordenadas de Fujiwara.



66 CAPITULO 4. COORD. OBTENER COMPONENTES DESC. DE LA VELOCIDAD

4.5.1. Problema colineal de 3-cuerpos en coordenadas de Fujiwara

Sabemos que las coordenadas de Fujiwara solo pueden ser utilizadas en problemas de los
N-cuerpos situados en el plano, lo cual nos permite aplicar éstas al problema colineal de
3-cuerpos en el plano. Anteriormente obtuvimos la descomposicion de la velocidad de Saari
para el problema de tres cuerpos en el plano, sin embargo, ahora nuestro interés es obtener
la descomposicion de la velocidad de dicho problema en términos de las coordenadas de
Fujiwara.

Consideremos nuevamente tres particulas con posiciones qi, gz, q3 y con masas distintas
my, My y M3, respectivamente, las cuales se encuentran colocadas de tal forma que siempre
estdan sobre una linea recta en el plano x-y que pasa por el origen, el cual es el centro de
masa, expresando de nuevo la posicion de estas particulas por

qQq = T'o—I :(x7y70)7
q = afry—ry)=ca(r,y,0) donde «€R,

ademaés, en este anélisis basta considerar las dos primeras posiciones, puesto que la tercera
se encuentra en términos de las dos primeras.

Consideraremos dos casos en este problema:

e El primero caso consiste en suponer que las particulas tienen movimiento de rotacion,
por lo tanto éstas se encuentran girando al rededor de un vector perpendicular al
plano z-y. Ademaés, sabemos que la descomposicion de la velocidad en términos de las
coordenadas de Fujiwara, esta dada por

d oa | d I )
vk:%:\/}ewfod?[%—i-g %—Hc%],

donde
d e~iclo F | dqy 1 dl ¢
—Qt)=— | — — [ = —+1i = _
a O =7 [dt (21 dt“[)q’“]

Para el problema colineal de tres cuerpos en el plano con rotaciéon, podemos escribir el
vector de velocidad del sistema, como sigue

Vi
v = = W3(Q) + Wa(Q) + W1 (Q)

\P]
dQy iQ P e
at 27T

= \/Teicot# —i-\/jeicfot# —i—ﬂeicé#

dQ, iQ P e
dt 2771 I
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Luego, haciendo algunos célculos se llega
I = [m+maa?+mg(a+1)?] (22 + y?),
I = 2[m +mea®+ma(a+1)?] (vi + yy),
c = c3=[m+mea®+mg(a+1)*(xy — yi).
Por lo tanto, obtenemos que las tres componentes de la descomposicién de la velocidad de

Saari, en términos de las coordenadas de Fujiwara para el problema colineal de tres cuerpos
en el plano, con movimiento de rotacién son

v = Wi(Q)+W(Q) + Ws(Q)

. ry—yd TzT+yy
e ] 7242 Ql Cow 2 4y2 Ql
= VIechT ++/Teho T +

- TY—yYT TT+Yy
L=y Q: 224 y? Q:

ar — [(ed +yy) +iley — yo)] H1

Q@ — [(2d +yy) + i(ey — y2)] 225
e El segundo caso consiste en considerar que las particulas no presenta movimiento de
rotacion, por lo cual estan restringidas a permanecer sobre la misma linea recta para

todo tiempo t. Por lo cual, en este caso el momento angular es nulo, ¢ = ¢3 = 0,
obteniendo

Wi(Q) =i VIehTc % =0,

y haciendo que la descomposicion de la velocidad en términos de las coordenadas de Fujiwara
se reduzca a tener

v = Wy(Q)+ Ws(Q)

S Qu Q@ — (2 + yY) =4
= Vil +
g Qo Q2 — (22 + yY) =5

Finalmente, al comparar las expresiones obtenidas para los vectores Wi (Q) y W5(Q), con
las primeras expresiones conseguidas para Wi(q,c) y Wa(q, I), respectivamente, podemos
observar que estas componentes en términos de las coordenadas de Fujiwara contienen préac-
ticamente los mismos términos. Sin embargo, resulta mas complicado hacer comparaciones
con la tercer componente W3(Q) y la conseguida anteriormente para el problema colineal
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de tres cuerpos en el plano, W3, lo cual nos hace ver nuevamente lo complicada que es la
componente dedicada al cambio en la forma de la configuraciéon. Pero nos atrevemos a decir
que la descomposicion de la velocidad en términos de las coordenadas de Fujiwara, permite
obtener resultados similares a los que se pudieran obtener en problemas de los N-cuerpos en
el plano, utilizando la descomposicion de la velocidad original.



CAPITULO b

Aplicaciones

Hasta aqui ya sabemos en que consiste la descomposicion de la velocidad de Saari, y dimos
una nueva forma de clasificar problemas de los N-cuerpos en términos de ésta, también dimos
ejemplos de esta nueva clasificacion y realizamos la descomposicion del correspondiente vector
de velocidad de los tres sistemas uno-dimensionales presentados. Ahora estamos interesados
en usar la descomposicion de la velocidad de Saari, de dos de los sistemas uno-dimensionales
estudiados: el problema romboidal generalizado en rotaciéon y el problema isésceles en ro-
tacion. Usando la descomposicion de la velocidad estudiaremos lo que en fisica se conoce
como el potencial aumentado, lo cual coincidira exactamente con la primer componente de
nuestra descomposicion. Nuestro objetivo es relacionar las constantes de movimiento, inte-
gral de energia total y momento angular con la intencién de analizar aspectos cualitativos
relacionados con el escape de las particulas, haciendo una generalizacién de las regiones de
Hill, para ello utilizaremos algunos de los conceptos ya conocidos y estudiaremos los movi-
mientos que se producen. Entonces, como una aplicaciéon importante de la descomposicion de
la velocidad, encontraremos una relaciéon entre las constantes de movimiento, integral total
y momento angular, obteniendo asi una generalizaciéon de las regiones de Hill.

5.1. Dinadmica del problema romboidal generalizado en
rotacion

Supongamos que las particulas de masa my y my al tiempo ¢, se encuentran a una distancia p;
del origen, y a una distancia py sobre el eje z al origen, respectivamente. Entonces la funcion
potencial dada por la ecuacion (4.7) se puede escribir como

m2 2NmMms m?
-5 >

- LA L — (5.1)
200 (PH+p)'2 0 Sy [ —

69
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Denotemos por ¢ (al mismo tiempo t), al dngulo de inclinacién de la linea recta en el
semiplano z > 0, que contiene a una particula del N-poligono regular y la particula sobre el
eje z (véase la figura 5.1), expresando ‘rj — rk‘ en términos de la posicion de las particulas
sobre el plano z-y, es decir, por la ecuacion (3.2) se tiene que

2m , 27 ,
rj = preap | Joy + 0i Yy Tk = prexp /{:N +0i),
de aqui

It =] = p ‘6(j%)69i — eEW)ebi| = p, ‘e(j%ﬂ) _ (k%)

cos (25) — cos (k) + i (sen (257) — sen (1)) '

= pl\/—Q (cos (%j) cos (%”k‘) + sen (%r]) sen (%k» +2

= pry/=2c08 (B — k) +2 = pry/=2 (1 = 2sen? Z(j — k) +2

= pryfasen? (£ — k) = 2pusen (£ — k).

por lo cual, la funcién potencial toma la forma

1 m3 2Nmyms m
U=— 2 _ 4 + L . o€ (0,7/2). 5.2
p1 \ 2tan¢ sec ¢ kq‘ZSsten (£ — k) (0,7/2) (5.2)

1712
P2 prsecd = y/p? + p3
Yy
@
pr

mi

Figura 5.1: Angulo de inclinacién ¢, del cual se tiene tan ¢ = %.

El 4ngulo ¢ lo consideramos distinto de cero para evitar la colision binaria de las particulas
que se encuentran sobre el eje z, también es importante mencionar que las N particulas en el
plano z-y tampoco presentan colision total, ya que el momento angular es distinto de cero.

Anteriormente usando la descomposicion de la velocidad, observamos que la integral de
energia (v,v) = 2(U + h), puede ser escrita en la forma

M+ + 23 =2(U+h),
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por lo cual, ésta siempre cumple la siguiente desigualdad

20U +h) = A=A+ X2 >0. (5.3)

Por otro lado, sabemos del capitulo anterior que para el problema romboidal generalizado

en rotacion c

(Nmyp?)/?’

por lo cual, la desigualdad (5.3) en este caso toma la forma

>\1:

2

2(U +h) — > 0, (5.4)

mipt
donde el lado izquierdo de esta tltima desigualdad es conocido en fisica como el potencial
aumentado, es decir, el potencial clasico mas la acciéon del momento angular, lo cual coincide
exactamente con la primer componente de nuestra descomposicion de la velocidad, Wy, asi
hemos encontrado una relacion entre las constantes de movimiento; integral de energia total
y momento angular con el escape de particulas, ya que hemos obtenido de la ecuacion (5.4)
una funciéon que se encuentra en términos de las distancias mutuas entre particulas, el nivel
de energia h en el que nos encontremos y el momento angular, es decir, hemos obtenido la
generalizacion de las regiones de Hill, que a diferencia de las regiones de Hill tradicionales, en
las generalizadas se introduce el momento angular como tercer parametro, el cual es necesario
para describir la dindmica del problema, ya que en este sistema las particulas sobre el plano
x-y tienen movimiento de rotacion al rededor del eje z.

Por tanto, la funciéon dada por la ecuacion (5.4) implica tener la siguiente restriccion en
la dinamica del problema romboidal generalizado en rotacion

2

< .
N < AU ) (5.5)

considerando la dindmica de las particulas en la frontera, es decir, ahora estudiaremos la
siguiente igualdad

c2

— = h.
2Nmy p? U+

Sustituyendo la funcién potencial dada por la ecuacion (5.2) en la igualdad anterior, se
obtiene la siguiente expresion

c? 1 m3 2Nmymy Z m?
2sen

—— —— + + , —h=0.
2Nmyip?  p1 | 2tan¢ sec ¢ v (Z(j — k)

Multiplicando por —p? la ecuacién anterior, y nombrando

2
ms; 2Nmyme my
+ + = F(9),
2tan ¢ sec ¢ k<j2<N 2sen (%(j — k)) (@)
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ésta se convierte en un polinomio cuadratico, el cual denotamos de la siguiente manera

c2

Qle‘

P(p1) = hpi + F(¢)p —

De esta forma la desigualdad de la ecuacion (5.5), puede ser escrita como

c’ < F9)
2Nmipt = m

+ h,

con ésta y el polinomio P(p;) analizamos lo que ocurre al tomar valores positivos, negativos
y cero, de la energia h.

(a) Si h > 0, entonces
2

lo cual implica que p; puede tomar los valores
—F(¢) + 1/ F2(9) + 2o
£1 Z oh ) v ¢€ (Oaﬂ-/Q)a

es decir, las particulas de masa m; sobre el plano z-y pueden escapar a infinito, lo
mismo sucede con particulas de masa ms, lo cual se ve de la relacién

pa = p1tan o,

pues si p; y tan¢ con (0,7/2) crecen, asi lo haré py. La grafica de P(p;) en este caso,
es una parabola que abre hacia arriba como se muestra en la figura 5.2 (a).

(b) Si h =0, entonces por la relacion de energia se tiene que p; puede tomar los valores

2

p1 = N F (@) vV ¢e(0,7/2),

es decir, nuevamente las particulas de masa m; sobre el plano z-y pueden escapar a
infinito. De la relaciéon p, = p; tan ¢ si p; — oo o tan ¢ — oo, entonces p, de igual forma
lo hara, por lo tanto las particulas sobre el eje z también pueden escapar a infinito. En
este segundo caso, la grafica de P(p;) es una linea recta, la figura 5.2 (b) muestra la
situacion.

(c) Si h < 0, entonces obtenemos la siguiente desigualdad

2

>0
2Nm1 -

—|hlpt + F(o)pr — (5.6)

lo cual implica que los tnicos valores que p; puede tomar para todo ¢ € (0,7/2), estan
comprendidos entre sus dos raices, es decir, en el siguiente intervalo

—F(¢) + /() = X —F(¢) — /[ F2(¢) - 2

—2|h] ’ —2|h] ’
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entonces el movimiento de las particulas de masa m, es acotado, lo cual significa que
las particulas nunca colisionan entre ellas, y no pueden escapar a infinito. La grafica de
P(p) es una parabola que abre hacia abajo, la figura 5.2 (¢) muestra la situacion.

P(p1) P(p1)

Nz pr /N

- V 2¢%h -C —F(O)+VE —F()-VA
(8) o > F(6)+[F2(0)+ 350 (b) 5y > NPT (C) p1 € { —2[h] T~ —2[R]

2h

Figura 5.2: Graficas de P(p;) del problema romboidal generalizado en rotacion.

Resta saber en el tercer caso, qué es lo que sucede con las particulas que se encuentran
sobre el eje z, ya que aunque p; se encuentra acotada, esto no implica que las particulas de
masa ms no puedan escapar a infinito, para esto analicemos como se comporta la funcion

().

Observemos que

2
My

lim F(o) =00y F(0) = —52%

— 2Nmyms sen ¢,

entonces F(¢) > 0y F'(¢) < 0, es decir, F(¢) es positiva, no tiene puntos criticos y la
pendiente en cada uno de sus puntos es negativa, por lo tanto F'(¢) es decreciente, la inter-
pretacion geométrica se ve en la figura 5.3.

Las particulas sobre el eje z pueden escapar a infinito y podemos calcular el valor de c|h|1/ 2

para el cual el escape de las particulas de masa moy es posible, entonces como el polinomio
de la desigualdad (5.6) tiene raices reales su discriminante debe cumplir

2
_ 2c°|h| >0,
le -

A =F*(¢)

entonces de aqui se tiene la desigualdad

c|h|'? < (Nmy)'2F(¢), ¥ ¢ € (0,7/2),

1/2

luego, notemos que cuando ¢ va de 0 a 7/2, el ultimo valor que c|h|'/# puede alcanzar es

cuando ¢ — 7/2, entonces

2
my

b = (Nm)™ Jim F9) = (Nm)' 3 o e GG R)
i<j<N N
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: B m? :

donde ¢£I7¥1/2 F(¢) = i<jZ§N 2son (5GP’ haciendo
m?
A= (Nmy)'? > !

(o 2sen (£ — k)
se obtienen los siguientes dos casos:

e Sic|h|'? > A, entonces el movimiento de las particulas de masa my es acotado (véase la
figura 5.3), ya que el minimo valor que puede alcanzar c|h|'/? se tiene cuando hacemos
tender ¢ — /2, pues en este andlisis el d&ngulo ¢ no puede ser mayor o igual que /2.

e Si c|h|'/? < A, entonces las particula de masa msy escapan a infinito, (véase la figura

5.3).

clh|/? > A

lim  F(¢)
=T

clh|/2 < A

|
—
2
Figura 5.3: Grafica de F(¢).

Observemos que en los dos casos anteriores el lado izquierdo de las desigualdades corres-
ponde a lo que hemos visto como el limite inferior de la medida configuracional, I'/2U la cual
mide cémo cambia la forma de la configuracion, es decir, 1'/2U esta acotado inferiormente

por c|h|'/? siy solo si IY/? = CTRER

Por lo tanto, como aplicaciéon importante de la descomposiciéon de la velocidad, encontra-

mos una relaciéon entre las constantes de movimiento, integral total y momento angular con
el escape de las particulas del problema romboidal generalizado en rotacion.

5.2. Dinamica del problema isbésceles en rotacion

En lo que sigue, analizaremos la dindmica del problema isosceles en rotacion, para ello su-
pongamos que las particulas que se encuentran rotando al rededor del eje z con masa my
estan a una distancia p; del origen, y sea o la distancia de la particula de masa ms sobre el
eje z al origen.
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Asi la funcion potencial dada por la ecuacion (4.13) toma la forma

2
my 2mima
= — 4+ ——. 5.7
2 (13 + p3)'? (5:1)
Sea ¢ al angulo de inclinacion de la linea recta en el semiplano z > 0, que contiene a
una particula sobre el plano z-y y la particula sobre el eje z de masa my (la interpretacion
geométrica se observa en la figura 5.4) de aqui el potencial de la ecuacion (5.7) se escribe
como
U=—
M1

1 (m_% i 2m1m2
2 sec ¢

) para todo ¢ € [0,7/2). (5.8)

En este caso, el angulo ¢ puede tomar el valor cero, ya que aqui no existe colision binaria,
ademas las particulas sobre el plano z-y tampoco presenta colisiéon, puesto que el momento
angular es distinto de cero.

/12

12 141 SEC P

)
pioom

Figura 5.4: Angulo de inclinacién ¢, del cual se tiene tan p = %

Utilizando la descomposicion de la velocidad del problema isésceles en rotacion, obtenemos
de la integral de energia total la siguiente desigualdad

2(U + h) — A} >0, (5.9)

donde la correspondiente A; para el problema isésceles es

(¢ (¢
)\1: pum

@2mi(a? + )" (2mud)

172’

por lo cual, el lado izquierdo de esta ultima desigualdad es el potencial clasico més la accion
del momento angular, lo cual coincide exactamente con la primer componente de nuestra
descomposicion de la velocidad, W;. Nuevamente tenemos una relacion entre las constantes
de movimiento; integral de energia total y momento angular con el escape de particulas, ya
que la funciéon obtenida en la ecuacion (5.9) se encuentra en términos de las distancias mutuas
entre particulas, el nivel de energia h en el que nos encontremos y el momento angular, es
decir, tenemos la region de Hill generalizada, una herramienta bastante tutil para describir la
dindmica del problema isosceles en rotacion.
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Estudiemos la dindmica de las particulas en la frontera, esto es, consideremos la igualdad

c2

=U + h,
dmy s

donde al sustituir la funcion potencial de la ecuacion (5.8) obtenemos

2 1 22
- — <@+ m1m2) —h=o.
dmapy g\ 2 sec e

Multiplicando por —u? la igualdad anterior y nombrando

m2  2mime
I _l’_ e —

= G(p),

2 sec
ésta toma la forma de un polinomio cuadratico, el cual denotamos de la siguiente forma
2
¢
P =i+ G - —
(11) = by + G(@)m pr—

de aqui la region de Hill generalizada dada por la ecuacion (5.9) puede ser escrita como

2
° - G(y)
dmypg H1
con ayuda de la desigualdad (5.10) y el polinomio P(u,), analizamos lo que puede ocurrir
con la dindmica de las particulas.

+h, (5.10)

(a) Si h > 0, se obtiene la siguiente restriccion para la dindmica de las particulas

2

C
hi; + G(o)pa — 20,

graficamente este polinomio corresponde a una parabola que abre hacia arriba (véase
la figura 5.5 (a)), lo cual implica que p; puede tomar los valores

-G /G2 he?
H1 = ot (<P)+m1’ vV opel0,7/2),
2h
la grafica muestra como las particulas sobre el plano z-y tiene movimiento no acotado,
es decir, éstas pueden escapar a infinito, luego de la relacion s = w1 tan ¢ se obtiene que

la particula de masa my también puede presentar escape al infinito, entonces cuando el
nivel de energia h es positivo, todas las particulas tienen movimiento no acotado.

(b) Si h = 0, es facil obtener que P(u;) es una recta (véase la figura 5.5 (b)) y en este
caso la distancia de las particulas de masa m; al origen estan restringidas a tomar los

valores )

S C

= 4miG(p)’

es decir, las particulas en el plano z-y pueden escapar a infinito. La particula con masa

mg sobre el eje z, también puede escapar, puesto que si p; — 00, de la relacion pu, =

41 tan ¢ se obtiene que py — 00, esto es, las tres particulas pueden tener movimiento
no acotado, cuando el nivel de energia en el que nos encontramos es cero.

V pe (0,7?/2),
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(c) Si el nivel de energia en el que nos encontramos es negativo, h < 0, la desigualdad de
la ecuacion (5.10) se puede escribir como

2

c
— <G — |h|p}
T = (p)pr — [h|pT,
de aqui obtenemos
2
c
—|h|p? + G ——— >0 5.11
|hlpi + G(p) o 20 (5.11)

en este caso la grafica del polinomio P(y) es una parabola que abre hacia abajo (véase
la figura 5.5 (c)), lo cual implica que siempre que A = G*(p) — %?' > 0 la distancia
que pueden tomar las particulas de masa m; al origen, se encuentran en el intervalo
cerrado

~Glp) + VA —G(p) - VA
T —T Y

V pe [O,?T/Q),

es decir, el movimiento de las particulas en el plano x-y es acotado, éstas nunca coli-
sionan entre ellas y tampoco escapan a infinito, entonces de igual forma la distancia al
origen de la masa sobre el eje z permanece acotada, esto es, nunca colisionan con las
otras dos masas y no escapa a infinito.

Plm) P(im)

\\//1/1 ///11 / 1 \

_ (a2 <2h 2 —G(@)+VA —G(p)=VA
(a) s Glo)+ /G2 o)+ S (b) ny > 4'm,1cG(4p) (C) n1 € [ j;w , j;w

2h

Figura 5.5: Graficas de P(uy) del problema isosceles en rotacion.

Para este tltimo caso, es interesante preguntarse si puede haber escape para la masa mso,
intuitivamente si el momento angular es grande entonces la masa mso no presenta escape, de
lo contrario, si el momento angular es pequeno entonces la masa ms podria escapar. Con el
proposito de encontrar para qué casos se puede dar el escape de la particula sobre el eje z,
analizamos la funcién G(p). Para todo ¢ € [0,7/2) la funcién G(p) > 0, la pendiente en
cada uno de sus puntos es negativa, es decir,

G'(p) = —2mimgsen < 0,
tiene un punto critico en ¢ = 0, esto es, G'(0) = 0, luego, se tiene que

G"(p) = —2mymy cos @,
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de aqui que G”(0) = —2mymy < 0, por lo tanto

2
G(O) == % + 2m1m2,
es un méaximo de la funciéon G(p). Ademas, si calculamos el limite de G(¢) cuando ¢ — 7§

se obtiene )
lim G(p) = %

s
Py

Por el analisis anterior, es posible dibujar la grafica de la funcién G(p), la cual se observa
en la figura 5.6.

2
m
=t +2mime

clh|'/? > B

lim G
¢%%(w

clh|*2 < B

wls = ==

¥
Figura 5.6: Grafica de G(y).

Ya hemos dicho que el polinomio dado por la ecuacion (5.11) tiene raices reales positivas,
por lo cual su discriminante A cumple

2
A=cp) -5

my

lo cual implica tener la siguiente desigualdad

c’|nl < mG*(p), Ve [0,7/2),

cuando ¢ va de 0 a 7/2, el minimo valor que c|h|'/? puede alcanzar es cuando ¢ — /2,
entonces
Jhl = my tim, G(5) = "1
=m; lim = —
! /2 r 4

Hemos encontrado el valor de c?|h| para el cual el escape de la particula sobre el eje z es
posible, haciendo B = mTi se obtienen los siguientes dos casos:

e Si c?|h| < B entonces la masa my escapa a infinito, (véase figura 5.6).

e Si c?|h| > B entonces la particula sobre el eje z tiene movimiento acotado como se
puede ver en la figura 5.6, lo cual se debe a que el minimo valor que puede alcanzar
c|h|'/? se tiene cuando hacemos tender ¢ — 7/2, ya que el &ngulo ¢ no puede ser mayor
o igual que /2.
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En particular, hemos obtenido las condiciones necesarias para poder tener escapes de
la masa ms, cuando la energia es negativa. Notemos nuevamente, que el lado izquierdo de
las desigualdades de los casos anteriores, corresponde a lo que hemos estudiado como el
limite inferior de la medida configuracional, IU?, la cual mide como cambia la forma de la
configuracion.

Para concluir con este capitulo, es importante mencionar que como aplicacién importante
de la descomposicién de la velocidad, encontramos una relaciéon entre las constantes de movi-
miento, integral total y momento angular con el escape de particulas del problema romboidal
generalizado en rotacion y el problema isésceles en rotacion.
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CAPITULO 6

Conclusiones y perspectivas

Conclusiones

En este trabajo se realizé un estudio de la descomposicion de la velocidad total de un sistema
de N-particulas moviéndose bajo sus atracciones gravitacionales, la cual denominamos como
la descomposicion de la velocidad de Saari. Primero se abordaron conceptos y resultados ya
conocidos del problema de los N-cuerpos (capitulo 1), tales como las integrales primeras,
momento angular y momento de inercia. En particular, se estudiaron las regiones de Hill, y
se observo que éstas permiten clasificar de manera clara ciertos movimientos en el espacio
de configuraciones, es decir, las regiones de Hill clasifican las soluciones en acotadas o no
acotadas en términos de la distancia entre las particulas y el nivel de energia en el que nos
encontremos. En este trabajo describimos que un cambio configuracional en el problema de
los N-cuerpos se debe entender como un cambio en la forma (deformacion) que no contempla
homotecias o rotaciones de ningtn tipo. Mediante propiedades de funciones homogéneas,
obtuvimos una funcién homogénea de grado cero, IU?, la cual resulté ser invariante ante
homotecias y rotaciones, lo cual permiti6é establecer que esta funciéon homogénea de grado
cero mide como la forma de la configuracion esta cambiando.

Se obtuvo la desigualdad de Sundman, la cual conecta los conceptos de energia cinética,
momento de inercia y momento angular, de la siguiente manera

f2
T + 2 <IT.

Con ayuda de ésta encontramos una restriccion de los valores posibles que puede tomar
la medida configuracional, JU?. Dicha restriccién se estudio para valores de energia h < 0
que resulta ser el caso mas interesante, obteniendo que la funcién que mide el cambio de la

81
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forma en la configuracion de las particulas, estd acotada inferiormente por el minimo c?|hl,
es decir, para cualquier problema de los N-cuerpos y h < 0 se cumple

A|h| < IU2

Después de esto estudiamos las configuraciones centrales y vimos que la principal aporta-
cion de ellas, es que generan las tnicas soluciones explicitas del problema de los N-cuerpos,
las soluciones homogréaficas, para las cuales existen dos casos limite: las soluciones homotéti-
cas, aquellas que permiten que las particulas cambien el tamano en la escala preservando al
mismo tiempo la configuracion, pero sin rotacion de ningin tipo; y los equilibrios relativos,
en las cuales las distancias entre todos los cuerpos permanecen fijas por lo que las particulas
giran sin que haya cambio en la escala. Demostramos que una configuraciéon central es un
punto critico de la funcién que mide como cambia la forma de la configuracion.

Posteriormente el estudio se extendié al objetivo fundamental de este trabajo, la descom-
posicion de la velocidad de Saari (capitulo 2), donde se dio el planteamiento geométrico que
dio origen a la idea de descomponer ortogonalmente la velocidad total del sistema, después
para obtener una representacion de la descomposicion de la velocidad realizamos proyecciones
del vector v con respecto a un producto interno, el cual ademas permitié escribir en forma
compacta el momento de inercia y las integrales de movimiento, observamos que la i-ésima
componente del momento angular es la proyeccion (componente) de v a lo largo de la linea
que contiene al vector E; X r es una constante, fue asi como iniciamos la descomposicion de
la velocidad del sistema obteniendo los vectores, W; : velocidad rotacional, W5 : velocidad
escalar y W3 : velocidad configuracional.

Al estudiar el comportamiento de cada una de ellas obtuvimos:

e La componente de la velocidad, W7, esta determinada de manera tnica por el momento
angular ¢; = (E; x r,v) y la base {E; x r}?_, , de la forma

3
E; xr
Wy = E Si
- |Ez X I'|
=1

Cq

donde s; = B, o] estd relacionado con la i-ésima componente del momento angular.
Ademés el espacio tangente, S, (r) = T(M(r)) define un subespacio de T,.(R?)V~! el
cual sirve como hogar para las componentes del vector de velocidad del sistema que
definen la rotacion del cuerpo rigido, y su dim (S,.(r)) = 3, por lo cual, concluimos
que Wi vive en un subespacio de dimensién tres.

e La velocidad escalar, W5, representa el cambio en el tamano del sistema, esto es, la
forma de la configuraciéon nunca cambia solamente su escala, y mostramos que esta
dada por la razoén de cambio en el tamano de r en la direccién de un vector unitario,

d r
W, = (@ |r\) =
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Al estudiar el comportamiento de % |r| pudimos ver que ésta, es la proyeccion de v a

lo largo del subespacio Sg.q(r) = {tﬁ te ]R}, por lo tanto

r r
Wscal = <mav> ma

y por lo cual W5 siempre vive en un subespacio de dimension uno. Ademas, nos dimos
cuenta que esta segunda componente de la velocidad, se encuentra relacionada con la
razoén de cambio con respecto al tiempo del momento de inercia, I, de la siguiente
manera

‘N'

r

WQ(F,I) =

S

[

2

e Obtuvimos que la velocidad configuracional, es el subespacio final, Seo,f(r), que con-
siste en esas componentes de la velocidad que cambian la forma de la configuracion
r. Matematicamente, S.,,;(r) es el complemento ortogonal en T,.(R*)N~! del espacio
generado por S,y (r) y Ssear(r), v la definimos por la relacion

Wconf =V - (Wl + W2)

Determinamos que la dimension del tercer subespacio Seo s, en el cual vive el vector W,
tiene una dimension generalmente bastante grande; ya que un recuento de dimensiones
nos hizo obtener que la dimensiéon de este subespacio es

dim(Seons) = 3N — 7.

Vimos que la funcién homogénea de grado cero, IU?, la cual mide el cambio en la forma
de la configuracion, mide a Ws, por lo que si IU? = 0 entonces Wy = 0.

En conclusion, descompusimos la velocidad v ortogonalmente con respecto a un pro-
ducto interior ( , ) como v = W + W5 4+ Ws. La primer componente, W; es tangente a
la subvariedad M(r), que representa la totalidad de los movimientos de rotacion de las
particulas vistas como un cuerpo rigido, es decir, W es la componente de v que esta en
el espacio tangente de la subvariedad de rotaciones del cuerpo rigido, 7,(M(r)). Para
encontrar una representacion de W,..;, proyectamos v sobre 7T,(M(r)) donde la proyec-
cion es con respecto al producto interno ( , ). La segunda componente, Wy captura los
componentes de la velocidad que estdn cambiando el tamano de la configuracion y la

cual esta en la direcciéon del vector unitario ﬁ Dado que este vector es ortogonal a la

subvariedad M(r), es obvio que W; y W, son vectores ortogonales. La tltima compo-
nente W3 esta dada por W3 = v — (W; + W,). De acuerdo con la construccion, estos
tres vectores son ortogonales entre si. Ademas, W3 es tangente a M(r), y ésta es la
componente de la velocidad que cambia la forma de la configuracion.

Una vez estudiada la descomposicion de la velocidad de Saari, el primer problema que
nos vino a la mente para obtener la descomposicion ortogonal del vector de velocidad del
sistema, fue el problema de los 2-cuerpos, obteniendo que dicha descomposicién es de la forma:
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v = W+ Ws, es decir, la componente de la velocidad que cambia la forma de la configuracion
es cero, W3 = 0, lo cual indica que las particulas presentan tinicamente movimientos rotaciéon
como cuerpos rigidos y movimientos homotéticos.

Utilizando la descomposicion de la velocidad, dimos una nueva clasificaciéon para proble-
mas de los N-cuerpos (capitulo 3), dicha clasificacion se basa en la dindmica de las particulas,
y no en el nimero de particulas que se estén considerando. Para iniciar con la clasificacion
definimos problemas de los N-cuerpos cero-dimensional, los cuales estan donde W3 =0, y lo
cual nos llevo a tener la siguiente expresion para la descomposicion de la velocidad

V:WI_I_WQ)

obteniendo dos importantes casos particulares:

(a) Si W; # 0y Wy =0 entonces tenemos soluciones en equilibrios relativos.

(b) Si Wy =0y W, # 0 entonces las soluciones son homotéticas.

De lo cual concluimos, que si W; # 0y Wy # 0 entonces obviamente obtenemos las
soluciones homograficas. Justificamos que nuestra definiciéon de problema cero-dimensional,
tiene que ver con que las soluciones encontradas por Euler y Lagrange, son ejemplos de
soluciones homograficas, y fueron las primeras soluciones del problema de los tres cuerpos, y
que en cierto sentido son las 6rbitas naturales méas faciles de describir. Otro ejemplo fue el
problema de los dos cuerpos, el cual vimos en el capitulo dos, que éste también cumple con
ser un sistema cero-dimensional, puesto que W3 = 0, implicando que las soluciones mantienen
la configuracion central de los dos cuerpos durante toda la evolucion del sistema.

Con el propoésito de continuar con la clasificacion de problemas de los N-cuerpos, y co-
mo una aportacion de este trabajo se dio la definiciéon de problemas de los N-cuerpos uno-
dimensional, aqui W3 debe ser distinto de cero y el centro de masa juega un papel importante
cuando dividimos en dos ctimulos el sistema de particulas. Dimos tres ejemplos de sistemas
uno-dimensionales: problema romboidal generalizado en rotaciéon, problema isoésceles en ro-
tacion y el problema colineal de 3-cuerpos en el plano.

Obtuvimos explicitamente las tres componentes de la descomposicion de la velocidad
de Saari para cada uno de los sistemas uno-dimensional (capitulo 4), para esto, obtuvimos
diferentes sistemas coordenados para encontrar una representacion de las tres componentes
de la descomposiciéon. Encontrar la descomposicion del vector de velocidad del problema
romboidal generalizado en rotacion, la del problema isosceles en rotacion y la del problema
colineal de 3-cuerpos en el plano, las cuales son otra aportacion de este trabajo.

Introdujimos las coordenadas de Fujiwara como nuevas coordenadas para problemas de
los N-cuerpos en el plano, mostramos que el momento angular en términos de coordenadas
de Fujiwara es cero, y que el momento de inercia en términos de las mismas es constante,
ademéas pudimos ver que las coordenadas de Fujiwara son independientes tanto del tamano
del sistema como del momento angular, lo cual nos sugiri6 que la evoluciéon de sistemas
de particulas expresado en coordenadas de Fujiwara, describe el cambio en la forma de la
configuracion dada por las variables originales. Probamos que una solucién en el plano es
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homografica si y so6lo si la derivada con respecto al tiempo de las coordenadas de Fujiwara es
nula.

Al estudiar la forma de las tres componentes de la velocidad en términos de las coordena-
das de Fujiwara, nos dimos cuenta que las coordenadas de Fujiwara estan relacionadas con
la descomposicion de la velocidad de Saari. Como otra aportacion de este trabajo aplicamos
los resultados obtenidos al problema colineal de 3-cuerpos en el plano, dividiendo el anélisis
en dos casos: el primero fue considerado movimiento de rotaciéon en las particulas y en el
segundo supusimos que las particulas en configuraciéon colineal permanecian sin movimien-
to de rotacion. Observamos que los resultados que se obtuvieron en ambos casos contenian
términos semejantes a los encontrados con la descomposicion de la velocidad de Saari para
el problema colineal de 3-cuerpos en el plano (capitulo 3), lo cual nos hizo pensar que la
descomposicion de la velocidad en términos de las coordenadas de Fujiwara, permite obtener
resultados similares a los que se pudieran obtener en problemas de los N-cuerpos en el plano,
con la descomposicion de la velocidad de Saari original.

Nos dimos cuenta que aplicar la descomposicion de la velocidad de Saari a problemas de
los N-cuerpos permitia estudiar su dindmica (capitulo 5), ya que utilizando la integral de
energia total junto con la descomposicion de la velocidad, obtuvimos la generalizacion de las
regiones de Hill,

2U +h) — N2> 0,

con éstas trabajamos la dindmica de las particulas en la frontera del problema romboidal
generalizado en rotaciéon y del problema isésceles en rotacion, obteniendo en qué casos los
movimientos de las particulas presentan escapes; en particular estudiamos para qué valores
de c|h|'/? las particulas escapan.

Las aportaciones de este trabajo se pueden resumir en tres: la introduccion de la descom-
posicion de la velocidad total de Saari a problemas de los N-cuerpos, una nueva clasificacion
de problemas de los N-cuerpos en términos de la descomposicion de la velocidad de Saari, y
la obtencion de las regiones de Hill generalizas, las cuales permiten obtener en que casos los
movimientos de las particulas presentan escapes.

Perspectivas

Finalmente, mencionaremos que el trabajo realizado en esta tesis da inicio a estudios mas
profundos de la descomposicion de la velocidad de Saari. Las posibilidades de trabajo futuro
son buenas, por ejemplo:

e Continuar clasificando problemas de los N-cuerpos en términos de la descomposicion de
la velocidad, es decir, poder definir sistemas dos-dimensional, tres-dimensional, etcétera,
lo cual es un reto.

e Estudiar lo que sucede con la dindmica de las particulas al tomar la desigualdad

2(U +h) — A2 >0,
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de la cual tenemos una funciéon en términos de las distancias mutuas entre las particulas,
el nivel de energia en el que nos encontremos y la razéon de cambio en el tamano del

sistema (7).
Otra posibilidad es estudiar la desigualdad
20U +h) — (M +23) >0,

para conocer los movimiento que se producen, y creemos que ésta proporcionara infor-
macion muy valiosa sobre la dindmica de las particulas, ya que con esta desigualdad
tenemos una funcién en términos de las distancias mutuas entre las particulas, el nivel
de energia en el que nos encontremos, el momento angular y la razén de cambio en el
tamano del sistema.

Por tltimo, también nos gustaria poder hablar con toda claridad de sistemas /N-
dimensional.

En conclusion, el estudio de la descomposicion de la velocidad de Saari ofrece atin mu-

chas preguntas, y sobre todo, en el empleo de técnicas que pueden llevar a entender mejor la
dindmica tan complicada de los problemas clasicos, por esto mismo el desarrollo de este tra-
bajo puede pensarse como una buena introduccion a las caracteristicas de la descomposicion
de la velocidad del sistema y dejar en firme los conceptos que son necesarios para estudios
posteriores que permitan continuar clasificando problemas de los N-cuerpos en términos de
las componentes del vector de velocidad del sistema.
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