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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis se esflldjall procesos de Markov controlados en espacios de Borel, con custus no
acotados y criterios de optimalidad no-descontados. Los resultados que se presentan son una
recopilacién de los articulos [38], |57], [77] y |79].

Los criterios no-descontados pueden definirse de miltiples maneras, pero nuestro estudio
estd dirigido hacia aquellos que proporcionan informacion sobre la tasa de crecimiento de los
costos esperados en horizonte finito cuando éste crece arbitrariamente. Entre estos criterios, en
un extremo del espectro, se incliyen el criterio en coslo promedio (esperado) que es el menos
sensible al crecimiento de los costos esperados en horizonte finito y, en el otro, la nocién excesi-
vamente selectiva de polilicas dominanies (strong overtaking optimal policies) introducida por
Ramsey |60]. Entre estos criterios se encuentran la nocion de polilicas dominantes (overtaking
optimal or catching-up policies) de Gale [26] y von Weiszicker |81], el coslo de oportunidad (
opportunity cost) y el criterio en costo promedio de Ilynn |25, el crilerio de Dulla |21], la
oplimalidad en sesgo (bias optimality) de Veinott [80], y la nocion de soluciones de la Iicuacion
de Optimalidad en Costo Promedio o lernas candnicas (canonical triplets) en la lerminologia
de Yushkevich |82]). En este trabajo se presentan condiciones para la existencia de politicas
estacionarias 6ptimas para estos criterios y se discuten algunas relaciones entre los mismos.
También se efectiia un andlisis por trayectorias del criterio en costo promedio. La aplicabilidad
de los resultados obtenidos se ilustran con problemas de control en sistemas de inventarios.

En el Capitulo 2, ademés de introducir los elementos bdsicos que se requieren para plantear

un problema de control éptimo (el modelo de control, el conjunto de politicas de control ad-
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misibles, los indices de funcionamiento y criterios de optimalidad), se presenta una discusién
breve, pero panoramica, de los distintos problemas de control en los que estamos interesados.

Para el criterio en costo promedio (esperado), sin duda alguna el mds estudiado entre los
criterios mencionados previamente, se han desarrollado varios enfoques como el enfoque de
Aprozimaciones por Problemas Descontados, el Algorilmo de Iteracion de Valores, el Algoritme
de [teracion de Politicas, Programacidn Lineal, Andlisis Convezxo, Fnfoque Ifrgédico, entre otros
( ver [3], [6], [7], {10], [20], [30], [34], [59], v sus referencias). Sin embargo, la mayor parte de la
literatura se concentra en el caso de espacios discretos o espacios de Borel y costos acolados,
excepto para el enfoque de Aprozimaciones por Problemas Desconlados (APD), cuyo origen se
remonta a Blackwell [9] y que en afios recientes se ha extendido a contextos bastante generales
( espacios de Borel, costos no acotados, condiciones de comtinuidad y compacidad muy débiles;
ver, por ejemplo, [34], [54], [66]). En el Capitulo 3, basandonos en |79], presentamos una
variante mas del APD que extiende algunos trabajos previos y la cual nos permite resolver
explicitamente el problema en costo promedio para un sistema de inventarios con controles no
acotados que no se habia incluido en la literatura.

Otra forma de abordar el problema en costo promedio es imponiendo condiciones que garan-
ticen que los procesos controlados tienen buenas propiedades de estabilidad ( recurrencia o er-
godicidad). Uno de los procedimientos mas importantes para conseguir este tipo de propiedades
es el de las funciones de Lyapunov ([17), (28], [36], [38] [40]). En el Capitulo 4, se introduce
una condicién del tipo Lyepunov vy se demuestra, bajo condiciones usuales de continuidad v
compacidad, la existencia de una solucién de la Ecuacion de Optimalidad en Costo Promedio y
la existencia de una politica estacionaria Flynn-6ptima, entre otros resultados. Lo anterior se
demuestra en dos etapas: en la primera, se usa el enfoque APD para garantizar la existencia de
una politica éptima en costo promedio en la clase de las politicas estacionarias y, en la segunda
etapa, se usa el Algortimo de Iteracién de Politicas para obtener una solucién de la EOCP,
con la caracteristca de que la politica de “inicializacién” es optima en la clase de las politicas
estacionarias. Con este procedimiento se evita el uso del Teorema de Arzela-Ascoli, el cual
requiere de condiciones de continuidad muy restrictvas sobre la funcién de costo por etapa y la
ley de transicion del sistema. Ademads, se ilustra como verificar la condicién de Lyapunov con

un ejemplo de inventarios. En el Capitulo 5, usando las mismas condiciones del Capitulo 4, se



demuestra que existe una politica éptima en el sentido de Dutta en la clase de las politicas esta-
cionarias, y que esto es equivalente a cada una de las siguientes afirmaciones cuando el andlisis
se restringe a la clase de las politicas estacionarias: a) la politica es dominante; b) la politica es
6ptima en costo de oportunidad; ¢) la politica es éptima en sesgo. Los ejemplos proporcionados
en |11] y [57] muestran que los resultados anteriores no se ezlienden a la clase de todas las
politicas si no se imponen condiciones adicionales a las de estabilidad. Los resultados de los
Capitulos 4 y 5 se tomaron de [38] y [57].

En Capitulo 6 se retoma el estudio de los problemas en costo promedio, pero ahora se
realiza un andlisis por trayectorias. Los trabajos en los cuales se realiza un andlisis de este tipo
son escasos y se restringen al caso de espacios discretos o de Borel pero considerando costos
acotados, bajo condiciones de recurrencia o ergodicidad bastante fuertes ( [3|, [47], [15]). En
este capitulo se presentan los resultados desarrollados en [77] sobre la existencia de politicas
estacionarias éptimas en costo promedio por trayectorias para el caso de espacios de Borel y
costos estrictamente no-acotados, bajo hipétesis de continuidad débil y recurrencia de Harris.
De nuevo, los resultados principales se ilustran con problemas de inventarios y, en un caso
espécifico, se exhibe una politica estacionaria 6ptima en costo promedio por trayectorias.

En los Apéndices se reunen algunas definiciones y resultados que se usan a lo largo de este

trabajo con el dnimo de facilitar la lectura.

1.1 Notacidén y terminologia

Para un espacio topolégico (X, 7'), usaremos la siguiente notacién:

B(X) es la o—algebra de Borel de X, es decir, la minima ¢—algebra que contiene a 7, y

a sus elementos les llamaremos conjuntos de Borel.

e X es un espacio de Borel si es un conjunto de Borel de un espacio métrico separable y

completo.

M(X) es la clase de las funciones (Borel-) medibles u : X — R.

My(X)={uve M(X):u>0}.



L(X) es la clase de las funciones u : X — R semicontinuas inferiormente y acotadas por

abajo.

Co(X) es el espacio vectorial formado por las funciones u : X — R continuas acotadas
dotado con la norma del supremo, es decir, para cada u € Cu(X), se define ||u}| :=

sup,, [u(z)|.
M,(X) denota la clase de las funciones u : X — R, medibles y acotadas.

Si d es una métrica en X consistente con la topologia 7, entonces U;(X) denotara espacio

de las funciones uniformemente continuas con respecto a la métrica d y la topologia relativa

del espacio de Banach C,(X).



Capitulo 2

Procesos de Markov Controlados

2.1 Introduccion

2.2 Modclos de control markovianos
2.3 Politicas de control adinisibles
2.4 Indices de funcionamiento

2.4.1 Problemas de control en horizonte finito
2.4.2 Problemas de control en horizonte infinito: criterios en costo promedio
2.4.3 Problemas de control en horizontce infinito: criterios sensibles al horizonte

de planeacion

2.1 Introduccién

Para la formulacion de un problema de conlrol dptimo (PCO) deterministico o estocdstico se
requieren tres elementos: (a) un modelo de control; (b) un conjunto de politicas de control
admisibles; (¢) un indice de funcionamiento. El objetivo en este capitulo es, por una parte,
presentar estos elementos e introducir la notacién y terminologia que usaremos, y por otra,
discutir de forma general los distintos indices de funcionamientos que seran estudiados en este

trabajo.



2.2 Modelos de control markoviano

Definicién 2.2.1. Un modelo de control markoviano (MCM) consta de los objetos (X, A, { A(z) :
z € A(2)},Q,C), donde:

(a) X representa el espacio (o conjunto) de estados posibles del sistema;

(b) A representa el espacio (o conjunto) de coniroles disponibles para modificar el compor-

tamiento del sistema.
Suponemos que los conjuntos X y A son espacios de Borel, es decir, subconjuntos de Borel
(no vacios) de espacios métricos separables y completos.

(c) Para cada estado ¢ € X, A(z) es un subconjunto de A y representa el conjunto de conlroles

admaisibles para el estado x. Al conjunto

K:={(x,a):x € X,a € Ax)},

se le llama conjunio de pares admisibles; suponemos que pertenece a la o-algebra de Borel del

producto cartesiano X X A y que contiene la grifica de una funcion medible f: X — A.

(d) Q representa la ley de cvolucion del sistema y es una probabilidad de transicion sobre X

dado K, es decir, satisface las siguientes propiedades:
(d.1) Q(-|x,a) es una medida de probabilidad en X para cada (z,a) € K;
(d.2) Q(B]-,-) es una funcién medible en K para cada B € B5(X).
(e) C es una funcion medible definida en K y representa la funcién de costo por clapa.

Un modelo de conlrol markoviano (MCM) es la representacion de un sistema estocastico
que es observado y sujeto a control en un conjunto discreto de tiempos, que sin pérdida de
generalidad tomaremos como el conjunto de los enteros no-negativos Ny. Denotaremos por @,
al estado del sistema y por a, al control aplicado, en ambos casos en el tiempo ¢; nos referiremos
a zg como el estado inicial del sistema. El problema de control dplimo consiste en modificar o
influir sobre el comportamiento del proceso de estados {x;} por medio de selecciones adecuadas
del proceso de control {a,}, de manera que dicho comportamiento sea éptimo de acuerdo a
uno o mas criterios. Heuristicamente, podemos pensar que el proceso de control se efectiia

secuencialmente de la siguiente forma. Supongamos que en el tiempo ¢ se observa al sistema en
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el estado z € X, es decir, z¢ = z; entonces, si se aplica el control a; = a € A(z), se genera un
costo C(z,a) y el sistema visitard un nuevo estado en el tiempo t + 1 de acuerdo a la medida

(o distribucién) de probabilidad Q(-|z, a), es decir,

Q(QIH.] € let =z,q; = a) = Pr[:z;t“ € Bl(b’g =I,a; = a].

Una vez observado el nuevo estado del sistema, digamos z;,; = ' € X, se elige un control
ar41 = @’ € A(2') con un costo C(2/,d’) y se repite el proceso anterior hasta cierto tiempo
finito N o indefinidamente. Si el proceso de observacién/control termina en un tiempo finito
N, se dice que el problema de control es en horizonte finito y a N se le llama horizonie de
planeacién; por el contrario, si el proceso de observacién/control se repite indefinidamente se

habla de un problema de control en horizonle infinilo.

2.3 Politicas de control admisibles

Considere los conjuntos

H() = X

H = K'xX, (eN={L2}.

Observe que para cada { € Ny, el conjunto H; contiene todas las formas posibles en que el
sistema puede evolucionar hasta el tiempo ¢, razén por la cual le llamaremos el espacio de las
t-hislorias y a sus elementos, denotados genéricamente por hy, serén referidos como (-historias;
mas explicitamente, cada {-historia es un vector de la forma hy = (2o, a0, %1,a1," Ty, a1, 1),
donde ay, € A(z;) para k=0,1,...,¢t— 1.

En la definicién de las politicas de control admisibles se hard uso de la notacién y termi-

nologia que se introduce a continuacién

Decfinicién 2.3.1(a) Por @ denotaremos a la clase de las probabilidades de transicién ¢ sobre
A dado X, que satisfacen la restriccién o(A(x)|z) = 1 para cada z € X

(b) Un selector o funcién de decision es una funcién medible [ : X — A, tal que f(z) €



A(z), Yz € X. Denotaremos por F a la familia de los selectores.

Puesto que a cada selector f € F le podemos asociar un elemento de ®, a saber, ¢, (B|z) :=
1s(f(z)), z € X, B € B(A), consideraremos que F C &.
Definicién 2.3.2(a) Una politica de control (admisible) es una sucesién m = {m,} tal que, para

cada ¢, m; es una probabilidad de transicién sobre A dado H; que satisface la restriccién

ﬂ't(A(.’EL)Iht) =1 Vht & HL-

(b) Una politica de control m = {n;} se dice que es delerminista si para cada { existe una
funcién medible f; : Hy — A tal que 7 (Clh) = Ic(fi(hy)), VC € B(A) y h, € H;, donde I¢ es

la funcién indicadora del conjunto C.

(c) Una politicaw = {m,} se dice que es markoviana si existe una sucesion { f;} C F, tal que para

cada t, my(+|h;) estd concentrada en fi(z), es decir, m(Clhy) = Io(fi(z)),YC € B(A), b, € Hy.

La familia de todas las politicas de control admisibles serd denotada por II, mientras que
las subclases de las politicas deterministas y markovianas se denotardn por Ilp y I, repecti-
vamente. De acuerdo a las definiciones anteriores se tiene que I1,; C IT,, C 1.

Para los problemas de control en horizonte infinito es importante considerar dos subclases
mds de politicas, a saber, las subclases constituidas por las polilicas relajadas (o estacionarias
aleatorizadas) y la clase de las politicas estacionarias (deterministas), que a continuacién se
definen.

Definicién 2.3.3. Sea w = {m,} € II una politica de control. Diremos que 7 es una politica:

(a) relajada o estacionaria alcatorizada si existe ¢ € @ tal que m(-|In) = ¢(|z;) Vh, € H, y
L € Nyg;
(b) estacionaria (determinista) si existe f € F tal que m(-|) estd concentrada en f(z;), es
decir, 7,(C|h) = Yc(f(z,)) VC € B(A), hy € Hy y | € Ny.

Observe que cada elemento ¢ en ® define una politica relajada y viceversa; de manera que
abusando un poco de la notacién identificaremos a ¢ con tal politica y nos referirnos a ¢ como
la clase de las politicas relajadas (o estacionarias aleatorizadas). De manera similar, a la familia

de los selectores F la identificaremos con la clase de las politicas estacionarias. Es claro que

FC .
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Observacion 2.3.4. Del Teorema de Ionescu-Tulcea ([1], Teorema 2.7.2, p.109), tenemos que
para cada politica m € II y cada medida v € P(X) existe una medida de probabilidad PT
definida sobre el espacio candnico (€2, F), donde © = (X x A)® y F es la 0 —algebra producto
correspondiente, que satisface las siguientes propiedades para cada t € Ng:

(a)PTzo € B] = v(B) VB € B(X);

(b) Pl [ar € Clhy] = me(Clhe) VC € B(A);

(c) Pl [ze41 € Blhy, ar) = Q(Blzt, a:) VB € B(X).

La esperanza con respecto a la medidad de probabilidad F) serd denotada por E. En
concordancia con la propiedad (a), nos referiremos a v como la distribucidén inicial del proceso
controlado; si la medida v esta concentrada en un estado inicial g = z € X, es decir, v(3) :=
Ip(z), B € B(X), entonces en lugar de P} (F]) escribiremos )7 (T, respectivamente).

Cuando 7 = ¢ € ® es una politica relajada, de las propiedades (a)-(c) se puede deducir que
el proceso de estados {z;} es un proceso de Markov con espacios de estados X y probabilidad

de transiciéon dada por

Q(Blz,p) = ./A Q(B|z,a)p(da|z), =€ X,B € B(X),

y distribucién inicial v. Debido a esta propiedad, y por extensién, cuando se usa cualquier
politica = € II, se dice que el proceso (2, F, ), {x;}) es un proceso de Markov conlrolado

(PMC).

2.4 Indices de funcionamiento

Una vez especificados el modelo de control y el conjunto de politicas de control admisibles,
para plantear un problema de control dptimo (PCO) sélo hace falta especificar el indice de
Juncionamiento o funcidn objelivo mediante el cual se evaluaran los comportamientos posi-
bles del sistema estocdstico inducidos por la aplicaciéon de las diferentes politicas de control.

Generalmente, el indice de funcionamiento es una funcién

I:TITxX - R,

11



y la funcién de valor éptimo correspondiente se define como
I'(z) = ;2{] I(m,z), ze€X.
Entonces, el PCO consite en encontrar una politica 7* € II tal que
I"(z) = I(z*,z) V€ X,

en cuyo caso se dice que 7* es ¢plima con respecto al indice J.

Los problemas de control éptimo pueden ser clasificados de muchas formas, las cuales gen-
eralmente dependen de aquellos aspectos del problema que se desean destacar. Por ejemplo, una
primera clasificacién que se hace en la literatura se refiere al tipo de espacios de estados, el cual
puede ser discreto (es decir, un conjunto finito o infinito mumerable) o un espacio de Borel (es
decir, subconjunto de Borel de un espacio métrico separable y completo). Otra posibilidad con-
siste en clasificar los problemas de control de acuerdo al horizonte de plancacidn, el cual puede
ser finito ( es decir, el proceso de observacion y control termina en un niimero finito de etapas)
o infinito ( es decir, el proceso de observacion y control se repite indefinidamente). A su vez, los
problemas en horizonte infinito se clasifican como descontados o no descontados, dependiendo
si el indice de funcionamiento en cuestién incluye o no un factor de descuento, respectivamente.
Para los problemas en horizonte infinito, desde el punto de vista técnico, también es importante
saber si la funcién de costo por etapa es acotada o no, lo que permite hablar de problemas con
costos acolados o con costos no acolados. En [30], |34] y [74] se proporcionan clasificaciones
muy completas de los problemas de control.

Especificamente, nuestro trabajo esta dirigido hacia el estudio de problemas de control
6ptimo en horizonte infinito, espacios de Borel, con indices de funcionamicnio no desconlados
y coslos no acotados.

En lo que resta de esta seccidn, introduciremos los indices de funcionamiento de interés y,

en paralelo se discutird brevemente la problemadtica asociada a dichos indices.
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2.4.1 Problemas de control en horizonte finito

El costo (esperado) en N-etapas, N > 1, cuando se aplica la politica = € II, dado que el estado

inicial es g = = € X, se define como

N-1
In(m,x) = Ef Y Clay,ar), (2.1)

t=0

y la funcion de costo éptimo en N-etapas por

Jy(x) = irellfl In(m,z) mell,z e X. (2.2)
T

El problema de control éptimo (PCO) en N-etapas consiste en encontrar una politica 7n* € II

que satisfaga

Jn(z) = JIn(n*,z) Ve X. (2.3)

A las politicas que satisfacen la relacién (2.3) les llamaremos politicas éptimas en N-etapas, o
brevemente, N-dplimas.

El Algoritmo de Programacién Dindmica (6], [30], [34], [59]) garantiza la existencia de
politicas éptimas para el problema (2.1)-(2.3) bajo condiciones muy generales y proporciona
caracterizaciones de las mismas; ademds, nos provee de un procedimiento secuencial para la
determinacién tanto de las funciones de costo éptimo como de las politicas dptimas.

Desde el punto de vista analitico el Algoritmo de Programacién Dindmica proporciona una
solucién completa del PCO en horizonte finito, pero desde el punto de vista practico surgen
algunos problemas. Por ejemplo, las funciones de costo éptimo Jy(-), NV € N, generalmente no
pueden obtenerse explicitamente— lo cual dificulta la determinacién de las politicas éptimas—
o si es posible, se requiere de un gran esfuerzo “computacional” que se acentiia conforme crece
el horizonte de planeacién. Sin embargo, cuando el horizonte de planeacién es suficientemente
grande, es factible “aproximar” el PCO en horizonte finito por problemas en horizonte infinito.
Una segunda motivacién par= el estudio de los problemas en horizonte infinito se debe a que
en algunas aplicaciones no es posible especificar a priori el horizonte de planeacion y no existe

una preferencia por optimizar a “corto plazo”—por ejemplo, en control en sistemas de espera
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o redes. de comunicaciones ([22], [59)], [73]).

Para los problemas descontados en horizonte infinito existe un significado muy especifico:
en cada etapa de control o decisién, el costo generado en el proceso de control es “actualizado”
por medio de un factor de descuento a € (0,1), y el problema de control consiste en minimizar
el valor esperado de la suma de los costos descontados sobre la clase de todas las politicas
admisibles. Esto es, el coslo a-desconlado generado por el uso de la politica = € I1, dado que

el estado inicial es zp = z € X, estd dado por

o
Va(m,xz) = F7 Za‘C(:L't,at) mell,z € X, (2.4)
(-0
mientras que la funciéon
Va(z) = inf Vy(mr,z) =€ X, (2.5)
well

representa el coslo oplimo a-desconlado. Una politica m* € 11 es a-dplimna si satisface la relacion

Va(@) = Va(n",2) Vi € X. (2.6)

Entre los problemas de control, el PCO en costo descontado (2.4)-(2.6) es el mejor com-
prendido y para el cual existe un cuerpo tedrico muy completo, el cual incluye caracterizaciones
de las politicas estacionarias 6ptimas, algoritmos de aproximaciéon—e.g., iteracion de valores,
iteracién de politicas—¢ue ya es de uso esténdar en la literatura (ver por ejemplo, |6], |7], [20],
[30], {34}, [59], [63])-

Sin embargo, para el caso no-descontado la situacién es muy distinta. Para comenzar, el
adjetivo no-descontado puede tener significados muy diferentes. Por ejemplo, una posibilidad

serfa tomar a = 1 en (2.4) y considerar el indice en costo total esperado definido por

Vi(r.z) :;E&.]N(w,m) 7 ell,x € X; (2.7)

o0
= I} Z Clxe, ay)
t=0
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Sin embargo, este indice puede resultar poco adecuado, ya que en muchos casos la sucesién
{Jn(m,z)} puede diverger a infinito o no tener limite, para algunas o todas las politicas ({59,
Section 5.1]). Otra desventaja del indice (2.7) consiste en que no dice nada con respecto a la
tasa de crecimiento de los costos en horizonte finito, lo cual no permite discriminar entre dos
politicas 7* y m, para las cuales Vi(7*, ) = Vj (7., ). Esto 1ltimo es de mucha importancia si el
objetivo es aproximar J(-), para N grande, por medio del indice en costo total esperado.(Para
el estudio detallado del PCO con respecto al indice (2.7) se remite al lector a (4], [{59], [61],
[65], [67]). Desde esta perspectiva, parece mas fructifero considerar crilerios sensibles a la tasa
de variacion de Jy(m,xz) con respecto al crecimiento de N, pero este tipo de indices pueden
definirse de multiples maneras que van desde el indice en costo promedio, que es el de menor
capacidad para discriminar politicas de acuerdo al comportamiento de los costos generados en
horizontes finitos, hasta el criterio extrernadamente selectivo introducido por Ramsey ([60]), al
que nosotros llamaremos fuerlemente dominanie. Entre estos dos extremos existen un buen
nimero de indices con grados distintos de sensibilidad al comportamiento en horizonte finito,
entre los que podemos mencionar los siguientes: el criterio introducido por Gale (|26]) and von
Weizsicker ([81]), las nociones de oplimalidad fuerle en costo promedio y costo de oportunidad
introducidas por Flynn ([24], [25]), el criterio de Dutta ([21]), la oplimalidad en sesgo de Veinott
([80]), v la nocién de ternas candnicas de Yushkevich ([82]).

2.4.2 Problemas de control en horizonte infinito: criterios en costo promedio

Para cada 7 € I, el costo promedio (por etapa), dado que Ty = x, se define como

J(m,z) :=1i11\‘/nsup ]—i/,-'JN(’IF,.’I}), (2.8)
00

y la funcion de valor dptimo en costo promedio por

J(x) = 7:161{] J(m,x), reX. (2.9)

Una politica m* € II es dptima en costo promedio si

Jz) =J(n",x), VzreX. (2.10)



El indice en costo promedio (2.8) parece ser bastante adecuado para evaluar el funcionamiento
de sistemas controlados cuya funcién de costo no tiene un significado econdmico directo y que,
por otro lado, realizan un ntimero grande de transiciones en periodos cortos de tiempo real—
como por ejemplo los sistemas de comunicaciones ([22], {73])— de manera que en tiempos
razonables se espera que las sucesién {N~1Jy(m,-)} ya se haya estabilizado alrededor de su
“valor limite”, lo que a su vez, permite interpretar a J(m,z) como la tasa de crecimiento del
costo generado en horizontes finitos.

Un concepto que ha jugado un papel muy importante para el estudio del PCO en costo
promedio es el de soluciones de la ecuacién de optimalidad en costo promedio: una terna
formada por una constante p*, una funcién medible h* : X — R y una politica estacionaria

f* € F, es una solucion de la Ecuacion de Optimalidad en Costo Promedio (EOCP) si satisface

pane) = min lC(a:,a)—}- /x () Qdylz,a)| vz € X, (2.11)
= Cla )+ [ 1 @)Qyke, 1), (212)

La importancia de contar con una solucién (p*, [*,h*) a la EOCP radica en que, bajo
condiciones muy débiles sobre la funcién h*, se deduce que f* es 6ptima en costo promedio y

que el costo promedio 6ptimo es p* para todo estado inicial, es decir,

J(x) = J(f*,2) = p* VzeX. (2.13)

Sin embargo, se sabe que la existencia de soluciones de la EOCP no es una condicién
necesaria para la existencia de politicas estacionarias optimas (ver Ejemplo 5.3.9) y que en
ciertos contextos, implica que el modelo de control posee una estructura de recurrencia muy
restrictiva ( [12], [36]). De hecho, bajo ciertas condiciones, basta con tener una solucién a la
Desigualdad de Oplimalidad en Costo Promedio (DOCP), es decir, una terna (p*, [*,h*) que

satisfaga la relacion
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P HR@) 2 min [C(m,a)+ /x h*(y)Q(dylm,a)] vz e X (2.14)

= Ol f)+ [ F)Ql, 1) Vo€ X, (2.15)

para concluir que (2.13) se cumple ( [14], [18], [31], [33], [54], [66], [68], [70], [79]).

Un método muy popular para obtener soluciones de la EOCP, o bien de la DOCP, es el
enfoque de Aprozimaciones por Problemas Descontados (APD) cuyas ideas bésicas se remontan
a Blackwell ([9]) y Taylor ([75]), el cual posteriormente fue afinado y extendido a contextos muy
generales por otros autores ([14], [18], [31], [33], [54], [66], [68], [70], [79]). En el Capitulo 3
de esta tesis se desarrolla una variante mds del enfoque APD para obtener una solucién de la
DOCP y se aplica a un problema de inventarios que no habia sido cubierto por los resultados
obtenidos en trabajos previos.

Otra forma importante de obtener soluciones de la EOCP es suponer que los procesos con-
trolados tienen buenas propiedades de recurrencia y ergodicidad, las cuales pueden interpretarse
como propiedades de estabilidad ( [12], [17], [36]). Un esquema comiin e importante para con-
seguir propiedades de este tipo es por medio de la existencia de funciones de Lyapunov, tanto
para procesos no controlados ([27], {48], [50]) como para procesos controlados ( [15], {28], [29],
(38], [40], {49]). En el Capitulo 4, se estudia el PCO en costo promedio estableciendo la exis-
tencia de una solucién de la EOCP bajo una condicién del tipo Lyapunov, la cual implica que
los procesos de Markov inducidos por las politicas estacionarias son geométricamente ergédicos.
En este marco se demuestra la existencia de una politica estacionaria éptima en costo promedio
y que las siguientes afirmaciones son equivalentes: a) [ es 6ptima en costo promedio; b) [
proviene de una solucién de la ecnacién de optimalidad; c) f es fuertemente Gptima; d) [ es
Flynn éptima ( las nociones de optimalidad en (c) y (d) se introducen parrafos adelante; ver
(2.18) y (2.19)). En el Capitulo 5 se hace uso de la misma condicién de Lyapunov para estudiar
la existencia de politicas estacionarias sensibles al horizonte de planeacidn.

Observe que en la formulacién del PCO en costo promedio (2.8)-(2.10), al considerar el

limite superior se adopta una actitud “conservadora” ya que se busca minimizar el “peor”
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comportamiento posible; por el contrario, si se toma limite inferior en (2.8) en lugar de limite
superior, la actitud hacia el problema de optimizacién seria optimista.

Ambas alternativas, la optimista y la pesimista, pueden combinarse para formular un criterio
de optimalidad més fuerte que el anterior: una politica 7* € I es fuertemente dptima (en costo

promedio) si

J(r*,z) <liminf —l—JN(ﬂ',m) Ve e X,7 €Tl (2.16)
Nooo N

Por otra parte, note que

1

limsup —Jy(x) < J(m,z) Vz e X7 €T]; (2.17)
n—oo N
entonces
. 1 o .
limsup —Jy(z) < J*(z) Vz e X. (2.18)
n—ooo N

La desigualdad en (2.18) implica que una politica éptima en costo promedio tendra en el mejor
de los casos una tasa de crecimiento similar a la de los costos éptimos en horizonte finito. Esta
es la idea subyacente en el siguiente criterio de optimalidad introducido por Flynn ([24], [25]).

Diremos que una politica 7* € II es Flynn-dptima (en costo promedio) si

lim —[Jx(n",2) — T (@) = 0 Va € X. (2.19)
N—-oo N

Es facil verificar de las definiciones que tanto el criterio de optimalidad fuerte como el de
Flynn implican al criterio (estandar) de optimalidad en costo promedio.

Una posibilidad més para el estudio de los problemas en costo promedio consiste en hacer
un andlisis por trayectorias, es decir, estudiar los costos promedio por etapa conforme estos son
observados por el controlador ( note que los criterios de optimalidad previamente introducidos
se formulan en términos de costos esperados, no en términos de costos observados). Diremos
que una constante p es el costo promedio dptimo por trayectorias y que una politica #* € I es

dptima por trayectorias (en costo promedio) si se satisfacen las dos condiciones siguientes:
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n—1

lim sup 1 Z C(zy,01) =p PF — casi seguramente, Vz € X; (2.20)
n—oo M0
y
1 n—1
limsup — Z C(zy,a) 2 p P; — casi seguramente, Vz € X, w € II. (2.21)

n—oco N =0

Aun cuando este tipo de anélisis es muy importante desde el punto de vista préctico, pocas
veces se realiza y cuando se hace se restringe a uno de los siguientes casos: a) espacios de
estados y controles finitos ( [47]); b) espacios de estados numerable, bajo condiciones restric-
tivas de estabilidad ( (10], [15]); c) espacios de Borel y costos acotados, bajo la hipétesis de
que existe una solucion acolada de la Ecuacion de Optimalidad en Costo Promedio ([3]). En
el Capitulo 6, apoyandonos en el anilisis proporcionado en [32], se estudia la existencia de
politicas estacionarias 6ptimas por trayectorias para problemas de control en espactos de orel
y costos estrictamente no acotados, bajo condiciones débiles de continuidad y recurrencia ( Har-
ris recurrencia). Ademés, se ilustran los resultados principales con ejemplos de control de
inventarios.

Una descripcion suscinta y completa de los distintos enfoqgues estudiados para resolver los
problemas en costo promedio puede encontrarse en [3]. Otras fuentes que también proporcionan

informacién relevante son (6], [34], |59).

2.4.3 Problemas de control en horizonte infinito: criterios sensibles al hori-

zonte de planeacion

Aun cuando es cierto que los criterios en costo promedio pueden usarse para “aproximar”
problemas de control en horizonte finito, tienen la desventaja de ser poco selectivos para este
tipo de horizontes; por ejemplo, para ilustrar la afirmacion anterior, supongamos que Jy (7., z) —
Jr{z) =nP,V¥n € N, donde p € (0,1). Es claro que 7, es Flynn-6ptima, pero no proporciona una
buena aproximacion para los problemas de control a largo plazo, es decir, para valores grandes
de n. Buscando rodear este obstdculo se han introducido algunos criterios con un mayor grado
de sensibilidad al crecimiento del horizonte de planeacion.

Uno de estos criterios es el considerado por Ramsey ([60]): una politica 7* es fuerlemente
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dominante si para cada z € X y 7 € Il existe un ntimero natural N = N(7*,w,z) tal que

Jn(7*,z) < Jp(w,z) Y > N. (2.22)

Aunque es cierto que la nocién de politicas fuertemente dominantes estd disehada para
detectar politicas con muy buen comportamiento (casi 6ptimo) en horizontes finitos, resulta ser
extremadamente selectiva como para ser de alguna utilidad (|11}, [57], [59]). Una versién mas
débil de este criterio la proporcionan Gale ([26]) y von Weiszacker (|81]): una politica 7* es

dominante si

limsup [ J,(7*,z) — J,(m,2)] <0 Vr € X,7 €IL (2.23)

n—oo

Observe que una politica fuertemente dominanle necesariamente es dominante

En [19] se proporcionan condiciones suficientes para la existencia de politicas estacionarias
fuertemente dominantes, pero su analisis se restringe a procesos controlados con espacio de
estados y controles finitos. Por otra parte, en {11] y [57] se exhiben ejemplos sencillos con
buenas propiedades de estabilidad en el cual no existe una politica estacionaria dominante,
pero en ambos casos se violan las condiciones dadas en [19].

Otro indice alternativo es el costo de oportunidad introducido por Flynn ([24], [25]), definido
como

CO(m,z) :=limsup [J,,(m,z) — J;(x)], z € X,7 cI; (2.24)

n—oo

el costo de oportunidad éplimo esté definido por

CO(z) = ir€1lf1 CO(m,x). (2.25)

Una politica n* es dptlima en costo de oportunidad si

CO(z) = CO(r*,z) Vz € X. (2.26)

Observe que si CO(x) = 400, no existe politica alguna que dé una aproximacién adecuada
a los problemas de control a largo plazo, es decir, conforme el horizonte de planeacién crece

los costos generados por cualquier politica “divergen” de los costos 6ptimos. Reciprocamente,
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si para alguna politica 7 € II se tiene que CO(7,z) < 400, podemos decir que dicha politica
es “buena” para los problemas en horizonte finitos. (Note que en este caso, la politica 7 es
Flynn-6ptima.)

Una variante més es proporcionada por Dutta ([21]), quien considera el siguiente indice de

funcionamiento: para cada w € I, el costo de Dulta se define por

D(w,z) :=limsup [Jp(7,z) —nJ*(z)] z €X; (2.27)
n—o

]a funcién de costo 6ptimo correspondiente estd dada por

D(x) = inlfI D(w,z), = eX. (2.28)
we

Una politica 7* € Il es Dulta-dptima si

D(z) = D(z*,z) Vz € X. (2.29)

Note que en las definiciones de politicas dominantes (2.23), costo de oportunidad (2.24) y
costo de Dutta (2.27) las cantidades involucradas, en principio, toman valores en los reales exten-
didos. Esto provoca que en general (es decir, sin condiciones adecuadas) no pueda establecerse
un orden jerdrquico entre las nociones de optimalidad correspondientes. Por ejemplo, Flynn
({25]) proporciona un ejemplo en el cual existe una politica dominante (en su terminologia, over-
taking optimal) la cual no es “buena” con respecto al costo de oportunidad. Es facil verficar
que en este ejemplo se tiene que CO(z) = +oo Vz € X.

En el Capitulo 5, bajo las condiciones de estabilidad introducidas en el Capitulo 4, se
demuestra que existe una politica estacionaria f* € F que es Dutta-6ptima en la clase de las

politicas estacionarias F, es decir,

D(f* z)= /ilgg‘D(f,:z:) Vz € X,

¥ que las siguientes afirmaciones son equivalentes: i) f € F es Dutta-Gptima en F;ii) f € F es
dominante en F; iii) f € F es éptima en costo de oportunidad en Fy CO({,-) < +o0;iv) f € F

es Optima en sesgo en F. (Esta nocién de optimalidad se introduce en la Definicién 5.3.1.) Los
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ejemplos dados en [11] y [57) muestran que las afirmaciones anteriores no se extienden a la clase
de todas las politicas sin imponer sobre el modelo de control condiciones adicionales a las de

estabilidad.
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Capitulo 3

Indice en Costo Promedio:
Aproximacion por Problemas

Descontados

3.1 Introduccion

3.2 El problema de control optimmo c¢n costo promedio
3.3 La dcesigualdad de optimalidad cn costo prowedio
3.4 Un problema de control de inventarios

3.5 Conclusiones

3.1 Introduccién

En este capitulo se estudia el problemna de control éptimo (PCO) en costo promedio por medio
del enfoque de Aprozimaciones por Problemas Descontados (APD). Quizds, este enfoque sea el
més popular y, posiblemente, parte de esta popularidad se deba a su flexibilidad para adaptarse
a distintos contextos sin dificultades importantes ya que, al contrario de la mayoria de los
enfoques—si no es que todos— se ha mostrado que igual es aplicable cuando los espacios de
estados y controles son discretos o espacios de Borel, los costos son acotados o no, o bien si se

tienen o no propiedades de recurrencia/ergodicidad en el modelo de control.
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El enfoque APD ha sido estudiado intensamente en anos recientes—para el caso discreto
ver por ejemplo, [14], [16], [18], [41], [68], [70]; ¥ para el caso de Borel, [31], [33], [34], [54], [51],
[52], [53], [66]—pero las ideas bésicas se remontan a Blackwell [9], quién consideré espacios de
estados y controles finitos. Posteriormente, el APD fue afinado y extendido a espacios discretos
y costos acotados por Taylor [75] y Ross [62]; a espacios numerables y costos no acotados
por Sennott [68], y més recientemente a espacios de Borel por Herndndez-Lerma and Lasserre
[33], Herndndez-Lerma [32], Schél [66]. (Para la aplicacién del enfoque APD en problemas de
control semi-Markovianos ver, por ejemplo, {46], [69], [76], [78].) No obstante la gran cantidad
de literatura existente sobre el enfoque APD y la generalidad de los resultados que se han
obtenido, aun se excluyen aplicaciones importantes de inventarios, para cuya solucién se requiere
extender o complementar algunos de los trabajos previos. Especificamente los resultados que se
presentan en este capitulo extienden a espacios de Borel el analisis proporcionado por Sennott
[70] para espacios discretos. Casi la totalidad del material que se presenta en el resto del capitulo

se tomé de [79].

3.2 El problema de control 6ptimo en costo promedio

Aun cuando el PCO en costo promedio ya fue formulado en el capitulo anterior, se hace nueva-
mente aqui para facilitar la lectura. Consideraremos un MCM fijo (X, A, {A(z),z € X},Q,C)
y para cada natural N, definimos el costo (esperado) en N-etapas cuando se usa la politica

7 € I, dado que el estado inicial es zg = 2z € X, por

N-1
In(m,x) = Iy Cxy ar), (3.1)
t=0
y el costo promedio (por etapa) como
) 1
J(r,z) :=limsup —Jn(m, ). (3.2)
N—o0 N

También definimos la funcién de costo promedio éplimo

J*(z) = ;rex{l J(m,xz) xeX. (3.3)
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Una politica * € Il es éptima en costo promedio si

JNz) = J(n*,z) Yz e X. (3.4)

Ademas, recuerde que para cada « € (0,1), el indice en costo a-descontado esta dado por

o0

Va(m,z) = BT Y a'Clar, ar), (3.5)
t=1

vy la funcidn de costo dptimo o — descontado se define por

Vo(z) == in% Vo(m,z) z € X. (3.6)
e

El PCO en costo o-descontado se define en forma analoga al problema en costo promedio;

naturalmente, a una politica m, que satisface

Va(z) = Vo (e, z) T € X, (3.7)
le llamaremos éplima en cosle a—desconlado, o mas brevemente, a-dptima. Finalmente, defina

n—1

Vi(z) == inf K7 Z a'Clxy,a) x € Xn e N, (3.8)
nell =1
En el desarrollo del enfoque APD haremos uso de las siguientes condiciones de compaci-
dad/continuidad, cuyo objetivo es garantizar la existencia de minimizadores medibles.

H3.2.1(a) C es no-negativa e inferiormente compacta en K; es decir, para cada z € X y cada
mimero real r € R, el subconjunto {a € A(z) : C(z,a) < r} es compacto;

(b) Q(:|z,a) es fuertemente continua en a € A(z) para cada = € X, es decir, la funcién

o / w(y)Q(dy|z, a),
X

es continua en a € A(x), para cada funcién medible y acotada u € My(X).
Algunas consecuencias de H3.2.1 se presentan a continuacién.

Observacion 3.2.2.(a) Note que H3.2.1(a) implica que C(z,-) es semicontinua inferiormente,

b2
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para cada z € X. Entonces la funcién

Cle,) + [ wlo)Qdyle, )

es semicontinua inferiormente en A(z), para cada z € X y cada funcién u € L(X) semicontinua
inferiormente acotada por abajo . Por lo tanto, del Teorema de Seleccién Medible (Teorema

A.B.5) existe un selector f € F, tal que Vz € X :

Clx, f)+Au(y)Q(dy]:1;, /)= inf {()'(:1;,(1,) —{—/X'u,(;l/)Q((ly!;z:,a) .

n
a€A(x)

(b) Finalmente, note que no se gana generalidad si, en lugar de suponer que C es no-negativa,
se supone que es acotada inferiormente por una constante M, ya que el problema de control en
costo promedio para la funcion no-negativa C' := C — M es equivalente al problema de control

original. Esto mismo también es cierto para el problema en costo descontado.

En el siguiente teorema se recopilan algunos resultados sobre el PCO en costo descontado.
En la demostracion de este resultado se usan argumentos estandar en la literatura relacionada

y su demostracién puede consultarse, por ejemplo, en [34] (Theorem 4.2.3, p. 46).

Tcorema 3.2.3. Sea a € (0,1) un factor de descuento fijo. Si H3.2.1 se satisface y V,(z) <
+o00 V& € X, entonces
(a) VZ'(-) T Val+) cuando n — oo;
(b) V() satisface la Fcuacién de Optimalidad en Costo a-Descontado (a-EOCD):
Valo) = min {C(o,0) +a [ Va)QUisia)} o€ X, (3.9)

(c) una politica f € F es éptima en costo a-descontado si y s6lo si f(x) alcanza el minimo en
(3.9) para cada z € X;

(d) existe un selector f, € F tal que
Val(z) = C(z, o) + /xVa(y)Q(dylw,fa) Vr € X;
por lo tanto, de (c), tenemos que f, es éptima en costo a-descontado.
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Los indices en costo promedio (3.2) y descontado (3.5) estdn relacionados por el siguiente
Teorema Abeliano. La demostracion puede encontrarse en [34] (Lemma 5.3.1, p. 84; Note 5.3.2,

p. 85).

Teorema 3.2.4. Para cada politica 7 € IT y cada estado z € X se cumple lo siguiente:
(a) lim inf %Eg :Z—::C(x,,,a,,) Slir{xxtilnf (1 - a)Vy(m,z)
glistlup (1 — a)Vu(r,z) < J(m,z);
a
(b) lim sup (1 — &)V, (z) < J*(z).

a—1-

3.3 La desigualdad de optimalidad en costo promedio

Para cada « € (0,1) se definen las funciones

ho(z) :=Vo(z) = Volz), 2 € X, ¥ pa:= (1 — a)Vu(z2), (3.10)

donde z € X es fijo. Con esta notacion, la a-EOCD (3.9) puede reescribirse equivalentemente

como

Pa + ho(z) = rr}‘i?) {C(:c,a) + / ha(y)Q(dylx,a,)} Vr € X. (3.11)
aCA(x JX

El enfoque de Aprozimaciones por Problemas Descontados (APD) consiste en proporcionar
condiciones que garanticen que al tomar limite en (3.11) cuando o — 1, se obtenga la Desigual-

dad de Optimalidad en Costo Promedio:

P41 (@) 2 Ol f) + [ B @)QUdyla, 1) Vo € X, (3.12)

donde p* es una constante, f, € F' v h* es una funcién medible con valores reales. En una
segunda etapa, bajo condiciones adicionales sobre h*, se demuestra que f, es costo promedio

optima y que la funcién de costo éptimo es igual a p* para todo estado inicial z € X.

Observe que de (3.12) se obtiene



P+ h*(r) > min {C’(a:,a)-{—/ h*(y)Q(dyI:z:,a)} Vz € X (3.13)
acA(z) X

= Ol f)+ [ W @)QUye, 1), (3.14)

Si (3.13) se cumple con igualdad, se dice que (p*, f*,h*) es una solucién de la Fcuacion de
Optimalidad en Costo Promedio (EOCP). Contar con una solucién de la EOCP es mas deseable
que tener una solucién para la DOCP ya que la primera proporciona mayor informacién sobre
el problema de control. Sin embargo, en ([13]) se da un ejemplo que muestra que la desigualdad
en (3.13) puede ser estricta; por otra parte, en ciertos contextos, la existencia de soluciones
de la EOCP es “equivalente” a que los procesos controlados posean propiedades restrictivas de
recurrencia ({12], [36]). El estudio de existencia de soluciones de la EOCP sera retomado en el

Capitulo 4 bajo condiciones de estabilidad.
Para la solucién del PCO en costo promedio usaremos el siguiente conjunto de condiciones.

H3.3.1(a) po < M Vo € (0,1), donde M es una constante positiva;
(b) existe una funcién no-negativa N:X — R y una sucesién a(n) T 1 tales que
(i) =N(z) < homy(z) Ve e X;n € N;

(ii) la funcién
h*(x) ::lgﬁg})f homy(z) v €X

s6lo toma valores reales;

(c) la funcién

a — / N(y)Q(dy|z,a)
Jx
es continua para cada z € X;

(d) N(z) := sup / N(y)Q(dylz, a) < +00 Vaz € X.
a€A(z) /X
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Observaciéon 3.3.2. El papel de la condicién H3.3.1(d), como puede verificarse en la de-
mostracién del Teorema 3.3.3, consiste en garantizar la existencia de puntos de acumulacién de
las politicas a-descontadas cuando a se aproxima a uno. Entonces, uno puede sustituir esta
condicién por cualquier otra que dé el mismo resultado. Por ejemplo, podria suponerse que los
conjuntos A(z) son compactos para cada ¢ € X, y las conclusiones en el Teorema 3.3.3 no serian
afectadas. En el ejemplo de inventarios que se discute en la Seccién 3.4 es mas facil verificar
que las politicas a-descontadas tienen puntos de acumulacién que verificar que H3.3.1(d) se
satisface.

Teorema 3.3.3. Si las hipotesis H3.2.1 y H3.3.1 se satisfacen, entonces

(a) existe una constante p* y una politica estacionaria f* € F tales que

Pt () > Cl, 7)) + /x h*(y)Qdylx, [*) Vz € X, (3.15)

donde h* es la funcién definida en H3.3.1(DL);
(b) si
|
lim ~B{ N(x,) =0 VreX, (3.16)

n—oo 1,

*

entonces f* es éptima en costo promedio y J*(z) = J([*,z) = p* Vz € X; ademas

p" = limp, = lim(1l — )V, (z) Ve € X. (3.17)
all all i
Para la demostracion del Teorema 3.3.3 necesitamos el siguiente resultado preliminar.

Lema 3.3.4. Si H3.3.1 se satisface, entonces V,(z) < 400 Vr € Xy a € (0,1).

Demostracion del Lema 3.3.4. Sea {a(n)} la sucesion en H3.3.1(b) y # € X un estado

arbitrario fijo. Témese una subsucesion {3(n)} C {a(n)} tal que

hamy(z) — h*(z) cuando n — co.
Puesto que

(1 - ﬂ(7"))VB(n)(1;) = PB(n) + (1 - ﬂ(”))hﬁ(n,)(m) Vn €N,
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las condiciones H3.3.1(a)-(b) implican que {(1 — 8(n))V3(n)(z)} es una sucesién acotada. En-
tonces, Vj(,y(z) < +00 Vn, lo cual implica que V,(z) < +ooVz € X, ya que B(n) — 1. W

Demostracién del Teorema 3.3.3.(a) Sea = € X un estado arbitrario fijo. Del Lema 3.3.4,

Teorema 3.2.3 y (3.11), existe una sucesion {an} C A(x) tal que

Pa(n) + ha(n) = C(Iv a'n) + a(n) /X h’a(n)(y)Q(d?/lxaan) Vn > 1, (318)

donde {a(n)} es la sucesién en H3.3.1(b). Ahora defina

P* =]17}Elo}°1f Pafn) Y 11”(1’) = ég{; h’a(n)(?/)v yeX,ne N. (319)

Entonces, se tiene que

C'(:I:,(I’n) + a(”)/ 11"(:'/)63((1:'/“7) ”’”) < Pe(n) + ]"(.r(rt)(:l;) Vn e N.
X

Ademis, (3.19) y H3.3.1(b) garantizan que para cada ¢ > 0 existe una sucesién creciente de

enteros no-negativos {n'} y un niumnero real M. tales que

Clz,a,) + a(n')/ 1 (y)Qdyle,an) < p* + 0" (x) +€ VYn > M.
X
Entonces, usando las condiciones en H3.3.1(a)-(c), se obtiene que
Clz,ay) + a(n) /xlll,lf(y) + N(y)|Qdylz,a,/) < p"+ 0" =)+
[ NwQyle,a)  (3:20)
Jx
< pf+h*(x) + N(z). (3.21)

Ahora, como consecuencia de (3.21) y H3.2.1(b), se tiene que los conjuntos
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Dyi(z) := {a € A(z) : C(z,an) + a(n) /X[Hnr(y) + N(y)]Q(dy|z,an) < r} ,

donde r := p*+h*+ N(x)+¢, forman una sucesién no-decreciente de subconjuntos compactos no
vacios; en consecuencia, existe una subsucesion de {a,}, que denotaremos por {a,/} de nuevo,
la cual converge a algiin a, € A(z). Entonces, usando la semi-continuidad de € ( Observacién

3.2.2(a) ) y aplicando el Lema de Fatou ([64], Ch.11, Prop. 17) a (3.20) se obtiene

Clz, am)+/x[h*(.1/) + N@)Q(dy,as) < p™ + 1™ (x) +/XN(.2/)Q((13/I-7¢,%)-

Puesto que € y x son arbitrarios, la desigualdad anterior implica que

inf {C(:E,a) + / h*(y)Q(dy[:p,a)} <p* 4+ h*(z) Vz € X.
a€A(x) IX

Por otra parte, puesto que h*(-) + N(-) > 0, tenemos que
Cla, )+ [ 10 (w) + N)lQagla, )
es semi-continua en A(z). Por lo tanto, de H3.3.1(c)-(d), se concluye que
Clar) 4+ [ 1 (e, )

es semicontinua inferiormente y acotada inferiormente por ~N(z), para cada z € X. Por lo
tanto, del Teorema de Seleccién (Teorema A.B.5), tenemos que la desigualdad (3.15) se cumple,

es decir, existe [* € F tal que
P I(@) 2 Ola, )+ [ QU ) Vo € X.
X
(b) De la iteracion de (3.15) resulta

np* +h*(z) > J,(f*,x) + BEL h*(a,).
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Sumando Ef" N(z,) en ambos lados de la desigualdad y usando que h*(-)+ N(-) > 0, se obtiene

ng® + 10@) + B N@a) 2 Ja(f2) + BL [0 (o) + N(wn)
Jn(f*z);

v

entonces, multiplicando por 711 vy tomando limite cuando n — o0, se obtiene
Pt > J(fM, ) YeeX,
lo cual, combinado con el Teorema 3.2.4(b), implica

J(x)=J([",x)=p" x€X.

Finalmente, falta por demostrar que (3.17) se cumple, es decir,

p" =limsup (1 — a)Vy(z) Ve € X.

a—1-

Para hacerlo, observe que (1 — @)V,(z) = po + (1 — @)ho(z) Vo € X, de manera que

limsup (1 — a)V(x) > p* Vz € X,

a—1-

lo cual, cmbinado con (3.22) y el Teorema 3.2.4, implica que (3.17) se satisface. B

3.4 Un problema de control de inventarios

(3.22)

Ahora aplicaremos los resultados de la seccién anterior a un problema de inventarios. Deno-

taremos por x; a la cantidad de producto en inventario y por a; la cantidad solicitada a la

unidad de produccién— la que se supone disponible inmediatamente después de solicitarse—,

en ambos casos, al iniciar el t—ésimo periodo. La cantidad de producto demandada durante

el {—ésimo periodo es representada por wy, la cual suponemos que es una variable aleatoria

no-negativa. El sistema de inventario evoluciona en X = |0, +-00) de acuerdo a
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T4l = ma.x(:z:t +ap — 'U)t,O) = 0, 1, s (323)

ro = I,

donde {a;} C A =A(z) = |0,+00) Vz € X. Suponemos también que la demanda satisface lo

siguientes condiciones.

H3.4.1(a) El proceso {w;} estd formado por variables aleatorias i.7.d; la funcién de distribucién

es denotada por G(-);

(b) G(-) tiene densidad p(-) continua y acotada.

La esperanza con respecto a la distribucion conjunta de las variables {w;} se denotara por

E.

Para la evaluacién de las politicas de control consideraremos que la funcién de costo por

etapa tiene la siguiente forma

C(z,a) = F(z +a) + ba Y(z,a) € K, (3.24)

donde b es una constante positiva y F' es una funcién definida en X = |0, +00) que satisface lo

siguiente.

H3.4.2(a) F es convexa y continua en y = 0;
(b) limy . o0 F(y) = +00.

En el enunciado de la solucién del PCO en costo promedio definido por (3.23)-(3.24) se

usardn las siguientes funciones:

L{y) : =F(y)+bFmin(y,ws), v >0, (3.25)

Lo(y) : = Fy)+ abfmin(y,we) + (1 — a)by, y >0, (3.26)

Teorema 3.4.3. Si se satisface H3.4.1 y H3.4.2, entonces la politica
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R~z si 0<z < It*

z > R*

fH(z) =

es 6ptima en costo promedio y el costo éptimo es p* = L(R*), donde R* es una constante que

satisface la relacion
L(R*) = ;gi(') L{y).

Para la demostraciéon del Teorema 3.4.3 se requieren algunos resultados preliminares sobre
los problemas descontados, los cuales seran presentados con sus demostraciones después de

discutir brevemente el siguiente caso particular de (3.24).

Ejemplo 3.4.4. Supongamos que se satisface H3.4.1 y que

F(y) = pmin(0,wp — y) + hcy — sEmin(y, wp) y > 0, (3.27)

donde p, h. y s son constantes positivas. Es facil verificar que esta elecciéon espécifica para F
satisface H3.4.2.

Observe que en este caso, la funcién de costo por etapa estd dada por la férmula siguiente:

costo por etapa = costo de penalizacion por demanda no satisfecha +-
costo por manejo de inventario + costo de produccion

— ingreso por ventas.

Con célculos directos se obtienen los siguientes resultados:

(A) Si s+ p> b+ h., entonces R* es la tinica constante que satisface la ecuacién

- (s+p)—(b+h,)
s+p—h,

G(y) (3.28)

y el costo promedio éptimo es
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p* = pEmin(0,wp — R*) + hR* + (s — b) E min(R*, wyp). (3.29)

(B) Si s +p < b+ he, entonces R* = p* = 0.

A continuacién se presentan algunas consecuencias inmediatas de H3.4.1 y H3.4.2 que se

usan en la demostraciéon del Teorema 3.4.3.

Observacién 3.4.5(a) C(z,a) es una funcién convexa en (z,a) y, ademds, tiende a infinito si
T — 400 0 a — +00; por lo tanto, C es acotada inferiormente y satisface H3.2.1(a), es decir,

C es compacta inferiormente en K.

(b) La ley de evolucion (3.23) puede expresarse equivalentemente por medio de la probabilidad

de transicién
Q(Blz,a) = / Tol(z + a — w)'|G(dw) VB € BX) y (z,0) € K.
JX

Ademas,

/x u(y)Q(dylr,a) = Bul[(z + a — w)*] Yu € My(X),

de donde se deduce, usando H3.4.1(b), que la funcién

(w,0) = [ u(w)Q(dyls,a)

es continua en K. Por lo tanto se satisface la condicién H3.2.1(b).

(c) Observe que las funciones L(-) y Lqo(+), « € (0,1), son continuas y que ambas tienden a

infinito cuando y — +00. Ademds, es facil verificar que Lo(-) | L(-) si a T 1.
En el siguiente teorema se presenta la solucién del PCO en costos c—descontados.

Teorema 3.4.6. Supongan que se satisface H3.4.1 y H3.4.2. Entonces para cada « € (0,1):
(a) V(') es una funcién convexa,;

(b) la politica
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fol) = Rao—a: si 0<z<R, (3.30)

si x> R,

es dplima en costo a-descontado, donde R, es una constante no-negativa que satisface

La(“a) = ;r;% La(y), (3~31)

y La(:) es la funcién definida en (3.26);

(c) existe una sucesién a(n) T 1 tal que la sucesién de politicas {[4(n)} convergen puntualmente

a la politica

Rr—xz st 0Lz <R*

[f(z) = , (3.32)
0 sl x> R*
con It* tal
L) = inf L(y), (3.33)
y20

donde L(-) es la funcion definida en (3.25).

Ejemplo 3.4.7. Para el caso especifico (3.27), la constante R, en (3.31) queda especificada de

la siguiente forma:

(A) Sip+ s> b+ h., entonces R, es la dnica solucién de la ecuacion

(s +p) — (he +b)
G(y) = .
W) s+p—ab
(B) Sip+ s < b+ h, entonces R, =0.

Demostraciéon del Teorema 3.4.6(a). Primero mostraremos que para cada o € (0,1), la
funcién V,(-) is finita. Para hacer lo anterior, fijemos « arbitrario y una constante no-negativa

K. Consideremos la politica

K-z si 0<z<K
Ji(x) = . . . (3.34)
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y denotemos por {z:} al proceso de Markov definido por f. Ahora, observe que si xo = z,
entonces el proceso nunca sale del intervalo [0, K], es decir, dicho intervalo es un conjunto

absorbente. Asi que
Tey1 = (K —wt,)+ t=1,2,---;

entonces {z;} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. De manera que de H3.4.2(c) y con

calculos directos se obtiene que

Va(fx,z) = 1—%; {(F(K) + abE min(K, wo) + b(1 — a)(K — z)} < +00 (3.35)

para todo < K entonces, V,(x) < +oo Vz € |0, K]. Puesto que K es arbitraria, se concluye
que V() < +o0.
Ahora demostraremos que V,(-) es convexa para cada a € (0,1). Del Teorema 3.2.3(a)

tenemos que

Vo () TVa() (3.36)

cuando n — 00, donde V7(-) es la funcién definida en (3.8). Por otro lado, puesto que V! (z) =
miNge A(x) C(z,a), r € X, es una funcién convexa, usando induccién se, puede mostrar que
V2(-) es convexa para cada n > 1, lo cual combinado con (3.36), implica que V,(-) también es

convexa.

(b) Note que del Teorema 3.2.3(b) y de la Observacién 3.4.5 se tiene

Va(z) = il;i(; {C(z,a) + aliVu|(z +a —wo)]} VreX, ac(0,1). (3.37)

Ahora bien, definiendo

To(y) = F(y) + by + alsV,|(y — wo)t] « €(0,1), y >0, (3.38)

la ecuacién (3.37) puede re-escribirse como
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Va(z) = inf {Ta(z +a)} —bz Vo € X, a € (0,1). (3.39)

Por otra parte, note que para cada a € (0, 1), la funcién T4, (-) es convexa y que limy— yoo Ta(y) =

+00. En consecuencia, existe una constante 2, tal que
Tollta) = inf Ta(y),
de manera que la politica

Ry—xz si 0<z< R,
Jo(T) = ¢ ]
si x> I,

alcanza el minimo en la Ecuacién de Optimalidad en Costo a-Descontado (3.39); por lo tanto,
del Teorema 3.2.3(c), tenemos que la politica f, es éptima en costo a-descontado.

Para demostrar la segunda afirmacién en (b), note que (3.35) implica que
1 1 -
Va(0) = Vo(fa,0) = 1—-:513(1(13(.) < Valfk,0) = mLa(l\),

donde La(-) es la funcién definida en (3.26) y fx es la politica en (3.34). Por lo tanto,

r’(.z(“'m) = 11/];% L(,(‘y).

(c) De la Observacién 3.4.5(c), tenemos que existe f2 tal que L(I2) = inf,>0 L(y) ¥ que La(-) |

L(:) cuando a 1 1. De manera que

Lo(RR) > Lo(Ry) > L{lte) > I(R), (3.40)

y entonces

lim Lo (R) = lim Lo(Re) = lim L(R,) = L(R). (3.41)
(xf 1 a[ i all

La wltima ignaldad en (3.41) implica que el conjunto {f2, : & € (0,1)} es acotado, pues de no
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ser asi, para alguna sucesién {8(n)} C (0,1) tendriamos que Rg(,) — 400 cuando n — oo, de
modo que limp 00 L(Rg(n)) = L(R) = +00, lo cual es una-contradiccién. Por lo tanto, existe
{a(n)} C (0,1) y una constante R* para las cuales lim, oo Ro(m) = R*, lo cual implica que

paratodoz € X :

fm fam(@) = /*(2) RY—x st 0<ae<n¥*
_'m a(n)\L) = )=
noeo si x> R

Finalmente, de la continuidad de L(-) y (3.40), se concluye que
(k") = r’/]_gl L(y). W

Para cada a € (0, 1), denotamos por {z{’} al proceso de Markov correspondiente a la politica

Ja ¥ definimos los tiempos de paro

Te:=min{t > 1: 2 =0} v o4:=min{t > 1:27 < R,} (3.42)

El siguiente lema contiene un resultado referente a la funciones definidas en (3.10) con z = 0,

es decir,
ho(z) := Vo(x) = Vo(0) ¥ poi=(1 — a)V4(0) x € X,ac (0,1). (3.43)

Lema 3.4.8. Si se satisface H3.4.1, entonces para cada x € X :

(a) Bi(z) :=sup {E,{"aa € (0, 1)} < +o0;

(b) By(x) :== sup {I?,ff’n, ta € (0, 1)} < 400;

(c) ha(z)] € [pa — M) By(x), donde M es una cota inferior de la funcién de costo por etapa €'

introducida en (3.24).

Demostracion del Lema 3.4.8(a). Sea a € (0,1) arbitrario y fijo. Primero note que
E_{"UQ =1 Vr < R,. Ahora considere x > I?, y observe que (0o > n| = |, > Ry) =[S, <

r — R, ¥n € N, donde S, := Zl“(', wy,. Entonces
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[o 0]
Ileog = Y Pllog =) (3.44)

n=]

[e o]
= 14 Z Plelog > ]

n=1

= 14 i (;'n(-'r - [{(1)

n-=|
< 14 ) Guls), (3.45)

(;'n~| |(1)
= PIS,, <x|S, <z
('1"(:) [ n i 1 -—'I" __.I'l
= [ Gx — )G (dy)
0
< Gu(z) — 0 cuando n — o0, (3.46)

lo cual implica que la serie en (3.45) es convergente. Por lo tanto,

Bi(z)= sup l' 0, <1+ Z Go(r) < 400 Ve e X.
a€(0,1) ne |

(b) Primero consideremos g = = < R, de manera que

Ty = (1{(1 - U}[,)l Vi Z 0.
Entonces

o
Eler, = Z nPfalr, = nj

n-.:l o

= (1= G(R)} D> |Gk,
~ 1 n -l
T 1-G(Ry)
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Ahora consideremos xgp = ¢ > R, y observe que

-
- + .Jgﬂ(fa,

o < —
= 7% = T G(Ra)

lo cual combinado con la parte (a) de este lema y que el conjunto {Rq, : @ € (0,1)} es acotado,

implica que
By(z)= sup Eler, <+oco VzeX. W
ag(0,1)
(c) Sea M una cota inferior de (¥, y defina

C(x,a) i= ((z,a) — M y V()= Vy(z) = (L —a)'M

Y(x,a) € Ky « € (0,1). De la propiedad (fuerte) de Markov, tenemos

o]
Valz) = El Z o"C2y, ar)
1

To—| 0o
= gl Z o Clay, ) + 12 Z oA Clay, ap)
=1 L Ty
> ,'J‘:{."‘ Z (x"(»'(:l:,,,n,,v)
Lo T
= oo™V (0). (3.47)
De la misma forma se obtiene
— T"-I pu— —
Valz) < Iil» Z a'C(xr,ar) + 1577 [a™ |V ,(0). (3.48)
(=1

Puesto que

1—a™ <(1—a)t, Yae(0,1),

usando (3.47) se tiene que
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ho(z) > Elv[a™ — 1]V 4(0)

1 —-a'™

l1—a

= -k [T - a7

v

— 5o |ra](1 = )V o(0)

> —Elrra]lpa — M.

Por otra parte, usando argumentos de “renovacién”, se obtiene

T
—1 il —
J(f(.\'a"'l;) - M= [I"’-’{"T”] I"’{" Z ("('7:/-) ”‘l.)7 Vr € X,

L0

mientras que con calculos directos se obtiene

J(Jar®) = I(K,), VzeX.

Puesto que a™ < 1, (3.48), (3.50) y (3.51) implican que

=
A

(155 7| 1T (Jeer ) = M) + V0 0)
= [Iq{«m} [ Re) — M) + T o(0).
Entonces, como Ly(-) > I.(-), tenemos
ho(x) < [/l;_,{'-v T,,] |La(l2e) — M]

= [lo’lﬁ“'m] [pa — M.
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Por lo tanto, (3.49) y (3.52) demuestran que
|ha(@)| £ [Bf7a] [pa = M] < Ba(@)lp — M). W

Demostracién del Teorema 3.4.3. Para demostrar que la politica f* definida en (3.30)-
(3.31) es Optima en costo promedio, de las Observaciones 3.3.2 y 3.4.5, s6lo hace falta verificar
que tanto H3.3.1(a)-(c) como la condicién (3.16) [en el Teorema 3.3.3(b)] se cumplen para el
modelo de inventarios.

Caélculos directos muestran que p, = (1 — @)Vo(fa,0) = L(R,) Ya € (0,1), de manera que
por el Teorema 3.4.6 (c) y (3.41), tenemos que

pr=TL(R) = im pq.

x|

Entonces, H3.3.1(a) se cumple, es decir{ps : @ € (0,1)} es un conjunto acotado.

Ahora, tomemos {a{n)} C (0,1) como en el Teorema 3.4.6(c) y definamos

N(z) = K S11p I’J;{"(")T”(,,.), reX, (3.53)
donde K es una cota superior del conjunto {p, — M : @ € (0,1)}. Del Lema 3.4.9 se sigue que
oy ()] < N(z) < 400 YV € X, n € Ny;

es decir, H3.3.1(b) se cumple. Ademas, note que

“r-t-a

/x N(y)Q(dy|x,a) = A N(r)p(xz 4+ a —)dr + NO)|1 — G(x + a)),

para todo par (z,a) € K, lo cual combinado con H3.4.1(b}, implica que H3.3.1(c) se satisface.
Usando los mismos argumentos dados en la demostracién del Teorema 3.3.3(a), se concluye

que la terna (p*, [*,1*) satisface

Pt +hM(x) > Cx, [*) + /Xh,*(y)Q(dyla:, ) vz eX,
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donde p*, f* son como en el Teorema 3.4.3 y

h* () =11%’}1£f ha(n)(’) .

Finalmente, solo resta verificar que la politica f* y la funcién (3.53) satisfacen la condicién
(3.16) del Teorema 3.3.3, es decir,

1
lim =FE N(z,) =0 Ve e X,

n—0oo 7},

Para ver que esto efectivamente ocurre, primero note que

Q*(B) := '/”[(ln’.* —w)G(dw), 1 e B(X),

es la medida invariante de el proceso {z;,} inducida por la politica f*, y que dicha medida se

concentra en el intervalo [0, K*]. Entonces,

[ M@ < +oo;
JX

por lo tanto (3.16) se cumple. B

3.5 Conclusiones

En este capitulo se demostrd la existencia de politicas Optimas en costo promedio por medio
del enfoque de Aprozimaciones por Problemas Desconlados (APD) en contextos mas generales
a los considerados en trabajos previos ( ver, por ejemplo, |31}, [33], [54], [70]), en los cuales se
supone que una o mas de las siguientes condiciones se satisfacen: (i) A(x) es compacto para cada
z € X; (ii) =N < ho(-) Vo € (0,1), para alguna constante N > 0, (iii) ho(-) < B(:) Va € (0,1),
para alguna funcién no negativa B(-).

Por otra parte, el andlisis que se presenté del enfoque APD permitio resolver explicilamente
el problema en costo promedio para un sistema de inventarios con controles no acotados, lo

cual es poco frecuente en la literatura.
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Capitulo 4

Indice en Costo Promedio:

Condiciones de Estabilidad

4.1 Introduccion

4.2 Indices en costo promedio

4.3 Condicién de Lyapunov y crgodicidad gcométrica
4.4 Resultados preliminarcs

4.5 La ecuacién dce optimalidad en costo promedio
4.6 Aplicaciéon a un problema de inventarios

4.7 Conclusioncs

4.1 Introduccién

Ahora estudiaremos el PCO en costo promedio pero, a diferiencia del capitulo anterior, las
condciones que se consideran se imponen directamente sobre el modelo de control, excepto la
condicion H4.3.8. Estas condiciones garantizaran que los procesos controlados tienen buenas
propiedades de estabilidad, las cuales a su vez, permitiran mostrar que existe una solucién
de la EOCP. Esto ltimo se hace en dos etapas: primero se muestra que existe una politica

estacionaria dptima en costo promedio en la clase de las politicas estacionarias por medio



del enfoque de Aprozimaciones por Problemas Descontados; posteriormente, se obtiene una
solucién de la EOCP usando el Algoritmo de Ileracion de Politicas con la particularidad de
que la politica de “inicializacién” es una politica éptima en costo promedio en la clase de las

politicas estacionarias.

Para procesos de Markov (controlados o no controlados) las propiedades de estabilidad
generalmente se expresan como propiedades de recurrencia o ergodicidad y su uso abunda en la
literatura ( para procesos no controlados ver, e.g., |50|; para procesos controlados ver, e.g., {12],
[17], [28], [36], [40], [42], [56]), pero en ]la mayor parte se considera espacios numerables o costos
acotados. Por otra parte, se sabe que bajo ciertas condiciones, la existencia de soliciones de
la EOCP es “equivalente” a que los procesos controlados posean propiedades muy fuertes de
recurrencia ([12], [36]).

Uno de los caminos mas importantes para establecer la estabilidad de sistemas deter-
ministicos o estocasticos es por mediov del wso de funciones de Lyapunov. Generalmente, se
atribuye a Foster ({23|) la introduccién de este tipo de funciones para el andlisis de sistemas
estocasticos no controlados y a Hordijk ([40]) para el caso de sistemas estocdsticos controlados.

En este capitulo estudiaremos el PCO en costo promedio suponiendo que el modelo de con-
trol satisface una condicion del tipo Lyapunov que garantizara, por una parte, que los procesos
de Markov asociados a las politicas estacionarias son gcomélricamente cryddicos (]50])— es de-
cir, que se “estabilizan” con rapidez geométrica— y, por otra parte, la existencia de soluciones
a la Fcuacion de Poisson (|27]) correspondiente a cada uno de dichos procesos. Los resultados
principales se encuentran en el Teorema 4.5.2, el cual establece la existencia de una solucion
de la EOCP y de una politica estacionaria optima en costo promedio, y que las atirmaciones
“f* € F es dptima en costo promedio”, “f* es Flynn-Optima” y “ f* es fuertemente Optima”,
son equivalentes.

El resto del capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la Seccion 4.2 se presentan
los criterios de optimalidad. En la Seccidon 4.3 se introduce una condicion del lipo Lyapunov 'y
se discute su relacion con propiedades de ergodicidad geométrica y otras consecuencias impor-
tantes. La Seccién 4.4 contiene tinicamente resultados técnicos, v la Seccidn 4.5 contiene los
resultados principales del capitulo. Para finalizar, en la Seccién 4.6 se presenta un sistema de

inventarios, variante del introducido en el capitulo anterior, que satisface las condiciones que se
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usan en este capitulo (ver H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8). Tanto los resultados como la presentacién

que se hace de ellos se tomaron de [38].

4.2 Indices en costo promedio

Dado que en este capitulo consideraremos varios criterios de optimalidad en “costo promedio”,

algunas de las definiciones introducidas previamente se repetiran de nuevo aqui con el dnimo

de facilitar la lectura y evitar posibles confusiones.

Para cada n € N, el costo esperado en N-etapas cuando se usa la politica m € 1, dado que

el estado inicial del sistema es xg = x € X, esta dado por

N -1

In(m,x) = Iy Z Cxe, ar),

L0

y el coslo promedio (por etapa) se define como

1
J(m,x) :=limsup —Jy(7,x)
n—soo N

Ademads, la funciones de costo éptimo correspondientes son

Iy () = 7:I(l'f' In(m,x) y  J(x) = inl J(m, z), reX.

nell

Definicién 4.2.1. Una politica #* € IT es :

(a) dptima en costo promedio si

J(x) =J(@",x) Ve e X;

(b) dplima en el sentido de Ilynn, o brevemente, I'lynn-optima si

: 1 * ¢
}\;l_l:réo N [In(r™,2) — Jy(x)] =0 Vo e X;

(c) fuertemente (F-) éptima si

1
J(@*,x) <liminf —. Y.x) Vo :
(TT,I)__I}\]/T_I.ICI\;fN]N(W,l) Vo € X
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Observacién 4.2.2(a) Es facil verificar que si una politica es Flynn-Gptima o fuertemente
6ptima, entonces es éptima en costo promedio;

(b) Por otra parte, si 7* es Flynn-6ptima y

1
J(r*,x) = ngnoo —N—JN(F*,.’B) Vr € X,

entonces n* es fuertemente éptima. En este caso, de (a) se sigue gque se cumplen las siguientes

implicaciones:

7* es Flynn-Gpt. = 7* es F-6pt. = 7" es Opt. en costo promedio.

4.3 Condicién de Lyapunov y ergodicidad geométrica

Consideraremos un modelo (X, A, {A(z) : z € X},Q,C} de acuerdo a la Definicién 2.2.1 y
adicionalmente suponemos que X es un espaczo localmenle compaclo.
Ahora introducimos las condiciones de compacidad y continuidad que usaremos en nuestros

desarrollos.

H4.3.1. Paracada zr € X :
(a) A(z) es un subconjunto compacto de A;
(b) C(x,-) is semicontinua inferiormente en A(x);

(c) Q(-]z,a) es fuertemente continua en a € A(x), es decir, la funcién

@ /X u(y)Q(dylz, a)

es continna para cada funcién medible acotada u € My(X);

(d) existe una funcién medible V' > 1 definida en X tal que
(d.1) la funcién a > /;( V(y)Q(dy|z,a) es continua;
(d.2) |C(z,a)] < V(z) Va € A(x).

También suponempos que el modelo de control satisface la siguiente condicidn del lipo

Lyapunouv ([50], [27]).
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H4.3.2. Paracada f € F:

(a) (Condicidn de Lyapunouv) existe un subconjunto petite C; de X, constantes by < +oco and

By < 1 tales que

/x V() Q(dylx, [) < ByV(x) + bfle, (x) Ve €X, (4.7)

donde I f() denota la funcién indicadora del conjunto Cy;
(b) existe una medida o-finita 1, tal que el proceso de Markov {z;}—inducido por la politica

f—es p-irreducible y aperiddica.

Definicién 4.3.3. Sea V(-) > 1 la funcién en H4.3.1(d). Denotaremos por {7 al espacio de

Banach formado por todas las funciones medibles u : X — IR tales que

lae(r)|

Uiy == sup < 400
llallv = onp s

El siguiente resultado es esencial en los desarrollos posteriores. La demostracion se propor-
ciona en |50].
Tcorcma 4.3.4.( V-Isrgodicidad Geomélrica). Sise satisface H4.3.2, entonces paracada [ € F :

(a) el proceso de Markov {z}, correspondiente a la politica [, es [arris (recurrente) posilivo.

Denotamos por @)y a la 1inica medida de probabilidad invariante;

(b) / VdQr < +oo;
X

(c) el proceso de Markov {x,} es V-uniformente ergddico, es decir, existen constantes vy < 1y

My < +oc tales que

‘ /x ()@ gl 1)~ /X ()@ ()| < Nally M ALV (), (4.8)

para todox € X, € Npy u € L{7.

Obscrvacién 4.3.5(a) Es importante notar que para cada f € F, bajo las hipétesis de (¢—)
irreducibilidad y aperiodicidad, la condiciones (4.7) y (4.8) son equivalentes (|50], Theorem
16.0.1, p. 383).
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(b) Un caso particular e importante de H4.3.2, especialmente cuando se considera problemas
con costos acolados, resulta al suponer que V es una funcién acotada. En este caso, el espacio
o es el espacio de las funciones acoladas y la V —ergodicidad uniforme (4.8) se reduce a la

condicién usual de ergodicidad uniforme

Q™ (Jz, [) ~ QrO)llrv < Myyj Yn €N,

donde || - v es la norma de la variacién total para medidas con signo. Ademas, para cada
politica estacionaria [ € F, las siguientes condiciones son equivalentes (|50], Theorem 16.0.2,
p. 384):

(i) el proceso {1} es uniformemente ergédico;

(ii) el proceso {7} es aperidédico y existe una solucion acotada V' > 1 a la designaldad (4.7);

(iii) el proceso {x:} es aperiddico y la Condicion de Docblin se cumple; es decir, existe una
medida de probabilidad A,(-) en B(X), constantes positivas € < 1, 4, y un mimero natural m

tales que
1161)f( Q(Blx, [) > 6 siempre que A (B) > e.
T

En la siguiente proposicion se proporciona otra consecuencia importante de Hi4.3.2. In el

enunciado hacemos uso de la siguiente notacion: para cada [ € F,

1) s = [ Cnega), (1.9)
he(x) = = BIS(CGa, [) = I(f)), VeeX. (4.10)
L0

Note que (4.8) garantiza que la funcion h 7(+) en (4.10) estd bien definida y que pertenece a 1.3

( c.f. Observacion 4.39).

Proposicién 4.3.6. Si H4.3.2 se satisface, entonces para cada f € F, el par (J(f), h ) satisface

la Iycuacion de Poisson (correspondiente a f)



T +Hyl@) = Cla 1) + [ B(Qyle, 1) Vo e X. (4.11)

Demostracion de la Proposicion 4.3.6. La demostracion se sigue directamente de (4.9)-

(4.10) y la Propiedad de Markov.

Observacion 4.3.7(a) Note que iterando (4.11) se obtiene

nJ(f) + hy(z) = J(f,2) + ELhy(z,) VeeX,neN, (4.12)

lo cual implica que

J(f,2) = lim %.I,,( fox) = J(J) = /)‘(("(y, NQ,(dy) Y ¢ X. (4.13)

. - 1

De hecho, las dos primeras ignaldades se siguen de (4.12) y (4.8) al multiplicar por — y tomar
D

limite cuando n — oo. La tercera igualdad se obtiene integrando (4.12) con respecto a la medida

de probabilidad invariante (Q;(-).

. ot . - . . s Eey .7 . 14
(b) Por otra parte, observe que para cada constante k, la funcién () = hy(-) 4+ k también
es solucion de la Ecunacion de Poisson. Reciprocamente, si /iy, iy € L{P son soluciones de la

Ecuacion de Poisson correspondiente a una politica [, es decir,

JU) + () = Car, [) + /x () Q(ddylae, J) Vo € X i = 1,2, (4.14)

entonces 11(-) := hi(-) — hy(-) es una funcion constante. De hecho, de (4.14) se tiene que ()

es una funcién armdnica, es decir,

H(x) = /X U(y)QUdy|x, ) Ve € X,

lo cual implica que

H(z) = /x H(y)Q™(dylx, [) V€ X,n € N.

Entonces, de (4.8) se obtiene



H(e) = [ H)Qsy) Yo eX.

(c) De (a), tenemos que las soluciones a la Ecuacidn de Poisson no son wnicas. Sin embargo,
pidiendo que las soluciones a la Ecuaciones de Poisson satisfagan una condicién adicional es
posible garantizar la unicidad. Por ejemplo, la funcion h 7(-) definida en (4.9)-(4.10)es la tinica
solucién de la Fcuacién de Poisson (correspondiente a la politica f € F), que satisface la

condicién

/ Iy (1)@ (dy) = 0. (4.15)
JX

También es ficil verificar que la funcion

We(z) = hy(x) — hy(z), z€X, (4.16)

donde 2z € X es un estado fijo arbitrario, es la wnica solucidn que se anula en z, es decir,

h%(z) = 0. Finalmente note que

/A),f(:;;) = hj(z) - /x hi(y)Qy(dy), = e X. (4.17)

La tltima hipétesis general que se usara en este capitulo involucra a las constantes en (4.8)

y se introduce a continuacion.

H4.3.8. Las constantes M = sup, M y v := sup, 7y, satisfacen lo siguiente:

M < 4co and vy <1 (4.18)
En la Seccion 4.5 se presenta una variante del ejemplo de inventarios estudiado en el capitulo
anterior, el cual satisface las condiciones en H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8.

La propiedades “ergédicas” clave para los desarrollos que se presentaran en el resto del

capitulo son las propiedades (4.8), (4.11) y (4.18). En [30], [36], y [56] se presentan otros



enfoques para obtener estas propiedades para costos acotados, y en [28], [49] para costos no
acotados. Es importante mencionar que en las dos iltimas referencias se imponen condiciones
sobre la funcién de costo mucho mas restrictivas que la nuestras, que pueden catalogarse como de
uso estandar en la literatura relacionada. Por ejemplo, ademas de las condjcioneé de estabilidad,
en [28] se supone que la funcién de costo y la ley de transicién satisfacen una condicién “lipo
Lipschilz”, mientras que en [49] se supone que la funcién de costo es esiriclamente no acotada,
lo cual de entrada ya penaliza los comportamientos inestables de los procesos controlados ( c.f.
Capitulo 6). Por otra parte, es posible demostrar que bajo ciertas hipétesis las condiciones de
estabilidad en [28] implican a H4.3.2. De hecho, en la Seccion 4.5 se “demuestra” ésto para el

caso especifico de un sistema de inventarios.

Observacion 4.3.9. Considere las funciones (4.10) y (4.16). Note que H4.3.8 implica que

sup ||7yllv < M(1—)7,
fEF

lo cual a su vez implica que

sup || jyv < M(1 —4)7
JEF

Obscrvacién 4.3.10. Sean vy Q, [ € F,como en H4.3.2(a) y Teorema 4.3.4(a), respectiva-
mente. De la Observacion A.D.9, se tiene que ¢ < Qy, para cada [ € F, es decir, Q;(/3) =0

implica que ¥(B) = 0.

4.4 Resultados preliminares

Para cada u € L7 se define la funcién

Tu(z) = inf [C‘f(m,aw [ uwayie,a)|, zeX, (4.19)

donde u € L$P. En el siguiente teorema se demuestra que bajo las condiciones H4.3.1 y H4.3.2(a)
existe un selector que alcanza el infimo en el lado derecho de (4.19), de manera que el operador

T manda el espacio L{Y en si mismo, es decir, T(L5P) C L.



Proposicién 4.4.1. Suponga que se satisface H4.3.1 y H4.3.2(a). Entonces,

(a) Para cada u € L existe un selector f € F—que depende de u—tal que

Tu(z) =C(z, [) + /xu(;z/)Q((lylm,f) Vo € X; (4.20)

(b) T(LP) C LY;

(c) existe C € B(X), constantes 3 <1y b < 400 tales que

/x V() Q(dy|z,a) < BV (z) + M) Y(r,a) € K. (4.21)

Demostracion de la Proposicién 4.4.1. Sea u € I§Y arbitraria fija y defina m := [|ul|v.

(a) Considere la funcién

wy(x) == u(z) + mV(x)

y observe que dicha funcién es nonegativa y que pertenece al espacio L{?, de manera que existe
una sucesion {u},} de funciones medibles y acotadas tales que ul,(-) T uy(-) cuando n tiende a

infinito. De H4.3.1(c), del Teorema de Convergencia Mondtona se concluye que la funcién

[ eyl )
JX

es semicontinua inferiormente sobre A(x), para cada x € X. Combinando ésto con H4.3.1(b) y

(d.1), se observa que

Cla )+ [ wn)Qdyle,) = Cloy )+ [ avln)QUdsla ) = m [ VeQyls, )

es semicontinua inferiormente para cada x € X. Finalmente, de H4.3.1(a) y del Teorema de

Seleccion (Teorema A.B.5), se concluye que existe [ € F tal que

Tu(zr) = Clz, f) + /Xu(y)Q(d;i/[:n,f) vr € X.

(b) Puesto que



| [ u)Qslz, o) <m [ V)Q(slr,0) We,a) €K,

de (a), H4.3.1(a) y H4.3.2(a), se concluye que T'u(-) € L;
(c) De H4.3.1(a}, (d.1) y aplicando de nuevo el Teorema de Seleccion, existe ¢ € F tal que

r,9) Vz € X,

sup V(y)Q(dy|z,a) = / V(y)Q(dy
a€A(z) /X

lo cual implica que (4.21) se cumplecon B=1,,b=b,y C=C,. R

Proposicién 4.4.2. Suponga que se satisfacen H4.3.1 y H4.3.2 y sean b, I3 las constantes de
la Proposicién 4.4.1(c). Entonces, para cada z € X, m € I, v € L y n € N las propiedades

siguientes se cumplen:
n—1

(a) ETV (zy) < B"V(z) + b E I3+
k=0
n—|

(b) EZlu(zn)| < ||ullv {B”V(m) +b Z 13"'} Vn € N;
k=0

(c) limsup sup ET fu(zy)| | < bljullv(1 — B)™

n—oe0 e
(d) lim 1 @up BT u(x,)|| = 0.

n—0o 71 |re

Demostracién de la Proposicién 4.4.2. Observe que (a) = (b) = (¢) = (d). Por otra

parte, (a) se obtiene iterando (4.21). W

Recuerde que para cada factor descuento a € (0, 1), el costo a-descontado generado por la

aplicacién de una politica 7 € II, dado que el estado inicial es zp = z € X, estd dado por

(o o]
Yot Cla, ay); (4.22)
=0

mientras que la funcién de costo éptimo a-descontado es

Val(z) = ;g} Val(m, x). (4.23)

Ahora definamos paracadaz e X yw €Il :



n—1
Vir,z):= E} Z tC(xy,00) y VMx) := inf VI(m,z), necN. (4.24)
=0 rell

Del Algoritmo de Programacion Dindmica ( [34], Chapter 3, Section 3.4, p. 31), para cada
ne€Nyac(0,1)

vitle) = TvMx) VreX, (4.25)
= inf l(,}'(;'z;,a,) + / VI (y)Q(dy|x,a) |,
a€A(x) JX
donde VI(:) =0y T es el operador definido en (4.19).

Teorcma 4.4.3. Suponga que se satisfacen H4.3.1 y H4.3.2(a). Para cada « € (0, 1) se cumple
lo sigiiente:

(a) las funciones V2(-} y V,(-) son medibles y existe una constante K, tal que

[V — Vollv < Koot Vi e N, (4.26)

p 4

b) V., () satisface la Fouacion de Oplimalidad en Costo - Descontado (ao—EQCD
1

V() = min [( (xya) + v / Vi) QUdy|x,a)| Vo e X5 (4.27)
a€A(r) | JX

(c) existe una politica estacionaria [, € F tal que
Vo(r) = Clx, fo) + o / Vo (0)QUdyla, ) Vo € X, (4.28)
JX

ademas, f,, es dplima en coslo a-descontado, ie.,

Va(r) = Vio(fu, ) Vi € X5 (4.29)

reciprocamente,

(d) si f € F es Optima en costo a-descontado, entonces satisface (4.28).



Demostracién del Teorema 4.4.3(a) Note que

Valm,z) = V2 (7w, x) + o B} ZC'(.’L]/, a),

t=n

para cada z € X, m# € m y n € Np. Entonces, de H4.4.3(a) y la Proposicion 4.4.2, se tiene que

Vo' (z) = Va(z)| < sup|Vg(m, ) — Va(m,z)
i

oo

< a"sup o) Z A TNC (g, )|
1

l-n
< Koo'V (),

donde b, B son las constantes de la 4.4.1(c) y K¢ := [(1 — 8)(1 — a)]~'b. La medibilidad de
las funciones V() y Vi(-) se sigue de la Proposicion 4.4.1(a), (4.25) y (4.26).

(b) De (4.25) y (4.26) y usando el Lema de Fatou, se deduce que

Va(2) > min [C(:z,rz) +(x/ Valy)Qdylz,a){ Yz e X.
a€A(x) JX

La designaldad en sentido contrario se obtiene de forma similar, notando que

Vi) < Cle,a) + / Vil () Qdyleya) V(x,a) € K.
JX

Para demuostrar (c) y (d), note que de Proposicion 4.4.2(a) se tiene que

Va(m,2)| < (1 - B = a)|7 'V (z) Vee X, nell, (4.30)

lo cual implica

Val(z)] < [(1 = B)(1 — )"0V (z) VaeX,mell (4.31)

Entonces, de la Proposicion 4.4.2(c),



Jirxgoa"Eg[Va(w,mn)[ = Jirgoa"l?]':lva(a:n)l =0 VeeX,mrell (4.32)

Puesto que la demostracién de (c) y (d) es estandar ([34], Chapter 4), la omitimos. H

Observacién 4.4. Sean a € (0,1) y f € F arbitrarios. Note que para cad a € X se cumplen

las siguientes desigualdades:

,fco

(1 - a)Valfz) = I S (Q—a)) HB{C(z, [) - J())|
£=-0
-00
<(1—-a)V(z) }: alyt
=0
(1 —a)V(x)
B 1—ary
Entonces,
lim (1 —e)Vo(f,z) =J(f) VzeX; (4.33)
a—|-
por lo tanto,
il;f J(f) Zlimsup (1 — )V, (x) Ve e X. (4.34)

a1
4.5 La ecuacién de optimalidad en costo promedio

Definicién 4.5.1. Sea p una constante, f € Fy h: X — Rl nna funcién medible.
(a) Diremos que la terna (p, f, 1) es una solucion de la Desigualdad de Optimalidad ecn Costo

Promedio (DOCP) si

p+hiz) > arel}:g) [C(a:,a,) + /X hy)Q(dy|z,a)| VreX (4.35)
= Clz, /) + /x h(y)Q(dylzx, [). (4.36)
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(b) Si (p, f,h) satisface la relacién (4.35)-(4.36) con igualdad diremos que es una solucién de
la Ecuacién de Optimalidad en Costo Promedio (EOCP). En este caso, diremos que la politica
estacionaria f y la funcién h pertenecen a (o provienen de) una solucion de la EOCP.

En el siguiente teorema mostramos que bajo H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8 existe una solucién
(p*, f*,h*) de la EOCP, donde h*(:) es una funcién en L{P. También mostraremos que las

afirmaciones “ [ es dplima en coslo promedio”, “ [ es fuertemente dplima”, “ [ es Flynn-dplima™

son equivalentes.

Teorema 4.5.2. Supongamos que se satisfacen H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8. Entonces:

(a) existe una terna (p*, f*,1*), con h*(-) en L7, que satisface la EOCP; es decir,

PP+ h*(x) = min [(}(.’I;, a) + / R*(9)Q(dylz,a)| VreX
a€A(x) JX

= Cle. )+ [ B @Rk, 1)

Ademéds, [* es dplima en coslo promedio y el valor éptimo en costo promedio es p*, es decir,
J(z)=J(f*z)=p" VeX.

(b) Para cada f € F, las siguientes afirmaciones son equivalentes: (i) [ es Flynn-6ptima; (i)
[ es F-Optima; (iii) [ es ptima en costo promedio. Por lo tanto, la politica f* en (a) es
Flynn-6ptima,;

(c) Si f € F es una politica 6ptima en costo promedio, entonces (p*, f, h*) satisface la EOCP

Qs —casi dondequiera, donde Qf(-) es la medida de probabilidad invariante correspondiententes
af.

Para demostrar la existencia de una solucién de la EOCP, primero demostraremos que
existe una politica estacionaria “Optima” en costo promedio en la clase F usando el enfoque
de Aprozimaciones por Problemas Descontados; luego, usaremos el Algoritmo de lieracién de
Politicas para obtener una solucién de la EOCP con la particularidad de que la politica de

“Inicializacién” es una politica éptima en F'



Teorema 4.5.3. Suponga que se satisface H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8. Entonces existe una terna
(p*, fe, i), con hu(-) en L$P, que satisface l]a DOCP. Ademas,

ot = i%f J(f,z) =J(fe,z) = lim (1 - @)V, (z) VzeX.

a—1-

Demostracion del Teorema 4.5.3. La demostracion de este teorema sélo sera bosquejada ya
que, esencialmente, es la misma que la demostracién dada en [28], Theorem 3.5, y los argumentos
son similares a los de la demostracién del Teorema 3.3.3. Sin embargo, sdlo podemos concluir
que existe una politica estacionaria “6ptima” en la clase F, ya que el Teorema Abeliano (ver
Teorema 3.2.4 o Teorema A.E.5) puede no cumplirse debido a que en el presente contexto no
suponemos que la funcién de costo este acotada inferiormente por una constante.

Definiendo para cada o € (0,1), = € X, las funciones

Pa = (1 —a)Vo(2), v ha(z) = Vy(x) — V(2), (4.37)

donde z es un estado fijo arbitrario, la Ecuaciéon de Optimalidad en Costo a—Descontado (4.27)

se puede re-escribir como

Pa+ ho(z) = min [C(rn,a) -+ a/ ho(y)Q(dy|z,a)| Vz € X. (4.38)
a€A(x) X

Por otra parte,

lha(x)] < 1 =)' MV (z) + V(2)] Vz € X,a €(0,1), (4.39)

donde v y M son las constantes en H4.3.8. Para verificar esto tltimo, del Teorema 4.4.3(c),

note que

[ho(x)] = ]i]{‘ﬁf Vol [, ) ~ hllf Vol f, 2)]

AN

sgp Vol S, ) — Vo[, 2)). (4.40)
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También note que

sup |Va(f,2) = Vol f,2)| <sup)_ o!|BIC(zs,a) ~ / Cly, [)Qy(dy)]
F =0 JX
(4.41)

+sup >l E{C (i, ar) - /x Cly, Qs (dy).
[2X)] "

Entonces, del Teorema 4.3.4(c) y H4.3.8, se obtiene

s;l‘pIV(,(f,:l;) ~ Vo, 2)] < (1 —9) "MV (x) + V(2)] Ve X, € (0,1). (4.42)

Combinando (4.40), (4.41) y (4.42), se obtiene (4.39).

Por otra lado, de (4.31), se tiene que

|pa) < (1 — B)bV(2) Ve € (0,1)

donde /3, b son las constantes en la Proposicion 4.4.1(c). Tomando x,(n) T 1 tal que

'y :=lirf:'slup Pa = "13& Pa(n)s (4.43)

y sustituyendo « con a(n) en (4.38), argumentos similares a los dados en la demostracion del

Teorema 3.3.3 demuestran que g* y la funcion
ha(z) =liminf i,y (2), € X,

n—oo

satisfacen la DOCP, es decir,

P + ho(z) > The(z)
= min {C(x,a) + / h*(y)Q(dyI:I,',a)J Vr e X.
JX

a€A(x)
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Note que h.(-) pertenece al espacio L{’; entonces, de la Proposicién 4.4.1(a), existe f. € F tal

que

Thi(z) = O(a, f) + [ h@)QUdylz, L) Yo €X;

es decir, la terna (p*, [, Ii.) satisface la Desigualdad de Optimalidad en Costo Promedio.

Iterando la desigualdad
P+ hu(e) 2 Cla, L) + [ ()@l 1) Va € X,
de (4.13) y la Proposicion 4.4.2(d), se concluye gue
p 2 J(faw) = J(L.) VeeX.
Ahora, de (4.33) y (4.34), tenemos que

J(fs) = "]B? (1 — )V ([, z) 2limsup (1 — )V, (2).

cr— |

Por lo tanto,
pr= il{}‘f J(f,x)=J([e,x) Ve X.
Sea B(n) T 1 tal que
px =liminf po = lim pg,).
181 00
Repitiendo los argumentos anteriores, se concluye que

pr=pe = lilTT‘l(l —a)V,(z) VreX. (4.44)

Finalmente, observe que Vr € X, € (0,1), se tiene



(1~ Q)Val@) = pal = (1= a)lha(a)]

IA

(A=)~ MVE) +VE-a)
lo cual combinado con (4.44), implica

pr = liﬁ(l —a)V,(z) VeeX. M
[&]

Dcemostraciéon del Teorcema 4.5.2.(a) Como se menciond previamente, la demostracion de
esta parte se hard por medio del Algorlimo de [leracion de Politicas con la particularidad de
que la politica estacionaria en la parte inicial del proceso recursivo es una politica optima en
costo promedio en F.

Del Teorema 4.5.3, existe una politica fy tal que
J(fo)=p" = H}TTll(l —a)V(x) Vo e X.
€
Sea hg € LY una solucion de la Ecuacion de Poissson correspondiente a fy, es decir,

p" + ho(x) = C(x, [o) + /x ho(y)Q(dylx, o) Va e X. (4.45)

De la Proposicién 4.4.1(a), existe f; € F tal que

Tho(z) = Clz, fi) + /X ho(y)Q(dylx, 1) Ve e X, (4.46)

de manera que

p* A+ ho(x) > Cz, [1) + /X ho(y)Q(dylx, [1) VY e X. (4.47)

Ahora denote por hy € LY a una solucién de la Ecuacién de Poisson correspondiente a la

politica [y, ie.,
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o + ha(z) = C(z, f1) + /x ho(y)Qdylz, f1) Yz € X. (4.48)

Entonces, de (4.47) y (4.48), se obtiene
ho(z) = ba(x) = [ ho(y) =l (|Qylz, 1) ¥ € X,

lo cual, por (4.8), implica que

ho(z) — h(z) > /x lho(y) — ()|, (dy) Yz € X. (4.49)

Por otra parte, definiendo % := inf, [Lo(y) — 1 ()], se deduce de (4.49) que ho(-)—li(+) = Ky
@y, —casi dondequiera. Es decir, existe Ny € B(X) con Q, (N;) =1 tal que

ho(z) —hy(x) = ky Vz €Ny,

ho(xz) — hi(x) > ki Yax € N,

donde Ny := X — N.

La repeticién del proceso anterior genera una sucesion de funciones {,,} C L{?, una sucesion
de politicas {fn,} C F y una sucesién de conjuntos {N,} C B(X) con las siguientes carac-

teristicas: Para cada n € Np :

(D
o+ h(z)=Clx, fu) + /x I () Q(dylz, fn) Vr € X; (4.50)

(1)

WM@=@%MN+AM@WMM%m)WEX; (4.51)

(III) Ademss, Q.. ,(Nny1) =1y
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ho(z) = bhnp1(z) = kny1 VT € Npyy, (4.52)

hn(x) — hng1(z) > kagr Vz € N 4. (4.53)
Ahora defina el conjunto

N* = ﬂ:io N,,

el cual es no vacio, ya que de lo contrario de H4.3.2(b) y la Observacion 4.3.10 tendriamos que

Y(X) = 0. Sea 2* € N* y defina las funciones

hy(z) = hn(z) — hn(z") Yz € X,n € No. (4.54)

Entonces, de (4.52)-(4.53), se deduce que

Iy (-) > by () Vno€ Ny. (4.55)
Note que la funcion
h*(x) = Jim hy(z), z=eX, (4.56)

pertenece a LS (ver Observacion 4.3.9). Ahora, demostraremos que h* satisface la EOCP. Para

hacer esto, primero observe que
Th*(x) <Thy(z) < C(x, fn) + / hy () Q(dylx, fr.) = p* + 1 (z) Ve X,neN;
Jx
por lo tanto,

Th*(z) < p* +h*(z) VzeX. (4.57)

Para obtener la desigualdad en sentido opuesto, note que combinando (4.51) y (4.54), se
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tiene que Vz € X;n € N :

Thi@) = Cla,furn) + [ HW)QIz, far1)
> C(-”?afm»,l)"r“/x”';i1(‘.'1)@(‘1'!}‘-’1%fn»H)

= p* 4 hppi(z) 2 p" + 1 (2). (4.58)
En consecuencia,
C(x,a) + /X Iy, ()Q(dyfx,a) > p* + 1" (x) Va e X,a € Ax),
de donde se obtiene, al tomar limite cuando n — oo, que
Cloya) + [ @)QUylr,) 2 p7 410 (a) Vi € X, € AGe).
Entonces,

Th*(z) 2 p* + 0 (x) VreeX. (4.59)

Por lo tanto, de (4.57) y (4.59), tenemos que h* satisface la EOCP

g )= min [Ca)+ [ n@ln0] veex,
a€A(x) JxX

y de la Proposicién 4.4.1(a), existe [* € F* tal que

Pt (x) = Cla, [7) +/ W ()Q(dylz, ) Vo e X.
X

(b) De acuerdo a la Observacion 4.2.2, s6lo hace falta demostrar que (iii) implica (i). Primero

demostraremos que las funciones
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L(z) :=l¥‘giggf [Jn(z) —np*] and L°(z) :=limsup [Ji(z) —np*], z€X,

n—co

solamente toman valores en el conjunto de los niimeros reales. Para hacer esto, considere la

terna (p*, f*,h*) de la parte (a) y note que
[Jn(f*, ) — np*] + EL 1*(z) < [J4(z) — np*] +sup IZIh* (zg)] Vo€ X,n €N.
™
Entonces,
IALI.(;I:) + (Qf-ﬁf- < M) limsup sup IE| (| Ve € X,
N—+00 ki
lo cual implica, por la Proposicién 4.4.2(c), que

—o0 < [z) VreX. (4.60)

Por otra parte, puesto que
Ti(z) € Ju(J*,7) V€ X,
tenemos que
I°(z) < ﬁf—(m) Ve € X,

de manera que

L (z) < 400 Vz € X. (4.61)

Ahora observe que (4.60) y (4.61) implican que

1
lim —Jy(z) =p* VoeX. (4.62)

n—on
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Finalmente considere una politica f € F 6ptima en costo promedio, i.e., J(f,z) = p* Vx €

X. De (4.13), tenemos que

1
J(f,x) = T}Lrgo ;;J,,,(f, z)=p" YzeX (4.63)

Combinando (4.62) y (4.63), se concluye gue [ es Flynn-6ptima, es decir,

lim SJu(f,2) — @) =0 Vz e X.

n—00 7).

(c) Suponga que f € F es Optima en costo promedio y Qf(+) la medida invariante correspon-

diente. Observe que si el conjunto de puntos donde se satisface la designaldad

PR () < Cle, f7) + /x () Q(dyle, )

tiene medida positiva con respecto a QQ((-), entonces

J() = /x U, [)Q () >
lo cual contradice que f es éptima en costo promedio. Por lo tanto, la terna (p*, f, h*) satisface

la EOCP Q(-)—casi dondequiera. Bl

En la siguiente proposicién mostramos que las sohiciones de la EOCP son inicas exceplo

por conslantes adilivas.

Proposicion 4.5.4. Suponga que se satisfacen H4.3.1, H1.3.2. y H4.3.8 y que (p*, f;, h;) es
solucion de la EOCP, donde /; € LY, para i = 1,2. Entonces, la funcion 1{(-) 1= hy(-) — Iy (*)

es constante.

Dcmostracion de la Proposicion 4.5.4. Para demostrar esto, primero observe que

pt+hi(x) = Cx, fi) + /x h(nQ(dylz, f1) YreX



P +hy(z) < Clz, i)+ /x ha()Qdylz, 1) Vo € X,

de manera que
H@) < [ Qs [) YoeX,
X
lo cual implica que

H(z) < /xll(y)Qf, (dy) VreX. (4.64)

Usando argumentos similares se obtiene

/ H{)Qy,(dy) < H(x) VzeX. (4.65)
X

Ahora definamos

ky:=sup l(z) y ky:= inf H(x).
reX r€X

Las desigualdades (4.64) y (4.65) implican que

H(z) = k5 YzreN,

H{x) = ky Yz € Ny,

donde N y Ny son tales que Qp, (Ni) = Q,(Ny) = 1. Finalmente, note que NyNNy # @, ya que
de lo contrario tendriamos que ¥(X) = 0, donde ¥ es la medida de irreducibilidad en H4.3.2,
puesto que dicha medida es absolutamente continua con respecto a las medidas (invariantes)
Q1 () y Qp(-) lver Observacién 4.3.10]. Entonces, ki = ky y, por lo tanto, H(-) es una funcién

constante. l
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4.6 Aplicacion a un problema de inventarios

De nuevo consideraremos el sistema de inventario presentado en la Seccién 3.2.4, el cual evolu-

ciona de acuerdo a

41 = max(z, + ay —wy,0), Lt € Ny; 29 =1z, (4.66)

en el espacio X = [0, +00), pero ahora suponemos que variables de control a; toman valores
en A := [0, 6] independientemente del nivel de inventario, donde # es una constante positiva.

También suponemos que el proceso de demanda {w;} satisface las siguientes condiciones.
} 5

HA4.5.1(a) El proceso {uy} estd formado por variables aleatorias no negativas independientes
e identicamente distribuidas. La funcién de distribucion es denotada por (/(+) y satisface lo

siguiente:
(a.1) G(-) tiene densidad continua y acotada;
oo
(a.2) w* = / yG(dy) < +o0.
Jo
(b) 0 < w*.
La esperanza con respecto a la distribucién conjunta de {u,} se denota por F.

La funcidn de costo por etapa se toma como

C(x,a) = ba+ h.(x+ a) — slimin(e + a,w), (x,a) € K, (1.67)
donde b, h, y s son constantes positivas.

Ahora mostraremos que el sistema de inventario (14.66)-(4.67), bajo las condiciones H4.5.1,

satisface H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8.

Verificacion dec H4.3.1. Es claro que H4.3.1(a)-(b) se cumplen, mientras que H4.3.1(c) se

obtienc observando que

/ w(y)Q(dylx,a) = Bul|(x +a — up) '],
X

para todo (r,a) € K y toda funcién medible acotada 1 € A,(X), donde y' := max(0,y).
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Para obtener una funcién de “acotamiento” V() que satisfaga H4.3.1(d), denotemos por ¥

a la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria § — wy, es decir,

¥(p) = Eexplp(0 — wo)], p20.

Note que ¥(0) = 1 y que su derivada ¥ (0) — ¢ — w* < 0, lo cual implica gue existe una

constante » > 0 tal que

« = Eexp|r(0 —wp)] < 1. (4.68)

Defina

V(x):= glexp|r(z +2w")}, =€ X, (4.69)

donde 3 es una constante positiva. Con célculos directos se obtiene que

| vwaies) =ve [ " explr(a — p)ICdy) + VO)L - Gz + ), (4.70)

lo cual muestra que H4.3.1(d.1) se satisface.

Por otra parte, se puede verificar facilmentre que
|C(x,a)] < sz 4+ 2w"), xzeX.
Entonces, puesto que la constante 3 se puede tomar lo suficientemente grande de manera que
V{z) 2 max{l, s(z + 2w}, VzeX,

tenemos que H4.3.1(d2) se satisface.

Verificacién de H4.3.2. Primero mostraremos que H4.3.2(L) se cumple. Defina la medida
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y la funcién

Sx) =1-Gx+0), zeX. (4.72)

Es facil verificar que

Q(lz,a) 2 ¢(-)S(z) Y(z,a) €K, (4.73)

de donde se deduce que, para cada f € F, el proceso {z,} es ¢/— irreducible y aperiédico ( ver
Definicién A.D.5 o [55], Remark 2.1 y Example 2.5); en consecuencia, H4.3.2(b) se cumple.

Para verificar que H4.3.2(a) se satisface, note que de (4.68)-(4.69) se obtiene

/x V(y)Qdylz,a) < aV(z) + V(0) ¥(z,a) € K.

Entonces,

[ V@Rl a) < BV (@) + V(O)li() V(z,a) €K, (4.74)

donde B:=3(l~a)<ly K:={yeX:V(y) <(1-u)"'V(0)}.

Por otro lado, puesto que la funcién definida en (4.72) es continua, la relacién en (4.73)
implica que para cada [ € F el proceso {x:} es un T-procecso (ver Definicion A.D.14 y Teorema
A.D.17). Ademés, del Teorema A.D.16, tenemos que cada subconjunto compacto de X es un

conjunio petite. Por lo tanto, (4.74) muestra que H4.3.2(a) se cumple.

Verificacion de H4.3.8. Para verificar esta condicién usaremos un resultado de [28], para lo

cual introducimos la siguiente notacién: sea v una medida con signo finita en B(X) y defina

le:memwx

donde V(-) es la funcién definida en (4.69) y |v| es la variacién total de v. Ademds, defina las

medidas con signo

vi(le) = Q"(|z, /) = Qs(), z€X,f €F,neN,

~J
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y las funciones
Si{x):=1-G(x+ f(z)), zeX, feF.

Note que

sup |72y S V{Z)MY* Ve e X,neN, (4.75)
JeF

implica que H4.3.8 se satisface.

Ahora note que para cada z € X y [ € F, las siguientes propiedades se satisfacen:

Qe ) 2 SN (476)
/x V() Q(dyle, [) < V(@) + [J))3 Sy (2); (4.77)
it [ Stdn) 2 [ S = 50) > o (4.78)

En el Lemma 3.4 de [28], se muestra que las propiedades (4.76)-(4.78) implican que (4.75)

se cumple. Por lo tanto, H4.3.8 sec satisface.

4.7 Conclusiones

En este capitulo, suponiendo que se satisfacen condiciones de continuidad y compacidad de uso
estandar en la literatura y una condicién del tipo Lyapunov, se demostré lo siguiente:

(a) existe una solucion (p*, [*,1*) de la Ecuacién de Optimalidad en Costo Promedio
(EOCP) y que J([*,x) = p* Vr € X;

(b) las afirmaciones “f es Optima en costo promedio”, “f es fuertemente éptima” y “f es
Flynn-éptima” son equivalentes, sin importar si la politica [ proviene de una solucién de la

EOCP;

(c) las funciones que pertenecen a una solucién de la EOCP son tinicas excepto por con-



stantes aditivas.

Resultados similares a éstos se presentan en ({3], [30], [36], [56]) para el caso de espacios
discretos o espacios de Borel y coslos acolados, y en ([28], |29]) para espacios de Borel y coslos
no acotados.

En las dos 1iltimas referencias, se supone que el modelo de control satisface una condicién
de Lyapunov similar a H4.3.2 , pero para obtener una solucién (p*, f*,h*) de la EOCP se
imponen condiciones de “contraccién” tanto en la funcién de costo como en la ley de transicién
del sistema, que en general parecen ser muy restrictivas y dificiles de verificar. Por otra parte,
sOlo se mnestra que la politica f* es Flynn-Gptima (por lo tanto, fuertemente dptima y 6ptima
en costo promedio), pero suponiendo que el soporte de la medida invariante (Q;- es ignal al
espacio de estados X. En relacion a la unicidad de las soluciones de la EOCP no se hace ningiin
senalamiento. Finalmente, es importante mencionar que la condicién de Lyapunov que se usa
en estos trabajos implica que H4.3.8 se cumple (ver [28], Lemma 3.4), es decir, que las tasas
de convergencia de los procesos de Markov (inducidos por las politicas estacionarias) estdn
uniformente acotadas por una constante estrictamente menor que uno. De hecho, se usé este
resultado en la seccién anterior |ver, (1.76)-(4.78)] para mostrar que un sistema de inventarios

satisface la condicién H4.3.8.



Capitulo 5

Criterios Sensibles al Horizonte de

Planeacion

5.1 Introduccion
5.2 Indices de funcionamiento
5.3 Existencia de politicas sensibles al horizonte de plancacion

5.4 Conclusioncs

5.1 Introduccion

En cste capitulo se estudian criterios sensibles al erecimiento de los costos en horizonte finito
cuando este crece arbitrariamente. En la Seccidn 2, se introducen las nociones de politicas
fuertemente dominantes (Ramsey [60}), politicas dominantes (Gale [26], von Weiszacker [81])
costo de oportunidad (|25]), optimalidad en scsgo (|80]), costo de Dulta ({21]). En la Seccién 3
se presentan algunas relaciones generales entre estos criterios, mientras que en la Seccidon 4, bajo
las condiciones de continuidad/compacidad y de Lyapunov (H4.3.2, H4.3.3, H4.3.8) introducidas
en ¢l Capitulo 4, se demuestra que existe una politica estacionaria Dutta éptima en la clase de
las politicas estacionarias F. También se demuestra que todos estos criterios, exceptuando el de

politicas fuertementc dominantes, son equivalentes cuando cl anélisis se restringe la clase F.



5.2 Indices de funcionamiento

Recuerde que para cada politica 7 € Il y estado inicial zg = ¢ € X, el costo en n-etapas esta

dado por
n—1
Jo(myz) =10y Clz,a), n€N (5.1)
=0
y el costo promedio por elapa es
. 1 ,
J(m,x) =limsap —J, (7, x). (5.2)
n—oo N

Ademds, las funciones de costo dptimo correspondientes son

Jr(x) = infl Jo(myz), x€XmneN, (5.3)
TE
J(x) - = 321{1 J(m,x), =€ X. (5.4)

Usando las funciones (5.1)-(5.4) se pueden definir un buen mimero de criterios sensibles al

horizonte de planeacién ( {25, {59]). En este capitulo estudiaremos algunos de ellos.

Definicién 5.2.1.(a) Una politica 7% es fuerlemente dominanie (FD) st para cada estado

inicial z € X y cada politica 7 € II, existe un niimero natural N = N (7™, 7, x) tal que

Jp(7™ ) < Jp(m,x) Vo > N.

~~
(w3}
[

Nl

Observe que la nocién de politicas fuertemente dominanies es mas fuerte que la nociéon de
optimalidad en costo promedio. Por otro lado, en [11] y [59] proporcionan ejemplos sencillos
en los cuales no existen politicas fuertemente dominantes. De hecho, en algunas aplicaciones
la nocién de politicas fuertemente dominantes es demasiado restrictiva como para que sea de
alguna utilidad. Por esta razdn, a contimiacion se introducen otros criterios menos restrictivos,

empezando con una version debilitada de la nocion de politicas fuertemente dominantes.

Definicion 5.2.2.(Gale [26], von Weizsdcker |81]). Una politica 7 es dominanie (D)si para



cada z € X, m € Il y € > 0 existe un natural N = N(7*, 7, x) tal que

(@, z) < Jp(m,x) + Yn > N; (5.6)

equivalentemente, 7* es dominanic si

limsup [Jn(7*,2) — Ju(m,z)] <0 Vz e X,m €Tl (5.7)

n—oo

Decfinicién 5.2.3.(Flynn [25]). El costo de oportunidad (CO) de una politica m € II, dado que
rqg = x € X, se define por

CO(m, ) =lm sup | J,(m,x) — T (x)], (5.8)

TL—3 0O

y €l coslo de oportunidad (COY) dplimo como

CO*(z) == ;glfl CO(m,x), zeX. (5.9)

Una politica 7* es dplima en costo de oportunidad (O.C.O.) si

CO(*,z) = CO*(z) Vr € X. (5.10)

Definicién 5.2.4.(Dutia |21]). Para una politica n € II, dado zq = = € X, se define el coslo

de Dulta por

D(m,x) =limsup |, (7, ) ~ nJ"(z)], (5.11)
N—00
y €l costo dptimo de Dulla
D*(z) = inlfﬂl D(m,z), xe€X. (5.12)
we

Una politica n* es Dulta dplima si

D(r*,x) = D*(x) Vre X. (5.13)



En lo que sigue se discuten algunas relaciones bésicas entre los criterios de optimalidad
introducidos en los parrafos previos, para lo cual requerimos la siguiente notacién. Para cada

7 € Iy z € X, se definen las funciones:

CO'(m,z) :=lim inf [Jo(7,z) — J3(2)], (5.14)
D(w, ) :=liminf [Jo(m,z) —nJ* ()}, (5.15)
L*(z) ==limsup | T3 (z) = nJ"(2), (5.16)
I*(x) =liminf [T () — n* (). (5.17)

Ademas, si L*(-) = I'(-), se define

I(z) == L*(z) = L}z) = "121;017,’:&) -nJ"(z)], reX. (5.18)

Observacién 5.2.5.(a) Note que si D(w,) < +00, entonces para cada ¢ € X y ¢ > 0 existe

N = N(z,¢) tal que
Jo(myx) = nJ (x) < D(m,x)+e Y2 N,

lo cual refuerza la interpretacion de J*(-) como la “tasa” minima de crecimiento de los costos
en horizontes finitos. De forma andloga, si CO(w,z) < oo, el crecimiento de la sucesion de

costos {.J,,(w,z)} es minimo en e} sentido de ser similar a la de los costos éptimos {.J}(z)}.

(b) Por otro lado, sin condiciones adecuadas, no es posible establecer una relacion general entre
los costos de Dutta y de oportunidad, debido principalmete a que las funciones L*(-) y L(-)

pueden no coincidir o tomar los valores +o0. Sin embargo, si L°(-) = L*(-), entonces

CO(nm,z) = D(r,z) — I{x) VYreX. (5.19)
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Ademas, si I(-) dnicamente toma valores reales, entonces

CO*(z) = D*(z) ~ L(z) VreX. (5.20)
En este caso, 7* es Dutta dptima si y sélo si es éptima en costo de oportunidad.

En la siguiente proposicién se presentan otras propiedades, cuyas demostraciones se omiten

ya que se obtienen directamente de las definiciones.
Proposicién 5.2.6.(a) Si 7* es dominante, entonces es Dutta éptima y dptima en costo de
oportunidad;

(b) si #* es Dutta éptima y

D (z) = iljtlfl Di(m,z) < +o0 Vz € X, (5.21)
TE
entonces, 7* es dominante; por lo tanto, de (a), también es éptima en costo de oportunidad.
Similarmente,

(c) si ™ es Optima en costo de oportunidad y

20" (z) = inf CO'm,z) < +o0 Vre X, (5.22)
ie : .
entonces, 7 es dominante; por lo tanto, de (a), también es Dutta éptima.
{d) Si CO(n,-) < +oc0, entonces 7 es Flynn-6ptima, es decir,

.1
lim =
n-—0o0 13,

(u(m,z) = Ji(z)] =0 VzeX.

Aniélogamente,
(e) si D(r,x) < 400, entonces 7 es Gptima en costo promedio, es decir, J(m,z) = J*(z) Yz € X.

Si ademas I*(+) < +o00, entonces CO(m,+) < 400 ; por lo tanto de (d), 7 es fuertemente 6ptima.

(f) Si 7 no es Sptima en costo promedio {es decir, J(r,-) > J*(-)], entonces

D(m,) = CO(m,-) = +co.



Observacion 5.2.7.(a). Flynn (|25}, Example 1) proporciona un cjemplo en el cual cxiste
una politica dominante 7*, pero que no es “buena” respecto al costo de oportunidad, es decir,
CO(n*,z) = +oo. [ Es fécil verificar que lo anterior implica que CO*(-) = -+00.] Esto mucstra,
por una parte, que la relacion entre la nocién de politicas dominantes y el costo de oportu-
nidad no es tan “limpia” como lo sugiere la Proposicién 5.2.6(a) y, ademds, que existc una
diferencia importante entre los problemas de control con horizontes “grandes” de planeacién y

los problemas en horizonte infinito.

(b) La condicién (5.22) se cumple si, por ejemplo, CO*(-) = 0, ya que CO(x, ) > CO(w,-) > 0
para cada 7 € I1.

(c) Note que si (5.21) y (5.22) se cumplen, entonces de la Proposicién 5.2.6(a)-(c) tenemos que
las nociones de optimalidad en costo de oportunidad, optimalidad en ¢l sentido de Dutta y la

nocién de politicas fuertemente dominantes son equivalcnies.

(d) De la Proposicién 5.2.6(a), (d), se deduce que el andlisis de existencia de politicas domi-
nantes, Optimas en costo de oportunidad o Dutta ptimas puede ser restringido a la clase de

las politicas Optimas en costo promedio.

5.3 Existencia de politicas sensibles al horizonte de planeacion

En esta seccién stponemos que se satisfacen las hipotesis H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8 (introducidas
en el Capitulo 4) y mostraremos que existe una politica estacionaria f* Dutta éptimaen F y
que las afirmaciones “f € F es Dutta dptima en F”, “f € F es dominanteen F” y “f ¢ F es
6ptima en costo de oportunidad en F” son equivalentes. También mostraremos que cualquiera
de estas afirmaciones es cquivalente a la “optimalidad en sesgo” que se infrodice a continuacion

|ver Observacién 5.3.2(c) y Teorema 5.3.7|.

Recuerde que bajo H4.3.1, HA.3.2 y H1.3.8, para cada politica estacionaria [ € P, existe una
solucién (J(f), hy), con Iy en L$P, de la Ecuacion de Poisson | ver Teorema 4.3.2 y Observacion

4.3.7]

w
o
(V]

S

J)y+he(z)=C(x, f) + /x hy(y)Q(dylz,a) Ve e X, (5.

80



y que

ﬁf(m) = hy(zx) — /xh,f(y)Qf(dy), z eX, (5.24)

es la tinica solucién que satisface / h {y)Qy(dy) = 0.
JX
También recuerde que existe una solucién (p*, f*,h*), con I* en L{?, de la EOCP | ver

Teorema 4.5.2]

PN () = m/%(n) [(}'(;z:,a,) + / () Q(dylz,a)l Vz € X, (5.25)
a€A(x JX
= C,0)+ [ Qs ) Ve eX, (5.26)
Jx

*

lo cual implica que J*(:) = J([f*,-) = p*.

Denotamos por F* la clase de las politicas estacionarias Optimas en costo promedio y defin-

imos la funcién

h(x) == inf{hy(x) : [ € F"}. (5.27)

Definicion 5.3.1.[ Veinoll ([80])] Una politica [ € F* es dpiimna cn scsgo (O.S.) si

h(a) = hy(x) Vae X. (5.28)

Observacion 5.3.2.(a) De la Observacion 4.3.7(c), tenemos que si f € F*, entonces
hy(x) = D(f,2) = D(f,2) = lim [J(f,2) =np"| Va €X, (5.29)

lo cual combinado con la Proposicion 5.2.6(d), implica que

() = inf D(f,7) Yz €X. (5.30)

(b) Bajo las hipétesis H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8, combinando el Teorema 4.5.2 y la Proposicion
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5.2.6, se deduce que las implicaciones en el siguiente diagrama se cumplen.

Diagrama 1.

mesFD = wesD = mwes 0.C.O. = 7 esFlynn-op.
4 i
7 es Dutta op. 7 es CPop. «— 7 es F-op.

(c) Ademds, en el Teorema 5.3.2, demostramos que restringiendo el andlisis a la clase de las

politicas estacionarias, las equivalencias en el siguiente diagrama se verifican.
Diagrama 2. En F:

fesD & f es Dutta op.

i) 1
fesOS. &  fes COop.

Tecorcma 5.3.3. Suponga que se satisfacen H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8. Entonces, existe una

politica estacionaria f* Dutta éptima en F, es decir,
D(f*,z) = i]il‘fD(f,x), vz € X.

Es importante ¢ interesante scnalar que la demostracion del Teorema 5.3.3 es exaclomenle
la misma demostracion que Nowak ([56]) da para la czistencia de una politica cstacionaria

dominante en F, o cual combinado con (5.30) sugiere las equivalencias en el Diagrama 2.

Antes de probar el Teorema 5.3.3, demostraremos que la bisqueda de politicas Dutta
6ptimas cn F debe realizarse en el conjunto de las politicas estacionarias que provienen de
una solucién de la EOCP. Para precisar ésto, denotemos por F, a la clase formada por tales

politicas y note que por la Proposicién 4.5.4,

F, = {f eF:p"+1"(x)=C(z, )+ /xh,*(;t/)Q(d;r/lx,f) Vr € X} ,

donde h* es como en (5.25).

Proposicién 5.3.4. Bajo las hipétesis del Teorema 5.3.3 se cumple que



il;f D(f,z) = i}?‘f D(f,z)= i}}f D(f,z) VxreX.

Demostracion de la Proposicion 5.3.4. La primera igualdad se sigue de la Proposicién
5.2.6(f). A continuacién demostraremos que la segunda designaldad también se cnmple. Para
hacer esto, sea f una politica éptima en costo promedio y (p*, g*, h*) una solucién de la EOCP.

Del] Teorema 4.5.2/c) existe un conjunto N € B(X), con Q;(N) = 1, tal que

o R (z) =, [) + /x W (y)Qdylz, [) Ve N,
(5.31)

pr+nhr(z) <Cz,f)+ /x D (y)Q(dyle, f) Yz e N°.

Ahora, consideremos la politica estacionaria definida como sigue: [/ = fen Ny f' = ¢* en

N¢. Note que (p*, [/, 1*) es una solucién de la EOCP y que Q/(-) = Q/(-). En consecuencia,

[ rwQetan = [ 1 @Qsd). (5.32)

Por otro lado, iterando (5.31) se obticne que

h*(z) — BLR* (2n) < Jo(f,z) —np* Yz e X,neN.
Entonces, tomando limiote cuando n — co y usando (5.32), se obtiene para cada z € X :

Rp(e) =)~ [ W w)Qr(dy)
= h*(x) — /X I {y)Q i (dy)

< ?;f (.’L‘) .

IA

Por lo tanto, puesto que f’ € F,, tenemos que



ig‘l‘fD(f,.’II) -:-ig;fD(f,a:) veeX. l

Dermostracion del Teorema 5.3.3. De la Proposicion 5.3.4, tenemos que para minimizar
D(-,z) (en F) podemos restringirnos a F,, la clase de las politicas estacionarias que provienen
de una solucién de la EOCP. Es decir, el problema se reduce a encontrar una politica f* € F*

tal que

D(f* z)= irg‘fD(f,:z) = 1}{}{ D(f,z) = h*(z) + 1}1?1f

- / h*(y)QJ(dy)} vz € X.
- Ux

Por otra parte—como en Nowak (|56])—la minimizacién D(-,z) en F*, para todo x € X, es

equivalente a buscar una politica estacionaria 6ptima en costo promedio en un nuevo modelo

de conirol (X, A, {A*(2) 12 € X},Q, (A”), donde

A (x) = {n, € Alx) : C(x,a) + / B (y)Q(dy|z,a) = p* + h" (:‘lr)} , € X,
JX

C(x,a) : =—h*(z), acA*(x),zeX,

v X, A y @ son los mismos elementos del modelo de control original.
Es facil verificar que el nuevo modelo de control satisface las hipotesis H4.3.1, H4.3.2 y
H4.3.8; por lo tanto, existe una politica estacionaria f* € F, éptima en costo promedio en el

nuevo modelo de control, es decir,

D(f* z) =h"(x) - /xh,*(dy)Qf« (dy) = i{}f D(f,r) YVreX. 1

Los resultados en el siguiente lema nos seran de utilidad para demostrar las equivalencias
anunciadas en el Diagrama 2.
Lema 5.3.5. Bajo las condiciones H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8, para cada politica estacionaria

[ € F, se cumple lo siguiente:



() CO(f,-) < ||D(f,)ljvb(1 ~ B)~!, donde by B son las constantes en el Proposicién 4.4.1(c);
(b) D(f,") = L*(:) + CO({,-) = L}{:) + CO(f,);
(c) COf,") = ky =1inn_’1_>£13f (Jo(f,+) = Tn()], Qf-~casi dondequicra, donde ky es una constante

no-negativa.

Observacién 5.3.6. Sea (p*, f, 1) una solucién de la EOCP, donde / hMy)Qs(dy) = 0. Un
Jx

problema importante relacionado con el Lema 5.3.5 es el de la convergencia del Algoritmo de

lteracién de Valores. Usualmente, esta convergencia se obtiene por medio de la convergencia a

una constante de las llamadas funciones de error

en() = np" + h(:) = J5(-), n € N, (5.33)

las cuales, por (5.25)-(5.26), se pueden re-escribir como

en(z) = Jo(f,x) — Ji(z) + 1Lh(zy,). (5.34)

La relacién con el Lema 5.3.5 se describe a continuacién. Puesto que

n—oQ

lim B h(z,) = / h(y)Qr(dy) =0,
JX
tenemos que
_nlglgocn(rv) =k; VzeX,
st y solo si,

OC(f,z) = OC[,z) = i [T () = ()] = by Vo€ X

13
Ademas, cualquiera de estas condiciones, combinada con la Proposicién 5.3.5(b), implica a las
siguientes propiedades: (i) L(-) = L*(-) = L'(:); (ii) D(/,") = L(x) + k;.

Demostracién del Lema 5.3.5. Sea f una politica estacionaria éptima en costo promedio.

Del Teorema 4.5.2(b), existe h € L$ tal que (p*, f,h) es una solucién de la EOCP. Tomemos h



de manera que / hMy)Qs(dy) = 0, es decir, h(-) = ﬁ,() = D(f,).
X
(a) De (5.25)-(5.26) tenemos que

0 < Ju(f,2) = Jn(z) < sup EZh(z,) — Bl h(z,),
u
lo cual implica, por la Proposicién 4.4.2(c), que
CO(f,z) < ||hllyb(1 — B)™! VzeX.

(b) De (5.33)-(5.34), se obtiene que Vi € X

limsup en(z) = h{z) — L'(x)

n—co
hnnl ggf en(2) = h(z) - L(x),

lo cual, puesto que h(:) = D(/,-), implica que (b) se cumple.

(c) Se puede demostrar ( |34], Lemma 5.6.4; 52|, Lemma 5.4) que
euule) 2 [ ealn@ (gl ) Voo, k€ No, e X.
Tomando lim inf cuando k — o0, sc¢ obtiene
COU) 2 [ enlnQsldy) vne NoreX,
y, aplicando el Lema de Fatou,

CON/f,x) > / CO)Q,(dy) ¥ € X.
JX

Por lo tanto,
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CO'(f,z) = vig)f( COYy) =:ky, Qs—cd B

Finalmente, tenemos €] teorema anunciado en la Observacion 5.3.2(c).

Tecoroma 5.3.7. Bajo las hipétesis H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8, las siguientes afirmaciones son
equivalentes: (i) f es Dutta Optima en F; (ii) f es 6ptima en sesgo, (iii) f es dominante en
F; (iv) f es éptima en costo de oportunidad en F. Por lo tanto del Teorema 5.3.3., existe una

politica estacionaria [ que satisface las condiciones (i)-(iv).

Demostracién del Teorema 5.3.7. Note primero que por la Proposicién 5.2.6(f) el andlisis
puede restringirse a la clase F'* de las politicas estacionarias éptimas en costo promedio.

(1)< (ii). Esta equivalencia es una consecuencia inmediata de la Observacién 5.3.2(a).

(i) (iii). Observe que para cada [y g en F*| se cumple lo siguiente:

D(f,z) — D(g,x) = liml.Ju(f,7) - Ju(g,z)] Var € X,

lo cual implica que f es Dutta éptima en ¥* si y solo si es dominante en F*.
(iii)<(iv). Suponga que [ € F* es dominante. Entonces para cada ¢ > 0,9 € F* y = € X,

existe N = N(/[,g,x,¢) tal que
Tulfya) = T(&) < Julg,2) — Je(2) 4 ¥n >N,
lo cual implica que
CO(f,z) < CO(g,z) +=.
Por lo tanto,
CO(f,z) < CO(g,2) VreX,gcF"

Ahora supongamos que f € F* es éptima en costo de oportunidad en F*. Por argumentos
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similares a los dados en la demostracién de la Proposicién 5.3.4, existe f' € F. tal que

CO(f,z) = CO([',z) Yz e X. (5.35)

Del Lema 5.3.5(b) tenemos que

ilpf D(f,z) = ilir‘lf CO(f,x) + L'(z) VreX, (5.36)

lo cual combinado con la Proposicién 5.3.4, implica que f’ es Dutta 6ptima en F*. Esto tdltimo

implica que f también es Dutta optima ya que de lo contrario, es decir, si

D'y < DU, )

para algiin 2’ € X, tendriamos que para € > 0 suficientemente pequeno existe N = N(f, f',z,¢)

tal que
T ([ w) = Ti(a) e < T (fyx) = T (@) V> N.
Entonces
CO(S", ') < COU, ),

lo cnal contradice a (5.35). Por lo tanto f es Dutta dptima, lo cnal a su vez implica que dicha

politica es dominante en F*.

Observacién 5.3.8. Brown [11] proporciona un ejemplo que muestra que no ¢s posible extender
los resultados de del Teorema 5.3.7 a la clase de todas las politicas sin condiciones adicionales
a H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8. De hecho, en este ejemplo existe una politica estacionaria dptima
en el sentido de Blackwell (ver [25]) pero no es dominante en el conjunto de todas las politicas.
Sin embargo, en este ejemplo s7 exisle una politica cstacionaria fuerlemente dominante en F.
En el signiente ejemplo, el cual se tomé de [57], mostramos que esto 1iltimo puede no ser cierto

aun cuando se satisfagan las condiciones H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8.

Ejemplo 5.3.9. Suponga que el espacio de estados y controles estan dados por X = A =
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{1, 2, 3}, mientras que los costos y conjuntos de controles admisibles son los signientes:

A®) =1{1)

il

AL ={1,2}  AQ)

c@,1) =14 C(1,2) =02
c(2,1) =-9
C(3,1) =6.

En lo que sigue usaremos notacién matricial. Note que sélo existen dos politicas estacionar-

ias: f(1) =1y g(1) =2, es decir, F = { f, g}. Las matrices de transicién en un paso y los costos

estan dados como sigue:

0.7 02 0.1 1.4
Pr=105 0 05 Cr=1| -9
05 05 O 6
0.1 02 0.7 0.2
Po,=105 0 05 Cy=1 -9
05 05 0 6

Es claro que este modelo de control satisface las condiciones en el Teorema 5.3.7. Por otra

parte, con cdlculos directos se puede verificar que
Qr = [15/24,5/24,4/24] y @Q, = |15/42,11/42,16/42]
son las medidas invariantes a £y y P,, respectivamente. Ademds, el vector
h* = [8,0,10]7,

donde 7" denota la operacién de transposicion, satisface
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h* =Cp+ Peh”
(5.37)
= C, 4+ P,h*.
Entonces, la constante p* = 0, el vector h* y las politicas f y ¢ satisfacen la EOCP. Por lo
tanto, f y g son oOptimas en costo promedio.

Ahora observe que

Qh" = Q0"

entonces, tanto [ como g son dominanies en F. A continuacion mostraremos que ninguna de
cllas es fuertemente dominante en F, es decir, [ no domina fuertemente a ¢ ni ésta tltima a f.
Para hacer esto, denotemos por J,,(f) y J..(¢) los costos en n-etapas correspondientes a [ v ¢,

respectivamente. Entonces, iterando (5.37), se obtiene

Ay = Tu(g) = L, ([) = P70 = PPh" ¥n e N,
Por otra parte, usando argumentos de induccién se puede mostrar que

47.04 + 3.36(—0.5)" + 6.048(0.2)™

PER® = =056 | 47.04 - 36.96(~-0.5)" — 10.08(0.2)"
47.04 + 33.6(—0.5)" — 10.08(0.2)™
47.04 — 117.6(—0.5)™ + 127.008(—0.4)"
Plht = 5056 | 4704 +23.52(~0.5)" — 70.56(—0.4)"

(-0.5
47.04 4+ 94.08(—0.5)" — 70.56(—0.4)"

sc cumple para todo n € N. Entonces,
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an 120.96(—0.5)" + 6.048(0.2)" — 127.008(—0.4)"
—60.48(—0.5)" — 10.08(0.2)™ + 70.56(—0.4)"
Cn ~60.48(—0.5)" — 10.08(0.2)"™ + 70.56(—0.4)"

Suponga que g es fuertemente dominante en F. Entonces existe un nimero natural N tal
que a,, + b, + ¢, <0Vn > N, lo cual lleva 2 la contradiccion (—0.4)" < (0.2)" Vn > N. Por
lo tanto, g no es fuertemente dominante en F. Argumentos similares muestran que f no es

Sfuerlemente dominanie en F.

En la Scecion 4.5 se presentd un cjemplo de inventarios que satisface las condiciones H4.3.1,
H4.3.2 y H4.3.8, y por lo tanto, los resultados en los Teoremas 5.3.3 y 5.3.7 se cumplen. Con-
cluimos esta seccion discutiendo un ejemplo de Nowak |56}, modificado ligeramente, que muestra
que algunas de las implicaciones en el Diagrama 1 no se cumplen si no tienen condiciones ade-
cuadas sobre el modelos de control. Concretamente, se muestra que existe nna politica f* que
proviene de una solucion de la EOCP, la cual es Flynn optima (en consecuencia, también es
Optima en costo promedio), pero no es dominante ni optima en costo de oportunidad. Por
otra parte, existe una, politica [ que domina a f* (en consecuencia, es Flynn 6ptima) pero no

proviene de una solucion de la EOCP.

Ejemplo 5.3.10. Considere un modelo de control con espacio de estados X=Ny y espacio de

controles A =A(-) = {1, 2}. El estado 2z = 0 es absorbente y tiene costos ignales a cero, es decir,
Por otra parte, si x > 1

C(x,1)=z""-1, QO|z,1) =1,

(”(,2’2) = 07 Q(ib -+ 1].’17,2) = 1.
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Se puede verificar facilmente que J,(7,0) = 0 para cada m € II y n € No, lo cual implica

que J;(0) = 0 Vn € Nj. Ademas, con célculos directos se obtiene que
Jz)=(x+n)"' =1 Vn,z>1.

Considere las politicas [*(-) = 2y f(-) = 1. Por un parte, note que (0, f*, 1) es una solucion
de la EOCP, donde h(0) = 0y h(zr) = —1, si > 1; entonces, puesto que h(-) es acotada, f* es

Flynn 6ptima. Ademas,
L(52)=0 y J([,x)=2""'-1 Vr,n>1.
lo cual implica que para cada 2 > 1,
Jim (/) = Ju(/)] <0 Ve > 1,
Y que
CO([f,z) < CO(f*,z) V> 1.

Resumiendo: la politica [* pertenece a una solucion de la EOCP, pero no es dominanie ni
éplima en costo de oportunidad. Por otra parte, tenemos que f cs Flynn-6ptima y domina a

I, pero no proviene de una solucion de la 15OCP.

5.4 Conclusiones

En este capitulo, usando una condiciéon de Lyapunov y condiciones de continuidad/compacidad
estandar, se demostré que existe una politica Dutta Optima en la clase de las politicas esta-
cionarias y que dicha politica también es dominante, éptima en costo de oportunidad y 6ptima
en sesgo.( De hecho se mostrd que todos estos conceptos son equivalentes cnando el andlisis se
restringe a la clase de las politicas estacionarias).

Sin duda alguna, los criterios sensibles al horizonte de planeacién son poco comprendidos y

lo que se conoce de ellos corresponde mas bien a su comportamiento extremadamente patologico
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({11], [24], [25], {59]), que aun condiciones tan fuertes como la ergodicidad geométrica uniforme
no los elimina por completo ([11]). Por otra parte, hasta donde conocemos, la existencia de
politicas estacionarias dominantes en toda la clase de las politicas sélo se ha demostrado para
modelos con espacios finilos y aun en este caso bajo condiciones muy restricitivas ([19], [43],
[44]). De hecho, la hipétesis en [19] implican que si el modelo es ergédico, entonces sélo existe

una politica 6ptima en costo promedio, mientras que en [44] esto iltimo se supone directamente.
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Capitulo 6

Indice en Costo Promedio: Analisis

por Trayectorias

6.1 Introduccidon

6.2 Criterios de optimalidad

6.3 Existencia de un par minimo

6.4 Existencia de politicas optimas por traycctorias
6.5 Ejemplos

6.6 Conclusionces

6.1 Introduccion

Existe una gran cantidad de literatura que trata con el problema de control en costo promedio
bajo una variedad amplia de hipdtesis ([3], [6], [34], [59]), pero en la mayoria de los casos
los criterios de optimalidad se formulan en términos de costos “esperados” y, tipicamente, se
demuestra la existencia de una politica estacionaria que genera costos esperados en horizonte
finito con tasa minima de crecimiento, y que dicha tasa no depende del estado inicial del sistema
controlado. Resultados de este tipo son bastantes aceptables en muchas aplicaciones pero es
mds atractivo obtener politicas que tengan una tasa de crecimiento minimo pero con respecto

a los coustos “observados” (es decir, por trayectorias). Sin embargo, los trabajos en los cuales se
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realiza una anélisis por trayectorias son escasos y, cuando dicho analisis se efectiia, se restringe
a espacios de estados discretos, o bien, a espacios de Borel pero con costos acotados ( [3], (10},
[15], [47]), en ambos casos bajo condiciones de recurrencia muy restrictivas.

En este capitulo se realizard un andlisis por trayectorias del indice en costo promedio para
modelos de Markov con espacios de Borel y costos estrictamente no acotados (es decir, costos
que crecen arbitrariamente en los complementos de conjuntos compactos) bajo condiciones de
continuidad y recurrencia bastantes generales. La idea basica al considerar costos estrictamente
no acotados es penalizar fuertemente los procesos controlados que “cscapan al infinito”, de
manera que la busqueda de politicas éptimas se puede restringir a las politicas que inducen

comportamientos “cstables”.

6.2 Criterios de optimalidad

En lo que resta de este capitulo, suponemos que el modelo de control (X, A, {A(z) : =z €

X}, Q, () satisface las signientes condiciones:

HG.2.1(a) C'(x,a) es no-negativa y semicontinua inferiormente en (x,a) € K;

(b) C es estrictamente no acolada en K; es decir, existe una sucesién de subconjuntos com-

pactos {K, } que convergen crecientemente a K tales que
Jim_ inf{C(z,a) : (x,a) ¢ K,,} = +o0;

(c) Q(|x,a) es débilmente conlinua en (r,a) € K, es decir, la funcion

(.'1:,(1,)r—-»/Xu('_u)Q((l'_I/|:1:,(1,)

es continua para cada funcién continua y acotada u € C(X).

Para cada politica w € IT y distribucién inicial v € P(X), el coslo promedio por lrayecloria

(CPT) se define como

n—1{

Jo(m,v) =limsup - Z C'(xyy ar), (6.1)
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y €l costo promedio esperado (CPE) por

n-—1

. 1 . :
J(m,v) :=1111;rls;<1>p ;;['f{f ,5;:, Cxy, ). (6.2)
El costo promedio dptimo estd dado por
g o= inf inf J(m,v). (6.3)

Para evitar casos triviales, suponemos que se satisface las siguiente condicion.
HG.2.2. Existe una politica #* y una distribucién inicial v* € P(X) tal que J(#*,v*) < +o0.

Los criterios de optimalidad que se analizaran en las secciones subsecuentes se introducen

a continiacion.

Definiciéon H6.2.3. Sea n* € TT y v* € P(X).

(a) (7*,v*) es un par minimo (PM) si J(x*,v*) = j%;

(b) 7* es dplima en costo promedio esperado (OCPE) si (7%, 1) es un par minimo para cada
v e P(X);

(¢) 7™ es fucrtemenle dplima (FO) si es Optima en costo promedio esperado y, ademds, se

satisface que

n—1

liminf — 147, }: Cleya) 2 J(@*,v) Vo ell,v € P(X); (6.4)

nTee e Ty

(d) m* es dplima en costo promedio por trayectorias (OCPT) si para cada 7 € [T y v € P(X),
se cnmplen las sigulentes condiciones:

(d.1) Jo(m*,v) = j* PT —casi seguramente;

(d.2) Jo(m,v) > 5% I’)—casi seguramente.

Obscrvacion 6.2.4. En la literatura también se hace referencia a la propiedad en H6.2.1(b)
diciendo que €’ es un momento en K. Esta propiedad tiene consecuencias muy interesantes y
ha sido explotada en distintos contextos ([32], [35], {48], [49]). De hecho, en {32] se demuestra,
bajo las hipétesis H6.2.1 y H6.2.2, que existe una politica “estable” ¢* [Definicién 6.2.5(a)] y

una distribucion inicial p1,+ que forman un par minimo. En el Teorema 6.3.1 damos una prueba
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distinta de este resultado y, adicionalmente, mostramos que el costo promedio 6ptimo se puede
“gproximar” por problemas descontados. En el Teorema 6.4.1 demostramos que si la politica

¢* adicionalmente es Harris recurrente, entonces es 6ptima en costo promedio por trayectorias.

A continuacion se introducen las clases de las politicas estables y Harris recurrentes, las
cuales juegan un papel muy importante en el andlisis de existencia de pares minimos y politicas
Sptimas por trayectorias.

Definicidn 6.2.5. Sea ¢ una politica relajada [Definicién 2.3.3}.
(a) Diremos que ¢ es una politica estable si existe una medida de probabilidad invariante

p, € P(X) para la probabilidad de transicion Q(-}z, ¢), i.e.,

Ho() = /;( Q(-lu, )it (dy),

¥, ademds,

I, pp) = /x C(y,e)pp(dy) < +oo.

Nos referiremos a p1,, diciendo que es una medida de probabilidad invariante asociada a ¢.
(b) Diremos que ¢ es Harris recurrente si existe una medida o—finita A, definida en X tal
que el proceso inducido por ¢ es Harris recurrente |Definicion A.D.11), es decir, si A,(3) > 0,

entonces
(o] o0
Pf[ﬂ U{:I:(,EB}} =1 VreX.
N=1k=N

La clase de las politicas estables y la clase de las politicas Harris recurrentes se denotaran

por ®5. y Oy, respectivamente.

Obscrvacion 6.2.6 Note que si una politica es estable y Harris recurrente, entonces el proceso

de Markov asociado a dicha politica es Harris recurrenle positivo [Definicién A.D.11].

Obscrvacion 6.2.7. Sea ¢ € $5 con medidad invariante asociada je. Con céleulos directos se

muestra que J(g, ;) = 3* si sélo st J(p,z) = j* pr—casi dondequiera.
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6.3 Existencia de un par minimo

En esta seccién mostraremos que bajo las condiciones H6.2.1 ¥ H6.2.2 existe un par minimo
(¢*,u*), donde * € ¢ y p* € P(X) es la medida invariante asociada a ¢* y que el costo
promedio éptimo j* es “limite” de problemas descontados. Esto ultimo es importante, pues
muestra otro aspecto del “buen comportamiento” del PCO en costo promedio para costos por
etapa estrictamente no acotados y la plausibilidad de estudiar dicho problema por medio del
enfoque de Aproximaciones por Problemas Descontados (ver Teorema 6.3.5). La existencia de
un par minimo (¢*, 1*) ya fue demostrada en [32], pero el andlisis en este trabajo se dirige hacia
los costos promedios esperados. Explicitamente, en esta referencia se demuestra lo siguiente:

(I) Para cada nw € I y v € P(X), existe ¢ € $y; tal que
v

'](71-7 U) 2 J((Palj‘\P)v
donde g, es una medida de probabilidad invariante asociada a ¢. Por lo tanto,
gt =inf{J(p,pp) 1 p € P}
(II) Existe ¢* € ®, con medida invariante p*, tal que

S 1) =J"

Los resultados principales de esta scccidn se presenta en el Teoremas 6.3.1 y 6.3.5, cuyos

enunciados requerieren de la siguiente notacién. Para cada « € (0, 1), considere las funciones

[o.¢]

Vo(m,v) @ =17 Za"C(:t,,,a.(,), 7 €Il,v € P(X), (6.5)
-0

My @ = i]&f i17}f Va(mr,v). (6.6)

Teorema 6.3.1. Suponga que se satisfacen H6.2.1 y H6.2.2. Entonces, existe un par minimo
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(¢*, %), donde ¢* € P y p* € P(X) es una medida de probabilidad invariante asociada a ¢*.

Ademss,

J(e* 1) =75" = lim (1 —a)m,.

a—1-

La demostracién del Teorema 6.3.1 se presentara después de algunos resultados preliminares

que se reunen en las Observaciones 6.3.2, 6.3.3 y 6.3.4.

Obscrvacién 6.3.2.(a) Puesto que la funcién de costo por etapa C es no-negativa, del Teorema

Abeliano A.E.5 (cf. Teorema 3.2.4) tenemos que

Hminf (1 — a)m, <limsup (1 — a)m,, < 57 (6.7)

=1 P

(b) Por otra parte, note que dado £ > 0 arbitrario, para cada « € (0,1) existen m, € IT y

v, € P(X) tales que
Va("Taa V(x) < Mg+ €

en conseclencia,

limint (1 — «)Vy (7o, 1) =liminf (1 — «)m,, (6.8)

a1 x—r1-

Obscrvacién 6.3.3.(a) Fijemos «# € [T,y € P(X), a € (0,1) y definamos la medida de
probabilidad en X x A

,{, o0

(I = (1 —q) Zat’_l’,f[(afl,,a.z,) €T), FeBXxA).

420

Note que 7(-) estd concentrada en K y que para cada funcién medible no-negativa v €

Mi(X x A),

too
(1—a)] Z atv(zy,a,) = /K v(z, a)y(d(x,a)). (6.9)

=0

En particular, se tiene que
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(1= @)Vl 1) = (1 — Q)T ZatC(a:,,at / Clz, ayy(d(z, a)). (6.10)
=0

(b) Del Teorema A.E.4, existe una politica relajada ¢ y una distribucién inicial p € P(X) tales

que
+(B x C) = / o(Cly)uldy) VB x C € B(X x A).
I3

Usualmente, a la medida p(-) se le llama la distribucién marginal o proyeccién de () sobre
el espacio X.

(c) Observe que para cada B € B(X), se cumple que
w(B) =~(BxA)

+o0o

(- Y e 1
.0

=(1-a) { (13) +ach’ Y P72y (—:H]}

De la Observacion 2.3.4(c) v propiedades de la esperanza condicional, se obtiene gque
Yy prop 3

/.L(B):(l—(x){ v(3) + als, Za' IQ (Blzi—y,a- l)}

Entonces, de (6.9), se concluye que

w(B)=(1-a)u(B)+« ./K Q(Blz,a)y{(d(z,a)) VB € B(X). (6.11)

La ecuacién (6.11) juega un papel muy importante en la formulaciéon del PCO a-Descontado
como un problema de programacién lineal (ver [34], Section 6.3). En nuestro caso, esta

propiedad cs clave para la demostracion del Teorema 6.3.1.

Observacién 6.3.4. Sean v(-) ¥ () medidas de probabilidad en P(X x A) y denotemos por

1(-) ¥ pn(-) sus distribuciones marginales, respectivamente. Es decir,
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“(B) = 'Y(B X A) y l‘n(B) = '7n(B X A), Be B(X)

Suponga que 7, (-) = v(-), es decir,

/ v(z, a)w(d(z,a) — / v(z,a)y(d(z,a),
XxA XxA

para cada funcién continua y acotada v € C,(X x A). Entonces,

fn(+) - ()

Decmostracién del Teorema 6.3.1. Para cada a € (0,1), sean 7, € I y v, € P(X) como en

la Observacidn 6.3.2(b) y una sucesién {a(n)} C (0,1) convergente a 1 tales que

p* s=lminf (1 — a@)m,,

a—1

=liminf (1 — &)V, (7e, Vo)

a—1-

= lim (1 — 1)) Vo) (Ta(n), Va(n))-

Para cada n € N, defina las medida de probabilidad
-foo .
(D) = (1= a(n) Y o iV ((z,a0) €T, T € BX x A),
=0
y note que estd concentrada en K. Entonces, de (6.7), (6.8) y (6.10) tenemos que

o = Jim, [ Cloya)mdm, ) <7,
JK

n—od

lo cual implica que

sup/ C(z,a)y(d(z,a)) < +oo.
K

n
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Por los Teoremas A.C.6 y A.C.4 existe una medida de probabilidad ¥*(-) € P(K) y una
subsucesién de {v,(-)}, que denotaremos de nuevo como {v,(-)} para no complicar la notacién,

tales que

Pa(-) = (). (6.12)

Entonces, de la semicontinuad inferior de C' y de (6.12), se obtiene

= lim / C(z,a)wm(d(z,a)) > / C(z,a)y*(d(z,a)). (6.13)
K
La parte restante de la demostracion consiste en mostrar que
[ Claa @) = Je' i) 2 7,

donde ¢* € ¥p y p* es una medida invariante asociada. Para hacer esto, observe por el
Teorema A.E.4 existen politicas relajadas ¢(-|-), ¢.(:]-) ¥ distribuciones iniciales p*(-), 1, (*)

tales que para todo B x C' € B(X x A) :

T(BxC) = [ FCl ) ¥ wmBx = [ enClimldy) VueN.  (6.14)

Ahora, por la Observacién 6.3.4 y (6.12), note que las distribuciones ji,,(-) convergen débilmente

a 147 (+). Es decir,

/ o(dy) pa (dy) — / o{dy)p” (dy) VYo € C(X). (6.15)
JX JX

Por otra parte, de la Observacién 6.3.3 y (6.11), para cadan € Ny 3 € B(X) :

,U'ﬂ-('B) = (1 - O(n))l/a(n)(lf) + (1(77.) /I:( (J(BIT, (L)71l((l(x, (I.)),

lo cual implica que



/x oY) pin(dy) = (1 — a(n)) /x 0()agmy () + (1) /K /X o(y)Q(dy|z, A)rm(d(z,a))  (6.16)

para toda funcién v € Cy(X).

Ahora note que para cada v € C,(X), la sucesién

J 2 @)vacy ()

es acotada y que, por H6.2.1(c), la funcién

[ vyl ) € Cux).
X

Entonces, tomando limite cuando n — oo en (6.16), se deduce de (6.12) y (6.15) que

/X v(y)p*(dy) = ‘/K/X’u(y)Q(d;l/].?:,a)’y*(d(a:,(1,)) Yo € Ca(X),

lo cual implica que

/ v(y)u*(dy) = / v(y)Q(dylz, @) (dy) Vv € Cu(X).
X 4X

Es decir, p*(-) es una medida de probabilidad invariante para la probabilidad de transicién

QUle,¢) = [ Qlla,0)¢"(ale), @€ X,

lo cual implica que

[ C@apd@a) = [ Claopt @) = e w0) 2 7
K X

donde
Clz, ") = / C(z,a)p*(dalz), zeX.
Ja
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Por lo tanto, de la Observacién 6.3.2(a), tenemos que

JF=Jde"pt) = lir§1 1-a)m, B
a—1"

Concluimos esta seccién mostrando que bajo condiciones adecuadas se puede obtener por

medio del enfoque de Aproximaciones por Problemas Descontados una solucion de Ja Desigual-

dad de Optimalidad en Costo Promedio y una politica estacionaria determinista f* € F tal que

J(f*,z) = 5* Yz € X.

convergente a 1 y (¢, t) una par minimo, donde ¢ € ®4; y ;& € P(X) una medida invariante

asociada. Si la funcién

h(x) :Zli{_l’liolgf Vi) (@ 2) = migmy), = €X,

es finita para cada x € X, entonces existe f* € F tal que
p q

Gt Wz) > Cr, [Y) + /xh,(;e/)Q((l;l/I:r,f*) Ve e X,

J(f*,:l:) =3 VreX.

Dcemostracion del Teorema 6.3.5. Para cada n € N, defina las funciones

ha(x) := Vom0, 2) — mymy, = €X,

y note que son no-negativas. Ademas observe que se satisfacen las ecuaciones

V’a(n)((p’ T) = 61(3;7 l‘p) + (X(?L) /X V::(n)(ﬁc’,?/)Q(dL'/h?,@) Ve € XneN

las cuales pueden re-escribirse equivalentemente como
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(1 —a(n)) + bn(z) = C(z,¢) + a(n)/ ha(y)Q(dy|z,¢) Vz € X,;n € N. (6.20)

Del Teorema 6.3.1, de la no-negatividad de las funciones h,(-) y el Lema de Fatou, al tomar

limite inferior cuando n — oo en (6.20), se obtiene la desigualdad

5"+ (@) 2 Cae) + [ h)Qdyla,e) Vo€ X. (6.21)

Por (6.21) y el Lemma 5.5 en 132|, existe una politica estacionaria determinista f* € F que
satisface (6.18). Finalmente, (6.19) se obtiene de (6.18) y la no-negatividad de A(-) signiendo

argumentos similares a los de la demostracion del Teorema 3.3.3. W

6.4 Existencia de politicas optimas por trayectorias

Esta seccion contiene los resultados principales del capitulo, los cuales se ilustran en la Seccion

6.5 con algunos ejemplos de inventarios.
Teorcma 6.4.1. Suponga que se satisfacen H6.2.1 y H6.2.2. Entonces
(a) para cada politica m € Il y distribucién inicial v € P(X), se cumple que

nl

liminf — Z((u,a, > j* P — casi seguramente; (6.22)

L e

(b) Si la politica ¢* € ®; en el Teorema 6.3.1 es Harris recurrente, entonces es ptima en costo

promedio por trayectorias.

Demostracién del Teorema 6.4.1. Primero demostraremos que (b) es nuna consecuencia de
(a). Por la Observacion 6.3.2, el proceso {2} inducido por ¢* es Harris recurrente positivo;
entonces, por la Ley de Grandes Numeros para Procesos de Markov (Teorema A.D.12), para

cada v € P(X) :

n—1

v) = - C §* P¥ —casis e.
Jo(p®, 7}51010 ~ ,E > (zr,00) =5 PF — casi seguramente

Combinando lo anterior con Teorema 6.4.1(a), se concliye que ¢* es éptima por trayectorias.
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Ahora, demostraremos que (6.22) se cumple. Para hacer esto, fije # € II , v € P(X) y

considere la variable aleatoria

n—l

J :=liminf = ZC(T,,a,) (6.23)

n—oo 1

definida en (£2,F), donde 2 = (X x A)® y F es la o—dlgebra producto correspondiente.
Observe que podemos suponer sin pérdida de generalidad que J es una variable aleatoria finita.

Defina las medidas (de ocupacién) empiricas por

n—1

() = Z In{(zr,a0)), neN,T eB(X x A),
=0

donde Ij:(-) denota la funcién indicadora del conjunto I'. Note que las medidas {v,(-)} estan

concentradas en K y que

J =liminf / C(x, a)yn(d(z, a)).
K

n—oeo |

Sea w € N fijo y tomemos una subsucesion {n;} = {ni(w)} tal que

+oo> J= ng]go s Cz,a)v,, (d(w,a))x. (6.24)

De H6.2.1(b) y la Proposicion A.C.6, tenemos que la sucesion de medidas {7, ()} es lensa;

luego, por el Teorema de Prohorov (Teorema A.C.4), existe una medida de probabilidad 4*(-) €
P(K) y una subsucesion {my} de {n;} tal que

Yo, (+) converge débilmente a v*(-). (6.25)

Entonces, de H6.2.1(a) y (6.25), se deduce que

—llrnmf/ Clx, a)yy (d(z, a) / Clz,a)y?(d(x,q)).

n—eo

Por otra parte, del Teorema A.E.4, se tiene que la medida v¥(+) se puede descomponer como
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+*(B x D) = / ¢ (D|z)u*(dz), Bx D€ B(X x A), (6.26)
B
donde ¢ € P, es decir, ¢ es una politica relajada y p(-) € P(X). De ésto se deduce que
T> / Cx, o) (dx)
X
donde
Clar, o) = / Cla, a)g®(dajz), =€ X.
A

Ahora demostraremos que (7 —casi seguramente) 11“(-) es una medida de probabilidad in-

varianie para la probabilidad de transicién

QUiz,¢*) = [ Qlle,a)p"(dafe), = €X;

en consecuencia, ¢ es una politica estable. Con ésto, habremos completado la demostracion,

ya que en este caso tendriamos que

Iz / Clz, ) (dz) = J(*, ) 2 j*. (6.27)
JX

Del Teorema A.E.1, existe una métrica d* en X tal que el subespacio Uy (X) |C Cu(X)]
de las funciones uniformemente continuas con respecto a d* es separable; es decir, existe una
subclase U de 14+ (X), la cual es numerable y densa en 14;<(X). Para cada u € U, defina la

funcion

Lu(z,a) :=/ w(y)Q(dy|x,a) —u(x), (z,a) €K,
X

y el proceso estocastico

Mo(u) : = u(xo)
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n—1
Mp(u) : =u(z,) — Z Lu(z,at), n>1.
10

Note que para cada u € U, la funcién Lu € Co(K) y que el proceso {M,(u)} es una
martingala con respecto a la filtracién {o(hn,an)}. Entonces, de la Ley de Grandes Nimeros
para Martingalas (Teorema A.E.3), se tiene que para cada u € U, existe U, € F tal que

P;"(Uu)zly

lim l/Vl,‘:’(u) =0 Ywe U,.

n—00 73,
Observe también que
l w 1 W
—MI(u) = —u(wa) — | Lu(z,a)yy (d(z,a)).
n 7 JK

Entonces, puesto que u es una funcion acotada, se tiene que

lim / FLu(e, a)y2 (d(x,a)) =0 Yw € U,
JK

n—o0

lo cual implica que

lim / Lu(z,a)y(d(z,a)) =0 YwelU = ﬂ Uy, yuel. (6.28)
JK

n—co
nweld

Para cada w € U, considere la sucesién {my} = {mu(w)} y la medida ¥¥(-) como en (6.25).

Entonces,

/ Tu(z,a)y’(d(z,a)) =0 Yuel,
K

lo cual implica, por el Teorema A.E.1, que

./K Lu(z, o)y (d(x,a)) =0 Yu € Cu(X). (6.29)

A su vez, nsando la descomposicion (6.26), la relacion en (6.29) implica que
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[ ut@yetin) = [ [ ww)Qivla, o) e CuX)

Por lo tanto, para cada w € U, u¥(+) es una medida de probabilidad invariante para Q(-|-, ¢*)

y, en consecuencia, (6.27) se cumple. Finalmente, para completar la demostracién note que

P7(U) = 1; entonces,

J =liminf C’(r a)vy (d(x,a)) > j° P — casi seguramente. B

n-—o0

Finalizamos esta seccidn presentando algunas consecuencias inmediatas, pero interesantes,

del Teorema 6.4.2

Tcorema 6.4.2. Suponga que se cumplen H6.2.1 y H6.2.2, Entonces:
(a) una politica 7* € IT es Optima en costo promedio si y sélo si es fuertemente éptima,;
(b) si 7* € II es Optima en costo promedio, entonces

n—1

liminf — Z C(zy,a0) = j* PT — casi seguramente. (6.30)

(c) 7* = iBfiﬁ}f {hmmf Jn{m, 1/)}

n—e
Demostracién del Teorema 6.4.2(a).Observe que la parte “sélo si” se obtiene directa-
mente de las definiciones, de manera que sélo falta demostrar que si 7* € I es una politica
6ptima en costo promedio esperado, entonces es fuertemente 6ptima. Lo anterior se deduce de

(6.22) y del Lema de Fatou; de hecho, se obtiene que

J(m,v) >liminf — l Z((x,,a, ) > = J(F"v) mell, veP(X). (6.31)

n—oo 71 =0 -
(b) De la optimalidad de 7*, del Teorema 6.4.1(a) y el Lema de Fatou, se obtiene que

n~—1

. 1
7% > [ |liminf = Z Clzy,a)| = 77,

n—00
L

lo cual implica, por el Teorema 6.4.1(a) de nuevo, que (6.30) se cumple para cada distribucion
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inicial v € P(X).
(c) Esta parte se sigue de las dos primeras desigualdades en (6.31). B

6.5 Ejemplos

Ahora, discutiremos algunos ejemplos de inventarios con la idea de ilustrar las posibilidades
de aplicacién del enfoque desarrollado en las secciones precedentes. De hecho, en el Ejemplo
B, se calcula explicitamente una politica estacionaria Ha Harris recurrente positiva la cual es
6ptima en costo promedio por trayectorias. En [32], {35] y [49] se estudian otros ejemplos
interesantes que satisfacen las condiciones de los Teoremas 6.4.1 y 6.4.2, entre los cuales se

incluye el problema de control para sistemas lineales con costos cuadrdticos y perturbaciones

gaussianas.

En lo que sigue, estudiaremos un sistema de inventario con capacidades de produccién
y almacenamiento infinitas, en el cual el “exceso” de demanda se pierde. Denotaremos por
a2y a ¢l nivel de inventario y la cantidad producto ordenada a la wnidad de produccion,
respectivamente, al iniciar el periodo {. La demanda del producto durante el periodo I es una
variable aleatoria no negativa que representaremos por w;. El sistema de inventario evoluciona

de acuerdo a la dinamica

£y = max{x, +ap —wy, 0), L€ N; xy=uxz, (6.32)

tomando valores en el espacio X := [0, +00), mientras que las variables de control {a;} toman
valores en A := [0, +00) independientemente del nivel de inventario, es decir, A = A(z) ¥z € X.

También suponemos que el proceso de demanda {w,} satisface las siguientes condiciones.

HG.5.1(a) Las variables aleatorias {w;} son independientes e idénticamente distribuidas; la

funcion de distribucion serd denotada por G/(+);
(b) Gly) < 1¥y >0.

La esperanza con respecto a la distribucién conjunta de las variables {w,} se denotara como
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Observacion 6.5.2. La ley de evolucién (6.32) se puede expresar equivalentemente por medio

de la probabilidad de transicién

Q(B|z,a) = /O—Ioo I5{(z +a - w)T|G(dw), B € B(X),(z,a) € K.

Ademas, es facil verificar que

/x u(y)Q(dy|z,a) = Eul(z + a —wg) "] VY(z,a) € K,

donde u es una funcion medible. De esto, se observa que H6.5.1(a) implica a H6.2.1(c).

(b) Por otro lado, H6.5.1(b) implica que cada politica estable ¢ es Harris recurrente con respecto
a la medida A(B) := 1;(0), B € B(X). En consecuencia, j,({0}) > 0, donde jt,(-) es la medida

invariante asociada a ¢.

(c) Especificamente, la politica estacionaria

K-z st 0<x< K
[k (x) = (6.33)
0 si z>K

con K > 0, es Harris recurrente positiva. De hecho, ux (B) := [,(K — w)* G(dw) es la medida

de probabilidad invariante asociada a fj.

EJEMPLO A. Suponemos que la funcién de costo por etapa tiene la forma siguiente

C(z,a) = Fi(z + a) + F(a), (z,a)€ K, (6.34)

donde F(-) y Fa(-) son funciones definidas en el intervalo [0, +00) que satisfacen las siguientes

condiciones.

H6.5.3(a) Fi(:) y I%(:) son funciones semicontinuas inferiormente;

(b) existen sucesiones de reales positivos {y!} v {#2} que divergen a infinito tales que

lim inf Fi(y) = +oo, parai=1,2;

=00 4>yl
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(c) EFy[min(y, we)| < 400 Vy > 0.

Observe que las condiciones en H6.5.3 son lo suficientemente generales como para incluir
problemas de inventarios en los cuales se tiene un costo fijo por ordenar ( [6)).
Teorema 6.5.4. Si se satisfacen H6.5.1 y H6.5.3, entonces existe una politica ¢* € &N Oy
6ptima en costo promedio por trayectorias. Si ademés se satisfacen las condiciones del Teorema

6.3.1, entonces existe una politica estacionaria f* € F tal que J(f*,z) = j* Vz € X.

Demostraciéon del Teorema 6.5.4. Note que H6.5.3(a) implica que la funcién de costo en
(6.34) satisface las condiciones H6.2.1(a)-(b). Para completar la demostracién, de la Obser-
vacién 6.5.2, solamente hace falta verificar que H6.2.2 se cumple. Para hacer esto, considere la

politica en (6.33) y note que

J(fi,z) = F\(K)+ Iy min(K,w)] < 400 Ve X. K (6.35)

EJEMPLO B. Ahora consideraremos un caso particular de (6.34), para el cnal es posi-
ble encontrar explicitamente una politica estacionaria Optima por trayectorias. Tomaremos

Fy(y) :== by, y > 0, de manera que la funcién (6.34) se convierte en

C(r,a) = IN(z + a) + ba, (r,a) € K; (6.36)

ademaés, en lugar de las condiciones H6.5.3, suponemos que se cumplen las siguientes.
HG6.5.5(a) [7(-) es convexa y acotada inferiormente;
(b) limy 0o 11 (y) = +00.

Note que para la eleccion especifica que aqui estamos considerando H6.5.5 implica H6.5.3, de
manera que bajo las condiciones H6.5.1 y H6.5.5, los resultados en el Teorema 6.5.4 se cumplen.
A continuaciéon mostraremos que una politica de la forma (6.33) es éptima en costo promedio

por trayectorias. Defina

L) = Fi(y) + bEmin(y, wo), y 20, y ¢ = inf L(y). (6.37)
y=

Obscrvacion 6.5.6.(a) De (6.35) y (6.37), se tiene que
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Teorema 6.5.7. 5i se cumplen las condiciones HG6.5.1 y HG.5.5, entonces la politica estacionaria

Kr—z si 0<z< K"
Jr-(x) =

0 si x> K*

donde K™ es una constante como en la Observacién 6.5.6(L), satisface lo signiente:
P o) .
() J(fg+,2) =37 YreX;

(b) [k+ es éptima en coste promedic por trayectorias.

Demostracion del Teorema 6.5.7. Primero demostraremos que {(a) = (b). De la Obser-

vacién 6.5.2(c), tenemos que fi- € @ 0 @4 Entonces de la Observacidn 6.2.7, tenemos gune

(free, i+ ) s un par minimo dende g0+ (¢) es la medida invariante ascciada a fi+. Por lo tanto,
v ¢} Teorema 6.4.1, fi+ o5 Optima on costo promedio por traycctorias.

La demostracién de la parte (a) sélo la bosquejaremos pueste que se obtiene con argumentos

similares a los de la demostracién del Teorema 3.4.6. Recuerde gue para cada « € (0,1),
-+oo
Vi(m,2) = TSN ofCry,a,), meTlzeX;
) 7 ) e ;
=0

ademds, defina

limil}f (I -a)Vu(z) 2 lim (1 —a)ma=3" VeeX (6.38)

=]~
Por otra parte, bajo H6.5.1 y H6.5.5, por el Teorems 6.4.1 existe una politica * € &5 N
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&y tal que J(p*, u*) = j*. Por la 0jObservacién 6.5.2(b), tenemos que ;*({0}) > 0 lo cual

combinado con el Tecrema {(Abeliano) A.E.5 y (6.38), implica que
5= lim (1-a)Va(¢",0) = Im (1 - )Va(0) ="

Por lo tanto, pare demostrar la parte (2) es suficiente verificar que

¢* = L(K*) = lim (1 -a)Va(0) = 5. (6.39)

Les ignaldades en (6.39) se obtiene con argumentos similares o los de la demostracion del

Teorema 3.4.6(a), razon por la cual la omitimos. B

Obscrvacién 6.5.8. En la Seccidn 3.3.4, se estudié ¢l problema de inventarios con la funcién

de costo (6.36) siguiendo el enfoque Aprozimacion por Problemnas Desconlados, pero en Ingar

.

de la condicién H6.5.1(b) se usd la siguiente.
H6.5.1(1’). La funcién de distribucion ((-) tiene una funcién de densidad continua y acotada.

Bajo las condiciones H6.5.1{a) y H6.5.1(1’) se demostrd en la Seccion 3.3.4 que

Hxeya) = 9" = lim (1= a)Vals) VzeX,

lo cual implica que fi+ es éptima en costo promedio por trayectorias.

EJEMPLO C. Otra posibilidad para evalnar el fincionamiento de nn sistema de inventarios

consiste en considerar costos cuadraticos, es decir,

Clx,a) = S(r — 2*)2 + Sy(a — a®)?, (2,0) € K, (6.40)

donde &* € X y ¢* € A son fijos y representan los niveles de inventario y produccion nominales;
ademds S; y S; son constantes positivas. Para este cjemplo, ademas de H6.5.1, suponemos que

cumple lo siguiente.
HG6.5.9. El segundo momento de la variable aleatoria wy es finito, es decir, [y y2G(dy) < +o0.

Es claro que (6.40) cumple las condiciones en H6.2.1(a)-(b), mientras que la condicién H6.5.9

114



garantiza quec H6.2.2 sc satisface. De hecho, céleulos directos muestran que
J(f,z) = Si(z*)? + Sa(a*)? VzeX,

donde f(-) = 0. Por lo tanto, bajo H6.5.1 y H6.5.9, para el problema de inventarios con funcién

de costo (6.40) se obtienen exactamente las mismas conclusiones del Teorema 6.5.4.

EJEMPLO D. En [58] se estudia un sistema de inventario en horizonte finito y consideran
uns variante de (6.40), en la cual se introduce un intervalo “sin costo” que contiene al nivel de
inventario nominal z¥. Do forma més preciss, la desviacion del estado nominal sc penaliza a

través de la funcién

Ry(y—a)? st 0<y<a
Cly) =4 0 si a<y<j3

Ro(y — B)? si y>p,

donde 0 < a < By Ry, Ry son constantes positivas, y la funcidén de costo en una ctape la toman

Clz,a) = EC(z + a — up) + Sa(a — a*)?, (z,0) € K.

De nuevo es ficil verificar que se satisfacen las condiciones en el Teorema 6.4.2.

6.6 Conclusiones

El analisis por trayectorias del problema en costo promedio resulta muy atractivo desde el
punto de vista de las aplicaciones, sin embargo, los trabajos en los que se realiza son cscasos
¥ se restringen al caso discrete ¢ de Borel y coslos acolades ({3}, 2], [10], 115], {14]) v, hesta
donde conocemos, [77) es el primer trabajo donde se consideran espacies de Borel y coslos no
acotados. Basidndonos en la tiltima referencia, en este capitulo se mostré (bajo condiciones
débiles de continuidad y recurrencia) para problemas con costos estrictamente no acotados
la existencia de pares minimos y politicas dptimas por trayectoriss. También se mostrd que,

para este tipo de costos sin imponer condiciones adicionales, el enfoque de Aproximaciones por

(931
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Problemas Descontados funciona parcialmente y, entonecs, ofrcce una buena alternativa para
la determinacién tanto del costo promedio éptimo como de politicas éptimas. Los resultados
principales se ilustraron con problemas de inventarios y, en un caso especifico, se exhibié una

politica cstacionaria éptima por traycctorias.
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Capitulo 7

Conclusiones y Problemas Abiertos

En este trabajo se estudiaron procesos de Markov controlados en espacios de Dorel y coslos
no-acolados con respecto a los siguientes criterios (de optimalidad) no-desconlados: criterio en
costo promedio (esperado), criterio en costo promedio por trayectorias, politicas fuertemente
6ptimas (en costo promedio), optimalidad en el sentido de Flynn, politicas dominantes y fuerte-
mente dominantes, criterio en costo de oportunidad, criterio de Dutta y optimalidad en sesgo.
Se proporcionaron condiciones suficientes para la existencia de politicas estacionarias éptimas
con respecto a cada uno de estos criterios (excepto para polilticas fuertemente dominantes), se
establecieron algunas relaciones entre ellos y los resultados obtenidos se ilustraron con proble-
mas de control en sistemas de inventarios.

Para abordar los distintos problemas planteados se usaron los siguientes enfoques o métodos:
a) Aproximaciones por Problemas Descontados (APD), b) Funciones de Lyapunov (FL); c)
Algoritmo de Iteracién de Politicas (AIP); d) Método de Momentos (MM) | o funciones estric-
tamente no-acotadas]. Estos enfoques, si bien es cierto que son distintos, son complementarios.
Por ejemplo, en el Capitulo 4, se usaron los tres primeros en forma combinada para obtener una
solucidn de la Ecuaciéon de Optimalidad en Costo Promedio y en el Ejemplo B de la Seccién 6.5
se hizo una combinacién “parcial” del enfoque APD con el Método de Momentos para calcu-
lar explicitamente una politica estacionaria éptima por trayectorias (cf. Teorema 6.3.5). Una
posibilidad mds serfa combinar los métodos de Funciones de Lyapunov y de Momentos ( e.g., el
ejemplo de la Seccién 4.6 tambien satisface las condiciones del Teorema 6.4.2 el cual garantiza

la existencia de politicas éptimas en costo promedio por trayectorias). Lo anterior sugiere un
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buen nimero de problemas, interesantes desde nuestro punto de vista, que no se abordaron en

este trabajo y que se describen brevemente en la seccién siguiente.

7.1 Problemas Abiertos

A. Aproximaciones por Problemas Descontados y Costos Estrictamente No Aco-
tados.

Como se ha mencionado reiteradamente, el enfoque de Aproximaciones por Problemas De-
scontados se ha estudiado intensamente en los 1iltimos ahos y se ha mostrado que puede adap-
tarse a contextos muy generales. Sin embargo, su flexibilidad se debe a que impone condiciones
sobre “cantidades derivadas”, no sobre los objetos basicos del modelo de control, lo cual repre-
senta una desventaja ya que, en general, resulta dificil verificar si tales condiciones se satisfacen
en problemas especificos.

Conjeturamos que para el caso de costos estrictamente no acotados, las condiciones para
que funcione el enfoque APD deben tomar una forma mucho mds simple que las usadas en la
literatura actual. De hecho, en los Teoremas 6.3.1 y 6.3.5 evidencian fuertemente que esto es

factible.

B. Funciones de Lyapunov y Algoritios de Aproximacioén.

Los esquemas de aproximacion mas importantes para ¢ problema en costo promedio son
el Algortimo de Iteracién de Valores (AIV) y el Algoritmo de Iteracion de Politicias (AIP).
Hasta donde conocemos, para procesos de Markov controlados en espacios de Borel y costos
no acotados, la convergencia del AIV sélo se ha demostrado en [54), {29], y la convergencia del

ATP sélo se ha obtenido en [35], [49)].

B.1 El tipo de condiciones que se usan en |54], |29 son bastante diferentes, pero en ambos
trabajos se apoyan fuertemente en el Teorema de Ascoli-Arzeld ([64], p. 169, Theorem 40) y,
entonces, requieren la equicontinuidad de las funciones aproximantes la cual es una condiciéon
muy restrictiva y dificil de verificar.

En el Lema 5.3.5 y la Observacién 5.3.6, bajo las condiciones H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8, se
muestra que existe una fuerte relacion entre la convergencia del AIV y el costo de oportunidad

para las politicas estacionarias Optimas en costo promedio. Mds precisamente, se muestra que
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el AIV converge si y sélo si para cada politica f € F 6ptima en costo promedio existe una

constante ky tal que

CO(f,a) = lim [Ju(f,5) = Jy(2)] = by vz €X.

Esta equivalencia, interesante por si misma, sugiere un esquema alternativo al nso del Teo-

rema de Ascoli-Arzela para mostrar la convergencia del ATV,

B.2. En {35], se demuestra que el AIP converge bajo dos conjuntos de condiciones. En el primero
de ellos, hacen uso del las condiciones H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8 y, en el segundo, suponen que
la funcidn de costo es estrictamente no-acotada (en ambos casos, bajo condiciones adicionales).
Por otra parte, en [49] se obtiene la convergencia del AIP usando una condicién de Lyapunov
menos restrictiva que H4.3.2, pero supone que la funcion de costo es estrictamente no acotada.

En el Teorema 5.3.4 mostramos que las condiciones H4.3.1, H4.3.2 v H4.3.8 garantizan
la existencia de una politica Dutta Sptima en la clase de las politicas estacionarias, y en el
Teorema 5.3.7 mostramos que las afirmaciones “f es Dutta optima”, “f es optima en sesgo”,
“ [ es Optima en costo de oportunidad” y “f es dominante”, son equivalentes. Un problema
interesante es proporcionar condiciones para que el AIV converja e identifique a una politica

Dutta 6ptima. Al parecer, esto sélo se ha demostrado para el caso de espacios finitos en [80].

C. Funciones de Lyapunov y Analisis por Traycectorias.

En [50], Theorem 17.01, p. 411, se muestra que la condicion H4.3.2 garantiza que la Ley de
Grandes Niumeros, el Teorema del Limite Central y la Ley del Logaritmo Iterado se cumplen
para los procesos controlados inducidos por las politicas estacionarias. Esto sugiere, por una
parte, la posibilidad de obtener versiones por trayectorias de los Teoremas 4.5.2, 5.3.3 y 5.3.7
¥, por otra, versiones “adecuadas” de los Teoremas del Limite Central y del Logaritmo Iterado
para procesos controlados en espacios de Bofel. Resultados de este tipo se han obtenido en [47]

para el caso de espacios finitos y en [2] para espacios de Borel y costos acotados.
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D. Optimalidad por Traycctorias para Procesos Semi-Markovianos.
El analisis realizado recientemente en [5] y [46] muestran que es pausible extender los resul-
tados principales de los Capitulos 4, 5 y 6 a procesos semi-markovianos controlados en espacios

de Borel y costos no-acotados.
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Apéndice A

Notacion

un espacio topoldgico (X, T), usaremos la siguiente notacion:

B(X) es la o —algebra de Borel de X, es decir, la minima o—4&lgebra que contiene a 7, y

a sus elementos les llamaremos conjuntos de Borel.

X es un espacio de Borel sioes un conjunto de Borel de un espacio métrico separable y

complcto.
M (X) es la clase de las funciones (Borel-) medibles v : X — R.
Mi(X)={ue M(X):u >0}

I.(X) es la clase de las funciones u : X — R semicontinuas inferiormente y acotadas por

abajo.

(7(X) es el espacio vectorial formado por las funciones « : X — IR continuas acotadas

dotado con la norma del supremo, es decir, para cada u € (’,(X), se define |ju|| =

sup,, |u(x)].
M,(X) denota la clase de las funciones 1 : X — I}, medibles y acotadas.

Si d es una métrica en X consistente con la topologia 7', entonces Uy (X)) denotara espacio
de las funciones uniformemente continuas con respecto a la métrica d y la topologia relativa

del espacio de Banach C,(X).
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Apéndice B

Multifunciones y Teoremas de

Seleccion

Definicion A.B.1. Sean X y A espacios de Borel.

(a) Una multifuncién ¥ de X a A, es una funcién tal que ¥(z) es un subconjunto no vacio de

A para cada ¢ € X. La grdfica de ¥ es cl subconjunto de X x A definido por
Gr(¥) = {(z,a) :r € X,a € ¥(x)}.

(b) ¥ es Borel-medible si Gr(¥) es un conjunto de Borel de X X A.

(c) ¥ es semicontinua superiormente si {x € X : ¥(z) C G} es un conjunto abierto en X para

cada subconjunto abierto GG de A.

Decfinicién A.B.2. Sea ¥ una multifunciéon Borel medible de X a A. Una funcién medible
[+ X — A es un sclector medible de ¥, si f(x) € ¥(x) para cada x € X. La familia de los

selectores medible se denotara por F.

Sea ¥ una multifuncién Borel medible. Para cada funcién medible v : Gr(¥) — R se define
v*(z) = inf 2, Q).
v (z) ael\y(m)v(a*,a)

Teorema A.B.3.(Teorema de Seleccion) Suponga que ¥ es una multifuncién Borel medible
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de X a A tal que ¥(z) es un subconjunto compacto para cada z € X. Si v(z,-) es una funcién
semicontinua inferiormente en Gr{¥) para cada z € X, entonces existe un selector medible

f* € F tal que

v(z, [*(z)) = v*(z) = (Lg‘xg?” v(z,a) Vz e X.

y v* es medible.

Definicion A.B.4. Sea ¥ una multifuncién Borel medible de X a A. Una funcién v es compacia
inferiormente en Gr(¥) si {a € ¥(z) : v(r,a) < r} es un suconjunto compacto, paracada z € X

yrE€R.

Teorcma A.B3.5.(Tcorema de Scleceton) Sea W una multifuncion Borel medible de X a A. Si
v es compacta inferiormente en Gr(¥) y acotada por abajo, entonces existe un selector medible

J* € F tal que

o(x, [M(x)) =v"(x) = min v(x,a) Vr € X.

(M—E‘l’(:r.)
y v* es medible.

Demostracién. Para la demostracion de los Teoremas A.B.3 y A.B.5, ver |34] (Propositions

D.5 y D.6, p. 182-183).
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Apéndice C

Convergencia de Medidas de

Probabilidad

Sea X un espacio métrico. Denotamos por P(X) la familia de medidas de probabilidad en X.

Decfinicién A.C.1. Sean ji,, y p medidas en P(X). Se dice que ji,, converye débilmenlte a pu

(pn = 1) si

im [ u(y)pa(dy) = / u(y)pu(dy),
JX

n—oeo | X

para cada u € Cy(X).

Proposiciéon A.C.2. Si jt,, = juy v € L(X), entonces

im [ u(y)pn(dy) > / u(y)p(dy).
Jx

N —00 X

Definicion A.C.3. Sea P una familia de medidas en P(X).

(a) La familia P es lensa si para cada € > 0 existe un subconjunto compacto K de X tal que

paracada p € P: u(K) > 1 —e¢.
(b) La familia P es sccuencialmente pre-compacla si para cada subsucesion {p,} C P existe

una subsucesion {/i,;} y una medida ;1 € P(X), no necesariamente en P, tal que ju,, — /.

Teorema A.C.4.(Teorema de Prohorov). Sea P C P(X).
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(a) Si P es tensa, entonces es secuencialmente pre-compacta.

(b) Suponga que X es separable y completo. Si P es secuencialmente compacta, entonces es

tensa.
Demostracién. Ver [8] (Theorems 6.1, 6.2, p. 37).

Definicién A.C.5. Una funciéon v € M (X) es un momendo en X si existe una sucesiéon no

decreciente de compactos X, T X tal que

lim inf{v(z) : 2 ¢ X,,} = +o0.

n—r00

Proposicion A.C.6. Sea P C P(X). Si existe un momento v en X tal que

s [ o(utts) s p e P < oo,
JX

entonces P es tensa.

Dcemostracién. El resultado es consecuencia inmediata de las definiciones.



Apéndice D

Procesos de Markov

Consideraremos un proceso de Markov en tiempo discreto {x;} con valores en un espacio de
Borel X y probabilidad de transicion P(B|z), z € X y B € B(X). Las probabilidades de
transicion en n—pasos se definen recursivamente en la forma siguiente. Para cada z € X y

B e B(X):

P (Bl =/ P*(Bly)P(dylz), n €N,
X
PUBlr) : =Ih(x).

Por el Teorema de Ionescu-Tulcea ( |1}, Theorem 2.7.2, p. 109), para cada medida de
probabilidad v en (X, B(X)) existe una medida de probabilidad P, definida en el espacio med-
ible (£2, F), donde 2 := X y F es la o—élgebra producto correspondiente, que satisface las

siguientes propiedades: para cada B € B(X), x € X, [,k € Ny,
e P,lxzp € B] = v(B), para cada B € B(X);
L 1),,[.’1,'/,,,}; S Blfl)(),.’l)l sttty L, Ty = .’I.Y] = Pt(lfll)

I, denotara la operacién de esperanza con respecto a la medida de probabilidad £7,. Si
v(B) = Ip(z), B € B(X), para * € X fijo, se escribird Pr y [%; en lugar de I, y £,

respectivamente.
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Definicién A.D.1. Sea ¢ una medida o—finita en (X, B(X)). El proceso de Markov {z;} es
@—irreducible si para cada ¢ € X y B € B(X), con ¢(B) > 0, existe un natural n tal que
P™(Bj|z) > 0. En este caso, también se dice que la medida ¢ es una medida de irreducibilidad

para el proceso {z;}.

Observacién A.D.2. Es ficil verificar que si {z;} es p—irreducible y ¢/ < ¢, entonces también

es ¢’ —irreducible.

Definicién A.D.3. Una medida o—finita ¥ en (X,B(X)) es una medida mdrima de irre-
ducibilidad para el proceso {z;} si cualquier otra medida de irreducibilidad ¢ es absolutamente

conlinua con respecto a i, es decir, @ < .

Tcorcma A.D.4. Suponga que el proceso {2} es p—irreducible. Entonces, existe una medida

maéxima de irreducibilidad 4.
Decmostracion. Ver |50] (Proposition 4.2.2, p. 88; [55], Proposition 2.4, p. 13).

Cuando el proceso {i} sea p—irreducible, usaremos la siguiente notacion:

BY(X) : ={BeB(X):y(B)>0},

MUX) & ={ue M(X): [ ulyyiay) > o}

donde v es una medida maxima de irreducibilidad.

Tcorema A.D.5. Suponga que el proceso {x,} es p—irreducible. Entonces existe m € N, Sy, €

MT(X) y una medida no negativa v, en (X, B(X)) tales que

'l)m('lm) 2 Sm(-'L')Vm(') Ve e X.

Dcemostracién. Ver [55] ( Theorem 2.1, p. 16).

Definicién A.D.6. Suponga que el proceso {z,} es p—irreducible y defina

d:=m.cd. {m € N :P™"(:|z) = Sm(z)vp(-) Vz € X}.
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A d se le llama el periodo del proceso {z:}. Si d = 1 se dice que el proceso es aperiddico; en

caso contrario se dice que el proceso es periddico.
Definicién A.D.7. El proceso {z;} es Harris recurrente si es g—irreducible y
e o oo
Py [ N U {z e B}] =1 VzeX,BeBHX).
N=1k=N

Definiciéon A.D.8. Una medida o—finita p en (X,B(X)) es una medida invariante para el

proceso {x;} si
W(B) = / P(Blx)u(dz), VB € B(X).
X

Observacién A.D.9. Suponga que {z;} es p—irreducible y p es una medida invariante.

Entonces,

(a) o < 1
(b) i es una medida méxima de irreducibilidad.

Note que (b) se sigue de (a), considerando 1 en lugar de ¢. Para demostrar (a), defina

K%(I’r) = Z(—;-)”P"(-]:E), reX,

FOER

¥y note que
W(B) = / Ky (Blo)u(dz), VB € B(X).
X

Ademas, ¢(B) > 0 implica que K 1 (Blxz) > 0Vx € X; entonces, p(B) > 0. Por lo tanto ¢ < .

Teorema A.D.10. Si {x;} es Harris recurrente, entonces existe una medida invariante y, la

cual es Unica excepto por constantes multiplicativas.
Demostraciéon. Ver [50] ( Theorem 10.0.1, p. 230).

Definicién A.D.11. El proceso {z:} es Harris (recurrente) positivo si es Harris recurrente y
admite una medida invariante finita pu. Note que si u(X) = 1, entonces u es la tinica medida

(de probabilidad) invariante.
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Definicién A.D.12. (Ley de Grandes Ndmeros para Procesos de Markov). Suponga que el

proceso {x:} es Harris positivo con medida de probabilidad invariante ;. Entonces

1S .
Jim_ - 2 u(zy) = /X w(z)p(dx) P, — casi seguramente,

para cada zg =z y u € M(X) tal que / [u(y)|pu(dy) < +oo.
Jx
Demostracién. Ver [50] ( Theorem 17.0.1, p. 411).

Para cada distribucién de probabilidad a = {a,} en Ny, se define

Ky(-|z) :== Z a, P*(|z), z € X.

-0

Decfinicién A.D.13. Una probabilidad de transicion T'(Blz), x € X y 3 € B(X), es una

componente continua de Kg(-|) si

(i) Ko(-lz) > T'(-Jx) Vz € X;

(ii) 7(B}-) es semicontinua inferiormente para cada B € B(X).
Decfinicién A.D.14. El proceso {x,} es un T-proceso si existe wna distribucion a = {a,} tal
que

(i) Ko(-|) admite una componente continua 7"

(ii) T(X]z) > 0 para cada = € X.

Definiciéon A.D.15. Sea a = {a,} una distribuciéon de probabilidad y v una medida en

(X, B(X)) tal que »(X) < 1. Un conjunto B € B(X) es (v—) pelile si
Kq(|z) 2 v(:) Vz e B.

Teorema A.D.16(a). Si cada subconjimto compacto de X es petite, entonces {x(} es un

T-proceso,
(b) Si {z;} es un T-proceso p—irreducible, entonces cada subconjunto compacto de X es petite.

Demostracion. Ver {50 (Theorem 6.2.5, p. 134).
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Teorema A.D.17. Si para cada ¢ € X existe una distribucién de probabilidad a; = {af}
tal que K, (-]-) admite un componente continua T(-|-) tal que T, (X|z) > O para cada z € X,

entonces {z;} es un T-proceso.

Demostracion. Ver {50] (Proposition 6.2.4, p. 134).
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Apéndice E

Miscelanea

Aproximaciéon de Funciones Continuas

Teorema A.E.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico separable. Suponga que existe una métrica
d en X consistente con la topologia 7. Entonces existe una métrica d* en X (consistente con

7 ) tal que:
(a) el subespacio Uy+(Y') es separable;
(b) para cada v € Cp(Y'), existen sucesiones {un} y {u} } en Uy (Y) tal que u, T vy o, | v.

Demostracién. Ver (7] (Proposition 7.2, Corollary 7.6.1, Proposition 7.9, Lemma 7.7, p. 106,
113, 116, 125).

Ley de Grandes Nirneros para Martingalas
Sea (£2, F, P) un espacio de probabilidad y {F; : t € No} una fillracién en F, es decir, una

sucesién creciente de sub o—adlgebras de F.

Definicion A.E.2. Sea {M;} una sucesién de variables aleatorias definidas en (2, F, P).

(a) Se dice que {M;} es una sucesién adaptada a la filtracion F = {F,}, si M, es F;,—medible
para cada { € Ny.

(b) {M;} es una F—martingala si es adaptada y E[M,1|F,] = M,, para cada t € Nj.

Teorema A.E.3. (Ley de Grandes Nimeros para Martingalas). Sea {M;} una martingala tal

que
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(i) E|M,|*" < 400 para cada t € Ny, para algin r > 1;
o0

. 1

(i) > 'tTJr?ElMtH — M|* < +o0.
t=0

Entonces,

hm ; ~M; =0 P — casi seguramente.
t—oo

Demostracién. Ver [71] (Corollary 2, p. 471).

Descomposicion de Medidas

Teorcma A.E.4. Sean X y A espacios de Borel y v € P(X x A). Entonces,

Y(By X By) =/ o(Bylx)(dz), VB € X, By €A,
B3,

donde ¢(-|-) es una probabilidad de transicion de X a Ay p € P(X).

Demostracién. Ver [7) (Corollary 7.27.2, p. 139).

Teorema Abeliano

Teorema A.E.5. Sea {¢;} una qucesic’m de nimeros no-negativos. Entonces

NI et
(a) I%rr_m‘&lf;; Zc, <hmlnf(1-(x Za ¢

=0
1 n—1
(b) limsup (1 — Za e < hmqup Z cy
a—1- 1=0 n—oo
(=] n—1
(c) (&n}m_(l -« Z a'c, existe si sOlo si lim ~ Z ¢, existe.

=0 =0
Demostracién. Ver [72].
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