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Capítulo 1 

Introducción 

En esta tesis se estlldian procesos  de Markov colll.rolados en  espacios de Burel, col1 cost.os no 

acotados y criterics de optimalidad no-descont-ados. Los resultados que se presentan son una 

recopilaci6n de los artículos [38J, 1571 , [77J y 1791. 

Los criterios no-descontados  pueden  definirse  de m6ltiples maneras, pero 1111estro estlldio 

está dirigido  hacia  aquellos que proporcionan informacibn sobre la tasa de  crecimiento  de los 

costos esperados en horizonte finito cuando éste crece arbit,rariamente. Entre estos criterios, en 

un ext,remo del espectro, se  incluyen  el  crit.erio en cos/.o prurndio (esperado) que es el menos 

sensible al creci~niento de los costos esperados en horizonte finito y, en el otro, la nocibn  excesi- 

vamente  selectiva  de poZll.Z'cos c2otn.l:nnn.l.t:~ (strong overtaking opt,imal  policies) introducida por 

Fbmsey [GO]. Entre estos crikrios se enc11ent;ran la noci6n de poli / .%c:cls  d o r r / ~ l r l . a ~ / , / ~ c . s  (over1,aking 

optimal or catching-up policies) de Gale [26] y von  Weiszacker [al], el costo de opurLunictc~,d ( 

opportlmity cost) y el cr ikr io  c n .  codo pn~rrrcdio de Pkyrrn [ X ] ,  el crllcrio ctc 1 M h  [al], la 

oplitnulidad en sesgo (bias optimality) de Veinott 1801, y la nociGn de soZuciones de lo  Ir;cuucidrr. 

de Oplitnmlidnd en  Costo Promedio o l emas  canónicas (canonical triplets) en. In tcrmin.olo.qía, 

de Yushkevich [82J). En este trabajo se presentan condiciones para la exist,encia de políticas 

estacionarias Gptimas para estos criterios y se discuten algunas relaciones enttre los mismos. 

También  se efectlia u11 análisis por trayectorias del criterio e n  costo promedio. La aplicalilidad 

de los resultados obtenidos se ilustran con problemas de cont,rol en sistemas de inventarios. 

En el Capítulo 2, además de introducir los elementos  básicos q11e se requieren para plantear 

u11 problema de control Óptimno (el modelo  de control, el conjunto de políticas de control ad- 
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misibles,  los indices de funcionamiento y criterios de optimalidad), se presenta una discusión 

breve, pero panorámica, de  los distintos problemas de control en los  que estamos interesados. 

Para el criterio en costo promedio (esperado), sin duda alguna el más estudiado entre los 

criterios menciona& previamente, se han desarrollado varios  enfoques  como el enfoque  de 

Aproximaciones  por Problemas Descontados, el Algoritmo de Iterución de  Valores, el Al.qoratms 

de Iteración de Políticas, Pmgmrnación Linea,l, Andisis Convexo, I3rtjoque Ergo’dico, entre ot,ros 

( ver [3], [6], [7], [lo], [20], [301, [34], [59], y sus referencias). Sin embargo, la mayor parte de la 

literatura se concentra en el caso de espacios  ditiscrc~o,s o espucios de 1307~1 y coslos acol.(~,(to.s, 

excepto para el enfoque  de Aproxinmcionev por  P ~ n M e m m  Desconlados (APD), cuyo  origen se 

remonta a Blackwell [9] y que en años recientes  se ha extendido a contextos bastante generales 

( espacios  de  Borel, costos no acotados, condiciows de continuidad y comnpacidad  muy débiles; 

ver, por  ejemplo, [34], [54], [%I). En el Capítulo 3, basandonos en [79], presentamos una 

variante más del APD que extiende algunos traba-jos previos y la cual nos permite resolver 

eqlicitamente el  problema en costo promedio para un sistema de inventarios con controles no 

acotados que no se había inchudo en la liter a t, ura. 

Otra forma de abordar el problema en costo promedio  es  imponiendo  condiciones  que garan- 

ticen que  los  procesos controlados tienen buenas propiedades de estabilidad ( recurencia o er- 

godicidad). Uno  de los procedimientos  Inas importantes  para conseguir este tipo de propiedades 

es el de las J u n c i o r ~ ~ s  de J,yupurl,ov (1171, [28], [3GJ, [38] [30]). En el Capítulo 3, sc introdl1ce 

una condición del tipo Lgopunov y se demuestra, bajo condiciones usuales de continnidad y 

compacidad, la existencia de una solución de la Ecuación  de Optimalidad en Cost,o Promedio y 

la existencia de una política estacionasia Flynn-óptima, entre  otros resultados. L o  anterior se 

demuestra en  dos etapas: en la primera, se usa el  enfoque APD para garantizar la existencia de 

una política óptima en costo promedio en la clase  de las políticas estacionarias y, en la segunda 

etapa, se usa el Algortimo de Iteración de Políticas para obtener una  solucih de la EOCP, 

con la característca de que la política de  “inicialización”  es óptima en la clase  de  las políticas 

estacionarias. Con este procedimiento se evita el  uso  del  Teorema de ArzelaiAscoli, el cual 

requiere  de  condiciones  de continuidad muy restrictvas sobre la funci6n de costo por etapa y la 

ley de transición del sistema. Además, se ilustra como  verificar la condición de Lya.punov con 

un  ejemplo  de inventarios. En el Capítulo 5, usando las  mismas  condiciones del Capítulo 4, se 
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demuestra que existe una política óptima en el sentido de Dutta en la clase  de las políticas esta- 

cionarias, y que esto es equivalente a cada Una de las siguientes afirmaciones cuando el análisis 

se restringe a la clase  de las políticas estacionarias: a) la política es dominante; b) la política es 

óptima en costo de oportunidad; c) la política es óptima en sesgo. Los ejemplos proporcionados 

en 111) y [57J muestran que los resultados anteriores no se exlienden a la clase de todas las 

políticas si no  se imponen condiciones  adicionales a las de estabilidad. Los resultados de  los 

Capítulos 4 y 5 se tomaron de [38] y [57]. 

En Capítulo 6 se retoma el estudio de los problemas en costo promedio,  pero ahora se 

realiza un análisis por trayectorias. Los trabajos en los cuales  se  realiza un análisis de est,e tipo 

son  escasos y se restringen al caso  de  espacios discretos o de  Borel pero considerando costos 

acotados, bajo condiciones de recurencia o ergodicidad bastante fuertes ( [SJ, [47J, [15)). En 

este capítulo se presentan los resultados desarrollados en [77] sobre la existencia de políticas 

estacionarias óptimas en costo promedio por trayectorias para el caso de espacios de Borel y 

costos estrictamente no-acotados, bajo hipótesis de continuidad débil y recurencia de Harris. 

De  nuevo,  los resultados principales se ilustran con problemas de inventsrios y, en u11 caso 

espécifico,  se exhibe una política estacionaria bptima en costo promedio por trayectorias. 

En los  Apéndices se reunen algunas definiciones y resldtados que se usan a lo largo de est,e 

trabajo col1  el ánimo de facilitar la  1ect.xna. 

1.1 Notación y terminología 

Para un espacio  topológico (X, T ) ,  usaemos la siguiente notación: 

o B ( X )  es la a-álgebra de Borel  de X, es decir, la mínima a-álgebra que  contiene a 7 ,  y 

a sus elementos  les llamaremos conjuntos de Borel. 

0 X es un espacio de B o d  si es UII conjunto de  Borel  de un espacio métrico separable y 

completo. 

0 M ( X )  es la clase de las funciones  (Borel-)  medibles u : X "-f R. 

0 M+(X) = {U E A4(X) : U 2 O}. 
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o L ( X )  es la clase  de las funciones u : X "+ R semicontinuas inferiormente y acotadas por 

abajo. 

o Ca(X)  es el espacio vectorial formado por las funciones u : X --t R. continuas acotadas 

dotado con la norma del supremo, es decir, para cada u E C a ( X ) ,  se  define 1 1 ~ 1 1  := 

SUPS 1 4 4 1 .  

o &&(X) denota la clase de las funciones 7~ : X -+ R, medibles y acotadas. 

o Si cl es una métrica en X consistente con la topología 7, entonces & ( X )  denotará espacio 

de las funciones  uniformemente continuas con respecto a la métrica d y la topología relat,iva 

del espacio  de Banach C a ( X ) .  

G 



Capítulo 2 

Procesos de Markov Controlados 

2.1  Introducci6n 

2.2 Modelos c'lc control rnarkovimos 

2.3 Po1ític;Ls cic control  aclrr~isil~lcs 

2.4 Indiccs de funcionamiento 

2.4.1 Problcrr1;Ls clc  control c r l  horiaontc  finito 

2.4.2 Problemas dc control en horizonte infinito:  criterios cn costo promcdio 

2.4.3 Problcmas de control cn horiaorltc infinito:  criterios  scnsiblcs  al  horizonte 

dc plarlcacicjn 

2.1 Introducción 

Para la formulacih de un prnblema dc c o r ~ h n l  úplirn.a (PCO) determinístico o estocástico se 

requieren tres elementos: (a) un modelo  de control; (b) un conjunto de políticas de control 

admisibles; (c) un ínclice de fmcionamiento. El objetivo en este capítulo es, por una parte, 

presentar est,os  elementos e int,roducir la notaciGn y terminología que usaremos, y por otra, 

discutir de forma general  los distintos indices de funcionamientos que serán estndiados en este 

trabajo. 
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2.2 Modelos de control markoviano 

Definici6n 2.2.1. Un modelo  de  control  markoviano (MCM) consta de los objetos (X, A, {A($) : 

x E A(z)} ,  Q, G), donde: 

(a) X representa el espacio (o conjunto) de estados posibles del sistema; 

(b) A representa el espacio (o conjunto) de co71,lrolc.s disponibles para modificar  el  compor- 

tamiento del sistema. 

Suponemos que los conjuntos X y A son espacios de /lum¿, es decir, s1d.xoqjnntos de Borel 

(no vacíos) de espacios  mét,ricos separables y completos. 

(c) Para cada  estado z E X, A(z)  es un subconjunto de A y representa el conjunto de co7r.l.mlc.s 

rrd7n,isibZes para el estado x. Al conjunto 

se  le llama conjw~./ .o dc prr : . s  ~1,rtrr1,7:.s%ble.s; silponemos  qlle perfe~lece a la a-dlgebra de Borel del 

producto cartesiano X x A y que contiene la gráfica  de una fmcion medible J : X ”+ A. 

(d) Q representa la. Zey de evolvcio’n. del sistema y es nna probabilidad de t-ransici6n sobre X 

dado K, es decir, satisface las siguientes propiedades: 

(dl) Q(.Ix, a) es una medida  de probabilidad en X para cada (x, a) E K; 

(d.2) Q( U/. ,  S )  es una funcih medible  en K para cada 13 E U(X). 

(e) G es uum funciin medible  definida en K y representa la fnnciin de coslo por c l o p  

Un rrrodch dc conlnd rnm-hovi(mo (MCM) es la represent,ncih de 1111 sistema estocfistico 

qlle es observado y sll-jeto  a  control en 1111 col1junt.o discreto de tiempos, qlle  sin pérdida de 

generalidad  t,olnarelnos  como el  col1.jnnto de los enteros nvnegativos No. Delwtaremos por x(. 

al estado del sistema y por at, al control aplicado, en  ambos  casos  en el tiempo 1; nos  referiremos 

a 20 como  el estado in,icial del sistema. El pmhZe7rt.c~ de conlrol ciplimo consiste en modificar o 

influir sobre el comportamiento del proceso de estados (21,) por medio  de  selecciones adecuadas 

del pn)ccso de con,bml (a,.}, de manera qlle  dicho comporta~nient,o sea cjpt,imo de acuerdo a 

uno o más criterios. Heurísticmnente, podemos pensar que el proceso  de contml se  efectím 

secuencialmente  de la siguiente fonna. Supongamos que en el tiempo 1. se  observa  al sistema en 
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el estado x E X, es  decir, xt = x ;  entonces,  si  se  aplica  el control at = a E A ( x ) ,  se  genera un 

costo C(Z,U)  y el sistema visitará un nuevo estado en  el tiempo t + 1 de acuerdo a la  medida 

(o distribución) de probabilidad Q(-Iz, u),  es decir, 

Q(zt+l E Blzt = x ,  ut = u)  = Pr[zt+l E Blxt = x ,  at = u].  

Una vez observado el  nuevo estado del sistema, digamos zt+l = x’ E X, se  elige un control 

ut+l = a‘ E A ( d )  con un costo C(z’,u’) y se repite el proceso anterior  hasta cierto tiempo 

finito N o indefinidamente. Si  el proceso  de observacih/control  termina en un tiempo finito 

N ,  se  dice  que  el problema de control es en horizonte finito y a N se le  llama h.orizonde de 

pZnn,encio’n; por el contrario, si el  proceso  de  observación/control  se repite indefinidamente se 

habla de un problema  de  control  en horizonle in.J¿nilo. 

2.3 Políticas de control admisibles 

Considere  los conjuntos 

Observe  que para  cada 1 E No, el conjunto Ht, contiene todas las formas  posibles en que  el 

sistema puede evoluciona  hasta el tiempo t ,  raz6n  por la cual le llanaremos el espacio de Ins 

t - h ido r iw  y a sus elementos, denotados genéricamente  por h t ,  serán referidos  como l.-hislorias; 

más explicitamente, cada t-h.idoria es un vector  de  la  forma ILL = (50, ao, X I ,  al ,  . . , X(,- I ,  ut , -  I ,  xt,), 

donde ak E A ( q )  para k = O, 1,. . . , t - 1. 

En la definicih de las políticas de control admisibles se hará uso de la notacihn y termi- 

nología  que  se introduce a continuación 

Dcfinición 2.3.l(a) Por CP denotaremos a la clase  de las probabilidades de transicihn cp sobre 

A dado X, que satisfacen la restriccicill cp(A(3:)[z) = 1 para cada x E X; 

(b) Un selector o juncidn de dccisidn es una funcihn  medible j : X -.+ A, tal que f(x) E 
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A(z), Vx E X. Denotaremos por F a la familia de los selectores. 

Puesto que a cada selector f f F le podemos  asociar un elemento de @, a saber, ( ~ ~ ( B l x c )  := 

I ~ ( f ( z ) ) ,  x E X, B E B(A), consideraremos que F c a. 
Definición 2.3.2(a) Una poliiicu de control (admisible) es una sucesión A = {xt} tal que, para 

cada t ,  xt es  una probabilidad de transición sobre A dado Ht, que satisface la restricción 

(b) Una política de control A = {nt} se  dice  que  es detenn,inisla si para cada 1 existe una 

funci6n  medible ft : Ht ”+ A tal que xL(Clh,.) = Ic(It(hL)), VC E D(A) y h L  E HI., donde IC es 

la función indicadora del conjmto C. 

La  familia  de todas las políticas de control admisibles ser& denotada por I I ,  mientxL7 que 

las subclases de las políticas deterministas y markovianas se denotarán  por ITD y I I A ~ ,  repecti- 

vamente.  De acnerdo a las definiciones anteriores se tiene que Ilk1 c Ill) c IT. 

Para los problemas de control en horizonte infinitPo es  importante considerar dos subclases 

mds de  política.^, a saber, las subclases constituidas por l a s  p o l í h x . ~  rclajndos (o  est,acionarias 

aleatorizadas) y la clase de las políticas estacion.a.rim (deterministas), que a continuación se 

definen. 

Definicih 2.3.3. Sea A = (TL} f TI una polít,ica  de control. Diren~os que T es lma política: 

(a) reZnja,da o cslncionan’a aZca,torizada si exist,e ‘p E @ tal que i . r t . ( . I h L )  = ‘p(.{zt,) t i h t .  E HL y 

1 E No; 

(b) estacionaria (determinista) si existe f E F tal que nt,(-ll~,t) está  concentrada en f ( q ) ,  es 

decir, xb(C:ll?,~.) = Ic(f(zt)) V C  E L?(A), ILL E Ht, y I. E No. 

Observe  que cada elemento c p  en define una política relajada y viceversa; de manera que 

abusando un poco de la notaci6n identificaremos a ‘p con tal política y nos referirnos a como 

la clase  de las políticas relajadas (o estacionarias aleatorizadas). De manera similar, a la familia 

de los selectores F Is identificaremos con  la  clase de las políticas estacionarias. Es claro que 

FC [D. 

10 



Observación 2.3.4. Del Teorema de  Ionescu-Wcea ([l], Teorema 2.7.2, p.109), tenemos que 

para  cada política K E I l  y cada medida u E P(X) existe una medida de probabilidad 

definida sobre el espacio cuno'nico (a, F), donde S2 = (X x A)OO y T es la  a-álgebra producto 

correspondiente, que satisface las siguientes propiedades para  cada t E No: 

(a)P,"[zo E B] = v (B)  YB E B(X); 

(b)P;:[at E Clht] = ~t(CIht )  VC E B(A); 

(c)P,"[zt+~ E nlh, at] = Q(B(xt, at) VB E a@). 
La esperanza con respecto a la medidad de probabilidad P," será denotada por c. En 

concordancia  con la propiedad (a), nos  referiremos a v como la dislribuciún, in,iciaZ del  proceso 

controlado; si la medida Y está concentrada en un  estado inicial x0 = x E X, es  decir, 413) := 

I~j(z), U E B(X) , entonces en lugar de 1'; (E) escribiremos 1: (z, respectivamente). 

Criando 7r = cp E es una poliliccl n:Zajadcl, de las propiedades (a)-(.) se puede  dedllcir q11e 

el  proceso  de estados {:xt} es nn p~~)cc .so  dc Mnrkoa con  espacios  de estados X y probabilidad 

de  transiciGn dada por 

y distribución inicial u. Debido a esta propiedad, y por extensión, cuando se usa cualquier 

política E l7, se  dice  que  el  proceso (0, 3, I'F, {x,,}) es 1u1 proccso dc Mm-h:on con/,rr)lndo 

(PMC) . 

2.4 Indices  de  funcionamiento 

Una vez  especificados  el  modelo  de control y el conjunto de políticas de control  admisibles, 

para plantear 11.11 problema de control @limo (PCO) sólo  hace falta especificar el in.(& de 

Juncionamienlo o juncio'n  objelivo mediante el cual se evaluarán los comportamientos posi- 

bles  del sistema estocástico inducidos por la aplicaci6n de las díferelltes políticas de cont,rol. 

Generalmente, el índice de funcionamiento es una función 

I : l 7 x X - + R ,  



y la función de  valor dptimo correspondiente  se d e h e  corno 

I*(z) := inf I ( T , x ) ,  z E X. 
7rEn 

Entonces, el PC0 consite  en encontrar una política x* E IT tal que 

1*(z) = 1(7r*,z) vx E x, 

en  cuyo caso se  dice  que T* es liptima con respecto al índice I. 

Los problemas  de  control óptimo pueden  ser  clasificados  de  muchas  formas,  las  cuales  gen- 

eralmente dependen  de  aqllellos aspectos del  problema  que se desean destacar. Por  ejemplo, una 

primera clasificación  que  se  hace en la literatura se  refiere  al tipo de  espacios de estados, el  cual 

p i d e  ser discn:to (es decir, un co11.jmlt80 finito o infinito  munerable) o IUI e,spm% de llore2 (es 

decir, subconjunto de Bore1 de un espacio métrico separable y completo). Ot,ra posibilidad  con- 

siste en clasificar  los  problemas de control de acuerdo  al horizonte de  p¿a71.ea.cirin., el cual puede 

ser ji71.if.o ( es  decir, el proceso  de observacih y control termina en 1~11 nknlero  finito de  etapas) 

o inj¿n,ito ( es  decir,  el  proceso de observacih y control  se repite indef.inidament,e). A SII vez, los 

problemas en horizonte  infinito  se  clasifican  como (~(:,sco~I,/,(J,(~o.s o n o  rlc .sco71.1.(1,~~0~,  dependiendo 

si  el  índice de funcionamiento en cuestión  incluye o no un factor de descuedo, respect,ivament,e. 

Para los  problemas  en  horizonte  infinito,  desde el plmt,o de vista tkcnico, también es importante 

saber si  la  función  de  costo por etapa es acotada o no, lo  que  permite hablar de proble~nas con 

castos  acotados o con coslo.s 710 ncolndos. En [30], [34] y [74] se proporcionan  clasificaciones 

muy completas de  los  problemas  de  control. 

Especificamente,  nuestro trabajo está dirigido  hacia el estudio de problemas de  control 

óptimo  en h.o+on,le infinito,  espacios de Uorel, con. h i i c e s  de ~u~zc1:07l.o,7r~,ier1.t.o n o  descon.t.ados 

IJ coslos no ascotados. 

En lo que resta de esta secci6n, introduciremos los  indices de f1mcionamiento de interés y, 

en paralelo  se discutir& brevemente  la problemática asociada a dichos  indices. 
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2.4.1 Problemas  de  control  en  horizonte finito 

El costo (esperado) en N-etapas, N 2 1, cuando se aplica la política 7r E I T ,  dado que  el estado 

inicial  es zo = x E X, se define como 

y la función de costo ópptimo en  N-etapas por 

.I;(.) := inf JN(7r)z) 7r E IT,z E X. 
TE11 

El probkma de  control  óptimo (PCO) en N - e t q m  consiste en encontrar una política 7r* E I l  

que satisfaga 

A las políticas que satisfacen la relación (2.3) les  llamaremos políticas ópptimns en. N-etapa,.s, o 

brevemente, N -  6plim.m. 

El Algoritmo de Programación  Dinúmica ([6], [30], 1341, [59J) garantiza la existencia de 

políticas 6ptimas  para el  problema (2.1)-(2.3) bajo condiciones  muy  generales y proporciona 

caracterizaciones de las mismas; además, nos  provee  de un procedimiento secuencia1 para la 

determinación tanto de las fimciones  de costo Óptimo  como  de las políticas Ópthas. 

Desde  el punto de vista analítico el Al.gorilmo de I’rqmm.acio’n. Uin.ctmica proporciona una 

solución completa del P C 0  en horizonte finito, pero desde  el punto de vista práctico surgen 

algunos  problemas. Por ejemplo, las funciones de costo óptimo Jh(-), N E N, generalmente no 

pueden obtenerse explícitamente“ lo cual dificulta la determinacih de las políticas 6ptímas- 

o si es posible,  se  requiere  de un gran esfuerzo ‘komputacional” que se acenth conforme  crece 

el horizonte de planeación. Sin embargo, cuando el horizonte  de  planeación  es  suficientemente 

grande, es factible “aproximar” el P C 0  en horizonte finito por problemas en horizonte infinito. 

Una segunda motivación  par,  el estudio de  los problemas en horizonte infinito  se debe a que 

en algunas aplicaciones  no es posible  especificar a priori el horizonte  de  planeacion y no existe 

una preferencia por opt,imizas a “corto plazo”-por  ejemplo, en control  en sistemas de espera 
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o redes. de comunicaciones ([22], [59] , [73]). 

Para los problemas descontados en horizonte infinito existe un significado  muy  específico: 

en cada  etapa de control o decisión,  el costo generado en el proceso de control es "actualizado') 

por medio de un factor de descuento Q E (O, l), y el problema de control consiste en minimizar 

el  valor esperado de la suma de los costos descontados sobre la clase de todm las políticas 

admisibles. Esto es, el cosl,o c~-descon.l,ado generado por el uso de la politica 7r E IT, dado qlle 

el estado inicial es x0 = x E X, está  dado por 

mientras que la funciGn 

(2.4) 

representa el coslo ciplimo cu-de.sconl,ndo. Una política 7r* E II es n - r j p l i m a  si satisface la  relaci6n 

v(&) = v ( & r * ) X )  VX E x. (25)  

Entre los problemas de control, el P C 0  en costo descontado (2.4)-(2.6) es el  mejor  com- 

prendido y para el cual existe un cuerpo te6rico lnny completo, el cual  inclllye caracterizaciones 

de  las políticas estacionarias óptimas, algoritmos de  aproximaci6n--e.g., iteracibn de  valores, 

iteración de políticas"+e ya es  de uso estándar en la literatw-a (ver por ejemplo, [S], 171, [20], 

[301 [341 , [591 1631). 

Sin embargo, p,ara el  caso  no-descontado la situacicin  es  muy distinta. Para comenzar, el 

adjetivo no-descontado puede tener significados  muy  diferentes. Por ejemplo, 1ma posibilidad 

sería tomar a = 1 en (2.4) y considerar el índice en costa l o t d  cspemdo definido por 

q ( n .  x) : = lim JN(7r,z) 7r E I T ,  z E X; 
N-rC.3 

t=O 
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Sin embargo, este índice puede resultar poco adecuado, ya que en muchos  casos la sucesibn 

{JN(x,z)} puede diverger  a infinito o no tener límite, para algunas o todas las políticas ([59, 

Section 5.11). Otra desventaja del  índice (2.7) consiste en que no  dice nada con respecto a la 

tasa de crecimiento de los costos en horizonte finito, lo cual no permite discriminar entre dos 

políticas n* y para las cuales V, (x*, -) = V, (x,, S ) .  Esto irltimo es de mucha importancia si  el 

objetivo es aproximar JG(.), para N grande, por medio  del  índice en costo total esperado.(Para 

el estudio detallado del PC0 con respecto al índice (2.7) se remite al lector a [4] , 1591, [61], 

[65], [67]). Desde esta perspectiva, parece más fructífero considerar criterios  sensibles  a  la  tasa 

de  variación de J~(n,x) con respecto al cmim,ien.to de N ,  pero este tipo de indices  pueden 

definirse de múltiples maneras que van  desde el índice en costo  promedio, que es  el de  menor 

capacidad para discriminar políticas de acuerdo al comportamiento de los costos generados en 

horizontes finitos, hasta el criterio extremadamente selectivo introducido por Ramsey ([SO]), al 

que nosotros llamaremos fuertemen,te  dominante. Entre estos dos extremos existen un buen 

número de  indices  con  grados distintos de sensibilidad al comportamiento en horizonte finito, 

entre los que podemos  mencionar  los  siguientes: el criterio introducido por Gale (1261) and von 

Weizsacker ([al]), las nociones de uplimnlidad  fuerte en  costo promedio y codo de oporlunidao! 

introducidas por Flylln ([24], [25]), el criterio de Dutta  ([21J), la oplimdidad en, sesgo de  Veinott 

([SO]), y la noción  de ternus  canónicas de Yushkevich ([82]). 

2.4.2 Problemas de control en horizonte  infinito:  criterios en costo promedio 

Para cada T E I I ,  el costo  promedio (por etapa), dado que 20 = 2 ,  se  define  como 

1 J(n,z) :=limsup ~ . J N ( T , z ) ,  
NACO 

y la funcion de valor 6ptim.o en costo pmm.edio por 

(2.9) 

Una politica n* E TI es óptima  en costo promedio si 

.J*(z) = J(T*,Z) ,  v2 E x. (2.10) 
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El índice en costo promedio (2.8) parece ser bastante adecuado para evaluar el funcionamiento 

de sistemas controlados cuya función  de costo no tiene un significado  económico directo y que, 

por otro lado, realizan un número grande de transiciones en periodos cortos de tiempo real- 

como por ejemplo  los sistemas de comunicaciones  ([22],  [73])-  de manera que  en tiempos 

razonables se espera que las sucesión {lV-lJ~(n, -)} ya  se  haya estabilizado alrededor de su 

“valor límite”, lo que a su vez, permite interpret,ar a J(n,z)  como la t,asa de crecimiento del 

costo generado en horizontes  finitos. 

Un concepto que ha jugado un papel muy importante  para el estudio del PC0  en costo 

promedio es el de  soluciones de la ecuación  de optimalidad en costo promedio: una terna 

formada por una  constante p*, una función  medible h* : X --t R y una política estacionaria 

f * E F, es una solución de la Ecuacicin, dc 0ptim.nlidad m Costo I‘lmcctio (EOCP) si satisface 

(2.11) 

(2.12) 

La importancia de contar con una soluci6n ( p * ,  S*, I)*) a la EOCP radica en que, bajo 

condiciones  muy  débiles sobre la función h?, se  deduce  que J* es óptima  en costo promedio  y 

que el costo promedio óptimo es p* para  todo est,ado inicial, es decir, 

P ( z )  = J(f*,z) = p* vx E x. (2.13) 

Sin  embargo,  se sabe que la existencia de soluciones de la EOCP no es una condición 

necesaria para la existencia de políticas estacionarias óptimas (ver  Ejemplo 5.3.9) y que en 

ciertos contextos, implica que el  modelo  de control posee una estructua de recurrencia muy 

restrictiva ( [12],  [36]).  De  hecho, bajo  ciertas condiciones, basta con tener una solución a la 

Desipuldad de Oplimulidnd cn, Codo I’romedao (DOCP), es decir, una terna (p* ,  S*, h?) que 

satisfaga la relación 
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p* + h*(z) 2 min [c(s, a) + h*(y)Q(dylz, u)]  “x E X 
UE&) 

(2.14) 

para concluir que (2.13) se cumple ( [14], [18], [31], [33], [S], [66], [68], [70], [79]). 

Un método muy popular para obtener soluciones de la EOCP, o bien  de la DOCP, es el 

enfoque de Aproximaciones por Problemas  Descontados (APD) cuyas ideas básicas  se remontan 

a Blackwell ([9]) y Taylor ([75]) , el cual posteriormente fire &nado y extendido a contextos muy 

generales por otros  autores ([14], [181,  (311, [33], [a], [66], [G8j, [70], [79]). En el Capítulo 3 

de esta tesis se desarrolla una variante más  del  enfoque APD para obtener una solución  de la 

DOCP y  se aplica a un problema de inventarios que no había sido cubierto por los resultados 

obtenidos en trabajos previos. 

Otra forma importante  de obtener soluciones  de la EOCP es suponer que  los  procesos  con- 

trolados tienen buenas propiedades de recurrencia y ergodicidad, las cuales  pueden interpretarse 

como propiedades de estabilidad ( [12], [17], [36]). Un esquema común e importante  para con- 

seguir propiedades de este tipo es por medio de la existencia de funciones de Lyapzmov, tanto 

para procesos no controlados ([27],  [48], [SO]) como para procesos  cont,rolados ( [15],  [28], 1291, 

[38],  [40], 1491). En el Capítulo 4, se estudia el PC0 en costo promedio estableciendo la exis- 

tencia de  una solución  de la EOCP bajo una condición  del tipo Lyupunm, la cual implica que 

los procesos de Markov inducidos por las políticas estacionarias son geom~%-icnm.ente ergo’dicos. 

En este marco  se demuestra la existencia de una política estacionaria óptilna en costo promedio 

y que las siguientes afirmaciones son equivalentes: a) f es óptima en costo promedio; 13) j 

proviene de una soluci6n de la ecuación  de optimalidad; c) f es fuertemente +tima; d) f es 

Flynn Óptima ( las nociones de optimalidad en (c) y (d) se introducen párrafos adelante; ver 

(2.18) y (2.19)). En el Capítulo 5 se  hace uso de la misma  condición  de Lyupunov para estudiar 

la existencia de políticas estacionarías sensibles al horizonte de plnn,eacicín. 

Observe que en la formulación  del P C 0  en costo promedio (2.8)-(2.10), al considerar el 

límite superior se adopta  una  actitud “conservadora” ya que se  busca  minimizar el “peor” 
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comportamiento posible; por el contrario, si se toma límite inferior en (2.8) en lugar de límite 

superior, la actitud hacia el problema de optimización sería optimista. 

Ambas alternativas, la optimista y la pesimista, pueden  combinarse para fonndar un criterio 

de optimalidad m á s  fuerte que el anterior: una política K *  E I1 es fuertemente óptima (en costo 

promedio)  si 

1 
N ~ C Q  N J(x*,z) <liminf-JN(n,z) 'dx E X,X E IT. 

Por otra  parte, note que 

1 
n4oo N 

limsup -SN(z) 5 J ( K , z )  V X  E X,n E I I ;  

entonces 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

La  desibwaldad en (2.18) implica  que una política óptima en costo promedio t,endrá en el mejor 

de los casos una tasa de crecimiento similar a la de los costos 6ptimos en  horizonte finito. Ésta 

es la  idea subyacente en el siguiente criterio de optimalidad introducido por Flynn ([24], [25]). 

Diremos  que una política K* E I1 es PZynn,-óplim.a (en costo promedio) si 

1 
N-+- N lim -[JN(x*,z) - J;tr(z)] = O b'x E X. (2.19) 

Es fácil  verificar  de las definiciones  que tanto el criterio de optimalidad fuerte como  el  de 

Flynn implican al criterio (estandar) de optimalidad en costo promedio. 

Una posibilidad más para el estudio de los problemas en costo promedio  consiste en hacer 

un análisis por trayectorias, es decir, estudiar los costos promedio por etapa conforme estos son 

observados por el controlador ( note que los criterios de optimalidad previamente introducidos 

se  formulan en términos de co.stos esperados, no en términos de  costos observados). Diremos 

que una constante pes  el costo promedio Ópptim,o por trayectorias y que una política x* E IT es 

óptima  por tmyectorias (en costo promedio) si  se satisfacen las  dos  condiciones  siguientes: 
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a n - I  

limsup - C(Q, ut)  = P;* - casi seguramente, vx E X; 1 ”  

t=O n-mo 
(2.20) 

Y 

n-1 

limsup - C(zt, ut) 2 p^ P: - casi seguramente, vx E X, r E n. (2.21) 
n4m n, t=O 

Aun cuando este  tipo de análisis es  muy importante desde el punto de vista práctico, pocas 

veces  se realiza y cuando se  hace  se restringe a uno de  los siguientes casos: a) espacios  de 

estados y controles finitos ( [47]); b) espacios de estados numerable, bajo condiciones restric- 

tivas de estabilidad ( [lo], [151); c) espacios de Uoml y costos acotados, bajo la hipót,esis  de 

que existe una soluci6n acoladu. de la Ecrlacicjn de Opthalidad en Costo Promedio (131). En 

el Capítulo 6, apoyandonos en el análisis proporcionado en [32], se estudia la existencia de 

políticas estacionarias 6pti1nas por trayectorias para problemas de control en cspcios de DonA 

y costos  estrictamente no ucotados, bajo condiciones  débiles  de continuidad y recurrencia (Har- 

ris  wcumncz’u). Además,  se il1tstra.n  los resnltados principales  con  ejemplos  de control de 

inventarios. 

Una  descripcibn suscinta y completa de los  distintos enfoques estudiados para resolver los 

problemas en costo promedio p e d e  encontrarse en 131. Otras fuentes que también proporcionan 

información relevante son [S], [34]) 1591. 

2.4.3 Problemas de control  en  horizonte  infinito:  criterios  sensibles al hori- 

zonte  de  planeación 

Aun cuando es cierto que los criterios en costo promedio pueden usarse para “aproximar” 

problemas de control en horizonte finito, tienen la desventaja de ser poco selectivos para este 

tipo de horizont,es; por ejemplo, para  ilustrar la afirmacicjn anterior, snpongamos que J, (x* , x )  - 

J:(z) = n p ,  V n  E N, donde p E (0, 1). Es claro que es Flynn-óptima, pero no proporciona una 

buena aproximaci6n para los problemas de control a largo  plazo,  es decir, para valores grandes 

de n. Buscando rodear este obstáculo se han introducido algunos criterios con 1m mayor grado 

de sensibilidad al crecimiento  del  horizonte de planeacicjn. 

Uno de estos criterios es el considerado por Ftamsey ([60]): una política T* es fuertemente 
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dominante si para  cada 2 E X y 7~ E ll existe un número  natural N = N(n*, x, z) tal que 

Jn(?r*,Ic) 5 Jn(7r,2) V7L 2 N .  (2.22) 

Aunque  es cierto que la noción  de políticas fuertemente  dominantes está diseñada para 

detectar políticas  con  muy  buen comportamiento (casi  ciptimo) en horizontes finitos, resulta ser 

extremadamente selectiva  como para ser de alguna utilidad ([ll], [57J, [59]).  Una  versión más 

débil de  este  criterio la proporcionan  Gale ([26j) y von  Weiszacker ([Sl]): una política 7r* es 

dom,in,ante si 

(2.23) 

Observe  que una política fuertem,ente dom.inan,te necesariamente  es dom.in,cl,nle 

En [19]  se proporcionan condiciones  suficientes para la existencia  de políticas estacionarias 

fuertemente  dominantes, pero su análisis  se restringe a procesos controlados con  espacio  de 

estados y controles finitos. Por otra parte, en 1111 y 1571 se exhiben  ejemplos  sencillos  con 

buenas propiedades  de estabilidad en  el cual no existe una política estacionaria dominante, 

pero en ambos casos  se  violan las condiciones dadas en  [19]. 

Otro índice alternativo es  el costo de  oportun,idnd introducido por Flynn (1241, 125]), definido 

como 

el costo de oportunidad óptirno está definido  por 

CO(z) := inf CO(n,x).  
TE11 

(2.25) 

CO(Z) = CO(K*,Z) Vx E x. (2.26) 

Observe  que si C'o(z) = 400, no existe política alpma que  dé una clproximación adecuada 

a los  problemas  de control a lago plazo, es decir, conforme  el  horizonte  de  planeación  crece 

los costos generados por cualquier política "divergen"  de  los costos 6ptimos.  Reciprocamente, 
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si para alguna política n E II se tiene que CO(n,z) < +m, podemos  decir  que  dicha política 

es “buena” para los problemas en horizonte finitos. (Note que en este caso, la política 7r es 

Flynn-Óptima.) 

Una variante más es proporcionada por Dutta ([21]), quien  considera  el  siguiente ídice de 

funcionamiento: para  cada n E n, el costo de Dutta se  define por 

D(n,z) :=limsup [Jn(7r,z) - nJ*(z)]  z E X; 
ndco 

la función  de costo óptimo correspondiente está  dada por 

D ( x )  := inf D ( n , x ) ,  n: E X. 
7rEll 

(2.27) 

(2.28) 

Una política a* E II es Uulta-6ptim.a si 

D ( z )  = D(7r*,z) vx E x. (2.29) 

Note que ea las definiciones de  política dominantes (2.23), costo de oportunidad (2.24) y 

costo de Dutta (2.27) las cantidades involucradas, en principio, toman valores en los reales exten- 

didos.  ÉSto  provoca  que  en  general (es decir, sin condiciones adecuadas) no pueda establecerse 

un orden jerárquico entre  las nociones  de optimalidad correspondientes. Por ejemplo, Flynn 

([as]) proporciona un ejemplo en el cual existe nna política do~nincznte (en su terminología, O ? J C ~ -  

takin,g optimal) la cual no es “buena” con respecto al costo de oportunidad. Es fácil  verficar 

que  en este ejemplo  se tiene que CO(x)  = +o0 Vx E X. 

En el Capítulo 5, bajo las condiciones  de estabilidad introducidas en el Capítulo 4, se 

demuestra que existe una política estacionaria f *  E F que es Dutta-ópt,ima en la clase  de las 

políticas estacionarias F, es decir, 

D ( f * , z )  = inf D(f,z) Vx E X, 
I E F  

y que las siguientes afirmaciones  son  equivalentes: i) J E F es Dutta-bptima en F; ii) E F es 

dominante en F; iii) f E F es óptima en costo de oportunidad en F y GO(J, a )  < $00; iv) f E F 

es óptima en  sesgo en F. (Esta noci6n  de optimalidad se introduce en la Dehici6n 5.3.1.) Los 
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ejemplos dados en [ll] y [57] muestran que las afirmaciones anteriores no  se extienden a la clase 

de todas las políticas sin imponer sobre  el modelo de control condiciones  adicionales a las de 

estabilidad. 
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Capítulo 3 

Indice en Costo Promedio: 

Aproximación  por  Problemas 

Descontados 

3.1 Introcluccicin 

3.2 El problema de control optirno cn  costo prorncdio 

3.4 Un problcma dc control elc invcntarios 

3.5 Conclusioncs 

3.1 Introducción 

En este capítulo se estudia el pmblerna de con.ln)l cjplz'mno (PCO) en costo prom.edio por medio 

del  enfoque  de Apmxim.cxiones por Ymblem.os 1lcscon~tado.s (APD). Quizits, este enfoque sea el 

más popular y) posiblemente, parte de esta popdaridad se deba a su flexibilidad para adapt,arse 

a distintos contextos sin dificultades importantes ya que, al contrario de la mayoria  de  los 

enfoquessi no es  que  todos- se ha mostmdo que  igual es aplicable cuando los  espacios de 

estados y controles son discretos o espacios  de  Borel,  los costos son acot,ados o no, o bien si  se 

tienen o no propiedades de recurrencialergodicidad en el  modelo de control. 
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El enfoque APD ha sido estudiado intensamente en años recientes-para  el caso discrelo 

ver por ejemplo,  [14],  [16], [18], [41],  [68], [70]; y para el caso de Bore¿, [31], [33], [M], [a], [51), 

[52],  [53],  [66]-pero las ideas básicas se remontan a  Blackwell [9], quién consideró  espacios  de 

estados y controles &nitos. Posteriormente, el APD fue a h a d o  y extendido a espacios discretos 

y costos acotados por Taylor [75] y Rofis [62]; a espacios nunerables y costos  no acotados 

por Sennott [68],  y  más recientemente a espacios  de  Borel por HernándesLerma  and Lasserre 

[33], HernándeSLerma [32],  Schal  [66]. (Para la aplicación  del  enfoque APD en problemas de 

control semi-Murkovianos ver, por ejemplo,  [46],  [69],  [76], 1781.) No obstante la gran cant,idad 

de literatwa existente sobre  el  enfoqne APD y la generalidad de los resultados qne se han 

obtenido, aun se excluyen  aplicaciones importantes de inventarios, para cuya solución se requiere 

extender o complementar algunos de los trabajos previos.  Especificamente  los  res1Iltados que se 

presentan en este capítulo extienden a espacios de Borel  el analisis proporcionado por Sennott 

[70] para espacios discretos. Casi la totalidad del material que  se presenta en el resto del capítulo 

se tomó de [79]. 

3.2 El problema  de  control  óptimo  en costo promedio 

Aun cuando el P C 0  en costo promedio  ya  fue form~dado en el capítulo anterior, se  hace  nueva- 

mente aquí para facilitar la lectura. Consideraremos 1m  MCM fijo (X, A, { A(z) ,z  E X}, Q, C) 

y para cada natural N ,  definimos  el costo (esperado) en N-etopomq cuando SE! usa l a  política 

x E I 1 ,  dado que el estado inicial  es 20 = z E X, por 

y el costo promedio (por etapa) como 

1 
J ( K , z )  :=limsup -..TN(x,z). 

N 4 o o  N 

También  definimos la fun<ción de costo promedio &Limo 

J*(z) := inf J ( T ,  x) :x E X. 
K E I l  

24 



Una política A* E IS es óptima  en costo  promedio si 

T ( x )  = J(7r*,x) vx E x. (3.4) 

Además, recuerde que para  cada a E (O, l ) ,  el indice en costo 0-descontado está dado por 

CO 

V,(n, x) := q! crtC(zt, at), 
t=l 

y la función de  costo  úptimo a: - descontado se define  por 

(3.5) 

El PC0 en costo u-descontado se define  en forma análoga  al problema en costo promedio; 

naturalmente, a una política que satisface 

le llamaremos úplima  en coslo a-desco7rlatl0, o más brevemente, a-cíptima. Finalmente, defina 

71.- 1 

Vz(x) := inf cr'C(zt, .t) x E X,?), E N. (3.8) 
nEn t=l 

En el desarrollo del enfoque APD haremos uso de las siguientes  condiciones  de  compaci- 

dad/cont,innidad, cuyo objetivo es garantizar la existtencia  de  minimizadores  medibles. 

H3.2.l(a) C es  no-negativa  e inferiormente compacta en K; es  decir, para cada z E X y cada 

número real T E R, el subconjunto {a E A(z) : G(z, a) 5 r }  es compacto; 

(b) Q(./z, u) es fuertemente continua en a E R ( x )  para  cada x E X, es decir, la f1mciSn 

es continua en a E A ( x ) ,  para cada función  medible y acotada u E M , ( X ) .  

Algunas consecuencias  de H3.2.1 se presentan a cont,inuación. 

Observación 3.2.2.(a) Note que H3.2.l(a) implica  que C(q - )  es semicontinua inferiormente, 
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para cada z E X. Entonces la  función 

es  semicontinua. inferiormente en A(s) ,  para cada x E X y cada función u E L ( X )  semicontinun 

inferiormente acotada por abajo . Por lo tanto, del  Teorema de Selección  Medible  (Teorema 

A.B.5) existe un selector f E F, tal que Vz E X : 

(b) Finalmente, note que no  se  gana generalidad si, en lugar de suponer qne C es  no-negativa, 

se supone que es acotada inferiormente por una constante M ,  ya que el problema  de control en 

costo promedio para la funcion  no-negativa C‘ := C - M es  equivalente al problema de control 

original. Esto mismo también es cierto para el problema en costo descontado. 

En el  siguiente teorema se  recopilan algunos resultados sobre el PC0 en costo descontado. 

En l a  demostracih de este resultado se usan argumentos estándar en la literatura relacionada 

y su demostración puede consultase, por ejemplo,  en [34] (Theorem 4.2.3,  p. 46). 

Tcorcrrla 3.2.3. Sea 01 E (O, 1) 1111 factor de descuento fijo. Si H3.2.1 se satisface y Vcl(:7;) < 
+m Vz E X, entonces 

(a) V$( a )  t Vu ( e )  cuando 12 ”+ m; 

(b) Vu(-) satisface la Ecuncicin de Optimr~~didnd en Costo a-Dc.sconto,do (rr-EOCD) : 

( c )  una política f E F es óptima en costo a-descontado si y sólo si f(z) alcanza el mhimo en 

(3.9)  para  cada z E X; 

(d) existe un selector fa E F tal que 

por lo tanto, de (c), tenemos que fa es óptima en cost,o a-descontado. 
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Los  indices en costo promedio (3.2) y descontado (3.5) están relacionados por el siguiente 

Teorema  Abeliano. La  demostración puede encontrarse en [34j (Lemma 5.3.1, p. 84; Note 5.3.2, 

p. 85). 

Teorema 3.2.4. Para  cada política T E IT y cada  estado z E X se  cumple lo siguiente: 

(a) lim  inf --E c(x,,,o,/,) slim in€ (1 - ~ ) v ~ ( T , z )  
7%-1 

n-wo n 
/,=O at1 

(b) lim sup (1 - a)V,(~c) 5 J*(z). 
a41 - 

3.3 La desigualdad de oytimalidad en costo promedio 

Para cada a E (O, 1) se  definen las funciones 

&(x) := Va(..) - V&), 5 E x, y pa := (1 - a>Va(.z), (3.10) 

donde z E X es fijo. Con esta notación, la a-EOCD (3.9) puede  reescribirse equivalentemente 

como 

(3.11) 

El enfoque de Apmzimnciones  par Problemas Descontodas (APD) consiste en proporcionar 

condiciones que garanticen que al tomar límite en (3.11) cuando a 3 1, se obtenga la UesigunZ- 

chd  de  0ptim.alidad en Costo Prom,e:dio: 

p* + h,*(z) 2 C(Z, S*) + h*(y)Q(dylz, $*) vx E x, (3.12) 

donde p* es una constante, $* E F y h *  es una ftmci6n  medible con valores  reales. En una 

segunda etapa,  bajo condiciones  adicionales  sobre h*, se demuestra que $* es costo promedio 

óptima y que la función  de costo óptimo es  igual a p* para  todo  estado inicial II: E X. 

Observe que de (3.12) se obtiene 
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(3.13) 

Si (3.13) se  cumple  con igualdad, se  dice  que (p*, f*, h * )  es una sol1lci6n  de la I$cum.cicin de 

Optimalidad en  Costo Promedio (EOCP). Contar con una solución de la EOCP es más  deseable 

que tener una soluci6n para la DOCP ya que la primera proporciona  mayor  informaci6n sobre 

el problema de control. Sin emnbargo, en ([13]) se da u11 ejemplo  que muestra que la desigualdad 

en (3.13) puede ser estricta; por otm parte, en ciertos context,os, la cxist.c~~cia de sol1lciones 

de la EOCP  es “equivalente” a que los  procesos controlados posean propiedades restrictivas de 

recurrencia ([12],  [36]). El estudio de existencia de  soluciones  de la EOCP será ret,omado  en el 

Capítulo 4 ba-jo condiciones  de estabilidad. 

Para la solución  del P C 0  en costo promedio  usaremos el siguiente conjunto de  condiciones. 

H3.3.l(a) pa M Va E (O, l), donde M es una const,ante positiva; 

(b) exist,e m a  funci6n n u n e g a t h  N:X -+ R y 1ma mcesi6n (Y(?),) t 1 tales que 

(i) - N ( z )  5 h,a~n~(z) Vx E X,n E N; 

(ii) la funci6n 

sólo toma valores  reales; 

(e) la función 

es continua para  cada x E X; 

(d) R ( x )  := SUP J N(z / )Q(dy]z ,a )  < +a VX E X. 
aEA(x)  x 
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Observación 3.3.2. El papel de la condición H3.3.l(d), como  puede  verificarse  en la de- 

mostración del Teorema  3.3.3, consiste en garantizar la existencia de puntos de  acumulacibn  de 

las políticas a-descontadas cuando a se aproxima a uno. Entonces, uno puede sustit,uir esta 

condición por cualquier otra que dé el mismo resultado. Por ejemplo, podría suponerse que los 

conjuntos A($)  son compactos para  cada x E X, y las  conclusiones en el Teorema 3.3.3 no serían 

afectadas. En el ejemplo de inventarios que se discute en l a  Secci6n  3.4  es mas fácil verificx 

que las políticas a-descontadas tienen puntos de  acumulaci6n que verificar  que H3.3.1(d) se 

satisface. 

Teorema 3.3.3. Si las hipbtesis  H3.2.1 y H3.3.1 se satisfacen, entonces 

(a) existe una constante p* y una polít,ica estacionaria f* E F tales que 

(3.15) 

(3.16) 

entonces f *  es óptima en costo promedio y J *  (x) = J( S', 2;) = p *  Vir E X; ademk 

Para la demostraci6n del  Teorema 3.3.3 necesitamos el sig:llien(,e  reslllt,ado preliminar. 

Lema 3.3.4. Si H3.3.1  se satisface, entonces \&(x) < +m 'dx E X y a E (O, 1). 

Denlostracion del Lema 3.3.4. Sea. {CY(?),)} Ir\. sucesih en H3.3.l(b) y :I: E X 11.11 est,adu 

arbitrario fijo.  Tómese una s1lbsucesiGn  VI,)} c { a ( ? ) , ) }  tal que 

Puesto que 



Demostración del Teorema 3.3.3.(a) Sea z E X un  estado  arbitrario fijo. Del  Lema 3.3.4, 

Teorema 3.2.3 y (3.11), existe una sucesion {an}  c A ( z )  tal que 

donde { ~ ( T L ) }  es la sucesih  en H3.3.l(b). Ahora  defina 

p* :=liminf pa(rc) y &(g) := i~inf~h,~~(~~,)(y), y E X, 7). E N. (3.19) 
n,--roo 

Entonces, se tiene que 

AdemAs, (3.19) y H3.3.l(b) garantizan qne para cada E > O existe una sucesi6n creciente de 

enteros no-negativos {?ti} y un  niírnero  real M E  tales qlle 

Entonces, usando las condiciones en H3.3.l(a)-(c), se oLt,iene  que 

5 p* + i~.*(x)  + N ( x ) .  (3.21) 

Ahora, como  consecuencia  de (3.21) y H3.2.l(b), se tiene que 10s conjuntos 
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donde T := p* +h* +x(z) +E, forman una sucesibn  no-decreciente  de subconjuntos compactos no 

vacíos; en consecuencia, existe una subsucesión  de {u,,}, que denotaremos por {a,,} de  nuevo, 

la cual converge a algíin a, E A(%). Entonces, mando la semi-continuidad de C ( Observaci6n 

3.2.2(a) ) y aplicando el  Lema  de Fatou ([64], Ch.11, Prop. 17) a (3.20) se obtiene 

Por otra  parte, puesto que I&* ( - )  + N ( . )  2 O, t,enemnos que 

es semi-contima en A ( x ) .  Por lo tanto, de H3.3.l(c)-(d), se  conclllye qlle 

es semicontinua inferiormente y acotada inferiormente por -N(.), para. cada x E X. Por lo 

tanto, del  Teorema  de  Selección  (Teorema A.B.5), tenemos  qne la designaldad (3.15) se clmple, 

es decir, existe J* E F tal qne 

(b) De la iteraci3n de (3.15) reslllta 
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Sumando EL' N(zn )  en ambos lados de la desigualdad y usando que h.* ( . )  + N ( . )  2 O, se obtiene 

entonces, multiplicando por A y tomando límite cuando 7 1  -+ m, se obtiene 

lo cual, combinado  con el Teorema 3.2.4(b), implica 

J*(.) = ,I( $*, x )  = p* 2: E x. (3.22) 

Finalmente, falta por demostrar que (3.17) se cumple, es decir, 

p* =limsup (1 - cx)Va(2:) Vx E X. 
u-tl-  

Pasa hacerlo,  observe que (1 - a) Va (x) = pa + (1 - c.) h C r  (x) Vz E X, de manera que 

lim sup (1 - a)V,(lr;) 2 p* Vx; E X, 
a-+- 

lo cual, cmbinado con (3.22) y el  Teorema 3.2.4, implica  que (3.17) se satisface. 

3.4 Un problema de control de inventarios 

Ahora  aplicaremos  los resultados de la seccibn anterior a un problema  de inventarios. Deno- 

taremos por xt a la cantidad de producto en inventario y por at, la cantidad solicitada a la 

unidad de producción- la que se supone disponible inmediatamente después de  solicitarse-, 

en ambos casos, al iniciar el l-ésimo periodo. La  cantidad de producto demandada durante 

el t-ésimo periodo es representada por wt, la cual  suponemos  que es m a  variable aleatoria 

no-negativa. El sist,ema de inventario evoluciona en X = [O, +cm) de acuerdo a 
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xt+l = max(xt + at - wt,O) t = O, 1, 

x0 = 2,  

(3.23) 

donde {a l}  c A = A ( x )  = [O, +m) Vz E X. Snponemos también que la demanda sat.isfcace  lo 

siguientes condiciones. 

H3.4.l(a) El  proceso {wt} está formado por variables aleatorias 2.i.d; la función  de distribución 

es denotada por G(.); 

(1)) G(.) tiene densidad ,u(.) continua y acotada. 

La esperanza con respecto a la dist,ribuciGn conjunta de las variables { w t . }  se denotar6 por 

E. 

Para la evaluaciGn de  las políticas de control consideraremos  que la funcih de costo por 

etapa tiene la siguiente  forma 

C(z, u )  = F ( z  + U )  + bu 'd(x, a) E K, (3.24) 

donde b es una constante positiva y 17 es una función  definida  en X = [O, +m) que satisface lo 

siguiente. 

H3.4.2(a) F es  convexa y continua en y = O; 

(b) lin+,+m F(y)  = +m. 

En el enunciado de la soluci6n  del PC0  en costo promedio  definido por (3.23)-(3.24) se 

usarán las siguientes funciones: 

L(y) : = F(y)  + bEmi11(2/,20"), y 2 o, 

Lz(y) : = F ( y )  + crbEmin(y,wo) + (1 - a)&& y 2 o, 

(3.25) 

(3.26) 

Teorema 3.4.3. Si  se satisface H3.4.1 y H3.4.2, entonces la política 
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R * - x  si O s x <  R* 
f * (x) := 

x > R* 

es óptima  en costo promedio y el costo óptinlo es p* = T,(R*), donde R* es una constante que 

satisface la relacih 

L(R*) = inf L(y). 
Y 20 

Para la demostración del  Teorema 3.4.3 se requieren algunos resultados preliminares sobre 

lois problemas descontados, los cllales seran presentados con SIL. demnostrciones  despllés  de 

discutir brevemente el siguiente caso particular de (3.24). 

Ejemplo 3.4.4. Supongamos que se satisface H3.4.1 y que 

costo por etapa = costo de pendizaciin por demanda no satisfecha + 
costo por manejo de inventario + costo de produccih 

- ingreso por ventas. 

Con  cálculos directos se obtienen los siguientes resultados: 

(A) Si S + p > h + h,,, entonces R* es la ?in.ica constante qne satisface la ecuacih 

(3.28) 

y el costo promedio óptimo es 
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p* = pEmin(0,wo - R*) + h,R* + (S - b)Emin(R*,wo). (3.29) 

(B) Si S + p  5 b + b,,, entonces R* = p* = O. 

A continuación se presentan algunas consecuencias inmediatas de H3.4.1 y H3.4.2 que se 

usan en la demostración del  Teorema 3.4.3. 

Observación 3.4.5(a) C(z, u )  es una función  convexa en (5,  a) y, además, tiende a infinito si 

x "t +o0 o a "t +m; por lo tanto, C: es acotada inferiormente  y satisface H3.2.l(a), es decir, 

G es compacta inferiormente  en K. 

(b) La ley de  evolución (3.23) puede expresase equivalentemente por medio de la probabilidad 

de transición 

Además, 

de donde  se deduce, usando H3.4.1 (b), que la funciGn 

es continua en K. Por lo t,anto se satisface la condicibn H3.2.1(b). 

( c )  Observe que las funciones L(.)  y La(.) ,  a E (O, l), son continuas y que ambas tienden a 

infinito cuando y -+ +m. Además,  es  fácil  verificar  que La(-)  1 I,(.) si Q 1. 

En el siguiente teorema se presenta la soluci6n  del P C 0  en costos cu-descontados. 

Teorema 3.4.6. Supongan que se satisface H3.4.1 y H3.4.2. Entonces para cada a E (O, 1): 

(a) V, (-) es una función  convexa; 

(b) la política 
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(3.30) 

es óptima en costo a-descontado, donde IZ, es una constante nwnegativa que satisface 

Lu(&) = inf L U ( ; y ) ,  (3.31) 
?/LO 

y La(- )  es la funci6n  definida en (3.26); 

(c) existe una sucesi6n u(n) 1 1 tal que la sucesih de políticas convergen p~mtnalment,e 

a la política 

con 1 ¿* tal 

(3.32) 

(3.33) 

donde L ( . )  es la funcibn  definida en (3.25). 

Ejemplo 3.4.7. Para el caso específico (3.27), la constante R, en (3.31) qlleda especificada de 

la siguiente forma: 

(A) Si p + S > b + h,, entonces 12, es la única s o h c i h  de la ecuacih 

(B) Si p + S 5 b + h,, entonces R, = O. 

Demostración del Teorema 3.4.6(a). Primero mostraremos que para  cada cy E (O, l) ,  la 

funcicin Vu(.) is finita. Para hacer  lo anterior, fijemos tx arbitrario y una const,ant.e nunegativa 

K .  Consideremos la política 

(3.34) 
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y denotemos por {zt} al proceso de Markov  definido  por J. Ahora, observe  que si x0 = x ,  

entonces el  proceso  nunca sale del intervalo [O, I<], es decir, dicho intervalo es un conjunto 

absorbente. Así que 

entonces {x,.} es una sucesion de variables aleatorias 2.i.d. De manera que de H3.4.2(c) y con 

cálculos directos se obtiene que 

1 
1-CX 

Vu(fK, z) = - { F ( K )  + cubE min(K, In()) + b(1 - a ) ( K  - z)} < +m (3.35) 

para todo z 5 li'; entonces, Vu(:.) < +00 Vz E [O, /{J. Puesto que h' es arlitmria, se  concluye 

que ICl(.) < +OO. 
Ahora demostraremos que Va(.) es convexa para cada a E (O, 1). Del  Teorema 3.2.3(a) 

tenemos que 

V,.(.) t Va(- )  (3.36) 

cuando n 4 00,  donde V # ( - )  es la funcih definida en (3.8). Por otro  lado,  puesto que VA (z) = 

mninf,,,,+) C(z, a ) ,  :G E X, es una fimci3n  convexa, usando inducci6n se, puede mostrar que 

Vz(  e )  es convexa para  cada 71 >_ 1, lo cual combinado  con (3.36), implica  que Va(.) también es 

convexa. 

(b) Note  qne  del  Teorema 3.2.3(b) y de l a  Observacibn 3.4.5 se tiene 

Vu(.) = inf {C(z, a) + ~ I C V , [ ( X  + a - sy,)+j} Vz E X, a E (O, 1). a>O 

Ahora bien, definiendo 

%(g) := P(y)  + / y  + ab!Va[(y - 111())+] a E (O, l), ?J 2 o, 

la ecuación (3.37) puede re-escribirse  como 

(3.37) 

(3.38) 
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Va@:) = {%(x + a)) - I?)x VX E x, (Y E ( O ,  1). (3.39) 

Por otra parte,  note que para cada LY E (O, l), la función To(-) es  convexa y que limy,+co la(?/) = r ,  

+m. En consecuencia, existe una constante It, tal que 

de manera que la política 

nlcllnza el m’ni~no en la Ecuncibn de Optimalidad en Costa cx-Descontado (3.39); por lo tanto, 

del  Teorema 3.2.3(c), tenemos que la polít.ica f(l es tjytima en costo c~-descontado. 

Para demostrar la segunda afirmaci6n en (b), note que (3.35) implica que 

(c) De la Observación 3.4.5(c), tenemos que existe %. tal que L(%.) = inf,?” L(y) y que L a ( - )  1 
L( -) c11ando a t 1. De manera que 

(3.40) 

y entonces 
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ser m', para alguna sucesión {p (n ) }  C (O, 1) tendríamos que -+ +o0 cuando n -+ 00, de 

modo que limn-+- L(RP(n1) = L(E) = +m, lo cual es unacontradicción. Por lo tanto, existe 

{a(n)} C (O, 1) Y una  constante R* para las cuales lim,+,m Ra(n) = I?*, lo cual  implica que 

p a r a t o d o z E X :  

Finalmente, de la continuidad de .L(.) y (3.40), se concluye que 

Para  cada (x E (O, l), denotamos por {x:} al proceso de Markov correspondiente a la política 

Ja y definimos los tiempos de paro 

h&:) := V&) - Va(0) y pa  := (1 - a)LgO) :I: E X , a  E (O,  1). (3.43) 

Lcrna 3.4.8. Si se satisface H3.4.1, entonces para cada :I: E X : 

(a) & ( x )  := sllp Eka,  : cr E (O, l)} < +m; { 
(b) R+) := sllp { @ V C k  : N E (O, 1)) < +m; 

(c) IIra(z)l 2 ka - M]Ua(:c), donde M es una  cota inferior de la funciGn de  costo  por etapa G 

introducida en (3.24). 

DernostraciGn del Lema 3.4.8(a). Sea cx E (O, 1) arbitrmio y fijo. Primero note qne 

Efia,  = 1 Vz 5 &. Ahora considere :I: > .lict y observe que [oo > 721 = [z,,. > It,,] = [S,, < 
z - R f t J  V7). E N, donde S,, := cr;lI,t w k .  Entonces 

39 



n=l 

m 

donde (in,(.) denota la f1~11ci611 de distril11ci6n de Por vt,ro lado, 

lo c11al implica que la serie en (3.45) es convergente. Por lo tSanto, 

Entonces 

M 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

40 



Ahora  consideremos x0 = x > R, y observe  que 

lo cual combinado  con la parte (a) de este lema y que  el conjunto {It, : cx E (O, 1)) es acotado, 

implica que 

(c) Sea M m a  cota inferior  de (,', y defina 

V(x,fJ,) E K y (1 E (O, 1) .  De la propiedad (fnerte) de Markov, k n r m o s  

De la misma forma  se obtiene 

(3.47) 

(3.48) 

usando (3.47) se tiene que 



(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 



Por lo tanto, (3.49) y (3.52) demuestran que 

Demostracih del Tcorcma 3.4.3. Para demost,rar  que la política f* definida  en (3.30)- 

(3.31) es Gptima en costo promedio,  de las Observaciones 3.3.2 y 3.4.5, scilo hace falta verificar 

que tanto H3.3.l(a)-(c) como la condición  (3.16)  [en  el  Teorema 3.3.3(b)J se  cumplen para el 

modelo de inventarios. 

Cálculos directos muestran que pa = (1 - a)Va(fa, O) = L(Ra) Va  E (O, l) ,  de manera que 

por el Teorema  3.4.6 (c) y (3.41), tenemos qne 

Entonces, H3.3.1(a) se  cumple, es decir{p, : (1: E (O, 1)) es un conjunto itcotado. 

Ahora, tunemnos ( (~(71. ) )  c (O, 1) colno en el Teorema 3.4.G(c) y defina~nos 

es decir, H3.3.1(L)  se  cumple. Además, note que 

para  todo par ( z , n )  E K, lo  c1la.l combinado con H3.4.I(L), implica que H3.3.l(c) se satisface. 

Usando  los  mismos argumentos dados en la demostraciGn  del  Teorema 3.3.3(a), se conch~ye 

que la terna (p* , f*, I/.*) satisface 
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donde p* , f*  son  como  en  el  Teorema 3.4.3 y 

h a *  (.) :=lim inf ( e )  . 
n-+m 

Finalmente, sólo resta verificar  que la política f *  y l a  función (3.53) satisfacen l a  condición 
(3.16) del  Teorema 3.3.3, es decir, 

Para ver  que esto efectivamente ocurre, primero note que 

es la medida invariante de el  proceso {x,*,,} inducida por la política S*, y que  dicha medida se 

concentra en el intervalo [O, K*]. Entonces, 

por lo tanto (3.16) se cumple. a 

3.5 Conclusiones 

En este capítulo se demostró la existencia de políticas Gpt,ilnas  en costo promedio por medio 

del  enfoqlle de. nprn:1;.irn,cl.cl;o7,.~s por I'mb1cmo.s I)c.scon.l(J,do,s (APD) en  cont,ext,os m,is generales 

a los considerados en traba.jos previos ( ver, por e.jemplo, 1311, 1331, /54], [70]), en los cuales se 

snpone que una o más  de las siguientes  condiciones  se  sat,isfacen: (i) A ( x )  es comnpact,o para cada 

z E X; (ii) - N  5 hex(.) V'rt. E (O, I) ,  para alglma constnntt N 2 O, (iii) l / . cx ( - )  5 /)(e) 'da E (O,  l) ,  

para alguna fumci5n no negativa 13 ( a ) .  

Por otra part,e, el an6lisis  qlle  se present6 del ellfoqne APD permit,i6 resolver c:~~lzc%barn.c71,le 

el problema en costo promedio para  un sistema de inventarios con controles no acotados, lo 

cual es poco frecuente en  la  literatma. 



Capítulo 4 

Indice en Costo Promedio: 

Condiciones de Estabilidad 

4.1 Introducci6n 

4.2 Indices en  costo promedio 

4.3 Conclici6n de Lyapunov y crgodicidad gcombtrica 

4.4 Rcsultados preliminares 

4.5 La ccuaci6n dc optirnalidad CII costo prorncdio 

4.6 Aplicaci6n a un problcrna dc inventarias 

4.7 Conclusiorlcs 

4.1 Introducción 

Ahora est,ndiaremnos  el PC0 en costo promedio pero, a diferiencia  del  capít,ulo ant,erior, las 

condciones  que  se consideran se imponen directamente sobre  el  modelo  de control, except,o  la 

condici6n H4.3.8. Estas condiciones garantizarán que los procesos contmlados tknen buenas 

propiedades de estabilidad, las cuales a su vez, pennit.irán mostrar que  exist,e una sohd6n 

de la EOCP. Esto últilno se  hace  en  dos etapas: primero se muestra que existe una política 

estacionaria bptima en costo promedio en la clase de las políticas estacionarias por  medio 



del  enfoque de Aproximaciones  por  Problemas Descontados; posteriormente, se  obt,iene una 

solución de la EOCP usando el Algoritmo de Ilemcidn de Politicus con la particularidad de 

que la política de “inicializxión” es una política óptima en costo promedio  en la clase  de las 

políticas estacionarias. 

Para procesos  de  Markov (controlados o no controlados) las propiedades de est,abilidad 

generalmente  se expresan como propiedades de recwrencia o ergodicidad y su  uso abunda en la 

literatura ( para procesos  no controlados ver,  e.g., [SO]; para procesos controlados ver, e.g., [la], 
[17], [28], [36], [40], [42], [5G]),  pero en la mayor parte se considera  espacios  munerables o costos 

acotados. Por otra  parte, se sabe que bajo ciertas condiciones, la existencia de solllciones  de 

la EOCP es  “equivalente“ a que  los  procesos controlados posean propiedades lnny fllertes de 

recurrencia ([ 121, 1361). 

Uno de los caminos más importantes para establecer la estabilidad de sistemas deter- 

lnilústicos o est,ocjst,icos es por nleclio  del nso  de f t . rarr : io~r t :a  dc  r j ; y ( ~ p , t t ~ / , ~ ~ ~ ~ .  (Ieelleral~nellt~e, se 

atribnye a Foster ([as!) la introducciGn de este tipo de funciones para el análisis de sistemas 

est,ocA.st.icos no cont,rolados y a Hordi.jk (14OJ) para el caso de sist,emas est,ocA.st,icos co~~t~rolndos. 

En este capítldo estudiaremos el P C 0  en costo promedio suponiendo que  el  modelo de con- 

trol snt.isfnce 1 1 1 1 ; ~  coel1cliciO11 clcxl L i p  l j ; / / ( / ~ p / . ~ / . ~ ) ~ ~  ( 1 1 1 ~  gn.rnl~f.izal.;i., por 1 1 1 1 ; ~  pa1tt1, ~ I I C  los procesos 

de NIarlwv asociados a las políticas estmionarias so11 ~ / ( ! o ~ r / , ~ l ~ . ~ f : ( J ; / r / . ( ! l l , / . ( ~  r:rgcirlic:os ( [ N J ) -  es de- 

cir, q11e se  “estabilizan’)  con  rapidez geoxn6trica- y, por otra parte, la existencia de  sohlciones 

a la 1Scuacio‘n de I’oisson, ([2’i]) correspondiente a cada uno de dichos  procesos. Los resllltmlos 

principales se encuentmn en el Teorema 4.5.2, el cllal  establece la exist,encia de ~ l n a  solllcicin 

de la EOCP y de ~ l n a  politmica est,acionaria Gptha en costo promedio, y q1e las afirmaciones 

“/.* E F es bptima en costo promedio” ) “I* es Flynn-Gptha” y f * es filertemente Gpt,ima”, 

son equivalent,es. 

El resto del capítulo está organizado de la  siguiente  forma. En la SecciGn 4.2 se presentran 

los criterios de optimalidad. En la SecciGn 4.3 se introduce lula condicirin. d c l  l i p  h y c ~ p w r o n  y 

se discute SU relaci6n  con propiedades de ergodicidad geométrica y ot,ras consecllencias impor- 

tantes. La Secci6n 4.4 contiene  línicamente resultados técnicos, y la Secci6n 4.5 contiene los 

resultados principales del capítulo. Para hdizar ,  en  la SecciGn 4.6 se presenta un sistema de 

inventarios, variante del introducido en el capítulo anterior, qlle satisface las condiciones  que  se 



usan en este capítulo (ver H4.3.1,  H4.3.2 y H4.3.8). Tanto los resultados como  la  present,aciÓn 

que  se hace de ellos  se tomaron de [38]. 

4.2 Indices en costo promedio 

Dado qlle en este capítlllo consideraremos  varios crit.erios de opthalidad CII “costu promedio”, 

algunas de las definiciones introducidas previamente se repetiral de  nuevo aquí con el ánilno 

de facilitar la lectura y evitar posibles  confusiones. 

Para cada 11 E N, el coslo espemdo en, N-etapas cuando se usa la polít,ica 7~ E 1 7 ,  dado que 

el estado inicial  del sistema es x0 = :I: E X, está dado por 

Además, la fi~nciones de costo ciptimo correspondient,es son 

(3.2) 

(4.3) 

(3.4) 

(4.5) 

(4.6) 
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Observación 4.2.2(a) Es fácil verifica que  si una política es Flym-óptima o fuertemente 

óptima, entonces es óptima en costo promedio; 

(b) Por otra  parte, si x* es Flynn-óptima y 

entonces T* es fuertemente Óptima. En este caso, de (a) se sigue  que  se  cumplen las  siguientes 

implicaciones: 

x* es Flynn-6ptl. 3 x* es F-ópt,. 3 7r* es ópt. en costo promedio. 

4.3 Condición de Lyapunov y ergodícidad geornétrica 

Consideraemos  un modelo (X, A, { A(x )  : IC E X}, Q ,  (Ir} de acuerdo a la Definicibn 2.2.1 y 

adicionallnente suponemos qne X es IUI cslr,o,cio locabn.cn,le compcdo.  

Ahora introducimos l a s  condiciones  de compacidad y cont,inllidad  que  lisarelnos  en mlestros 

desarrollos. 

H4.3.1. Para cada :c E X : 

(a) A (z) es un mllconjnnto compacto de A; 

(b)  <:(x, -) is semnicont,in1la inferiormente e n  A(: [ : ) ;  

(c) Q(. lx ,  o,) es fuert,ement,e  contsimm  en o, E A(.?:), es decir, la funcih 

es continm para cada funcibn  medible acotada ‘ I L  E Ad,(X); 

(d) existe una función  medible V 2 1 definida en X t,al q1le 

(d.1) la fnnciGn Q t-f V(?y)Q(dylx, a )  es continua; 

(d.2) IC:(s,a)l 2 V ( x )  ‘da E A(:c) .  
J, 

También suponelnpos que el  modelo  de  control satisface la  siguiente comdicitin del /,ipo 

Lyupunm ([50], [27]). 
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H4.3.2. Para cada f E F : 

(a) (Condición de L y q w n m )  existe un subconjunt,o petite C f  de X, constantes bf < +m and 

B, < 1 tales que 

(4.7) 

donde IC,(.) denota la funci6n indicadora del conjunto L'l; 

(1)) existe una medida a-finita st), tal q11e el  proceso  de  Markov  {zt}-inducido  por la política 

/ " e s  ,$-irreducible y apericidica. 

DefiniciBn 4.3.3. Sea V( . )  2 1 la funci6n en H3.3.l(d). Denot,arelnos  por [$' al espacio de 

Banach formado por todas las flulciones  Inedibles u : X t 13, tales qlle 

El siguiente resnltado es  esencial  en los desarrollos posteriores. La demostxcicin se propor- 

ciona en 15OJ. 

(4.8) 

Obscrvaci6n 4.3.5(a) Es ilnport,ant,e notar que para cada J' E F, baju las hip6tesis  de (+) 

irreducibilidad y aperiodicidad, la  condiciones (4.7) y (4.8) son etl7~l.?l(j,len,le,s ([5OJ, Theorem 

16.0.1, p. 383). 



(b) Un caso particular e importante de H4.3.2, especialmente cuando se considera problemas 

con costos  acotados, resulta al suponer que V es una función acotada. En este caso, el espacio 

LF es el espacio de las jmcz'mes acolndas y la V-ergodicidad  uniforme (4.8) se reduce a la 

condiciGn usual de enydicidad un,iJorm.c 

donde I I I J T V  es la n.o~m,a de In. vari-r.acicin t d a l  para medidas  con  signo.  Además, para cada 

polítka est,acionaria ,[ E F, las sigllient,es  condiciones  son eqlliv;llent.es ([SO], Theorem 16.0.2, 

p. 384): 

( i )  el proceso {:I:!,} es 11niformement.e  ergcidico; 

( i i )  el proceso { : L / , }  es apericjdico y existe 111x1 sohlcicin mot,ada V 1 1 a la designaldad (4.7); 

(i i i)  el proceso { : L / . }  es apericjdico y la Con.dicih dc 1)ochlin se cllmple; es decir, existe una 

lnedida de probabilidad A,( . )  ('11 B(X), const,ant1cs posit.ivas E .= 1, O, y 1111 nllunero nat,llral 71). 

tales que 

M 

(4.10) 

Notre que (4.8) garantiza que la funcicjn I L ~ ( - )  en (4.10) est,& bien  definida y q11e pert,enece a LF 
( c.f. OLservaciGn 4.39). 

,-. 
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(4.11) 

Demostración de la Proposici6n 4.3.6. La demostracibn se  sigue directamente de (3.9)- 

(4.10) y la Propiedad de IVIarlov. 

Observacibn 4.3.7(:1) Note  qlle iterando (4.11) se obt:iene 

lo cual implica que 

(4.12) 

(4.13) 

lo c11al implica  qlle 

Entonces, de (4.8) se obtiene 
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( c )  De (a), t,enemos  que las soluciones a la Ecuaciin de  Poisson n o  SOR, ,tin,icns. Sin en~bargo, 

pidiendo  que las soluciones a la  Ecuaciones  de  Poisson  satisfagan  lma condiciin adicional es 

posible garantizar la  unicidad.  Por e.jemplo,  la f~u~c i in  Ef(.) definida en (4.9)-(4.10)es la h i c a  

solución de la Ecuu.ción de f’oi.sson, (correspondiente a la  política f E F), que  satisface  la 

condición 

Tambih es fácil verificar  que la fuc i in  

donde z E X es 1 1 1 1  estado fi-jijo arbitrario, es la ~ i r r i c c ~  sol,ucicin. qlle  se  anula  en z ,  es  decir, 

hT(z )  = O. Finalmente note que 

La ídt,ilna  hipi‘tesis  general  que se 11sal-5 en este capít,~do invohlcra a las const,antes en (4.8) 

y se introduce a contin~~acicin. 

M < +o0 and y < 1. (4.18) 

En la Secciin 4.5 se  presenta  lma  variant,e del qjemplo de invent,arios estudiado e11 el capítlllo 

anterior, el  cual  satisface las condiciones en  H4.3.1,  H4.3.2 y €34.3.8. 

La propiedades  “ergódicas”  clave para los desarrollos  que  se presentarán en  el  rest,o  del 

capítulo son las propiedades (AS), (4.11) y (4.18). En [30], [36), y 1561 se  present,an  ot,ros 



enfoques para obtener estas propiedades para costos acotados, y en [as], 1491 para costos no 

acotados. Es importante mencionar  que  en las dos últimas referencias se imponen condiciones 

sobre la funcicjn de costo mucho  más  restxictivas que la nuestras, que  pueden catalogarse como  de 

uso estándar en  la literatwa relacionada. Por ejemplo, además de las condiciones  de estabilidad, 

en [2SJ se supone que la fnncih de costo y la ley de txansicih satisfacen una condicih ''lzpo 

Lipschitz", mientras que en 1491 se  sllpone  que la funciin de cost,o  es eslricbnmen.le n.o mohdu, 
lo cual de entrada ya penaliza los comport,amientm inestables de  los  procesos contmlados ( c.f. 

Capit1llo 6). Por otra  parte, es posible demostrar qllr bajo ciertas hip6tesis  las  condiciones dc 

estabilidad en  1281 implican a H4.3.2. De hecho, en la Seccihn  4.5 se "demnuestra" éstlo para el 

caso  especifico  de un sist,ema  de  inventaarios. 

Observaci6n 4.3.9. Considere l a s  filnciones (4.10) y (4.16). Note que H4.3.8  implica  qlle 

lo cual a s u  vez implica  que 

4.4 Resultados preliminares 

Para cada IL E Lv se  define  la  función 

(4.19) 

donde IL E I$'. En el  siguient,e teorema se delnuestra q1le bajo las condiciones H4.3.1 y H4.3.2(a) 

existe un selector  que alcanza el írlfimo en el lado  derecho  de (4.19), de manera que  el operador 

7' manda el espacio L r  en si  mismo, es decir, 'l'( I$') c Lr. 
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Proposición 4.4.1. Suponga que  se  satisface  H4.3.1 y H4..3.2(a). Entonces, 

(a) Para cada u E LF existe un selector f E F-que depende  de u-t,al que 

T?@) = cy.??, S) + ~/L(;?/)Q(dylx> ,f) V:r; E x; 
. L C  

(b) T ( L F )  C L r ;  

(c) existe G E B(X), constantes I? < 1 y b < +m tales que 

(4.20) 

es semicontinua  inferiorment,e  sobre A ( x ) ,  para cada .I: E X. Combinando ésto con H4.3.1(b) y 

(d. I ) ,  se  observa  que 

es semnicont,inua inferiormente para cada n: E X. Finalment,e,  de H4.3.l(a) y del  Teorema  de 

SelecciGn (Teorema A.B.5), se  concluye  que  existe 1 E €7 tal que 

(€1) Puesto que 



Proposici6n 4.4.2. Suponga que se satisfacen H4.3.1 y H4.3.2 y sean b, 1J las constsntcs de 

la Proposición 4.4.l(c). Entonces, para  cada x E X, 7r E n, u E LF y 71 E N las propiedades 

sibxientes  se  cumplen: 
n.- 1 

(a) E y ( Z P L )  5 /3V(z) + 11 /Ik 
k".O 

r n.-I 1 

Demostración de la Proposici6n 4.4.2. Observe que (a) + (b) * ( c )  +- (d). Por ot,ra 

parte, (a) se obtiene iterando (4.21). E 

Recuerde  que para cada factor descuento (x E (O, l), el costo a-descontado generado por la 

aplicación  de una política T E TI, dado que  el estado inicial es x0 = x E X, est,á dado por 

mientras que la f1mciGn de costo &timo a-descontado es 

Vu(z) = inf Va(7r,x). 
X € l l  

(4.22) 

(4.23) 

Ahora definamos para  cada x E X y x E ll 
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(4.25) 

(4.29) 

reciprocamente, 

( c l )  si J E F es Optima  en costo rr-descont,ado,  entonces  sat.isface (4.28). 



Demostración del Teorema 4.4.3(a) Note que 

para cada x E X, 7r E 7r y 71. E No. Entonces, de H4.4.3(a) y la ProposiciGn 4.4.2, se tiene que 

donde b ,  son las const,antes de la 4.4.l(c) y K,, := 1(1 - 1j)(1 - tw)l"O. La mnedibilidad de 

l a s  f~lnciones y:(.) y v(x(.) se sigue  de la Proposicih 4.3.l(a), (4.25) y (4.26). 

(b) De (4.25) y (4.26) y usando el Lema de Faton, se  dedllce que 

lo cual implica 

(3.30) 

(4.31) 
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Puesto que la demostracibn de (c) y (d) es estándar ([34], Chapter 4), la omitimos. 

Observación 4.4. Sean a E (O, 1) y f E F arbitrarios. Note  que para cad a z E X se cunplen 

las sib~entes desigualdades: 

por lo t,anto, 

(3 .33)  

(4.34) 

4.5 La ecuación de  optimdidad en costo promedio 

p + h ( x )  W E  E x (4.35) 

(4.36) 



(b) Si ( p ,  f, h) satisface la relación (4.35)-(4.36) con igualdad diremos que es una solución  de 

la E’cuacio’n, de Optimdidud en Cosio Promedio (EOCP). E h  este caso,  diremos  que la política 

est,acionaria f y la función h pertenecen a (o provienen de) una soluci6n de la EOCP. 

En el siguiente teorema mostramos que bajo H4.3.1, F14.3.2 y H4.3.8 existe una solucibn 

(p* , f* , It* ) de la EOCP, donde h *  (.) es una función en I,?. También ~nostraremos que las 

afirmaciones “f es ÓyLima en, costo yn~medio”, “f es fuedeneen.Le bptitrt.a”, “ f es Il%llrt,n-ci~)l.):rnc~,” 

son equivalentes. 

Teorema 4.5.2. Supongamos que se satisfacen H4.3.1,  H4.3.2 y H4.3.8. Entonces: 

(a) existe una terna ( p * ,  S*, I&*), con It*(.) en I$’, qne satis:€ace la  EOCP; es decir, 

Además, f * es 6ptirn.a en  coslo prrmedio y el valor ¿$timo (3.11 costo promedio  es !I*, es decir, 

.I*(z) = .]([*,x) = p* v E x. 

(1)) Para cada J E F, Ins siguientes  afirmaciones  son  equivalent,es: (i) f es Flynn-5ptilna; (ii) 

S es F-6ptima; (iii) J es +tima en costjo promedio. Por lu t,ant,o, la política j *  en (a) es 

Flynn-bptima; 

(c) Si f E F es una política cjptima en costo promedio,  entonces (p*,  f, It?) satisface la EOCP 

Q f  -casi dondequiera, donde Qr(.) es la medida de probabilidad invariante correspolldielltelltes 

a r. 
Para demostrar la existencia de una sohrcibn de la EOCP, primero de~nost,rare~nos que 

existe una política estacionaria “5ptima” en costo prornedio en la clase F usando el enfoque 

de Apmzimaciones por Pmblemm Descontados; luego, usaremos el Algorilmo de Il.eracio’n, dc 

I~olíticns para obtener una soluci6n de la EOCP con la particularidad de qne la política de 

“inicializaciGn” es una político bptima en F. 



Teorcma 4.5.3. Suponga que se satisface H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8. Entonces existe una terna 

(p*, fe, /I*), con he(.) en L v ,  que satisface la DOCP. Ademik, 

p* = infJ(f,z) = J ( i * , z )  = lim (1 - a)Vl(n:) Vx E X. 
F a41 -- 

Dcmostraci6n ctcl Tcorcrrla 4.5.3. La demostraciGn de este teorema scilo  serfi bosquejada ya 

que,  esencialmente, es la  misma que la demostraci6n dada en 1[28], Theorem 3.5, y los argumentos 

son similares a los de la demostración del  Teorema 3.3.3. Sin embargo, sdo podemos  concluir 

que existe una política estacionaria "6ptima" en la clase F., ya que el Teorema  Abeliano  (ver 

Teorema 3.2.4 o Teorema  A.E.5) pnede no cumplirse debido a que en el  present,e contexts no 

suponemos  que la función  de  costso este acotada inferiormente por m a  const,ante. 

Definiendo para cada CY E (O, 1) , z E X, las funciones 

pa := ( 1 - (1) Kt(.), y ( x )  := V, (3:) - (2) (4.37) 

donde z es un  estado fijo arbitrario, la Ecuaci6n  de Optimalidad en Costo a-Descontado (4.27) 

se  puede  re-escribir  como 

(4.38) 

Por otra  parte, 

(3.40) 
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También note que 

(4.41) 

Entonces, del  Teorema  4.3.3(c) y H4.3.8, se obtiene 

Combinando (4.40), (4.41) y (4.42), se obtiene (4.39). 

Por otra lado,  de (4.31), se tiene que 

srrtkfacen la DOCP, es  decir, 

p* + h*(z) 2 Tl¿*(Z) 



Note  que h.( . )  pertenece al espacio LF; entonces, de la Proposición 4.4.l(a), existe j’* E F tal 

que 

Ahora, de (4.33) y (J.%), t.enemos q11e 



- < { (1 - y)"h!(V(x) + V ( 4 }  (1 - (X) 

lo cual combinado con (4.44), implica 

Ahora denote por 111 E I$' a una.  solución  de la Ecuaci6n de Poisson correspolldient,e a la 

política S I ,  i.e., 
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(4.48) 

lo cual, por (4.8), implica que 
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I L n ( 2 )  - hn&) > 1 vx E N;;, I , . 

Ahora defina el conjnnto 

(4.52) 

(4.53) 

el cual es no vacío, ya que de lo colltxario de H4.3.2(L) y la ObserxxiGn 4.3.10 tendríamos qlle 

$(X) = O. Sea z* E N* y defina las funciones 

(4.54) 

(4.55) 

pertenece a Lr (ver ObservaciGn 4.3.9). Ahora, demost,rarennos que h *  satisface la EOCP. Para 

hacer esto, primero  observe  que 

por lo tanto, 

Para obtener la desigualdad  en  sentido opuesto, note que co~nbinnndo (4.51) y (4.54), se 
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tiene que b’x E X, n E N : 

y de la Proposici6n 4.4.l(a), exist,e J” E F” t a l  que 

(4.58) 

(1)) De acuerdo a la OLsel-vziGn 4.2.2, sGlo hace falt,a demostrar qne (iii) implica (i). Primero 

delnostrarelnos que las f1111ciones 
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I J E ( z )  :=liminf [J:(z) - np*] and L3(.7:) :=limsup [J,*(z) - n p * ] ,  n: E X, 
n-+m n.-+co 

solamente toman valores en el conjunto de los números reales. Para hacer esto, considere la 

terna ( p * ,  f*, I?*) de la part,e (a) y note que 

"O0 < LZ(3:) v.7: E x. 

Por otra  parte, puesto que 

tenemos que 

de manera que 

1J3(z) < +m )5'r E x. 

Ahora observe  que (4.60) y (4.61) implican  que 

(4.60) 

(4.61) 

(4.62) 
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Finalmente considere una política f E F óptima en cost,o  promedio, i.e., J ( f , x )  = p* Vz E 

X. De (4.13), tenemos que 

1 
n-o3 71, 

Combinando (4.62) y (4.63), se conclnye  qtle 1 es Flynn.-6ptJima, es decir, 

.I( f, z) = lim -.In,( f ,  x) = p* t'z E X. (4.63) 

(c)  Suponga q11e J E F es bpt<irna en costo promedio y QJ( . )  la medida invarirwlte ccmespon- 

diente. Observe q11e si el conjllnto de p1nlt.os dol~de se satisfxe la  desiglmldnd 

tiene ~nedida positiva con respecto a o s ( . ) ,  entonces 

lo  cual contradice que f es  Gptima  en costo promedio. Por lo t,ant.o, l a  t.erna (p * ,  f, I r ? )  satisface 

la EOCP Q,(.)-casi dondequiera. 



de manera que 

lo cual implica  que 

(4.64) 

(4.65) 

Ahora.  definamos 

X:l := sup11(x) y k2 := inf I l ( x ) ,  
ZEX ZEX 

Las desigualdades (4.64) y (4.65) implican  que 

donde N1 y N2 son tales qlle &J, ( N I )  = Q f 2 ( N 2 )  = 1. Finalmente, note qlle N I  n/Vz # 8, ya que 

de lo cont.rario tendríamos que +(X) = O, donde $7 es l a  medida de irreducibilidad en H4.3.2, 

puesto que  dicha medida es absolutamente continua con respecto a las medidas (imwiant,es) 

Qf , ( . )  y (?I,(.) [ver  Obsenraci6n 4.3.101. Entonces, kl = k2 y, por lo tanto, H ( . )  es una funci6n 

constante. 



4.6 Aplicación a un problema  de invent,arios 

De  nuevo  consideraremos  el sistema de inventario presentado en la Sección 3.2.3, el cual evolu- 

ciona  de acuerdo a 

en el espacio X = [O, +m), pero ahora suponemos que variables de control (I[. toman valores 

en A := [O,B] indepeqdientemente del  nivel de inventario, donde O es una constante positiva. 

También  suponemos que el proceso de demanda ( u l t , )  satisface las siguientes condiciones. 

(al) C(.) tiene densidad continua y acotada; 
l o o  

(a.2) 111* := ?/C(f$j) < +m. 

La fimci6n  de costo por  et,npa  se tauma colno 

donde 6, fr, y S son constantes positivas. 

Ahora lnostraremos que el sistema de inventario (4.GG)-(4.G7), ba.jo las condiciones H4.5.1, 

satisface H4.3.1,  H4.3.2 y H4.3.8. 

Vcrificitci61: dc H4.3.1. Es claro que H4.3.l(a)-(b) se cnmnplen, mientras que H4.3.l(c) se 

obtienc observando que 

para todo (x, a) E K y toda  hlcicin medible acotada E A4d,l(X), donde y ‘  := mnx(0, y). 
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Para obtener una funciGn de “acotamiento” V ( - )  que satisfaga H4.3.l(d), denotemos por \k 

a In función generadora de momentos  de la variable aleatori,a B - WO, es decir, 

\ k ( p )  := Eexplp(0 - W O ) ] ,  p ;z O. 

Note q1le Q(0) - 1 y que SII derivada @‘(O) - (I - UP < O, lo cual implica qlle exist,e 1ma 

constante T > O tal quc 

Defina 

V ( : c )  :- jm?xp[?.(:r + 2w*)], 2: E x, 

donde 9 es una constante positiva. Con cálc~dos directos se obtiene que 

(4.68) 

(4.69) 

lo cual muestra que H4.3.l(d.l) se satisface. 

Por parte, se pnede verificar  fácilment,re  que 

Entonces, puesto que la constrtnt.e 9 sc puede t,omar lo suficientemente grande de manera que 

tenemos que H4.3.l(d2) se satisface. 

Vcrificaci6n dc H4.3.2. Primero mostraremos que H3.3.2(L) se cwnple. Defina la medida 

$(I?) := I,.;(O), I!! E qx), (4.71) 



y la función 

(4.72) 

Es fácil  verificar que 

de donde se deduce que, para cada f E F, el proceso {ZL} es 1c,- irreducible y aperibdico ( ver 

Definición  A.D.5 o (551, Remark 2.1 y Example 2.5); en co:nsecnencia, H4.3.2(b) se cumple. 

Para verificar que Hi1.3.2(a) se satisface, note que de (4.68)-(4.69) se obtiene 

Entonces, 

(4.74) 

do11de /I := {(l - ( Y )  < 1 y K := {:y E x : V(y) i. (1 - (Y)”V(O)). 

Por otro lado, puesto que  la  fimción  definida en (4.72:) es conti~~ua, la relacicin en (4.73) 

implica que para  cada 1 E F el proceso {x,} es 1111 ’ I ’ - ~ w c c . s o  (ver Definicih A.D.14 y Teorema 

A.D.17). Además,  del  Teorema A.D.16, tenemos qne cada subconjmto compacto de X es 1111 

conjun,lo peiite. Por lo tanto, (4.74) mnuest,rs que H4.3.2(a) se cumple. 

Verificaci6n de H4.3.8. Para verificar esta colldición  usaremos 1x1 resultado de [28J, para lo 

cual introducimos la si,guiente notación: sea L/ una medida con signo h i t a  e n  B ( X )  y dehla 



y la s  filnciones 

Note que 

(4.75) 

(4.78) 

En el Lelmna 3.4 de [28], se muestra qne l a s  propiedades (4.76)-(4.78) implican q11e (4.75) 

sc cumple.  Por lo tanto, H4.3.8 se satisface. 

4.7 Conclusioncs 

En este capitdo, suponiendo que  se satisfacen condiciones  de  cont,inllidad y compacidad de  uso 

esthdar en la litm-atura y una condiciGn  del tipo h ~ q ~ m o v ,  se  demost(r6 lo siguient,e: 

(a) existe una solucih ( p * ,  S*,//,*) de la Ecuaci6n de Optimalidad en Costo Promedio 

(EOCP) y que J(j’*,x) = ,o* bk E X; 

(b) las afirmaciones “f es Óptima en costo promedio”, “f es fuertemente óptima” y “j’ es 

Flynn-6ptima” son  equivalentes,  sin importar si la polít,ica 1 proviene dc 11na sol11ciGn de la 

EOCP; 

(c) l a s  funciones  qne pertenecen a m a  sohlci6n de la EOCP son linicas excepto por con- 
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stantes ditivas. 

Resultados similares a &tos se presentan en ([3], [30], [36], [56]) para el caso de espacios 

diucrclos o espacios de B o r n 1  1) costos a.cotados, y en (1281, [29)) para e.spc~,cios de f i o r d  y codos 

no acotados. 

En las dos liltimas referencias,  se snpone que el modelo  de  cont.ro1 satisface 11na condicih 

de Lyapunov similar a H4.3.2 , pero para obtener una soluci6n (p*,  J’*, I),*) de la EOCP se 

imponen condiciones de “cont.rac.ci6n” tant,o en la función cle costo como en la ley de transición 

del sistema, que en general parecen ser  muy rest,rictivas y dificiles  de  verificar. Por otra  parte, 

s610 se mllestm qne In política J’* es Flynn-Gptima (por lo t,ant,o,  filert.ement,e  Gptima y cjpt,ima 

en costo promedio), pero suponiendo qne el soporte de la medida invariante Q J -  es igual al 

espacio de est,ndos X. En rclacich a la lulicidacl dc las soluciones de la EOCP 110 se hace ning~ín 

señalamiento. Finalmente, es importante mencionar  que la condición de Lyapunov que sc usa 

en estos  trabajos implica  que H4.3.8 se  cumple  (ver [28], I;emn~a 3.4), es decir, que la s  tasas 

de  convergencia  de  los  procesos  de J4arkov (inducidos por las polít,icm estacionarias) están 

umiformente acotadas por una constante estrictamente menor qxe uno. De  hecho,  se usó est.e 

resultalo en la secci6n mt,erior [ver, (4.’76)-(4.78)j para mostrar qne 1111 sistema de  invent,arios 

satisface la condición H4.3.8. 



Capítulo 5 

Criterios Sensibles al Horizonte de 

Planeación 

5.1 Introducción 

En cstc capítulo se cst,udian criterios sensibles a1 crcci~nicnt,o dc los costos  en  horizont,c finito 

cuando este crece arbit,rariament.e. En la SecciGn 2, se i~~.t,rod~lcen las  nociones  de politicas 

fuerlemcnlc do!olnin.tmles (Ramsey [GO]), polít.icas doTnl.n.anl'~:s (Gale [26J, von Weiszaclter [81J) 

coslo (te o~)orl..clrt,l:ctcl,.r,! ( [ X J ) ,  o~~t.l.mrt.c~~lzctcI.d crt. .sc:s!p ([80]), c o s l o  dc 1)ui.I.a ([21] ). En is SecciGn 3 

se presentan algunas relaciones  generales entre est,os criterios, mientras que  en la SecciGn 4, bajo 

las condiciones  de continnidad/compacidad y de Lyapnnov (€14.3.2, H4.3.3, H4.3.8) introdllcidas 

en cl Capítulo 4, se  demuest,ra que existe una política cst,acionaria Dut,ta Gpptima en la  clasc de 

las polít,icas est,acionarias F. También se denmest,ra que todo's est,os criterios, except11mndo el de 

políticas fuertemente dominantes, son equiwlcntcs cuando el anjlisis se rcstringc la clasc F. 
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5.2 Indices de funcionamiento 

Itecuerde que para cada polítka T E I l  y estado inicial zo = z E X, el cosf.0 en n.-etapns está 

dado por 

y el costo promedio por ciapa. es 

(5.1) 

(5.2) 

Adcmjs, las funcioncs dc costo Gptimo corrcspondicntm son 

Usando las fimciones (5.1)-(5.4) se pileden  definir 1111 b11en mímero  de criterios sensibles al 

lwrizonte de planeacicin ( IXiJ, 159J). En este capitalllo estlldinrelnos alg1111os de ellos. 

Observe  qne la noci6n  de polít,icas fulerl.em,c71.lc domirrmlcs es Incis fuert,e que la noci3n de 

optimalidad en costo promedio. Por otro lado, en [ll] y 1591 proporcionan e.jelnplos sencillos 

e n  los cuales no existen políticas fnertmnente dominant,es. De  hecho, e n  algimas aplicaciones 

la nocicin de politpicas fuert,ement,e dominantes es demasiado restrictiva como para qlle sea de 

alguna utilidad. Por esta razGn, a continlmcih sc int,roduccn otros critcrios lncnos  restxictivos, 

empezando  con una versiGn debilit.ada de la nocih de polít.icas fuert,ement,e domninant.es. 



cada x E X, 7r E II y E > O existe un natural N = N(T* ,  7r,  x) tal que 

(5.6) 

equivalentemente, 7r* es don~inunle si 

limsup [.J,L(n*,z) - &(7r,z)] 5 O ttx E X,7r E rI. (5.7) 
n4oo  

Dcfinición 5.2.3.(FZynn, 1251). El cusbo de opor(.unidnd (CO) de m a  política T I T ,  dado que 

x0 = z E X, 5e define por 

(5.9) 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 



En lo que sigue se discuten a l p a s  relaciones  básicas entre los criterios de optimalidad 

introducidos en los parrafos previos, para lo cual requerimos la siguiente notación. Para cada 

x E ll y x E X, se  definen las funciones: 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

AdemAs, si I,"(.) = L;"(.) ,  se  define 

lo cual refuerza la interpretaciin de J*(.) como la "tasa" minima de crecimiento de los costos 

en horizontes  finit,os.  De forma análoga, si CO(K,.?:) < +cm, el  crecimient,o  de la wlcesiin de 

cost.os { J J L ( r ,  x)} es m'nimo en el sentido de ser similar a la de los costos óptimos { .Jl(:r)}. 

(1)) Por otro lado, sin condiciones adecuadas, no es  posible establecer una relacion  general entre 

los  costos  de Dutta y de oportunidad, debido principalmete a que las funciones LJ(.) y I,'(-) 
pueden  no  coincidir o tomar los valores &m. Sin  embargo, si I,"(-) = Li(-): entonces 
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Ademhs,  si L ( - )  ímicamente toma valores redes, entonces 

CO*(Z) = L)*(Z) - L(z) v c  E x. (5.20) 

En este c m ,  7r* es Dutta cjptima si y &lo si es &tima en costo dc oportunidad. 

En la siguiente proposición se presentan otras propiedades, cuyas demostraciones se omiten 

ya  que  se obtienen dircctarnente de las definiciones. 

Proposición 5.2.G.(a) Si T* es dominante, entonces es  Dutta Gptilna y óptima en costo de 

oportunidad; 

(b) si 7r* es Dutta óptima y 

entonces, T* es dominante; por lo tanto, dc (a), también es Gptimn en costo dc oportmlidad. 

Similarmente, 

(c) si -.* es óptima en costo de oportlnlidad y 

{ 5.22) 

entonces, 7r* es dominante; por lo tanto, de (a), también es Dutka cjptima. 

(tf)  Si CrO(n, S )  < +m, entonces 7r es Flynn-óptima, es decir, 

Análogamente, 

(e) si O(-., x) < +m, entonces T es  óptimrt  en  costPo  promedio,  es decir, J ( T ,  :E) = .J*(z) t/3: E X. 

Si adem& T,Z(*) < +m, entonces GO(-., S )  < +m ; por lo tanto de (d), K es fuertemente Óptima. 

(f)  Si T no es óptima en costo promedio  [es decir, .J(n-, -) > .I*(*)], entonces 

U(-.) .) = CO(n, .) = 4-m.. 
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Observación 5.2.7.(a). Flynn (1251, Example 1) proporciona un cjernplo en el cual cxiste 

una política dominante x*, pero que no es “bxlenayy respecto al costo dc oportunidad, es decir, 

GO(.rr*, z) = +m. [ E s  f k i l  verificar que lo  ant.erior  implica que CO*(.) = too.] Esto mucstm, 

por una parte, quo la relaci6n entre la Eoci6n  de políticas dominantes y el costo de oportu- 

nidad no es tan “limpia” como lo sugiere la Proposición 5.2.6(a) y, ademk, que existe una 

diferencia importante  entre los problemas de contxol  con  hlorizontes “grandes” de ylaneaci6n y 

los problemas cn  horizonte  infinito. 

(b) La  condición (5.22) se cnmple si, por  ejemplo, CO*(-) == O, ya que GO(n, -) 2 COi(7r, -) 2 O 
para cada x E TI. 

( c )  Note que si (5.21) y (5.22) se cumplen, entonces de la Proposición 5.2.6(a)-(c) tenelnos qne 

la s  nocioncs dc optimalidad cn  cost,o dc oportlmidad, opthalidad cn cl scntido de Dut,t,a y la 

noci6n  de políticas fnertemente do~ninant~es son eq?Lindcrrbf:.~. 

(d) De la Proposición  5.2.G(a), (d), se  deduce qule el andisis de existencia de políticas domi- 

nantes, Gpt,imas en  cos;to de oyort.unidac1 o Dnt,t,a  ciptimas p~leclc. ser restxingido n In clase de 

l a s  políticas 6pt.imas en costo promedio. 

5.3 Existencia  de  políticas  sensibles al horizonte de planeación 

En esta secci6n aiponemos qnc se satisfacen las hip6tesis FI4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8 (int,rodncidas 

en  el Capítldo 4) y most,mremos ql1e existe umn política estacionaria S* Dutt,a 6pt.imn en F y 

qllc las afirmaciones “J’ E I? es Dut.t;n cjptima ell F ” ,  “j’ E F cs domi1mni.e en 17’’ y “S E li‘ es 

óptima en costo de oportunidad en F” son  equivalentes.  También mostraremos que  cualqlliera 

dc cstas afirmaciones es cq1ivalcntc a la “optimalidad cn scsgo” qnc sc introduce a conthtlaci6n 

[ver  Observación  5.3.2(c) y Teorema 5.3.71. 



A 

h,(z) := I?,/(2) - h,(?/)Q,(dy), :c E x, S, (5.24) 

es la cínica solucih que satisface h , ( y ) Q l ( d y )  = O. 
.LCn 

Ta~nbidn recuerde qlle cxistc 1ma sohci6n ( p * ,  S*, I r ? ) ,  con I r *  cn f,?, de la EOCP [ vcr 

Teorema 4.521 

(5.25) 

lo  cual  combinado  con lo. Propo~ici6n 5.2.G(d), implica que 
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5.2.6, se deduce que las impljcaciones en el siguiente diagrama sc cumplcn. 

Diagrama 1. 

esFD * es D + K es O.C.O. + es FIym-op. 

4 ll 
K es Dutta op. a es CP op. 1. n es F-op. 

(c) Además,  en  el  Teorema 5.3.2, demostramos que restringiendo el andisis a ¡a clase de las 

politicas estacionarias, las equivalencias en el sipiente diagrama se verifican. 

Diagrama 2. En F : 

f cs D w j cx Dutta op. 

o @ 
J es OS.  * f es CO op. 

Tcorcrrla 5.3.3. Suponga que se satisfacen H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8. Entonces, existe una 

política estacionaria f* Dutt,a Óptima en F, es decir, 

Es import,ante c intcrcsmtc sciíalar que la dcxnostración  dcl  Tcorcma 5.3.3 es esaclu,m.cnle 

la mism,a dcmostmcio'n que Nowa>k (j5Gj) da p a m  la, czislmcia. de una pole%ica csto.cion.mio, 

domir~anbe en  F, lo cual  combinado  con (5.30) sugiere las equivalencias en el Diagxama 2. 

Antes de probar el  Teorema 5.3.3, demostraremos que la bilsqueda  de  políticas Dutta 

óptimas cn F debc  rcalizarsc  cn cl conjunto de las políticas cstacionarias quc  provicncn  dc 

una solución  de la EOCP. Para precisar ésto, denotemos por F, a la clase formada por tales 

políticas y note que por la ProposiciGn 4.5.4, 

donde lb* es  como  en (5.25). 

Proposici6n 5.3.4. Bajo las hipótesis dcl Tcorcma 5.3.3 sc cumplc que 



Dernostracih de la Proposici6n 5.3.4. La  primera igualdad se  sib.pe de la Proposición 

5.2.6(f). A continuación de~nost~raremos q m  la segnnda dcsignaldad t.ambidn  se c~lmplc.  Para 

hacer esto, sea j una política cjptima en costo promedio y (p*, g * ,  h*)  nna solución de la EOCP. 

Del Teorema 4.5.21~) existe un conjunto .A7 E B ( X ) ,  con Q f ( N )  = 1, tal que 

Ahora, consideremos la polit,ica est,acionaria definida colno sigue: f' = f en N y S' = !I* en 

N". Note que (p*, S', 1);) es una solucibn de la EOCP y que Q / l ( . )  = Ol(->. En consecuencia, 

(5.32) 

Por otro lado, iterando (5.31) se olt.icne que 

Entonces, tomando límiote cuando PL "+ 00 y llsando (5.32), se obt,iene para cada x E X : 

Por lo tanto, puesto que f' E F,, tenemos qm 

83 



inf D(f,z) = inf D ( f , z )  'ifx E X. 
F' F. 

Dcmostración dcl Tcorcrrla 5.3.3. De la ProposiciGn 5.3.4, tenemos que para  mininizar 

[I(-, :c) (en F) podemos  rest,ringirnos a F,, la clase  de las políticas estacionarias qlle provienen 

de una solución de la EOCP. Es decir, el problema se  reduce a encontrar una política f * E F* 

tal quc 

y X, A y Q son los mismos  elcmcntos del ~nodclo de control  original. 

Es fitcil  verificar que el  mievo lnodelo de contml satisface las hipXesis 144.3.1, H4.3.2 y 

H4.3.8; por lo tanto, existe una política estacionaria f *  E F, óptima en costo promedio  en el. 

nucvo  modelo de control, es dccir, 

Los resultados en el siguiente  lema nos seritn de utilida'd para demostmr las eqllivalencias 

anunciadas en el Diagrams 2. 

Lema 5.3.5. Bajo las condiciones H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8, para ca.da política estacionaria 

f E 17, se cumple lo siguiente: 



(a) C O ( j ,  e)  5 IlU(1, . ) ( (vb(l-  B)"' ,  donde b y  U son las constantes en el Proposicih 4.4.l(c); 

(b) D(f,*) =; L 9 ( * )  + COZ(j,*) = Li(*) + CO(f ,*) ;  

(c) COZ(f, - )  = kf =liminf [.Jn(f, .) - J;(,)], Qf-casi dondequicra, donde k, es una constante 

ncmegativa. 

Observación 5.3.6. Sea ( p * ,  1, I r , )  una sol\lciGn de la EOCP, donde /j(y)Ql(dy) = O. Un 

problema importante relacionado con el Lema 5.3.5 es el de la convergencia  del ,4Zaqoriho de 

Ilemcio'n de I~uZows. Usualmente, esta convergencia se obtiene por  medio de la convcrgcncia a 

una constante de las llamadas jmc iones  dc  c m n -  

n"o3 

L 

l a s  cuales, por (5.25)-(5.26), se pueden rcescribir como 

(5.34) 

La relación con el  Lema 5.3.5 se  describe a contimlación. Puesto que 

tenemos qlle 

si y s61o si, 

Además, cualquiera de estas condiciones, combinada con  la  I'roposición 5.3.5(b), ilnplica a las 

siguientes propiedades: (i) L(.)  = L"(.) = Lz(-);  (ii) U ( j ,  S) == L(z) -t X:,. 

Demostración del L e m a  5.3.5. Sea f 1ma política estacionaria ópbima e n  costo promedio. 

Del  Teorema 4.5.2(b), existe h E LT tal que (p*, S, h )  es m a  solucihn  de la EOCP. Tomemos 1z 



de manera que h(y)Qf(dy) = O, es decir, h(.) = h,/(.) = D(1, .). 
(a) De (5.25)-(5.26) tenemos  que 

L A 

Por lo tanto, 



COZ(f,x)= inf GOZ(y) =: kf, Q f  - c.d. II 
:Y EX 

Finalmente, tenemos el teorema anunciado en la Observaci6n 5.3.2(c). 

Tcorcnla 5.3.7. Bajo las hipGtcsis  H4.3.1,  H4.3.2 y H4.3.8, las siguicntcs ahmacioncs son 

equivalentes: (i) 1 es Dutta Gptima  en F; (ii) f es óptima en  sesgo, (iii) f es dominante en 

F; (iv) j es óptima en costo de oportunidad en F. Por lo tanto del  Teorema.  5.3.3.,  exist,e nna 

política estacionaria f que satisface las condlciones (i)-(iv) , 

Dcmostraci6n tiel Teorema 5.3.7. Note primero  que por la Proposición 5.2.G(f) el andisis 

puede restringirse a la clase F* dc las políticas estacionarias Gptimas en costo promedio. 

(i)@(ii). Est,a eqnivalencia  es llna consecnencin  in1nediat.a de la. Observación 5.3.2(a). 

(i)w(iii). Observe que para cada j' y g en F*, se cumple l u  siglliente: 

lo cual implica  que 

Por lo tanto, 

Ahora supongamos que f E F* es óptima en costo de oportunidad en F*. Por argumentos 
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similares a los  dados en la demostracibn de la Proposicik 5.3.4,  existc S' E F, tal que 

CO(f,z) = c :o(J ' , x )  V.% E x. 

Del Lema  5.3.5(b)  tenemos  que 

inf D ( j , x )  = inf C O ( f , x )  + Lz(z)  Yz E X, 
F, F. 

(5.35) 

(5.361 

lo  cual  combinado  con la ProposiciGn 5.3.4, implica  que j' es Dut,ta Óptima  en F*. Esto últilno 

implica  que j también es Dutta Óptima ya que  de lo contrario, es decir, si 

para slg<ln x' E X, tendríamos  que para E > O wdicient,emente  pequeíío  exist,e N = N (  1, S', 21, E )  

tal que 

Ent.onces 

lo  clml  cont,radice a. (5.35). Por lo tanto J' es D ~ ~ t t a  cjptima, lo  c11a1 a su vez implica  que  dichn 

política es do~ninant~e ell F*. 

Observacih 5 3 . 8 .  Bronrn IllJ proporciona un e.jemplo que muestra que 71,o cs posiblc extender 

los rcs~dt,ados de dcl Teorcmn 5.3.7 a la clasc clc todas las pdít icx sin condicioncs  adicionalcx 

a H4.3.1,  H4.3.2 y H4.3.8. De hecho, en este ejemplo  existe ma política  estacionaria  cjptima 

en el sentido de I k c k w c l l  (ver [ X ] )  pero no es dominnnt,e en  el conjnnt,o de tudas las políticas. 

Sin embargo, en este ejemplo s i  czislc m u  poliLaca ~~sL(~(: i~71, f1,rL( l ,  Jc~crl,c?n.(.7rLe rio~rrirraI~, l ,c  cn F .  

En el siguiente  ejemplo, el cual  se tom6 de [G7], most,ra~nos qlle esto filtimo  ptlede  no ser cierto 

a1111 cuando se satisfagan las condiciones  H4.3.1,  H4.3.2 y H4.3.8. 

Ejcrnplo 5.3.9. Suponga  que el espacio de cstados y controles cstán dados por X = A = 



{1,2,3}, mientras que los  costos y conjuntos de controles admisibles son los signientes: 

A(1)  = {1,3} A(2) = A(3) = (1) 

C(1,l) = 1.4 C(1, 2) = 0.2 

C(2,l) = -9 

C(3,l) = 6. 

En lo que  sigue usaelnos notaci6n matricial. Note que s610 existen dos polítkas estacionar- 

ias f(1) = 1 y g(1) = 2, es decir, F = {j',.q}. Las matrices de transici6n en u11 paso y los costos 

est,cin dados como  sigue.: 

- 
0.7 0.2 0.1 

f'f = 0.5 O 0.5 

0.5 0.5 o - 

r 

0.1 0.2 0.7 

(I - 0.5 o 0.5 I' - 

0.5 0.5 o - 

Es claro que este lnodelo  de control satisface las condiciones  en el Teorema 5.3.7. Por otra 

parte, con cdculos directos se puede verificar  que 

son la s  medidas invaimtes a Pf y Py, respectivamente. AdemLis, el vector 

h* = [S, O, lo]''', 

donde 'f' denota la operxibn de transposicibn, sat,isface 



lL* = cr, + Pf 1l* 
(5.37) 

= cy + P&*. 
Entonces, la constante p* = O, el vector h* y las políticas f y .(I satisfacen la EOCP. Por lo 

t,ant.o, J y son 6pti1nm en  costo  promedio. 

Ahora observe que 

entonces, ta11t.o 1 colno 9 son dom.in.nn.ks e n  F. A conth11l:~ci6n ~nost.rare~nus que ning1ma de 

cllas os f~lcrt~c~ncntc dominante c11 F, es decir, 1 110 dolninn  hlcrtclncntc a I U  dsta illtima a J. 

Pam hacer esto, denote~nos por J,,,(J) y J,,,(!g) los costos en 7~-et,apas  correspondientes a J y g ,  

respectivamente. Entonces, iterando (5.3'7), se  obt,iene 

Por otra  parte, usando argumentos  de  inducci6n  se puede mostrar  que 

- - 
4'7.04 + 3.36(-0.5)" + 6.04&(0.2)n 

4'7.04 - 36.96(-0.5)'" - 10.0&(0.2)'L 
1 

'7.056 
1.1; I),* - 

47.04 + 33.6(-0.5)" - lO.O&(O.2)" - 

4í.04 - 117.6(-0.5)" + :127.008(-0.4)'L 

47.04 + 23.52(-0.5)n - '70.56(-0.3)" 

47.04 + 94.08(-0.5)" - 70.56(-0.4)'L I 
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120.96( -0.5)'' + 6.043(0.2)" - 127.008( -0.4)n 

-GO.@(-0.5)" - 10.08(10.2)~ + 70.56(-0.4)" 

-60.48( -0.5)" - 10.08(ID.2)'L + 7O.56(-0.4)lL 

Suponga  que 9 es fuertemente dominante en F. Entonces  existe un mimero nat,ural M tal 

que u,* + b,, + c;, 5 O Q n  2 N ,  lo cual  lleva a Is contradiccibn (-0.4)n 5 (0.2)" V n  2 N .  Por 

lo tanto, g no es fuertemente  dominante  en F. Argumentos similases muestran que f no es 

f k - l c n x n l e  rt07n.in~nn.l~ en  F. 

En la Sccci6n  4.5 se prcscnt.6  lm c.jomplo de invcntarios cpc satisface las condiciones  H4.3.1, 

H4.3.2 y H4.3.8, y por lo tanto, los resultados en los  Teorernax 5.3.3 y 5.3.7 se clunplen. Con- 

chirnos esta secci6n  discntiendo 1111 e-jemplo de Nowak [GG], modificado  ligerament,e,  que  1mlestm 

que dg~mas  de l a s  implicaciones en el Diag-ranm 1 no se c~unplen si  no  tienen  condiciones ode- 

clladas  sobre el :nodelos  de  contml.  Concretmnent,e, se mllestra  qlle  existe nna polít.ica f' qlle 

proviene  de nna sol11ci6n de In EOCP, In c i d  cs Flynn ciptimn (en consccllencia, t.mnbidn es 

6pt.imtl en costo promedio), pero no es dolni1lan1.e ni 6plina e11 cosf,o de  oport;lulidad. Por 

otra parte, exist8e m a  política J qne do~nins a J* (en consec11encia, es Flym ciptima)  pero  no 

provicno de 11na solllci6n de la EOCP. 

Ejcrnplo 5.3.10. Considere IUI modelo de control  con  espacio  de estados X=No y espacio de 

cont,roles A = A ( . )  = { 1,2}. El estado :I: = O es a1xwrlxmte y tiene  costos  igllales a cero, es decir, 

<?(O, .) - o y Q(Ol0, .) - l. 

Por otra  partc, si II: 2 1 

c+, 1) = 2" - 1, Q(012,l) = 1, 

Y 



Se puede verificar facilmente que J,&(R, O) = O para cada R E IT y n E No, lo cual implica 

que .l:(O) = O tj7t E No. Además,  con  cálculos directos se obtiene que 

Considere las políth.5 /*(S) 2 y /(.) 1. Por l m  parte, not,e  qlle (O, S*, It,) es 11na sol1dGn 

de la EOCP, donde h(0) = O y h ( z )  = -1, si x 2 1; entonces, pnesto que It(.) es acotada, f *  es 

Flynn óptima. A4demas, 

lo cual  implica  qne para cada .7: > 1, 

y qllc 

5.4 Conclusiones 

En este capítulo, usando una condiciGn de Lyapnnov  y  condi’ciones de continuidad/compacidad 

estxindar, se dernostr6 qne existe m a  política Dllt,t,a cjptilna  en la clase de Ias políticas esta- 

cionarias y q1e dicha política tzunbién es dominsnt.e, 6pt.ima e n  costo de oportunidad y cjptha 

en sesgo.( De  hecho se mnostx6 qne todos estos conceptm son eqnivalent,es criando el análisis se 

restringe a la clase  de las políticas est,acionsrias). 

Sin duda alguna, los criterios sensibles al horizonte  de  planeación son poco  comprendidos y 

lo que S<: conocc dc cllos corrcspondc m& Lien a su comport,arnicnto cxtrc~nadamcntc patd6gico 



([ll], [24], (251, [59]), que aun condiciones tan fuertes como la ergodicidad geométriccr  uniforme 

no los elimina por completo ([ll]). Por otra parte,  hasta donde  conocemos,  la existencia de 

políticas estacionarias dominantes en  toda  la clase  de las polikicas ,sólo se ha demostrado para 

modelos  con espacios jinilos y aun en este caso bajo condici80nes  muy restricitivas ([19], (431, 

[ M ] ) .  De hecho, la hipótesis  en [19] implican que si el  modelo  es ergdico, entonces sólo existe 

una política óptima en costo promedio, mientras que  en 1141 esto illtilno se supone directamente. 
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Capítulo 6 

Indice en Costo Promedio: Análisis 

por Trayectorias 

6.1 Introducci6n 

6.2 Critcrios dc optimalidad 

6.1 Introducción 

Existe tula gran cantidad de  1iterat:u-a  que trata con el problema de control en costo  promedio 

bajo una variedad amplia de hip6t,esis (131, [GI, 1341, 1591)) pero en la mayoria de los casos 

l o s  criterios de optimalidad se  formulan  en términos de  costos “esperados” y, típicament.e, se 

demuestra la existencia de una política estacionaria qne  genera costos esperados en horizonte 

finito con tasa mínima  de  crccimicnto, y quc dicl~a  tasa no dcpcnde dcl estado inicial dcl sistema 

controlado. Resulhdos de este tipo son bast,ant.es acept,ables en mn1lchas aplicaciones  pero  es 

más atmctivo obtener polít,ícas  qne tengan una tjasa de crecimiento mínimo pero con respect,o 

a los costos  “observados” (es decir, por trayectaias). Sin embargo, los trabajos en los cuales se 



realiza una análisis por trayectorias son  escasos y, cuando dicho análisis se efectúa, se restringe 

a espacios  de estados discretos, o bien, a espacios  de  Borel pero con costos acotados ( [3], [lo], 

[15], [47]), en ambos casos bajo condiciones  de recurrencia muy restrictivas. 

En este capítulo se realizará un anhlisis por trayectorias del  índice  en costo promedio para 

lnodelos  de  Markov  con  espacios  de  Borel y costos estrictamente no acotados (es decir, costos 

que crecen arbitrariamente en los complementos de conjuntos compactos) ba-jo condiciones  de 

continuidad y recurrencia bastantes generales. La idea básica al considerar  costos estrictamente 

no acotados cs penalizar filcrtcmcntc los proccsos controlados quc “cscapan a1 idhito”,  dc 

manera que la busqueda  de  políbicas 6ptimas se  puede  rest.ringir a las políticas que inducen 

comport,amicntos ‘ i ~ ~ t a b l e ~ ’ 7 .  

6.2 Criterios de optimalidad 

En lo  que  rest,a de este capítulo, silponemos  que el  modelo  de  control (X, A, ( A ( 3 : )  : x E 

X},  Q ,  C )  satisface las sigllient,es condiciones: 

es continua para cada función continua y acotada u E C a ( X ) .  

, 71.-1 



y el costo promedio espemdo (CPE) por 

, n-1 

El codo ymmedio úplimo est5 dado por 

j *  := inf in€ J ( T ,  v). 
v ‘Ir 

Para cvitar casos triviales, suponcmos gut: sc satisfxc las siguicntc condici6n. 

HG.2.2. Existe una política n-* y una dist,riluciin inicial Y* E P(X) tal que J(7r*,v*) < +m. 

Obscrvaci6n G.2.4. En la lit,erat.1u-a  t.anlbi6n se hace  referencia a la propiedad ell HG.2.l(b) 

diciendo  que Cy es u11 ~ ~ L O ~ ~ L C T L ~ O  en K. Esta propiedad tiene consecuencias muy int.eresantes y 

ha sido explotada en distintos cont,ext,os (1331, 1351, 11181, 149)). De  hecho, en 1321 se  dem1lest.ra, 

bajo los hipótesis HG.2.l y HG.2.2, que existe m a  política “est,able” p* [Definici6n 6.2.5(a)j y 

una distriluci6n inicial /A+,* que forman un par 1m’nimno. En el Teorema 6.3.1 damos una prueba 
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distinta de este resultado y, adicionalmente, mostrmos que el costo promedio óptimo se puodc 

“aproximar” por problemas descontados. En el Teorcm 6.4.1 demostramos quo si la política 

(F* adicionalmente es Harris recurrente, entonces es óptima en costo promedio por trayectorias. 

A continuacih se introducen las clases de las políticas estables y Harris recurrentes, las 

cuales juegan un papel muy importante  en el análisis de existencia de pares m’ni.limnos y politicas 

óptimas por trayectorias. 

Definición 6.2.5. Sea p una política relajada [Definición 2.3.31. 

(a) Diremos  que cp es una política cslable si existe una medida de pluhbitidud in.uurian.lc 

py, E P(X) para. la probabilidad de transición Q(.Ix,cp), i.e., 

y, ademis, 

Nos referiremos  a p, diciendo  que es una medida de probabilidad invarinnte asociada a v. 
(€1) Diremos  que ‘p es Ilunis mxumnle si existe una medida a--finita X, definida  en X tal 

que el  proceso inducido por cp es Harris recurrente [De!kicMn A.D.111, es decir, si X,( U )  > O, 
entonces 

La clase  de  las  política.. estables y la clase de las políticas Harris remrrentes se denotsrBn 

por q)h; y <I),/, rcspcct,ivamcnt,c. 

Obscrvacicin 0.2.6 Note qne si una política es csbahlc y 1 l a r r i . s  n:czmmnlc, entonces el  proceso 

de Markov asociado a  dicha política es I f a r r i s  wcumxlc  po~ i l iw)  [DefiniciGn A.D.11J. 

Obscrvacitn G.2.7. Sea ~3 E con medidad ilwarinnte asociada 11. Con cdlc~~los directos se 

muestra que J(p, 14) = j* si 4 1 0  si J(y, x) = j* p-ca..i dondequiera. 
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6.3 Existencia de  un par mínimo 

En  esta sección mostraremos que bajo las condiciones H6.2.1 y H6.2.2 existe un par mínimo 

(p*, p*), donde p* E @E y p* E P(X) es la medida invariante asociada a p* y que el costo 

promedio óptimo j *  es  “límite’‘  de  problemas  descontados. Esto último es importante, pues 

muestra otro aspect,o del “ h e n  comport,amiellt,o”  del PC0 en cost.o  promedio para costos por 

etapa cstrictamentc no acotados y la plausibilidad dc estudiar dicho  problema  por  Incdio  del 

enfoque de Aproximaciones por Problemas Descontados (ver Teorema 6.3.5) .  La existencia de 

un par ~nini~no (q*, p * )  ya fue demostrada en [33], pero el  ancilisis en est,e trabajo se  dirige hacia 

los costos promedios esperados. Explicitament,e, en esta referencia se demuestra lo sig~lient~e: 

(I) Para  cada 7r E IT y N E P(X), existe y? E +I;: t.al que 

donde pp es una medida  de probabilidad invariante asociada a y .  Por lo tanto, 

Los resultados principalcs dc csta sccci6n sc prcscntta en el Tcorcmas 6.3.1 y 6.3.5, cuyos 

enunciados reqnerieren de l a  siguiente notacih.  Para cada a E ( O ,  l), considere las fimciones 

Tcorcma 6.3.1. Suponga quc se satisfacen HG.2.1 y H6.2.2. Entonces, cxistc un  par mínimo 
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(q*, p*) ,  donde q* E y p* E P(X) es una medida de. probabilidad invariante asociada a p*. 

Adem&, 

La demostraci6n dcl Teorema 6.3.1 se prcscntarh dcspubs dc algunos rcsllltados prclilninarcs 

que  se reunen en las Observaciones 6.3.2, 6.3.3 y 6.3.4. 

Obscrvaci6n 6.3.2,.(a) Puesto que la funcibn  de costo por etapa C es  no-negat,iva,  del  Teorema 

Abelian0 A.E.5 (cf. Teorema 3.2.4) t,enemos  qlle 

- 1  M 

En particular, sc tiene que 



(1 - a)'C'a(X.,p) = (1 - a)E; 1 a"C(s,,, at) = C(s, a)$+, a)). 
t=O J, (6.10) 

(b) Del Teorema A.E.4, esiste una política relajada p y 1ma distribución  inicial p E P(X) tales 

que 

f -t  00 

Entonces, de (G.9), se concl11ye qne 

La ecuacibn (6.11) juega un papel  muy importante en  la  formnlrtci6n  del PC0  a-Descontado 

como 1111 problema  de progamaci6n linen1 (ver [34], Sect,ion 6.3). En nuestro  caso, esta 

propicdad cs clavc para la dcmost,rxicin clcl Tcorcma 6.3.1. 

Observaci6n 6.3.4. Sean -y(.) y medidas de probabilidad en P(X x A) y denot.elnos  por 

p ( - )  y /in(.) sus distribuciones  marginales,  respectivamente. Es decir, 

1 O0 



Suponga  que m(-) .% $ o ) ,  es  decir, 

para cada función  continua y acotada 2' E Ca(X X A). Entonces, 

Dcrrlostración del Tcorcma 6.3.1. Para cada N E (O, l), sean K ,  E l7 y v(l E P(X) como  en 

la Obsennción 6.3.2(b) y una wlcesibn { a . ( 7 ~ ) }  C (O, 1) convergent,e a 1 tales qlle 

lo cual implica quc 



Por los Teoremas A.C.6 y A.C.4 existe una medida de probabilidad ?*(e) E P(K) y una 

subsucesión de {m(-)}, que denotaremos de nuevo como {yn( -)} para  no complicar la notación, 

tales que 

774.) Y*(.). 

Entonces, de la selnicontinuad inferior  de C y de (6.12), se obtiene 

r I- 

La parte rcstantx dc In dcmostracibn consistc cn mostrar qllc 

(6.12) 

(6.13) 

donde 6"" E +c y /I* es una medida invariante asociada. Pam hacer esto, observe por el 

Teorema A.E.4 exist,en politicas relajadas $?(-I-), ~,,.(-l.) y dist,ribllciones  iniciales /L*( .), 11,~.( a )  

tales qlle para todo 11 X C! E E ( X  X A) : 

Ahora, por la Observación 6.3.4 y (6.12), note que las distribuciones /&,&(e)  convergen débilmente 

a p*( . ) .  Es decir, 

Por ot,ra parte, de la Observaci6n 6.3.3 y (6.11), para cada n,  E N y /I E B(X) : 

1 o2 



para  toda función E Ca(X) .  

Ahora note que para cada 'u E Cu(X), la mcesi6n 

lo cual implica que 

Es decir, p * ( . )  es una medida de probabilidad invariant,e para la probabilidad de t2ransici6n 

lo cual implica que 

C ( z , a ) y * ( d ( z , n ) )  = C(z,p*)jL*(dz) = J(p*,p*) 2 j * ,  

donde 
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Por lo tanto, de la Observación 6.3.2(a), tenemos que 

j* = J(cp*,p*) = lim (1 - cy)ma. U 
< I d  1 - 

Concluimos esta sección mostrando que bajo condiciones adecuadas se puede obt.ener por 

medio del enfoque de Aproximaciones  por Problemas Descontados m a  wlt1ciGn dc la Desigual- 

dad de Optimalidad en Costo Promedio y una politica estacionaria determinista f' E F tal que 

J ( j * , x )  = j *  Yx E x. 
Teorema 6.3.5. Snponga que se satisfacen H6.2.1 y H6.2.2.  Sea {a(n)}  C (O, 1) una sucesión 

convergente a 1 y ( y ,  p )  m a  par mínimo, donde cp E +/? y /.L E P(X) una medida invariante 

asociada. Si la funciGn 

es finit,a para cada z E X, entxmces existe j *  E F tal qne 

Y 

y note qne son no-negativas. Adem&. observe que se satisfacen las ecnaciones 

(6.18) 

(6.19) 
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D e l  Teorema 6.3.1, de  la nwnegatividad de las funciones II,,~(.) y el Lema de Fatou, al tomar 

límite inferior cuandq 72 "-f 00 en (G.20), se obtiene la desipnldad 

Por (6.21) y el Lemma 5.5 en 134, existe una política estacionaria determinista /* E F que 

satisface (6.18). Finalmenk, (6.19) se obtiene de (6.18) y In no-negatividad de /I.(.) siguiendo 

argument,os  similares a los de la demostmcih del  Teorema 3.3.3. N 

6.4 Existencia de políticas  óptimas por trayectorias 

Est.a scccihn  cont~icnc  los rcsllitados principalcs  del capit,ldo, los cuales sc ilustran cn la Scccih 

6.5 con alguu~os ejemplos de inventarias. 

Tcorcrna 6.4.1. Suponga que  se satisfacen HG.2.1 y HG.2.2. Entonces 

(a) para  cada política x E IT y distribucibn inicial Y E P(X), se cumple que 

(t)) Si la política p* E ( P p ;  en el  Teorema 6.3.1 es Harris recllrrente, entonces es óptima en costo 

promedio por trayectorias. 

Dernostraci6n clcl Tcorcma G.4.1. Primero demost,raremos que (b) es nnn  consecuencia de 

(a). Por la Observaci6n 6.3.2, el  proceso {:I:/,} inducido por v* es Harris recurrente positivo; 

entonces, por la Ley de Grandes Números para Procesos de Markos (Teorema A.D.12), para 

cada L/ E P(X) : 

Combinando lo anterior con  Teorema 6.4.l(a), se  conchlye  qne p* es 6ptima por t,rayectorias. 
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Ahora, demostraremos que (6.22) se cumple. Parra hacer esto, fije T E II , u E P(X) y 
considere la variable aleatoria 

(6.23) 

donde I,>(.) denot,a la f1111ci6n indicadora del culljunto I'. Note qtle las medidas { y t L ( . ) }  están 

conccntradas en K y que 

C(a,n)y,,(d(z, a)).  
h 

De HG.2.1(b) y la  ProposiciGn A.C.G, t.enemos q11e la s11cesi6n de medidas {?ck( . ) )  es /,m.so,; 

luego, por  el  Teorema  de Prohorov (Teorema A.C.4), existe una medida de probabilidad "yu(-) E 

P(K) y 11na sllbsllcesi6n (711,k) de { ? ~ . k )  t,al q11e 

( 0 )  converge débilmente a yw ( e ) .  (6.25) 

Entonces, de HG.2.l(a) y (6.25), se  deduce  que 

Por otra. parte, del  Teorema A.E.4, se tiene que la medida yw(.) se  puede  descomponer como 
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y“(B X 0) = cpW(Dlz)pw(dz), B X D E B(X X A), S, (6.26) 

donde (F” E 9, es decir, es una política relajada y /I“(.) E P(X). De ésto se  deduce  que 

donde 

en consecuencia, p“ es vma política esluble. Con ésto, habremos completado la de~nmtracibn, 

ya que en este caso t,endríamos qnc 

y el proceso estocástico 



Note que para cada u E U, la funci6n Lu E Cn( K) y que el proceso { Mn(u) 1 es una 

martingala con respecto a la filtración {u(h,,a,)}. Entonces, de la Ley de Grandes Números 

para Martingalas (Teorema A.E.3), se tiene que para cada u E U ,  existe U, E 3 tal  que 

p;(&) = 1 Y 

lo c11al implica q110 

(6.28) 

Para cada w E CJ, considere la sucesiGn ( 7 t ~ k )  = {7t~n:(w)} y la medida ?'"(a) colno en (6.25). 

Entonces, 

lo cual implica, por el  Teorema A.E.1, que 

(6.29) 

A si1 vez, 11sando la descomposiciGn ( G . 2 G ) ,  la relacih en (6.29) implica qlle 
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Por lo tanto,  para cada a E U, pw(.) es una medida de probabilidad invariante para Q(.l., y W )  

y, en consecuencia, (6.27) se cumple. Finalmente, para completar la demnostraci6n note que 

P;: ( U )  = 1; entonces, 

Finalizamos esta seccih present,nndo algunas consecllencias inmediatas, pero interesantes, 

del  Teorema 6.4.2 

Tcorcrna 6.4.2. Suponga  que se cumplen HG.2.1 y HG.2.2. Ent,onces: 

(a) una política n-* E l-I es 6pt)ima en costo promedio  si y s61o si es  filertemnente bptima; 

(b) si x* E ll es ópt,ima en costo promedio, entonces 

(6.30) 

( c )  j *  = inf  inf 

Dcmostraci6n del Teorema 6.4.2(a).Observe que la parte "s61o si" se obtiene directa- 

mente  de las definiciones, de manera  que sOlo falta demnost,rm  q11e si x* E ll es una política 

6ptima  en costa promedio esperado, entonces es €uert,emente óptima. Lo ant,erior se  deduce  de 

(6.22) y del  Lema  de Fatou; de  hecho, se obtiene que 

lo cual implica, por el  Teorema 6.4.l(a) de  nnevo,  que (6.30) se clvnple para  cada distribucibn 
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inicial Y E P(X). 

(c)  Esta  parte se  sigue de las  dos primeras desigualdades en (6.31). H 

6.5 Ejemplos 

Ahora, discutiremos algunos  ejemplos de inventarios con la idea de illrstrar las posibilidades 

de aplicación  del  ellfoqne desarrollado en las secciones  precedentes.  De  hecho,  en el Ejemplo 

B, se  calcula explícitamente una política estacionaria Ha Harris recurrente positiva  la  cual  es 

óptima en costo promedio por trayectorias. En [33], [Xi] y [49] se estxdian  otros ejemplos 

interesantes que  satisfacen las condiciones  de  los  Teoremas 6.4.1 y G.4.2, entre los  cuales  se 

incl~~ye el problcma  de  control para sist,cmas  lineales  con cost,os cuaclr&t,icos y pcrt,lKbaciones 

ga~~ssianns. 

En lo qne sigue, estdiarcmos 1111 sistema de inventario con capacidades de producci6n 

y al~nacena~niento infinit.as,  en el cual el  "exceso" de demanda se pierde. Denotaremos por 

y (I,/, el  nivel do invcnttnrio y la .  cant,id;d pruth~ct~o orclcnacla n In Irnidad clc pwdllcci3n, 

rcspcctivmcnte, al  iniciar o1 periodo 1. La de~nanda del producto durante el periodo /, es una 

variable aleatoria no negativa  que representaremos por 'uJL. El sistema de inventmio evoluciona 

de <acuerdo a la dinbmica 

t,o~nando valores  en el espacio X := [O, +m), mientras que las variables de control { a 6 }  toman 

valores en A := [O, +m) indepe~zdie~lt,eme~lte del  nivel de invent.ario,  es decir, A = A ( x )  b'x E X. 

Tamlié.11 s~~ponernos qne el proceso de demanda {w / , }  satisface las siguientes condiciones. 
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Observación 6.5.2. La ley de  evolución (6.32) se puede expresar equivalentemente por medio 

de la probabilidad de transicih 

Ademas, es  fácil  verificar  que 

donde u es 11na fimcion  medible.  De esto, se  observa  qne HG.5.l(a) i~nplica a HG.2.l(c). 

(b) Por otro lado, HG.5.l(b) implica  que cada política estable cp es Harris recurrente con respecto 

a la medida X ( U )  := I,j(O), I1 E B ( X ) .  En consecuencia, {O}) > O, donde I+(.) es la medida 

invariante asociada a cp. 

(c)  Especificamente, la política estacionaria 

(6.33) 

con K 2 O, es Harris recurrente positiva. De  hecho, pK(I3) := J,,(K - 111) " C ( d u ~ )  es le medida 

de probabilidad invariante asociada a Si<, 

EJEMPLO A. Suponemos  que la f1mci6n  de costo por etapa tiene la  forma sig~ient~e 

donde F ' 1  ( a )  y I;;(.) son fiu~ciones definidas en el intervalo [O, +m) que satisfacen Ins  sigl1ientes 

condiciones. 

HG. 5.3 ( a) 1;; ( . ) y 1;; ( - ) son  funciones semicontinuas inferiormente; 

(1)) exist,en  sucesiones  de  reales  positivos {:y:&} y {y:,} ylle divergen a infinito tales qne 
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Observe  que las condiciones en H6.5.3  son lo suficientemente  generales como para incluir 

problemas de inventarios en los cuales  se tiene un costo fijo por ordenar ( [6J). 

Teorema 6.5.4. Si se satisfacen H6.5.1 y H6.5.3,  entonces existe una política cp* E @ E  n 
óptima en costo promedio por trayectorias. Si además se satisfacen las condiciones del Teorema 

6.3.1, entonces existe una política estacionaria I* E F tal que J ( j * , z )  = j*  Vz E X. 

Demostración del Teorerna 6.5.4. Note que H6.5.3(a)  implica  que la función de costo en 

(6.34) satisface las condiciones H6.2.l(a)-(b).  Para colnpletar la dexnostrrrcih, de  la  Obser- 

vación  6.5.2, solamente hace falta verificar que HG.2.2  se cumple. Para lmcer  est-o,  considere la 

política en (6.33) y note qlte 

EJEMPLO B. Ahora considerarexnos 11.11 caso particnlar de (6.34), para el  cnal es posi- 

ble encontrar explicitanente 111x1, pvlíticn estacionaria cjptima por trayectorias. Tomaremos 

l;i(y) := by, y 2 O, de manera que la funcicjn (6.34) se convierte en 

(6.36) 

además, en lugar de las condiciones H6.5.3, suponemos que se  cumplen las sig1lientes. 

136.5.5 (a) /#'I (.) es convexa y acot,ada inferiorment,e; 

(1)) limy- /(',(y) = +m. 

Note  que para la eleccihn  específica  que aquí estamos considerando HG.5.5 implica H6.5.3, de 

manera que bajo las condiciones  H6.5.1 y H6.5.5,  los resultados en el Teorema  6.5.4  se clunplen. 

A continllaciGn mostraremos que una politpica de la forma (6.33) es Gptimna en costo promedio 

por tmyectorias. Defina 

(6.37) 

Obscrvaci6n 6.5.G.(a) De (6.35) y (6.37), se t,iene  que 
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i l ' ~  tal que J(p*,p*) T j * .  Por la oiObservación 6.5.2(b), tenemos que $({O)) > O Io cud 

combinado con el Teorema (Abeliano) A.E.5 y (6.38)) implica que 

j* = lim (1 - a)V,((p*,O) = lim (1 - a)Vor(0) = j* .  
u41 - u-.; - 

~ c r  10 tanto,  para demostrar la parte  (a)  es  sdiciente verificar que 

4* = L(li'*) = lim (1 - cr)Va(0) = j * .  (6.39) 
U d ¡  - 

Las ig:a!dades e11 (5.39) se oltieze c m  arpxentos similares o !os de !o demostmci6n del 

Teorema 3.4.G(a), razon por la cm1 la omithos. CI 
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garantiza quc H6.2.2 sc satisfacc. Dc hccho, cilcnlcx dircctos mucstrm que 

J ( f , z )  = S, (z*y + SZ(f2*)2 vz E x, 

donde !(e) = O .  Por lo tanto, h j o  H6.5.1 y IIS.5.9, para e! prob!ema de  inventmios con f1mci6n 

de costo (6.40) se obtienen exact,amente la.. mkmas concl1siones  del Teorema 6.5.4. 



Probicms Descontados furciona parcia!mcntc y, cxtonccs,  ofrccc unir bucna eltcrnetivir pxir 

la dctcrrinxibn tirxto dc! costo promedio óptima como  dc politicas Óptimas. Los rcsultirdos 

princ.ipalcls se ilustraron c m  pr&!em-as de irwent.arios y, en un caso especifico, se exuhlbié m a  

p d i t i c ~  cc,txionar:ir optima por traycctoriirs. . ,  



Capít u10 7 

Conclusiones y Problemas Abiertos 

En este trabajo se estudiaron procesos  de Markov controlados en  espacios  de Dore¿ y coslo.s 

no-acoledos con respecto a los  siguientes criterios (de  optimalidad) n.o-ctc:.scon.ladm.s: criterio en 

costo promedio (esperado), criterio en costo promedio por trayectorias, políticas fuertemente 

Gptimas (en costo promedio), opt,ilnalidnd  en el sentido de Flynn, políticas dominantees y fnerte- 

mente dominantes, criterio en costo de oportunidad, criterio de Dutta y optimalidad en  sesgo. 

Se proporcionaron colxliciones  snficientes para la existencia de políticas estacionarias óptimas 

con respecto a cada uno de estos criterios (excepto para polílticas fuertemente dominantes), se 

establecieron algunas relaciones entre ellos y los resultados obtenidos se ilustraron con prolle- 

mas  de control en sislemas de invenl;arios. 

Para abordar los distintm problemas planteados se 11saro11 los siguienlaes  enfoques o mktodos: 

a) Aproximaciones  por Problemas Descontados (APD), b) Amciones de Lyaplmov (FL) ; c) 

Algoritmo  de Iteración de Políticas (AIP); d) Método  de  Momentos (MM) [ o funciones estric- 

tamente nc+acot,adm]. Estos enfoques, si  bien es cierto que  son  dist,int,os, son complementarios. 

Por ejemplo, en el Capítulo 4, se usaron los tres primeros  en  forma combinada para obtener una 

solución  de la Ecuaci6n de Optimalidad en Costo Promedio y en el Ejemplo B de la Sección 6.5 

se hizo una combinaci6n “parcial” del enfoque APD con el h‘létodo de  Momentos pars calcll- 

lar exylicitmnente una política estacionaria 6ptima por trayectorias (cf. Teorema 6.3.5). Una 

posibilidad  más sería combinar  los métodos de F’unciones de Lyapunov y de  Momentos ( e.g., el 

ejemplo  de la SecciGn 4.6 tambíen satisface l a s  condiciones  del  Teorema (3.4.2 el cual g,arant,iza 

la existencia de políticas 6ptimas en costo promedio por trayectorias). Lo nnt,erior  Sub‘  .lere un 
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buen número de problemas, interesantes desde nuestro punto de vista, que  no  se abordaron  en 

este trabajo y que se describen  brevemente en la sección siguiente. 

7.1 Problemas  Abiertos 

A. Aproximaciones por Problemas Descontados y Costos Estrictarnerlte No Aco- 

tados. 

Como se ha  mencionado reiteradamente, el enfoqlle de Aproximaciones por Problemas De- 

scontados se ha estudiado int,ensament,e en los  íllt,imos aííos y se ha mostIrado qlle  puede aday  

tarse a cont,extos  muy  generales.  Sin  embargo,  sil  flexibilidad se debe a qlle  impone  condiciones 

sobre “cant,idades derivadas”, no sobre los objetos bhsicos  del  modelo  de  cont,rol, lo c~lal repre- 

senta una desvent,aja ya que, en  general, res11lt.a  difícil  verificar si t,ales  condiciones  se  sat.isfacen 

en problemas específicos. 

Colljeturamos que para el caso  de cost,os estrictamente no acotadus, las condiciones para 

que fluxione el enfoqne APD deben tomar 11na forma  mllcho  más  simple  qlle las usadas en la 

literatlira act,Ilal.  De  hecho,  en los Teoremas 6.3.1 y 6.3.5 evidencian fim%elnent,e qlle esto es 

fact;iblc. 

13. Funciones dc Lyapunov y Algoritmos clc Aproxirnaci6n. 

Lus cvq~~e~n;rs tlc? aproxiIrlnc:ii,ll lr l i is  i lrrpxt.ant.c*s 1 ) a w  c l  p 1 d h 3 n a  C’II cost.u p r o l n e t l i o  $011 

el Algortimo de Iteraci6n de Valores ( A N )  y el Algoritmo  de Iteracih de Políticias (AIP). 

Hasta donde conocemos, para procesos  de  Markov controlados en espacios de Bore1 y costos 

no acotados, la convergencia  del  AIV scilo se  ha demostrado en \ U J ,  [29], y la convergencia  del 

AIP s6lo se ha obtenido en 1351, [49]. 

13.1 El tipo de condiciones que se usan e n  1541, [29j son bastante diferent,es, pero en ambos 

t,rabajos se apoyan fuertemente en el  Teorema  de  Ascoli-Arzelá ([64j, p. 169, Theorem 40) y, 

ent,onces,  requieren la equicontinuidad de  las  funciones aproxi~nant~es la cual es nna condici6n 

muy restrictiva y difícil de verificar. 

En el  Lema 5.3.5 y la Observacibn 5.3.6, bajo las  condiciones H4.3.1, H4.3.2 y 134.3.8, se 

muestra que existe una fuerte relacicin entre la convergencia  del A N  y el costo de oportunidad 

para las políticas est,acionarias Gptimas en costo promedio. Más precisamente, se lnllest,ra  qlle 



el A N  converge si y &lo si para cada política f E F óptima  en costo promedio existe un& 

constante kf tal que 

Esta eq11ivalencia,  int,eresant.e por si ~nis~na, mlgiere 1111 esqle~na alt,ernat,ivo nl liso  del Te+ 

rema de  Ascoli-Arzelá para mostrar la convergencia  del AIS. 

B.2. En [35], se demuestxa  que el AIP converge bajo dos conjunt.os  de  condiciones. En el primero 

de  ellos, hacen nso del las condiciones  H4.3.1,  H4.3.2 y H4.3.8 y, en el segundo, suponen que 

la fllncih de costo es est,rict,a.mente no-acotada (en ambos casos, bajo condiciones adicionales). 

Por otra parte, en 149j se obtiene la convergencia  del ATP usando una condición de Lyapunov 

menos  restxictiva  qlle H4.3.2, pero suponc quc la  f1ulciGn de costo ex est,ricta~ncnte no acotada. 

En el Teorema 5.3.4 mostramos que l a s  condiciones H4.3.1, H4.3.2 y H4.3.8 garantizan 

la existencia de m a  política D u t h  cjpt.i~na en la clase de las polítkas estacionarias, y en el 

Teorema 5.3.7 mostramos que  las  afirmaciones “1 es DIli,ta 6pi;ima”, “1 es Gptima en sesgo”, 

“ 1 es cjptima  en costo de  oport,1midad” y “S es dominante”, son eqllivalentes. Un  problema 

int8eresa11t,e es proporcionar condiciones pars cy1e el ALV converja e ident,ifiqlle a lma .  polít.ica 

Dut.ta bptima. Al parecer, esto sdo  se ha demostrado para el caso  de  espacios finitos en [SO]. 

C. Funciones tlc Lyapurlov y Anr-ilisis por ‘I’raycctorixs. 

En [50], Theorem 17.01, p. 411, se lnllestm que la condici6n H4.3.2 garantiza que la Ley de 

Grandes Nl‘íneros,  el Teorema del Lí~nit~e Ce11t~ra.l y la Ley del Logaritlno Iterado se cmnplen 

pars los  procesos controlados inducidos por las polít.icas estacionarias. Esto sugiere,  por una 

parte, l a  posibilidad  de obtener versiones por tra.yect,orias de los Teoremas 3.5.2, 5.3.3 y 5.3.7 

y, por otra, versiones “adec~~adas” de los Teoremas del Límite Centml y del Logarit.nw It.erado 

para procesos  cont,rolndos en espacios  de  Borel. RRsnltados de est.e t,ipo se han olt.enido en [47J 

para. el caso de espacios finitos y en 12) para espacios  de  Borel y cost,os  acot,ados. 
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D. Optirnalidad por Traycctorias para Procesos Scmi-Markovianos. 

El anilisis realizado recientemente en [5] y [46] muestran qlle es pausible extender los resul- 

tados principales  de los Capítulos 4, 5 y 6 a. procesos semi-marltovianos controlados en espacios 

de Bore1 y costos nwwot.ados. 
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Apéndice A 

Notación 

Para un espacio  t,opol6gico ( X ,  7) ,  usarelnos la siglrient,e  notacibn: 

o A4 ( X  ) es la clase  de las fimciones  (Borel-)  Inedibles ?L : X -+ R. 

0 Si d es una métrica en X consist,ent,e  con  la  t,opología 7, entonces Z&(X) denotará espacio 

de  las  funciones  1miformement.e  continlms  con  respecto a la métrica d y la topología  relat,iva 

del espacio  de  Banach (:,(X ). 
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Apéndice B 

Multifunciones y Teoremas de 

Selección 

Definici6n A.B.l .  Scan X y A espacios  de  Borel. 

(a) Una muZtifunción g’ de X a .4, es una función tal  que @(x) es un subcolljunto no  vacio  de 

A para cada z E X. La grrijlica dc ‘3 es el slllcomljunt,o dc X x A dcfinido por 

(h) 9 es J~oreZ-rnediDZe si Gr((1~) es un co~lj~mto de  Borel  de X x A. 

(c) 11’ es semicontinua  superiormente si {x E X : GJ(z) c G) es un conjunto abierto en X para 

cada subconjunto abierto G de A .  

Definición A.B.2. Sea 9 una mnultifuncidn  Borel medible de X a A. Una f~rucidn medible 

f : X --+ A es 1111 .scZcct.or rn,ediOZe de Q, s i  f(x) E ik(:c) para cada :x; E X. L a  familia  de los 

selectores  medible  se denotara por F. 

Sea 9 una multifunción  Borel  medible. Para cada funcibn  medible ‘u : Gr(Q) --f R se define 

, L J * ( I C )  := inf ‘u(2,n). 
U€*(Z) 

Teorema A.B.3.( Teorem.a de SeZeccidn) Suponga que tli es 11na mnult~if1~nci611 Borel  medible 
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de X a A tal que lP(z) es un subconjunto compacto para  cada z f X. Si v(z, a)  es una función 

semicontinua inferiormente en Gr(Q) para  cada x E X ,  entonces existe un selector  medible 

f *  E F tal que 

o(x, ! * (x ) )  = o*(x) = min ?](x, a) Vx E X. 
fL€Q(Z) 

y u* es  medible. 

Definición A.B.4. Sea Q' una multifunción Bore1 medible  de X a A. Una función o es compacla 

inferiorrnente en GT( Q) si { a  E Q(x)  : v (x ,  a )  5 r.} es 1111 suconjllnto conqmcto, para  cada x E X 

y r . E R .  

y ZI* es medible. 

Demostracibn. Para la demost,ración  de los Teoremas A.B.3 y A.B.5, ver 13/41 (Propositions 

D.5 y D.6, p. 182-183). 
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Apéndice C 

Convergencia de Medidas de 

Probabilidad 

Sea X un espacio métrico. Denotamos por P(X) la falnilia de medidas de probabilidad en X. 
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(a) Si P es  tensa,  entonces es secuencialmente  pre-compacta. 

(b) Suponga  que X es separable y completo. Si P es secuencidmente  compacta,  entonces  es 

tensa. 

DemostraciBn. Ver [8] (Theorems 6.1, 6.2, p. 37). 

Dcfinición A.C.5. Una funcih II E M , - ( X )  es un nr.omenl.o en X si existe lnm srlcesi611 no 

decreciente de compactos X,, 1 X tal  que 

I140 
lim inf{v(z) : z Xn.} = +OO. 

entonces P es tensa. 

Dcmostracibn. El resdtado es consecuencia  inmediata  de las definiciones. 



Apéndice D 

Procesos de Markov 

Consideraremos proceso de Markov en tie~npo discret,o { x L }  con valores en ILII espacio  de 

Bore1 X y probabilidad de t#ransicibn P ( H ] x ) ,  x E X y B E B ( X ) .  Lrrs probabilidades de 

transición en 12.-pasos se dehen  recursivamente  en la forma sig~ente.  Para cada z E X y 

u E B ( X )  : 

Por el Teorema  de  Ionescu-Thlcea ( 111, Theorem 2.7.2, p. log), para  cada medida de 

probabilidad v en (X, B ( X ) )  existe m a  medida de probabilidad P U  definida  en  el  espacio mned- 

ible (R, F) ,  donde fl := X" y 3 es la cr-álgebra producto correspondientre, que satisface las 

siguientes propiedades: para  cada 13 E B ( X ) ,  x E X, l., X: E No, 

Piu denot,ará la operación de esperanza con  respect,o a la medida de probabilidad f>u. Si 

v (B)  = I~j(z), ,!I E B ( X ) ,  para z E X fijo7 se escribirá Px y E x  en lugar de E,, y P V ,  

respectivamente. 
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Definición A.D.l. Sea cp una medida a--finita en ( X , B ( X ) ) .  El proceso de Markov {Q} es 

cp-irreducible si para cada x E X y B E B ( X ) ,  con cp(B) > O, existe un natural 72 tal que 

P ( R ) x )  > O. En este caso, también se dice  qlle la medida cp es una medida  de irreducibilidad 

para el  proceso {xt}. 

Observación A.D.2. Es fácil  verificar  que  si {xt} es y-irreducible y cp' << y, entonces también 

es  cp'-irreducible. 

Definición A.D.3. Una medida a-finita @ en ( X , B ( X ) )  es una medida máxima de irre- 

ducibilidnd para el proceso {xt,) si cualquier otra medida de irreducibilidad cp es ahso¿utnm.en.l.e 

c o ~ r l i n w  ~ 0 7 1 .  rc:.sp(:c':lo (4 $, es decir, cp << .lb. 

Tcorcrrla A.D.4. Suponga qlle el proceso {x,.} es p"rred1lcible.  Ent;onces, existe 11na medida 

mjxima de irreducibilidad I/). 

B ' ( X )  : = {/I E B ( X )  : $(/I) > O}) 

donde ?/I es una medida  máxima de irredncililidad. 

Tcorcrna A.D.5. Suponga  que el proceso { x / , }  es cp-irredldlle. Ent,onces existe 111. E N, S,, E 

M . " ( X )  y nna medida no negativa vm en ( X , B ( X ) )  tales que 

Dcmostración. Ver [55] ( Theorem 2.1, p. 16). 

Definición A.D.G. Suponga  que el  proceso {xt} es cp-irreducible y defina 



A d se le llama el periodo del  proceso {Q). Si d = 1 se  dice  que  el  proceso  es o,periódico; en 

caso contrario se  dice  que el proceso  es periódico. 

DefiniciGn A.D.7. El proceso {q,} es Hamk recumn.2e si es 9-irreducible y 

Definición A.D.8. Una medida g-finits p en (X,B(X)) es una medida inva7ia,nle para el 

proceso {Q} si 

Observaci6n A.D.D. Suponga  que {xt} es p-irreducible y 11 es una medida  illrrwiante. 

Entonces, 

(a) 9 << /1; 

(11) p es m a  medida  máxima  de irreducibilidad. 

Note  que (b) se sigue de (a), considerando ?I/ en lugar de p. Para demostrar (a), defina 

y note que 

AdemBs, cp( 11) > O implica  que K r  ( U l x )  > O Vx E X; ent,onces, p (  [I) > O. Por lo tanto cp << p .  

Teorema A.D.lO. Si {x,.} es Harris rec~lrrent~e, entonces existe m a  medida invariante p ,  la 

cual es única excepto por constantes 1n1dt.iplicativr. 

2 

DcmostraciGn. Ver [SO] ( Theorem 10.0.1, p. 230) 

DefiniciGn A.D.ll .  El proceso (xt} es flarris (recurrcn,te) posz‘tt~~o si es Harris recurrente y 

admite una medida invariante finita /L. Note que si p ( X )  = 1, entonces j.1 es la íulica  medida 

(de probabilidad) invariante. 
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Definición A.D.12. (Ley de Grandes Nzim.eros pam Procesos de Markov). Suponga que el 

proceso (q} es Harris  positivo con medida de probabilidad invariante p. Entonces 

para cada 20 = x y u E M ( X )  tal que lu(y)/p(dy) < +m. 

Demostracitn. Ver [50] ( Theorem 17.0.1, p. 411). 
S, 

Para cada distribucicin  de  probabilidad a = {an}  en No, se define 

Dcfinici6n A.D.13. Una probabilidad  de  transicicin 'f'( / l lx) ,  LC E X y I )  E B ( X ) ,  es luxa 

componente continua de K,(.(.) si 

(ii) 7'(  f31.) es semicont,in~~t inferiormente para cada !? E B ( X ) .  

DcfirliciGrl A.D.15. Sea (I = (a,,,} una dist,ribuciGn de probabilidad y v una medida en 

(X, B ( X ) )  tal que .(X) 5 1. Un conjunto l? E B ( X )  es (u-) p e M e  si 

Tcorcma A.D.IG(a). Si cada subcollj~ult,o conzpach de S es pet,ite, entollces {x;( es 1111 

T-proceso; 

(I)) Si {x,,} es un  T-proceso  cp-irreducible,  entonces cada snbcor1.j1mt,o compacto de X es petite. 

Dcmostraci6n. Ver 1501 (Theorem 6.2.5, p. 134). 
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Teorema A.D.17. Si para cada x E X existe una distribucibn de probabilidad u, = {u:} 

tal que Kaz(-l.) admite un componente continua T,(-l.) tal que T,(X[z) > O para cada x E X, 

entonces {q) es un T-proceso. 

Dernostraci6n. Ver [50] (Proposition 6.2.4, p. 134). 
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Apéndice E 

Miscelánea 

Aproximación dc hncioncs Continuas 

Tcwrema A.E.l. Sea (X, I) un espacio topológico separable. Suponga que existe una métrica 

d en X consistente con la topología 7. Entonces existe una métrica d* en X (consistent,e  con 

T ) tal que: 

(a) el subespacio Ud* (Y) es separable; 

(b) para cada v E C b ( Y ) ,  existen sucesiones {uTL} y {7&} en Ud+(Y)  tal qtle u,,, r 'u y u : ,  171.  

DemostraciBn. Ver [7] (Proposit,ion 7.2, Corollary 7.6.1, Proposition 7.9, Lemma 7.7, p. 106, 

113,  116, 125). 

Sea (a, F, P )  un espacio de probabilidad y {FL : 1 E No} una fillmcio'n, en .F) es decir, una 

sucesión  creciente  de sub n-álgebras de F. 

DefiniciBn A.E.2. Sea { M , , }  una sucesi6n  de  variables aleatorias definidas en (a, 3, P ) .  

(a) Se dice que { M t }  es una sucesi6n adoptada a la filtraciGn .F = {F t ) )  si M t  es Fl-medible 

para  cada 1 E No. 

(b) {Aft}  es una T-martin.ga¿n si  es adaptada y Ir/[nil ,~+, I&] = M t )  para  cada t E No. 

Teorema A.E.3. (Ley de Grandes Númems para MarLin,qnZas). Sea {Mt) una martingala tal 

que 
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1 
lim -A& = O P - casi seguramente. 
t"rco I, 

Demostración. Ver [71] (Corollary 2, p. 471). 

Descomposición de Medidas 

Tcwrcma A.E.4. Sean X y A espacios de Bore1 y y E P(X x A ) .  Entonces, 

donde cp( . l . )  es una probabilidad de transicicin de X a A y p E P(X). 

Demostración. Ver [7] (Corollary  7.27.2, p. 139). 

Tcorcrrla A.E.5. Sea {Q} una sucesión de nibneros no-negativos. Entonces 
, n.-1 O0 

00 n-1 
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