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Capitulo 1

Introduccion

Usualmente se supone en la Fisica que el espacio-tiempo es de naturaleza continua. Si
bien la Mecdnica Cuéntica ha liberado a la Fisica de la restricciéon de continuidad so-
bre algunas de sus observables, la idea de continuidad en el espacio y en el tiempo se
mantiene por consenso. Sin embargo, esto no ha impedido que desde los inicios de la
Mecénica Cudntica se investigue en direcciones diferentes con la esperanza de eliminar
ciertas divergencias (y sus renormalizaciones) que ocurren en la teorfa cuantica de cam-
pos. A grandes rasgos, es posible clasificar en dos grandes grupos el trabajo publicado
sobre este problema: uno, que trata de obtener una discretizacion del espacio-tiempo a
partir de primeros principios, es decir, mediante la definicién de operadores concernientes
con las variables correspondientes y otro, que parte en principio de una malla (lattice)
del espacio—tiempo y desarrollan una teoria discreta en estos términos (dentro de este
grupo podemos situar al presente trabajo). Snyder [48], Pauli [44], Wigner [53], Yukawa
[55], Bergmann y Brunning [3], Pirani y Schild [45], Dirac [21] y de Witt y De Witt [54],
se cuentan entre los pioneros que estudiaron directa o indirectamente el problema de la
cuantizacién del espacio-tiempo y abrieron nuevos problemas relacionados al tema. Si
bien es frecuente encontrar en la literatura que las referencias a los primeros trabajos
sobre cuantizacién del espacio-tiempo comienzan en [48], en realidad hay trabajos ante-
riores al de Snyder: en [51] se encuentra una referencia a M. Markov, Journ. of Phys.
USSR 2 (1940) 453, en [47] se encuentran citados otros articulos anteriores y en [29] se
encuentra una extensa bibliografia (més de 300 referencias) sobre el problema general
de la estructura del espacio-tiempo a pequefia escala (que engloba a la discretizacién) y
las diferentes maneras de manejarlo, asi como las conexiones que hay entre las distintas
técnicas de acercamiento al problema.

Snyder da al tiempo (y a la posicién) el cardcter de operador y supone que los espectros
de estos operadores (no necesariamente continuos) son invariantes de Lorentz y obtiene
que para la posicién, éstos consisten en un conjunto de valores discretos miiltiplos de un
valor fundamental (cuanto de longitud) mientras que para el tiempo obtiene un espectro
continuo al igual que para el impulso. Pauli establece una equivalencia entre las variables
de este problema y las coordenadas en un espacio de De Sitter. Un hecho importante
que se destaca en el trabajo de Snyder, es que los conmutadores de variables conjugadas



en el espacio—tiempo no conmutan candénicamente, hecho que no se contrapone con las
ecuaciones de movimiento, como Wigner muestra en [53].

A partir de entonces la literatura cientifica sobre este problema se ha visto engrosada por
muchas otras contribuciones (ver [29]) de las que sélo referimos algunas mds [51], [26],
[33], [39], [6], [27], [7], [28], ¥ [62]. Entre éstas, llama la atencién que se ha tratado de de-
terminar una cota para el posible cuanto de longitud en base a resultados experimentales
6].

Ek]pesar de la gran cantidad de trabajo en esta direccién, atin no ha sido posible desarrollar
una teoria discreta adecuada. Estos modelos presentan siempre algin aspecto que hace
dificil que la teoria subyacente se acepte en general, por ejemplo, el trabajo de Snyder
y otros ([48], [7]) predice un espacio discreto, un cuanto de longitud, pero un impulso y
tiempo continuos y esto rompe la reciprocidad que se espera en las variables. Ademads,
como ya lo dijimos, predice para la posicién eigenvalores multiplos de una unidad fun-
damental que si bien se encuentra dentro de la posibilidad de que sea asi (ver [28]), da
lugar a que la estructura del espacio sea regular (lattice), lo cual es un caso particular
de otro tipo de estructuras mas complejas, posibles y ttiles; sobre todo considerando la
posibilidad de un modelo para la gravedad cuantica. Otros acercamientos al problema
(|39}, [27]) consideran puntos de espacio-tiempo no necesariamente equiespaciados, pero
ademés de partir de las leyes establecidas y tomar a priori como aproximacion los resulta-
dos en su modelo discreto (obtenidos por simple colocacién y aproximacién de integrales
por sumas) recurren a un promedio (ver también [26]) sobre las distancias debido a la
complejidad del anélisis para hacer calculos, sin que la manera de seleccionar los puntos
discretos quede clara. Més recientemente han aparecido otros acercamientos al problema,
ver por ejemplo [33] y [52] produciendo discretizaciones del espacio y de los impulsos libres
de los problemas inherentes al modelo de Snyder en mallas irregulares, pero que dejan a
un lado el problema de discretizacién temporal. En [36] y [35] se usa una malla regular
en el plano x — —t para discretizar la ecuacién de Dirac y obtener que la solucién de
la ecuacién discreta puede reescirbirse como el propagador que se obtiene en en modelo
de ajedrez de Feynman [25]. Sobre otros modelos discretos de espacio-tiempo y otros
acercamientos al problema puede consultarse la revisién referida previamente [29] que da
un panorama general del problema y de los intentos para resolverlo.

Asi, la falta de un consenso sobre la discretizacién del espacio-tiempo permite proponer
otros caminos y hace deseable disponer de un modelo de discretizacion tanto en la posicién
como el tiempo, libre de las dificultades ya mencionadas.

En trabajos desarrollados desde hace una decena de afios ([13], [14] y [15]), se ha intenta-
do establecer las bases de una formulacién de la Mecanica Cuéntica ordinaria en espacios
lineales de dimensién finita, proyectando ortogonalmente los operadores correspondientes
a un conjunto completo de observables compatibles sobre alguna base (truncada) de fun-
ciones del espacio de estados. Asi, al proyectar dichos operadores sobre estos subespacios
de dimensién finita y reconstruir los restantes siguiendo las relaciones entre éstos y los
del conjunto completo compatible, se obtiene un espectro discreto para cada uno. Ya que
la proyeccién no toma en cuenta a todas las componentes del espacio de estados, es de
esperarse que esta técnica reproduzca en forma aproximada las soluciones de problemas



cuanticos continuos y en este sentido puede tomarse como un método de aproximacion.
La aproximacién lograda puede ser numérica o analitica, segin se resuelva el problema
finito mediante métodos computacionales o con métodos de la teoria de la aproximacion.
En este punto podria parecer que esta técnica de discretizacién fuera incapaz de apro-
ximar soluciones cuyo espectro sea continuo, ya que genera matrices de dimensién finita
como representaciones de las observables clanticas, sin embargo, a lo largo de este tra-
bajo tendremos ocasién de mostrar que esto no es asi, es decir, que el espectro de estas
matrices pueden aproximar al espectro continuo que tienen algunas observables, y que
esta técnica es méas que un método numeérico ya que las relaciones de conmutacion entre
la posicién y el impulso y las del impulso angular adoptan en el espacio de proyeccién las
formas candnicas bien conocidas siempre que se restrinja en cierta forma el dominio de
aplicacién de los operadores discretos, afianzando asi la construccién de una formulacién
de la Mecénica Cuéntica en espacios lineales de dimension finita. Sin embargo, no es tanto
en la Mecdnica Cudntica ordinaria donde se deben investigar las consecuencias de esta
formulacién como en la Teoria Cuéntica Relativista, por ser ésta una teoria mas completa,
sobre todo si parte del interés a futuro es tener un acercamiento a Gravedad Cuéntica,
ya que como se menciona en [29], es sélo cuando se trata de incluir gravedad en Teorfa
Cuéantica de Campos que se encuentra una razon sélida para creer en un espacio—tiempo
discreto. Sin una motivacidn fisica, esta formulacién no pasa de ser una curiosidad ma-
tematica.

Como ejemplo de que este método no sélo obtiene resultados numéricos, sino que puede
dar explicaciones alternativas de ciertos fenémenos en algunos problemas cuénticos pode-
mos citar la referencia [15], en donde la aparente doble solucién para las eigenfunciones del
hamiltoniano del oscilador para-Bose obtenidas por Ohnuki y Kamefuchi ([43]) se explica
como la dependencia de la tinica solucién en la paridad (par o impar) del nimero que
define la dimensién del espacio de proyeccion, sin recurrir a las reglas de superseleccién
dadas en ([43]) o a la separacién del dominio del operador de impulso dada en [42].

El propdsito del presente trabajo ya lo hemos dejado entrever en los dltimos parrafos:
presentar una técnica de proyeccién para la mecanica cuantica ordinaria y para la rela-
tivista, que produce representaciones matriciales de dimensién finita para las observables
cuanticas, valores discretos para las coordenadas del espacio-tiempo y ecuaciones matri-
ciales a resolver para las ecuaciones de onda, y que mantiene (restringiendo el dominio de
aplicacién) las formas canénicas de conmutacién entre las componentes de la posicién y
del impulso lineal, asi como las correspondientes a las componentes del impulso angular.
Dividiremos en tres partes este trabajo. En la primera (Capitulos 2 y 3) daremos un
resumen de la técnica de discretizacion para problemas unidimensionales lineales o angu-
lares. Discutiremos la aplicacién de una transformada de Fourier discreta y extenderemos
el método a problemas multidimensionales, particularmente en coordenadas cartesianas
y esféricas. Mostraremos que las representaciones de las componentes del impulso lineal
y angular en el espacio discreto conservan las mismas relaciones a las derivadas parciales
discretas que tienen en el caso continuo. Asi mismo mostraremos que los conmutadores
de estas componentes también mantienen las formas usuales en ciertos subespacios del
espacio de proyeccién. En el Capitulo 4 trataremos el importante caso del dtomo de




Hidrégeno dentro de este contexto de discretizacién con dos subcasos. En uno trataremos
el problema de la estructura fina del Hidrégeno y aplicaremos el método de discretiza-
cién como un método numérico de solucion. El otro caso sera el problema de un campo
magnético uniforme de intensidad arbitraria. Finalmente, en el Capitulo 5 estudiaremos
las ecuaciones de Klein—Gordon y de Dirac dentro de este contexto discreto y obtendremos
sus propagadores. La soluciéon discreta de la ecuacion de Dirac podremos reescribirla en la
forma dada por el "modelo de ajedrez” de Feynman descrito en su trabajo sobre integrales
de trayectoria [25].




Capitulo 2

Discretizacion de las reglas cuanticas

2.1 Discretizacidon en una variable

En esta seccién haremos un resumen del método en que nos basaremos para discretizar
las ecuaciones de onda y, de manera indirecta, al espacio y al tiempo. Este método
puede verse como una proyeccién ortogonal del conjunto de funciones a que pertenece
la solucién de una ecuacién diferencial con ciertas condiciones a la frontera dadas, sobre
subespacios de funciones més simples (método de Galerkin). Las bases de esta técnica
son fundamentalmente dos (ver por ejemplo [8]):

1. La suposicién de que la funcién de onda ¥(zx) puede escribirse o aproximarse en la
forma ¥(z) = v(z)f(z), donde y(x) es una funcién que lleva las condiciones a la
frontera asi como la parte no lisa de la solucién, y f(z) es un polinomio. Como
ejemplos, tenemos al oscilador arménico y al 4tomo de hidrégeno entre otros.

2. El uso de una representacién matricial finita de la derivada d/dz obtenida (prime-
ramente por F. Calogero y M. Bruschi [9]) a través de interpolacién lagrangiana y
que produce resultados exactos para funciones polinomiales.

Este método ha sido aplicado a problemas de valores a la frontera singulares y no lineales
en una dimensién [19], produciendo soluciones convergentes con un nimero reducido de
nodos y con una férmula aproximada para el error.

Consideremos la ecuacién de Schrédinger

—U"(z)+ 2V (2)¥(z) = 2E¥(z), a <z <b, (2.1)

escrita en alglin sistema de unidades adecuado y con las condiciones usuales V(a) =
U(b) = 0. La substitucién

V(z) = v(z)f(x) (2.2)
en (2.1) produce la ecuacién diferencial
—f"(z) = r(z)f'(x) + a¢(2)f () = 2Ef (), (2.3)




donde r(x) = 2v'(z)/v(z) ¥ a(z) = 2V (z) — v"(z)/v(z). Obsérvese que el potencial
V(z) determina el tipo de singularidad existente en alguno (o ambos) de los extremos
del intervalo (a,b) para el problema diferencial (2.3) y esto a su vez determina el tipo
de funcién ~(z) a usar (piénsese por ejemplo en una singularidad regular y las potencias
caracteristicas). Es decir, el potencial determina en parte a la funcién y(x). En la medida
en que f(z) pueda aproximarse por un polinomio, los vectores N-dimensionales f (&),
f© = f, formados con las k-ésimas derivadas de f(z) evaluadas en los nodos, i.e, de
clementos f®*)(z;) (con k < N), pueden escribirse como

donde D, es la matriz N x N
D.=QD.Q™', D,=D°+d (2.5)
con
0, =7,
1
Dgi': d,":d," I”——, iaj:]ﬂz""’Nv (26
Do)y _ . i, ’ J;(xi_fﬂl) )
(zi — z5)

y e’} es el error asociado a f®(z). Aqui, 3 siginifica la suma sobre ! # iy @ es una matriz
diagonal que lleva a lo largo de su diagonal principal las derivadas p'(z;) del polinomio

N
p(z) = H(fc —~ Tg). (2.7)
k=1

Si f(z) es un elemento de my_;(z), €l espacio de polinomios de grado N — 1 a lo mas,
la férmula (2.4) tiene error cero, es decir, produce resultados exactos, ya que la forma
funcional de cualquier polinomio perteneciente a mx_1(z) puede recobrarse a partir de una
N-ada de sus valores a través de una interpolacién lagrangiana (ver [10]). Esto significa
que cualquier problema diferencial cerrado en mn_1(z), puede resolverse también como
un problema matricial de dimensién finita produciendo la misma solucién.
Si f(z) no es un polinomio, pero es suficientemente diferenciable (para escribirse en una
serie de Taylor, por ejemplo), la substitucién de D, por d/dz en (2.3), producira resultados
convergentes en la medida que los coeficientes ¢, de la serie de Taylor que defina a f(x)
se aproximen a cero para n grande (para que f(z) pueda aproximarse por un polinomio).
En esto radica el cardcter de proyeccion de este método y en el apéndice C se da una
demostracién de la convergencia de este esquema de derivacion a N puntos.
Para obtener la forma discreta de (2.3), se substituye d/dz por D, y la variable & por
X, la matriz diagonal que lleva los puntos z;, j = 1,2,---, N, a lo largo de su diagonal
principal, para obtener B B

[—(D.)* — RD, + Q|f* = 2E* f*, (2.8)
donde E* y f* son aproximaciones al eigenvalor exacto E y al vector cuyos elementos son
los valores exactos de f(z) en los nodos. Ry @ son matrices diagonales cuyas diagonales
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principales llevan los valores r(z;) y ¢(z;), 5 = 1,2,---, N, respectivamente. Para que
este método de discretizacién pueda tener confiabilidad, debe proyectar un problema
diferencial hermitiano a un problema matricial también hermitiano (o con eigenvalores
reales). No es dificil mostrar que si se satisface la igualdad entre la diagonal de D, y la
matriz R )

la matriz de (2.8), —(D,)? — RD, + @ resulta ser simétrica (salvo por una transformacién
de similitud) y por lo tanto tiene eigenvalores reales. La ecuacién (2.9) puede reescribirse
en términos de y(z)

S bl ),
IZ::I (z; — z) ~ 79 (z;) = ¥(z;)’ j=12,---,N. (2.10)

Esta condicién es en realidad un conjunto de N ecuaciones no lineales cuya solucién existe
en (a,b), y es tnica si y(a) = y(b) = 0 y logy(z) es una funcién céncava (ver [46]). El
intervalo que se esté considerando puede ser finito o infinito. Puesto que v(z) se anula
en los extremos, W(z) satisface las condiciones requeridas por la Mecdnica Cudntica. La
solucién de (2.10) consiste en un conjunto de nodos zj, con a < ;3 < zg < -+ < Ty < b
y cuya disposicién en el eje real depende obviamente de la forma funcional de y(z). Ya
que esta funcién incluye informacion del potencial a través de la ecuacién diferencial, es
el potencial el que determina la posicién de los nodos en la recta. De manera anéloga a la
discretizaciéon de la energia, en donde interviene también el potencial, podemos interpretar
a las diferencias de puntos adyacentes €; = z;41 — z; como cuantos de longitud. En este
sentido, el método presentado, aunque aparentemente numérico, puede interpretarse como
un método de discretizacién espacial.

Es posible modificar esta técnica y hacerla un poco méas simple. Consideremos que en
(2.2) f(z) es un polinomio de grado menor que N. Entonces

V'(z5) = v(z;)[f (25) + (¥ () /7(25)) f (25)]. (2.11)

Si denotamos por ¥/, f’' vy f los vectores formados con los valores de las funciones co-
rrespondientes evaluadas en los nodos y tomamos en cuenta (2.5) esta expresién toma la
forma

V' =G(f' - df) = GRDQ™, (2.12)

donde d estd dada por (2.6) y G es una matriz diagonal con entradas v(z;) a lo largo de
su diagonal principal. Por lo tanto,

v = DOV, (2.13)
donde 3
D0 =5,D8S! (2.14)
y
Se = GQ. (2.15)




Asi vemos que la matriz antisimétrica D2, construida con los nodos obtenidos a partir
de (2.10) [salvo la transformacién de similitud dada en (2.14)], es una representacién
matricial finita de la derivada d/dz en el espacio de funciones de la forma (2.2), con f(z)
polinomio de grado menor que N. Esto conduce a proponer la simple substitucién de
D? directamente en (2.1), sin pasar por las substituciones (2.2) y (2.5), para obtener la
ecuacién matricial

[—(D%)* +2V(X)|¢* = 2E"¢" (2.16)

donde la matriz diagonal X es la representacion finita de la variable xz que lleva en su
diagonal principal los valores z;, j = 1,2,---,N, y V(X) es la matriz diagonal con
elementos no nulos dados por V(z;). E* es en principio un aproximante a los eigenvalores
de la energia E y ¢* es el eigenvector dado en términos del vector * [cuyos elementos
aproximan a ¥(z;)] por ¢* = S™'9*, donde S es la matriz de similitud dada en (2.14).
Este método ha sido usado para resolver numéricamente el oscilador anarmoénico y el
oscilador para—Bose (ver [14] y [15]).
La convergencia de este nuevo esquema, depende del tipo de funcién v(x) que se seleccione,
pues a pesar de que D? sea una representacién finita de d/dz en el espacio de funciones
de la forma (2.2), sus potencias (D2)* no siempre son representaciones de las derivadas
superiores. Un caso muy importante donde este hecho no representa mayor problema es
cuando

v(z) = e~ /2, (2.17)

Con esta funcién, la solucién de (2.10) consiste en el conjunto de los ceros del N—ésimo
polinomio de Hermite Hy(x) (ver por ejemplo [49]). Esta seleccién es ttil en los problemas
en donde la variable espacial puede tomar valores en (—00, 00) ya que el sistema ortogonal
de funciones

un(z) = e ?H,(z) = v(z)Ho(z), n=0,1,2,---, (2.18)

es una base para el espacio de funciones de cuadrado integrable, en la que una funcién de
onda se puede expander como

U(z) = icnun(x) (2.19)

y las condiciones de frontera usuales ¥(—o00) = ¥(00) = 0 pueden satisfacerse.

La substitucién de d/dz por D2 (construida con los ceros de Hermite) en (2.1) produce
una ecuacién matricial N X N cuya solucién converge a la funcién de onda exacta evaluada
en los nodos en la medida que los coeficientes ¢, de (2.19) convergen a cero para n grande.
En este sentido, la matriz D? (salvo la transformacién de similitud dada en (2.14) resulta
ser una proyeccién del operador d/dz en el subespacio de funciones generado por u,(z),
n < N al que denotaremos por Ux_1, es decir

Un-1= {Z clul(:v), c € R} (2.20)

I<N

Ya que DY es antisimétrica (como d/dz) y en general més simple que D?, es conveniente
usar esta representacion cada vez que tengamos un problema definido en (—oo, 00).
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A pesar de que las potencias de D? no siempre representan derivadas superiores, esta
derivada discreta puede usarse en la ecuacién de Schrodinger (2.1) sin mayor problema,
pues solamente tendremos que aumentar el nimero de nodos en una unidad para obtener el
mismo orden de convergencia, como se puede ver del siguiente razonamiento. Considérese
una funcién de la forma u(z) = exp(—z2/2)f(z). Entonces u' (z) = e~ /*(f'(z) — zf(2)),
de manera si f(z) es un polinomio de grado m, entonces la derivada de u(x) es una funcién
de la misma forma, pero ahora el polinomio que multiplica a la exponencial es de grado
m+1; la segunda derivada de u(z) sera de la misma forma, pero con un polinomio de grado
m + 2; en general, la k-ésima derivada serd de la misma forma pero con un polinomio de
grado m+ k. Por lo tanto, para que las potencias de la matriz D2 [salvo la transformacién
de similitud dada en (2.14)], representen en forma exacta a las correspondientes derivadas
evaluadas en los nodos, deberemos considerar subespacios de funciones més pequefios (y
perder rapidez en la convergencia) en la medida en que aumentemos el orden de derivacion.
En caso de tener una ecuacién en primeras derivadas como la de Dirac, el uso de D? (o
mejor dicho, de su generalizacién a méas dimensiones obtenida més adelante) est4 libre de
esta restriccion.

La matriz D? tiene otras propiedades que la hacen adecuada para discretizar la derivada,
en las teorias cudnticas. Sus eigenvectores forman una matriz unitaria y simétrica F,
cuyas entradas estan dadas por

N-1

(Fa)je = D (8)'ou(ps) i (), (2.21)

=0

donde

() = \/ W - 2V _Hy(a) (2.22)

NI Hy-1(z)

Aqui, p; es también una raiz de Hy () pero representa un eigenvalor del impulso discreto
[14]. Esta matriz resulta ser también una transformada discreta de Fourier, que puede
ser generalizada para considerar transformadas discretas de tipo Fourier—Bessel (ver [17]
y (18]). Sus propiedades bésicas son

7= F
—iD°F, = F,P, (2.23)
]}Enw(Fz)jk = (—1)7**Cye'rix, (2.24)

donde P?® es una matriz diagonal con entradas p; alo largo de la diagonal principal y
Cn = 2V732(D[(N + 1)/2])2/N1. (2.25)

Notese que (2.23) es una discretizacién de la ecuacién de eigenvalores del momemtum

—i78,(2) = 1), (2.26
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y por lo tanto corresponde a la discretizacién de la bien conocida regla cuantica

d
" —f—— 2.27
p de’ ( )
dando la representacién finita del impulso
P® = —iD?, (2.28)

y asegurando el hecho de que DJ es una representacién finita de la derivada para la
mecanica cuantica. Para ser rigurosos, debemos tomar a D9 = S, D2S; " [cf. (2.14)] como
la discretizacién de la derivada, lo cual nos lleva a la representacién del impulso

P* = —iS.D2S; ", (2.29)

y a que en las formas asintéticas de nuestros resultados (cuando N — o), no aparezca
un factor (—1)7** que proviene de la matriz F, [ver por ejemplo (2.24)], pero este factor
puede ser ignorado como si los resultados fueran obtenidos usando la matriz transformada
D°

Es importante notar que la substitucién d/dz — D0 es valida para funciones de onda
definidas en todo R (y que decaigan al infinito), lo que, como ya hemos visto, conduce a
escoger los ceros de polinomios de Hermite como nodos para construir la representacién
matricial de la derivada. Por lo tanto, esta substitucion no puede usarse si la ecuacion
de onda a discretizar tiene derivadas angulares (por ejemplo la ecuacién de Schrodinger
escrita en coordenadas esféricas para potenciales radiales), lo cual restringe excesivamente
el uso de este método. El problema estd en que los nodos de Hermite se expanden en
la recta en la medida en que N — oo [cubriendo los valores de la funcién de onda en
(—00, 00)], y aunque en principio podriamos hacer una transformacién lineal del intervalo
que los contiene a (—, 7), es mejor buscar una representacién de la derivada angular d/d6
para funciones periédicas que preserve algunas relaciones cuinticas (como lo hace D) y
que se construya con nodos totalmente contenidos en intervalos finitos como (—m, 7). Esto
lo haremos en el siguiente capitulo y para terminar esta seccién examinaremos la forma
que adopta la relacién de conmutacién [z, p®| en nuestro espacio de proyeccién. Como
va lo hemos indicado, la proyeccion del operador p® resulta ser la matriz —iljg dada en
(2.29), mientras que la proyeccién de z es la matriz diagonal X cuya diagonal principal
contiene los puntos z;. No es dificil ver que el conmutador de estas matrices es

(X, P*] = i(Iy — S,08;Y) (2.30)

donde Iy es la matriz identidad de dimension N y O es la matriz de proyeccién cuyas
componentes son todas iguales a 1 (esta matriz proyecta todo vector N—dimensional a un
vector con todas las componentes iguales). Para conocer la proyeccién de U = S, 0S5},

recordemos la definicion de S, [dada en (2.15)] y apliquemos U al vector u formado por
una funcién de la forma e~*"/2f(z) [cf. (2.18)] donde f(z) es un polinomio de grado a lo
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mas N — 2 evaluada en los nodos z;. Ya que el coeficiente de £V~ de la representacién
lagrangiana de f(z) debe anularse, cualquier f(z) satisface

i Ja) _ (2.31)

=1 p’(:vl) -
donde p(z) = T2, (z — zx) [cf. (2.7)], lo que puede escribirse como
0Q7'f); =0, j=1,2,---,N. (2.32)

Por lo tanto, la aplicacién de U a u da

Uf = (GROGT'Q™Gf = (GRIOQ™'f =0, (2.33)

mostrando que U proyecta los vectores de Uy _; sobre la componente de grado maés alto,
es decir, sobre la componente correspondiente a e=="/2zN~1  Esto muestra que la relacién
de conmutacién (2.30) reproduce el resultado candnico siempre que la apliquemos en el
subespacio Un_s, lo que implica que, cuando N — oo, recobramos la relacion continua

[CB, pm] =, (234)

donde I es el operador identidad (en nuestro caso la matriz identidad). Este hecho también
puede verse si calculamos el conmutador de X y P en otra base (ver [13]). Alli se obtiene
que

100 - 0
010 -+ 0 |

X,P|—i|l0 01 -~ 0 |, (2.35)
000 - 1-N

lo que muestra claramente la convergencia de nuestro resultado a la relaciéon de conmu-
tacién candnica, ya que al crecer N, crece también el tamano de la matriz, dejando el
término que hace diferir a esta matriz de la identidad en la ultima componente.

2.2 Discretizacién en varias variables

Ya que el interés de este trabajo esta en el estudio de un modelo discreto para el espacio-
tiempo en la Mecanica Cudntica relativista, deberemos extender los resultados de la sec-
cion anterior al caso de las 3+1 variables del espacio-tiempo de Minkowski. En este caso,
el espacio bdsico que sirve para construir estados cudnticos, denotado por U(R?), estd
dado por el conjunto de todas las funciones derivables en R* que caen més rdpidamente
que cualquier potencia de 7712 = (2% + y2 + 22 4+ t2)~V/2 para r — oo (¢, la velocidad de
la luz estd toméndose igual a 1) (ver por ejemplo [4], [5] ¥ [32]). Una base de este espacio
es

{e= 242 () HL, (y) Hi(2) Hi (), —00 < &,, 2, < 00}, (2.36)
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donde las H’s son polinomios de Hermite de grados n,m,l,k = 0,1,2,---. Noétese que
esta base estd dada en términos de los productos tensoriales de las bases de los correspon-
dientes espacios basicos univariados. Este hecho permite encontrar las representaciones
finitas de las derivadas parciales como productos tensoriales matriciales de las proyeccio-
nes individuales en cada una de las coordenadas, generando asi matrices de dimensién
finita para las discretizaciones de cada una de las derivadas parciales.

Por el momento, para obtener una generalizacién del modelo presentado en la primera
seccién e ilustrar la técnica de trabajo, sélo consideraremos dos variables no angulares,
que en forma genérica denotaremos z y v.

La proyeccién en z se hara en sobre Un_1 [cf. (2.20)], y la de y sobre Ups—1, con N y M
enteros, por lo que U (R?) estara proyectado sobre Un_1 ® Unpr—1 = Uv—-1y(m—1). Las nue-
vas representaciones podran obtenerse como productos tensoriales de las representaciones
individuales en cada subespacio (en el Apéndice A se pueden ver algunas propiedades que
usaremos de los productos tensoriales matriciales). Para conocer las formas que adoptan
ahora los operadores = y y, debemos recordar que la forma de los elementos de toda re-
presentacion se obtienen con la aplicacién del operador sobre los elementos de la base en
que se esté representando. Sea |e; > un elemento de la nueva base formada con productos
de las bases ortonormales |a; > y |b,, > de acuerdo a

lej >= |aibm >= |ai > |bm >, (2.37)

donde el indice j estd dado en funcién de [ y m en forma apropiada y sea A un operador
aplicando sobre uno de los subespacios, digamos el de base |a; >. El elemento ij de la
representacion es

< bpag|Alab, >=< by(< ag|Alay >)|by >=< bulby > (< ai]Ala; >). (2.38)

Teniendo en cuenta la ortonormalidad de |b,, > y dependiendo de la forma en que se haya
ordenado la base (2.37) (es decir, de la relacién existente entre los indices j, [ y m y de
cudl indice sea el que corra mas rapidamente), la representacién de A en el nuevo espacio
tendré alguna de las formas tensoriales siguientes

I®A o A®I, (2.39)

donde I representa la matriz identidad y A es la representaciéon de A en la base |a; >.
En nuestro modelo, seleccionaremos a la base de  como la que corra més rapidamente
(en el caso de 3+1 variables tomaremos el orden siguiente: primero z, después y y z, y

finalmente t), asi, de acuerdo a lo anterior, el operador z tendr4 la nueva representacion
X dada por

X=Xy (2.40)
mientras que y adoptara la forma
Y=Yu®In, (2.41)

donde las matrices I y Iy son las matrices identidad de dimensién M y N respectiva-
mente dando lugar a que X y Y sean matrices NM x NM. Nétese que X y Y conmutan,
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al igual que los operadores z y ¥, por lo que pueden ser diagonalizados sjmulténeamente.
Las entradas diagonales de Xx y Yas son sus eigenvalores {z1, 22, ,zN} con degene-
racién M cada uno de ellos y {91,%2,---,yn} con degeneracién N cada uno de estos
tltimos. Los puntos z; y y; corresponden a ceros de Hn(z) y H 1 (y) respectivamente.
Los subindices de las matrices en (2.40) y (2.41) se refieren explicitamente a la dimension
de cada una de ellas, pero con el fin de no complicar la notacién, no los escribiremos sino
cuando se requiera distinguir entre las dimensiones.

De la misma forma, las componentes del impulso p® y p¥ tendran las representaciones

P°—ly®P% PY=Pl®ly (2.42)

[ef. (2.28)] que también conmutan y por lo tanto son diagonalizables simultdneamente.
En este caso sus eigenvalores son (sin considerar orden alguno) {p%, p%,-- -, p%}, con de-
generaciéon M, y {p{,p5, -+, Py}, con degeneracién N, respectivamente. Como se vi6 en
la primera seccién, cada uno de estos valores propios son también ceros de polinomios de
Hermite (salvo una constante dimensional de impulso para los valores pf, p’; , y de posicién
para los eigenvalores de X y Y).

Asf, no es dificil ver que las matrices que representan a las derivadas 8/0z, 8/3y, son

Dz:IM®D2 Dy:D2®IN, (2.43)
respectivamente, salvo una transformacién de similitud [cf. (2.14)] dada por
S=5,8S., (2.44)

donde S, = G,Qy y S; = G,Q, (los subindices hacen referencia a la variable en que
deben ser calculadas las matrices G y Q). Por simplicidad podemos no tomar en cuenta
esta transformacién en nuestras ecuaciones discretas a cambio de que en las expresiones
asintéticas que obtengamos ignoremos el factor (—1)7** proveniente de cada una de las
matrices S; y S,. Las matrices D, y D, de (2.43) son de dimensién N y M respectivamente
y ambas tienen la estructura de (2.6) sélo que la primera se construye con el conjunto de
nodos {;, T3, --,zn} y la segunda con {y;,y2,- -, ynm}. Por propiedades del producto
de) Kronecker, las matrices D, y D, conmutan, lo cual era de esperarse (ver el Apéndice
A). ‘

Para asegurar el hecho de que D, y D, son representaciones de las derivadas parciales,
y que pueden usarse junto con X y Y, para resolver problemas diferenciales parciales en
forma numérica, puede consultase el Apéndice B donde se da una derivacién méas rigurosa
de este esquema multidimensional. '
Procedamos ahora a obtener la representacion discreta de la transformacién unitaria entre
la base continua del vector de posicién 7 = (z,y) y la del impulso 7 = (p°, p¥), es decir,
la matriz que representa en U(R?) la transformada de Fourier que lleva cualquier funcién
de las variables z y y a la correspondiente funcién de p° y p¥. Ya que el nicleo de la
transformada estd compuesto por el producto de los niicleos unidimensionales respectivos

—

—irD rxpT  2yupY
e wp = elftp elyp ) (2.45)
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por lo que, de acuerdo a la discusién del principio de esta seccion, su matriz representativa

seré el producto tensorial
F=F/'QF" (2.46)

donde las matrices F* y F¥ son las representativas de las transformadas de Fourier en
cada subsespacio y ambas tienen la estructura (2.21). Usando propiedades del produc-
to de Kroenecker (ver Apéndice A), puede verse que esta matriz es unitaria. Ademas,
no es dificil ver que todas las relaciones del dlgebra para una variable, se heredan a es-
te caso. Considérese por ejemplo el producto —iD,F que es la representacién discreta
(asintéticamente) de —id(e"?)/Oz. Asi, tendremos que

—iD,F = FP~. (2.47)

La ecuacién anterior corresponde una generalizacién de (2.23). De aqui podemos concluir
nuevamente que la matriz diagonal P® es unitariamente similar a —¢D,. En la misma
forma se considera la coordenada y para producir resultados analogos. Ahora considera-
remos dos propiedades de la matriz F importantes para el desarrollo de este trabajo. La
primera concierne con la forma asintética de sus elementos cuando N,M — oo. Como
puede verse en el Apéndice A, el elemento ¢s del producto directo de la matriz F¥ y la
matriz F*® puede escribirse en términos de los elementos individuales de estas matrices
por medio de

(FY ® F7),, = FY, I, (2.48)

donde los indices ¢, s,n, k,l y j estan ordenados de acuerdo a
g=1l+(n—-1)N, s=j+(k—1)N, (2.49)

con l,j:1,2,...,N,yn,k:1’2’...,M.
Por lo tanto, esta ecuacién, (2.46) y (2.24) producen la forma asintética puntual

lm F,, = CnCeProriPi®s, (2.50)
en donde hemos suprimido el factor alternante en signo que aparece en (2.24 y que se
debe a la falta de la matriz de similitud (2.44) en esa ecuacién.

La segunda propiedad de F tiene que ver con su aplicacién como una transformada discreta,
de Fourier en dos variables, que es una generalizacion de la transformada discreta en una
variable y para la cual se ha estimado el término de error (ver [17] y [18]).

Una vez teniendo a la mano el esquema de discretizacion en dos variables, la extension a
un nimero mayor es directa aunque engorrosa, ya que el uso de los subindices dificulta el
manejo de esta técnica. Por tal motivo trataremos de usar més la forma matricial de las
ecuaciones que las formas en que se exhibe explicitamente la dependencia entre elementos
de matrices.

Nuestras observables seran ahora x!,z?, - -, 29, y los respectivos impulsos p!, p?, - - -, p?.
La proyeccién de z! se hara sobre Uy,_; y la de 2% sobre Uy,_1, y as{ sucesivamente. El
orden para construir el algebra, serd el dado por los indices de las variables: primero z!,
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después z2, etc. De esta manera si X 1.X2, ..., X9 son las representaciones discretas de

las variables en cada uno de sus subespacios individuales, tendremos que la representacion
de 2! en Ug, donde N = (N} —1)(N, —1)--- (N, — 1), esté dada por

X'=1Iy,® - ®In X', (2.51)

ecuacién analoga a (2.40). Nuevamente los subindices de las matrices indican sus dimen-
siones. Las demés representaciones estan dadas en forma similar:

XQZINq®"'®X2®IN1,

(2.52)
XT=X1'® - ®In, ® In,.
Esta misma estructura tendrdn las representaciones de los impulsos
P =1In,® In,  ®@P*®In,_, ® - In, (2.53)

donde P* es la matriz diagonal Ny x Ni, proyeccién individual de la observable p*, con
eigenvalores p¥, pk, - -+, pka; el indice k corre sobre el nimero de variables. Por supuesto,
las derivadas parciales también tendran una representacion similar:

Dk:INq®--'INk+1®D2®INk_1®'--[N1. (2.54)

De la misma forma, es ahora una transformada de Fourier multidimensional la que lleva
la base de la posicién a la de impulsos. Su niicleo esta dado por

i L
&7 — [ =, (2.55)
k=1

por lo que, su matriz representativa serd el producto
F=F'® --@F’QF", (2.56)

en donde, de forma ansloga al caso bidimensional, la matriz genérica F* es una ma-
triz de Ni X N y tiene la estructura (2.21), construyéndose con las raices de Hermite
{ak, ok, -, 2k, }, eigenvalores de la observable discreta X*. Esta matriz es unitaria y
también satisface una relacién asintética similar a (2.50). Las matrices Dy, que represen-
tan derivadas parciales también cumplen relaciones como (2.47):

—iDF =FP*, k=1,2---,q (2.57)

Esto significa que dichas matrices son diagonalizadas simultanemente por la matriz F, y
son realizaciones discretas de las ecuaciones de eigenvalores de los impulsos [cf. (2.28) y

(2.47)]. Igual procedimiento se sigue para interpretar a F' como una transformada discreta
de Fourier multidimensional.
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Desde el punto de vista matematico, estos resultados nos permiten, primero, discretizar
(o proyectar) ecuaciones diferenciales parciales (cuyas soluciones puedan escribirse como
series de Fourier multivariadas) mediante las substituciones

z* — XF 5% — Dy (2.58)
y segundo, al igual que en el caso continuo, resolverlas mediante una TDF multivariada.
Desde el punto de vista de la Fisica discreta, tenemos un método que mantiene la re-
presentacién en coordenadas del operador impulso en las variables discretas y que (como
se verd mas adelante) produce convergencia hacia los resultados continuos en problemas
cuédnticos clasicos o relativistas.
Es importante notar que las variables z* no necesariamente son de tipo cartesiano. Pode-
mos suponer que =¥ representa una variable angular, siempre que el espacio de proyeccién
y los nodos con que se construya la matriz representativa de la derivada se escojan de
acuerdo a los resultados de la seccién 3.1.
También z* puede representar al tiempo ¢. Acordemos denotar las coordenadas del
espacio-tiempo de Minkowski en la forma: z por z!, y por z?, z por z® y t por z*.
Ya que (2.36) es una base para las funciones de onda en este espacio (donde la variable
t corre de —00 a 0o y no se distingue en principio de una coordenada espacial), los no-
dos temporales también resultan ser ceros de Hermite, lo cual significa que aceptamos
la existencia de un operador asociado al tiempo cuya representacién en nuestro espacio
de proyeccién tiene eigenvalores discretos que corresponden a estos puntos de la misma
forma que las representaciones discretas de x, y y z también tienen como eigenvalores a los
ceros de polinomios de Hermite. Sobre otras maneras de asignar eigenvalores temporales,
véanse las referencias [27], [29], [39]. Sin embargo, para que nuestro esquema reproduzca
el signo positivo de la representacion de la energia como derivada temporal y el negativo
en la de los impulsos como derivadas espaciales de acuerdo a las reglas cuanticas

E=is (2.59)

k =1,2,3, debemos redefinir la matriz F en la forma

F=(F)QFeFQF!, (2.60)
en donde * significa complejo conjugado, ya que de este modo tendremos
—iD,F = FP*, iD,F =FE, (2.61)

donde k = 1,2,3, y E = P* es la matriz diagonal que lleva los eigenvalores de la energia,
en su diagonal principal y que corresponden a raices de Hermite para el caso de una
particula libre. Anticipdndonos un poco, debemos decir que en este esquema discreto
las relaciones relativistas entre energia, impulso y masa también se mantienen en sus
contrapartes discretas, como se puede ver en el Capitulo 5.
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Teniendo en cuenta que F es una matriz simétrica, mientras que D, j = 1,2,3,4, es
antisimétrica, al transponer (2.61) se obtienen las ecuaciones

FD, = —iP*F,  FD, = EF, (2.62)

que reflejan el hecho de que F es una transformada de Fourier discreta, pues actia sobre
las derivadas en la misma forma que la transformada de Fourier continua.
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Capitulo 3

El impulso angular en un espacio
discreto

3.1 Rotaciones discretas

Para que nuestro método de discretizacién pueda ser aplicado a problemas fisicos relevan-
tes, es necesario contar con una manera de discretizar variables angulares. En esta seccién
encontraremos una representacén matricial finita para la derivada angular (la derivada
de funciones periédicas univariadas) y mostraremos que esa matriz es una representacién
discreta de la componente z del impulso angular y est4 relacionada con un generador de
rotaciones discretas asociado con un subgrupo del grupo de rotaciones.

Consideremos un conjunto completo de estados cuanticos en un espacio de dimensién fi-
nita, |¢;), por determinarse més tarde. Asi, el operador A que produce una permutacién

ciclica (salvo por un factor de fase) del conjunto |¢1), -+, |en),
€i7j+1|(pj+l>’ .7 7£ Na
Alpj) =1 (3.1)
e 1), j=N,
es la matriz de elementos (p;|Alpr) = Ajx dados por
0O 0 0 -.- 0 em
Pap 0O 0 ... 0 0
0 e 0 --- 0 0
(A_]k') = E E E . . . . (3.2)
0 0o 0 -~ 0 0
0 0 O e 61'7N O

Por lo tanto,
AN = eiFINa (33)

donde I' = E;.V:l v, ¥ In es la matriz identidad de dimensién N. Ya que el determinante
de A es

det A = (—1)NVHeiT, (3.4)
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para que A represente una rotacién propia y genere un subgrupo finito del grupo de
rotaciones, deberemos tener que

2lm, N impar,
= (3.5)
(2l + 1)m, N par,

con | entero. Asi, (3.3) toma la forma

1, N impar,
AN = { (3.6)
—15 N par,

mostrando que el conjunto de potencias de A es una representacion del grupo ciclico de
orden N o 2N para N impar o par, respectivamente (en el caso par es una representacion
bivaluada del grupo finito de rotaciones). Por lo tanto, cada eigenvalor de cualquier
potencia de A es una raiz racional de la unidad. Si fijamos las fases v; adecuadamente,
podemos escribir (3.2) en una forma més manejable, pero debido a (3.6) es necesario
considerar el caso par e impar por separado. Por lo tanto podemos hacer

6jN ’ para .7 = 1’
Ajk = (3.7)
Ojk+1, Para j>2,
para N impar, y
—0;n, for j=1,
Ajk = (3.8)
djk+1, for j=>2.
para N par. No es dificil ver que el polinomio caracteristico de A en la variable A es
(=AY +1 =0 para toda N, y que el vector de componentes e~*% /v/N, k=1,2,---, N
es el j—ésimo eigenvector normalizado de A con eigenvalor A; = €%, donde

3

2mj .
a; = —FJ, j € Zn, (39)
y
0,41,42,---,+n, N=2n+1,
Zn = { (3.10)
i1/2,:t3/2,---,:l:(2n—1)/2, N = 2n.

Ya que A es unitaria, define una matriz hermitiana A a través de
A=et (3.11)

cuyos eigenvalores estdn dados por (3.9) (ndtese que la traza de A se anula) y sus eigen-
vectores, denotados por |a;), son los mismos que aquellos de A. Por lo tanto, la matriz
que diagonaliza simultdneamente A y A es

1 i .
(gok]aj):ﬁe“’kaf, k,j=1,2,---,N. (3.12)
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En el caso continuo A es proporcional al &ngulo de rotacién por la componente del impulso
angular L,. Para encontrar el caso analogo discreto, requerimos calcular los elementos de
A en la base de . Esto puede hacerse usando el hecho que

Az = (p;lAlex) = Z(%\az>az<az|<pk> Ng T3 emiG-h, (3.13)

lely

Nétese que los elementos diagonales se anulan. Para N = 2n + 1 tenemos
2wl ‘
Aje = — ZZl d (J il —k) (3.14)

mientras que para N = 2n,

L 2 =1/2)(G — k)

————z

l

—1/2)si

(3.15)

:1
Estas sumas pueden calcularse facilmente [30] y, para N par o impar, son iguales a
Oy ] = k,

ik 3 k i— l)J(JW{N’ ik ( )

sin =)

Ahora podemos establecer una relacién entre A y la representaciéon matricial N-dimen-
sional de la derivada de polinomios trigonométricos buscada. Escojamos primero el caso
impar N =2n+ 1.

3.1.1 Caso impar

Sea 7,-1(z) el espacio de polinomios trigonométricos de grado menor que n en la variable
angular x (por simplicidad cambiemos la notacién de la variable angular en lo que resta
de esta seccion). Es bien conocido (ver por ejemplo [50]) que cualquier polinomio trigo-
nométrico f € T,—1(z) puede ser determinado de manera tnica por sus valores en 2n + 1
puntos arbitrarios —m < 21 < T3 < - -+ < Zong1 <, mediante la férmula

2n+1 (z)
flz) = Z f(z k) o)’ (3.17)
donde los polinomios ti € 7,-1(z) estan dados por
2n+1 .
= 1] sin &=20), (3.18)
£k 2
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Esta expresién puede escribirse de otra forma si conocemos los valores de df (z)/dz en los
nodos. La diferenciacién de (3.18) y manipulacién algebraica del resultado produce

2n+1 R
t'(z) 3 cot (_%2_3312’ J=k,
ACHE , (3.19)
t’(.’I?j) cse (_xj_;_‘?_ﬂ, j # k,
donde
_ 2n+1 _
t(z) = ty(x)sin (z ka) = [] sin (i2—§Q (3.20)

=1
Por lo tanto, f'(x;) toma la forma

2n+1

Ple) = st Y —2 ) L) S et B g

k=1 Sin Qj—;fk—)t'(xk) =1 2

Ya que f'(z) es nuevamente un elemento de 7,_;(z), esta ecuacién se escribe matricial-
mente en la forma (2.13)

f'=D,f D,=TD,T7, (3.22)
donde ahora
N
ZI%M < 2 x“l)» i =7,
(Dy)y =14 Ty =t ()65,  4,j=1,N. (3.23)
1 (zi —zj) .,
9 GsC *2——, [ 7£ Js
Si escogemos los nodos de tal forma que
2my .
'Tj:_ﬂ'+wjv ]Zlvzv""N’ (324)

puede mostrarse que, independientemente de la paridad de N, el producto (3.18) y las
sumas (D,);;, evaluadas en los nodos (3.24), satisfacen las ecuaciones

ti(z;)  t(x;) ik
te(zk) = #(z) = (=1)7*, (3.25)
Y N .
(De)is = ;I cot %ﬁ =0, 7=12,---,N. (3.26)

Por lo tanto, substituyendo estas expresiones en (3.21) y tomando en cuenta (3.16), obte-
nemos que con esta seleccién de nodos y N =2n + 1,
21 = 2r

A=igDi=—%Ls, (3.27)
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donde hemos definido a 152, como la matriz D,, evaluada en los nodos (3.24) y a L. como

L, = —iDb. (3.28)
Por lo tanto, A, el operador de r(;tacién discreto toma la forma
2m
_2=no ,
A=e N %= tL: (3.29)

con € = 2m/N. De esta manera vemos que al igual que en el caso continuo, el argumento
de la exponencial resulta ser proporcional al d4ngulo de rotacién (en este caso €) por la
derivada angular. Debido a (3.27), (3.9) vy (3.12), L, tiene los 2n + 1 eigenvalores

{-n,—n+1,---,-1,0,1,---,n—1,n}, (3.30)

y los correspondientes eigenvectores normalizados |m), m = —n, - - -, n cuyas componentes
(en la base ) son )

(prm) = —=e ™%, (3.31)

VN

donde ¢ = ke, k =1,2,---, N. Asi, el hecho de que el operador impulso pueda definirse
en este espacio de dimensién finita a través de (3.28) y (3.29) es una consecuencia de que
DY es una proyeccién de d /dy sobre dicho espacio.

3.1.2 Caso par

Esencialmente, este caso difiere del anterior unicamente en el espacio de proyeccién usado.
Principiemos considerando una funcién de la forma

9(c) = sin(z/2) (z), (3.32)
donde f € Th_1(z). Sean —7 < 2} <z} < --- < x5, <7 N — 1 puntos arbitrarios,
differentes de cero. Interpolando f en estos puntos, se obtiene

gy sin(z/2)tt(z) =2 sin(z/2)t;(z)
g9(z) = f@y)— " = sin(zy/2) f (z})]| —= f , 3.33
) ICZ::I ( k) tk(xk) ’;[ ( k/ ) ( k)]SIIl(iL'k/Q)tk(.’EZ) ( )
es decir,
gty sin(z/2)t;(x)
9(@) =D 9@ e 3.34
)= 5 e e (3.30)

Las funciones t;(x) son polinomios Gaussianos dados por un producto como (3.18) con
N — 1 nodos zj. Ahora consideremos el conjunto de puntos formado por la unién todos
los 3 y cero y denotémoslos (ordenadamente) por x;, j = 1,2,---,2n y por tx(z) a los
polinomios interpolatorios correspondientes. Entonces, tomando en cuenta que 9(0) =0,
(3.34) toma la forma

o) = zgu)% (3.35)
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i.e., tenemos ahora una férmula interpolatoria para funciones del tipo (3.32) en los nodos
zj, asf que los razonamientos del caso impar se pueden aplicar a (3.35) para dar una
expresién similar a (3.21) para g(z). Por lo tanto, para los 2n nodos formados con
cualesquiera 2n — 1 puntos differentes de (—m, 7] y cero, la matriz

D,=TD,T7, (3.36)

con las definiciones de (3.23) es una representacién finita de la derivada para funciones de
la forma (3.32). Més atin, tomando en cuenta que cos z/2 = sin[(z+7)/2], que 7 puede ser
tomado como uno de los nodos y que esta funcién se anula en £ = 7, podemos manipular
la funcién h(z) = cos(z/2)f(z) en la misma forma que (3.32) para concluir que la k-ésima
potencia de (3.36) construida con 2n puntos distintos del intervalo semiabierto (—m, 7| y
cero, con 7 un elemento de tal conjunto, es una proyeccion de la k—ésima derivada sobre
el subespacio de funciones del tipo

=2 f(x), (3.37)

donde f € T,_1(x). Ahora, si pedimos que los nodos tengan la forma (3.24), 0 y 7 forman
parte de ellos y los razonamientos anteriores continian siendo validos y producen las
mismas férmulas (3.27)-(3.29) para las relaciones entre A, D9, L, y A, sélo que ahora
con N = 2n. Por lo tanto, ahora tenemos que L, tiene los 2n eigenvalores

y sus eigenvectores |m), m = —(2n —1)/2,---,(2n — 1)/2 estdn dados por
1 .
(prlm) = —=e™"%, (3.39)

VN

donde ¢y = ke.

Resumiendo los resultados de esta secciéon, hemos encontrado que un subgrupo finito del
grupo de rotaciones tiene asociada una representacién matricial finita de la derivada de
funciones periddicas que a su vez estd asociada, de acuerdo a los postulados cudnticos,
a una componente del impulso angular proyectado en el subespacio generado por dichas
funciones. Esto completa nuestra descripcion discreta de las reglas cudnticas.

3.2 Una matriz finita para L?

Con los resultados de las secciones 2.2 y 3.1, podemos encontrar una proyeccién del cua-
drado del impulso angular L? de un sistema descrito por tres grados de libertad cldsicos
sobre un espacio lineal de dimensién finita y establecer su correspondiente problema de
eigenvalores. También es posible por supuesto, encontrar las proyecciones de las com-
ponentes individuales del impulso angular y de sus relaciones de conmutacién, pero este
calculo lo dejaremos para la siguiente seccidn.
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Ya que las eigenfunciones de L? (los arménicos esféricos Y,7*(6, ¢)) son polinomios trigo-
nométricos en las variables 8 y ¢, y nuestro método de proyeccién produce resultados
exactos para este tipo de polinomios, es de esperarse que el problema de eigenvalores en el
espacio de proyeccién reproduzca los eigenvalores y eigenfunciones del caso continuo. De
acuerdo a los resultados de 2.2 v 3.1, requerimos de las matrices Dy de dimensién N, y D
de dimensién M para proyectar a d/ df y d/dyp sobre Tn_1(0) y Tm-1(p) respectlvamente
Estas matrices deben tener la forma genérica dada en (3.23), con nodos en principio arbi-
trarios en cada una de las variables, manteniendo sus rangos correspondientes: 0 < 0 <7
—m < ¢ < . Sin embargo, fisicamente se requiere que —id/dy represente la componente
L, del impulso angular, por lo que los nodos sobre ¢ deben ser seleccionados en la for-
ma (3.24) para que se mantenga la relacién (3.28), que es la proyeccién de dicha regla
cudntica. Los nodos en la variable # quedan libres. Maés ain, la misma representacién
finita de la derivada d/df puede ser seleccionada de otra forma (ver por ejemplo [11]),
pero esto serd discutido méas adelante.

Asi, tomemos N puntos distintos 8; de (0,7) para construir la matriz Dy de acuerdo a

(3.23) y la matriz derivada en la variable ¢ queda como Dj. El hecho de que Y;™(, ¢)
estan definidos para indices enteros, excluye el uso de representaciones bivaluadas del
impulso angular y nos lleva a pedir que N y M sean nimeros impares.

En la seccién 2.2 hemos visto cdmo hacer una proyeccién en el caso de varias variables,
por lo que el problema de eigenvalores de L2,

82f of 1 o*f
629 t05§ S0 5%, = —Af = n(n +1)/f, (3.40)
con f(6,p) =Y ™(8,y), toma la forma matricial |
TL*T'f; = Af, (3.41)
donde g =1,2---, NM, L% es la matriz NM x NM dada por
L? = —[Dj + cot ®Dy + sin~? ©D3). (3.42)

Aqui, f, y A; son las proyecciones de los eigenvectores y eigenvalores exactos de L?
respectivamente y T es una matriz de similitud dada por T = T,, ® Ty. Nétese que (3.41)
puede reescribirse como

L’g; = Mg, (3.43)

con gy = T~ 1fk y ya que el efecto de T solamente es cancelar un factor de la forma
(— 1)7““ en los resultados asintdticos [ver por ejemplo la seccién 2.2 y las ecuaciones

(3.22) y (3.25)], puede ser ignorada y tomar a (3.43) como proyeccién de (3.40). Las
matrices del lado derecho de (3.42) est4n dadas por

©=Iy®0, Dy=Iy®Dsy, D,=D)® Iy, (3.44)

donde © es una matriz diagonal con entradas ©;x = 0;0;x, Ins (In) es la matriz identidad
de dimensién M (N). Asi (3.42) puede reescribirse como

~L? = Iy ® [Dj + cot ©Dg] + (D2)* @ sin~? ©. (3.45)
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Ya que Y(6, ) es el producto (tensorial) de las funciones asociadas de Leger}dre P,.T(H)
con ¢ y tomando en cuenta que el grado maximo del polinomio que puede diferenciarse
segdn (3.23) produciendo valores exactos en los N nodos de 6 (en los M nodos de. ©) es
(N —1)/2 [o (M —1)/2], la férmula (3.41) [o (3.43)] reproduce exactamente los primeros

(N=D)/2 N +1y2
S o@r= (—2—)

=0

(3.46)

eigenvalores y a sus correspondientes eigenfunciones (no normalizadas) Y, (6, ) evaluadas
en los nodos (0;,¢x), siempre que M > N. En este caso L? tendra necesariamente
(N + 1)2/4 eigenvalores reales dados por

A, =n(n+1), (3.47)
ordenados de acuerdo a
g=n*4+n+m+1, n=01,--- (N=-1)/2, m=-n,—n+1,---,n—1n (3.48)
El eigenvector £, que corresponde a A7, tiene componentes f:q dados por
2 = Cam PR (0;)e™™, (3.49)

donde € = 2 /M, Cnm es un factor de normalizacién, 6; € (0,7), g sigue el mismo orden
que en A7, y la relacién entre s, j y k, estd dada por s = j+ (k—1)N. Es posible escoger
los nodos en 6 de tal forma que L® sea una matriz positiva semidefinida. Para ver esto,
nétese que —(D))? es positiva semidefinida (D es antisimétrica) mientras que sin™*(©)
es positiva definida ya que 6; € (0,7), j =1,2,---, N. Por lo tanto, de acuerdo a (3.45),
solo tenemos que encontrar las condiciones bajo las cuales

L} = —D} — cot ©Dy (3.50)
sea positiva semidefinida. Para esto, separemos la diagonal principal de Dy escribiendo
Dy = Dy + d, (3.51)
donde la matriz d tiene la diagonal principal de Dy. Asi
L = —|(D9)* + Dgd + dDg + d* + cot © D + cot Od). (3.52)
Por lo tanto, si podemos encontrar puntos ¢; tales que d = — cot(©)/2, i.e.,
él cot @_1_2—_91_) = — cot b; (3.53)

[cf. (2.10)], la ecuacién (3.52) toma la forma
L = —(D9)? + dDg — Dyd + d* = (—D§ + d)(DY + d) = D} D, (3.54)
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donde el indice ¢ significa transpuesta. Por lo tanto, si los nodos 6; satisfacen (3.53), L?
es positiva semidefinida. Ahora tenemos que mostrar que (3.53) tiene solucién. Para esto,
nétese que cot z es la derivada logaritmica de sin z y que la ecuacién (3.53) es la condicién
de punto critico para la funcién de N variables

U(z) =U(z1,22,- -+, 2N) = kl:[lsin(zk) [Isin M, (3.55)

i>j 2

donde 0 < 2; < m, j = 1,2,---,N. La existencia (y unicidad) de la solucién puede
probarse siguiendo las ideas dadas en [46]). Por lo tanto, con esta seleccién de nodos en
la variable 6, la matriz L? es positiva semidefinida, condicién necesaria para cualquier
esquema de proyeccién desde el punto de vista de la Fisica.

3.3 Otra matriz para L?

En [11] se obtiene una representacién dimensionalmente finita de la derivada para polino-
mios trigonométricos con paridad definida que puede usarse en substitucién de Dy para
construfr una matriz para L? con un grado de aproximacién més alto como se muestra
enseguida. El costo de esto es que no puede hablarse de una matriz para d/df que pueda
ser substituida directamente en (3.50), a menos que se acepte una pérdida en la precisién
de los resultados (ver [11]). La representacién de d/df (salvo por una transformacion de
similitud) es en este caso una matriz que sera denotada por Dj, construida con N puntos
arbitrarios 6; € (0,7) por medio de una férmula similar a (3.23)

N
ZI cot(6; — 0;), i=j,
=1

(Dg)ij = (3.56)
COt(O,' - 9]'), 3 # ]
La forma que L3 adopta en este case es
L; = —(D})* — cot ©D}; + NO, (3.57)

donde © es nuevamente una matriz diagonal con entradas © ;i = 6,;0,;x y O es una matriz
de proyeccién con 1’s en cada entrada, i.e., Oj; = 1. El grado de aproximacién de (3.57) es
més alto que el de (3.50). Mientras que la primera matriz produce resultados exactos en
N nodos (N par o impar) para polinomios trigonométricos (de paridad definida) hasta de
grado N, la segunda produce resultados exactos para polinomios de grado hasta (N —1)/2
(N impar). Por lo tanto, el uso de (3.57) en (3.45) da la matriz

~L? = Iy ® [(D;)* + cot ©Df — NO] + (D))? @ sin~? ©. (3.58)
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con un grado més alto de aproximacién: si N es impar y M = 2N + 1, entonces (3.58)

reproduce los primeros
N

S@I+1)=(N+1) (3.59)
1=0
eigenvalores y eigenvectores exactos, mientras que (3.45) s6lo da los primeros (N + 1)%/4
para los mismos valores de N y M. Sin embargo, a pesar de que esta representacién de
L? tiene un grado de aproximacién més alto que (3.45), no puede asociarse al subgrupo
de rotaciones discretas de la seccién 3.1, por lo que sélo tiene aplicacién para calcular
numéricamente soluciones de problemas cudnticos, como se verd mas adelante.

3.4 Las relaciones de conmutacién

Hasta ahora hemos encontrado las proyecciones de L% y de L, sobre un espacio lineal de
dimensién finita, pero no hemos dicho nada sobre c6mo se proyectan las otras componentes
del impulso angular E, ni el dlgebra asociada a todas ellas. En esta seccién encontraremos
las proyecciones de las componentes restantes y de las relaciones de conmutacién de estos
operadores.

Primeramente calcularemos la forma discreta de las componentes L,, L, y L. de L en
términos de las variables esféricas 6, ¢ y de sus derivadas usando las férmulas

L, = i(sin¢%+cos¢cot6’%),

. a0 . 0

L, = —z(cos¢>%+sm¢cot«9%), (3.60)
e,

Lz = —Z-a;,

y mostraremos que el método de proyeccién usado en este trabajo produce resultados
consistentes al calcular el cuadrado del impulso angular por medio de (3.42), o bien,
usando la expresion

=12+ L2+ L2 (3.61)

Este hecho no resulta ser obvio, ya que las representaciones matriciales obtenidas a partir
de (3.60) no necesariamente deben satisfacer una relacién obtenida diferencialmente.

De acuerdo al método de discretizacién descrito en la seccién 3.2, seleccionaremos K
nodos’ en la variable § y M en ¢ para construir las matrices diagonales © y ® respecti-
vamente, asi como las matices Dy y D,,, representaciones de las derivadas d/df y d/dp.
Asi tenemos que las proyecciones de L, L, y L, son las matrices

L, = i(sin®® Dy + cos®D, ® cot ©),

'Por conveniencia, de aqui en adelante, usaremos el fndice K para denotar el nimero de
nodos en la coordenada 6.
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L, = —i(cos®® Dy —sin®D, ® cot O), (3.62)
L. = —iD,® Ix.

Comencemos por calcular los conmutadores [D,,sin ®] y [D,, cos ®]. Usando algunas
relaciones trigonométricas, obtenemos

D,sin® =sin®D, + cos® — U, (3.63)
y
D, cos ® = cos @D, —sin ® + Uj, (3.64)
donde U, y U, son matrices de proyeccién definidas por
U = (=17 cos (BEE2), (U = (-1 *sin (B 28). (3.65)

Estas matrices pueden sumarse para formar la matriz compleja U = U.+ 14U, que proyecta
el polinomio trigonométrico

fm(p) = i e, m<m*=(M-1)/2, (3.66)

l=—m

en las componentes de més alto grado |m*|. Para aclarar este punto, tomemos los poli-
nomios cos @ fm (), sin ¢ fn(p), y calculemos sus derivadas usando D,. Ya que el uso de
D,, produce resultados exactos para polinomios de grado m* a lo més, evaluados en los
nodos, las férmulas

D, sin ®f,, = sin @D, fm, + cos @ f,, D,cos®f,, = cos®D,f,, —sin®f,, (3.67)

son validas siempre que m < m* — 1. Aqui, f,, es el vector formado con los valores de
fm(;). Por lo tanto, comparando estas expresiones con (3.63) y (3.64), nuestra afirmacién
acerca de U sobre su caracter de matriz de proyeccién, se sigue inmediatamente.
Calculemos ahora la suma L2 + L2. De (3.62) se obtiene que

—(L2+L2) = Dj+ (cos®D,sin® —sin ®D,, cos ®) ® cot ©D, (3.68)
+ (cos®D, cos ® +sin ®D,, sin @)D, @ cot? O.

Definamos la matriz L'?> como la matriz obtenida mediante la suma de los cuadrados de

las componentes de L, es decir, L'? = L2 4 L2+ L2, La substitucién de (3.63) y (3.64) en
(3.68) produce

—L? = -L?* - U ® cot ©Dg + U'D,, ® cot? O, (3.69)
donde L? est4 dada por (3.42) y

U! = cos U, + sin ®U,, U, = cos ®U, — sin ®U... (3.70)
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Puesto que las componentes de estas dos matrices estan dadas por

U5 = (1o (B25), (U= (-1 sin (BP0, @)
y los nodos ¢; estan simetricamente dispuestos en [—m, ], U. y Ul resultan ser el producto
de una matriz de permutacién por U, y U, respectivamente. Por lo tanto, L? y (L)?
difieren s6lo por matrices que proyectan un vector sobre las componentes polinomiales de
grado més alto, y producen los mismos resultados cuando se aplican a vectores formados
por productos de polinomios en ¢ y ¢ de grados (K —1)/2 y (M —3)/2 a lo més,
respectivamente, evaluados en los nodos. En otras palabras, la dimensién del espacio lineal
en donde el uso de (I')? produce resultados exactos, es més pequena que la dimension
del espacio correspondiente a L2, sin embargo, esta diferencia puede compensarse si se
incrementa M. El hecho de que (L')? y L? no sean iguales, se debe fundamentalmente a
que la derivada discreta de las funciones circulares cos y sin coinciden exactamente con sus
contrapartes continuas sélo cuando nos restringimos a un subespacio de menor dimensién
lcf. (3.63) y (3.64)].
Ahora encontremos la forma de los conmutadores de las componentes L, L, y L. en
el espacio de proyeccion. Para esto usaremos las expresiones de estas componentes en
coordenadas cartesianas, sobre las cuales tomaremos N ceros de Hermite sobre el eje z,
M sobre y y K sobre z para formar el conjunto de nodos cartesianos (z,, Ym, 2x), v las
matrices diagonales que representan a las variables z, y y 2,

X = (Ik®Iu®X),
Y = (IgkQY ®1Iy), (3.72)
Z = (Z®Iu®In).
Las diagonales principales de X, Y y Z, contienen los conjuntos de nodos Tny Ym Y
Zk, respectivamente. Tomando en cuenta (2.14), las representaciones de las derivadas
parciales 0/0z, 8/8y y 8/0z, son las matrices NMK x NMK
D, = (Ig®@Iy® D~2),
D, = (Ixk®D)®ly), (3.73)

Por lo tanto, las componentes matriciales del impulso angular en coordenadas cartesianas
(con A = 1) toman la forma

L, = —i(YD,-ZD,),
L, = —i(ZD,—XD,), (3.74)
L. = —i(XD,-YD,),

y usando (2.14), (2.15) y (2.30) puede obtenerse facilmente que los conmutadores estén
dados por

L., L) = iL, ~U,®(D,®X ~Y @ D,),
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[L,,L.,] = iL,—(D,®Y -Z®D,)QU,, (3.75)
L.,L,] = iL, - (ZU,®D,—-D,oU, ® X),

donde U; = S;0;S;" (el indice j indica z, y 0 z), O; es la matriz de proyeccién cuyas
componentes son todas iguales a 1 [cf. (2.30)]. En la discusién que sigue a la ecuacién
(2.30) se mostré que la matriz U; proyecta los vectores del subespacio de funciones del
tipo dado por (2.20), sobre la componente polinomial (en la variable correspondiente) de
grado més alto, haciendo que (3.75) tome la forma esperada

L, L,] = iL,,
L, L] = iL,, (3.76)
L., L] = iL,

siempre que estas matrices se apliquen sobre cualquier vector del subespacio de productos
tensoriales de funciones de la forma (2.20) de grado alomds N —2enz, M —2enyy
K—2en z
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Capitulo 4

La ecuacion de Schrodinger discreta

4.1 Preliminares

Hemos mencionado ya que el método de discretizacion establecido en los capitulos anterio-
res, ademas de preservar las forma de las reglas cudnticas entre las distintas componentes
del impulso y las de la posicidn, asi como las de conmutacién, genera matrices finitas para
las ecuaciones de onda, produciendo resultados convergentes a los continuos, siempre que
los nodos con que se construyen dichas matrices se obtengan a partir de ciertas ecua-
ciones en las que el potencial juega un papel principal, haciendo que la configuracién de
los nodos dependa del potencial que intervenga en la ecuacién de onda. En este capitulo
tendremos ocasion de corroborar estas afirmaciones y de dar credibilidad a esta técnica de
discretizacion como tal y como método numérico, al discretizar la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo para el atomo de Hidrégeno y encontrar sus soluciones discre-
tas. Consideraremos primeramente el potencial de Coulomb y después las correcciones de
estructura fina. Finalmente trataremos el caso importante del &tomo de Hidrégeno en un
campo magnético uniforme de intensidad arbitraria.

Hemos seleccionado estos problemas porque cumplen con los requisitos necesarios para
mostrar las ventajas del método propuesto: son problemas de calificacién para todo pro-
cedimiento de discretizacién (un método que no pueda resolver numericamente al menos
los dos primeros problemas, no puede ser considerado seriamente como método numérico,
mucho menos como método de discretizacion para la Mecdnica Cuéntica). El \iltimo caso
se distingue entre los otros, primero porque a pesar de ser tan viejo, no habia tenido una
solucién general para todo el rango del parametro que define al campo magnético y resulta
un problema importante en Astrofisica, Estado Sélido y Espectroscopia Atémica. Sélo
recientemente [37] se ha dado un método de solucién para valores arbitrarios del campo
magnético. Por otra parte, es un problema de valores a la frontera no separable en las
coordenadas y altamente singular por lo que nuestro método requerird una modificacién
que se presentara en este mismo capitulo, que, dicho sea de paso, se encuentra mas orien-
tado hacia aspectos de calculo numérico.
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4.2 El atomo de Hidrégeno

En ésta y en las siguientes secciones, tomaremos i = 1 y como unidades de longitud
y energia al radio de Bohr ap = h?/mee* = 53 x 107° c¢m y al doble de un Rydberg
meet/h? = 27.2 eV, respectivamente.

De acuerdo a las ideas de la seccién 2.1, para obtener una forma matricial apropiada de
la ecuacién de Schrodinger para el electrén en un campo de Coulomb

1 0,,0 1 5, 1 B
[ 57‘—nglj(r 81") + 55k T]w(r, 0,0) = Ey(r, 0, ), (4.1)
es necesario extraer de 9 (r, 6, ) el comportamiento singular en los puntos extremos de
los intervalos (ver también [8], [16] y [19]). Esto puede hacerse en parte por medio del
cambio de variable

Y(r,0,0) = Yoo(r, 0,0) f(r,0,0), (4.2)

donde (T, 0, @) es la solucién de (4.1) para estados ligados cuando 7 — oo, dada por

Yoo(r, 0, ) = €™V, (4.3)

La energia se escribe aqui como —e pues sera usada en los cdlculos numéricos como un
parametro de prueba.
La substitucién de (4.2) y (4.3) en (4.1) produce

1 62 1 0 1 1 —+2¢
[~557 — (- —V2e) 5+ 550" — T\/Q_) —e]f(r,0,0) = Ef(r,0,0).  (44)
Ya que f(r,0,¢) puede escribirse como un producto de funciones univariadas de r, 6
y ¢, podemos proyectar cada una de tales funciones sobre subespacios de polinomios
para generar representaciones matriciales de dimensién finita de las derivadas parciales
(ver secciones 2.2, 3.2 y el Apéndice B). Asi, a la proyeccién en las variables angulares
(descrita en la seccién 3.2) sobre el subespacio Tar—1(¢) ® Tk -1(f), tenemos que afadir la
proyeccién de la funcién radial sobre el subespacio de polinomios 7x_1(r). Esto produce
el espacio tensorial de proyeccién Ug(r, 0, @) = Ta-1(¢) ® Tk -1(0) @ n-1(r) de dimensién
N* = MKN en el cual la forma matricial de (4.4) estd dada por

HF, = E;F;, s=1,2,---,N", (4.5)
donde el Hamiltoniano discreto es
1 1
H - —5132 — (r'1 —v2e1)D, + 5r—2L2 — (1 —=V2e)r™ —el. (4.6)

Aqui, D, es el producto tensorial

D, =1y ®1lx ® D», (4.7)
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donde D, es la representacién de la derivada radial que tiene la estructura (25) y la
matriz diagonal r estd definida por

r=1y®1x ®R. (4.8)

La matriz diagonal R tiene los nodos radiales rj, j = 1,2,--- , N, sobre su diagonal
principal. L? est4 dado por (3.42) y 1 es la matriz identidad de dimensién N*. Ya que la
parte de f(r, 8, p) que depende de r son polinomios (polinomios de Laguerre multiplicados
por una potencia de 7) y la dimensién de 7n_1(r) es N, se podria esperar un conjunto de
N(K + 1)*/4 eigenvectores F;, que coincidan exactamente en los nodos con las primeras
eigenfunciones del d4tomo de Hidrégeno evaluadas en esos puntos (siempre que M > K).
Sin embargo, debido al hecho de que el argumento de la funcién radial depende del nimero
cuéntico principal n, el cual estd relacionado al indice que define el grado ny de la propia
funcién radial (el polinomio de Laguerrre) y al nimero cudntico azimutal [ a través de
n = ng + 1+ 1, la proyeccién de la parte radial de (4.6) para los estados s sobre el espacio
de proyeccién my_1(r), es decir, la ecuacién de eigenvalores

Hrf;:E;f;v j:1,2,-",N, (49)
donde {
~ 92 ~
H, =—3D, ~ (R —V21n)D, — (1 —=V2¢)R™ — ely, (4.10)
reproducird sélo un eigenvalor exacto: el que corresponde al caso en que e = —F = 1/(2n?)

para algin n < N. Como consecuencia, el nimero de energias exactas dadas por (4.5)
esta dado por la bien conocida férmula

n—1

> 2+ 1) =n? (4.11)

=0

siempre que N < Nmee Para algin nm., que enseguida determinamos. Ya que D, da
derivadas exactas de polinomios de grado N —1 a lo més y la parte radial de f (r,0,0) es
un polinomio de grado n —1 = ny + 1, se tiene que n,,.; = N, y por lo tanto, el método
produce el nimero correcto de eigenvalores exactos correspondientes al multiplete definido

por n siempre que n < Ny M > K > 2N — 1. Sin embargo, es necesario escoger los
nodos radiales en tal forma que

N

| 1
Z———Z\/Z_e—-;, j=1,2,---,N, (4.12)

= (ri—m) j

para que la matriz H, de (4.10) sea hermitiana [cf. (2.10) y la discusién que le sigue]. La
solucién de (4.12) puede encontrarse fécilmente en términos de los ceros de Laguerre (ver
[49]). Asi, estos puntos coinciden con los N ceros del polinomio de Laguerre LY (2v/2¢r)
y producen una matrix positiva definida r=! en (4.6) y una matriz hermitiana para H,
(salvo por una transformacién de similitud). Esto tltimo puede probarse si separamos la
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diagonal principal de D, escribiendo D, = QD°Q~' + d [ver (2.5)] y usando (4.12) para
obtener

H, = Q[%(—(D,‘E)2 +dD? — DYd + d°) + V] Q= Q(%DﬁDT +V)Q™, (4.13)
donde V es la matriz diagonal
V=—-(1-Vv2)R—eln. (4.14)
Por lo tanto, la parte radial de H, de (4.6) también tiene eigenvalores reales ya que
H =1y ®1lg ® H,. (4.15)

Sin embargo, debido a la arbitrariedad de los nodos en 6, pueden encontrarse algunos
eigenvalores complejos en el espectro de (4.5). Para excluirlos, podemos fijar estos pun-
tos por medio de la condicién (3.53) para dar una matriz semipositiva definida L? (salvo
también por una transformacion de similitud). Es importante repetir que tales trans-
formaciones no son esenciales para un problema de eigenvalores como (4.5) puesto que
las matrices de similitud pueden agruparse en una sola matriz diagonal de N* x N* Sy
escribir (4.5) en la forma

Hng:E;gq, g=1,2,---,N*, (4.16)

donde H¥ es hermitiana y g, = STF:.

Resumiendo, si los nodos (7, 6;, %) se escogen de tal forma que r;, ¢ = 1,-- -, N, satisfacen
(4.12),6;,7 =1,---, K, satisfacen (3.53) y o = —n+27k/M,k = 1,---, M, la proyeccién
de la ecuacién de Schrodinger en Ug(r, 6, ) es la ecuacién (4.5), donde H es una matriz
con eigenvalores reales dada por (4.6). El espectro de esta matrix contiene necesariamente
las energias de amarre exactas del n—ésimo multiplete del atomo de Hidrégeno, siempre
quen <N (N>2),M>K>2N-1ye=1/(2n?). Las eigenfunciones del multiplete
divididas por e=V%" [cf. (4.2)—(4.3)] se determinan también exactamente en los nodos
(salvo por un factor de normalizacién), ya que las matrices que representan a las derivadas
parciales construidas con estos nodos, producen resultados exactos para polinomios de la
forma

p(r)P™(0)e™, (4.17)

donde p(r) es un polinomio de grado N—1l alomés, [ =0,1,---,(K—1)/2ym = —1I,--- L.
Ademsés de estos eigenvalores exactos, el nimero correcto de valores que aproximan a la
energia de algin otro multiplete definido por otro indice n’ menor o igual que N, tam-
bién aparecen en el espectro de (4.5). Como era de esperarse, estos valores aproximados
convergen numericamente a los valores exactos de los primeros (K — 1)/2 multipletes
(M >K >2N —1) cuando N crece.

Debe decirse que en el espectro de (4.5) aparece el cero y valores positivos. De hecho, el
numero de valores no negativos es mayor que el nimero de valores negativos, y en principio
pueden interpretarse como energias correspondientes a estados libres, pues numericamen-
te se observa que a medida que N crece, crece el nimero de eigenvalores no negativos y
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se distribuyen a lo largo de (0, 00) aunque sin convergencia a valores especificos.
Mostraremos ahora algunos resultados numéricos. En la Tabla I mostramos las energias
de amarre de los primeros cuatro multipletes obtenidas diagonalizando (4.5) con N = 4
yM=K=T.

TABLA 1. Algunos eigenvalores negativos de Eq. (4.5) con H dado por (4.6) para N = 4,
M=K="7ye,=1/(2n%) con n = 1,2,3,4. Para distinguir facilmente la energfa exacta del
n-ésimo multiplete, se muestra el valor —1/,/2E%.

1.00000000000000

1.00215707302795

1.03168585750231

1.08896461090157

2.04388882694316 1.99999999999993 2.00129478110128 2.00555350797036
2.04388882694346 2.00000000000000 2.00129478110130 2.00555350797038
2.04388882694354 2.00000000000000 2.00129478110132 2.00555350797038
2.09804764737169 2.00000000000000 2.00543455491769 2.06096113941247
3.03156106874861 2.99999999999982 3.00051376536271

3.03156106874867 2.99999999999990 3.00051376536275

3.03156106874879 2.99999999999995 3.00051376536277

3.03156106874883 2.99999999999999 3.00051376536278

3.03156106874884 2.99999999999999 3.00051376536279

3.09880783441467 2.99999999999999 3.01040973704290

3.09880783441493 3.00000000000001 3.01040973704298

3.09880783441499 3.00000000000002 3.01040973704302

3.16392960609153 3.00000000000014 3.03184205479519

5.34059520750606 4.06329322772771 3.99999999999962

5.34059520750857 4.06329322772843 3.99999999999991

5.34059520750915 4.06329322772855 3.99999999999995

5.34059520750938 4,06329322772857 3.99999999999997

5.34059520750947 4.06329322772861 3.99999999999997

5.34059520750989 4.06329322772862 3.99999999999998

5.34059520751064 4.06329322772872 4,00000000000000

4.25955351771777 4.00000000000000

4.25955351771817 4.00000000000001

4.25955351771843 4.00000000000001

4.25955351771845 4.00000000000001

4.25955351771845 4.00000000000002

4.70250143548207 4.00000000000004

4.70250143548227 4.00000000000005

4.70250143548250 4.00000000000033

4.00000000000039
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En la Tabla II se muestra la convergencia numérica de los eigenvalores de (4.5) a las
energias exactas cuando N crece. La selecion M = K = 7 produce convergencia sélo para
los primeros tres multipletes.

TABLA 1I. Algunos eigenvalores negativos de (4.5) con H dado por (4.6) con M = K =7
y € = 1/2 convergiendo a las energias exactas de los primeros tres multipletes del dtomo de
Hidrégeno (mostrada aqui como 1/v/2E,, = n, n = 1,2,3) cuando N crece. El primer eigenvalor
es exacto en todos los casos.

n N=35 N =10 N=15 N=20
1 0.99999999999996  1.00000000000005  1.00000000000003  1.00000000000003
2 2.01049276733108  2.00000276409036  2.00000000023245  1.99999999999987
2.01049276733135  2.00000276409060  2.00000000023589  2.00000000000002
2.01049276733172  2.00000276409188  2.00000000023606  2.00000000000011
2.02305632906585  2.00000703530320  2.00000000063539  2.00000000000116
3 3.01884262920929  3.00022234719467  3.00000127729828
3.01884262920934  3.00022234720154  3.00000127729917
3.01884262920941  3.00022234720269  3.00000127729919
3.01884262921074  3.00022234720273  3.00000127730065
3.01884262921528  3.00022234720280  3.00000127730920
3.05122930639900  3.00072902585704  3.00000472833179
3.05122930639920  3.00072902585744  3.00000472833209
3.05122930640030  3.00072902585783  3.00000472833728
3.07657778934264  3.00117867702690  3.00000812988290

4.3 Impulso angular total

De acuerdo al método de discretizacién presentado en este traj)ajo, la representacion
finito-dimensional del impulso angular total del electrén J = L + S es la 2N* x 2N*
matriz vectorial . L

J=LRL+SQ Iy, (4.18)
donde L es la N* x N* matriz vectorial que representa al impulso angular cuyas compo-

nentes estdn dadas por (3.74) y S = &/2 es el impulso angular intrinseco del electrén,

dado en términos de las matrices de Pauli 0., 0, y 0,. Entonces, las componentes de L
se pueden escribir en la forma

L, = i(sin®® Dy + cos®D, ® cot ©),
L, = —i(cos®® Dy —sin®D, @ cot O), (4.19)
L, = —Z'D‘p Q Iy.
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Por lo tanto J? toma la forma
P =2+ I (4.20)

donde
I, =LeL +S el J,=LoL+S,eIl; J.=LoL+S.elg (421)

El espectro de (4.20) contiene eigenvalores que concuerdan hasta quince digitos con los
valores exactos j(G + 1),7 = 1/2,3/2,"* lmaz — 1/2, lmae = (K =1)/2, M > K (M y K
son nimeros impares), como se muestra en la Tabla III para valores pequefios de K=M.
Nétese que el nimero total de estados se da en forma correcta. Los eigenvalores que no
siguen la sucesién correcta desaparecen cuando K = M se incrementa.

TABLA I1I. Eigenvalores de (4.20) que siguen la sucesién j(j + 1), 1/2 < j < (K —1)/2, con
K = M = 3,5,7. Para distinguirlos facilmente, se muestra el indice j* = (—1+ +/1 +4X)/2. El
digito entre paréntesis indica el nimero de eigenvalores iguales repetidos.

K=3 K=5 K=1
0.50000000000000 (4) 0.50000000000000 (4) 0.50000000000000 (4)
1.50000000000000 (6) 1.50000000000000 (8)

1.50000000000002

1.50000000000011
2.49999999999997
2.49999999999999 (2)
2.50000000000000 (8)
2.50000000000001

Asi, nuestro esquema de proyeccién produce una representacién finita de los operadores
de impulso angular que reproduce las soluciones continuas en problemas de eigenvalores
espinoriales donde la solucién puede escribirse en términos de productos de polinomios
trigonométricos por potencias semienteras de ciertas funciones (éste es el caso de las eigen-
funciones espinoriales de J, y J?). Para otros casos, el método requiere tomar en cuenta,

las singularidades de la ecuacién diferencial o una modificacién adicional para problemas
no separables.

4.4 Estructura fina del Hidrégeno

En esta seccién consideramos el problema de un electrén clésico en un campo de Coulomb
incluyendo los efectos del espin. Esto mostrara algunas propiedades adicionales de la
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proyeccién del del impulso angular en un espacio de dimensién finita.
Para calcular la estructura fina de los niveles de energia del 4tomo de Hidrégeno, tomemos
la reduccién no relativista del Hamiltoniano

1
5
donde o = €2/(hc) es la constante de estructura fina. El Hamiltoniano no perturbado
H®© es el dado en (4.1) y hp es la interaccién de Darwin.
El procedimiento estdndar calcula las correcciones a los niveles de energia encontrando
elementos matriciales del Hamiltoniano perturbado en la base de los operadores L2, S2, J?2
y J, que conmutan simultaneamente. Nosotros lo haremos por medio de una proyeccién
de (4.22) en un espacio polinomial y de la diagonalizaciéon del Hamiltoniano finito obtenido
mediante esta manera.
El primer punto a tratar es la forma explicita de la interaccién de Darwin que debemos
proyectar. Usualmente, el término no hermitiano y singular
1 0

hp = 472 Or (4.23)
se convierte a una forma hermitiana (una delta de Dirac) a través de una integracién
por partes. Para estados con | # 0 este término puede removerse de (4.22), pero lo
mantendremos para dar una descripcion completa del Hamiltoniano perturbado. Sin
embargo, debido a la dificultad numérica de tratar a una delta de Dirac y teniendo en
cuenta la evidencia numérica de que la representacién finita de (4.23) es una matriz con
eigenvalores reales (cuando los nodos satisfacen (4.12), mantendremos la forma (4.23) en
(4.22) en lugar de la forma usual —(1/8)V2(1/r).
Por otra parte, es necesario notar que la adicién de la interaccién spin—6bita introduce
una singularidad irregular en » = 0, haciendo necesario buscar un cambio de variable
que incorpore este comportamiento en la solucién ademés de (4.3). Sin embargo, debido
a la pequefiez de a?, podemos mantener (4.3), y por lo tanto los ceros de Lg)(Z\/ET),
como el conjunto de nodos radiales a pesar de que esta seleccién pueda dar lugar a una
convergencia lenta, ya que no toma en cuenta propiamente la singularidad irregular en el
origen.
De esta forma, el cambio de variable (4.2) produce un nuevo operador diferencial cuya
forma matricial es

H = H(0)+a2[—L S——(H® +1/r)* + hp), (4.22)

2
H =H, + %[R‘3L-S (Ho + R™Y)? — R* (D, — V2e1)), (4.24)

donde Ho = I> ® H, H dado por (4 6), R=Iovnm ® R, D, = Iny ® D,, 1 es la matriz
identidad de dimensién 2N, y L - S estd dado por

2L-S:ax®Lm+cry®Ly+0z®Lz. (4.25)

El 1ltimo término de (4.24), es la forma que el término de Darwin toma después del
cambio de variable (4.2). Por razones de tipo numérico y para identificar la dependencia
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de los eigenvalores sobre los nimeros cuédnticos n, [ y j, es mas conveniente diagonalizar
]a versién reducida en una dimensién de (4.24)

2 |
H' = Ho+ - [AsuR™" = (Ho + R™') = g R7(D: — VEely)), (4.26)

2
donde Hy = H, +1(l+1)R~2/2, H, dado por (4.10) y Asz toma el valor [/2 si j =1 +1/2
o —(l+1)/2 j =1 —1/2, respectivamente. En la Tabla IV se muestra la estrucutra fina
obtenida mediante la diagonalizacién de (4.26) para los primeros tres valores de n. Ya que
la singularidad irregular del Hamiltoniano no se ha tomado en cuenta propiamente y el
término de Darwin conduce a dificultades numeéricas, es necesario tomar valores grandes
de N para alcanzar convergencia a los estados s, tal como se muestra. Nétese que para
1 +# 0, 1a convergencia a los valores dados por la teoria de perturbaciones se alcanza para
N pequena.

TABLA IV. Estructura fina del 4tomo de Hidrégeno. Las energias de amarre producidas por el
teorfa de perturbaciones —FEn;; se comparan con las obtenidas por el presente método —Ef:f 9
para N = 50, 100, 800.

State By o, e B

1sy/2  0.50000665991795  0.50000613488955 0.50000639259060 0.50000662026219
28172 0.12500208122436  0.12500195038954  0.12500201493321  0.12500207221205
2p1/2 0.12500208122436  0.12500208132882 0.12500208132927  0.12500208132965
2p3;2 0. 12500041624487 0.12500041624486 0.12500041624487 0.12500041624488
3s1/2  0.05555629554644  0.05555623744838 0.05555626615153  0.05555629166215
3p1/2 0.05555629554644  0.05555629557858  0.05555629557882  0.05555629557903
3p3se  0.05555580221918  0.05555580221948  0.05555580221 949  0.05555580221949
3da/o  0.05555580221918  0.05555580222221 0.05555580222221  0.05555580222221
3ds/2  0.05555563777676 0.05555563777706  0.05555563777706  0.05555563777706

4.5 El atomo de Hidrdégeno en un campo magnético

Consideremos ahora el caso de un electrén ligado por un nicleo atémico y un campo
magnético de intensidad B apuntando en la direccién z. Emplearemos las mismas unida-
des que en las secciones anteriores y, como unidad de la intensidad magnética, usaremos
Bo = m2e3c/h® = 2.35 X 10°G (me y e son la masa y carga del electrén respectivamente),
de tal forma que B = 3By, donde (8 es el campo magnético adimensional. El problema
se desarrollard en coordenadas esféricas con la norma donde el potencial vectorial tiene
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componentes A, = Ag = 0, A, = (Brsinf)/2. Asf, la ecuacién de Schrodinger toma la
forma

a 1 2
w29 Lo o, 4 _
[ V 268(,0 + 4,3 r*sin” 0 - ,8]\1’ 2EV. (4.27)

El espin del electrén se ha tomado antialineado con el campo magnético para calcular el
estado base, que es nuestro principal interés.

De acuerdo a nuestro método, necesitamos conocer la forma limite W (r, 8, ¢) de ¥ para
los estados ligados [cf. (4.2)]. Escribiendo —FE como ¢, y tomando la forma limite de esta
ecuacién cuando r — oo (suponiendo que las derivadas angulares de la funcién de onda
estan bien definidas para todos los valores de los dngulos) se obtiene

. 1 2.2 2 _
[7 + zﬂ—(; — 4FPr*sin® 0 + B|¥oo = 26 Vo (4.28)

La dependencia de esta ecuacion en ¢ puede factorizarse para producir

Voo(r,0,0) = T(3/4 + a)U(a, x)e"™, (4.29)

2e — B(1 — :
_ % ﬂﬂs(inﬁ m)’ z=4/Bsind r, (4.30)

son los argumentos de la funcién parabdlica de Weber Ul(a, z) (ver [1]). La funcién Gam-
ma que aparece en (4.29) es un factor de normalizacién que hace a ¥, independiente de
fenr=0.

Ya que nuestro interés es calcular las energias del estado base, tomemos m = 0 y substi-
tuyamos ¥ = W, f en (4.27) para producir

donde

(frr+2 fr>+ (f99—|—279f9)
[—(——— cot )+
——a5S0p T 0fp = 2Ef,

2 UT 4 1)+ 2] (4.31)

r2 sin® 6

en donde hemos definido

v(r, 8) = rVsin 6 u(r, ) (4.32)

y u(r,8) =T(3/4 + a)U(a,z), a y = dados en (4.30) con m = 0.

Supongamos ahora que f(r,6, ) puede ser aproximada por una funcién de la forma
9(r,0)h(p), donde h es un polinomio trigonométrico en ¢ y g es un polinomio en dos
variables (de hecho, f tiene esa forma cuando 3 = 0). Esta suposicién permite proyectar
la parte de (4.31) correspondiente a la coordenada ¢ de acuerdo a las lineas ya discutidas.
Ademés, puesto que g(r, 0) genera N diferentes polinomios trigonométricos en 6 cuando
r=r; j=12,---,N,y K diferentes polinomios en r cuando § = 6;, k =1,2,---, K, y
la representacién de una derivada parcial estd dada por bloques (recuérdese la definicién
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de un producto de Kroenecker), podemos pedir que el k—ésimo bloque de la matriz que
ahora represente 8/0r (en dos variables) se construya con la k-ésima linea de nodos
rk, j = 1,2,---,N de acuerdo a la férmula genérica (2.5) y similarmente, que el j-
ésimo bloque de la matriz que represente a /00 se construya con la linea de nodos 67,
k=1,2,---,K de acuerdo a la férmula genérica (3.22). Debe tenerse presente que existe
un orden en la construccién de tales matrices (recuérdese sus definiciones en términos de
productos de Kroenecker) y que el indice que corre més rapidamente es el que corresponde
a la variable r. Esto produce que la representacién de 9/0r sea una matriz diagonal por
bloques, mientras que la representacién de /09 resulta ser una matriz dispersa (sparse
matrix). Denotemos a estas matrices KN x KN por D®y Df,2) , Tespectivamente. Por
otra parte, la representacién de d/3¢ no sufre cambio en su definicién (también es una
matriz dispersa). Asi tenemos finalmente que las nuevas representaciones de las derivadas
parciales son

D,=Iy®D®, Dy=Iy®DP, D,=D,® Ikn. (4.33)

La forma matricial que adopta una funcién coeficiente de (4.31) resulta ser el producto
tensorial de Ips con la matriz diagonal KN x KN cuyos elementos no nulos estdan dados
por la funcién dada evaluada en los nodos (1‘;“, 6),57=1,2,---,N,k=1,2,---, K, donde
J corre mas rapidamente que k.

Asi, la forma discreta de (4.31) es

[(D? + 2g,D,) + r~%(D} + 2gsDy)
+1r7%(ugg + cot Ouy) 4 2r~(u, 4 1) 4 21 (4.34)
+cD? + D, |F* = —2E*F*,

donde € es tomado como un pardmetro de prueba, E* y F* son los aproximantes a la
energia £y eigenfunciones ¥ (dividida por ¥, y evaluada en los nodos), D,, Dy y D,
estdn dadas en (4.33), 1 es la MK N x MKN matriz identidad y g, r, g9, ugs, cot ©,
ug, Uy, y ¢, son las matrices diagonales correspondientes a las funciones [cf. (4.32)] v, /v,
T, Yo/, Uoa/u, cot b, ug/u, u./u, y 1/(r?sin® @), respectivamente.

Los nodos en la coordenada ¢ pueden escogerse como los puntos equidistantes

2ml
Cpl:_ﬂ-—l_ﬁ’ l:132v""M’ (435)

tal como se ha hecho anteriormente, asi que sélo queda por decir cé6mo escoger €l con-
junto de nodos (r;-“, 67). Para esto, podemos seguir las ideas dadas en la seccién 4.2 para
lograr que la proyeccién de la ecuacién radial se convierta en una matriz hermitiana, [cf.
(4.16)]. Denotemos por d; y dg las entradas diagonales de D,, y Dg, respectivamente. Si
imponemos la condicién

d.=—g;, dp=—g (4.36)

entornces —Df —2g,].f)rl3f —D? —2gy Dy son matrices positivas semidefinidas (salvo por una
transformacién de similitud) y por lo tanto, los eigenvalores de (4.34) son reales. Escrita
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en detalle, (4.36) resulta ser el sistema de 2K N ecuaciones no lineales

N’ 1 (k j)_
Z(T _T)+ . 0,

(4.37)
K J_ pi k g
Z lCOt (ak 91 + ’Yo(?“’_:, )k) _ O,
=1 2 2 7(Tj’9k)

donde j =1,2,---,N, k=1,2,---, K y y(r,0) estd dada por (4.32). Asi, si By € estdn
dados numericamente, el conjunto de nodos (rf, 67) puede encontrarse resolviendo el sis-
tema (4.37).

En la Figura | se muestran los nodos obtenidos resolviendo (4.37) con N = K = 8 para
los casos (a) 3 =0, (b) 8= 0.5y (c) # =1. Cuando § = 0, el problema es separable
en las coordenadas y tenemos el caso ya resuelto del 4tomo de Hidrégeno (sin campo
magnético). Los nodos reflejan este hecho en su simetria angular. A medida que g crece,
las lineas radiales que unen a los puntos con un mismo valor de 6 en la Figura 1.(a),
decrecen en longitud y sus extremos se doblan hacia valores grandes de |z|. Los nodos
reflejan también en estos casos la composicién del potencial en una parte radial y otra
dependiente de z.

Una vez determinadas las ecuaciones para los nodos, podemos proceder a resolver el eigen-
problema de (4.34). Para obtener un eigenvalor de (4.34) para un valor 3’ del pardmetro
0, seguiremos un procedimiento recursivo en los parametros 3 y € que consiste en los
siguientes pasos. Comencemos con los nodos que producen resultados exactos para 3 = 0
y € = 1/2. Estos nodos son usados como puntos iniciales para resolver (4.37) con £ igual
a un pequefio incremento. Los nuevos nodos son usados para construir (4.34). Al resolver
este problema de eigenvalores con rutinas estandares, se obtiene un valor para la energia
del estado base, la cual se usa como un valor de ¢ en la siguiente ronda de calculos. Incre-
mentamos de nuevo § y usamos el tltimo conjunto de nodos como puntos iniciales para
encontrar un nuevo conjunto de puntos a través de (4.37) con los valores actuales de 3
y €. Resolviendo nuevamente (4.34), encontramos un nuevo € y asi sucesivamente. El
procedimiento se detiene cuando # = ', produciendo un eigenvalor para el estado base.
Ahora cambiamos el incremento de 3 y el procedimiento se reinicia. Después de varios
incrementos iniciales de 3, se buscan los digitos estables en los eigenvalores obtenidos
mediante esta forma. Para incrementar un poco la precisién de los resultados (y poder
admitir nimeros pares K), podemos usar la representaciéon matricial de d/d6

D} = T*D(T*), (4.38)
K,
_ Z COt(Qi — 91), 1= j, K
D= ¢ 1=1 Sij = 045 HSiH(@j - 91), (4.39)

I
cotll:—0;),  i#3,
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dada en [11] (cf. seccién 3.3). En tal caso, la matriz D cambiaré en forma. corres-
pondiente [y asf lo hars también (4.33)] y el sumando de la segunda ecuacién de (4.37)
cambiara a cot(6] — 67). Esto es lo que hemos hecho al calcular las energias del estado
base mostradas en la Tabla V para N = 4,6,8, K = N, y M = 3. Alli se comparan con
los valores dados en [37].

12 T —
(@)
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0 #
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0
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FIGURA 1. Ejemplos de nodos en 7y (N = K = 8) para la discretizacién de
la ecuacién de onda del &tomo de Hidrégeno en un campo magnético uniforme
para tres valores de la intensidad magnética: (a)8 = 0,(b)3 = 1/2,(c)8 = 1.
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TABLA V. Energias de amarre —Eqo(M, K, N) del estado base de un tomo de Hidrégeno en un
campo magnético uniforme calculadas de acuerdo al presente método. Sélo se dan los primeros

digitos estables y se comparan con las energias —Fo dadas en [37].

B

hE0(3v 4a 4)

‘E0(3a 67 6)

"EO(3, 85 8)

—E,

0.0001  0.500 049 997 500 0.500 049 997 500 0.500 049 997 500

0.500 049 997 500

0.001  0.500 499 750 00  0.500 499 750 000 0.500 499 750 000  0.500 499 750 000
0.01 0.504 961 0.504 975 0.504 975 0.504 975 002 759
0.1 0.547 518 0.547 527 0.547 525 0.547 526 480 401
04 0.664 7 0.664 7 0.664 6 0.664 605 379 868
0.6 0.727 0.727 7 0.727 3 0.727 462 287 757
0.8 0.78 0.782 0.782 0.782 283 393 769
1.0 0.83 0.83 0.83 0.831 168 896 733

Como puede verse, el método produce eigenvalores precisos y sus correspondientes eigen-
funciones (obtenidas de los eigenvectores por medio de una interpolacién) para valores
no muy intensos del campo magnético (8 ~ 1, o bien, B & 10°G). El hecho de que esta
técnica produzca resultados no aceptables cuando el campo es intenso (3 > 1) se debe
a que (4.29) se vuelve una funcién oscilatoria cuando a < 0 [o § > 2¢, f. Eq. (4.30)]
haciendo que la solucién de (4.37) no pueda ser encontrada con alta precisién para 8 ~ 1.
Para 3 > 1, la solucién de (4.37) no es tnica, por lo que debe buscarse otra funcién W
para este rango del parametro. Sin embargo, nuestro interés aquf sélo ha sido mostrar un
caso de importancia fisica donde el método pudiera aplicarse para darle credibilidad como
un método de discretizacién de operadores diferenciales y asi respaldar su aplicacién a las
ecuaciones de onda relativistas.
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Capitulo 5

FEcuaciones relativistas discretas

5.1 Preliminares

En este capitulo dejaremos aparte los aspectos computacionales de esta técnica para re-
tomar su caracter de método de discretizacion para la Mecdnica Cuéntica Relativista.
En esta parte no consideraremos ningin potencial, sélo casos libres, pues nuestro interés
es sentar las bases de esta técnica de proyeccién para las ecuaciones de onda basicas y
dejar para trabajos futuros su aplicacién a problemas de mayor interés fisico en la Elec-
trodinamica Cuéntica o de la Gravedad Cuantica. Primeramente tomaremos la ecuacion
de Klein-Gordon en 3+ 1 dimensiones para proyectarla en el espacio de funciones Uy (ver
la seccién 2.2) y resolveremos la ecuacién matricial resultante usando la transformada de
Fourier discreta dada por (2.60). Debido a la dificultad del problema, sélo tomaremos
1+ 1 dimensiones para mostrar que la solucion asi obtenida puede aproximarse a la solu-
cion general de esta ecuacion dada en términos de funciones de Green en el caso de una
variable espacial. Algunas de las propiedades de esta técnica de solucién seran usadas en
el caso de la ecuacién de Dirac, que por lo tanto se tratard enseguida. También en este
caso sblo tomaremos una variable espacial. Mostraremos que el "modelo de ajedrez”de
Feynmann para el propagador de una particula relativista unidimensional [25] puede reob-
tenerse mediante esta técnica, ademés de otro tipo de soluciones.

5.2 La ecuacion de Klein—Gordon

La notacién que seguiremos aqui es aquella que se establece al final de la seccién 2.2. Las
variables z, y y 2 serdn denotadas por z', 2% y z® y el tiempo ¢ por z*. La signatura
serd entonces (—, —, —,+) y los impulsos asociados se denotardn en la forma usual -,
pn=1,2,3,4 (p* = E). ! Las constantes c y h serdn tomadas como 1 y el espacio de

!Esta notacién se usa por conveniencia ya que como se recordars, en los productos tensoriales
del esquema discreto, la variable que corre més répidamente es z!, después 22, y asi sucesi-
vamente, dejando al tiempo como la variable que corre més lentamente, para que en caso de
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proyeccién como el espacio Uy formado por los productos tensoriales de los subespacios
de la forma (2.20) para cada variable. N = [1}(N; — 1) donde N; es el nimero de nodos
que tomaremos en la coordenada z* para la discretizacién (ver la seccién 2.2).

Como se sabe, la ecuacién de Klein-Gordon

82

(— oa t VHY = m?¥ (5.1)
aparece al substituir en la ecuacién de energia-impulso de una particula libre relativista
E? —p? = m? (5.2)

las reglas cuanticas
p— —iV, FE— z% (56.3)

Ya que nuestro esquema discreto reproduce dichas reglas con matrices finitas [ver Ec.
(2.61)], la discretizacién de (5.1) produce la ecuacién matricial

[=(D4)? + (D1)? + (D2)” + (Dg)?Jf = m*f, (5.4)
salvo una transformacién de similitud dada por
S=5,8518515 (5.5)

[que es la generalizacion de (2.44)] y que se incluye en el vector f por simplicidad, pero que
su aplicacién produce sélo un cambio de signo en nodos adyacentes en la forma asintética
de f [ver por ejemplo (2.24)]. Por lo tanto, dicho factor serd ignorado en los resultados
asintéticos que mostraremos mas adelante.

Una primera observacién sobre (5.4), es que corresponde a una ecuacién de eigenvalores
(en el caso continuo la ecuacién de Klein-Gordon también es una ecuacién de eigenvalores
que acepta eigensoluciones para m continua) Ya que en nuestro caso tenemos un operador
matricial finito del lado izquierdo de la ecuacion, con un espectro discreto por su misma,
naturaleza matricial, tendremos que aceptar una discretizacion en la masa de la particula
que represente dicha ecuacién. Como contraparte, recordemos que existen problemas
relativistas continuos que aceptan un espectro discreto para la masa (véase por ejemplo
2], donde se resuelve la ecuacién de Klein-Gordon con un potencial de tipo electrostatico).
Asi que (5.4) puede escribirse como

[—(D4)? + (D1)? + (D2)? + (Ds)°f, = m?f,, (5.6)

donde ¢ = 1,2,---,N* y N* = N1 N2N3N,;. Un poco més adelante se verd que mg se
aproxima a cualquier nimero real (positivo o negativo) cuando N* — oc.

En la manera usual de calcular las soluciones Lorentz invariantes de la ecuacién de Klein—
Gordon (5.1) se emplea la transformada de Fourier y la teorfa de distribuciones. Ver por

requerir una funcién de onda en un tiempo dado, puedan manejarse facilmente los productos
tensoriales.
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ejemplo [5] y [32] donde se obtienen la funcién de Pauli-Jordan y el propagador retrasado.
En nuestro caso discreto, podemos resolver (5.6) usando también la transformada de
Fourier pero en su forma discreta

F=(F)eFFgF. (5.7)

[dada en (2.60)] ya que la matriz F diagonaliza simultaneamente a todas las derivadas
D,. Aplicando F a (5.6) y tomando en cuenta (2.62), se obtiene

(P?)? — (P%)” — (P%)? — (P")’]g, = meg,, (58)

donde
g, = Ff, (5.9)

es la transformada de Fourier discreta de f; y las matrices diagonales P* son las represen-
taciones discretas de los impulsos p*. Esta ecuacion puede escribirse en la forma compacta
(indices repetidos se suman)

[P.P"|g, = mlg,, (5.10)

donde P, = g,..,P” y g,. es la métrica asociada a la signatura empleada. Noétese que esta
ecuacién o (5.8)] es la forma discreta de la ecuacién de energia—impulso (5.2). De aqui se
sigue que los eigenvalores mZ estan dados por las entradas diagonales de P ,P* de acuerdo
a

mZ = (p)* — (1))° — (3,)* — (mh)". (5.11)

Aqui, el subindice g esta relacionado con k,I,m y n a través del orden

donde primeramente se hace n = 1,2+, Ny, y después m =1,2--- ,No, | = 1,2, N3,
y finalmente &k = 1,2---, N4, de manera que ¢ = 1,2,---,N*, N* = N1 N;N3Ny, gene-
rando los N* eigenvalores de (5.6). Ya que pf son raices de polinomios de Hermite y
éstos se vuelven densos en los nimeros reales cuando el grado del polinomio crece hacia
infinito, mg se aproxima a cualquier valor real cuando N* — oo. Esto implica que la
ecuacién de Klein—-Gordon asf discretizada contiene soluciones de tipo taquidnico ademaés
de las soluciones con energia positiva o negativa. Los eigenvalores negativos son siempre
mayores (o cuando menos iguales) en nimero que los positivos, dependiendo del niimero
de variables espaciales que se tomen en cuenta. Por otra parte, puesto que las raices de
estos polinomios se encuentran simetricamente dispuestas alrededor de cero, el espectro
de (5.6) es degenerado y esta degeneracién depende de la naturaleza par o impar de cada
N, y del nimero de variables consideradas, pues (5.11) produce distintas degeneraciones
si tenemos por ejemplo, 141 o 143 variables. Este punto resulta importante al considerar
la forma asintética de la solucién como se vera mas adelante.

Para que (5.11) sea un eigenvalor de (5.8) se requiere que el eigenvector correspondiente g,
esté compuesto por ceros dondequiera excepto en el g-ésimo lugar donde debera tener una
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componente distinta de cero que puede ser tomada igual a 1.2 Debido a la degeneracién
existente, existen muchos valores de los indices k, I, m y n (y por lo tanto de ¢) para los
cuales se obtiene el mismo eigenvalor mg, por lo que la solucién de (5.8) es

Bnz= D, A, (5.13)
P,P"—m

donde A, es una constante y la suma se realiza sobre todo g o sobre todos los k, [, m y
n que hacen valer (5.11). Podemos obtener la solucién de la ecuacién de Klein—-Gordon
discreta (5.4) para un valor dado del eigenvalor m?2 antitransformando (5.13), es decir,

aplicandole la matriz F' (recuérdese que F es unitaria), para obtener

fo= > AF'g, (5.14)
P.P*=m?

Ya que g, = d;s , el producto F‘qu da como resultado la g—ésima columna de la matriz
F' que denotaremos por [F'],. Entonces

by Y A, (5.5
PuPu:mg

Si usamos la definicion de F y la generalizacion de (2.50) se puede obtener el primer
acercamiento a la forma asintética de (5.15) cuando N, — co. Primeramente obsérvese
que cualquier subindice s, s = 1,2, - - -, N*, puede reescibirse como una tétrada klmn pues
estos cuatro indices determinan a s de acuerdo a (5.12). Asi, la componente s—ésima de
fn2 con ¢ escrito como k'l'm'n’ toma la forma asintética

. o *( 1 .2 3 4

Nhinoo(fm(zl)3 = V' (z, 23, 75, 2;,)
I
ipd 24 —ipd3 g 2.2 1.1
= Y rmwCOnOnCniOnye e % e Puke el (5.16)
P"Pu:mg

ot Z Aqei(Pu)q(z“)s
PP =m

donde hemos definido U*(z%) como esta forma limite para enfatizar el hecho de que esta
expresién es una proyeccién de la solucién continua. La constante Cy, esta dada por
la forma genérica (2.25). Como puede verse, esta solucién discreta contiene la forma
funcional apropiada para conectarla con soluciones continuas Lorentz invariantes. Sin
embargo, hay algunos puntos que deben tratarse con cuidado. Para obtener esa forma
funcional, el proceso limite se realiza en forma simultdnea para los cuatro pardmetros N, y
la suma se hace sobre los indices correspondientes a los nodos definidos por la degeneracién

*Este tipo de vector corresponde a la, proyeccién de una distribucién centrada en un punto en
nuestro espacio finito. Esto era de esperarse ya que las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon
en el espacio de impulsos son justamente distribuciones (ver por ejemplo [32])
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existente, la cual es independiente de que N, crezca o disminuya, ya que la degeneracion
depende sélo del cardcter par—impar de ese parametro y de la simetria de los ceros (.16
Hermite, haciendo que aunque N, tienda hacia infinito, la dimension del eigenespacio
degenerado se mantiene constante (cambiando sélo si N, es par o impar), lo que implica
que aunque N, — 00, en la suma (5.16) se debe tomar siempre un mismo numero finito de
sumandos. Si recordamos que en el caso continuo el ndimero de componentes de Fourier es
infinito, esto puede parecer una falla en la aproximacién del método discreto. Sin embargo,
esto no quiere decir que las soluciones discretas y continuas no puedan conectarse entre
s{ puesto que los ceros de Hermite se vuelven densos en los reales cuando N, — oo,
de manera que en este lfmite hay muchos puntos muy cercanos entre si siendo posible
aproximar la suma de (5.16) por una integral, tal como se vera enseguida.
Con el objeto de simplificar los resultados, consideraremos sélo 1 + 1 variables z' = z y
z* =t con sus impulsos p* = py p* = E. Ademds, tomaremos el mismo mimero de nodos
en las dos coordenadas, N; = N y Ny = N, de manera que la ecuacién (5.11) toma la
forma

mi=E.—p;, gq=Il+(n—-1)N, (5.17)

con [,n =1,2,---, N (hemos cambiado la notacién de los indices para no confundir con
la masa). Nuevamente mg se aproxima a cualquier valor real cuando N — oo y presenta
degeneracién. llustremos esto con N par y para m2 > 0. En este caso €} eigenvalor m? = 0
es 2N~degenerado mientras que los demés son sélo 4-degenerados. Por lo tanto, las sumas
que componen la solucién (5.15) de la ecuacién de Klein—-Gordon sélo contienen cuatro
sumandos, excepto en el caso nulo donde hay 2N de ellos, de tal forma que ajustdndonos
estrictamente a estos resultados, la forma limite de nuestra ecuacién discreta (5.15) sélo
consiste en una suma de 4 exponenciales. Sin embargo, debido al adensamiento de los
ceros de Hermite en los reales, existe una infinidad de puntos suficientemente cercanos
a las hipérbolas E = +(m? + p*)'/? en el plano p — E haciendo posible substituir la
degeneracién discreta por todo el conjunto de puntos de esas curvas. Este hecho se
muestra esquematicamente en la Figura 2.

De esta manera, en la medida que N — oo, podemos substituir la suma

fz = 2. ZAq[F]q' (5.18)

2 2__
En“P; =mj

por una integral, pero antes es necesario examinar el comportamiento de las constantes
Cn’s que aparecen en (5.16). Nétese que el j—ésimo cero de Hn(z) puede aproximarse
por la férmula de puntos equidistantes

I RS (2 ] —N—1\m
?7\ VAN ) 2’
asi que de acuerdo a su definicién (2.25), la constante Cy resulta proporcional a la dife-
rencia entre dos ceros adyacentes:

(5.19)

Cn = V—_Q—;Ax’ (5.20)
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FIGURA 2. Puntos del espacio discreto de Energia—Impulso en 141 variables con N =
M = 40. Se muestran las hipérbolas que pasan por los puntos que hacen m? = 10.048

y m? = 0. En este caso el eigenvalor nulo es 2N—degenerado, mientras que los demés
eigenvalores (m? # 0) son 4-degenerados.

donde Az = z;41 — z; es el paso o diferencia espacial. Ya que estamos usando el mismo
numero de nodos para z y t, tanto el paso espacial como el temporal se escalan en la
misma manera. Para aligerar la notacion eliminaremos los subindices mg, ny i de fy,

E2 y p?, respectivamente. Asi, la forma limite de f para energias positivas es

: L ; .
]}1_1}100 f= U (z,t) = o > A(p)e' B+ AR Ap. (6.21)

E=(m24p2)1/2

Ahora estamos en condiciones de aproximar esta suma por la integral doble

1 o oo )
Vapte) = o [ dB [ dps(E— Jm?+ P A(p)eiTe i
e 1 /oo A(p)ei(—tk V m2+P2+pmJ‘)dp. (5'22)
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La dltima integral puede calcularse en términos de las condiciones iniciales

€@)= U0, @)= 2|, (5.23)

si separamos la exponencial que depende de v/m? + p? y usamos las férmulas para trans-
formadas de Fourier y de Hankel dadas en [23] y algunos teoremas de convolucién. De
esta forma se obtiene

W(o,t) — %E(x +1)+ %5(:1: —t)+ % / jtn(s)Jo(m, [ —(z— s)2)ds
mit x+t§(8) Ji(my/t2 — (z — S)Q)ds, (5.20)

2 Jo—t 2 — (.’17 _ 5)2

donde hemos suprimido los indices de z y t para clarificar la notacién. Jo(z) y Ji(x) son
funciones de Bessel. Esta es la bien conocida solucién general de la ecuacién de Klein—
Gordon en 1 + 1 coordenadas (ver por ejemplo [38]) escrita en términos de funciones de
Green.

Eisto muestra que nuestra técnica reproduce las soluciones de esta ecuacién relativista con
matrices de dimension finita que preservan las relaciones cudnticas entre impulsos y deri-
vadas, siempre que consideremos un subespacio de funciones degeneradas ” cercano” pero
mucho més grande que el subespacio producido por el mismo método.

5.2.1 Ecuaciéon de continuidad

Una de las principales razones por la que la ecuacién de Klein-Gordon para una particula
no es bien aceptada, es la dificultad de definir una densidad de probabilidad positiva,
definida. Por lo tanto resulta de interés examinar la forma que la ecuacién de continuidad
adopta en este esquema discreto. Para este fin seguiremos la forma estdndar de derivacién
de dicha ecuacidén, que escrita en las unidades usadas en esta seccién es

0 0 0

55(‘1'*%‘1’ - q:-a—tqf*) -V (U'VE - uve) =o. (5.25)
Como se sabe, esta ecuacién se obtiene restando el producto de ¥ por el conjugado del
operador de Klein-Gordon del producto de ¥* por dicho operador. Nuestro objetivo
sera obtener una ecuacién matricial que sea en cierto modo el equivalente de (5.25) y
averiguar si en nuestro esquema discreto tampoco es posible definir una probabilidad que
sea positiva definida.

Por simplicidad, usaremos sélo 1 + 1 coordenadas con N; nodos para la coordenada z y
Ny para t. Obsérvese que por (5.15) una solucién bésica de la ecuacién de Klein-Gordon
discreta

[—(D:)? + (D.)’f, = mZf,, (5.26)
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es justamente la columna g—ésima de F!, es decir, las columnas de la matriz F' forman
una base para cualquier solucién de Klein-Gordon. Entonces basta considerar la transfor-
macién de (5.26) con una de esas columnas. Sin embargo, es conveniente reescribir (5.26)
como la relacién matricial

[—(D.)* + (D,)*JF! = FIM?, (5.27)
donde M? es la matriz diagonal formada por los eigenvalores mg, qg=1,2,---,N1N,, para
usar las relaciones

FD, = D,F +FE+EF) F'D,=D,F!' —i(F'E + EF) (5.28)
y
FD, = D,F —i(FP + PF) F'D, = D,F! +i(F'P + PFY) (5.29)

que se pueden obtener ficilmente transponiendo y/o conjugando las ecuaciones (2.61) y
usando el hecho de que D, es antisimétrica y F es simétrica. Las matrices diagonales E y
P de (5.28) y (5.29), han sido ya definidas en las ecuaciones (2.61). Restando el producto
de F por (5.27) del producto de F por la conjugada de (5.27), se obtiene

[F(D,)*F! — F1(D,)*F] + [F!(D,)’F — F(D,)?F'] = 0. (5.30)
Mediante las relaciones (5.28) y (5.29), esta ecuacién puede reescribirse como
D,(F'D,F - FD,F') - D_(F'D,F — FD,F') + Q, (5.31)

donde Q = FEF'E — F'EFE + F'PFP — FPF'P,

Para hace contacto con la ecuacién de continuidad, debemos observar que al reescribir la
ecuacién de Klein-Gordon discreta en la forma (5.27), hemos incluido todos los vectores
de onda (en la matriz F') en lugar de tomar uno sélo de ellos (pues la probabilidad
debe estar definida en términos de una funcién de onda y su conjugada). Por lo tanto,
deberemos fijar en (5.30) una de las columnas de F', dando como consecuencia que sean
las componentes diagonales de esa ecuacién [o de (5.31)] las que buscamos. Analizando
la forma de la matriz Q, puede mostrarse que sus elementos diagonales son siempre cero,
por lo que la relacién que podriamos asociar en este esquema discreto con la ecuacién de
continuidad aplicada a, digamos, el vector f;, es el elemento diagonal qq de

D(F'D,F — FD,F") — D, (F'D,F — FD,F"), (5.32)

ecuacién que muestra parecido (bajo las substituciones usuales hechas en este trabajo)
con (5.25) para 1 + 1 variables. El término
0 0 )

(w i (5.33)

que usualmente se relaciona a la densidad de probabilidad, tiene su homénimo discreto
dado por

F'D,F — FD,F, (5.34)
cuyos elementos diagonales no son positivos definidos. Asi vemos que nuestra técnica

produce una ecuacién de Klein—-Gordon discreta que hereda la imposibilidad de definir
una densidad de probabilidad positiva.
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5.92.2 TUna raiz de la ecuacién de Klein—Gordon discreta

Otro aspecto importante que tratar antes de concluir esta seccion (por la relacién que
pudiera tener con la ecuacién de Dirac), es investigar la posibilidad de encontrar una raiz
cuadrada de la ecuacién de Klein—-Gordon discreta que sea lineal en las derivadas.
Nuevamente tomaremos sélo 1 + 1 coordenadas como en la subseccion anterior y después
generalizaremos a 1 + 3.
La matriz D° definida a través de (2.5) usando ceros de Hermite y que representa la
derivada unidimensional en el espacio de funciones (2.20), en cuyos términos se encuentran
definidas las matrices de derivacién parcial D, a través de (2.54), posee una propiedad
clave para el objetivo de esta subseccién. Denotemos por U la matriz N x N que tiene
I’s en su antidiagonal y ceros en sus otras entradas. Es decir, si Uj, = § n_k41, entonces
se tiene que

U'DU =UD% = —-D°. (5.35)
En el caso de dos variables, cuando se han seleccionado N; nodos para z y N, para ¢,
definase la matriz

U=1U (U'=U) (5.36)

donde 1 es la matriz identidad de N2 X N, mientras que ahora la dimensién de U es N;.
Entonces tendremos las relaciones

UD,U=D, UD,U=-D,. (5.37)

Usando estas ecuaciones no es dificil mostrar que una raiz lineal en las derivadas del
operador discreto

C? = (Dy)? — (D,)?, (5.38)

es la matriz
C=UD,; - UD,. (5.39)

En efecto, multiplicando (5.39) consigo mismo y tomando en cuenta (5.37) y que D; y
D, conmutan, se tiene

U(D; - D,)U(D; — D,) = (UD,U — UD,U)(D, — D,) = C2. (5.40)

Otra raiz se obtiene cambiando el signo — en (5.39) por +. Por lo tanto, dos raices de la
ecuacién de Klein-Gordon discreta en 1 + 1 variables son

que pueden escribirse en la forma
(D; — D,)f = img, (D;+ D,)g = imf. (5.42)
donde hemos definido

f=Ug. (5.43)
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Estas dos raices pueden interpretarse como las componentes de la ecuacién de Dirac
discreta en 1+ 1 variables en cierta representacién |[ver (5.50)] en el caso particular en que
(5.43) se mantenga, es decir, en en caso en que las componentes se encuentren desacopladas
hasta la trasformacion dada por la matriz U.

Para extender el procedimiento de raiz cuadrada a 1+ 3 variables, definamos las matrices

U = LoUeU.el
U = LeUelU,el; (5.44)
U? = LU, U,
U = LeLoeLel

(nétese que Uy = Us), donde I y Uk son las matrices identidad y la de 1's en la antidia-
gonal, respectivamente, de dimension N;. Entonces, usando las propiedades del producto
tensorial de matrices, las definiciones de las matrices D, en términos de las matrices in-
dividuales D}, la conmutatividad de las matrices D, y la propiedad (5.35) que ahora se
lee Uy DU, = —DY, k = 1,2,3, se puede mostrar que la matriz

C = U'D, - U®D; — U?D, — U'D;, (5.45)
es una raiz de la representacion discreta del Dalambertiano
C? =D*D, = (D4)* — (D3)? — (D2)? — (D1)> (5.46)

Otras raices de esta matriz se obtienen cambiando cualquiera de los signos en (5.45).
Finalizaremos esta subseccién generalizando la propiedad (5.35) a este caso. Un poco de
algebra muestra que ahora tendremos

{U*D,,U’D,} = ZQMV(D;L)Q» (5-47)

donde no hay suma entre indices repetidos y {, } denota el anticonmutador entre matrices.
En la siguiente seccién tratamos la discretizacion de la ecuacién de Dirac. Ya que las he-
rramientas usadas han sido establecidas aqui, el tratamiento del caso de Dirac serd4 dado
en forma mas concisa.

5.3 La ecuacién de Dirac

Para establecer las bases de discretizacion en el caso de la ecuacién de Dirac sélo usaremos
1+1 variables y dejaremos como problema abierto la extensién de esta técnica a problemas
de mayor interés fisico.

Para aplicar nuestro método en este caso, requerimos de una representacién especifica de
la ecuacién de Dirac. En esta seccién usaremos las dos representaciones dadas en [31] y
denotadas por RI y RII. Asi, si la funcién de onda est4 dada por

(2 o
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la ecuacién de Dirac (en las unidades usadas en la seccién anterior) toma la forma

0w _ o )
" B _
&Jr% _m<¢), (5.49)
ot Oz
en la primera representacién (RI), y
oY Oy
o _ 7 ' é
g_fp g% = —im ( w) : (5.50)
ot Oz

en la segunda representacién (RII), en la cual comenzamos a trabajar. De acuerdo al
método, la forma discreta de (5.50) estd dada por las ecuaciones

(D; — D,)f, = —im,g,, (D: + D,)g, = —imgf,, (5.51)
que, como escritas como ecuaciones matriciales (lo cual resultard més conveniente), son
(D; — D,)F = —iGM, (D: + D,)G = —iFM, (5.52)

donde M es una matriz diagonal con los valores m, de la masa discretizada a lo largo
de su diagonal principal y F y G denotan las matrices cuyas columnas son [flg, [g],,
g=12,---,N?

Denotemos ahora por C, y S, la parte real e imaginaria de la transformada de Fourier
discreta F, unidimensional dada en (2.21), i.e., F, = C; +4S,. De (2.23) se ve que D?
intercambia una parte en la otra de acuerdo a

D, =-S,P, DS,=C,P. (5.53)
Por lo tanto, este hecho sugiere buscar una solucién de (5.52) en la forma
F=(C;®C;)A; — (S: ® Sz)Aq, G =—i[(S: ® C;)B1 + (C; ® S;)B3], (5.54)

donde las A’s y B’s son matrices incgnitas a determinarse. Nétese que el significado de
F ha cambiado. La substitucién de (5.54) en (5.52), produce las condiciones

AE—-AP=B;M, AE-AP=BM, (5.55)

B.E + B;P = A;M, B.E + B,P = A;M, (5.56)

donde E y P son las matrices diagonales de energia y impulso usadas en la seccién anterior.
Para obtener (5.55) y (5.56) hemos supuesto que A; y B; son matrices diagonales y para
asegurar la consistencia de (5.55) y (5.56), deberemos tener que

E’-P?=M? (5.57)
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(una relacién ya encontrada antes), y A; y B; deben ser matrices no singulares. Para que
esta dltima condicién se satisfaga, se requiere que el nimero N de nodos sea par, como

se mostrara enseguida.
Una solucién de (5.55) [o (5.56)] es

A;=1, A,=PE!, B;=ME™!, B,=0, (5.58)

donde 0 and 1 son las N2x N2 matrices nula e identidad respectivamente. Ya que las entra-
das diagonales de E y P son ceros de Hy(z) y estos puntos se encuentran simétricamente
localizados alrededor de cero, esas matrices son no singulares sélo cuando N es par. Asi,
(5.54) resulta en

F=(C,®C,)—(S:®S,)PE!, G=—i(S,®C,)ME™. (5.59)

Los razonamientos hechos en la seccién anterior al considerar los valores de £y P que
deben ser tomados en cuenta debido a la degeneracién existente en los eigenvalores m?
se aplican nuevamente. Asi, podemos considerar que cuando N — oo, muchas columnas
de F y G corresponden al mismo valor de m = m, [cf. (5.17)]. Sean f y g tales sumas,

escritas como
f= > [Fl, &= ) [G. (5.60)

E2—p}=m} E}—p}=m}

Asi, para energias positivas, las formas limites de f y g estdn dadas por

W(zjte) = % > [cos(Eti) cos(pz;) — (p/E)sin(Ety) sin(pz;)|AEAp, (5.61)

d(zj, te) = —% 3" (1/E)sin(Etk) cos(pz;) AEAD, (5.62)

E= m2 +p2

respectivamente. Por lo tanto, siguiendo el procedimiento de aproximacién de la seccién
previa, encontramos que estas expresiones convergen a los valores de las integrales

V(@i te) = 5 [ A8 [ dpd(—fm¥ + )lcos(Bte) cos(pa;)~(p/E)sin(Et) sin(pa)
(5.63)
y

B, t) = ~5= [ B [ dps(E - \/m? + 1?)(1/E)sin(Bti) cos(pr;),  (5.64)
es decir,

w0 = [ eostey/m? ) costpaip— L [ PP inmyay - (3.65)
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é(z, 1) = — = / ” Sm(t“ ™ P cos(pi;)d, (5.66)
donde hemos eliminado los indices por sunphc:ldad en la notacién. Calculando estas dos
integrales mediante transformadas de Hankel [23], obtenemos asi que las sumas (5.61) y
(5.62) convergen a dos de las componentes del propagador continuo *

W(@, ) = ( —t+ )Jl(c———— ) o<l <t (5.67)

(), t < |zl

$(a,t) = { 7 H/E, 02 < (5.68)
: t<|zl.

Antes de continuar, es importante aclarar qué funcién de Green estamos obteniendo con
la seleccién (5.58). Desafortunadamente, el estado actual de la técnica que estamos pre-
sentando para discretizar y obtener soluciones de la ecuacién de Dirac, no permite saber
cudl es el tipo de funcién que obtendremos (si es la causal, la retardada o alguna otra
utilizada cominmente), como se ilustra con los valores dados a las A’s y B’s al final de
este capitulo. Sin embargo, a posteriori, podriamos argiiir que el caso de (5.67)—(5.68)
corresponde a dos de las componentes espinoriales de la funcién de Pauli-Jordan, pues si
bien t > 0 en esas ecuaciones, podemos obtener el par correspondiente a t < 0, tal como
se vera enseguida, haciendo que este propagador sea distinto de cero sélo dentro del cono
de luz.

Para considerar las amplitudes de las antiparticulas debemos realizar las sumas (5.61) y
(5.62) sobre la hipérbola inferior E = —/m? + p? (energfas negativas), pero haciendo el
cambio tx — —Tx, pues asi estaremos considerando la contribucién al propagador debida
a los positrones de energia positiva, ya que estas particulas pueden interpretarse como
electrones de energia negativa viajando al pasado. Una simple inspeccién de (5.61) y
(5.62) muestra que el inico cambio en este caso, es el signo negativo de (5.61) por un +.
Sin embargo, las expresiones resultantes para ¥ y ¢ no satisfacen la ecuacién de Dirac
a menos que se intercambien ¥ — ¢, ¢ — 1 (esta solucién puede obtenerse con una
seleccion adecuada de las matrices A’s y B’s, tal como lo haremos un poco més adelante
en coordenadas nulas). Asf tenemos las cuatro componentes del propagador

K(z,£:0,0) = ge(t — |z|) ((_t t%{;&%ﬂ/ " (—t :i;’;ﬁ?};?ﬂ /¢> , (5.69)

donde 0(z) es la funcién escalén y 7 = (2 — 22)/2. Si la representacién de la ecuacién
de Dirac que se da en [31] se escoge en lugar de la que estamos utilizando, se obtiene

3Recuérdese que el propagador o funcién de Green puede ser interpretado como una funcién
de onda (25]. Por otra parte, puede concluirse que (5.67) y (5.68) son efectivamente componentes
de una funcién de Green del hecho de que las sumas (5.60) se realizan sin constantes [a diferencia
del caso de Klein—Gordon (5.21), donde los kerneles aparecen de manera, explicita).
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un cambio de signo en la parte imaginaria y una transposicién de las componentes del
propagador.

Ademaés, si removemos el factor —i de la segunda matriz en (5.54), obtenemos una solu-
ci6n de la ecuacién discreta en la primera representacién RI dada en [36]. Por lo tanto,
en RI las soluciones son reales e iguales a las de RII (salvo el factor —i de la segunda
componente.

Por otra parte, si tomamos la hipérbola derecha o izquierda para realizar las sumas (5.61)-
(5.62), podemos obtener soluciones taquiénicas de la ecuacién de Dirac.

Para mostrar que nuestra solucién discreta puede interpretarse en términos de sumas pe-
sadas sobre trayectorias en redes (lattice paths), o en otras palabras, conectarse con el
modelo de ajedrez de Feynman del propagador unidimensional, encontramos mas conve-
niente trabajar en las coordenadas nulas r = (¢t + z)/2, s = (t — z)/2, en las cuales la
ecuacién de Dirac discretizada (usando la representacién RII) toma la forma

D,F = —iGM, D.G = —iFM. (5.70)

Nuevamente, la solucién puede escribirse en la forma (5.54) con las substituciones t — s
y £ — r, junto con A; = A; = A y B; = B; = B. La condicién sobre A y B es ahora

B=MV'A (5.71)

(0 A = MW™!B), junto con WV = M? W y V son matrices diagonales con eigenva-
lores w, y v; correspondiendo a los impulsos discretos asociados a las coordenadas s y r
respectivamente. Por lo tanto, un eigenvalor de la masa estd dado por

m2 = wyu, g=1l+(n—-1)N. (5.72)
Asf, la seleccién A =1, B =MV~ produce
F=(C,®C,)—(S.®8,), G=-i[(Ss®C,)+(C;, ® S,) MV, (5.73)

La forma limite de f = 3, [Fl, y g = 3,[Gl,, para m = m, y energias positivas, es

1
P(r,s) = o > cos(ws+uvr)e?, ¢(r,s)=—=— Y (1/v)sin(ws+ vr)e?, (5.74)
w=m? [v w=m? /v
respectivamente (nétese que hemos suprimido los indices). Aqui, € = Aw = Av. Aproxi-
mando las sumas de (5.74) por integrales obtenemos

_mz Ji(2mo)
2 o’

m
P(r,s) = o(r,s) = —7J0(2m0), (5.75)
donde z puede ser 7 0 s y 0 = (rs)/2, r,s > 0, [cf. (5.67)]. El hecho de que z pueda
ser 7 o s, se debe a la relacion wv = m? y a la dependencia funcional del integrando
correspondiente en r y s (se puede integrar sobre w o sobre v). Es posible escribir las
sumas de (5.74) en una forma més conveniente para nuestro propésito si notamos que
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los ceros de Hy(z) son puntos equiespaciados con incremento &€ cuando N — oo [cf.
(5.19)] y si usamos algunos resultados del calculo de diferencias finitas para desarrollar
los sumandos de (5.74) en una serie de Newton. Para ilustrar el procedimiento, tomemos
la segunda funcién. Asi, de acuerdo a [34],

sin(sw + ) Z Z ( ) ( ) w™v™sin|(n + m)w /2|, (5.76)

n=0m=0

donde (i) denota el coeficiente binomial generalizado con incremento €. Puesto que
£

los términos que contribuyen a la suma son aquellos para los cuales n + m es un nimero
impar, podemos escribir n+m =2k +1, k=0,1,---, y n—m = 2[ — 1, [ entero, as{ que
(5.76) toma la forma

sin(sw + rv) = Z Z (—1) (k+l) (k_€+1)6wk+lvk‘l+l. (5.77)

k=0l=—00

La substitucién de este desarrollo en (5.74) da

6r,9) = =gy ¥ X0m () () @)l 67)

vw =m? k|l

donde hemos usado que €2 = 7%/2N y la igualdad wv = m?. En vista de esta 1ltima
relacién, la suma sobre [ en (5.78) produce una serie divergente, a menos que [ = 0.
Con [ = 0, la suma sobre vm = m? da N/2 términos (correspondientes a los N/2 ceros
positivos de Hermite), haciendo que

é(r,s) = Z N, _(—ime)*+1, (5.79)

donde Ny_ = CJCE | = (i) ( kf L ) Aqi hemos extraido el incremento ¢ del coefi-

ciente binomial definiendo los enteros S y R por medio de s = Se y r = Re. De acuerdo
al modelo de ajedrez de Feynman del propagador, el entero N, _ enumera las trayectorias
que sigue una particula relativista moviéndose primero hacia la derecha y hacia la izquier-
da al final de la trayectoria (ver [36]). En la Figura 3 se da un ejemplo de dos trayectorias:
una que comienza y termina yendo hacia la derecha, denotada por trayectoria de tipo RR
y la otra, una que comienza yendo hacia la derecha y termina yendo hacia la izquierda,
denotada por trayectoria de tipo RL. No es dificil ver que una trayectoria de tipo RL
involucra k puntos sobre sobre el eje 7 y k + 1 sobre el eje s, por lo que el nimero de
trayectorias tipo RL que parten del origen y llegan a (r, s) con k puntosenry k+ 1 en s
estd dado por C§CE, ;. De igual manera puede verse que el niimero de trayectorias tipo
RR que parten del origen y llegan a (r, s) con k puntos en 7 y k en s est4 dado por C§CF.
Por lo tanto, salvo por una constante de normalizacién (5.79) es la componente no dia-
gonal K _ del propagador del electrén cuya forma continua estd dada por (5.75). El
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signo de la unidad imaginaria en (5.79) se debe a la representacién usada en este célculo.
La simetria en s y r que produce que aparezca z en (5.75) tiene su analogia aqui: V
y W tienen los mismos elementos diagonales salvo por una permutacién. Por lo tanto,
podemos substituir v por w en la segunda suma de (5.74) para obtener la componente
K_, del propagador. Por otro lado, si desarrollamos cos(sw + rv) siguiendo las mismas
lineas, la primera funcién de (5.74) puede reescribirse en la forma

b(r,s) = % :20 N,y (—ime)™, (5.80)

donde N, = (i) (f) enumera las trayectorias que se mueven a la derecha al principio

y al final. La misma forma asintética se obtiene para K__ usando el hecho que Vy W
tienen los mismos elementos diagonales hasta una permutacion.

t1

7
SR \
Ck Ck ' . . . . . C kS' C 15
Enumerq trayectorias . Enumera trayectorias
tipo RR

-~ fipo RL

FIGURA 3. Ejemplo de dos trayectorias que comienzan y terminan en puntos coinci-
dentes de una malla uniforme sobre coordenadas nulas r—s. Las trayectorias de tipo RL
(principio a la derecha, final a la izquierda) est4n enumeradas por el producto c? C’,ﬁl,
mientras que las de tipo KR lo son por C,f Cf.

Puesto que la suma sobre vm = m? produce solamente un factor comiin en (5.79) y (5.80),
la forma funcional de estas ecuaciones se debe esencialmente a la parte real e imaginaria
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de la funcién de onda de la particula libre exp[—i(ws + vr)].
Finalizamos remarcando que este método puede ser usado para obtener mas soluciones de
la ecuacién de Dirac. Como ejemplo final, si escogemos A = MW™! B =1, se obtiene

_mzY1(2mo)
2 o '

donde Yy(z) y Yi(z) son funciones de Bessel de segunda clase.

Y(r,s) = —%YO(Qma), o(r,s) = (5.81)

65



Capitulo 6

Conclusiones

Los resultados que se han obtenido a lo largo de este trabajo muestran que es posible
formular los principios basicos de la Mecdnica Cudantica en un espacio lineal de dimensién
finita, en contraparte a los espacios de Hilbert normalmente usados, y donde las obser-
vables fisicas adoptan formas matriciales finitas y los estados de un sistema vienen a ser
vectores cuyos elementos son proyecciones de las funciones de onda continuas en ese espa-
cio lineal de dimensién finita. Algunos principios cuanticos, como la forma diferencial de
la. representacién en coordenadas de los impulsos, la interpretacion del impulso angular
como generador de rotaciones, las relaciones de conmutacion, las algebras asociadas, y
las ecuaciones de onda, adoptan en el espacio lineal finito las mismas formas funcionales
cuanticas del caso continuo pero con operadores matriciales de dimensién finita (salvo
por matrices de proyeccién en algunos casos) que reproducen o aproximan a los resulta-
dos continuos cuando la dimensién del espacio lineal tiende a infinito. Las componentes
de los vectores que resuelven las ecuaciones matriciales obtenidas por la proyeccién de las
ecuaciones de onda también reproducen o aproximan a las funciones de onda del sistema
que se trate, siempre que éstas se evallien en ciertos puntos especificos (en una malla o
lattice) del espacio-tiempo que son determinados por el tipo de problema en cuestién.
Esta tltima afirmacién debe tomarse con cierto cuidado en el caso relativista, pues como
se ha mostrado en el iltimo capitulo, los resultados continuos pueden obtenerse a partir
de los discretos si en éstos se incluyen muchos méas puntos de la malla de energia—impulso
de los que realmente corresponden (aunque pueda arguirse, tal como lo hicimos, que esos
puntos adicionales satisfacen las condiciones necesarias para afadirlos).

Ademas de que este esquema de proyeccion puede usarse como método numérico de so-
lucién a problemas cudnticos (como se ha mostrado en el capitulo 4), puede usarse como
método de aproximacién o de discretizacién para resolver de forma alternativa algunos
sistemas cudnticos, como es el caso de la conexion entre el propagador continuo asociado
a la ecuacion de Dirac para una particula libre y su propagador discreto obtenido a través
de integrales de trayectoria (seccién 5.3), asi como el caso no relativista del oscilador
para-Bose ([15]). Sin embargo, esta técnica atin no estd bien establecida. Basta notar que
su aplicaciéon al problema relativista libre en 1 4+ 3 variables no ha sido tratado. Incluso
en el caso de 1+ 1 variables hay situaciones que aclarar, como la relacién de las matrices
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A’s y B’s de (5.54) y la causalidad del propagador obtenido. Los casos con interaccién y
su extension a la Teoria Cuantica de Campos todavia estan fuera del alcance del estado
actual del método, pero los resultados presentados en este trabajo pueden servir de base
para el desarrollo futuro de esta técnica.

67



Apéndice A
Producto de Kronecker

Si bien el producto tensorial entre matrices (también llamado producto directo o de Kro-
necker) puede definirse para matrices de distinto rango, la definiciéon que damos enseguida
sélo vale para matrices cuadradas de diferente dimensién. Sin embargo, la generalizacién
hacia matrices de distinto rango es inmediata.
Sea A una matriz de n X n y B una de m X m, ambas definidas sobre los complejos.
Entonces su producto directo lo definimos por

AllB AIZB e AlnB
AnB AxpB --- AyB

AgB= |07 TEE (A1)
AnB AmwmB -+ AnB

La nueva matriz A ® B es nm X nm y como se ve, tiene una particién de n x n bloques;
el bloque (%, 7) corresponde a la matriz A;;B. Para expresar la componente (4 ® B);,, en
términos de las componentes individuales de las matrices A y B, es conveniente primero
denotar por [A}; la i-ésima columna de A. De esta forma una matriz A puede reescribirse
como el vector de columnas A = ([A]1, [A]2, - -, [A]»), de tal forma que las columnas de
A ® B tienen la forma

(All[B]js Az [B]j’ ey A [B]j)t’ (A-Z)

donde (-)? significa transpuesta y aqui se usa sélo para ahorrar espacio vertical. Asi,
[A® B|, = [A]: ® [B];, s=j+({l—-1)m (A.3)
conj=1,2,---,myl=1,2,---,n,y por lo tanto,
(A® B)rs = ([Al ® [Bj)r = AuBij, 7=i+(k—1)m s=j+({—1)m, (A4)

coni=12,---,myk=1,2,---,n. Los indices asociados a la matriz B cambian m4s
rapidamente. En forma similar, el elemento uv del producto

ARBRC®D (A5)
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donde Aesnxn, Besmxm,Cesn’ xn',y Desm Xxm, puede escribirse como

(A® B®C ® D)uw = (A® B)s(C ® D)y, (A.6)
dondeu = r'+(r—1)n'm/, v =+ (s—1jn'm' yr',s' =1,2,---,n'm' yr,s = 1,2,---,nm.
Continuando el desarrollo,

(A B®R®C ® D)y, = ABijCrvDaj, (A7)

conu=74+k—-Dm'+GE—n'm'+(k—1)n'mmyv=j+{U"-1)m'+(G—-1)n'm'+ (-
1)n'm'm. Los subindices ¢, j', k',l',i, j,k y | corren desde 1 hasta el nimero de entradas
de cada una de las matrices correspondientes. Esta propiedad serd utilizada mas adelante.
De las propiedades de este tipo de producto entre matrices, s6lo enumeraremos las de més
uso en este trabajo y las demostraciones, que no son complicadas, pueden consultarse en
las referencias [40] y [41].

Sean las matrices A, B, C, y D, tales que los productos AC' y BD existan; entonces el
producto (A ® B)(C ® D) tiene sentido y

(A9 B)(C® D) = AC® BD, (A.8)
(A®B)} = A'® B, (A.9)
(A B)' = A'e B! (A.10)

51 Ay B son no singulares entonces A ® B es no singular y
(A B)™'=A"'® B (A.11)

De (A.8) se puede concluir un corolario importante: un producto tensorial entre dos
matrices puede interpretarse como un producto ordinario entre otras dos matrices de
mayor dimensién. Con el fin de hacer claro el uso de esta propiedad, tomaremos A = I,
y D = I, (el subindice indica la dimensién de cada matriz). Para poder aplicar la
propiedad, las dimensiones de B y C' deberan ser m y n respectivamente. De este modo,
tendremos que

Cn ® B = (Cr ® I)(I5, ® B,). (A.12)

Es también de interés revisar la estructura de las matrices (In ® Bin) y (Cn ® I,). Ya que
I y I, son las matrices identidad de dimensién n y m respectivamente, tenemos que

[n®Bm - . . . . . (A13)
0 0 to Bm nmXnm
Yy
cnlm ci2lm - cindn
c21[m CQQIm G nIm
Cn & [m = . . 2 . s (A14)
c‘nl-[m Cn2Im Tt crm-[m nmxnm
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y por lo tanto
(In ® B)(Crn ® I) = (Cr ® In)(In ® Br), (A.15)

es decir, C, ® B,, puede escribirse como un producto ordinario de matrices que conmutan,
aunque el propio producto directo no sea conmutativo en general.

Otra propiedad importante se deriva del siguiente hecho. Un vector w que se construye
como el producto tensorial de dos vectores u y v, u de dimensién n y v de dimensién m
puede escribirse como

w' = (u @)’ = (vl ugrt, - uvt). (A.16)

La dimensidén de este vector es nm y puede reescribirse en la forma de una matrix m x n,
lo cual indicaremos por medio del simbolo < en la forma siguiente:

Uvy  Yiuz2 -+ VUn
VU1 VU -+ U2l

(U ® V) = Wnm & Wixn = : : , . (A.17)
UnUr VrplUs -+ Uplp mxn

De hecho, cualquier vector de dimensién N puede reescribirse como una matriz de orden
n X m en esa forma si existen n y m tales que N = nm. Tomando en cuenta la propiedad
(A.12) y esta manera de reescribir vectores tensoriales, no es dificil ver que si u es un
vector de dimension nm, y Umxn €s €l mismo vector pero reescrito como matriz m X n,
entonces

(Anxn ® Bmxm )Unm < BmxmUmxnAl - (A.18)

Es decir, el producto tensorial de dos matrices, A y B, por un vector u en el espacio
de dimensién nm puede reescribirse como el producto ordinario de B por u (reescrito en
forma matricial) por la transpuesta de A. Para mostrar esta propiedad, obsérvese que de
acuerdo a (A.12) se tiene A, ® By, = (A, ® In)(I, ® By,). Ahora bien, de acuerdo a la
estructura de (A, ® I,,), tendremos que para cualquier vector v de dimensién nm,

(An ® Im)v = (Anxn(vmxn)t)t — /UanA:;xrns (A]‘g)

y la otra parte del producto, el vector (I, ® By, )tunm, que jugaria el papel de v en la
ecuacon anterior cuando se reescribe en forma matricial, toma la forma BxmUmxn.
Este resultado puede reescribirse en una forma més conocida. Sea u),, = (Anxn ®
Bmxm)Unm y sea ¥ su reescritura como matriz, esto es v’ = BuA! (en donde hemos
omitido los subindices para mayor simplicidad). Tomando la igualdad entre las compo-
nentes (4, j) obtenemos

’LL;j = Z ZBikAlekl- (AZO)
=11=1

Obsérvese que todo vector de nm componentes acepta una reescritura en la forma (A.17),
pero cuando dicho vector se forma como un producto tensorial podemos darle otra in-
terpretacién que resulta conveniente. Pensemos en dos funciones f(z) y g(y), que to-
man valores sobre los conjuntos {z1, Z2, -+, Zn} ¥ {¥1,¥2," - -, Ym}, formando los vectores

70




f=(f(z1), f(z2) -+, f (@) ¥y 9 = (9(11), 9(v2), - - -, 9(ym). El producto directo u = g®f
tiene nm componentes que pueden relacionarse a las componentes individuales de f y g
por medio de

ur = f(2:)9(Y;), (A.21)
donde

r=1,2,---,nm, r=i+(G—1n, i=12,---,N, 7=12,---,m.  (A22)

Fl indice que corre més rapidamente es el de la coordenada x, y como se ve, en este
caso la interpretacién del vector producto u como una matriz n X m cuya componen-
te (¢,7) es f(x:)g(y;), es natural y corresponde al valor de la funcién de dos variables
u(z,y) = f(z)g(y) evaluada en el punto (z;,y;). Notese que esta interpretacion tiene
sentido ain cuando u(z,y) no se pueda escribir como producto de funciones de z y de y.
En otras palabras, un vector de nm componentes puede interpretarse como la matriz de
los n x m valores que cierta funcién de dos variables toma en el conjunto de nodos (z;, y;).
Una interpretacién similar puede darse para el caso de un nimero mayor de varia-
bles. Tomemos el caso de cuatro variables z, z,, £3,Z4, ¥ consideremos dos vectores
[y g de n'm’nm componentes obtenidos a partir de sendas funciones f(z!,z? z° z) y
g(z!, 2%, 2%, %) bajo el ordenamiento (igual para ambos vectores)

fo=fpva = flay,zh,ah,2)  v=7+0-1)m'+(G—-1)n'm'+ (- 1)n'm'm (A.23)

donde j' = 1,2,---,m’, ' = 1,2,---,n/, 5= 1,2,---,m, y |l = 1,2,---,n. Entonces el
producto g = (A® B® C ® D)f, puede escribirse en términos de sus componentes como

nm/nm

gu= ., (A®B®C QD) fo, (A.24)

v=1

y utilizando (A.7),

m n m n

girklik — Z Z ZZAleijCk’l’Di’j’fj’l’jl (A25)

F=1¥=1j=11=1

coni =1,2,---,m, k=12,---,n,i=1,2,---,myk=12,---,n.
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Apéndice B
Derivadas parciales discretas

En este apéndice mostraremos cémo se proyectan las derivadas parciales en espacios po-
linomiales. Comencemos por el caso de dos variables cartesianas  y y y después genera-
lizaremos estos resultados a un mayor nimero de ellas.

Sea I(n—1)m-1) = Tm-1(y) ® Tn_1(z) el espacio de polinomios tensoriales bivariados, de
grado N — 1 en la variable £ y M — 1 en y, que por simplicidad denotaremos por II en
este apéndice. Asi, si f € II, entonces

1

N-1M-1 )
flz,y) =" > apa’y. (B.1)
=0 k=0

Notemos que el espacio de proyeccién (usado en la seccién 2.2) Un—1ym-1) = Un—1®@Unm—1
puede escribirse en la forma

Unv-ny-1) = €~ Mo _1yaoay. (B.2)

Usaremos por el momento el espacio de funciones (B.1) en vez de (B.2), por ser ese el
espacio donde las derivadas de cualquier orden pueden ser representadas por potencias de
matrices con forma de D, [cf. (2.4)]. Después volveremos a usar (B.2) y a representar
derivadas en términos de matrices de la forma de D2, aunque esto nos lleve a cuidar
el orden de la derivacién [ver la discusion sobre esto que estd después de la ecuacion
(2.20)]. Derivando parcialmente (B.1) n veces con respecto a z, m veces con respecto a y
y evaluando el resultado en los nodos cartesianos (z;, yx), obtenemos el vector F™™) de
dimensién NM cuyas entradas estan dadas por

fo(t'n,m) — 6n+mf($’ y)

dxroy™  (zjyx) (B.3)

donde los indices a, j y k estan relacionados por medio de
a=j+(k-1)N, 7=12,---,N, k=1,2,---, M, (B4)
de tal manera que a =1,2,---, NM. Es conocido que una interpolacién bivariada Unica

sobre los nodos (z;, yx) es posible llevarla a cabo en II (ver [20]), asi que f puede tomarse
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como una funcién bivariada no polinomial pero que sea suficientemente Qiferenciable, y
a (B.1) como su polinomio de Taylor asociado. Si escogemos a j (el indice de z) como
el indice de cambio més répido, y usamos (2.4) tanto para)m la Va,rlem.ble Z como par(z(x) Og{,
podemos escribir la proyeccién de fm) (g, y) como F™™ en téminos de F = FY,
generalizando (2.4)

F(n,m) — (Dym ® Dzn)F (B5)
Esta ecuacién es exacta siempre que f € II. Si f(z,y) es una funcién no polinomial pero
derivable, entonces (B.5) debers contener un término de error que ha sido estimado en [10]
para este tipo de casos. Sean [, and I, las matrices de dimensién N y M respectivamente.
Definamos las matrices D, and Dy por medio de

D,=1,®D,, D,=D,®1,. (B.6)
Por las propiedades del producto de Kronecker, estas matrices conmutan
D.D, =D,D, =D, ® D,. (B.7)
Mas generalmente,
D;Dy = (1, ® D7)(Dy ® 1,) = D ® Dy, (B.8)
y por lo tanto, (B.5) toma la forma
F ™) = D2DTF, (B.9)

indicando que las derivadas parciales 8/0z y 0/0y adoptan en II las formas tensoriales
dadas en (B.6).
Para aplicar estos resultados a una ecuacién diferencial parcial y obtener soluciones apro-
ximadas, es necesario conocer la forma que adoptan las funciones coeficientes del operador
diferencial a tratar. No es dificil ver que resultan ser matrices diagonales ya que el pro-
ducto de una funcién a(z,y) por la derivada parcial de f(z, y) evaluado en los nodos
es

ar ™ = a(zj, ue) f™™ (25, yi) (B.10)

(a(z, yx) debe estar bien definida en los nodos). Los indices pueden ordenarse de acuerdo
a (B.4) produciendo que la funcién coeficiente a(z,y) pueda representarse por la matriz
diagonal con elementos dados por aq = a(z;,yx), donde o, j y k estén relacionados por
(B.4). Si denotamos a esta matriz coeficiente por A, la parte del operador diferencial que
consiste en el producto a(z, y)f™™(z,y) toma la forma matricial

AD;'DyF. (B.11)

Si a(z,y) acepta una expansién de Taylor (esta condicién es muy restrictiva y puede no
exigirse tanto, pero es adecuada para nuestros propésitos ilustrativos), entonces A puede
definirse por la misma funcién a través de

A =a(X)Y), (B.12)
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donde X vy Y son las matrices diagonales que representan a las variables z y y, y dadas
por
X=1,0X, Y=YQ®IL, (B.13)

donde, como es de esperarse, la matrix X es N x N y tiene a los nodos z;, 7 =1,2---,N
a lo largo de su diagonal principal, mientras que Y es M x M y su diagonal principal
contienen a los nodos y.

Si empleamos ahora el espacio de proyeccién (B.2) no es dificil reescribir estos resultados
en términos de las matrices definidas por (2.43) de la seccién 2.2.

La generalizacién al caso de ¢ variables x1,zs, -, %, es inmediata (ver [12]). Ahora
escogeremos N; nodos sobre el eje x; y el espacio de proyeccién II serd seleccionado como
el producto tensorial de subespacios de polinomios de grado a lo mas N; — 1 en z, ie.,

q
Il = _®1 ’H'Nj_l. (B14)
]:
Los nodos se ordenarén en tal forma que una funcién f(z1,---,z,) evaluada en los nodos

produzca el vector F cuyas entradas sean
fr=fz}, 22, ,ad), G=1,2,--,Npy, k=12,--,q, (B.15)

y los indices r y ji estén relacionados por
r=ji+ (2= DN1+ (s — )N1Na -+ - + (4, — YN"/N,, (B.16)

conjr =1,2,---, Ny, k=1,2,---,q,y donde hemos definido N* = [T}_; Ni. El indice que
corre mas rapidamente es j;, depués jo y asi sucesivamente, haciendo que r = 1,2,---, N*,
La representacién de N* x N* de 8/0z", es ahora

Dk:Iq®"'®Ik+1®Dk®Ik_1"'®Il, (B.17)

donde I; es la N; x N; matriz identidad y Di es una matriz de dimensién Ny que tiene
la estructura dada por (2.5). Similarmente, la representacién de la variable z* es

Xe=L® L1 ®X* @1+ ® L. (B.18)

La forma discreta de las funciones coeficientes de un operador diferencial parcial, se obtie-
nen como matrices diagonales cuyos elementos distintos de cero son los valores de dichas
funciones evaluadas en los nodos de acuerdo al orden (B.16).
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Apéndice C

Convergencia del esquema de
proyeccion

En este apéndice obtendremos una expresién asintética para el error que se produce al
substituir la derivada de una funcién dada (evaluada en cierto conjunto de puntos) por
el vector obtenido al multiplicar la matriz D, [definida en (2.5) y que en este apéndice
denotaremos simplemente como D] por el vector cuyos elementos son los valores de la
funcién dada en el conjunto de puntos definido de antemano. Es decir, trataremos con
maés rigor el problema de aproximacion definido por nuestro esquema de discretizacion, y
encontraremos una expresion para el término de error e; de la férmula (2.4)

f'=Df +ey, (C.1)

(escrita aqui para k = 1), y mostraremos que este esquema de discretizacion converge, es
decir, el error va a cero cuando N, el nimero de nodos, va a infinito, para un conjunto de
funciones bastante amplio, que no necesariamente son lisas.

Comenzaremos por dar algunos resultados ya conocidos (ver [9] y [11]) para funciones
totalmente lisas (con derivadas de todo orden) en el intervalo' (—1,1), y cambiaremos
ligeramente la notacién empleada en 2.1.

Considérese un conjunto ordenado de N nodos arbitrarios en (—1,1) tal que —1 < z; <
Ty < -+ < xy < 1. Sea Ly_1(z) el polinomio interpolatorio Lagrangiano de grado (N —1)
de una funcién f(z). Su derivada puede escribirse como

Liy_(z Z P(x’“) A (C2)

donde Pyi(x) = P(z)/(z — zx) es el k—ésimo polinomio fundamental no normalizado de
esta interpolacién. Consideremos ahora la derivada de Pi(z). Sumando y restando la

'El hecho de seleccionar (—1,1) como el dominio de funciones, no quita generalidad a los
resultados, pues una trasformacién lineal lleva (—1,1) — (a,b), con a y b arbitrarios
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cantidad Py(z) S, [1/(zx — 7)) a PL(x) obtenemos
1k

N T N N
@=L RO e T R (09
I#k £k

donde Dy, [,k =1,2,---, N son los elementos de la matriz D, definida como D, en (2.5).
Asi,

Z Pl .’E)le f(-'Ek) (04)
Lk=1 P'(zx)
Evaluando esta derivada en los nodos, se obtiene la ecuacién matricial Ly,_, = PDP~!f =
Df, donde Ly_, y f denotan vectores de RN con componentes Ly_,(z;) y f(x;), j =
1,2---, N, respectivamente, y P es la matriz definida como @ en (2.5). Las derivadas de
mayor orden se manejan en la misma forma y resultan en potencias de la matriz D del
mismo orden. Asi, definiendo el vector de residuo o error E(f, N, k) = E por medio de

Ej(f’N’k>:f(k)(xj)—[’gl\fc)—l(xj)’ j:1’2""N1 k:()a]-a"'7 (C'S)

llegamos a la ecuacién (2.4), con la notacién ligeramente distinta. En esta expresion se
supone que f es suficientemente diferenciable. Notese que si f es un polinomio de grado
N —1alomés, E;(f,N,k) =0, y la interpolacién de LN da f®(z) exactamente. Por
otra parte, si f € CN =1,1] y f™ existe en (—1,1), entonces vale €l residuo de tipo
Cauchy (ver [9)):

1 .
EJ(f»Nak):N{f(N)(&.J)P(k)(xJ) ]:172"'aN’ kzla""Na (06)

donde &; es un punto de (z;, zn) dependiente de k y N.

Ahora calcularemos una férmula asintética para el error para cierta clase de funciones
no lisas. Encontraremos que el uso de ceros de polinomios de Jacobi como nodos en este
esquema de diferenciacion conduce a aproximantes precisos y convergentes.

Sean « y B parametros reales, a, f > —1, y v(z) cierta funcién relacionada a la funcién
peso w(z) de los polinomios de Jacobi P& )(.’D) dadas por

Yz)=1-2)F(1+2)% w@) =(1-2)1+2) (C.7)

Sea W1[—1,1] el espacio de Sébolev de todas las funciones reales f absolutamente conti-
nuas en [—1, 1] tales que su derivada f’ € Ly[—1,1]. Tomemos f € W'|—1,1] y definamos
el nicleo
i, gy,
F(z,y) = (C.8)
f'lly), ==u

Entonces podemos reescribir la componente j—ésima del vector residuo como

E; = Pl ( J)Z P;:J(’xtl)C) j=1,2--- N (C.9)
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Esta suma puede ser aproximada por cierta integral como se muestra enseguida. Con-
sidérese la integral

[ P@PE @) Ry o) = [ (@)t - PP @) F (@ o). (©10

Si N, ay §estan fijos y f € W'[—1, 1], esta integral existe y puede entonces desarrollarse
en una cuadratura de tipo Gauss-Jacobi [49]

M
1 (21
/ w(@)(1 — 2P (2)F (2, 7)dz = Jim 3 A1 — )PPV (g F (s, ), (C.11)
1 Pk

,ﬂ)(

donde 1,2, - -+, Yum son los ceros del polinomio de Jacobi P]f,? z). Haciendo uso de las

expresiones para los nimeros de Christoffel [49]

CcleP M+ o+ DM +6+1)
AL = M ’ C(O"ﬁ) — gortp+1 ’ C.12
TR TM+ITM+atpr)) (O
donde k =1,2,---, M y T'(z) es la funcién gamma, se tiene
1 M P(QYﬁ)I F .
/ w(@)(1 = )P (@) F(j, 2)de = lim Ci? Y (we) P (s, ye) (C.13)

-1 k=1 [P]f;"ﬁ)'(yk)P

Ahora, si z1,Z2, -, zx son los ceros de P},}’ A} (z) y N es suficientemente grande,

! ) (@0 s~ F (5 yx)
-1 =1 Py (xk)

Por lo tanto, usando (C.9) obtenemos que

P(a’ﬁ)/(.'lf' 1 «.8) .
@wi@mﬁL%m%@wwwmm j=1,2---,N, N-oo. (C.I5)

Definamos ahora una funcién continua de variable ¢ € [—1,1] a través de

Gla,t) = /t F(z,y)dy, e (=1,1). (C.16)

T

Entonces, una integracién por partes produce

By~ PE () | Gle;, D) (@) PEP (@) d C.17
7 G](\;,”g) 1 79 Y N z £ ( : )

Usando ahora la ecuacién diferencial de los polinomios de Jacobi obtenemos
1
E, ~ KPS (2) x /_ lw(x)P}V‘”‘”(z)G(xj, z)dz, j=1,2,---,N, N —oco. (C.18)
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d
donde N(N +a+B+1)

K C(ana)

(C.19)

La integral de (C.18) est4 relacionada directamente al N—ésimo coeficiente de la serie de
Fourier convergente

G(mj’ ZE) - Zgjlf)l(aﬁ)(x)1 ] = 13 2a T N (020)
=0

través de
* @N+a+ﬂ+n

95t = C(ayﬂ) (:E)P(a’ﬁ)(a;)G(q;], z)dz. (C.21)

Por lo tanto, la substitucién de esta igualdad en (C.18) produce

N(N+a+ﬁ+1)

Ei~ N vargrn) b

P (z;) ~ Ngn P (2;) (C.22)

para j=1,2,---,N, N — oc.

Ya que la integral f!, w(z)|G(z;, )]’ dz existe y es finita, la serie de Fourier de G(z;, )
converge en espacio pesado de funciones Lo[—1,1;w| y por lo tanto, g;y — 0 cuando
N — oo. Esto muestra la convergencia de este esquema para una clase bastante amplia
de funciones. Asi, tenemos el siguiente

Teorema. Sea f € W[—1,1] y sean z1,x2,- - - zn los N ceros del polinomio de Jacobi
PP (). Sea también

E(IE) f (33) - GV—I("E)’:L' € (_L 1) (C_23)

el residuo entre la derivada de f y la del polinomio interpolatorio de Lagrange que coin-
cide con f en los ceros de P, (:v) Entonces, la expresidn asintdtica de E(z) en
zj,j = 1,2,---,N cuando N — 00 estd dada por (C.22), donde g;n es el N—-ésimo
coeficiente de Fourier de la funcién G(z;,x) dado por (C.21).

De acuerdo a este resultado, el esquema de derivacién discreta presentado en este trabajo
converge en los nodos a los valores exactos de la derivada de una funcién f, si los coefi-
cientes de la serie de Fourier de la funcién G(z;, z), definida en términos de f [ver (C.8)
y (C.16)], decaen a cero rapidamente.

Es posible precisar més este resultado si se define mas a la funcién f. Supongamos que f
es céncava (o convexa) en [—1,1]. Entonces el cociente (f(y) — f(z))/(y — z) esté entre
f'(y) y f'(z), por lo que

[f(z) — f(2;)] < G(zj,x) < (z—2;)f (z;), z€[-L1]. (C.24)
Si f es convexa las desigualdades se invierten. En cualquier caso tenemos que

Gz, 2 < [f(2) — F@)) + (= — 25)f (=), ze[-1,1] (C.25)
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y asi, las normas cuadradas de G(z;, z), f(z) — f(z;) ¥y (x — z;)f'(z;) en Lo|—1,1;w],
satisfacen desigualdades similares. Por lo tanto, la férmula de Parseval produce

00 0o 1
S GRS fAt+ > (C.26)

1=0 1=0 1=0
donde gjo ¥ g1 son los dos coeficientes de la expansiéon de Fourier en términos de los
polinomios de Jacobi de la funcién lineal (z—z;) f'(x;) y los valores f; son los coeficientes
que corresponden a f(z) — f(z;). Por lo tanto, |g;n| = |fin|, N — oo. Ya que f(z;)
es una constante, los términos de orden grande en la expansién de f(z) y f(z) — f(z;)
coinciden, por lo que

lgiv| = |finl =|fnl, N — oo, (C.27)

donde fxn denota el N—€simo coeficiente de la expansién de Jacobi
(2) = 3 1P (z) (C.28)
1=0

dado por
2N+a+ 8+ 1)

e  W(@)PY(2)f (2)da. (C.29)

fn=

Asi, la substitucién de (C.27) en (C.22) produce
|Ej| ~ NIfnPE ()| j=1,2,---,N, N — oo, (C.30)

Nétese el parecido de esta expresién con (C.6): ambos son proporcionales a P(a’ﬁ ) (z;)
y al coeficiente N-ésimo de la expansién de f en la base correspondiente. Es posible
simplificar més (C.30) si tomamos en cuenta la estimacién (ver [49])

PGP (z) = O(N9),  q=max(a+2,5+2), (C.31)

valida uniformemente en z, z € [~1,1]. Con el objeto de dar una expresién para (C.30)
que dependa sélo de N, tomaremos un ejemplo.
Considérese la funcién convexa

flz) = (14 z)°, s> 0. (C.32)

La expansién de Fourier de esta funcién en términos de polinomios de Jacobi ests dada
por [22]:

(1427 =23 [P (a) (C.33)
n=0

con los coeficientes dados por

f = (_l)n(2n+a+ﬂ+ DP(n+a+ B+ DI(B+ s+ 1)(—s)n

T(n+B+1)(n+a+B+s+2) (C.34)
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donde (a), = I'(a + n)/I'(a) es el simbolo de Pochhammer. Para simplificar, tomemos
a = = 0y escribamos la potencia s como s = m + p, donde 0 < p <1 y m es la parte
entera de s. Asi, fijando s, una estimacién asintética produce |fn| = K(m, p)/N?m+20+1,
donde la constante K(m, p) no depende de N. Por lo tanto,

fa=O(N771), (C.35)

Finalmente, substituyendo esta expresién y (C.31) (con a = 8 = 0) en (C.30), obtenemos

la norma (méxima) del vector de error que nuestro esquema de derivacién produce para
(C.32)
1Bl = O(N=271), (C.36)

lo que muestra convergencia para s > 1 [en el caso s = 1 el esquema de derivacién produce
resultados exactos porque entonces (C.32) es un polinomio.
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