
_ '  / I .- . . ., 

,"? 

c 

"DISPERSION Y ABSORCION M SONDO 

EN LA HIDRODINAMICA NO-LOCAL" 

TESIS QUE PRESENTA: 

HERlBERTO\b4CJUNA CAMPA 

PARA OPTAR POR EL ORADO DE: 

MAESTRO EN CIENCIAS CFISICA) 

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-IZTAPALAPA. 

MEXiCO D. F. c 0 . T  JULIO DE 1990. 
- -  

! 



C O N T E N I D O  

WTR0DUCCU)N. 

CAPITULO 1.- ECUACDNES DE LA I-HDROMNAMICA NO-LOCAL. 

CAPITULO IL- DISPERSDN Y ABSORCiON DE SONIDO. 

CAPITULO Ill.- COMPARAClON CON RESULTADOS EXPERIMENTALES. 

CAPITULO IV.-. COEFCIENTES DE TRANSPORTE QENERALIZADOS. 

CONCLUSl0)raS 

APENDICES 

BIBLIOORAFIA 



AORCIDECIMIENTOS ! 

Agradezco a la  Dra. Rosa María Velasco 8. por l a  

dirección de esta Tésis y por l a  confianza depositada para 

continuar trabajando en el Area de  Mecánica Estadística. 

fambien quiero agradecer a l  Dr. Leapoldo Garcia-Colin y 

a la Dra. S.M.T. de  l a  Selva por sus comentarios y observaciones a 

este tra&ajo. 

A los Profesores Clnqelina Uribe A. y J.Ramón Soto M. del 

Depto. d e  Fisica de l a  Universidad de Sonora por su valioso apoyo 

en l a  parte numérica y computacional de este trabajo. 

Finalmente agradezco al Depto de Física ( MI-SON ), a l  

S. T. Am U. S. y al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología 

! 

4 CONCICYT 1 por haber concedido el apoyo que permitió l a  

realización de este trabajo. 



A LAURA, MI COMPAWERA, POR SU APOYO INCONDICIONAL. 

PARA EL JíMY, L A  LICHA Y TODA LA PROLE, PORQUE SUPIERON ESPERAR. 

POR EL BUQ Ui... 



I N T R O D U C C I O N  

La Ter modi námi ca Ir r ever si bl e L i  neal C T. I. L> es una 

teorla bien establecida que describe adecuadamente una gama muy 

amp1 i a de f enbmenos i r rever si bl es. Sí n embargo ti ene var i as 

limitaciones. aquí nos interesa mencionar dos de e l las ;  una es que 

las ecuaciones constitutivas derivadas en e l l a  son válidas en el 

limite de longitudes de onda grande y frecuencias pequeiras l o  cual 

puede verse del hecho de que l a  T.1.L es el marco termodinámico 

para l a  deicripcibn Hidrodinámica del sistema; otra es que predice 

vel oci dades de pr opagaci 6n i nf i ni tas par a 1 as perturbad ones 

térmicas y elásticas en el sistema. Por éstas limitaciones no es 

posible estudiar adecuadamente el fenómeno de dispersi6n y 

absorción de sonido. 

Una de l as  teorlas que da salida a las  limitaciones de 

1 a T. I I L rsis 1 a termodi nAmi ca i r r eve r s í ~ l c  extendida CT. I. E3 que ha 

sido aplicada a diversos sistemas y ha probado su éxito en cierta 

medida a pesar de que existen algunos problemas abiertos en sus 

fundamentos. Por otra parte tambien se ha trabajado para darle un 

sustento microscdpico. tanto desde el punto de vista de Teorla 

Cinbtica como de Mecánica Estadistica fuera de equilibrio. Los 

resultados encontrados con l a  T. I. E. pueden contrastarse con los 

de l a  Hidrodinarnica Generalizada 

directamente con el experimento. 

En &te trabajo estamos 

con datos de simulación ó ' 

interesados en utilizar l a  
- *  
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T. I. E. para anal i zar 1 as implicad eh- termodinámicas que resultan 

de considerar las primeras desviaciones respecto al comportadento 

en l a  hidrodinámica c lás ica ,  básicamente en dos direcciones: i 3  

estudiando el comportamiento de l a  velocidad de fase y el 

coef ic iente  de  absorci6n de una perturbación sonora en un gas 

monoat6mCco d i lu ido  y t i >  en l a  determinacih de expresioner 

generalizadas para l a  conductividad térmica y l a  viscosidad 

cortante; esto último en l a  región de  longitudes de onda corta y 

f r ecuenci as grandes. 

En el primer capítu lo  se deduciran las ecuaciones de l a  

Hidrodinámica no local mediante l a  T.I.E., para un f l u i do  s i m p l e  

isotrópico.  Estas serán reducidas para el caso de un gas 

monoatómico d i lu ido  lográndose con e l l o  un conjunto de ecuaciones 

que tienen un sustento microsc6pico d e  Teoría Cinética que permite 

ca l  cul ar expl I ci tamente todos 1 os coef i c i  entes f enomenol ógi cos que 

aparecen en l a  teoría. 

En el segundo cap i tu lo  se ca lcu la  l a  re lac ión de 

dispersión general para un gas monoatómico d i l u ido  que está su je to  

a una perturbacion sonora. Tambien se ana l i za  el comportamiento 

límite. de l a  velocidad de fase y el coef ic iente  de a b s o r c i h .  con 

l a  frecuencia . 
En el tercer - ~ a p í t u f o  se presenta una comparaci6n 

g rá f i ca  de los resultados teóricos obtenidos en este trabajo con 

los resultados experimentales y los obtenidos a traves de Teorla 

C i  n&ti ca r eso1 vi endo numeri camente 1 as di sti ntas re1 aci ones de 

di  sper si ón. 

En el cuarto capitu lo  se derivan las expresiones 



-- . . 

generalizadas para l a  conductivídad térdca y l a  viscosidad 

cortante, y se analizan algunos casos particulares. 

Al f inal  del trabajo se presenta una breve dfscución de 

los resultados, las conclusiones y algunas perspectivas. 

- 
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CAPITULO I 

ECüACIONES DE LA HIWZODINAMICA NO LOCAL 

En l a  l iteratura 's  existen varios enfoques Qu9 

permiten construir ecuaciones hidrodinámicas no-locales con 

propiedades adecuadas para describir ,  con cierto éxito, los 

resultados obtenidos en dispersión de neutrones por f l u idos  6 en 

simulación con Dinámica Molecular" , en l a  región de longitudes 

de onda corta y altas frecuencias. 

<+a> En algunos art ícu los  recientes se ha v i s to  que l a  

T. I. E. proporciona ecuaciones de movimiento que tienen una forma 

cual i tat1 va adecuada para expl i car 1 os r esul tados de Dl nami ca 

Molecular; s i n  embargo en estos Arabajos se han tratado ciertos 

casos part icu lares .  D.Jou et al'" consideran un f l u i d o  simple 

a i  sl ado e i ncompr esi bl e donde 1 as var i ab1 es no conser vadas 

relevantes son el tensor de esfuerzos y su f l u j o  y en 

C. Pérez-Garcf a et alU' consideran un conductor rf g ido  donde l a s  
! 

var iab les  no conservadas relevantes son el f l u j o  de calor  y su 1 

f l u j o .  

En este trabajo estamos interesados en el estudio de l a  

d i s p e r s i h  de sonido y en general no es pos ib le  tomar como base 

los casos par t icu la res  re fe r idos  anteriormente ya que cuando una 

perturbación sonora provoca fluctuaciones en un f l u i d o  entran en 

juego todos los fen6menos de transporte posibles. De manera que, 

en Bste capítu lo .  nuestro primer objetivo es encontrar las 

ecuaciones de movimiento completas para el caso en que se tienen 

1 



no-localidades en el sistema, siguiendo el esquema de l a  

<em T. I .E .  

Partimos de l a  hipótesis de existencia de una función r) 

continua y diferenciable. que juega el papel de una entropla 

generalizada, que depende de un conjunto de varlables no 

conser vadas adeds de 1 as vari ables consw v a d a s  or-di na1-i as. 1'ai-a 

un fluido isotrópico simple supondremos que el conjunto de 

variables no conservadas está formado por el flujo de calor qi , 

CsimBtrico sin traza), sue el tensor de presión viscosa 

Ctensor de segundo orden simétrico respectivos f lujos 

sin traza3 y Ctensor de tercer orden), l a  presión escalar 

que denotaremos por I ; es viscosa P y l a  traza del tensor I 

decir : 

'af3 
(10) ; * 

a@ 

CI.13 

-i donde e es l a  densidad de energía local y u = p es el volumen 

específico. 

Diferenciando l a  exprerion C I .  13 tenemos : 

C I . 2 3  

que constituye una relacidn de Gibbs generalizada, donde los 

2 
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coeficientes primados indican que el resto de las variables 

permanecen constantes y se ha tomado l a  convencidn de suma para 

indices repetidos. La existencia de l a  función r) y l a  relación 

de Gibbs generalizada van más a l l á  de l a  hipótesis de equilibrio 

local. por l o  cual el desarrollo de esta teorla contiene aspectos 

que no contempla l a  T. I .  L. . 
Definiendo l a  temperatura y presión de no-equilibrio 

como : 

y denotando el resto de los coeficientes como : 

CI. 33 

C I .  43 

3 
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donde los coeficientes a son construidos como los tensores 

isotrópicos más generales del correspondiente orden tensorial en 

el espacio de las variables de estado . 
Sí nos restringimos al estudio de l a  teoria l l nea l ,  que 

cubre el estudio de pequeñas perturbaciones alrededor de 

equilibrio Ccomo coresponde al estudio de sonido>, entonces 

podemos hacer un desarrollo en serie alrededor del equilibrio 

local y tomar el orden más bajo en l as  variables no conservadas. 

de tal forma que en C I . 3 3  T y P correspondan a las  variables 

en equilibrio local. Además, construyendo los coeficientes a de 

C I . 4 3  con l a  restricción sefíalada anteriormente tenemos que la 

diferencial CI.23 respecto al tiempo queda : 

C I . 5 3  

son solo funciones de e y u . <ij> donde los coeficientes a 

Introduciendo en C I  - 5 3  - 2as ecuaci ones de balance de masa 

4 



L .- 

y energía-' : 

J u,- & = 
C I . 6 3  

- 
c1.73 

donde ui es l a  i-&rima componente de l a  velocidad; agrupando 

términos tenemos : 

C I .  83 

Ahora se introduce l a  segunda suposición- de l a  T.I.E. ,como una 

condición de cerradura. que consiste en proponer una ecuación de 

balance para l a  función q, es decir  : 

5 
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CI.Q> 

donde Ji es el vector más general que se puede construir en el 

espacio de las .variables de estado Cde forma análoga al término 

en l a  expresión 1.43 Y U un escalar que puede 
ai 

determínarse de dos formas independientes, una es realizando las 

operaciones en CI.Q3 y l a  otra construyendo el escalar más general 

r) 
1 s )  

en el espacio de las variables de  estado. Flsicamente J., y ori 

representan al f 1 u jo  y producci 6n de entropl a generalizadas 

respectivamente. De cualquier forma las  expresiones de  Ji y on 

deben reducirse,  baJo condi ci  ones apropi adas, a 1 as expresiones 

correspondientes de l a  T.I.L. .Tomando en cuenta l o  anterior y 

considerando solo terminos a segundo orden en los f l u j o s  tenemos 

- -  .. CI. 103 

6 
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son constantes, tomamos Si suponemos que los coef ic ientes  

l a  divergencia en CI.103 y junto con C 1 . a  sustituimos en CI.83. 

despues de agrupar términos se obtiene que, 

Kti$ 

7 
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C I  Ill> 

I 

De manera análoga se calcula l a  expresión para u r) como el 

escalar más general en el espacio de l as  variables independientes: 

en donde. a primer orden en l as  variables no conservadas : 

c1.122 

C I .  133 

Introduciendo CI.133 en CI.123 y comparando con C I . 1 1 3  

O 



se obtiene un conjunto de ecuaciones acopladas en las  derivadas 

temporales de las  variables del mismo orden tensorial, que podemos 
desacoplar medi ante un procedi mi ento al gebraico senci 11 o. 

obteniéndose final mente : 

C I .  143 

CI. IS3 

10 

c1.173 

CI. 183 
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cifi en donde los coeficientes- /3 

Ptij' y IC'" como puede verse en el Apéndice I-A. 

-tin dados en términos de AX m 

E3 conjunto de ecuaciones linearizadas obtenido con las  

hipótesis de l a  T.I.E. sstan acopladas en todas sus variables. 

Por otra parte. dicho conjunto de ecuaciones linearizadas contiene 

a los coeficientes fenomenol6gicos que sera necesario obtener del 

experimento o de algun modelo microscópico. 

11 



Si se compara el conJunto de ecuacíones CI. 143 -CI. 183 

con las obtenidas a traves de l a  soluci&n de l a  ecuación de 

Boltzmann por el método de Grad de 26 momentos'im para un gas 

monoatómico d i l u ido ,  observamos que tienen una estructura idéntica 

tomando las  s iguientes  restr icciones : - 

113 El  tensor Ip sat i s face  las propiedades de oimetrla : 

- 
aYP - vY* - = [ P  

437 
IP 

iii> Línearizando alrededor de un estado de e qu i l i b r i o  de 

manera que T + To+ T' e ui + U' I I + I'  qa + 9; Ta13 + T& I i 

Despreciando tbrmincxr a segundo orden en l a s  variables primadas y 

considerando que para un gas monoatomico 7 E= O tenemos que el 

conjunto de ecuaciones C I .  1 4 3 - C I .  183 queda: 

12 
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C I . 2 2 3  

CI. 233 

CI. 243 

donde hemos omitido l a s  primas en las variables  y def in ido  los 

Al hacer l a  comparación con l a s  ecuaciones derivadas por 

TerSri a C i  néti  ca , 1 os coef i ci entes f enomenol ógi cos que aparecen en 

C I . 203 -C I.  243 quedan deter mi nadas por i ntegr a l  es de col  i si ón C ver 

Ap&ndi ce I -B3 ca l  cul ab1 es para un potenci al i ntermol ecul ar dado. 

Esto permite asegurar que son ecuaciones de re la jac ión  para los 

f l u j o s  re levantes en el sistema.AdemAs, a partir de las 

Y def iniciones c in9t icas  podemos afirmar que los tensores 
Ia(, 

=q/j 
q a  Y son los f l u j o s  de las cantidades 

%Y 

r especti vamente‘”. 

13 
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Definiendo los tiempos de reiajación de los f l u j o s  I , 

respectivamente como : qa 743 Ici(3 y 'pm 

e i mponi endo 1 as condi ci ones par a recobrar 1 as ecuaci ones 

constitutivas de l a  Hidrodinámica Clásica, podemos identificar l a  

viscosidad cortante y l a  conductividad tBrmIca COMO : 

De una forma alternativa expresamos el conjunto de 

ecuaciones CI -203 - C I  .24> como: 

CII 

CI. 27> 

CI.283 

CI. 303 



donde los coef ic ientes E . .  están dados en términos de Oi Oij 

y 'di$ Cver Aphd ice  I-. 
L J  

Este conjunto de ecuaci ones son de l  ti Po 

donde aparecen derivadas espaciales de Maxwell -Cattaneo 

1- flujoSS que podrfan interpretarse COM) l a  manifestación de 

U4-<iQ 

no-localidades espacia les  en el sistema . En ellas están 

contenidos algunos casos part iculares '  analizados en l a  

1 í teratura <3).<5>,<7),<p> 

El conjunto de ecuaciones CI.27>-C1131> junto  con las 

ecuaciones de balance de masa, momento y energla serán l a  base 

para el estudio de  l a  dfspersi6n y absorción de sonido en el 

s iguiente capitulo.  

1s 
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CAPITULO I1 

D I S P E R S I O N  Y A B S O R C I O N  D E  S O N I D O  

La i n v e s t i g a c i h  teórica y experimental de l a  naturaleza 

de l a  propagaci6n de sonido de di ferentes frecuencias en 

di ferentes d i o s  f u e  in ic iada  desde hace mucho tiempo por 
(20) 

I .  Newtonu7'. G. Stokes("). G. K i  rchhof f "* y L.Rayleigh Y en 

l a  actualidad extste una gran cantidad de información acumulada 

tanto teórica como experimental. 

En el estudio de l a  propagación de sonido por un medio. 

existen dos aspectos centrales que son de interés.  por una parte 

l a  determinaci&n de l a  velocidad del  sonido en el medio y por otra 

el conocimiento del coef ic iente de absorción del sonido. que está 

l igado a l a  energfa de l a  onda de  sonido absorbida por el medio. 

Estas dos cantidades están tebricamente determinadas , en 

principio.  par l a  re lación de dispersión.  es deci r ,  por l a  

relaci6n entre  el vector de onda y l a  frecuencia de  l a  onda de 

sonido. E l  cá lcu lo  te&ico  de Bstas cantidades--para un medio 

continuo df sf pati a trads de l a  H i  dr d i  námi ca 

, muestra un desacuerdo con los resultados Ci ási ca 

experimentales cuando l a  frecuencia excede un valor 

<2a>.<m 

(23>,<24> 

part icu lar ;  l o  anterior p u d e  comprenderse por el hecho de que en 

l a  región de apI icab i l idad  de l a  Hidrodinámica Clásica l a  

trayectoria  libre media es mucho menor que l a  longitud de onda del 

sÓnido. es decir  que l a s "  discrepancias son producto de que las 

16  



- --  ' I 

escalas  de espacio y tiempo están restr ingidas para el modelo del 

continuo. 

Para expl icar  los resultados experimentales en l iquidos  

, sin embargo éstas  se han elaborado diversas teorías 

presentan explicaciones parc ia les  o son elaboradas . para una 

(2?5).I2& 

sustancia especi f ica .  Para el caso de gases, a traves de Teoría 

Cinética, se ha resue l to  l a  ecuación de Boltzmann para moléculas 

de Maxwell en diversas aproximaciones con el método de 

y con el método de Grad'zm, que dan Chapman-Enskog 

e x p l i c a d  ones 1 i m i  tadas a c i  er tos interval  os de f recuenci as. Por 

ecuaci ones consti tut i  vas no otra parte se han propuesto 

Y 7* que en c i e r t a  d i d a  mejoran los l i nea l e s  para 

resultados en l a  aproximacidn de Burnett. ajustando un parametro. 

C27>,<ZE3 

<SO) 

9, 

Son de inter& especial para nosotros los resultados 

encontrados por Carrassi -Morrd*' donde- proponiendo crd hoc 

ecuaciones tipo Maxwell-Cattaneo para qa y 7- [que son casos 

part iculares de las  ecuaciones C I . 2 8 3  y CI.2Q31 con los 

correspondientes tiempos de re la jad&,  encuentran una explicacidn 

aceptable de los resultados experimentales en gases nobles. Sin 

embargo puede mostrarse"", a través de Teoría Cin&tica que no 

hay j u s t i f i c ac ión  para no tomar en cuenta los tiempos de 

; do hocho todos los 
y pwY 

relajacibn do los flujos I , I@ 

ti em- de re1 a jaci 6n i nvol ucrados en 1 as ecuaci ones C I .  273 -CI .313 

tienen el mismo orden de magnitud. al menos para un potencial 

intermolecular de  esfera dura; de aquí nuestro interés  en &te 

capitulo por general izar  l a  re lac ih  de dispersión.  y por 

consiguiente el comportamiento de l a  velocidad de ,fase y el 

17 



coeficiente de absorción con l a  frecuencia, presentada por 

Carrassi-Morro tomando en cuenta todos los elementos contenidos en 

las  ecuaclones C1.273-CI.313. 

En l a  primera parte de &st@ capltulo definiremos el tipo 

de aproximación que se utilizará para despues plantear las 

ecuacioncs de balance de masa, momento y energía y las  ecuacioner 

de l a  Hidrodinámica no-local en &Sta aproximación que servirán 

para determínar l a  r e l a c i h  de dispersión general. Despues 

analizaremos dos casos particulares de inter- y al final 

presentaremos una comparación gráfica de los distintos resultados. 

como el (2i),<22) Una onda de sonido está definida 

moví mi ento asci 1 ator í o de amp1 I tud pequeña de al guna pr opí edad del 

fluido, de aquí que las desviaciones de una variable termodinádca 

alrededor de su  valor de equilibrio sean pequefías. Entonces, SU 

vaior instantaneo podemos-escribirlo como : 

CII. 1) 

donde 'Yo es el valor en equilibrio y 9' su desviación; &Sta es 

l a  llamada - aproximación acdstica. Para muchas situaciones 

experimentales es suficiente suponer oscilaciones ondulatorias 

planas de l a s  variables, es decir 

18 
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con R e í a  > O e 1mC:R) > O ; y w es real. Bajo éstas condiciones 

tenemos de C I I . 2 3  

CII.33 

que representa una perturbación permanente que se anula 

suficientemente lejos de la fuente. De aquí que l a  velocidad de 

f a s e  Cc3 y el coe f i c iente  de a b s o r c i h  C &  e s th  dados como: 

- 
c 

CII. 43 

CII.53 

entonces el vector de  onda podemos e s c r i b i r l o  c o m o  R =L (3 + far 

donde = w / c . Definiendo = w 0 co Y K = R / C g  

Csiendo co l a  velocidad del  sonido de Laplace3 tenemos finalmente 

C I I .  €D 

que nos sera de u t i l i d a d  cuando analicemos las relaciones de 

di sper si bn. 

10 



ECUACXONES DE BALANCE EN LA APROXIMACION ACUGZICA 

Las ecuacíones de balance"" de masa. momento y energía 

para un sistema untcomponente s i n  fuerzas externas son 

r espectí vamente : 

donde 

CII. 73 

CII.83 

CII. 93 

es el tensor de rapidez de deformación . Además supo~iendo que: 

CII. 10> 

el tensor con h = e + P / p l a  enta lp ia  especí f ica ,  

viscoso, p l a  densidad del f l u i d o ,  uu l a  velocidad del f luidor  

el f l u g o  de calor .  Las ecuacíones P . la  presí6n escalar y 

='af3 

qU 

20 



C I I . l O >  contienen funciones de estado del  f l u i d o  que deben 

considerarse f unci ones conocidas por medi o de sus propi edades 

térmicas. 

Ai considerar a T y P corno variables independientes 

y de acuerdo con l a  aproximación C I I . 1 3  tenemos entonces 

p-p,t p' 
con ésto y C I I . 1 0 3  tenemos ademas : 

CII. 113 

c 1 1 . 1 2 3  

9, ' la(, y uq 
como lw valores de equ i l i b r i o  de las variables 

son cero,  es decir  

C I I .  133 

ecuaci ones de bal ance. 

La ecuación de balance de masa CII.73 en el caso 

uni di  mensi  OM^ queda : 

- 

21 



tomando en cuenta CII.123 y despreciando términos cuadrátícos en 

las  variables primadas tenemos : 

haciendo uso de l a  r e l a c i h  termodinamica 

CII. 143 

donde C . C V son las  capacidades calorlficas a presión y 

volumen constante respectivamente. además de l as  definiciones de 

compresibilidad isotérmica CKT3 velocidad de sonido de Laplace 

Ceo> y el coeficiente de expansión térmica Cop> : 

P 

Y 

= - - 
C,' 

d =  ' b  
Kr 

CII. 163 

CII. 173 

CII. 183 

de aquf que sustituyendo €II.17> y CII.183 en CII.143 se obtenga: 

22' 



C I I . 1 9 3  

e introduciendo C 1 I . a  para l a s  variables T' . P' y U' tenemos 

finalmente : - 

C I I .  203 

donde hemos omitido l a  prima en las  variables por comodidad en l a  

notaci6n. 

L a  ecuaci6n de balance de momento C I I . 8 3  en el caso 

uni di mensi onal queda : 

b 

haciendo uso de C I I . 1 1 3 - C I I . 1 3 3  a primer orden en las variables 

y con l a  relaci6n C 1 1 . 2 3  para las  variables u' . T;*  y P' 
tenemos finalmente : 
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donde tambien hemos omitido l a  prima en las  variables. _ _  

La ecuación de balance de energía CII.Q> en el caso 

unidimensional, con CII.11) y a primer orden en las  variables 

primadas queda : 

por otra parte de CII.ls) tenemos que 

u t i  1 i zando 1 as r el aci ones ter modi námi cas : 

tenemos que l a  ecuación CII. 223 puede expresarse como : 

CII. w 

haciendo uso de l a  ecuacih CII.23 para las variables T' . P' 

q' tenemos finalmente : 

y 

CII. 23> 

donde también hemos omitido l a  prima en l as  variables. - t  
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En el procedimiento estandard* de l a  Hidrodinámica 

Clásica se toman como ecuaciones suplementarias en CII.213 y 

CII. 233 a l a s  ecuaciones constitutivas de Fourier y Navier-Newton 

transformadas, para obtener Junto con CII.223 un conjunto de tres 

ecuaciones a lgebraicas con tres incógnitas que permiten encontrar 

l a  re lac ión de dispersión c l á s i c a  de Kirchhoff; en nuestro caso q 

se toman como variables independientes y el conjunto de y 

ecuaci ones complementarias a C I  I.  21 > -C I I. 233 son 1 a s  ecuaci ones de 

evo1 uci ón 1 inear i  izadas derivadas en el cap1 tul o anterior 

transformadas de acuerdo a l a  re lac ión CII. 23. 

ECUACIONES E LA HIDRODINAMICA NO-LOCAL 

EN LA APROXIMACION ACUSITCA 

Para encontrar l a  re lac ión de dispersión en nuestro 

problema tomamos el conjunto de ecuaciones CI .273kI .313 del 

capitulo anter ior ,  l a s  cuales ya están l inear izadas  CDicha 

l inear izac ión es escencialmente l a  misma que corresponde a l a  

aproximaci6n acústica )  habiendo tomado en cuenta que el valor de 

equ i l i b r i o  de todos los f l u j o s  es cero. Si además consideramos las 

lW3 I@ y 
restr icciones de simetría de  los tensores 

mencionadas en el capítu lo  I tenemos que en el caso unidimensional 

r u *  iz* 
el conjunto de var iab les  a considerar es I . q u T 

Util izando l a  representacibn C I I . 2 3  para cada una de &stas 

vari  ab1 e s  y denotando 



el conjunto de ecuaciones transformadas queda : 

I 

2Q 

CII.253 I 
CII. 203 

CII. 273 

CII.283 

CII. 2Q3 

CII. 303 

CII. 313 

c 1 1 . m  

CII. 333 

CII. 343 



N 

CII, 361 

CII.373 

C.11. 383 

CII. 393 

CII. 413 

CII. 423 

CII. 433 

CII. 443 

CII. 453 

CII. 464 

donde el valor de los coeficientes estira dados en el & e n d i c e  

11-A. 
- -  
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Para que e1 sistema de ecuaciones algebraicas homogéneas 

formadas por CII.203, CII.2l>, CII.23) y CII.25)-CII.46> tenga 

soluci6n no trivial ,  el determinante formado por los coef ic ientes 

debe anul ar se'=' .Tomando en los primeros cinco renglones del 

deter mi nante a 1 as ecuaci ones C I I.  423 -C I I. 4- y r eacomodada 

apropiadamente variables y ecuaciones el determinante es reducible  

a l a  siguiente forma : 

donde hemos denotado : 

,CII.47> 

CII. 483 

CII. 473 def i ne l a  ecuación E l  deter mI nante 

28 



.- 

característica del sistema 

CII. 493 

y sus soluciones nos dan l a  relaci6n de dispersibn del conjunto 

completo de d o s  propios de nuestro sistema. 

De l a  relación C11.473 vemos que es igual al 
20 

producto de cuatro determinantes de orden menor. es decir : 

CII. 503 

entonces nuestro problema se reduce en analizar por separado las 

relaciones de dispersión tomando Aií' = O 

0.Debe notarse que por l a  forma en que están agrupados los 

*ti) términos en C I I .  473 y por l a  silnetrf a de 

= O corr6sponde a ondas con polarización transversal dirigidas a 

l o  largo de los ejes Y o 2 y ~ a ondas con polarizaci6n 

transversal dirigidas a l o  largo del eje 2. En Ass = O están 

= o y ais = *" ) 

1 

7 q 3  ' Ia(3 y % p y ; s  

A'2) 

i ncl ui das 1 as ondas con pol ari zací bn 1 ongi tudi nal di ri g i  das en el 

eje X ,  y sus efectos en el eje Y. representadas por las 

e I2* - contribuciones de T 
2 2  

.. 
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RELACION DE DISPERSION PARA otr> = o. 

Resolviendo el determinante encontramos que l a  relací6n 

de dispersión está dada por: 

CII. si> 

y 8,  están dados 

en términos de las E. l a  viscosidad cortante y los  tiempos de 

relajacian Cver Apéndice If-B>. Considerando el caso en que w >> 

ai/ b, d, / ci, , l a  velocidad de fase y el coeficiente 

de absorción vienen dados por: 

i s  ' f ,  
donde los coef ic ientes  a, b, c 

/ f ,  

CII. 523 

E l  polinomio característico asociado a éstas ondas para l a  

propagación en Y y Z sería p;q= = 0. 
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RELACION DE DISPERSION PARA ay) = o .  

De forma análoga a i  caso anterior,  tenemos que l a  

re lación de dispersicIn puede expresarse : 
- 

donde a= y bz son funciones de l a s  E , l a  viscosidad cortante 

y los tiempos de re la jac ión  Cver Apéndice II-BD y los coef ic ientes  

con subindice uno son los mismos de l a  r e l a c i 6 n  CII.523. 

Considerando el caso en que w >> a / b2 , di / ci .gi / f ,  , l a  

velocidad de fase y el coef ic iente  de absorción viene dada por: 
2 

RELACION DE DISPERSION PARA bu = O . 

C I I .  543 

Este caso es de importancia central en Bste trabajo ya 

que en él está contemplada l a  propagación del  sonido Condas 

1 ongi tudi nal es). Resol v i  endo el deter mí nante de i n t e r k  obtenemos 

l a  siguiente ecuacibn de dispersión general : 
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donde los coeficientes Ai . Bi P C  * D i Y  E.  están dados en 

términos de l o s  parámetros' E y los tiempos de relajación Cver 

i 

Apéndice I I -0. 

En CIZ.553 están contenidos dos casos particulares. el 

y el reportado por Carrassi y eS>,<Za de l a  Hidrodindmíca Cláslca 

Morro'B'> . 
Analicemos por separado éstos para despues resaltar las 

diferencias con el caso general. 

RELACION DE DIsPERSION EN LA HIDRODINAMICA CLASICA 

Para Bste casa vemos que en el conjunto de ecuaciones 

CI.273-CI.313 todos los tiempos de relaJaci6n deben anularse, así 
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como los parámetros E' y l as  únicas variables que sobreviven son 

C I . 2 8 3  y C1.2Q3 se reducen a las  de tal  forma que 4 ,  y =a@ 

expresiones conocidas de Fourier y Navier-Newton respectivatpente. 

Con las  restricciones anteriores vemos que Cdel Apéndice 

11 -c) . en C I I  -553 los 6nicos coef icientes distintos de Cero con : 

sustituyendo éstas expresiones en CII.553 tenemos : 

dividiendo entre 

caracterlsticas para procesos viscosos y térmicos : 

p, = c  w e i ntr oduci endo 1 as f r ecuenci as 

CII.563 

l a  ecuación de dlspersibn queda : 

CII. 573 
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en &Sta ecuación nos interesa el comportamiento del vector de onda 

en dos casos : 

a>. - Comportamiento a frecuencias ‘pequeñas C w << w c ,  wv 3 .  

De CII. 573 podemos observar que en ausencia de procesos viscosos y 

s i  

tomamos este valor inicia l  de R para resolver por iteraciones 

CII. 573 tenemos que en l a  primera iteración obtenemos : 

térmicos C i .e ,  Q = h = O 3 el valor de k es w / c o ’  

que nos expresa el hecho de que l a  velocidad de propagación es c O 

y el coeficiente de absorción 8s el clásico de Kirchhoff-Stokes 

Ccon l a  viscosidad volumétríca igual a cero, como corresponde al 

b>. - Comportamiento a frecuencias grandes C w >> w, , wv 3 .  

, 

En &te caso l a  ecuación CII .573 podemos expresarla 

como: 

34 

-I_ ._ . 

CII. 583 



donde hemos denotado k’ = A’ . Resolviendo ésta ecuación 

cuadrática para ésta aproximación tenernos que : 

CII.59) 

donde u . í C , w v >  y bCwc,wv> están dados en el Apéndice 11-D. De 

aquí que 

entonces en el límite de altas frecuencias l a  velocidad de fase y 

el coeficiente de absorción estan dados por : 

CII. 60) 

! 

el comportamiento de l a  velocidad de fase es anómalo ya que I 

experimentalmente, para frecuencias grandes, tiende a un valor 

RELACI ON DE DI SPERSI ON CARRASSI -MORRO 

,Para &star caso se consideran solo las variables q, y 

con sus respectivos tiempos de relajación tZ y t3 en el 

conjunto de ecuaciones CI.27’3-CI.313, con &to tenemos que los 
%3 

34s 

/- 



ánfcos coefici,entes distintos de cero en C I 1 . m  son C4 , C, , 
. Arreglando l a  

ecuación resultante de tal forma que el último término no contenga 

parte imaginaria llegamos a : 

C., D4 Ds , Dm s De E4 Es , Em y =o 

CII. €513 
I 

donde los coeficientes que aparecen en e l la  están dados on el 

Aphdice I1 -D. 

I 

Como el comportamiento andmalo se presenta, en el caso 

clásico a frecuencias grandes, resolvamos C I I .  613 considerando 

solamente los términos de los coeficientes con mayor potencia en 

l a  frecuencia , tanto para l a  parte real como imaginaria . En este 

caso l a  relación C I I  I 622 puede reducirse a , 

donde A' = Rz . La soluci6n a ésta ecuación cuadrátfca puede 

escribirse c~mo : 
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tomando l a  parte imaginaria de A' despreciable respecto a ' la  

parte real tenemos que con CII .43 y CII .53 : 

es decir que para frecuencias grandes, 

i ndependi ente 1 a f r ecuenci a de acuerdo con 1 OS 

Entonces l a  introducción de tiempos de relajación en l a  teorla 

evita el problema clásico mencionado anteriormente. 

l a  velocidad de fase es 

exper i mentos. 

La ecuacih CII.61) puede expresarse de una forma 

y utilizando C11.63 - al ter nati va- considerando ti = t p - 7  

Esta es l a  relación de dispersión reportada por Carrassi-Morro. 



_ - -  
I c -  

RELACION DE DISPEmON GENERAL 

Para este caso to- l a  expresión C I 1 . m  completa y 

siguiendo el procedimiento de I .  Mttller'sa t enem . W e  para 

f recuencias grandes podemos expresar esta ecuación como: 

1 

i 

I 

donde - 

C I I .  043 

Siguiendo el método de Ferrari<"' para resolver CII. 643 

tenemos que ésta es equivalente a las dos ecuaciones cuadráticas I 

donde 

e y es una raiz real cualquiera de l a  ecuacibn cCibica 

C I I .  603 

C I I .  67) 
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donde: 
. 

Las soluciones de Cardano para C I I  .683, son 

Y 
r, 

tomando a xi como l a  solución de interés  tenemos 

- -  
entonces 

CII.683 
! 

CII. €593 

-- 



1K-L =+a( j l F ; ' - M  

las dos ecuaciones cuadráticas a resolver serlan, 

Y 

de l a  solución de éstas vemos que: 

1 C =  CII. 703 

con 

Con CII.703 se generaliza l a  expresi6n CII.633 de 

Carrassi -Morro y l a  presentada por Müller . 
Para el caso general CII .SED, se exige que p y q Cen 

11.683 sean reales. por l o  tanto para resolverla tendrá que 

utilizarse un metodo numérico. 

Debe señalarse que todos los parametros involucrados en 
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la ecuación general C i i . O P S > ,  y l o  tanto, en SUS casos 

particulares están bien determinados cuando se selecciona el 

potencial intermolecular por l a  identificacibn que fue hecha en el 

Capltuio I. 

_ -  
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cAPITu&;a 111 

COMPARACI ON CON RESULT- EXPERI MENTALES 

En éste Capítulo haremos referencia a los experimentos 
(24) US 

realizados por E. Meyer y G. Sersler C l s 5 7 )  y M. Greenspan 

ClQ563 que permítieron determinar el comportamiento de l a  

velocidad de fase y el  coeficiente de absorción de una onda sonora 

que se propaga en diferentes gases monoat6micos diluidos. Estos 

experimentos. a pesar de que fueron hechos con técnicas y a 

frecuencias distintas . muestran resultados similares. 

Básicamente en estos experimentos el sonido es generado 

por un transmisor piezoeléctrico y detectado por un receptor 

piezoelktrico movible. de tal manera que cuando l a  distancia 

entre el transmisor y el receptor se varia, l a  fase y l a  amplitud 

de l a  señal en el receptor cambia, de l o  que se puede infer ir  l a  

velocidad de fase y el coeficiente de absorcic5n. 

Dado que en estos trabajos se reportan los resultados 

únicamente en forma grwica.  fué necesario digitalizar las 

gráficas con el objeto de tener los valores númericos de los 

puntos experimentales de manera que fuera posible hacer una 

comparaci6n mas confiable con l as  predicciones teóricas Cver 

Apéndice 111-A3. Aquí solo se presentan los resultados 

experimentales para el Argon, ya que en las mediciones de 

Greenspan para cinco gases monoatómicos CHe. Ne, A. Kr y Xe3 se 

muestra que todos el los se comportan sustancialmente de l a  misma 

forma. 
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En l as  f igs .  1 y 2 se muestran los resultados 

exper i mental es . en escal as 1 agio- 1 og,, , encontrados por M. 

Greenspan y Meyer -Sessler . respectivamente. para el comportamiento 

de l a  velocidad de fase y el . coeficiente de absorción en 

argon. En e l las  el parámetro r = P / w r) donde P es l a  presión 

y r) l a  viscosidad cortante. 

e 

e 

1 I 1 

FIOURA 1. RESULTADOS EXPERIYKNTALES DE DISPERSION cp/@ O =Co/C3 Y 

ABSORCION c &Po> EN ARCION. (FRECUENCIA 1s YC, 

TfYPñRATURA 30 d. 

- -  
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FIOURA 2. RESULTADOS EXPERIYhNTALñS DE DISPERSION Y ABSORCION EN 

AROON (FRECUEWCIA 100 KHZ, TEMPERATURA 20 C>. 

Las mediciones de dispersión y absorción se rea l i zan  

variando l a  d istancia  CL> de separaci.ón entre el transmisor y el 

receptor, por l o  que es conveniente considear tres reglmenes 

d ist intos  de presidn en l a  cual son hechos los experimentos. En l a  

fig. 3 se muestran estas regiones,  donde A es l a  t rayector ia  
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libre media y Xa l a  longitud de onda del sonido. 

IO 

CIA 

10 

10 ' 

IO o 

IO4 
1 

C) 

I I e 
1 io-' io" io' A/1, 10' 

CXOURA S. A> REOfM€N CLASICO, P> REGIMEN DP RELAJAGION 

TRASLACXQNAL, C) REOIMEN DE RELAJACION OEOMETRICA. 

Para L / A > 2 se ha separado en dos regiones; una 

< para bajas frecuencias o trayector ia  libre media corta  CA / A 
O 

O. 1. ver f i g .  3a3 y l a  region donde 1 os efectos de re la jac ión son 

importantes CO.1 < A / Xo < 1 ,  ver f i g .  3b3. La región por debajo 

de l a  recta  L / A = 1 se l e  conoce como regímen de rela jaci6n 

geométrica, en donde predomina la propagacibn molecular libre. Por 

último. en la f i g .  3 se señala una regi&n de transición para 1 < 
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L / A < 2. En los experimentos L / A varía de tal  forma que al 

decrecer l a  presi&n se pasa a l a  región de relajación geométrica 

ho' para A 

Para que l a  propagación de sonido esté gobernada solo 

por colisiones dentro del gas, debe tenerse L >> A. Esta condición 

hace que los experimentos de propagación de sonido sean más 

dif íc i les  de realizar a altas frecuencias en vista de que l a  

incertidumbre experimental aumenta considerablemente. Por ejemplo, 

si L = 15 A, l a  amplitud de l a  onda de sonido en el detector es 

menor que l a  de l a  fuente por un factor expí -a L3 , como a L puede 

expresarse como a L = u c L / w R A de aquí que, para R = 1 Cr 

= 3 R / 5 3 y de l a  f i g .  2, tenemos que 0.3, por l o  que 

l a  amplitud disminuye por un factor 1 / 90. Lo anterior muestra 

l a  dificultad experimental a l  trabajar con altas frecuencias. 

o 

a co/ w 

RELACIONES DE DISPEFZSSON EN TEORIA CINETICA. 

En l a  literatura (27'r's8 se ha estudi ado amp1 i amente , 

l a  propagación de sonido en gases monoatómicos,desde el punto de 

vista teórico, utilizando el esquema de aproximaciones sucesivas . 
de Chapman-Enskog y el Método de Grad para l a  solución de l a  

ecuación de transporte de Boltzmann. En esta sección . 

presentaremos 1 os resul Lados obteni dos medi ante 1 a sol uci Cur de 1 a 

ecuaci6n de Boltzmann por el &todo de Chapman-Eskog para un gas 

de moléculas de Maxwell en las aproximaciones de Navier-Stokes, 

Burnett y SuperBurnett . 
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a3 La relacidn de dispersión en l a  aproximaci6n 

Navier-Stokes esta dada por, 

CIII. 13  

donde R = y r con y = 5- y el factor de Eucken f = 5 / 2. 

En las f i g s .  4A y 4B se muestran los datos 

experimentales y l a  predicci6n teórica en esta aproximacfón para 

dispersión y absorsión . 

I 

I' 

u 

, 1 

. .  

. .  . .  r 
. .  
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i 

Como puede observarse, l a  predicción teórica es correcta para 

r > 10 en ambos casos, s i n  embargo para r < 10 las diferencias 

son notables, de donde se concluye que no predice velocidades 

finitas de propagación para frecuencias altas C i - e .  r pequeña). 

b> La relación de dispersih en l a  aproxlmación de 

Burnett esta dada por. 
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CIII.23 

donde r y y toman los mismos valores establecidos para CIII.l>. 

En l as  figs. SA y SB se muestran los datos 

experimentales y l a  predicción teórica . 

FIaURA 'EA- 

- *  
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Como puede observarse. l a  predicción teórica es correcta 

para bajas frecuencias y valores de r > I en ambos casos. Esto 

muestra l a  relevancia de l a  variación de gradientes que no son 

tomados en cuenta por l a  ecuación de Navier-Stokes; además para r 

< 1 las  diferencias son apreciables. 



c> La relación de dispersión en l a  aproximación de 

SuperBurnett esta dada por, 

- CIII.33 

donde r y y toman los vaiores presentados en a3 y b3 . 
En l as  figs. 6A y 6B se muestran los  resultados 

experimentales y l a  predicción t d r i c a .  

1 

"DI Sí SB)" un-s [EXP I 1Y 
* e  e * e . *  

1 

"DI Sí SB)" un-s [EXP I 1Y 
* e  e * e . *  



La aproximación de SuperBurnett no mejora los 

resultados de l a  aproximación de Burnett. l o  cual se hace evidente 

para r < 4. 



RELACIONES DE DISPERSION EN LA T. I.  E. 

En esta sección consideraremos los siguientes 

* casos particulares de interés basados en l a  relación general 

13 Para T 2 = T S = 7 = 0.18, se obtienen 10s resultados; 

reportados por Carrassi -Morro en 1873 t ver CII .61 bis3 I .  En 1 as 

f igs.  7A y 7B se muestra l a  comparación de sus resultados con el 

exper i mento. 

I 

.. 

FIOURA 7A- 

+- . 



1 I 

_ .  , r * .  . .  . .  

FIOURA 78. 

Como puede observarse existe un comportad ento aceptable 

para 1 < r < 10 y una tendencia a mantener-un valor-constante 

para r pequeña. Este resultado no es de sorprender ya que el 

valor de T es seleccionado a priori para que se de esta 

concordancia. 
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11> Para T* # T a calcul,gdas en base a una comparación'de 

C I .  283 y C I .  28). con 1 as correspondientes ecuaci ones obtenidas por 

el dtodo de Grad para 13 momentos'a7>. se obtiene l a  siguiente 

relación de dispersión: 

CIII. 43 

En l as  f igs .  8A y 8B se muestran los resultados 

experimentales y la predicción tebrica Cdenotada en este caso como 

A233. 



. .  
. .  . .  

FlClURA BA. 

1 
I 

I 
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Como puede observarse, para l a  curva de dispersión C 

D19cA233 3 se presenta un buen acuerdo con los resultados 

experimentales, s in  embargo en l a  correspondiente curva de 

absorción t ABSCAs33 I sólo hay acuerdo en l a  region clásica, i .  e. 

para r > 10. 

CII. 553 

consi der 

términos 

III3 Para T. Ci=l,2 ,..., 53 diferentes, l a  solución de l a  

presenta dificultades algebraicas y numéricas 

L 

.hies, por lo cual se seleccionaron unicamente los 

relevantes para altas frecuencias. Los valores de 7 se 
*ti$ reportadas 

calcularon en base a las integrales de colisión 

por J. Kestin et art , con l a  identi f icacih presentada en el 

Apéndice I -B. 

i 

(38) 

La relación de dispersión correspondiente es l a  

s igui  ente: 

Los coeficientes que presentan una contri bucidn mayor 

par a 1 as condi ci  ones mencionadas anteriormente, son 
" 

C ver Apéndi ce I I -a. 5. Dz2 26 y 

En términos de 105; T~ y el parámetro R, l a  relación de 

dispersión anterior toma l a  forma, 
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con y = 6 / 3. 

r = 2.5636005. I4 = IA y 7s = 8.7366948 

f = 2.50151274, r A  = 1.7547708, rt = 2.49g1085. 

8 

En las figs. 8A y 9B se muestran los resultados 

exprimentales y l a  predicción te6rica. denotada en este caso como 

Al 5. 
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8, 81: 108 dx=18 
8,Bl:l dy=10 

r 
FICIURA PA. 

1 I I 

I 

e 

e 



Como puede observarse en l a  curva de dispersión 

í DISCAl53 I se muestra l a  misma tendencia hacia un valor 

constante para r pequefia; contrario a lo observado en las figuras 

de los casos anteriores l a  curva de absorción presenta una 

tendencia significativa hacia un valor constante para estos 

valores de r. Es de esperarse que al considerar términos 

adicionales en l a  relación de dispersión, se mejore el 

comportamiento de l a  curva de absorción mostrada en l a  f i g .  QB. 

Finalmente, en el Apéndice 111-8 se presenta una tabla 

compar ati va de 1 as sol uci ones numér i cas par a l as r el aci ones de 

dispersión consideradas en este capitulo. 



CAPITULO IV  

COEFI CI ENTES DE TRANSPORTE GENERAL1 ZADOS 

de 

los resultados de l a  T.I.E. con los de l a  Hidrodinámica 

Generalizada es a través del cálculo de l a  función de correlación 

<3),<5> 
La conexih que se establece en l a  literatura 

temporal de l a s  fluctuaciones de l a  velocidad transversal con 

ecuaci ones de re1 a jaci ón del tí po C I. 273 -CI -31 3 . 1 ogr ándose con 

ésto expresiones para los  coeficientes de transporte C h y 3 

en el espacio de Fourier a frecuencia cero. identicas en 

estructura a las obtenidas por simulación y a traves de l a  

Hi drodi námi ca General i zada , i ntroduci endo ad hoc f unci ones memoria 

exponenci al es. 

(22 

En nuestro caso l a  obtencidn de expresiones 

general izadas para 1 a conducti vi  dad térmica y 1 a vi scosi dad 

cortante está basada en el hecho de que son suficientes las  

ecuaciones CII.203. CII.213, CII.233, CII.253-CII.273. CII.323 y 

CII.373 para expresar l a  relación entre q y T . por un lado, y 

T y u por el otro, que permiten encontrar hC&.w3 y qCR.&. 
ii 

CONDUCTC Vi DAD TERMI CA GENERAL1 ZADA 

De l a  ecuación CII. 233 despejamos p : 
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CIV. 13 - -  
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sustituyendo CIV. 13  en C I I .  203 tenemos 

N 

despejando u de ésta relación:  

t k  5 - - € i -  - UJ ( o -  6 h 

J! k 4. 
c 

1s sustituyendo CIV.12 y CIV.23 en CII.213 y despejando T 

CIV. 23 < 

& 

por otra parte de CII .253 -despejamos I : 

F, ti 

introduciendo CSV. 23 en ¿IV. 43 se obtiene, 

1 
i 

CIV. 43 i 

CIV. 5) 



por otra parte sustituyendo CIV.2) y CIV.'3> en CII.273,  agrupando 

I 

I 

I 

I 

N 

tenemos. 
y despejando IPIU 

I 

I 
I 
I 

CI 

sustituyendo esta expresi6n en CIV.63 y despejando Iu : 

I 

I 

I 

CIV. 73 

u 

introduciendo CIV.53 y CIV.73 en CII.263 y despejando q : 
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- ( i . tBJ )  y CIV. 83 -- 
Fz (itP1 

donde PI y [P estan dados en el Apéndice IV-A . - 

Con CIV.83 tenemos que a l  suponer una ecuaci6n de 
L- 

ó a l  ter nati vamente 

I 

r 

CIV. 93 

i 
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VI SCo6I DAD CORTANTE GENERAL1 ZADA 

De l a  ecuación CI I .2 i3  despejamos p 

5 

G nd p =  - 
k 

e 

de CII. 20> despejamos T : 

i ntr oduci endo C I V. 1 O> en C I V. 11 3 y agrupando 

! 

c1v: 103 

CIV. 113 

CIV. 123 

h 

por o t r a  parte  de CII .232 despejamos q : 

introduciendo en ésta re lac ión . C I V. 1 O> y C I V. 1 2> obtenemos . 

(r, 

ahora. despeJando IaA de CII.323 

CIV. 133 

CIV.  143 

1 
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z 

e introduciendo ésta expresión en CII. 37) y despejando Pa,, de 

l a  ecuaci6n resultante.  tenemos: 

CIV. 153 

- 
por otra parte, despeJando I de CII .25>: 

sustituyendo en CIV. 13) y agrupando. 

CIV.  183 

nuevamente . susti  tuyendo C I V. 123 . C I V. 133 y C I V. 16> en C I V. 1 S> 

obtenemos: 
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CIV. 173 

introduciendo CIV.133 y CIV.17'3 en CIV.143 se obtiene, 

It' 
CIV. 183 

finalmente, - -introduciendo CIV. 173 y CIV. 183 en CII.273, y 

agrupando, 

Si suponemos una ecuaZf ón del ti PO Navi er -NewLon general izada 
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ó alternativamente 

CIV. 183 

donde Z y M están dados en  el Apendice IV-B. 

Para poder identificar a ACR. w>, y QCR. u 3  de CIV. Q> y 

CIV. 193 con los coeficientes de transporte transformados se debe 

exigir que A y q sean funciones reales. es fáci l  comprobar que 

éstas expresiones cumplen esta condición. 

Son de nuestro interés dos casos particulares reportados 

ra>,crr> en l a  literatura 

A3. - Cuando sol o se consi deran 1 as vari ab1 es independientes 

. Si nos interesan solo las  componentes de éstas 

en l a  d i recc ih  de propagación de l a  onda de sonido. las  anicas 

ecuaciones a considerar son l a  CII.27) y CII.373. De estas dos 

ecuaciones se obtiene directamente 

(3) 

ra(, y 

\ 

s 
y Ah 
3 

de donde. si  suponemos una relacion de Navier-Newton transformada 

y general i zada , podemos por i denti f i caci 6n obtener 1 a expr esi 6n ' 
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para l a  viscosidad cortante generalizada 

n 

que puede expresarse por C 11-24> como: 

Gd f t;' 

que tiene l a  forma de los primeros términos en el desarrollo de 

una expansión en fracciones continuas de qCk.do> . Para 

establecer una compar aci ón di recta con -el resul tado -mostrado en el 

trabajo de D.Jou et alcg' , observamos de CIV.203 que ~$0.03 = 17 

entonces podemos reescribir l a  itl tima ecuación COMO: 

CIV. 213 

donde el signo negativo dentro del parentesis proviene de l a  

representación CII. 23. 

B3.- Cuando 

U 
i ndependi entes q 

de sonido tenemos 

se consideran las  componentes de los f lu jos  

en l a  dirección de propagación de l a  onda e % 
de l as  ecuaciones CII.263 y CII.323 

- -  



.- 
I 

donde, si suponemos una re lación de Fourier transformada 

generalizada podemos identi f icar  a l a  conductividad térmica 

generalizada como: 

2 

tV 

l a  cual podemos expresar, de manera análoga al caso anterior 

CL 

CIV. 223 

-;u+ t Y - '  

esta re l ac i6n  puede compararse directamente con l a  expresión 

reportada por C. Pérez-Garcia y D. Jou*'. En esta comparación al 

igual  que en el caso anterior puede notarse una d i ferencia  en lor 

signos de l a s  expresiones, que se debe a l a  forma de l a  

transformacidn CII .23. 

En general ,  por l a  forma de las ecuaciones CIV. 93 y 

CIV.193, es de esperar que admitan una expansidn en fracciones 

continuas en donde CIV.  203 y CIV. 223 solo sean casos particulares.  

Para poder i dent i f i c a r  a h í R ,  u3 y vCR, u2 de CIV. Q3 y 

CIV. 193 con los coef ic ientes de transporte transformados se debe 

exigir que A y q sean funciones reales. es fáci l  comprobar que 

estas expreciones cumplen esta condición. - *  
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Se ha u t i  1 i zado 1 a Termodi námi ca Ir r ever s i  bl e Extendi da 

CT.I.E.3 para determinar l as  ecuaciones de evol’ución de las  

variable* no conservadas relevantes para l a  descripción de una 

perturbación sonora que está presente en un gas monoátodco 

diluido. E l  método de l a  T. I.  E. consiste basicamente en suponer l a  

existencia de l a  función r)  con dependencia en las  variables 

conservadas y no conservadas. En este trabajo se amplia el espacio 

de variables no conservadas a l  considerar a T ,  I ,  qi , ** =* 
como canti dades i ndependí entes. Al cal cul ar 1 a vari aci ón 

temporal de l a  funcidn q quedan definidos coeficientes de 
y %v 

distinto orden tensorial los cuales: i> se construyen como los  

teniores mas generales en el espacio de variables independientes a 

primer orden en Las variables no conservadas y C i t >  se supone que 

admiten un desarrollo en serie alrededor de equilibrio local. Con 

l o  anterior l a  variación en el tiempo de l a  función 9 queda 

expresada en términos de las  variables, sus derivadas temporales y 

de los coeficientes que dependen exclusivamente de l a  densidad de 

energía local y el volumen específico. Utilizando l as  ecuaciones 

de balance de masa y energía podemos eliminar l a  dependencia en 

las  derivadas temporales de l a  densidad de energía y el volumen 

especl f í co. 

Para determinar las ecuaciones de evolución de las  

variables no conservadas se introduce como condicihn de cerradura 

l a  hipótesis de que l a  función r) satisface una ecuación de 

balance. Si en esta ecuación de balance consbuimos el fludo de 
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entropía como el vector mas general en el espacio de variables a 

segundo orden en los  f lujos,  tenemos dos formas independientes de 

calcular la producción de entropfa: C f >  utilizando l a  expresi6n de 

l a  derivada temporal de l a  función r) y el f l u j o  de entropla, y 

C i i> construyéndola como el escalar mas general en el espacio de 

variables a primer orden en los  flujos. Ai comparar estas dos 

expresiones para l a  producción de entropía, se encuentran 

ecuaciones acopladas en derivadas temporales de f l u j o s  del mismo 

orden tensorial, que pueden desacoplarse para obtener finalmente 

las  ecuaciones de evolución para cada una de l as  variables no 

conservadas. La estructura de este conjunto de ecuaciones puede 

compararse con las  obtenidas mediante l a  solución de l a  ecuación 

de Boltzmann, para un gas monoatómico diluido, por el método de 

Grad al  considerar 26 momentos, cuando C i3se restringen algunos 

coeficientes f enomenológi cos, C i i> se exi gen propi edades de 

simetría al  tensor de tercer orden IP y C i i i >  al considerar un 

estado cerca de equilibrio despreciando términos de segundo orden 

en los  f lujos.  Lo anterior permite interpretar a los tensores I 
a(, 

como los  f lu jos  de q, y T ~ ,  y calcular todos los 
y %Y 

coeficientes f enomenol ógi cos que aparecen en 1 a teoría. Es t e  hecho 

nos permite asegurar que l a  fundamentación cinética de l a  T.I.E. 

se da al tratar l a  ecuación de Boltzmann con el método de momentos 

de Grad. 

Ai considerar l a  acción de una perturbaci6n acústica en 

nuestro si stem f í si eo, 1 at desvi a d  ones de todas 1 as vari ab1 es 

i ndependi entes 1 as podemos representar como una onda pl ana 

72 

.. ,.. "' ", , . .. .. 



T 
___ _I< 

1 
I 

Unidimensional con vector de propagación It y frecuencia W. es 

decir. en l a  aproximaci6n acústica el conjunto de ecuaciones 

diferenciales para las  variables conservadas y no-conservadas 

puede ser reducido en un conjunto de ecuaci ones’ al  gebrai cas para 

las variables transformadas cuya solución no t r iv ia l  esta dada 

cuando el deterAnante de los  coeficientes se anula. Un primer 
I 

resultado se muestra con l a  aparición de modos de propagación 

transversal es y 1 ongi t udi nal es. Los modos de pr opagaci ón 

transversales aparecen como consecuencia de l a  introducción de l a s  

y 1 os longi tudi nal es cor responden a var i ab1 es 

l a  propagadon de sonido. 
y %Y T M .  a(3 

I 
I 

Se muestra en particular que, para altas frecuencias. 

los  modos transversales se propagan con una velocidad de fase y 

t ienen asociado un coeficiente de absorción que no dependen de l a  

f r ecuenci a. Par a 1 os modos 1 ongi tudi nal es 1 a r el aci ón de 

dispercibn mas general es una ecuaci6n algebraica de octavo orden 

en el vector de onda con coeficientes complejos. cuya solución 

general presenta dificultades numéricas, por lo que solo se 

analizan ciertos casos particulares Cver relaciones C I I .  573 

CI1.61>. CII1.4> y CIII.5>> . Cuando se toman los términos mas 

relevantes en frecuencia para l a s  partes real e imaginaria de cada 

coeficiente en l a s  relaciones de dispersidn señaladas se muestra 

que l a  velocidad de fase permanece f inita.  Se muestra graficamente 

para ciertos casos particulares l a  tendencia de l a  velocidad de 

fase a adquirir un valor constante para altas frecuencias, en 

contraposición a l a  predicciones de las  Zproximaciones de Burnett 
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y SuperBurnett. 

En base al conjunto de ecuaciones transformadas que 

satisfacen las  variables no conservadas, es posible identificar 

coef i ci entes de transporte general izados que dependen del vector 

de onda y l a  frecuencia. Al considerar exclusivamente como 

variables no conservadas al tensor de presión y su f lu jo  se 

encuentra l a  expresión para l a  viscosidad cortante que coincide I 

con la expresi6n con que se ajustan los resultados de sfmulaci5n 

de dinámica molecular. Por otra parte al considerar a i  f lu jo  de 

calor y su f lujo,  se reproducen los resultados para l a  

conductividad térmica de Párez Garcla y D. J o u ~ ’ .  

De l o  anterior podemos asegurar que l a  T.I.E. es el 

marco termodinámico adecuado para l a  descripción de los procesos 

que ocurren en un sistema sujeto a pequeñas perturbaciones 

alrededor de equilibrio. Lo anterior se re f le ja  en el hecho de que 

ya no se presentan l as  dificulatades de l a  T.I.L. mencionadas en 

l a  introducción de este trabajo, es decir l a  T.I.E. predice una 

velocidad de propagacidra f inita  para l as  distintas perturbaciones 

a las que puede estar sujeta un sistema y por otra parte l a  región 

de validez va mas a l l á  que el de l a  Hidrodinámica clásica, 

reflejándose esto úl t imo en que los  coeficientes de transporte r) y 

X tienen una dependencia en k y u. 

I 

Finalmente el conjunto de ecuaciones derivadas en el 

capftulo I pueden ser utilizadas para estudiar dispersi-ón y 
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absorci6n en líquidos. gases poliatómicos y gases densos; en estos 

casos 1 os coef í ci entes f enomenol ógi cos tendrí an que obtener se de 

los resultados experimentales o de alguna teorla microscdpica. 
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APENDICE III-A 

DATOS EXPERIMENTALES DE MEYER-SESSLER 

r 

. O13 

.O18 

. o22 . O28 

.O39 

. o54 
,069 . o91 
.141 
.223 
354 
.512 
.645 
.87 

1.288 
3. o19 
3.89 
5.128 
7.079 

.46 

.48 

.46 

.49 

.53 

.5 

.47 

.5 

.52 

.57 

.53 

.63 

.62 

.71 

.81 

.92 

.92 

.97 
1 

r 

.O14 

. O18 

.O18 . o2 

.O27 
$034 
.O36 
.O44 
.O56 
.O61 . o77 
.1 
.123 
.123 
.147 
,154 
.208 
.251 
.331 
.524 
.691 
,912 

1.23 
1.412 
1.778 
2.344 
3. o9 
3.981 
5.37 
6.606 
8.91 

12.022 
15.488 

a / Bo 

,229 
.2089 
.229 
.2398 
,2344 . 
2344 
,2454 
,2344 
.2238 
,229 
,2511 
.257 
.2754 
.2511 
.2511 
.257 
.263 
.2818 
.2951 
.3235 
.309 
.2884 
.257 
.257 
.229 
,2137 
.1737 
,1479 
.1148 
.1023 
.0707 
.0537 . O436 



. 

DATOS EXPERIMENTALES DE GREENSPAN 

r 

.21 

.21 

.32 

.32 

.49 

.77 
1.2 
1.82 
2.34 
3.02 
3.98 
5.13 
6.76 
8.91 
12.02 
15.85 

29.51 
40.74 
57.54 

21.38 

f3.' f3, 

.309 
,5011 
,5011 
.537 
.5888 
.6918 
.7585 
.8511 
.8912 
.9332 
.9549 
.9772 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

r 

0.21 
0.32 
0.49 
0.77 
1.2 
1.23 
1.66 
2.34 
3.1 

5.25 
6.76 
0 . 9 1  
12.62 
12.02 
16.22 
16.22 
22.38 
30.2 
42.56 
60.26 

3.98 

a Po 

0.2041 
0.2754 
O. 3235 
0.3162 
0.263 
0.2754 
0.2344 
0.2041 
0.1737 
O. 1445 
o. 1202 
O .  0954 
O. 0758 
O. 0549 
o. 05.75 
0.0416 
0.0426 
O. 0323 
O. 0233 
0.0169 
o. 072 



APENDICE 111-B 

NAVIER-STOKES 

r 

100.000000 
80.000000 
63.000000 
50.000000 
40.000000 
32.000000 
25.000000 
20.000000 
16.000000 
13.000000 
10.000000 
8.000000 
6.300000 
5.000000 
4.000000 
3.200000 
2.500000 
2.000000 
1.600000 
1.300000 
1.000000 
.800000 
.630000 
.500000 
.400000 
.320000 
.250000 
.200000 
.160000 
.130000 
.100000 . O50000 
.030000 
.010000 

. O06999 . O08748 . O11108 . O13994 . O17488 . O21851 . O27950 . O34903 . O43561 . o33494 . O69231 . O86010 
,108099 
.134090 
,163786 
.197772 
,239047 
,277184 
.312507 
.339276 
.360212 
.364738 
.356842 
,339739 
,317954 
.293818 
.266583 
.242643 
.219942 
.200180 
,177230 
.127234 . O99137 . O57570 

.999930 

.999890 

.999822 

.999718 

.999560 

.999312 

.998874 

.998243 
,997260 
.995860 
.993039 
.989200 
.982791 
.973167 
.959176 
.938709 
.go6012 
865361 
.813314 
.755474 
.673298 
.600514 
.525344 
.459241 
.403122 
.354437 
.308234 
.272349 
.241150 
.215690 
.187681 
.130924 
.lo0852 
.O57900 

------.---“.-.-I.”.- - 
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BURNETT 

r 

100.000000 
80.000000 
63.000000 
50.000000 
40.000000 
32.000000 
25.000000 
20.000000 
16.000000 
13.000000 
10.000000 
8.000000 
6.300000 
5.000000 
4.000000 
3.200000 
2.500000 
2.000000 
1.600000 
1.300000 
1.000000 
.800000 
.630000 
.500000 
.400000 
.320000 
250000 
.200000 
.160000 
.130000 
.100000 
050000 
.030000 
.010000 

. O06998 . O08746 

.O11103 

. O17467 . O21811 . O27867 . O34741 . O43247 . O52918 . O68003 . O83703 

.lo3670 

.126024 

.149969 

.175319 

.203467 
,227562 
,249389 
,267520 
.288823 
.308197 
.323174 
.310683 
.285327 
.256894 
.225862 
.199581 
.175500 
.155201 
,132420 . O85991 . O62101 . O30480 

.o13983 

.999893 
,999832 
.999729 
,999571 
.999330 
.998955 
.998292 
.997341 
,995870 
,993797 
,989691 

,975504 
,963084 
,946304 
.923921 
,892063 
.856997 
.816694 
.775288 
.718024 
.661903 
.582195 
.499627 
.432763 
.376911 
.324706 
.284265 
.249034 
.220213 
.188469 
-124522 . O91401 
.O46481 

.9a4249 



SUPER-BURNETT 

r 

i00.000000 
80.000000 
63.000000 
50.000000 
40.000000 
32.000000 
25.000000 
20.000000 
16.000000 
13.000000 
10.000000 
8.000000 
6.300000 
5.000000 
4.000000 
3.200000 
2.500000 
2.000000 
1.600000 
1.300000 
1.000000 
.800000 
.630000 
.500000 
.400000 
.320000 
.250000 
.200000 
.160000 
.130000 
.100000 
.O50000 
.O30000 
.010000 

. O06998 . O08746 

.O11102 . O13982 . O17465 . O21807 . O27859 . O34725 

.O43214 . O52852 . O67840 . O83346 
,102831 
,124125 
,145933 
.167232 
.187513 
.200451 
.206409 
.737492 
.624270 
.536906 
.455222 
.387556 
.331615 

.238455 

.203721 

.173934 

.15005i 

.i24401 . O75486 

.O52054 . O23228 

.2a3630 

.999893 

.999832 

.999729 

.999571 

.999330 
,998954 
998290 
,997336 
,995859 
.993772 
.989629 
,984120 
.975259 
,962727 
.946081 
,924737 

.870207 
,846546 
.500969 
.392834 
.320240 
.259080 
.212469 

.146945 

.120504 

.lo0950 . O84702 . O72017 . O58733 . O34407 . O23259 . O10068 

. a96778 

.i7634a 



CARRASSI-MORRO 

r 

100.000000 
80.000000 
63.000000 
50.000000 
40.000000 
32.000000 
25.000000 
20.000000 
16.000000 
13.000000 
10.000000 
8.000000 
6.300000 
5.000000 
4.000000 
3.200000 

’ 2.500000 
2.000000 
1.600000 
1.300000 
1.000000 
.800000 
.630000 
.500000 
.400000 
.320000 
.250000 
.200000 
.160000 
.130000 
.100000 
.O50000 
.O30000 
.010000 

- -  

P I Po 

1.024374 
1.024331 
1.024258 
1.024145 
1.023973 
1.023705 
1.023230 
1.022547 
1.021482 
1.019968 
1.016921 
1.012782 
1.005894 
.995600 
.980736 
,959199 
,925269 

.831672 

.774620 

.694032 

.621335 

.542404 

.468529 
,403326 
.345680 
.290580 

,216019 
.195738 

,201646 

. a83804 

.24a798 

.la6533 

.214a73 

.237a94 

a Po 

. O06842 . O08552 . O10859 

.O13679 . O17094 

.O21357 

.O27315 . O34103 

.O42550 . O52231 
O67540 . O83814 
,105141 
.130058 
,158228 

,227637 
,261279 
,291067 
,312265 
.326803 
.327154 
.314970 
,291117 
.259619 
.224454 
.186086 
.155207 
.130665 
.115742 
,110782 
,152182 
.171048 
,178272 

,189979 



A23 

r 

100.000000 
80.000000 
63.000000 
50.000000 
40.000000 
32.000000 
25.000000 
20.000000 
16.000000 
13.000000 
10.000000 
8.000000 
6.300000 
5.000000 
4.000000 
3.200000 
2.500000 
2.000000 
1.600000 
1.300000 
1.000000 
.800000 
.630000 
.500000 
.400000 
.320000 
.250000 
.200000 
.160000 
.130000 
.100000 . O50000 
.030000 
.010000 

B ’ 6, 

.999823 

.999724 

.999555 

.999294 

.998898 
,998283 
.997198 
,995648 * 

.993262 
,989926 
.983411 
.974960 
,961821 
.944069 
.921732 
.894735 
,861422 
.830979 
802961 
.780727 
,758862 
.745453 
.735427 
.728930 
,724769 
.722030 
,720096 
.718992 
,718280 
.717848 
.717504 
.717129 
.717049 
.717009 

. O06997 

.O08743 . O11096 . O13967 

.O17434 

.O21743 

.O27719 . o34449 . O42678 

.O51868 . O65756 . O79489 . O95607 
,111422 
.125123 
.135158 
.139730 
,137032 
.128435 
.116615 . O99078 
.O83902 
.O68823 . O56042 . O45563 . O36836 . O28991 
.O23290 . O18682 . O15204 
.O11711 . O05864 . O03519 . O01173 



A15 

r 

100.000000 
80.000000 
63.000000 
50.000000 
40.000000 
32.000000 
25.000000 
20.000000 
16.000000 
13.000000 
10.000000 
8.000000 
6.300000 
5.000000 
4.000000 
3.200000 
2.500000 
2.000000 
1.600000 
1.300000 
1.000000 
,800000 
.630000 
.500000 
.400000 
.320000 
.250000 
.200000 
.160000 
,130000 
.100000 . O50000 
.O30000 
.010000 

P ’ p, 

,730666 
.730666 
.730665 
,730663 
,730661 
.7 30658 
.730651 
,730643 
,730629 
.730609 
.730569 
.730513 
.730419 
.730274 
.730055 
‘729716 
.729121 
.728280 
.727006 
,725263 
.721977 
.717928 
.712050 
.704792 
,696597 
.687903 
.678920 
,672641 
.669181 
.669057 
.673284 
.700735 
.724179 
.757812 

. O01227 . O01533 . O01947 . O02453 . O03066 . O03833 . O04906 . O06132 . O07665 

.O09433 
,012261 . O15322 . O19450 
I o24493 . O30590 . O38186 . O48763 . O60751 . O75551 
.O92330 
.118401 
.145444 
.179823 
.218591 
.260988 
307730 
,363393 
.415866 
.468724 
.516712 
.573539 
,690720 
.744443 
.799475 
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