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RESUMEN

En este trabajo se analizd el efecto de incluir la turbulencia en la transferencia de
momentum y calor en un lecho empacado a baja relacién de didametros de tubo a particula
(di/dp = 3). Para describir la hidrodinamica se emplearon las ecuaciones de Navier-Stokes-
Darcy-Forchheimer temporalmente promediadas, junto con un modelo de turbulencia de
dos ecuaciones (modelo de turbulencia k-¢), para describir la produccion y la disipacion de
energia cinética del flujo considerando un medio pseudo-homogéneo. Los resultados
obtenidos con este modelo fueron comparados con un modelo hidrodinamico de flujo
laminar, que no considera la produccion y disipacion de la energia cinética del flujo. En el
modelo de flujo laminar se utilizaron parametros efectivos para describir la transferencia de
calor: coeficiente de transferencia de calor en la pared (hw) y conductividad térmica
efectiva (kerr), mientras que el modelo de flujo turbulento ademéas de utilizar estos
pardmetros también se incluyo la conductividad térmica turbulenta (kt), como funcion de la
viscosidad turbulenta (uefr). Los perfiles de temperatura radial y axial obtenidos con ambos
modelos se compararon con datos experimentales de un lecho empacado a escala industrial.
Se encontr6 que las predicciones de los perfiles de temperatura radial y axial con ambos
modelos presentaron pequefas diferencias, mientras que en sus respectivos perfiles radiales
calculados para la componente de velocidad axial hay diferencias significativas. También
se encontrd que el modelo que incluye la turbulencia coincide mejor con las mediciones
experimentales del flujo masico experimental, con un error calculado de 0.77%, en el
balance de flujo masico para un numero de Reynolds promedio de particula de 630. Por lo
anterior se concluyd que el enfoque de flujo turbulento puede ser utilizado eficientemente
para la caracterizacion de la hidrodinamica y el disefio y ampliacion de lechos empacados

con baja relacion de diametros de tubo a particula en varias aplicaciones industriales.



INTRODUCCION

El transporte de calor en lechos empacados se ha estudiado desde finales de los afios 40's
(Brunnell et al., 1949; Morales et al., 1951; Coberly y Marshall 1951; Chu y Storrow, 1952;
Yagi y Kunii, 1960; Smith, 1973; De Wasch y Froment, 1972; Gunn y Khalid, 1975; Lerou
y Froment, 1977; Dixon et al., 1979; Schlunder, 1978; Dixon y Cresswell, 1979; Kulkarni y
Doraiswamy, 1980; Li y Finlayson 1997), y a partir de estos trabajos se han derivado varios
modelos matematicos, para describir el transporte de calor en medios pseudo-homogéneos,
los cuales se han utilizado para describir el comportamiento de reacciones altamente
exotérmicas como la oxidacion parcial de O-xileno en reactores cataliticos de lecho

empacado con baja relacion de diametros (dv/dp =3).

En las dltimas tres décadas ha habido un interés especial en acoplar la hidrodinamica al
transporte de calor en los modelos de lecho empacado, esto con el objetivo de predecir las
observaciones de los perfiles de temperatura en ausencia de reacciones quimicas. Se ha
sefialado que un modelo adecuado de un reactor deberia considerar la descripcion de los
campos de velocidad, ya que estos influyen en la transferencia de calor en el lecho
empacado Delmas y Froment, 1988; Kufner y Hofmann, 1990; Tsotsas y Schlunder, 1990;
Daszkowski y Eigenberger, 1992; Foumeny y Ma, 1994; Papageorgiou y Froment, 1995).
La descripcion de la hidrodinamica en el lecho empacado basada en las ecuaciones de
Navier-Stokes, junto con los términos de Darcy y Forchheimer, ha sido utilizada para
describir los perfiles de velocidad en los lechos empacados (Bey y Eigenberger, 1997;
Giese y et al., 1998; Magnico, 2003; Castillo-Araiza et al., 2007; Castillo-Araiza y L6pez-
Isunza, 2008; Aparicio-Mauricio et al., 2017).

Sin embargo, en la actualidad adn existe una gran incertidumbre en la prediccion de los
perfiles de velocidad debido a la alta variacion de la fraccidn vacia en lechos empacados a
baja relacion de diametro de tubo a particula (dt /dp <5). En este tipo de lechos empacados
se ha reportado la existencia de dos regiones de fraccidn vacia bien definida. Estas son el
nacleo central y la regién proxima a la pared. Para resolver este problema, este problema,
se ha introducido un parametro denominado viscosidad efectiva turbulenta (uef), que toma

en cuenta los efectos de disipacion viscosa asi como los efectos de turbulencia en las zonas



cercanas a la pared (Bey y Eigenberger, 1997; Giese et al., 1998; Winterberg y Tsotsas,
2000). Este pardmetro ha sido estimado para diferentes tipos de lechos empacados, como
una funcion de la relacion de didmetro de tubo a particula (d: /dp) y del nimero de Reynolds

de particula (Rep).

Los perfiles de velocidad en lechos empacados con baja relacién de didmetro de tubo a
particula son de suma importancia en la determinacion de la transferencia de calor y masa
que ocurren de forma acoplada en reacciones altamente exotérmicas, como la oxidacion
parcial de hidrocarburos, donde se requiere extraer una gran cantidad de calor para evitar la
presencia de gradientes significativos de temperatura los cuales tienen un efecto importante

en la disminucién de la selectividad y en la desactivacion del catalizador.

Por otro lado, para describir los perfiles de temperatura experimentales en ausencia de
reacciones quimicas se han empleado modelos pseudo-homogéneos en dos dimensiones
(Eigenberger, 1972; Tsotsas y Schlunder, 1990; Kufner y Hofmann, 1990; Papageorgiou y
Froment, 1995; Giese et al., 1998; Catillo Araiza, 2007). Con estos modelos el transporte
de calor se describe usando dos enfoques: En el primero el lecho empacado utiliza
coeficientes efectivos para describir la transferencia de calor, i.e.. coeficiente de
transferencia de calor de la pared (hw) y conductividad térmica efectiva (ker) (Coberly y
Marshall, 1951). En el segundo se afiadié la hidrodinamica al modelo del lecho empacado
para tomar en cuenta el efecto de los perfiles de velocidad, utilizando expresiones empiricas
para describir la variacion de la fraccion vacia en la direccidon radial en funcion de la
relacion (di/dp), utilizando los mismos coeficientes para describir la transferencia de calor.
En estos dos enfoques todavia existe el problema de estimar estos dos parametros que estan
altamente correlacionados a partir de las mediciones experimentales de temperatura en el
lecho empacado en ausencia de reacciones quimicas (Lerou y Froment, 1978; Michelsen,
1979). A pesar que en la bibliografia existen varias correlaciones para estimar hy Yy ket €stas
estan en funcion de las diferentes propiedades del lecho empacado: propiedades del fluido,
particula, nimero de Reynolds, relacién de didmetro de tubo a particula, asi como de las

condiciones de operacion.



El uso de estos modelos no ha sido exitoso debido a la gran complejidad que representa
describir los transportes de momentum y calor en esta clase de reactores cataliticos de lecho
empacado. Esto se debe a dos problemas fundamentalmente, el primero esta relacionado
con la descripcion inadecuada de los transportes de momentum y calor en el lecho
empacado, y el segundo se debe a la alta correlacién que exhiben los parametros de

transporte de calor (Keft Y hw).

En las Gltimas décadas, algunos de estos modelos que incorporan la hidrodinamica y el
transporte de calor en diferentes niveles de sofisticacion se han resuelto mediante la
dindmica computacional de fluidos (CFD), y se han reportado los perfiles de velocidad y de
temperatura locales dentro del lecho empacado con baja relacion (d: /dp). Sin embargo, la
solucién numérica de las ecuaciones resultantes requiere grandes tiempos de calculo. Por lo
tanto, la dindmica computacional de fluidos (CFD) solo se aplica a lechos empacados ya
sea de pequefias longitudes o con grandes fracciones vacias (Logtenberg et al., 1998; Baoyu
et al., 2003; Nijemeisland y Dixon, 2001a, 2004b; Dixon, 2012).

Con base en lo anteriormente discutido, esta investigacion se dirige analizar dando un
particular punto de vista de como se deben abordar este tipo de problemas. Para ello se
desarrolla un estudio sobre la contribucion de incluir los efectos de la turbulencia en el
transporte de momentum y calor en un lecho empacado en el que d:/dp =~3.05, que se utiliza
en los reactores cataliticos para reacciones altamente exotérmicas como la oxidacion parcial
de O-xileno para producir anhidrido ftalico (Lopez-lsunza, 1983) y comparar el uso de la
conductividad térmica turbulenta (ki), para mostrar la diferencia de la inclusion de este
pardmetro con los resultados que emplean dos parametros efectivos para describir la
transferencia de calor: coeficiente de transferencia de calor de la pared (hw) y conductividad
térmica efectiva (kerr). Los perfiles de velocidad y temperatura calculados con este modelo
se comparan con el modelo que utiliza las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo laminar,
incluyendo también los términos de Darcy y Forchheimer, en un modelo de lecho
empacado pseudo-homogéneo en dos dimensiones. Ademas se incluyen comparaciones
adicionales de los perfiles de velocidad calculados para diferentes nimeros de Reynolds de

particula (25 <Rep<160).



El contenido de la tesis se organiza de la siguiente forma. En el capitulo 1, se reporta una
revision bibliografica de los trabajos que se encuentran directamente relacionados con los
temas a desarrollar. En el capitulo 1 se presenta la hipotesis y los objetivos de este trabajo.
En el capitulo 2 se presentan los antecedentes relacionados con el presente trabajo.
Mientras que en el capitulo 3, se presenta el desarrollo tedrico. En el capitulo 4 se describe
lo relacionado con el sistema experimental y se plantean las ecuaciones gobernantes. La
solucién del modelo asi como la discusion de las simulaciones numéricas se presentan en el

capitulo 5.



CAPITULO 1: HIPOTESIS Y OBJETIVOS

1.1. Hipotesis

El modelo de turbulencia k-¢, aplicado para estudiar la transferencia de momentum y
calor en lechos empacados a baja relacion de diametros de tubo a particula, permitira
calcular con menor incertidumbre los perfiles de velocidad y predecir los perfiles de

temperatura en lechos empacados sin reaccién quimica.

1.2. Objetivo general

Analizar el efecto de la turbulencia en los transportes de momentum y calor en un lecho
en lechos empacados con una relacion de didmetro de tubo a particula igual a 3.048,
utilizando las ecuaciones de Navier-Stokes-Darcy-Forchheimer para flujo turbulento vy el

modelo de turbulencia k-¢, para un medio pseudo-homogéneo en 2D.

1.2. Objetivos particulares

I.  Simular numéricamente y analizar la transferencia de momentum y calor en
un lecho empacado en 2D, para régimen de flujo turbulento para niimeros

de Reynolds de particula en el intervalo de 600 a 1000.

Il.  Comparar los resultados obtenidos cuando se incluye el efecto de la
turbulencia en la transferencia de momentum y calor, con las observaciones

experimentales.

1. Comparar los perfiles de velocidad y temperatura obtenidos con un modelo

hidrodindmico para flujo laminar con los obtenidos en el punto I.



CAPITULO 2: ANTECEDENTES

El modelado de un reactor de lecho empacado para reacciones altamente exotérmicas
requiere de una descripcion adecuada tanto de la cinética de reaccion como de los procesos
de transferencia de calor. En este tipo de sistemas resulta de especial importancia el
transporte de calor en la direccion radial, debido a que en esta direccion ocurre el
calentamiento o enfriamiento del reactor. La medicion y la prediccion de los perfiles
radiales de temperatura ha sido un tema ampliamente estudiado en los ultimos 60 afios,
sobre todo para lechos empacados con bajas relaciones de diametro de tubo a particula
(Beek, 1962; Froment, 1962; Hlavacek, 1970; Smith, 1973; Li and Finlayson, 1997,
Balakrishnan y Pei, 1979; Kulkarni y Doraiswamy, 1980; Paterson y Carberry, 1983; Ldpez
Isunza, 1983; Cresswell, 1986; Daszkowski y Eigenberger, 1992; Cybulski et al., 1997).

La transferencia de calor en un lecho empacado ocurre a través de los mecanismos de
conduccidn y conveccion de calor en el fluido que fluye a través del lecho, conduccion a
través de los puntos de contacto entre las particulas y la pared, conduccion a través de los
puntos de contacto entre las particulas y la transferencia de calor de la pared al fluido (Argo
y Smith, 1963). Diferentes mecanismos de transporte dominaran en funcion de las tasas de
flujo, niveles de temperatura y de otros factores del proceso. De acuerdo a la clasificacion
dada por Froment y Bishoff (1990), los modelos de transporte de calor pueden ser
divididos en modelos heterogéneos y pseudo-homogéneos, una clasificacion esquematica se

muestra en la Tabla (1.1).

Tabla 1.1. Clasificacion de los modelos de transporte de calor en reactores heterogéneos.

Heterogéneos Pseudo-homogéneos
Ti# Ts Ti=Ts
Una dimension Gradiente extra-particula Flujo Pistén
Gradiente inter-particula Dispersion Axial
Dos dimensiones Dispersion radial Dispersion Radial




La mayoria de los experimentos para medir la transferencia de calor en lechos empacados
se llevan a cabo en ausencia de reaccion, de esta forma hay muy poca diferencia entre las
temperaturas del fluido y las particulas, y es por ello que se pueden emplear modelos
pseudo-homogéneos para predecir los perfiles de temperatura (Calderbank et al., 1977;
Lerou y Froment, 1977; Kershenbaum y Lépez-Isunza, 1982; Castillo-Araiza y Lopez-
Isunza, 2010).Sin embargo, el uso de modelos heterogéneos para la simulacion de reactores
es necesario cuando ocurren reacciones quimicas (Eigenberger, 1972; Kulkarni y
Doraiswany, 1980; Tsotsas y Schlunder, 1990; Kufner y Hofmann, 1990; Papageorgiou y
Froment, 1995; Giese et al., 1998; Lopez-Isunza, 1983).

Las siguientes ecuaciones representan el modelo pseudo-homogéneo de transporte de calor
en dos dimensiones, considerando flujo piston.

oT [aZT 10T aZT) (11)
pC U, —= eff T~

Pt oz ot ror o7’

CF.1 r=0 a—T:O (1.2)
or

C.F.2 r=R —Kg aT_ h,(T-T,) (1.3)

or

CF3 z=0 T=T, (1.4)

C.F.2 7=L a =0 (1.5)
0z

En este modelo, los mecanismos que contribuyen a la transferencia de calor dentro del
lecho empacado se agrupan en una constante denominada conductividad térmica efectiva
(kefr). Para modelar los mecanismos de transporte de calor cerca de la pared se emplea el
coeficiente de transferencia de calor en la pared (hw) como condicién de frontera asociada a
la ecuacion (1.1). Los primeros trabajos reportados sobre la estimacion de ket Yy hw
consideraron la velocidad axial u; como constante y estiman estos parametros usando
métodos analiticos y computacionales a partir de mediciones experimentales de temperatura
Crider y Foss, 1965; Lopez- Isunza, 1983; Pereira Duarte et al., 1985; Froment y Bischoff,
1990; Mascazzini y Barreto, 1989; Koning et al., 2006).
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Diversas correlaciones se han reportado en la literatura para estimar kest y hw. Sin embargo,
la mayoria de estas se han obtenido utilizando sistemas que tienen un amplio rango de
relaciones d¢/dp, dominando aquellas que trabajan con valores de di/d, > 10 (Colburn, 1931;
Hlavacek, 1970; Kunii, 1961; Smith, 1973; Tsang et al., 1976; Li y Finlayson, 1977;
Schlunder, 1978; Dixon et al., 1979; Dixon y Cresswell, 1979). Esto ocasiona que con el
uso de estas correlaciones se obtengan valores alejados de los que se esperarian en
sistemas con di/dp < 10 y por consecuencia se producen predicciones inadecuadas de los
perfiles experimentales de temperatura observados en esta clase de lechos empacados
(Tsang et al., 1976; Michelsen 1979; Froment y Bischoff, 1990; Lopez Isunza, 1983; Wen
y Ding, 2006; Castillo Araiza et al., 2007). En algunos estudios se ha considerado la
distribucion del empaque y la hidrodindmica para estimar los pardmetros asociados con el
transporte de calor. Esto es esencial cuando se tiene un lecho empacado con una relacion
de di/dp menor a 10 (Lopez Isunza, 1983; Castillo Araiza et al., 2007; Colburn, 1931;
Hlavacek, 1970; Kunii, 1961; Smith, 1973; Tsang et al., 1976; Li y Finlayson, 1977,
Schlunder, 1978; Dixon et al., 1978; Dixon y Cresswell, 1979; Tsotsas y Schlunder, 1990).

En principio, tanto los perfiles de velocidad como de temperatura pueden ser descritos para
cualquier geometria empleando Dinamica Computacional de Fluidos. Sin embargo, la
solucién numérica de las ecuaciones para un lecho empacado mediante CFD requiere de
tiempos de célculo considerables, por lo que actualmente CFD ha sido aplicada solo a
lechos empacados con una longitud pequefia y grandes fracciones vacias (Logtenberg et al.,
1999; Nijemeisland y Dixon, 2001, 2004b; Baoyu et al., 2003; Dixon et al., 2006;
Nijemeisland y Stitt, 2008).

Esto ha conducido a varios grupos de investigadores a desarrollar modelos hidrodinamicos
para predecir el comportamiento de lechos empacados (Lerou y Froment, 1997; Paterson y
Carberry, 1983; Tsotsas y Schlunder, 1990; Kufner y Hofman, 1990; Papageorgiou y
Froment, 1995; Castillo Araiza et al., 2008). En general estos grupos describen los campos
de velocidad por medio de las ecuaciones modificadas de Navier-Stokes. Normalmente se
utilizan expresiones empiricas para describir los perfiles de fraccién vacia. Mientras que
las interacciones sélido-fluido se consideran con términos adicionales en base a mediciones

experimentales de caida de presién utilizando normalmente la ecuacion de Ergun.



Sin embargo la velocidad en zonas de alta fraccion vacia cerca de la pared normalmente se
sobrestima, por lo que se ha hecho uso de un pardmetro emperico conocido como
viscosidad efectiva (uefr), que algunos autores emplean como pardmetro de ajuste para
calcular los perfiles de velocidad (Bey y Eigenberger, 1997; Giese et al., 1998; Winterberg
y Tsotsas, 2000; Eisfeld y Schnitzlein, 2001). Este parametro genera gran incertidumbre, ya
que se supone que es una funcion de la fraccion vacia y del nimero de Reynolds (Castillo
Araizay Lopez Isunza, 2008).

El siguiente conjunto de ecuaciones representan el modelo hidrodindmico pseudo-
homogéneo en dos dimensiones con la aproximacion clésica de flujo laminar. Para el
transporte de calor en el lecho empacado se considera un modelo psudo-homogéneo en dos
dimensiones (Lerou y Froment, 1997; Paterson y Carberry, 1983; Tsotsas y Schlunder,
1990; Kufner y Hofman, 1990; Papageorgiou y Froment, 1995; Castillo Araiza et al.,
2007):

Ecuacion de continuidad:

ou, u, au,
—+—L+—==0 (1.6)
o r oz

Ecuaciones de momentum:

Coordenada radial:

2 2
qu(aautrWr o, aurj__ @ﬂm{a U 12, U 2 UZ:|_¢ﬁu

or oz or o> ror r* o7t K "
w7

2 P2

—¢* U

¢ U
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Coordenada axial:

2 2
p¢(au2+u ou, auzj: 8p+¢/{6 u, 1oy, 3@ “Z}—¢§uz

ot eor ‘o) ez o> ror 0zt
(18)
& Lu? +gpg,
Ecuacién de Energia:
C (a—T+u a—T+u 8—Tj—k ﬂ+E8—T+ﬂ (1.9)
Polac ™ ar ta ) M e T rer o |

Las condiciones de frontera correspondientes para el sistema de ecuaciones descrito

anteriormente son:

ou, au Gl
C.F.1 r=0 t=—L=0 —=0
or or or (1.10)
cr2 r=R U%=4=0 kg Lo (T-T,) (L.11)
or
ou, au oT
C.F3 z=0 t=—L=0 k., —=pcu.(T.-T
a7 oz ot oy PCy o( 0 ) (1.12)
ou, au Gl
CF4 z=L —2="T= 9y
oz oz o1 (1.13)

Para poder describir los perfiles de velocidad y temperatura con este modelo es necesario
estimar los parametros de transporte e, ket y hw a partir de mediciones experimentales, los
cuales se consideran constantes. Sin embargo, se ha observado que cerca de la pared del
lecho empacado hay un aumento de la resistencia a la transferencia de calor, la cual es
causada por un aumento en la fraccion vacia, lo que genera una disminucion en la
conductividad térmica efectiva (kert) y un aumento en el coeficiente de transferencia calor
(hw). Se ha reportado que este comportamiento no puede ser descrito si se consideran estos

parametros como constantes (Yagi y Kunii, 1961; Tobis y Ziolkowski, 1998).

Diversos estudios reportados en la literatura muestran que con una descripcion de los

perfiles de velocidad lo suficientemente preciso y con el uso de una conductividad térmica
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en funcion de las variaciones de la fraccion vacia es posible predecir los perfiles de
temperatura con una buena aproximaciéon (Logtenberg et al., 1998; Baoyu et al., 2003;
Nijemeisland y Dixon, 2004a, 2004b; Dixon, 2012).

Esto ha motivado el uso de modelos de turbulencia para describir los perfiles de velocidad
y temperatura en lechos empacados con bajas relaciones de diametro de tubo a particula. En
particular, se ha utilizado el modelo estandar de turbulencia x-¢, con el cual se han obtenido
resultados satisfactorios en la prediccion del flujo y del transporte de calor al aplicarse en la
solucion de este tipo de problemas (Rodi, 1980; Wilcox, 2006). Con los avances logrados
en los modelos de turbulencia, se han derivado modificaciones a partir del modelo k-¢
estandar, extendiendo su aplicacion a distintos problemas que existen en ingenieria de
reacciones quimicas, como el de lechos empacados (Logtenberg et al., 1998; Baoyu et al.,
2003; Nijemeisland y Dixon, 2004a, 2004b).

Las siguientes ecuaciones representan el modelo de turbulencia estdndar en  dos
dimensiones, que se ha aplicado en la dindmica computacional de fluidos para describir los
perfiles de velocidad y temperatura en lechos empacados (Launder y Spalding, 1972;
Hoffman, 1975; Hinze, 1987; Wilcox, 1993; Hoffman, 1996; Pope 2000).

Ecuacioén de continuidad:

ou. U ou,
—L+L4+—2=0 (1.14)
or r oz

Coordenada radial:

¢[6UZ cu g auzj=—¢@+¢( +14,) azU“rlaUr—iaU“razuz (1.15)
PP T ar T ar 0z HEBEN o " Yo rer | o '

Coordenada axial:

¢(8UZ+U ou, 8ﬁzj:_¢8_p+¢( . )52U1+laﬁz+5262 -
PP T e T ar or TOVHT RN 5 T e T (1.18)
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Ecuacion de energia cinética turbulenta (x):

¢(8K+Ua’(+68—j_¢ + aZ—K+18K+62 +o(u+ 1)
PPl o e ) o ror o) TWHTH

_ — \2 — — \2
z(aurj +2(6u j (é’ur +8qu e
or 0z oz or
Ecuacién de energia disipativa turbulenta (g):

¢(@+Ua—g+66—8]:¢ + A 825+185 O%¢ +CP(p+ 1)
PPl rar e # o \or? ror o’ ) s

ou Y .(ou\ (ou ou e &2
2| — | 42| = |+ —=+—=| |——doC,—
or 0z oz or K K

(1.17)

(1.18)

Ecuacion de energia:

or _or _aT oT 10T oT
IOCp E+UTE+UZE :(keff +kt) W'FFE'F? (1.19)

Las condiciones de frontera correspondientes para el sistema de ecuaciones descrito

anteriormente son:

CF1 r=0 aUZ:an:O Ok _0¢ =0 ﬁ:o (1.20)
or or o or or

2
= ,/c _
r=R U =0 =0 * UO/ ! T=T (1.21)
£=Ug /0.04uy"

C.F.2

CF3 z=0 U =0, U =0 w=s=0 T=T, (1.22)
C.F.2 z=L o, :%:0 8_/(28_5:0 ﬁzo (1.23)
oz 0z oL 0z 0z

Con las siguientes condiciones iniciales:

t=0 U =0 0 =0 £=0 =0 T=T, (10)

r z
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CAPITULO 3: HIDRODINAMICA EN UN LECHO EMPACADO

3.1 Ecuacién de Darcy

El primer estudio sobre el transporte de un fluido a través de un medio poroso fue realizado
por el fisico francés Henri Darcy, quien en 1856 publico una expresion obtenida a partir de
una serie de experimentos, donde establece que la caida de presién para un fluido
incompresible, en régimen laminar, a través de un medio poroso puede describirse por la

siguiente ecuacion:

K
u=——-[Vp-pg] (3.1)
y7]

Donde K es la permeabilidad, y es la propiedad global del fluido que controla el flujo.
Como toda propiedad de transporte depende fundamentalmente de propiedades geométricas
y topoldgicas de los medios tales como la conectividad del espacio conducto, la geometria,
la disposicién espacial de las partes que lo conforman y la proporciéon de volumen que
ocupan estas partes (Bird et al., 1960; Greenkorn, 1983; Jiménez-Islas, 1999).

En la postulacion de la ley de Darcy se incluyen varias consideraciones: se ignoran los
efectos inerciales y las pérdidas por friccion, la cuales se han balanceado solamente con la
caida de presion y las fuerzas volumétricas. Por lo tanto, esta ley es solo véalida para
pequefias velocidades de flujo. Una desventaja original de la ley de Darcy, es que no
requiere de la condicion de velocidad en las fronteras del medio poroso, lo cual hace que
dicha ley sea unicamente valida lejos de las fronteras. Con base en lo anterior se han
publicado diversas modificaciones a la ley de Darcy (Greenkorn, 1983; Gebhart et al.,
1988; Jiménez Islas, 1999).

3.2. Ecuacion de Brinkman

Brinkman (1947a, b) considerd que la ecuacion de Darcy estd limitada al no incluir los
esfuerzos cortantes de tipo viscoso causados por el contacto del fluido con una superficie en
la frontera del sistema. Brinkman realiz6 la distinciéon del diferente origen fisico de los

términos viscosos al realizar una analogia entre la ecuacion de Stokes y la ecuacién de
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Darcy diferenciando entre el esfuerzo viscoso cortante y el arrastre viscoso de los solidos.
También observo que el efecto del esfuerzo cortante viscoso del fluido llega a ser
despreciable si se compara con el arrastre viscoso cuando la permeabilidad es pequefia, por
lo que el modelo de Brinkman no es del todo correcto cuando se tienen medios porosos
poco permeables. La expresion de la ecuacion de momentum con la adecuacion de
Brinkman es (Beavers y Joseph, 1967; Neale y Nader 1974; Eisfeld y Schnitzlein, 2005;
Jiménez Islas, 1999):

K
u= o [Vp— pa]+ VU (3.2)

3.3 Ecuacion de Forchheimer

La ecuacion de Darcy es valida solo en los casos cuando la velocidad toma valores lo
suficientemente pequefios. Es decir, cuando el Reynolds tiene un valor caracteristico del
orden de la unidad. Sin embargo, existe un efecto de la morfologia del solido sobre el flujo
generandose resistencias debido a la friccion superficial entre el fluido y la matriz solida
cuando se aumenta la velocidad. El efecto que produce esta friccion es el denominado
arrastre de forma. Para tomar en consideracion estos efectos denominados inerciales debido
al incremento de la velocidad del flujo, Forchheimer establece una modificacion a la
ecuacion de Darcy, resultando la ecuacion de Darcy-Brinkman con la correccién de
Forchheimer (Forchheimer, 1935; Nield y Bejan, 1992; Jiménez Islas, 1999):
u:—5-[Vp—,og]+yeﬁvzu—£-u2 3.3)
H K,

Donde F es el factor de correccion de Forchheimer, y es una funcion lineal de la velocidad.
Con la ecuacion de Forchheimer se distinguen los dos regimenes de flujo en el medio
poroso, el régimen de Darcy y el régimen de Forchheimer. Al diferenciar los dos regimenes
de flujo se puede determinar para qué valores de nimeros de Reynolds el arrastre de forma

tiene mayor importancia con respecto al arrastre viscoso.
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3.4 Caida de presion en el lecho empacado

Una importante pieza en el estudio de la hidrodindmica del lecho empacado es la caida de
presion a lo largo de este. Por lo tanto la caida de presion a través del lecho empacado
puede ser aproximada mediante la ecuacion de Ergun (Ergun, 1952; Bird et al., 1960;

Lopez-Isunsa, 1983: Castillo Araiza y Lopez —Isunza, 2007):

a_ 09 ﬂp(i_;?“g

L 75 0 (3.4)
3.5 Modelo de la hidrodinamica de un lecho empacado

p

A partir de los trabajos anteriores se han tratado de obtener relaciones que describan mejor
el flujo en un medio poroso. De manera general la ecuacion para un fluido a través de un
medio poroso isotrépico, rigido y homogéneo se escribe como:

u F
p(%+u-vuj:—Vp+yeﬁV2u—%-u—?-u2+pg (3.5)

z

La ecuacion anterior representa el modelo hidrodinamico que han empleado varios grupos
de trabajo (Foumeny y Ma, 1994; Bey y Eigenberger, 1997; Giese et al., 1998; Eisfeld y
Schnitzlein, 2001; Castillo Araiza et al., 2007; Castillo Araiza y Lopez Isunza 2008), para
calcular los perfiles de velocidad en los lechos empacados con baja relacion de didmetros.

3.5.1 Interacciones entre el sélido y el fluido

Las interacciones ente el sélido y el fluido, dependen de la magnitud del nimero de
Reynolds de particula y de la superficie solida en el lecho empacado. El termino R%
considera dos contribuciones: i) los esfuerzos de corte viscosos Rep < 10y ii) los esfuerzos
inerciales Rep > 10. Asi, las fuerzas debidas a la presencia del solido se expresan como la

suma:

R =R'+R" (3.5)

Normalmente la contribucion a los esfuerzos de corte viscosos ha sido expresada por el

término de Darcy de la siguiente manera:
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R=—* __4u 36
. (9)d; °?

Por otro lado, para el caso de flujos altos de alimentacion (Rep > 10), los efectos inerciales
debidos a la presencia del solido son mas importantes, por lo que se requiere una expresion

que describe este comportamiento.

ko, e
Este término tiene la forma del segundo término de la expresion propuesta por Forchheimer
(1935). Estas expresiones tienen una relacién directa con las ecuaciones usadas para
calcular la caida de presion en lechos empacados y que normalmente han sido utilizadas en
sistemas con bajas relaciones de di/dp<10. Las siguientes ecuaciones muestran la
funcionalidad de k. (#) y ko (¢) con la fraccion vacia desarrollada por Ergun (Ergun,
1952).

1
K,()=—————-~; para Rep<10
( ) 150{(1_?) J (3.8)
¢
__ 1 :
K, (#)= 1_75(1¢73¢j’ para Rep>10 (39)

3.5.2 Perfiles de fraccion vacia

Los perfiles de fraccion vacia en lechos empacados han sido estudiados ampliamente,
debido a su influencia en la caida de presion, en la permeabilidad y en los perfiles de
velocidad. Diversos estudios tedricos y experimentales han mostrado que la fraccién vacia
varia ampliamente a través del radio del tubo, siendo esta méxima en la zona cercana a la
pared, y decrece en direccion al centro del tubo, en alrededor de 1-2 didmetros de particula
(Benenati y Brosilow, 1962; Lerou y Froment, 1977; Govindrao y Froment, 1986; Mueller,
1991; Govindrao y Ramrao, 1992).
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Con base en esto se han desarrollado expresiones empiricas para describir la variacion de la
fraccion vacia a lo largo del radio del tubo donde esta variacion ha sido normalmente
descrita por términos exponenciales (Vortmeyer y Schuster, 1983; Foumeny y Ma 1994;
Giese et al., 1998; Mueller 1992).

Otros modelos se basan en combinar mas de una expresion y usualmente consiste de una
funcion parabdlica para la region de la pared y una funcién coseno amortiguada para la
region central; entre estos modelos podemos mencionar los de Vortmeyer y Schuster (1983)
y De Klerk (2003).

En la Figura 3.1es claro notar que la fraccion vacia no solamente varia radialmente si no
también tiene una variacion periodica a lo largo de la coordenada axial. A este respecto, en
este trabajo no se considera dicha variacion axial de la fraccion vacia, la mayor variacion

es de tipo radial.

Mientras que en la Figura 3.2 se muestra la variacion radial de la fraccion vacia calculada
empleando los diferentes modelos reportados en la literatura donde se observa que el
modelo desarrollado por De Klerk (2003) representa mejor el comportamiento radial de la

fraccion vacia en lechos empacados con baja relacion de diametros (d: /dp ~3).

Figura 3.1. Fotografias que muestran las vistas superiores y laterales de un tubo de acrilico empacado
con un catalizador industrial esférico de las mismas dimensiones que el sistema experimental utilizado

en los experimentos de transferencia de calor.
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Figura 3.2. Prediccion de los perfiles de fraccion vacia usando diferentes correlaciones

reportadas en la literatura.

En este trabajo, el perfil de la fraccion vacia radial en el lecho empacado se describe
mediante la expresion empirica desarrollada por De Klerk (2003), la cual considera dos
regiones a lo largo del radio del tubo. Una cerca de la pared y otra en el centro del lecho, las

cuales se describen mediante el siguiente par de ecuaciones:

Para: (HJ <0.637
dp

2
¢=2.14(Rd‘rj —2.53( Rd‘r]+1 (310)
P P

Para: {EJ >0.637
dp

¢:¢w+0.29exp(—0.6¥j{cos(2.37{%—0.16m+o.15exp(—o.9¥j 1)

P P P
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3.5.3 Permeabilidad en el lecho empacado

Se sabe que la magnitud del numero Darcy (Da) da una buena indicacion de los términos
Viscosos e inerciales que las ecuaciones de momento deben incluir para modelar el flujo en
un medio poroso (Jiménez-Islas, 1999). Para Da<10® la ecuacion de Darcy es suficiente
para describir la hidrodindmica; para 10® <Da <10* el término viscoso tiene que ser
incluido; para Da>10* los términos inerciales tienen que ser incluidos. Existe cierto
acuerdo en que estos criterios podrian extenderse a lechos empacados con baja relacion de
d/d,, donde la permeabilidad del lecho varia ampliamente a traves de la radio del tubo
(Castillo-Araiza, et al., 2007) A este respecto, la Figura 3.3 muestra el comportamiento no
Darciano para el lecho empacado, lo que sugiere la necesidad de incluir términos tanto
viscosos como inerciales de la ecuacion de Ergun en las ecuaciones de momentum

(Castillo-Araiza y Lopez-lsunza, 2008).

1 T T T 16X102
& 09 | —*Variacién de la fraccion vacia | 14x10°
N —a— NUmero de Darcy
S 08 [ 1.2x10°
c N
'3 07 a0 3
Q o
= 06 - 8x10° &
—= o
[<b) 3 D
S 05 4 6x10° 3
S <
S 04 0t S
T
> 03 - 2x10°

0.2 Lo
0 02 04 06 08 1 12

Radio del tubo, cm

Figura 3.3. Variacion de la fraccidn vacia y del nimero de Darcy a lo largo del radio del tubo.
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3.7. Teoria de la turbulencia

Taylor y Von Karman (1956) definieron la turbulencia como un movimiento irregular que
aparece en los fluidos, cuando éstos encuentran superficies solidas o inclusive cuando
corrientes del mismo fluido se reencuentran (Pope, 2000). Hinze en 1975 definio la
turbulencia como una condicion de irregularidad del flujo, en el cual varias cantidades
(velocidad, presion, temperatura, concentracion) muestran una variacion aleatoria con
respecto a las coordenadas espaciales y temporales, asi que distintos valores promedios
pueden ser apreciados. Ante la dificultad de una definicion precisa de la turbulencia se opta
por la enumeracion de las propiedades mas destacables de los movimientos turbulentos. Se
debe tener en cuenta que la turbulencia no es una propiedad del fluido, si no del flujo (Bird,
1960; Hinze, 1975; Wilcox 1993).

Las manifestaciones tipicas de la turbulencia se pueden resumir en tres efectos principales:

* Irregularidad. Es la caracteristica mas facilmente apreciable para cualquier
observador. La irregularidad se manifiesta en la aparicion de fluctuaciones de las
variables de flujo (velocidad, presion, temperatura, concentracion) con tamafos y
tiempos muy dispares (diferentes escalas). Se producen fluctuaciones no
estacionarias en flujos inicialmente estacionarios. A pesar de ser un fendmeno
determinista, los flujos turbulentos parecen caéticos e impredecibles, lo que justifica

el uso de métodos estadistico para su estudio.

= Tridimensionalidad. Pueden existir flujo turbulentos que al ser promediados en el
tiempo, resulten ser bidimensionales. Incluso pueden existir movimientos
turbulentos en los que las escalas mas grades de la turbulencia sean
fundamentalmente bidimensionales. Sin embargo, a medida que se desciende en el
tamanio de las escalas dentro del amplio espectro que caracteriza a la turbulencia se
encuentra que el movimiento asociado a estas escalas pequefias es siempre

tridimensional.

= Disipacion. Los flujos turbulentos son siempre disipativos, es decir una vez que se

ha desarrollado el flujo turbulento, la turbulencia tiende a mantenerse, aunque para
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ello necesite de un aporte continuo de energia. Esta energia proviene del flujo
principal y se invierte en aumentar la energia interna mediante procesos de
deformacion a los que se ven sometidos los paquetes de fluido. La turbulencia
necesita de una transferencia continua de energia para reponer esas pérdidas

Viscosas.

» Difusividad. Los fendmenos de transporte de masa, momentum Yy energia se ven
notablemente amplificados por efecto de la turbulencia y esto se debe a las
fluctuaciones del movimiento turbulento. Si bien estas fluctuaciones tienen lugar a
escalas mucho mayores que la escala molecular, producen efectos difusivos

semejantes a los de caracter molecular (al menos cualitativamente).

La turbulencia se origina principalmente por inestabilidades en el flujo, cominmente
asociadas a altos numeros de Reynolds. La turbulencia generalmente es no- isotropica, es
decir que varia de intensidad y direccién, pero algunos flujos tienen un limitado intervalo
de escalas de remolino que se pueden idealizar como isotropicos (Prandtl, 1945; Hinze,
1975; Abbot, 1992; Wilcox, 1993).

3.7.1. Escalas de turbulencia

Como se menciond en el parrafo anterior, existe un amplio rango de escalas en un flujo
turbulento. Las méas grandes son del orden de la geometria del flujo, por ejemplo el espesor
de la capa limite (Prandtl, 1945). Estas escalas extraen energia cinética del flujo medio,
estas escalas pierden gradualmente su energia cinética al interactuar con las escalas mas
pequefias a través del proceso de energia en cascada, de esta manera, la energia cinética es
transferida a las pequefias escalas. En las escalas méas pequefias de la turbulencia las
fuerzas de friccion (esfuerzos viscosos) llegan a ser demasiados grandes Yy la energia
cinética es disipada en energia calorifica, provocando un aumento en la temperatura.
(Taylor, 1915; Prandtl, 1945; Launder y Sharma, 1974; Wilcox, 1993).

3.7.1. La ecuacién de Reynolds

El estudio de los flujos en régimen turbulento es importante dentro de la mecénica de
fluidos y la transferencia de calor. Basta recordar que la mayor parte de los flujos que se

presentan en la naturaleza y en las aplicaciones de la ingenieria generalmente se encuentran

22



en régimen de flujo turbulento. La turbulencia modifica significativamente parametros tales

como la resistencia a la friccion y el coeficiente de transferencia de calor.

Como ejemplos en los cuales se presentan flujos turbulentos se pueden mencionar los
siguientes: flujos atmosféricos, flujos en rios, flujos en conductos, flujo en lechos

empacados, tanques de agitacion, enfriamiento de dispositivos electronicos, entre otros.

No existe una teoria general para representar el fendmeno de la turbulencia. Durante la
segunda mitad del siglo xx se inicié la determinacion del movimiento turbulento mediante
el uso de diversos métodos: visualizacion de flujos, desarrollo de instrumentacion adecuada

y soluciones numéricas de las ecuaciones de conservacion.

El origen de la aproximacion del modelo RANS, es el resultado de las investigaciones de
Reynolds (1895) en el campo de la turbulencia. Reynolds propone que en el flujo
turbulento cada variable (velocidad, temperatura, presion, concentracién), se puede escribir

como la suma de un valor promedio mas la fluctuacién de la misma (Bird et al., 1960).

Q(x,t)=Q(x,1)+Q'(x,1) (312)
Esta aproximacion se sustituye en las ecuaciones de continuidad, momentum y energia,
para flujos en régimen laminar dando como resultado términos adicionales conocidos como
los esfuerzos de Reynolds (Bird, 1960). Partiendo de la ecuacion de continuidad y de
momentum para un fluido incompresible en régimen de flujo laminar, utilizando

coordenadas cilindricas en dos dimensiones (r, z).
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Ahora empleando la descomposicién de Reynolds (ecuacién 3.12) las variables del
transporte de momentum se escriben como:

u =0, +u’ (3.16)
u, =0, +u; (3.17
p=p+p (3.18)

Al escribir las ecuaciones de continuidad y movimiento con U; sustituida por su

equivalente U =U. +U/ y p por su equivalente p=p+p’.

S )+ (T 1) =0 @19
0, ' 0/ ' 0, N(r ' 0, Y '
(0, +u)=—=(p+p')-p| =(T, +u")(T +u)+=(T, +u')(T +u
e P LRt L S e LA TC R
+uV* (T, +U/)+ pg,
0 ' 0/ ' . A ' 0, A '
—(0+U)=—=(p+p')-p| = (T, +u ) (T +u')+=—(T, +u)(T +u
p LB )==2 (pp)=p| SO AT A S @) )|

+uV* (T, +U))+ pg,

Teniendo en cuenta las siguientes igualdades, las cuales son Utiles para la manipulacion
algebraica, de las ecuaciones anteriores (Bird et al., 1960).

_, = = 0o_. 0_ 0_ 0_

ur:O’ ur: r? ururzo’ A r:_ur’ _ur:_ur
r_ or 8t_ o (3.22)

_, = _ = 0. 0_ 0_ 0_

u,=0, U,=0, Gu,=0, —0,=—0, —U=—0

z z z 172 az z az z 6‘: z at z
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A continuacion se muestran las ecuaciones promediadas en el tiempo que resultan de
sustituir el valor de las variables instantdneas por su valor medio y fluctuante, asi como

también aplicando las igualdades anteriores:

@ EJ,@ZO (3.23)
or r oz
8 — ap ( — —) ( 1ot a ' 1)
p—U =———p| =00 +=00 |-p =—uu'+=—u'u’
ot or or 0z or 0z (3.24)
+UV°U, + pg,
QU ——@— (QUU +QUUJ— (gu’u%gu’u’j
pat z 62 ar 7 7 82 r 2 p a 7 7 a r—z (325)
+UV°U, + pg,

Asi, éstas son las ecuaciones de continuidad y movimiento con ajuste en el tiempo para un
fluido con densidad y viscosidad constante. Al compararlas con las ecuaciones
correspondientes en las ecuaciones (3.13)-(3.15), se observa que;

I.  La ecuacion de continuidad es la misma que ya se tenia, excepto que ahora ur y U,
ha sido remplazado por Ur, y U, lo cual implica que ahora las variables principales
son las componentes medias.

Il.  Ahora la ecuacion de movimiento tiene Ur, U; y P donde previamente se tenian ur,
U; y p. Ademas, aparecen los términos subrayados con linea continua en las
ecuaciones (3.24) y (3.25), que describen el transporte de cantidad de movimiento

asociada con las fluctuaciones turbulentas.
Es posible volver a escribir las ecuaciones introduciendo el tensor de densidad de flujo
de cantidad de movimiento turbulento y el tensor para la densidad de cantidad de
movimiento viscoso con ajuste en el tiempo (f(v) +f(t)). Esto permite entonces escribir las

ecuaciones de variacion en forma vector tensor como (Bird, 1960);

V.U=0 (3.26)

p(%+U-VUj=—VE+[V-(z_’(V)+z_'(t))J+pg (3.27)
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Donde los componentes del tensor en coordenadas cilindricas (r, z) son los siguientes. Estas

cantidades son denominadas como los esfuerzos de Reynolds (Bird, 1960).

ou ou ou, ou
z-rr :_(/u-l_:ut)|:za_rr:|;z-zz :_(,Ll+lut)|:za_zzj|;fzr :TFZ :_('u-l_'ut)|:a_zr+a_rz:| (3:28)

La ecuacion para una cantidad escalar, como lo es la temperatura, también se puede escribir

utilizando la descomposicion de Reynolds para un fluido Newtoniano.

C a__ C (QUT+guTj+k ﬂ+ﬂ (3.29)
o~ Polar Ta ot ot |
En la ecuacion anterior sustituimos T por T + T’y Ui pora; + & .
af a — 12 = ' a — ! =l '
e, S ==, (0 +U)(T 4T+ £ (3, +ur)(T+T)
(3.30)

Resulta evidente T' que promedia a cero, de modo que T'=0, pero cantidades como

! !/ ! ! . . -7 - -
U T U T" no son cero debido a la “correlacién” entre las fluctuaciones de velocidad y

temperatura en cualquier punto. Entonces la ecuacién ajustada respecto al tiempo se escribe
de la siguiente forma (Bird, 1960);

- 0 _= 0 == 0=
=—pC | —UT+—0T |-pC | —uT +—uT'
,Op( aijp[arf azzj

T 0T
+K| —+—
or’ oz

Al comparar esta ecuacion con la ecuacién (3.29), se observa que la ecuacion con ajuste de

oC

(3.31)

tiempo tiene la misma forma que la ecuacion original, excepto por la aparicion de los
términos indicados con una linea, que estan relacionados con las fluctuaciones turbulentas

denominados como flux de calor turbulento g‘®con componentes:
=(t) _ !_Tr =(t) _ r_-l-r
qr - k“OCpUr J qz _ktpcpuz (3.32)
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Es posible volver a escribir la ecuacion (3.31) introduciendo la densidad de flujo de calor
turbulento g® = —kVTy la densidad de flujo de calor como funcién de la disipacién

viscosa g™ con componentes g0 = —kVT (Bird et al., 1960).
o _ = 0 =
Jo o EJFU VT :—[V-(q( )+q(t))} (3.32)

Sin embargo, estas ecuaciones contienen diez incognitas, la presion, los tres componentes
de la velocidad promedio y los seis componentes del tensor de esfuerzos de Reynolds. Esta
disparidad entre ecuaciones e incognitas es lo que da origen a la busqueda de nuevas
ecuaciones que relacionan principalmente las variables promedio con la de esfuerzos de
Reynolds, dando origen a lo que se conoce como problema de cerradura para la turbulencia
(Jones y Launder, 1972). Para el caso en dos dimensiones se generan tres ecuaciones y seis

incognitas.

Debido a lo anterior es inevitable el uso de relaciones empiricas para el cierre de las
ecuaciones que surgen al aplicar el promedio de Reynolds a las ecuaciones de Navier-
Stokes. Existen diferentes metodologias para cerrar el problema de la turbulencia
reportadas ampliamente en la literatura, resulta importante mencionar que el objetivo de
las diferentes metodologias es satisfacer los esfuerzos de Reynolds que resultan al
promediar las ecuaciones de Navier-Stokes. Con base en esto se han desarrollado modelos
de turbulencia los cuales permiten calcular los esfuerzos de Reynolds que aparecen en las
ecuaciones en las ecuaciones de momentum y temperatura. En la Tabla 3.1 se presentan
los modelos més ampliamente utilizado por diferentes autores. Para un mayor detalle de
estos modelos, consultar el libro de Wilcox, (1993).
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Tabla 3.1. Modelos de turbulencia reportados en la literatura.

Nombre del modelo

Descripcion

Autores

Modelo de esfuerzos de
Reynolds

Este modelo es el mas complejo de los modelos, se
caracteriza por cerrar el sistema de ecuaciones a partir de
la simulacion directa de cada una de las incognitas del
tensor de esfuerzos de Reynolds.

Van Drisest, 1956; Wilcox y
Rubesin, 1980; Versteeg y
Malalasekera, (1995); Wilcox
1993; Ferziger, 1997.

Modelos de esfuerzos

Este modelo propone la idea de que los esfuerzos de

Taylor, 1915; Prandtl, 1945;

algebraicos Reynolds pueden ser reducidos a un grupo de ecuaciones | Rodi 1985; Gatski y Speziale,
algebraicas. Para posteriormente satisfacer los términos | 1993; Ghia et al., 1682;
convectivos y difusivos de las ecuaciones de Navier-Stokes | Wilcox 1993.
en su version promediada.

Modelo de dos Estos modelos consisten en la modelacion de los esfuerzos | Launder y Spalding, 1972;

ecuaciones

de Reynolds considerando una relacion de estos con los
esfuerzos viscosos en los flujos laminar. En estos modelos
destacan el modelo k-g y k-.

Hoffman, 1975; Hinze, 1975;
Wilcox, 1993; Hoffman, 1996
Pope 2002.

Unas de la aproximaciones con mayor aplicacion para obtener las ecuaciones de cerradura
es el denominado modelo de longitud de mezclado de Prandtl, (1942) y que sea a utilizado
para desarrollar el modelo de turbulencia k-g, este modelo de turbulencia es el mas

comunmente usado, el cual se emplea el presente trabajo.

El modelo de turbulencia k-¢ es el modelo mas popular de dos ecuaciones que utiliza en
aplicaciones de modelado de problemas de ingenieria. Los primeros autores en desarrollar
este modelo fueron Chou (1945), Davidov (1961) y Harlow y Nakayama (1968). Sin
embargo, el trabajo de Jones y Launder (1972) es el més referenciado entre la comunidad

de modelado de turbulencia por medio del modelo x-& (Wilcox, 1993).

Jones y Launder (1972) presentaron un modelo de turbulencia en el cual los valores locales
de la viscosidad turbulenta (u:) son determinados de la solucion de las ecuaciones de
transporte, para la energia cinética turbulenta k y la disipacion de la misma €. Esta
contribucion proporciona una forma adecuada para las ecuaciones en la region cerca de la

pared donde la viscosidad ejerce una influencia directa sobre la estructura de la turbulencia.
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Launder y Spalding (1974) presentaron la solucion numérica del flujo turbulento para
diferentes problemas: flujo en una tuberia, flujo en una cavidad rectangular con entrada y
salida de flujo en un conducto de seccion cuadrada. Para modelar el flujo turbulento los
autores emplean las ecuaciones de transporte de energia cinética turbulenta y la disipacién
de la misma, modelo «k-g, estas ecuaciones fueron resueltas simultineamente con las
ecuaciones de continuidad y momentum. El objetivo del estudio fue encontrar en el modelo

de turbulencia la economia computacional, el rango de aplicabilidad y el realismo fisico.

De esta manera, las ecuaciones para el transporte de la energia cinética turbulenta y la
disipacion de la misma se definen respectivamente de acuerdo con Wilcox (1993).

Ecuacion de energia cinética turbulenta «:

p@t—"m-w):v-[(wﬂJW}(uw)VU'(VUWUT)—P‘f (347
o)

K

Ecuacion de energia disipativa turbulenta €:

p(a—gm-wj=v-Hwﬁjv(e}cl(ywt)vu-(vmvw)f
ot o

K

¢ (3.48)
&2
_Czp JRE—
K

Donde la viscosidad turbulenta se expresa en términos de K y € de la siguiente forma:
p
H = pC,— (3.49)

&
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CAPITULO 4: SISTEMA EXPERIMENTAL Y MODELOS
MATEMATICOS DESARROLLADOS

En este capitulo se, describe el problema a resolver. Se consideran las ecuaciones para flujo
en régimen turbulento, y las ecuaciones de transporte de momentum y calor se resuelven

conjuntamente con las ecuaciones provenientes del modelo de turbulencia x-¢.

4.1. Sistema experimental

Los datos experimentales utilizados en este estudio provienen de un tubo de acero
inoxidable con un didmetro interno de 2.50 cm y 3.35 m de longitud, empacado con 2.60 m
de, empacado con esferas de 8.2 mm de didmetro de un catalizador industrial no poroso
(V20s/TiOy), produciendo una relacion de di/d,=3.048. La fraccion vacia media del lecho es
0.48, y el lecho empacado opera con numeros de Reynolds de particula dentro del régimen
turbulento (Rep>600) (L6pez Isunza, 1983).

En la Figura 4.1 se muestra una vista superior y lateral de un tubo de acrilico del mismo
radio que el tubo de acero inoxidable, empacado con el mismo catalizador, donde se puede
observar que en la zona que se extiende desde la pared del tubo hasta la distancia de
aproximadamente un radio de particula una mayor fraccion vacia que el resto del lecho,
produciéndose, en consecuencia, una mayor permeabilidad del fluido que puede producir
cambios importantes en tanto las componentes de velocidad como en el transporte de calor

en la direccion radial (Dixon, 2012; Thiagalingam y Sagaut, 2016).

Figura 4.1. Fotografias que muestran las vistas superiores y laterales de un tubo de acrilico empacado
con un catalizador industrial esférico de las mismas dimensiones que el sistema experimental utilizado

en los experimentos de transferencia de calor.
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Las mediciones experimentales de temperatura en el lecho empacado a escala industrial
fueron obtenidas por Lopez Isunza, (1983), mediante una serie de experimentos en un lecho
empacado sumergido en un bafio agitado de sal fundida (Ts), que actué como medio de
calentamiento a una temperatura de 394 + 4 °C, con un flujo de aire de 4 Nm?® /h. La
Figura 4.3 muestra los datos experimentales de caida de presion para diferentes flujos de
aire en el rango de 1 a 5 Nm®% h (L6pez-Isunza, 1983). Todos los experimentos se
realizaron utilizando aire que fluye desde la parte superior del lecho empacado. Las
mediciones experimentales de temperatura fueron tomadas con termopares situados en
diferentes posiciones axiales, y en algunas de estas posiciones axiales también se tomaron
mediciones radiales de temperatura, donde los termopares se mueven radialmente a lo
largo de los termopozos soldados a la pared del tubo, que a su vez producen una distorsion
en las mediciones de radiales de temperatura debido a las pérdidas de calor hacia los
alrededores (LoOpez Isunza, 1983; Castillo Araiza et al., 2008; Mongkhonsi et al., 1992).
Las caracteristicas fisicas Yy las condiciones de operacion del lecho empacado usadas en
este estudio se muestran en las tablas 4.1 y 4.2, respectivamente.

Tabla 4.1. Caracteristicas fisicas del lecho empacado.

Valor Unidades

Didmetro del tubo 0.025 m
Didmetro de particula 0.0082 m
Longitud del lecho empacado 2.600 m
Densidad de las esferas 2608 kg/m?®
Relacion de diametros, di/dp 3.048
Ndmero de Darcy, K/R? 103
Nameros de Reynolds de particula, Rep 630", 767%, 1000*

25*, 60*, 160*
Temperatura del aire de entrada, To 192 °C
Temperatura del bafio de sal 390+ 4 °C
Flujo del aire 4 m?h

#LLopez-Isunza, (1983); *Castillo-Araiza et al. (2007).

31



Tabla 4.2. Condiciones de operacion del lecho empacado

Valor Unidades
Densidad del fluido del aire , p 0.7788 kg/m?®
Capacidad calorifica del aire, C, 1019 J/kg' K
Viscosidad dindmica, u 2.504x10° Pas
Conductividad térmica del aire, Kuig 0.03646 W/m-K
Conductividad térmica del aire 2.63% 2.47* W/mK
Coeficiente de trasferencia de calor, hy 284.04* W/m2K
Namero de Peclet, Pe 17.82%, 14.15%,
NUmero de Biot, Biw 1.35%, 0.86°
Parametros de la ecuacion de Ergun, «, 1028*, 1.15*

#LLopez-Isunza, (1983); *Castillo-Araiza et al. (2007).

4.2. Modelo del lecho empacado

El sistema fisico analizado en este trabajo es un tubo de acero de longitud L, con un
didmetro interno di, empacado con esferas de didmetro dp, produciendo una relacion de
di/dp=3.048 y una porosidad promedio de 0.48 (Ver Figura 4.2). A través del lecho
empacado el aire fluye a una temperatura To, el tubo se calienta mediante un bafio de sal
fundida a una temperatura practicamente constante Ty. El enfoque hidrodinamico considera
que el fluido es newtoniano e incompresible, donde la viscosidad Yy la densidad son
constantes. El régimen del fluido es turbulento debido a los valores de Rep utilizados en la
experimentacion. Debido a que L>>>d;, la caida de presion en la direccion radial puede
despreciarse, mientras que para describir la caida de presién en la direccion axial se emplea
la ecuacion de Ergun (ver Figura 4.3). Para describir los perfiles de velocidad, se emplean
las ecuaciones de Navier-Stokes promediadas para flujo turbulento junto con el modelo de
turbulencia k-¢. Ademas, para describir los perfiles de temperatura se emplea un modelo
psudo-homogeneo 2D que considera la produccion y disipacion de la energia cinética
turbulenta ki, considerando las propiedades efectivas de la fase fluida y la fase solida. Con
base en estas consideraciones, las ecuaciones que rigen se describen en los siguientes

apartados.
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Figura 4.2. Sistema geométrico analizado en este trabajo.

6.E+04
—e—Experimental (Lopez-Isunza, 1983)
5.e+04 | O Castillo-Araiza (2007)
Vi
® Leva (1959)
o 4E04 1 X Hadleyand Heggs (1968)
L
= < Ergun (1952)
S
3EB04 1 A Hicks (1970)
2.E+04 -
X
1.E+04 ®
o
0.E+00 + . : » - -
1 15 2 25 3 3.5 4

Nm3/h

Figura 4.3. Comparacion entre los datos de caida de presion experimentales y la predicha con
diferentes correlaciones propuestas en la literatura (Lopez Isunza, 1983).
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4.3 Ecuaciones de transporte

Ecuaciones de momentum

Las ecuaciones de momentum para las componentes de la velocidad radial y axial se
describen por medio de las ecuaciones de Navier Stokes temporalmente promediadas
(modelo RANS) (Bird et al., 1960; Nielsen, 1974), incluyendo los términos de Darcy y
Forchheimer para tomar en cuenta los efectos viscosos e inerciales debido a las
interacciones entre el solido y el fluido (Hsu y Cheng, 1990; Foumeny y Ma, 1994;
Castillo-Araiza et al., 2008).

Ecuacioén de continuidad:

0 4.1
or r oz @b

Coordenada radial:

(aﬁfﬂj aU’+U aUr):( + )g(lg(rﬁ)}azljr ~ g Pg oy
Pla " ar e ) W v )T Tk Tk

Coordenada axial:

(8UZ+U ou, | - aﬁlj:‘@“ . )lg(ra”zjﬁzuz Ay
Plat ™o a e e )T K, *

P2
-Lui+
Kb z Iogz

(4.3)

Donde los parametros de permeabilidad del lecho empacado se representan en términos de

la ecuacion de Ergun (1952).

K, = ﬂsz (4.4)
a(l-9¢)
¢'d
K = : .
" B-9) -
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Modelo de turbulencia

Para tener en cuenta el efecto de la turbulencia del fluido y calcular la viscosidad turbulenta
en este estudio se emplea el modelo de turbulencia de dos ecuaciones «- ¢, el cual plantea
un balance para el transporte de la energia cinética turbulenta y de la disipacion de la
misma, y de acuerdo con (Jones y Launder, 1972; Nijemeisland y Dixon, 2001; Baoyu et

al., 2003) estas ecuaciones son:

Ecuacion de energia cinética turbulenta «:

[a—K+Ua—K+Ua—K): 62K+18K 'K +(u+ )2(&1)2
'Oat “or oz a or’ ror 0z HTH or

% TG TR (4.6)
+2(auzj _l_[@ur +auz) ]+¢Sx—p5

0z oz or

Ecuacidn de energia disipativa turbulenta :

(5—8+Uﬁ—6+68—8j + A 52‘9+18—‘9+62‘9 +C (u+ )[Zausz
Plac " ar e )T\ o \or* ror o AT A or

+( 6uzj2+(6ur+auj € icgls g] @D
07 oz or p

Estas ecuaciones anteriores en contraste con las ecuaciones del modelo k-¢ estandar
(ecuaciones 1.17 y 1.18), contienen dos términos adicionales, es decir, Sc y S que toman
en cuenta la relacion entre la produccion de energia cinética y su disipacion debido a la

presencia del medio so6lido, y se expresan mediante la ecuacion de Ergun (Takeda, 1994;

Baoyu, 2003).

_ d-9)° 1-¢,
SK—C{W e ﬂp¢d j (4.8)
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(4.9)

Los valores usuales para las constantes del modelo k-¢ son: ¢,=0.09, c1=1.44, c»=1.92,

0:=1.00 y 6:=1.30 (Jones y Launder, 1972; Nijemeisland y Dixon, 2001; Baoyu et al.,

2003; Wilcox 1993; Wilcox 2006). Los valores de las constantes a y S en las ecuaciones

(4.4) y (4.5), son 1028 y 1.15 respectivamente los cuales se determinaron ajustando los

datos experimentales de caida de presion a diferentes flujos de alimentacién (Lopez Isunza,
1983; Castillo Araiza y Lopez Isunza, 2007) (ver Figura 4.3).

Condiciones iniciales y de frontera

Las condiciones iniciales y de frontera correspondientes para el sistema de ecuaciones

descrito anteriormente son:

B.C.1 r=0
B.C.2 r=R
B.C.3 z=0
B.C.4 7=L
t=0 =1

au.

z _

or

r

Coor

a,

ox _0s _
or or

S

N

&=(1,(r))’ [0.04uy
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Transporte de calor en el lecho empacado

El modelo pseudo-homogéneo que describe la transferencia de calor en ausencia de
reacciones quimicas en el interior del lecho empacado, que considera el transporte

convectivo asi como la dispersion radial y axial de calor es:

C 8_T_+U8_T_+U8_T_ = (ky +k,) ﬂ+li+azf (4.15)
Polat " ar e ) e Tl e Ty ar T e '

En la ecuacion anterior T, se encuentra temporalmente promediada y la conductividad

térmica turbulenta k: se expresa en términos de la viscosidad turbulenta (Bird el at., 1960;
Jones y Launder, 1972; Wwilcox, 2006), Y Se incluye la ket para evaluar k.

k =c Ho (4.16)

P prt

Donde Pr'es el nimero de Prandtl turbulento, que tiene un valor tipico de 0.85 (Jones y
Launder, 1972).

La ecuacion (4.15), tiene asociada las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

t=0 T =T, (4.17)
C.F1 r=0 8_T =0 (4.18)
or
3 oT . (=
CF1  r=R  —k, e h, (T —TW) (4.19)
CF.1 z=0 T =T, (4.20)
C.F.1 7=L oar =0 (4.21)
0z
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4.4. Ecuaciones adimensionales

Al llevar acabo el procedimiento de adimensionalizacion de las ecuaciones de transporte se
reduce el nimero de pardmetros requeridos para la solucion de las ecuaciones. En el

Apeéndice B se encuentra en detalle la obtencion de las ecuaciones adimensionales.

Ecuacion de continuidad:
8U U 1 GU
85 & A 8{

Ecuaciones de momentum:

Coordenada radial:

ou . V- V] 1 K 82U 1 8U U 1 62U
“+AU, —+U,—=A +C,— ——t—
ok4 o0& 0¢ Rep “ & )| 0&° 585 95 A% 007
U FU2
Rep -/
Coordenada axial:
GU - 8U —ou oP 1 K 82U 1 8U 1 GU
+U, —F=-——+A| —+C,— —
ot " o¢ o  oc  \Rep “ & )| o gag A ac?
——U FU +Gn

Rep

Modelo de turbulencia k-<:

Ecuacidn de energia cinética turbulenta «:

C 2 2= —2
%, aG %:A(g_x_][ax 108 R O ] A(Lgf_j

ot "of T oC Rep o 0&? §8§ 1> o¢? Rep ¢&
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oc) ANLog og  0g " \Rep ¢ ¢
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Ecuacion de energia disipativa turbulenta €:

Qi AUEE_LJQE:
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Ecuacion de energia
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Condiciones iniciales y de frontera
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Las condiciones iniciales y de frontera correspondientes para el sistema de ecuaciones

descrito anteriormente son:

BC1 ¢&=0 u, = |y, =0
o 0¢

BC2 ¢&¢=1 U,=U, =0

BC3 ¢=0 U,=(U,(r): U,

BC4 (=1 N, =%=0
g o¢
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0g 0¢ 05
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CAPITULO 5: RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se presenta la solucién numérica del modelo que se presenta en el capitulo
anterior (ver ecuaciones 4.22-4.32). Se opt6 por emplear el método de colocacion ortogonal
como la alternativa mas factible debido a su alta precision (Jiménez Islas, 1999), esto se
pudo comprobar al validar el modelo presentado por Castillo Araiza et al., 2007 (ver
apéndice A).

5.1 Solucién numérica

Las ecuaciones gobernantes adimensionales (véanse los detalles en el apéndice A y B) para
ambos modelos se resolvieron mediante discretizacion espacial empleando colocacién
ortogonal con polinomios de Legendre (Villadsen and Michelsen, 1978). A partir de un
andlisis de independencia de malla (ver Figura 5.1), se decidid utilizar una malla uniforme
de 31 x 31 puntos internos. Mientras que la discretizacion del tiempo se hizo con
diferencias finitas para formar un esquema de Euler implicito de integracion hacia adelante.
El sistema de ecuaciones algebraicas no lineales obtenido en cada etapa de integracion, se
resolvio usando el método de Newton-Raphson con factorizacion LU (Jiménez Islas et al.,
2014). La solucién numérica obtenida en estado estacionario proporciona los perfiles de
velocidad y de temperatura en el lecho empacado que se analizan a continuacion. Las
simulaciones se efectuaron en una estacion de trabajo dual Intel Xeon E-2625 a 2.53 GHz,
32 Gb, de memoria RAM, sistema Windows® 7 y compilador Intel Fortran Composer
2013®. Los valores empleados para las simulaciones se muestran en la tabla 5.1.

Table 5.1. Valores adimensionales usados en las simulaciones numéricas.

Numero de Reynolds, Rep 630
Namero de Peclet , Pe 14.15
t 0.85
Numero de Prandtl PI’( )
, f(r, ¢)
Numero de Darcy, Da
f i
Namero de Forchheimer, F r.¢)
o = fz, ¢)
Presién adimensional, P 0.46
NUmero adimensional de la gravedad, Gn 268
A
3.2
B
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Figura 5.1. Efecto de los puntos de colocacion sobre la prediccion de los perfiles de

temperatura.

5.1 Hidrodinémica en el lecho empacado

Una estrategia para modelar reactores cataliticos de lecho empacado con baja relacion de
di/dp, donde ocurren reacciones altamente exotérmicas, es emplear las mediciones
experimentales de la fraccion vacia y de temperatura radial y axial en ausencia de
reacciones quimicas, para diferentes condiciones de operacion. En este trabajo se pretende
investigar el papel de la turbulencia en la transferencia de momentum y calor en ausencia

de reacciones quimicas.

A continuacion se comparan las simulaciones de modelos en las que se consideran los
efectos de la turbulencia en las ecuaciones de transporte de momentum vy calor, con las que

asumen flujo laminar y con aquellas no toman en cuenta estos efectos (flujo piston).
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Un lecho empacado con baja relacion de di/dp, presenta dos regiones con altas fracciones
vacias, como se muestra en la Figura 4.1 y en estas regiones es de esperarse que la
velocidad intersticial del fluido sea mas grande asi como el transporte convectivo de calor
(Castillo-Araiza et al., 2007). Tipicamente la magnitud de los perfiles de velocidad y
temperatura dependen del nimero de Reynolds de particula promedio (Rep), por lo cual en
la siguiente seccion, se presentan los perfiles radiales para la componente de velocidad
axial, calculados con la aproximacién de flujo laminar y turbulento, con el objetivo de
analizar las diferencias en los perfiles de velocidad calculados con ambos modelos. Dixon y
Cresswell (1979) y Nijemeisland y Dixon (2004b) encontraron que en lechos empacados
con baja relacion de di/dp estan presente tres regiones de flujo que dependen del Rep
promedio; la region de flujo laminar (Rep<110), la transicion de flujo laminar a turbulento
(110 < Rep < 300), y el flujo turbulento completamente desarrollado (Rep >300) (Dixon et
al., 2006).

5.1.1 Régimen de flujo laminar

Las Figuras 5.2 y 5.3 muestran los perfiles radiales para la componente de velocidad axial
para tres diferentes valores de Rep (25, 60,160) calculados con los modelos de flujo laminar
y turbulento respectivamente. Como se esperaba Yy debido a los perfiles de fraccion vacia
calculados y que se muestran en la Figura 3.2, los cuales ocasionan que los perfiles de
velocidad axial muestren dos grandes picos en las regiones donde la fraccion vacias son
mayores. La comparacion entre las Figuras 5.2 y 5.3 muestran que los perfiles de
velocidad calculados con la aproximacién de flujo laminar en una posicién axial de 10 cm,
(donde los gradientes radiales de temperatura son mayores) son mas de tres veces la
magnitud de los calculados con el enfoque turbulento. En la Figura 5.3 se puede observar
que para los numeros de Rep de 25 y 60, los valores maximos de la velocidad axial se
encuentran en la region cercana a la pared, semejante a los calculados con el modelo de
flujo laminar. Mientras que para el caso del numero de Rep=160, el maximo valor de la
componente de velocidad axial se encuentra en el centro del lecho contrariamente a la
calculada con el modelo de flujo laminar. Estos resultados concuerdan con los reportados
por Stevenson (2003) que observo valores altos en los perfiles de velocidad en el centro

del lecho que en regiones mas cercanas a la pared y afirma que este patron esta presente
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cuando hay una transicion de flujo laminar a flujo turbulento. En cualquier caso, se espera
que los modelos que incluyen la turbulencia no se desempefien bien dentro de la region
laminar. También podria argumentarse que se debe esperar una diferencia en la magnitud
de las velocidades axiales calculadas a bajos Rep, como se muestran en las Figuras 5.2 y
5.3, debido a una sobreestimacion de las pérdidas de energia calculadas con el modelo de

flujo turbulento.

~

[
z=10cm

—— Rep=25
—&— Rep=60
—&— Rep=160

z
a1 o

\

\

N

w

Velocidad axial, u_(m/s)

N

0 \ \ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Radio del tubo, cm

Figura 5.2 Perfiles axiales de velocidad calculados para diferentes Rep, utilizando

la aproximacion de flujo laminar.
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Figura 5.3 Perfiles axiales de velocidad calculados para diferentes Rep, utilizando

la aproximacién de flujo turbulento.

5.1.2 Régimen de flujo turbulento

Latifi et al., (1989) basado en mediciones experimentales en un lecho empacado de forma
rectangular con esferas de 5 mm, concluye que la transicion a flujo turbulento ocurre a un
Rep~400. En el trabajo de Seguin et al., (1998a, 1998b) mostraron la existencia de
velocidades locales no homogéneas, y encontraron que el flujo turbulento en un lecho
empacado con esferas se alcanz6 para un Rep ~ 600, mientras que la transicion de flujo

laminar a flujo turbulento ocurre en el rango de 110<Rep<600.

En las Figuras 5.4 y 5.5 se muestran los perfiles axiales de velocidad calculados bajo las
aproximaciones de flujo laminar y turbulento, respectivamente para diferentes Rep (630,
767,1000), y esta comparacion muestra la misma tendencia que se encontrd anteriormente
para los diferentes Rep en el régimen de flujo laminar. En este caso, el modelo de flujo
laminar predice de nuevo velocidades locales mas altas donde se localizan grandes
fracciones vacias, con un maximo en la velocidad del fluido localizada en la zona cercana

a la pared, lo que produce un aumento en la transferencia de calor en esta region.
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Para el caso del modelo de flujo turbulento las velocidades calculadas son més pequefias,
con méaximos situados junto al centro del lecho empacado en lugar de la region cercana a la
pared. Esto a su vez indica que en la zona cercana a la a pared existe una menor
transferencia de calor en comparacion con la predichas por el modelo de flujo laminar.
Yang et al., (2016) encontraron un comportamiento similar en un estudio de CFD para

lechos empacados con esferas uniformes con baja relacion de di/d,.

Las grandes diferencias en la magnitud de las velocidades axiales calculadas con ambos
modelos pueden resolverse calculando el flujo masico promedio en diferentes posiciones
axiales y comparandolo con los datos experimentales del flujo masico experimental, como
se muestra en la Tabla 5.2. EI modelo de flujo turbulento muestra valores cercanos al flujo
masico experimental, lo cual valida que los perfiles de velocidad calculados con esta
aproximacion son adecuados, lo que hace que el calculo con el modelo de flujo laminar sea

altamente incierto.

30 T T I
z=10cm —— Rep=630
25 | —@—Rep=767 |
—&— Rep=1000
. 20

BN
(6

[EY
o

Velocidad axial, u ( m/s)

a1

O | | | I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Radio del tubo, cm

Figura 5.4 Perfiles axiales de velocidades calculadas para diferentes Rep, utilizando

la aproximacion de flujo laminar.
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Figura 5.5 Perfiles axiales de velocidades calculadas para diferentes Rep,

utilizando la aproximacion de flujo turbulento.

Tabla 5. 2. Flujo masico experimental vs los calculados con las aproximaciones de flujo laminar y turbulento
a la entrada del tubo.

Flujo masico promedio Flujo mésico promedio Flujo masico promedio
Rep G (kg/m?s) G (kg/m?s) G (kg/m?s)
(Experimental) (Flujo Laminar) (Flujo turbulento)
630 2.197 4.48 2.18
767 2.930 5.46 2.72
1000 3.662 7.13 3.67
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5.1.3 Transporte de calor en el lecho empacado

Es de esperarse que al incorporar la hidrodindmica al modelo de transporte de calor en el
modelado del lecho empacado, podria producir una mejor descripcion de las observaciones
experimentales de temperatura en ausencia de reacciones quimicas (Lerou y Froment, 1977;
Papageorgiou y Froment, 1995; Castillo-Araiza y Lopez-Isunza, 2008). Por lo cual con el
objetivo de evaluar el papel de la turbulencia en el transporte de calor en el lecho
empacado, a continuacion, se compararon los perfiles de temperatura (radiales y axiales),
predichos con las aproximaciones de flujo laminar (Castillo-Araiza et al., 2007) y
turbulento con los perfiles experimentales de temperatura, obtenidos en un lecho empacado

a escala industrial para un Rep=630 (Lopez-Isunza, 1983).

Las predicciones con ambas aproximaciones se ajustan adecuadamente a los datos
experimentales de temperatura, los resultados muestran un ajuste ligeramente mejor, de los
perfiles de temperatura (en las direcciones axial y radial), cuando se utiliza la conductividad
térmica turbulenta ki, que estd relacionada directamente con la hidrodinamica del fluido
mediante la w, lo cual produce una disminucion de los perfiles de temperatura debido a un
aumento en los términos difusivos de la ecuacion de transferencia de calor (Wilcox, 2006).
Mientras que las predicciones con la aproximacion de flujo laminar que considera la
transferencia de calor en términos de los parametro efectivos hw y ketr, muestra una ligera
sobreestimacion en los perfiles radiales y axiales de temperatura, lo cual era de esperarse de

acuerdo con los perfiles de velocidad calculados con esta aproximacién (Ver Figura 5.6).

En la Figura 5.6 se puede observar que la diferencia en la prediccion de los perfiles de
temperatura producida por los modelos de flujo laminar y turbulento es bastante pequefia.
Por lo tanto resulta muy dificil, basandose en estos resultados, evaluar cualquier papel de la
turbulencia en la hidrodindmica dada por las ecuaciones RANS y acopladas al modelo k-g,
en comparacién con las predichas con el modelo de flujo laminar. Esta falta de sensibilidad
de los perfiles de temperatura a la hidrodinamica calculada con ambos modelos, sugiere que
es necesaria una conductividad térmica efectiva que explique apropiadamente la dispersion
radial de calor, tal vez deberia estar en funcion de las variaciones radiales de la fraccion
vacia y de los componentes de velocidad radial y axial. Por otra parte es importante

mencionar que la conductividad térmica efectiva hw y ket, €l coeficiente de transferencia de
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calor en la pared utilizados en este trabajo se estimo a partir de mediciones experimentales
de temperatura en el radio interno del tubo a diferentes posiciones axiales presentadas en la
Figura 5.6 b, utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquardt (Martinez et al., 2018),
obteniendo un namero de Biot de pared de 0.86 y un numero de Peclet de 14.15, que esta
en concordancia con los valores reportados previamente por (Lépez-Isunza, 1983; Castillo-
Araiza et al., 2007).

En la Figura 5.7, se observa que existe una asimetria en los datos de temperatura
experimentales en z=10, que disminuye cuando aumenta z. Esto se debe al bien conocido
efecto de entrada conocido en el flujo de fluidos a través de tubos circulares, que origina
distribuciones de temperatura en 3D. Este efecto disminuye a medida que z aumenta y los
perfiles de temperatura practicamente exhiben simetria desde z=20 cm cuando se alcanza el
flujo completamente desarrollado, y las predicciones del modelo estan en concordancia con

los datos experimentales.

270

260

250

240

Temperatura,’C

200 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Radio del tubo, cm

a)

48



400

I |
A 4 A
A
350 - :
O
o
<
S
=
g 300 -
<)
o
S
&
250 - Pe=17.82, Biw=0.83-L6pez-Isunza (1983)
Pe=14.15, Biw=1.35-Castillo-Araiza (2007)
Pe=14.15, Biw=0.86-En este trabajo
A Experimentales
200 =
! ! ! !

| |
0 200 40 60 80 100 120 140
Longitud del tubo,cm

b)

Figura 5.6 Comparacion de los perfiles experimentales de temperatura con los predichos utilizando la
aproximacion de flujo laminar y turbulento (a) perfiles radiales, (b) perfiles axiales, para las condiciones de
operacion: Rep=630; T,=192°C; T,=394°C.

En la Figura 5.8 se comparan los perfiles radiales de temperatura con los predichos
utilizando diferentes valores de conductividad térmica, utilizando la aproximacion de flujo
turbulento, que se obtiene en el lecho a escala industrial para un Rep=630, como se puede
observar el uso de k: produce resultados comparativamente similares en comparacién con
aquellos que solo usan el parametro de la kett, y con los que agregan el valor de kst al de k.
Estos resultados se han reportado en otros trabajos donde definen la conductividad termica
efectiva en términos del promedio geométrico de las conductividades térmicas de la fase
solida (ks) y de la fluida (knuid) Y se incluyen en la conductividad térmica turbulenta ki (Liu
et al., 2008; Tsotsas y Schlunder 1990).

Con base en lo anterior en la Tabla 5.3 se compararon los valores calculados de kty Kef
para diferentes valores de Rep, donde se puede observar que solo para Rep =630, dentro del

régimen de flujo turbulento, los valores de los parametros anteriores son similares.
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Figura 5.7 Comparacion de los perfiles experimentales de temperatura con los predichos utilizando la
aproximacién de lujo laminar y turbulento para diferentes profundidades del lecho empacado, para las
condiciones de operacion: Rep=630; T,=192°C; T,=394°C.
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Figura 5.8 Comparacidn de los perfiles radiales de temperatura con los predichos utilizando diferentes

valores de conductividad térmica, utilizando la aproximacion de flujo turbulento, para las siguientes

condiciones de operacion: T,=192°C; T,=394°C.

Tabla 5.3 Valores calculados de las conductividades térmicas efectivas y turbulentas.

Rep Keff (W/m K) ket (Wim K)
25 0.36* 0.93
60 0.62* 1.35
160 1.31* 1.95
630 2.63%, 2.47* 2.92

#LLopez-Isunza, (1983); * Castillo-Araiza et al. (2007).

De acuerdo con los resultados anteriores el uso de modelos pseudo-homogéneos, pueden
considerarse como métodos simplificados para el calculo de los perfiles de velocidad y de
temperatura para lechos empacados con baja relacion de d¢/d,, debido a que reduce
considerablemente los tiempos de computo, sin embargo también es importante mencionar
la dependencia de la conductividad térmica efectiva con las variaciones radiales de la
fraccion vacia y las componentes de las velocidades las cuales deberian ser incorporadas al

modelo de este tipo de lecho empacados (Aparicio-Mauricio et al., 2017).
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo se propuso un modelo matematico basado en las ecuaciones de Navier-
Stokes temporalmente promediadas para flujo turbulento RANS que contienen los términos
de Darcy y de Forchheimer junto con el modelo de turbulencia k-g, para calcular los
perfiles de velocidad y de temperatura de un lecho empacado a escala industrial con una
relacion de di/dp =3.05. Estos resultados se compararon con los calculados usando las
ecuaciones de Navier-Stokes con los términos de Darcy y Forchheimer considerando flujo
laminar. Los calculos mostraron que se tienen predicciones similares para los perfiles de
temperatura radial y axial con ambos modelos cuando se comparan con los datos
experimentales de temperatura del lecho empacado a escala industrial a pesar de las
grandes diferencias en los perfiles radiales de velocidad de la componente de velocidad
axial, cuando se emplean ambos enfoques lo que sugiere la importancia de la dispersion
radial de calor determinada por la magnitud de la conductividad térmica efectiva. El
modelo de turbulencia al utilizar una conductividad térmica turbulenta calculada en
términos del ndmero de Prandtl, muestra una mejor concordancia con los datos
experimentales (error del 0.77% en el balance de flujo masico para un Rep=630). Por lo
cual se concluye que este enfoque podria usarse de una manera sencilla para la prediccion
de la hidrodindmica en el disefio y escala de equipos de lechos empacados para diversas
aplicaciones industriales como reactores cataliticos, intercambiadores de calor, filtros,

torres de absorcion de gas, etc.

Recomendaciones para trabajos futuros

El modelo es susceptible a incrementar el grado de sofisticacion, incorporando la cinética
de reaccion, acoplando las ecuaciones de transporte de masa y afiadiendo el efecto de la
coordenada angular para mejorar la descripcion de los perfiles de velocidad, temperatura y
de concentracion que ocurren en el reactor catalitico de forma acoplada. Asi como
comparar las predicciones del modelo de turbulencia con otros modelos similares por

ejemplo el modelo x-w.
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APENDICE A: DEDUCCION DEL MODELO MATEMATICO DE
MOMENTUM Y CALOR EN REGIMEN LAMINAR PARA EL

LECHO EMPACADO
Factores para la Adimensionalizacion de las ecuaciones de transporte.

Relaciones adimensionales de los componentes de la velocidad.

u u, =u,-U, ou, =Uu,-oU,
U =—L
uO
U u, u, =u,-U, ou, =u,-0oU,
1T
uO
Relaciones adimensionales de las coordenadas espaciales.
g_r r=¢4-R or=R.0&
R
g_z r=%4-R or=R-0¢&
L
Relaciones adimensionales para la temperatura.
T
0=— T=T,-0 or =T,-00
TO
L- L
p= Ut t=—" ot=—0r
L Uy U,
L-7
a= E t=— Rep= M
R U, 3u

Ecuacién de continuidad
ou u. ou

+—L+—-=0
o r oz

Aplicando las relaciones adimensionales a la ecuacion de continuidad.

U_O%_FU_OU +u_0%:
R o RE T L oC
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Multiplicando la ecuacion anterior por R/uo y sustituyendo la relacion geométrica.

ou, 1, 1oy,
“U, += =0 (A.12)
oc & aoc

Ecuaciones de momentum

Coordenada radial

au, au ou 0 o°u. 1au. u o
p¢( ~+u r):—¢—p+¢;{ S -+ Z}—¢ﬁur—¢2£uf (A.13)

“or oo o ror rt K K,

Aplicando las relaciones adimensionales.

2 2 2
u? ou uau Uy U, ) g op U, &°U, U, aU, U
pp| +—L+U, 2 —L+U, L —L|= +du| = X ——;
L or R8§ L o& R o0& R? & Rgag R &
, (A.13)
U, 0°U,
_|__ —_
L2 agz} ¢ X K,

Factorizando la ecuacién anterior.

p(/{u au, ujaur+U ﬁaUrJ: o>, {uoau U, U, U, U,

"Roc ‘Laoc) Roe | R g R§8§_R_§_

U 0V, | p P
+L_g o }_¢EU0UF¢2K_U0U3

Multiplicando la ecuacion anterior por L/ug®p¢.

U, ,lau, U, __ Ly, u L{azu 1V, U, R4V,

U= = -
0t "ROE'0C  pRUOE UpPRR| o0& EoE & L oc
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NUmeros adimensionales que pueden sustituir grupos de constantes.

R 1-¢)’ L
Rep=2%" SN Gl ) B IS ey

3u d, ¢ pu K, U

Sustituyendo los numeros adimensionales y la relacion geométrica.

ouU ou, . ou, oP AU, L1y, U, 10U,| U
+U =—-A—

or e ' ar 6 Rep| o foe & ??

Coordenada axial

0 0 0 o ol 10 0*
p¢( uz+urﬁ+u qu__¢_p ¢:U{ UZ UZ+ uz}_¢ﬁuz_¢2£u22

ot or oz oz or? r or oz°

Aplicando las relaciones adimensionales.

2 2 2 2
u, oU uaU u, oU 0 u, o°U u, ou, u, oU
o 0 LU, Uo U, 0 0Y, — 4 p_|_¢ o2 z Y% +_(23 2z
L or R 65 L o¢ R 8§ Rcf o0& L o

H p
_¢EUOU2 _¢2 K—USUZZ +¢pgz

z

Factorizando la ecuacién anterior.

ou, ou, au 0 0°U, 14U, 0%,
T WL
or R 8¢ oc Lo o2 £or ol

H p
b0, -4 L7 <o,

z

Multiplicando la ecuacion anterior por L/uo?p¢.

U, , Ly, U, 1 s L[@ZU 1y, K au}

+ —_— =
or  'Roc  ‘oc  puldl puRR| 0 £ o8 e il
L L
ALy, gty
PUK K, Ug
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Numeros adimensionales que pueden sustituir grupos de constantes.

1_ 2
PR o L8] el ¢— Gn %

Rep="— , .
3u d, ¢ pu? K, ug

Sustituyendo los numeros adimensionales y la relacion geométrica.

aUZ+aU 8UZ+U ou, aP A 6U 16U 1 8U Da
ot foE tac ag Rep| a&° g o& T ac® | Rep ° (A.16)
~FUZ+Gn
Ecuacion de energia
or or oT oT 1 8T 6 T
pPCy| —+U —+U,— |=ky (A.17)
(at or azj (ar r ar az )

Aplicando las relaciones adimensionales.

00 100 00 1 aza 1 00 106°0
pCpTOu—O —+U, = —+U, — |=kgTy| S+ — —2—
or R o0& oc R? 5&2 R 28 0& oc?

NUmeros adimensionales que pueden sustituir grupos de constantes.
k u,R

ff

e Pe=_2_

pC, a

Sustituyendo los numeros adimensionales y la relacion geométrica.

ZHAU, = 4U, —
or  'of Toc Pe

00 00 89 Al o6 189 l 0%0
(A.18)
(65 §8§ A 6§ j

au ou ou ou JLou u o’u U 2 P o
r +ur r + " r - r r + 4 _ _ur _ _ur A.13
p¢( ot oa oz ) ¢8r ¢/{ o’ ror rt ot } ¢ K ¢ K, (A13)
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RESUMEN DE ECUACIONES ADIMENSIONALES PARA FLUJO EN REGIMEN

LAMINAR
Ecuacion de continuidad
OU 1U 1 (’3U
& ¢ Aag“
Ecuaciones de momentum
Coordenada radial
ou, U, U, P A |3, JLoy, U 1 0%,
+AU, +U, =-A—+ —t =
or o0& 0¢ ol Rep 65 5 ol f A" o
Da 9
-—U, -FU;
Rep '
Coordenada axial
2 2
6UZ+AUr6UZ+U26UZ: aP A | oU, 16U 1 aUZZ _ Da u
or o0& oc a; Rep| 8&? g” o0& a o¢ Rep
~FUZ+Gn
Ecuacion de energia
%+AU 00 U% A 89 180 180
or ag o Pe ag 585 A acj

oT oT 6T a T 1 8T 6 T
pC,| —+U, —+U =Ky
or az ar r ar az
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APENDICE B: DEDUCCION DEL MODELO MATEMATICO DE
MOMENTUM Y CALOR EN REGIMEN TURBULENTO PARA EL

LECHO EMPACADO
Ecuacion de cantidad de momentum y calor en notacion vectorial.

V-u=0 (B.1)
ou _ _T _
p¢(E+u \% j_—Wpﬂz}V-[M (Vu +VUu )J—qﬁROu (B.2)
T _ _
pc, (% +0-VT j =k VT (8.3)
Donde
150(1-¢)°L 1-¢
Ry —au AL 9, (B.4)
¢d, #d,
K_Z
M = pC, : (B.6)
kt — Cp i (B.7)

Ecuaciones del modelo de turbulencia x-¢.

p¢(a—K +V- UK‘j =V. Hﬂ + —) (¢x)} + VU (VU +VT' )+ 4,
ot o

K

(B.8)
-pP,
2
p¢(5_5+v.ugj:v Kw—j (¢g)]+cl¢ytVU-(VU+VUT)£+cz¢[85— pg—} (B.9)
ot K K

O-é‘

Donde S« y S. se definen de acuerdo con Takeda (1994), en funcion de la ecuacion de

Ergun.

o[ e (2)
SK—CK(O(,U ¢3di +fp ¢3dp uo]u0 (B.10)
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o oa-e L (1-4) e,
S, =C, (0{ ¢d 'B'Oqﬁd ijuo (B.11)

Ecuaciones de momentum y calor en coordenadas cilindricas (r, z).

ou. U, v,
—+L+—=2=0 (B.12)
o r oz
ou, _ou _ au ap o’n léu, ow, U 2P
+U — [=—¢—+ + —t+t——+—|-¢—U —¢"—1
p¢(6t "or Zar) ’ar I ”‘)er ror azz} i K, * (B13)

ou o o a o, 16U lom OU
p¢( SU -+ rj=—¢8—5+¢(u+ﬂt)[ uzz+— 4= uz+—Z]—¢fz

at or Cor o’ ror ror ot
(B.14)
U+ o,
C i+ﬁi+ﬁi —(k +k) 8T_+Ei aZ_T_ (B.15)
ola o e o o’ ror o |
Ecuaciones del modelo de turbulencia k-g en coordenadas cilindricas (r, z).
2
de _ 0c _ O¢ [’ 1oe e o
—+U, —+U,— |= +— || 5 +——+— |+Chu+ 2| —
pq{at "or Zazj q{” o [ar2 ror oz 1+ ) or
+2 6& 2+ U, 6“ —+C¢ S 8—2 o
0z 0z 8r k | ° p/(
2
oe _ O¢ _ O¢ W || 0°¢ 1loe 0°¢ au,
—+U0 —+0,— |= +— || —+——+— |[+Ch(u+ 2| —
M{at " or Z@z) ¢(ﬂ o, [ar ror 62] l¢(ﬂ ﬂt)( (ar]
au, ) (au, L, 82 o
+2| — | + —+CZ¢ S, —p—
0z 82 ar /c
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ECUACIONES ADIMENSIONALES DE TRANSFERENCIA DE MOMENTUM Y
CALOR EN EL LECHO EMPACADO EN REGIMEN TURBULENTO:

Factores para la Adimensionalizacion de las ecuaciones de transporte.
Relaciones adimensionales de los componentes de la velocidad.

g% 0 =u,-U, ou, =u, -oU,
u0
GZ:U_Z u,=u,-U, U, =U,-0U,
u0
Relaciones adimensionales de las coordenadas espaciales.
{:_r r=<¢£-R or=R-0&
R
é,_z z=¢-L oz=L-0¢
L
Relaciones adimensionales para la temperatura.
T _ _
0=— T=T,-0 oT =T,-00
TO
L-r L
ot t=—" ot=—"-0r
L Uy Uy
L
A= L B=— Rep UyPR
R d o 3u
Relaciones adimensionales para el modelo de turbulencia x-¢.
_ K K=U K Ok =U; - 0K
K="=
u0
_ R U us
E=—"¢ £=—2% 0e=-2.0z
Uy R R
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Ecuacién de continuidad

au, au au, op o’u, 1léu oU _ N
,0¢( -+ U j:_¢_p+¢(:u+:ut)|: A _r:|_¢§ur_¢2K£ur2 (B.18)

“or  Cor or o’ ror o1t

Aplicando las relaciones adimensionales a la ecuacion de continuidad.
uoaUr+uOU uoau
Ro RE L ac

Multiplicando la ecuacion anterior por R/up Yy sustituyendo la relacion geométrica.
ou, g 16U
U, +——==
o0& § A of

(B.19)

Ecuaciones de momentum

Coordenada radial

o, -0, 00 ap ot lou  om U P s
4+ U — |=—¢—+ + —t——t— |—¢—U —¢"—1 (B.20)
p¢( "or arj ¢ar I ﬂt)[ or* ror azz} ¢K ¢ K, '

Aplicando las relaciones adimensionales.

oU, ou ¢ oU, 2\ u 0 aU o0
4 u oYr U U oYr UZU_O_r :_£E+¢ p+U, Rp K _02 2r u, u0 Zr
Lor RO L) R "7 Rt Reoe LFoc

H = 2 P 22
—¢p—UUJ, —¢" —u,U,
K K,

Factorizando la ecuacién anterior.

T 2 AT 2 ~2 217 2 A7
p¢ VNP R Y. vo 220, .10, R,
e Rae Lac) Rae TR \Rpw 7 )08 T Toc

—¢§uogr - ¢2 Kﬁugljrz

z
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Multiplicando la ecuacion anterior por L/uo?pg.

ou L oU ou L L ¢ 8°0, 1au R &°U,
C+U —+U, —=- aﬁ a +cﬂK—
or R o6& o¢  pRu’ ag R Rpu, &2 gag L o
L _ L
_ﬂ_Ur_ _Ur2
Up K K,

2 —_—
S P Chol ) M-S0 SRS S

P 3u d, @ pul K,

U, , g Y. gl oP (1 Cf_zj{azﬂ 140, 1au}

G "o © 0 0 Re 8 e Ao
r ¢ tog os (Rep g Nt
——U FU
Rep ~?
Coordenada axial
ou, ou _ au o o, lou. lom, o4 U
—L U, —+ U, — |=—p—+P(u+ Lp—————L+—F|-¢—0
p¢( ot or 6rj ¢6z #u M){arz réz ror azz} ¢K :
(B.22)
2 P 2
- —U, +
¢ U ¢y,
Aplicando las relaciones adimensionales.
2 AT 2 AT 2 AT —2
el u_O%+Uru_06UZ +Uzu_08UZ ¢££+¢ #+Ru,pc, £
L or R o& L of Log g
. (B.22)
oU, ou, ou, au -
u_02 u0 U, u ¢ﬁUoUz ¢z P 1% U + 0,
R® 0&° ch o0& LR§ ¢ L il K K,
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Numeros adimensionales que pueden sustituir grupos de constantes
u,pR
Rep = 2P pa-

1-¢)° P
Ll ;’75) PP -t -t
3u d, o K

Sustituyendo los nimeros adimensionales y la relacion geométrica

ou - o0, -oU, P 1 K%\ 00, 1aU _Ady, 1 o0,
+al, —+U,—F=—+A —+C,—
or o0& g )| o0& gag g oc A o

(B.23)

——U ¢FU +Gn
Rep

Ecuacion de produccion de energia cinética

(8K+U8K+U8Kj LMK 10k O (e )2(8@)2
Plac ™ ar e )\ X e \arr Trar e )T TR A o

ou ¥ (ou. ou Y (529
u u u

2 z r z S _

" (azj +(8z +arn+¢ T PE

Aplicando las relaciones adimensionales.

ok —~ Lok -~ ok L c
—K+Ur——K+UZ—K: ad
or R o0& 0 R

VTRt O o L B
upR o z \oe? ¢coc LPoc?) R g

UupR ¢
- \2 2 - \2 - T
[z(aufj +2R—2(6U2j {E@U_uauzj ]+CK - ((Xﬂ a-oy ﬁ(l_f)}ks?
o¢ "\ of L o o& ¢pud ) R

Multiplicando la ecuacion anterior por L/ug®pg.

0F ~ Lok ~oF L c, & \(d%F lox R*O%F) L a
_K+Ur__K_|_UZ_K:_ L+ K _K - __K +— L+K_
or R o0& 0¢ R UpR o, ¢ 6§ & o L@{ 3

(A CANEA et e,
o0& L\ of L of o0& )

¢ud
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Sustituyendo los numeros adimensionales y las relaciones geométricas.

— — C —2 2— - 2— —2
O, \g UG_K:A[L+_NK_j(5_K+Ea_K+i25_§j+A[L+KTj

or "o il Rep o, g \o&* &co& A oC Re, &
O _ _ O , (B.25)
LA L R A R
o¢ e o o¢ Rep ¢ ¢
Ecuacion de disipacion de energia cinética .
o _0¢ _ O o’c loe o or Y
— 40, —+0,— |= — || —=+——+ +Cp(u+ 2| —
p¢(6t "or Zaz) q{” j[ar ror 62) (v ”*)[(arj
(B.26)

ou, \' (ou, ou 2
+2(—Z) +(—r+—r) —+c¢ S, - g
0z oz or K
Aplicando las relaciones adimensionales.
4 A— 4 A— 4 — 2—
0 - oc - o€ C, 2 0F 0
el u—0—‘9+Uru—°2—g+Uzu—0 “l-9 p+Rpu, - — uo 8+ Uy 02 uo d
RL o7 R® o0& RL o o, R®0&? R 64‘ RL? 82
—2 2 - \2 2 T —
Uy ( oU Uy [ U u’ R oU, au
+¢c, y+u0pRc#K— ==L +25| = +—°2 — i
g R\ o0& L\ of R\ L 64“ o0&

-9 o, (1) |wE  wE
+Cl¢|: [ ¢d2 o+ﬂp ¢2d UOJRE pRZI?

p

Multiplicando la ecuacién anterior por RL/ug*p¢.

0z Loz — dg L[ u 3 JLoE R i3 L( u i’
—+U, ——+U,—=— —+ — +C— —+C#T
or "Roc ‘o¢ RlupR o & \og gag a2 R OpR 3

[ (au ) R? (auzj Rau j

2 r2—

o¢ Zlac ) Lo ™
gz
i

H{C Ha (e ¢)]§_

L
Uo#"d, )k R

mlw

I—l
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Sustituyendo los numeros adimensionales y las relaciones geométricas.

oz 0z 0z 1 ¢,k )o%F 1og 1 8% 1 i’
AU — U —:A _T —2+——+—2—2 -l-a.Cl _+CHT

8r " o& 84” Rep o, ¢ J\o&" &o& A o Rep g
é

z
— (B.27)
K

{ (au j 2 EaU jz (1 oU o0 jz
2 o
o& o Aol o0&
2

H{BC[ 9", 0 3)j£ A
Rep ¢ ;o)x

K

Ecuacion de Energia

C (i+ui+u ij—(k +k) aT_+1i az—T_ (B.28)
Pola o o o’ ror o '

Aplicando las relaciones adimensionales.

PR30 — upR0 — upRog) 1 T, 30, T, 00 T,
T, R0, R0, PR 2 2 (k)| S
L or R o0& L o) R R? 05 | eRZo¢ | L2 oct

r z

Factorizando la ecuacién anterior.

T _ _ T 2 2 A2
2 %+Ur£%+uzﬁ :—Oz(keff +kt) 8_§+£%+R_26_€
Llor "Roc ‘oc) R PY Y AN

Multiplicando la ecuacion anterior por L/ugpcpTw.

0 - Lag 00 L 00 100 R? %0
+0, == +0, —=——(kyg +k )| 5 +=— 5 —
or "RoE "0 Rpc, ot fof P ac

Sustituyendo los nimeros adimensionales y la relacion geométrica.

00 00 _ 80 A[i c, & ](ae 1060 1aej

—+AU, —+U, —= + —
or "o oc Pe prl) & )\ o2 gag A2 ¢

(B.29)
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RESUMEN DE ECUACIONES ADIMENSIONALES PARA REGIMEN DE FLUJO

TURBULENTO
Ecuacion de continuidad
8U 1_ 1 au
+=U, =0 (B.30)
& ¢ A o¢
Ecuaciones de momentum
Coordenada radial
6U —6U —8UZ oP 1 i 6U 18U A&U 18U
+U, =——+A —+C,—
ot 6§ o¢ o¢ Rep £ 64‘ f o0& 5 o¢ A 6{ ®.31)
——U ¢FU +Gn
Rep
Coordenada axial
ou, —au — U oP 1 <2\ 0?0 14U, 1au
+U,—=-A—+A —+cﬂK— 2r —
or 66 o¢ o0& Rep 3 o0& 5 o0& A 64“
(B.32)
——U FU
Rep ~f
Ecuaciones del modelo de turbulencia k-<:
Ecuacion de produccion de energia cinética turbulenta .
o ok - ok 1 2\’ lok 1 0%k 1 i
—K+AU —K+U Eoa— —”KT —’§+——K+—2—’§ T
or 85 0{ Rep o, ¢ o&” o0& A oC Rep &
(B.33)

2 - - \2 2
(] 2 (2 et )
0é A"\ of o o0& Rep ¢ ¢
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Ecuacioén de disipacion de energia cinética turbulenta e.

08 _ 0t — OF 1 ¢ o’c 1oz 1 o’z
% AC —€+UZ—8:A — - K —g ——g+—2 d +ac, -
Rep o, ¢ 85 EocE A 84 Rep g

(2] A2 (122

g

Rep ¢

1 Ezj

(B.34)

Ecuacion de energia

00 00 — 00 [1 c#zzj(ae 100 159)
— = (B.35)
&

ZrAU 40, = Al
or e toc | Pe pt NPT A2 3°
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