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Resumen

La no linealidad constituye un desafio relevante en el anélisis y modelado de sistemas
dinamicos en ingenieria quimica, ya que el uso de modelos lineales en datos con dindmicas
complejas puede conducir a interpretaciones sesgadas. En esta tesis se propone un enfo-
que de analisis multiescala para la caracterizacion de la complejidad, la no linealidad y
la memoria temporal en sistemas bifasicos, basado en herramientas de analisis de datos
no lineales. La metodologia emplea la entropia derivada de la descomposiciéon en valores
singulares (SVDEn) como medida de complejidad estructural y un indice de no linealidad
(NLI) definido mediante la comparacion con datos sustitutos generados por aleatorizacion
de fase. De forma complementaria, se utiliza el exponente de Hurst para evaluar la per-
sistencia temporal de las senales. Este marco permite analizar de manera coherente tanto
senales temporales como imagenes, integrando informaciéon de los dominios temporal y
espacial. El enfoque se aplico al estudio de cuatro patrones de flujo bifdsico en una tuberia
inclinada. Los resultados muestran que la entropia SVD depende de la escala temporal y
de la velocidad superficial del gas, evidenciando el caradcter multiescala de las senales. El
analisis con datos sustitutos confirma que la informaciéon estructural relevante reside en
las relaciones de fase del espectro de Fourier, de las cuales emergen las dependencias no
lineales, que se manifiestan de forma intermitente y predominantemente a escalas grandes.
En el dominio espacial, el anélisis de imagenes revela que la entropia SVDEn aumenta al
incorporar més valores singulares hasta alcanzar un régimen de saturacion, mientras que
la aleatorizacion de fase destruye la coherencia espacial y eleva la entropia, evidenciando
dependencias espaciales no lineales. En conjunto, la combinaciéon de SVDEn, NLI y Hurst
proporciona una caracterizacion robusta y multiescala de sistemas complejos, sin asumir

modelos dinamicos especificos.

Palabras clave: Flujo bifasico, Entropia; complejidad; no linealidad.
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Abstract

Nonlinearity constitutes a significant challenge in the analysis and modeling of dynamic
systems in chemical engineering, as the use of linear models for data exhibiting complex
dynamics may lead to biased interpretations. In this thesis, a multiscale analysis frame-
work is proposed to characterize the complexity, nonlinearity, and temporal memory of
two-phase systems using nonlinear data analysis tools. The methodology employs entropy
derived from singular value decomposition (SVDEn) as a measure of structural complexity,
together with a nonlinearity index (NLI) defined through comparisons with surrogate data
generated by phase randomization. In addition, the Hurst exponent is used to assess the
temporal persistence of the signals. This framework enables a coherent analysis of both
time series and images, integrating information from the temporal and spatial domains.
The approach was applied to the study of four two-phase flow patterns in an inclined pipe.
The results show that SVD entropy depends on the temporal scale and the superficial gas
velocity, revealing the multiscale nature of the signals. Surrogate data analysis confirms
that the relevant structural information is not contained in isolated spectral magnitudes,
but in the phase relationships of the Fourier spectrum, from which nonlinear dependencies
emerge, appearing intermittently and predominantly at large scales. In the spatial domain,
image analysis reveals that SVD entropy increases as more singular values are incorpo-
rated into the reconstruction, reaching a saturation regime, while phase randomization
destroys spatial coherence and increases entropy, providing evidence of nonlinear spatial
dependencies. Overall, the combined use of SVDEn, NLI, and the Hurst exponent pro-
vides a robust multiscale characterization of complex systems without assuming specific
dynamical models.

Keywords: Two-phase flow, Entropy; complexity; nonlinearity.
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1. Introduccion

La linealidad de un sistema esta asociada al cumplimiento de los principios de superpo-
sicion y homogeneidad; cualquier desviacion de estas propiedades implica la presencia de
no linealidad. En los sistemas no lineales, la respuesta no es proporcional a la entrada
ni corresponde a la suma de respuestas individuales, lo que puede dar lugar a dinamicas
complejas e impredecibles, como sensibilidad a las condiciones iniciales, bifurcaciones y la
aparicion de patrones emergentes. En sentido estricto, practicamente todos los fenémenos
fisicos y quimicos exhiben algin grado de no linealidad [49], lo que hace indispensable su
estudio para comprender adecuadamente la dindmica subyacente de los sistemas reales.
En ingenieria quimica, donde miltiples componentes interactiian simultaneamente, es co-
mun recurrir a modelos lineales por su simplicidad; sin embargo, estos modelos suelen ser
insuficientes para describir el comportamiento del sistema cuando existen no linealidades
inherentes [67, 52]. La aplicaciéon de modelos lineales a datos con dindmicas no lineales
puede introducir sesgos en la soluciéon y conducir a conclusiones incorrectas, lo que resalta
la necesidad de caracterizar explicitamente las no linealidades para desarrollar modelos

mas adecuados y confiables.

El entendimiento de las no linealidades resulta particularmente relevante en procesos qui-
micos, ya que impacta directamente en la eficacia, la seguridad y la calidad de operacion.
Modelos que incorporan efectos no lineales tienden a mejorar la capacidad predictiva, espe-
cialmente en procesos no estacionarios, y permiten reducir errores en el disenio, la operacion
y el control [38]. En el ambito del control de procesos, identificar el grado y la natura-
leza de la no linealidad permite evaluar si estrategias de control relativamente simples,
como controladores proporcionales (P) o proporcional-integrales (PI), pueden compensar

adecuadamente la dinamica del sistema, evitando la implementacién de esquemas mas
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complejos como los controladores PID. Esta evaluacion es particularmente importante en
ingenieria quimica, donde la resolucion analitica de sistemas dinamicos no lineales suele
ser matematicamente compleja o incluso intratable, lo que motiva el uso de herramientas

de anélisis de datos como alternativa practica para apoyar la toma de decisiones.

Si bien en afos recientes han surgido diversas técnicas para el estudio de no linealidades
en distintos campos de la ciencia, su aplicacién a problemas tipicos de la ingenieria qui-
mica ha sido ain limitada [1, 21]. Este panorama evidencia la necesidad de desarrollar y
adaptar metodologias que permitan analizar de manera sistematica la complejidad y la
no linealidad de senales e imégenes generadas por procesos quimicos. En este contexto,
el presente trabajo emplea la entropia basada en la descomposicion en valores singulares
(SVDEn) para evaluar la complejidad de series temporales asociadas a cuatro patrones
comunes de flujo bifasico, asi como su extension al analisis de imagenes. De esta forma, se
propone un enfoque metodologico novedoso para la caracterizacion de no linealidades en
seniales temporales y espaciales, con el objetivo de contribuir a una mejor comprension,
modelado y predicciéon de los comportamientos complejos presentes en sistemas quimicos

reales.
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2. Objetivos e Hipo6tesis

2.1. Objetivo general

Desarrollar e implementar un método de caracterizaciéon de no linealidades contenidas en
senales temporales e iméagenes asociadas a procesos quimicos, con base en herramientas

propias del algebra lineal y el analisis espectral.

2.2. Objetivos particulares

= [dentificar la presencia de relaciones no lineales presentes en senales temporales ob-

tenidas de procesos quimicos.

» Cuantificar correlaciones no lineales por medio de anélisis de la entropia basada en

descomposicion de valores singulares.

» Evaluar la efectividad del método propuesto basado en la entropia de Shannon y
la transformada de Fourier para la caracterizaciéon de no linealidades en procesos

quimicos.

= Implementar el método de caracterizacion de no linealidades de senales a imagenes

derivadas de procesos quimicos.



Objetivos e Hipotesis

2.3. Hipotesis

Es posible cuantificar las no linealidades presentes en las series temporales e imégenes de
procesos quimicos utilizando herramientas del algebra lineal, tales como la transformacion
de matrices y el uso de los valores propios, para extraer caracteristicas asociadas a la

dindmica no lineal del sistema.
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3. Marco teoérico

En este capitulo se presentan los fundamentos tebricos necesarios para comprender el
analisis y la cuantificacion de no linealidades propuesto para series temporales e imagenes
derivadas de procesos quimicos. Se analizan los conceptos fundamentales relacionadas con
la dinamica no lineal, junto con las técnicas mateméticas y computacionales utilizadas

para su analisis.

3.1. Antecedentes

Varios métodos y técnicas se han desarrollado en las tltimas décadas para analizar la
presencia de no linealidades en series temporales. Ademas de herramientas estadisticas
tradicionales, existen métodos basados en anélisis espectral, teoria de la informacion y
diversas variantes de entropia [71], 26]. En general, estos métodos se usan para identificar
desviaciones de un comportamiento lineal y permiten caracterizar de manera més precisa
la dindmica de sistemas complejos. Uno de los enfoques més utilizados para detectar la
presencia de no linealidades en series temporales es la prueba BDS propuesta por Brock,
Dechert y Scheinkman [12]. Esta prueba es 1til para evaluar si una serie es independiente
e idénticamente distribuida (i.i.d.). Si una serie cumple la condicién, no se observaran
patrones estructurados al reconstruir su espacio de fase. La prueba calcula una estadistica
que compara la distribucién empirica de la serie con la esperada bajo la hipotesis nula de
independencia. De esta manera, valores altos del estadistico BDS indican dependencia no
lineal y sugieren que los valores pasados pueden predecir los valores futuros de manera no
lineal. Este método es valioso porque, aunque entendemos que hay independencia en una

sola dimension, puede haber dependencia en dimensiones superiores [12].
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Otro enfoque relevante es la prueba RESET (Regression Equation Specification Error
Test) desarrollado por Ramsey en 1969. Esta prueba detecta errores de especificacion en
los modelos de regresion, verifica si la forma funcional del modelo es adecuada. Si bien su
uso tradicional esta relacionado con los modelos econométricos, en el contexto de analizar
las no linealidades, puede considerarse como una herramienta indirecta: si un modelo
presenta mala especificacion sistematica, esto se debe a la omision de los términos no

lineales, lo que sugiere que hay una dinadmica subyacente mas compleja [55].

Tong evidenci6 que los modelos lineales constituyen el punto de partida natural del analisis
de series temporales, y que la deteccion de no linealidad se realiza evaluando desviaciones
respecto a dichos modelos [67]. En este sentido, los modelos lineales clasicos son las aproxi-
maciones mas utilizadas en la practica, y el anélisis de residuos es el método mas extendido
para evaluar la existencia de no linealidad en series temporales [52]. El anélisis de residuos
implica detectar patrones en los residuos, y si estos son evidentes, el modelo no modela
adecuadamente la dinamica del sistema, lo que sugiere la presencia de una estructura no
lineal oculta. Aunque este enfoque de modelado a menudo se utiliza como el primero y el
mas simple, tiene varias desventajas fundamentales. En el caso de un analisis de muestras
limitadas puede ser informacion insuficiente para identificar la no linealidad. Ademas, la
presencia de valores atipicos (“outliers”) puede causar una distorsion significativa de las

conclusiones.

Como alternativa, los modelos autorregresivos no lineales intentan predecir como se com-
portara una serie temporal en el futuro, utilizando los valores anteriores sin suponer una
relacion lineal entre estos valores [52) [67]. En otras palabras, el valor en el presente no es
simplemente una suma lineal de los valores pasados, sino que se define a partir de una
funcion no lineal. Modelos como NAR y NARX, (Nonlinear Autoregressive, Nonlinear Au-
toregressive with Exogenous Inputs) permiten capturar relaciones complejas entre valores
pasados y presentes mediante funciones no lineales. Modelos GARCH, (Generalized Auto-
regressive Conditional Heteroskedasticity) permiten modelar la volatilidad variable en el
tiempo presente en una serie temporal, caracterizada por la agrupacion de periodos de alta
y baja varianza. Estos modelos se utilizan para estimar y predecir la varianza futura de

los datos, capturando comportamientos no lineales en la dindmica de esta. Aunque estos
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modelos han demostrado su eficacia también presentan desafios significativos; uno de ellos
es el alto costo computacional, especialmente en grandes volimenes de datos, ademas de

un riesgo constante de sobreentrenamiento que afecta la capacidad de generalizacion [9).

El anélisis de no linealidades en senales también ha sido abordada con métodos basados
en el analisis espectral y multifractal. La Transformada de Fourier ha sido ampliamente
utilizado para caracterizar la estructura frecuencial de senales en diversos campos de la
ciencia y la ingenierfa. El espectro de Fourier, permite transformar una serie del dominio
del tiempo al dominio de la frecuencia mostrando las frecuencias e intensidades presentes.
Sin embargo, tiene limitaciones importantes; como la condicién de estacionariedad de la
senal, la falta de precision sobre la localizacion temporal de las frecuencias, es sensible al
ruido y, al operar de forma global sobre la senal, puede inducir interpretaciones ambiguas

cuando se analizan sistemas complejos o no lineales [68].

No obstante, para abordar senales no estacionarias y fenémenos multiescala, se han desa-
rrollado herramientas como las wavelets, las cuales permiten una representacion conjunta
en tiempo y frecuencia, facilitando la identificaciéon de patrones dindmicos no observables
mediante técnicas puramente espectrales [19] [39] [42] [70]. Sin embargo, el analisis es sensi-
ble a la seleccion de escalas, ventanas temporales y wavelet base, lo que puede afectar la

reproducibilidad e interpretacion de los resultados [3] 42| [43].

Debido a estas limitaciones, se sugiere usar estos métodos en conjunto con diferentes enfo-
ques, particularmente aquellos que no se basan directamente en el &mbito de la frecuencia.
Esto permitira lograr un anélisis mas solido y seguro sobre la complejidad no lineal en las

senales [33].

Los ultimos anos ha resurgido el interés en los métodos basados en entropia como herra-
mientas para identificar la complejidad estructural, ya que permiten identificar patrones
ocultos en las senales. Una senal aleatoria, al carecer de alguna estructura interna tiende
a tener un alto valor de entropia, lo que supone un comportamiento impredecible. Por
otro lado, una senal determinista, puede tener un valor de entropia mas bajo. La baja
entropia, por lo tanto, puede indicar la presencia de patrones mas repetitivos o estructura

interna. Por lo tanto, la entropia como medida cuantitiva de desorden estructural o aleato-

Abigail Marin 7 Tesis doctoral



CAPITULO 3. MARCO TEORICO

riedad de una serie temporal también puede verse en términos de organizaciéon subyacente

o complejidad [56].

Existen diferentes tipos de entropia que se emplean en el estudio de senales. La entropia
de aproximacion (ApEn) mide la regularidad de una sefial; un namero bajo significa que

la serie es muy organizada o se repite, mientras que un nimero alto indica mas desorden.

La entropia de permutacion (PermFEn) constituye una de las medidas de complejidad
més recientes para el analisis de series temporales, y se fundamenta en la comparacion de
patrones ordinales extraidos de la senal [8,[72]. Este enfoque permite capturar la estructura
dindmica subyacente de la serie sin depender de los valores absolutos de las observaciones,
lo que lo hace especialmente robusto frente a ruido y transformaciones monétonas. PermEn
es robusta en entornos industriales, un ejemplo de ello es el estudio llevado a cabo por
Duran et al. en el 2025 utilizando PermEn para medir la resiliencia de los equipos criticos
de una planta desalinizadora, lo que les permitié cuantificar diferencias significativas en
los sistemas que utilizan mantenimiento reactivo ante la falla y mantenimiento predictivo,

colaborando asi a disminuir el nimero de fallas operativas [22].

Por otro lado, la entropia muestral (SampEn) mide la regularidad y la predictabilidad
de una serie de tiempo. Este método evalta la probabilidad de que patrones de datos
similares se repitan a lo largo de la serie, lo que permite estimar el grado de predicta-
bilidad del sistema sin depender de la longitud finita de los datos ni introducir sesgos
por auto-comparaciones, lo que la convierte en una medida del procesamiento de senales
para calcular la repeticién de patrones en una serie temporal [56]. Cabe destacar que la
entropia muestral ha sido extendida al enfoque multiescala mediante la metodologia de
entropia multiescala (MSE), la cual permite evaluar la complejidad de una serie temporal
a diferentes escalas temporales, proporcionando una caracterizaciéon mas robusta de sis-
temas complejos [18]. Finalmente, la entropia difusa (FuFEn) difiere al usar funciones de
pertenencia difusa para estimar la complejidad de la senal demostrando alta tolerancia al

ruido y menos sensibilidad al tamano de muestra |8 (15 [72].

En este contexto, la entropia basada en descomposicion en valores singulares (SVDEn) se

ha propuesto como una herramienta eficaz para el analisis y la cuantificaciéon de no lineali-
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dades en series temporales. La idea se encuentra basada en la teoria de la informacién; se
define la entropia como una medida cuantitativa de incertidumbre o cantidad de informa-
cion contenida en un sistema [45]. En el caso de series temporales, una mayor cantidad de
incertidumbre generalmente refleja una diversidad estructural méas alta y, también, poten-
cialmente, una mayor cantidad de no linealidad, que resulta dificil de modelar con técnicas

convencionales.

A diferencia de otras medidas de entropia, la SVDEn permite cuantificar la distribucion
de la energia de los valores singulares después de la reconstruccion de la serie, lo cual
conduce a una representaciéon compacta maés sensible a los patrones ocultos. Por todo esto,
la entropia SVD puede ser vista como una alternativa valiosa para el estudio de senales
de procesos quimicos, contemplando comportamientos complejos desde un punto de vista
cuantitativo. En este trabajo, se prob6 esta metodologia en series obtenidas de sistemas
experimentales propios de la ingenieria quimica, lo que permitio verificar su potencial para
detectar estructuras no lineales de forma més sensible y robusta. Al introducir la SVDEn,
el objetivo no es establecerla como el tinico indicador de no linealidad. La intencién es que,
al utilizarla junto a otros enfoques, se logre una vision méas amplia de las no linealidades
que existen en los datos a analizar, lo que permitira una comprension mas profunda del

sistema de estudio.

3.2. [Estadisticos de series temporales

En términos generales, una serie temporal puede definirse como una colecciéon ordenada
de observaciones tomadas secuencialmente a lo largo del tiempo. Este tipo de datos es
comun en una amplia variedad de disciplinas, desde las ciencias sociales, pasando por las
econdmicas, entre muchas otras areas, como las ingenierias. Es asi que, dada su amplia
aparicion, el analisis estadistico de series temporales es particularmente relevante para
obtener informacion valiosa. De ese modo, los métodos bésicos, y particularmente, aquellos
que son derivados de la estadistica descriptiva, suelen emplearse como primer paso en la
caracterizacion de las senales, en la medida en que pueden ayudar a detectar fluctuaciones,

la estacionariad y eventuales anomalfas previas a técnicas mas avanzadas [27].
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El analisis de series temporales busca comprender la estructura interna de los datos, identi-
ficar patrones ocultos y encontrar modelos que nos permitan realizar predicciones a partir
de ciertas observaciones pasadas. Para ello, es esencial construir una base estadistica que
permita discernir entre ciertos comportamientos que se pueden deber a procesos lineales,
en los cuales las relaciones son proporcionales y existen dependencias simples, y otros que
surgen de estructuras no lineales, que pueden incluir retroalimentaciéon o interacciones
complejas. En particular, el comportamiento de la no linealidad requiere herramientas que
nos permitan identificar dependencias que no son aparentes en las métricas habituales; por
tanto, es logico que resulte necesario la utilizacion de métricas especificas para abarcar di-
cha complejidad. De esta manera, se detallan las principales caracteristicas tutiles para la

descripcion de un conjunto de datos a lo largo del tiempo [67, [52]:

» Tendencia: Es el cambio general en el nivel de la serie a través del tiempo, el cual
puede ser creciente, decreciente o constante. La identificacion de la tendencia es ttil

en anticipar un comportamiento a largo plazo.

» Fstacionalidad: Son patrones que tienden a repetirse en intervalos regulares, como
dias, semanas o anos. Este componente esta asociado a influencias ciclicas regulares

del entorno o del sistema.

» (iclos: Corresponden a fluctuaciones que se repiten a lo largo del tiempo pero sin una
periodicidad estrictamente fija. Suelen estar relacionados con factores econémicos,

sociales o de otra indole externa al sistema.

» Ruido: Comprende las variaciones aleatorias que no pueden explicarse por los demas
componentes de la serie. Se considera un elemento impredecible e inherente a los

sistemas reales.

= Normalidad: Es el supuesto que indica que los datos siguen una distribuciéon tipo
normal (gaussiana). Este es un supuesto muy utilizado en pruebas paramétricas y

diversos modelos estadisticos clasicos.

» Fstacionariedad: Senala que las propiedades estadisticas de una serie como la media,

la varianza y la autocorrelacion permanecen constantes a lo largo del tiempo. Este
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es un paso obligatorio en la preparacion del modelado, ya que la no estacionariedad

significa que hay cambios estructurales en la serie.

s Homocedasticidad: Se refiere a la caracteristica de tener una varianza que permanece
constante a lo largo de toda la serie. Esta cualidad es fundamental para asegurar

que ciertas suposiciones estadisticas sean validas en el analisis.

3.2.1. Pruebas estadisticas para evaluar la normalidad

Cuando se adapta un modelo a una serie temporal, las pruebas de normalidad a menudo
se aplican a los residuos; esto es, las diferencias entre los valores observados y los valores
predichos por el modelo [12] 55]. Las pruebas de normalidad permiten determinar si los
residuos siguen una distribuciéon normal, lo que es un supuesto critico en muchos modelos
lineales estadisticos. Demostrar que el residuo sigue una distribuciéon normal es un proceso
fundamental no solo para validar el modelo general, sino también para verificar indirecta-
mente si existe alguna relacion no lineal. Por ejemplo, si el residuo no es normal, sugiere
que los ajustes del modelo no han capturado completamente la dindmica de la serie; puesto
de otra manera, podria haber alguna relaciéon no lineal entre las variables independientes
y dependientes. Establecer la normalidad puede ayudar a determinar si el uso de técnicas
mas avanzadas es necesario en absoluto, o si los métodos de regresion simples son adecua-
dos. Por lo tanto, las pruebas de normalidad son un pre-requisito que puede desprender

opciones para investigaciones adicionales y definir tipos de métodos a seguir.

De manera sencilla podemos utilizar el grafico de cuantiles contra cuantiles (Q-Q) para
visualizar si un conjunto de datos sigue una determinada distribucion teoérica, cominmente
se utiliza la distribuciéon normal, pero se pueden usar otras distribuciones segtin lo que se
requiera [28]. El grafico se obtiene al calcular los cuantiles de los datos empiricos que se
grafican en el eje vertical y se comparan con los cuantiles de la distribuciéon tedrica que
se desea evaluar y se posicionan en el eje horizontal. Si los puntos del grafico se alinean
sobre la linea recta (y=x), indica que los datos siguen la distribucion teorica evaluada. Si
los puntos se desvian por encima de la linea diagonal, puede indicar que los datos tienen

colas mas pesadas que la distribucion tedrica (es decir, més valores extremos).
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Por otro lado, si los puntos se desvian por debajo de la linea diagonal en las colas, puede
sugerir que los datos tienen colas més ligeras que la distribucion tedrica. Estas desviaciones
pueden sugerir presencia de dinamicas no lineales, ya que implica respuestas distintas del
sistema ante perturbaciones de diferente signo o magnitud. No obstante, esta caracteristica
por si sola no es concluyente y debe complementarse con pruebas estadisticas especificas

de no linealidad [67, [69].

Existen diversas pruebas estadisticas que permiten evaluar la normalidad de los datos,
cada una con caracteristicas particulares en cuanto a sensibilidad, robustez y supuestos a
cumplir. La Tabla[3.1] presenta algunas de las pruebas mas utilizadas en el anélisis de series
temporales. Las pruebas descritas permiten evaluar la conformidad de los datos con una
distribucién normal desde distintos enfoques. Su aplicacién adecuada depende del tamano
de la muestra, los supuestos del modelo y la sensibilidad deseada frente a desviaciones

especificas, como asimetrias o comportamiento en los extremos.

Tabla 3.1: Descripciéon de pruebas estadisticas para evaluar la normalidad.

Prueba Descripcion

Shapiro-Wilk [63] Evalta si una muestra proviene de una poblacién con dis-
tribuciéon normal. Es especialmente adecuada para muestras

pequenas o medianas; N < 5000.

Kolmogorov-Smirnov [5] Compara la funcion de distribucion empirica de la muestra
con una distribucién tedrica especificada. Tiene menor sensi-

bilidad en los extremos.

Anderson-Darling [6] Variante del test de Kolmogorov-Smirnov que asigna mayor
peso a las colas de la distribucion, lo que mejora su capacidad

para detectar desviaciones en los extremos.

Jarque-Bera [35] Basada en los coeficientes de asimetria y curtosis. Evalaa si
los momentos muestrales difieren de los esperados en una dis-

tribucion normal. Es ampliamente utilizada en econometria.
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3.2.2. Pruebas estadisticas para evaluar la estacionariedad

En el analisis de series temporales, la estacionariedad constituye un requisito fundamen-
tal para la aplicacion valida de modelos estadisticos y econométricos tales como ARIMA
(Autoregressive Integrated Moving Average) y VAR (Vector Autoregressive). Los mode-
los ARIMA permiten describir y predecir la evoluciéon de una serie temporal individual
basandose en su comportamiento histérico, en tanto que los modelos VAR facilitan el ané-
lisis simultdneo de multiples series temporales y sus interdependencias dindmicas. Ambas

metodologias operan bajo el supuesto de estacionariedad.

De este modo, la estacionariedad de una senal asegura que las propiedades estadisticas de
la serie (media, varianza y autocorrelacion) permanezcan constantes en el tiempo, lo cual
permite realizar inferencias validas y predicciones confiables. Dentro de los procedimien-
tos més utilizados para evaluar esta condicion se encuentran la prueba ADF (Augmented
Dickey-Fuller) y la prueba KPSS (Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin), las cuales, aunque
complementarias, se basan en hipdtesis nulas opuestas. Asimismo, evaluar la estaciona-
riedad constituye un primer indicio en el analisis de no linealidades, ya que cambios en
las propiedades estadisticas de la serie pueden reflejar dindmicas complejas que no son

adecuadamente descritas por modelos lineales |30 [67].

3.2.3. Prueba de Dickey-Fuller aumentada

La prueba de Dickey-Fuller aumentada (ADF) es uno de los métodos estadisticos mas
utilizados para evaluar si una serie temporal es estacionaria. Esta prueba se basa en la
estimacion de un modelo autorregresivo y la evaluacion de la presencia de una raiz unitaria

[20]. La formulacion de la prueba considera las siguientes hipotesis:

» Hipotesis nula (Hp): La serie presenta una raiz unitaria. Es decir, es no estacio-

naria.
» Hipotesis alternativa (H;): La serie es estacionaria.

El resultado incluye un test estadistico y su p-valor correspondiente. A medida que el valor

del estadistico es mas negativo, més cierta seré la evidencia en contra de la hipotesis nula.
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Para la interpretacion del resultado se puede comparar el estadistico con valores criticos
prefijados con niveles de significancia mas comunes entre 0.01, 0.05 y 0.10, o se puede

simplemente utilizar el p valor.

En general, rechazamos la hipotesis nula: si el p-valor es menor o igual que el nivel de
significancia o el estadistico de prueba es menor que el valor critico. Esto significa que la
serie es estacionaria. Cuando los valores de p son mayores que el nivel de significancia, se
puede decir que no hay suficiente evidencia para rechazar la hipotesis nula.

Ambos criterios (p-valor y valor critico) a menudo nos conducen sorprendentemente a la
misma conclusiéon. Sin embargo, cuando estan establecidos niveles de significacion espe-
cificos resulta 1til emplear valores criticos porque en ciertos contextos proporcionan una
aproximacion més fiable de los resultados. Esta prueba resulta especialmente tutil en el
analisis de una serie temporal como una etapa preliminar, ya que permite ver si se de-
ben hacer transformaciones a los datos, como la diferenciaciéon antes de ajustar modelos o

evaluar no-linealidades.

3.2.4. Prueba de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS)

La prueba de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) constituye un procedimiento
estadistico disenado para evaluar la estacionariedad de una serie temporal en torno a una
tendencia determinista. A diferencia de la prueba de Dickey-Fuller aumentada (ADF),
cuyo objetivo principal es detectar la existencia de raices unitarias, la KPSS plantea como

hipotesis nula que la serie bajo anélisis es estacionaria [64].

En términos précticos, un valor p reducido conduce al rechazo de la hipétesis nula, lo
que implica concluir que la serie no es estacionaria o que presenta una raiz unitaria. Este
contraste resulta particularmente relevante en el ambito del anélisis de series temporales,
ya que permite determinar si es necesario aplicar transformaciones adicionales como la
diferenciacion o la eliminaciéon de la tendencia, con el propoésito de alcanzar la estacio-
nariedad, condicién indispensable para la validez de numerosos modelos econométricos y

estadisticos.
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La combinaciéon de ambas pruebas ofrece un marco robusto para evaluar la estacionariedad
de una serie temporal. La Tabla muestra las comparaciéon entre ambas pruebas. Un
punto a resaltar es que, mientras la prueba ADF se centra en la deteccién de raices
unitarias, la prueba KPSS contrasta directamente la hipotesis de estacionariedad. En
conjunto, permiten identificar con mayor precisiéon la naturaleza de la serie y decidir las

transformaciones necesarias para garantizar la validez de los modelos aplicados |20, 164} 131].

Tabla 3.2: Comparacion entre las pruebas de estacionariedad ADF y KPSS [20 (64, 131].

Caracteristica ADF KPSS

Hy La serie presenta una raiz uni- La serie es estacionaria

taria (no estacionaria)

H, La serie es estacionaria La serie no es estacionaria

Tipo Paramétrica No paramétrica

Objetivo principal  Detectar presencia de raiz uni- Verificar estabilidad de la me-

taria dia (o tendencia)

Sensibilidad Sensible a autocorrelaciéon y Sensible a cambios estructura-
tamano de muestra les y tendencias suaves

Modelo base Modelo autorregresivo aumen- Descomposiciéon en tendencia
tado + ruido estacionario

Rechazo de Hy Estacionariedad No estacionariedad

Uso tipico Evaluar si es necesario diferen- Confirmar estacionariedad de-
ciar la serie tectada por otras pruebas

3.2.5. Pruebas estadisticas para evaluar la correlaciéon

La caracterizacion de la estructura de correlaciéon temporal constituye un paso metodolégi-
co fundamental previo al analisis de no linealidades. Las pruebas estadisticas de correlacion
permiten identificar patrones de dependencia lineal y propiedades de memoria en las se-
ries, estableciendo una linea base que facilita la distinciéon entre procesos lineales complejos

y comportamientos genuinamente no lineales. Sin esta caracterizacion preliminar, existe
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el riesgo de confundir dependencias lineales residuales o problemas de especificacién con

evidencia de no linealidad [30) [36] [67].

3.2.6. Coeficiente de correlacion de Pearson

El coeficiente de correlacion de Pearson (r), cuantifica el grado de asociacion lineal entre

dos variables [53]. Este valor oscila entre —1 y 41, donde:

» Un valor proximo a +1 indica una correlacion positiva fuerte, esto es que a medida

que una variable incrementa la otra tiende a aumentar de manera proporcional.

» Un valor cerca de —1 senala una correlacion negativa fuerte, en este caso el incre-

mento de una variable se relaciona con la disminucién de la otra.

» Un valor igual a 0 implica ausencia de correlacion lineal, no obstante, no se debe

descartar la existencia de una relacién no lineal entre las variables involucradas.

El coeficiente de Pearson asume una relacion lineal entre las variables y, por lo tanto, no es
adecuado para identificar dependencias que no sean lineales. Por lo tanto, la aplicacion de
esta técnica podria considerarse exploratoria preliminar. De este método, es especialmente
util al comienzo del analisis de series temporales. Si se asume o se sospecha que el vinculo

es més complejo o incluso no lineal, se debe considerar un anélisis mas riguroso.

3.2.7. Coeficiente de correlacion de Spearman

El coeficiente de correlacion de Spearman (p) es una medida no paramétrica que se utiliza
para determinar la correlacion entre dos variables aleatorias al comparar sus rangos, no
sus valores originales [66]. A diferencia de r, p no presupone que las variables sigan una
distribuciéon normal o que la relacion entre ellas sea lineal, lo que hace que el coeficiente
de Spearman sea valioso para estudiar correlaciones més generales. Las caracteristicas que

destacan son:

= Rango del coeficiente: p varia entre —1 y 4+1. Un valor de +1 indica una correlaciéon

positiva perfecta entre los rangos (ambas variables aumentan de forma sincronizada),

Abigail Marin 16 Tesis doctoral



CAPITULO 3. MARCO TEORICO

mientras que —1 representa una correlacion negativa perfecta (una variable aumenta
mientras la otra disminuye). Un valor cercano a 0 sugiere ausencia de correlacion

monoétona.

= Relaciones mondtonas: Spearman permite detectar relaciones mondtonas, es decir,
aquellas en las que una variable tiende a aumentar o disminuir consistentemente

respecto a la otra, sin que necesariamente exista una relacion lineal estricta.

= Robustez ante valores atipicos: Al basarse en los rangos, este coeficiente es menos
sensible a los valores extremos, lo que mejora su desempeno en datos con presencia

de outliers.

Por estas razones, el coeficiente de Spearman es una herramienta complementaria a la
correlacion de Pearson, especialmente adecuada para el anélisis exploratorio de series tem-

porales donde se sospechan relaciones no lineales.

3.2.8. Transformaciones

Para un analisis efectivo de los datos de serie temporal, deben aplicarse varias técnicas de
preprocesamiento a fin de mejorar la calidad y adaptar las caracteristicas de los datos a los
supuestos en modelos estadisticos. Algunas de estas incluyen el tratamiento de los valores
extremos, el manejo adecuado de variables faltantes, y suavizar la serie si es necesario. A
través de éstas, la transformacion asume un papel sumamente importante ya que modifica
la estructura de la serie para hacerla mas facil de analizar, modelar e interpretar. Esto es
una operacion directa sobre los datos de una serie de tiempo; dependiendo lo que se desea

analizar seré el tipo de transformacion, algunas de las méas sobresalientes [10, [31]:

» FEstabilizacion de la varianza: si la varianza de la serie aumenta con el nivel de la
media (heterocedasticidad), suele recomendarse una transformacion logaritmica o
de raiz cuadrada. Si bien estas transformaciones hacen el trabajo al homogeneizar
la varianza, también hacen que sea facil ajustar modelos de regresion que suponen

homocedasticidad. De lo contrario, si la varianza varia sin una tendencia clara a este
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respecto, esta no serfa ttil, y se prefieren los modelos que permiten la varianza no

constante.

» Eliminacion de tendencia o estacionalidad: Para remover componentes sisteméaticos
como tendencias o patrones estacionales, se emplea comunmente la diferenciacion.
Esta operacion consiste en calcular las diferencias sucesivas entre observaciones con-

secutivas, lo cual permite obtener una serie estacionaria en media.

» Resaltado de patrones: En contextos donde se desea destacar tendencias o ciclos
de largo plazo, se utilizan técnicas de suavizado como la media maévil o el suavizado
exponencial. Por otro lado, si el interés esta en identificar periodicidades o estructuras
a diferentes escalas temporales, es comin aplicar transformadas de Fourier o de

Wavelet.

s Cumplimiento de supuestos estadisticos: Muchos modelos clésicos requieren que los
datos cumplan ciertas condiciones, como normalidad, linealidad o estacionariedad.
Por ejemplo, los modelos ARIMA requieren series estacionarias, mientras que los
modelos lineales de regresiéon asumen normalidad y homocedasticidad de los errores.
En estos casos, transformaciones como la logaritmica, la raiz cuadrada o la diferen-

ciacion permiten adaptar los datos a los requerimientos del modelo.

La elecciéon de una transformacién adecuada debe realizarse con base en un anélisis ex-
ploratorio riguroso, considerando tanto las propiedades estadisticas de la serie como los

objetivos del estudio.

3.2.9. Pruebas estadisticas para evaluar no linealidad

Con el proposito de complementar el anélisis dinamico de las series temporales y propor-
cionar evidencia estadistica adicional sobre la presencia de no linealidad, se estudiaron
diversas pruebas estadisticas ampliamente utilizadas en el analisis de series temporales.
Estas pruebas permiten evaluar desviaciones respecto al comportamiento lineal bajo dis-

tintos supuestos, tales como independencia, correcta especificacion del modelo y cambios
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de régimen. A diferencia de los métodos basados en la reconstruccion del espacio de fa-
ses, estas pruebas se enfocan en detectar dependencias no lineales desde una perspectiva
estadistica, por lo que resultan especialmente ttiles como herramientas exploratorias y de

validacion.

= BDS La prueba evaliia la hipotesis nula de que una serie temporal es independiente
e idénticamente distribuida (i.i.d.). Rechazar esta hipotesis indica la presencia de
dependencia temporal o estructura no lineal no capturada por modelos lineales,

siendo una prueba sensible a dindmicas caoticas y no lineales en general [12].

= Tsay: La prueba de Tsay detecta no linealidades del tipo autorregresivo mediante la
comparacion entre modelos lineales y modelos con términos cruzados no lineales. Es
especialmente adecuada para identificar cambios de régimen y estructuras no lineales

dependientes del estado del sistema [69).

» RESET: La prueba RESET (Regression Specification Error Test) de Ramsey evalia
errores de especificacion en modelos lineales, verificando si existen relaciones no
lineales omitidas. Rechazar la hipétesis nula sugiere que la dindmica de la serie no

puede describirse adecuadamente mediante un modelo lineal [55].

s Keenan: Es una prueba especifica para detectar no linealidad cuadrética en series
temporales. Analiza si existen componentes no lineales de segundo orden que no son

explicadas por un modelo autorregresivo lineal [37].

= Terdsvirta: La prueba esta disenada para identificar no linealidades suaves del tipo
STAR (Smooth Transition Autoregressive). Evalia si la dindmica del sistema pre-
senta transiciones graduales entre diferentes regimenes, lo cual es caracteristico de

sistemas no lineales suaves [30].
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3.3. Modelos tebéricos

Antes de proceder al analisis cuantitativo de las series de tiempo e imagenes para identificar
las no linealidades presentes, es necesario establecer los conceptos fundamentales sobre los
que se construye el enfoque propuesto. En esta seccion se presentan los elementos teoéricos
que sustentan el método de caracterizaciéon de no linealidades propuesto para senales e
imégenes derivadas de procesos quimicos. La comprension de estos modelos proporciona
el marco analitico necesario para interpretar los resultados posteriores y fundamentar la

validez de las herramientas utilizadas.

3.3.1. Descomposiciéon en valores singulares

La descomposicion en valores singulares (Singular Value Decomposition, SVD), es una
herramienta matemética para el anéalisis de estructuras ocultas en datos [29]. Este mé-
todo factoriza una matriz arbitraria M(t;;n) como el producto de tres matrices, cuyas

propiedades reflejan las caracteristicas més importantes del sistema:

M(t;;n) = U(ti;n) Ax(ti;n) VI (ti;n) (3.1)

U(t;;n) y V(t;n) son matrices ortogonales unitarias (VI = V~1), mientras que Ax(t;;n)
es una matriz diagonal de tamano n X n cuyos elementos diagonales no negativos corres-

ponden con los valores singulares o; de la matriz M(¢;;n).

Estos valores singulares o; se obtienen como las raices cuadradas de los eigenvalores no
nulos de la matriz MMT7, esto es, 0j = 4/Aj. Se ordenan de forma no creciente: o3 > o9 >
-+ > 0,, de modo que los primeros valores contienen la mayor parte de la informacion del

sistema.

Las columnas de U(t;;n) se denominan vectores singulares izquierdos, mientras que las
columnas de V (t;n) (o las filas de VT'(¢;;n)) corresponden a los vectores singulares dere-
chos. Ambos conjuntos de vectores son ortonormales, es decir, cumplen con las propiedades

de ortogonalidad y normalizacion.
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La SVD puede considerarse una generalizacion de la descomposicién espectral para matri-
ces, y tiene la ventaja de ser aplicable a cualquier matriz real o compleja no necesariamente
cuadrada. Por esta razon, es ampliamente utilizada en diversas areas del analisis de datos,
compresion de senales, reduccion de dimensiones y, en este caso, como base para el analisis

de no linealidades en sefiales e imagenes provenientes de procesos quimicos [14].

Desde una perspectiva geométrica, la descomposiciéon en valores singulares puede inter-
pretarse como una transformacion de coordenadas que involucra rotaciones y reescalado.
Especificamente, la SVD transforma un conjunto de puntos como ejemplo, se presenta el
circulo unitario; VT genera una rotacion inicial de la figura original, Ax realiza una defor-
macion (reescalado) que convierte dicho circulo en una elipse, donde los valores singulares
representan las magnitudes de dicha transformacion en distintas direcciones del espacio,
actuando como los semiejes principales de la elipse generada y finalmente, U genera otra
rotacion de la elipse en el espacio. Los vectores singulares contenidos en U y 'V consti-
tuyen bases ortonormales para los espacios de columnas y filas de la matriz original M,
respectivamente, permitiendo asi una representacion precisa y compacta de la informacion

estructural contenida en los datos.

Original Rotacion V' Escalado AVT Final UAVT
3- 3- 3- 3-
11 11 11 1 1 |
OOk A
~14 -1 -1 ~1 -
-3 -3 1 -3 -3 1
-3 =101 3 -3 =101 3 -3 =101 3 -3 =101 3

Figura 3.1: Representacion geométrica de la descomposicion de valores singulares (SVD)
aplicada a la esfera unitaria.

Finalmente, la SVD ha demostrado ser una herramienta versétil en innumerables areas,
como el anélisis de datos, el procesamiento de imégenes y la reducciéon de dimensionali-
dad [29] 23]. Una de sus consecuencias méas significativas es su capacidad de reducir las
direcciones preferentes de concentracion de la informacion, lo que permite que estructuras

complejas sean representadas de manera mucho mas simples |29, [36]. En el procesamiento
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de imagenes, la SVD proporciona un esquema de reconstruccion de la imagen sobre una
cantidad reducida de los valores singulares con una buena calidad visual y, al mismo tiem-
po, reduce drasticamente el poder computacional requerido sin pérdida de informacion tutil
[7]. Como resultado, la SVD se ha convertido en una herramienta poderosa en compresion

y filtrado para datos de altas dimensiones.

3.3.2. Entropia de Shannon

La entropia de Shannon es en el marco de la teorfa de la informaciéon, una medida esta-
distica de la incertidumbre o aleatoriedad que caracteriza una fuente de informacion [60].
Corresponde al limite teérico de la compresion sin pérdida: el nimero minimo de bits que
se necesita para codificar 6ptimamente un mensaje. En el analisis de imagenes o series
temporales, mide la cantidad media de informacién que se encuentra en la distribucién de
probabilidad de los datos. Valores altos de entropia reflejan mayor incertidumbre, mientras
que valores bajos indican estructuras méas regulares o deterministas [54]. De esta manera

la entropia de Shannon se define como:
N
H=-> pilog(p) (32)
i=1

donde H es la entropia normalizada del sistema, p; es la probabilidad del evento ¢ y N
es la cantidad total de estados o de elementos posibles. La entropia alcanza su méaxima
expresion cuando todos los estados tienen la misma probabilidad (datos equiprobables), ya

que multiplica el aporte informativo de cada estado por la probabilidad de dicho estado.

Esta medida se ha convertido rapidamente en una de las medidas estadisticas més utiliza-
das para evaluar la complejidad de las series temporales por su capacidad para discernir
comportamientos aleatorios de estructuras ocultas; una secuencia completamente aleatoria
alcanza su entropia méxima, mientras que una secuencia predecible perfectamente, como

la repeticiéon de un tnico simbolo, presenta entropia nula.

Abigail Marin 22 Tesis doctoral



CAPITULO 3. MARCO TEORICO

3.3.3. Analisis de datos sustitutos

La caracterizacion de la dinamica subyacente de una serie temporal requiere establecer
si su comportamiento puede explicarse mediante un modelo lineal o, de lo contrario, re-
fleja estructuras no lineales. Entendiendo que un proceso lineal puede presentarse como
una combinacién lineal de variables aleatorias generadas por un ruido blanco gaussiano
[13, 31]. Para contrastar formalmente esta distincion, el método de “datos sustitutos” (su-
rrogate data) es una herramienta tutil. El método se fundamenta en un marco de prueba
de hipotesis [61] 68, [67]. En este sentido, el anéalisis de datos sustitutos permite evaluar si
la estructura observada en la serie temporal es compatible con una descripcion lineal del
sistema o si existen evidencias de comportamiento no lineal. El procedimiento implica la
comparacion de una propiedad especifica de la serie original, el estadistico discriminante,

con la propiedad estimada del conjunto de datos sustitutos [31].

Sea z; la serie temporal observada y ;™" el conjunto de datos sustitutos, y x una o mas

propiedades de las series temporales que se comparan para evaluar si dicha caracteristica
proviene de una dinadmica lineal o no. La propiedad a ser probada en este trabajo es
la linealidad de senales temporales e imagenes ya que la informacion relacionada con
estructuras no lineales esta principalmente en las fases del espectro de Fourier |62, [67]. Por
lo tanto, la técnica seleccionada se basa en la generacion de datos sustitutos que conservan
el espectro de potencia de la senal original pero en el que se ha aleatorizado las fases.
Con esto, cualquier estructura no lineal esté eliminada. Esta metodologia proporciona una
comparacion robusta entre la senal original y sus versiones generadas. Si estas versiones
generadas difieren sustancialmente de la original, la hipodtesis de linealidad se rechaza,

dando un indicio estadistico de las dindmicas no lineales en el sistema considerado [68] [67].

De esta manera, el analisis con datos sustitutos es una herramienta clave para probar la
hipoétesis de linealidad en sistemas dinamicos, ya que permite diferenciar si las propiedades
observadas en una serie temporal se pueden explicar a través de un modelo lineal o, por el
contrario, son reflejando dependencias no lineales inherentes al proceso. No obstante, para
avanzar hacia una caracterizaciéon cuantitativa de no linealidad es necesario complementar

este enfoque con indicadores especificos, como el indice de no linealidad. En este contexto,
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un enfoque estadistico es necesario para proporcionar una estimacion de la variabilidad
y confiabilidad de los indicadores obtenidos. Para este proposito, el método de Bootstrap
se emplea como herramienta en un marco ampliamente utilizado para el remuestreo y la
simulacion de datos, lo que permite evaluar la estabilidad estadistica de los indicadores
de complejidad, la entropia SVD y el NLI, mediante la generacién de multiples sets de

pruebas de los datos originales.

3.3.4. Remuestreo Bootstrap

El método “Bootstrap” es una técnica estadistica no paramétrica de re-muestreo cuyo ob-
jetivo es estimar la distribucion de un estadistico a partir de un conjunto finito de datos.
Su fundamento radica en generar multiples muestras aleatorias (con reemplazo) a partir
de los datos originales, de modo que cada muestra Bootstrap pueda considerarse una po-
sible realizacion del proceso subyacente. Cada una de estas muestras mantiene el mismo
tamano que la muestra original. Luego, en cada muestra generada, se calcula la estadistica
de interés, como la media, la mediana, la varianza, la entropia, entre otros. Al repetir este
procedimiento un numero suficiente de veces, se obtiene una distribuciéon empirica de la
estadistica, que se utiliza para estimar la variabilidad de la misma, construir intervalos de
confianza, etc. Su principal utilidad radica en la estimaciéon de la incertidumbre asociada
a un estimador cuando no se dispone de una férmula exacta o cuando la derivacion anali-
tica resulta compleja. A diferencia de los métodos paramétricos, este enfoque no requiere
suponer una distribucién teorica especifica, lo que lo hace especialmente ttil en el anélisis
de series temporales complejas o de naturaleza no lineal, ya que no necesita que se tenga

conocimiento previo sobre la distribucion subyacente de los datos [59, 24].

Dada una serie temporal original x = {z1,zs,...,2y} y una medida estadistica de interés
Q(x) (por ejemplo, la entropia SVD o el indice de no linealidad), se generan N, réplicas

Bootstrap mediante muestreo con reemplazo:

2 (N) ={zi, Tiy, ..., iy}, € {l,2,...,N}

para N =1,2,..., Np,.
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A partir de cada réplica, se calcula la medida correspondiente:

Q*(N) = Q(z"(Npn))

Asi, se logra una distribucién empirica de la medida (). Su media y desviacion estandar
facilitan el calculo de la incertidumbre vinculada al valor estimado a partir de la serie

original.

3.3.5. Intervalos de confianza

La aplicaciéon mas comiin y por la que se eligié el método Bootstrap es la estimacion de
intervalos de confianza [24]. El intervalo de confianza al nivel de significancia a se define

CO1mo:

[Q*(a/2)7 Q*(l—a/Q)]

donde Q* representa el percentil p de la distribucion empirica de los valores Q* (Nph).
Este enfoque posibilita analizar la estabilidad de las mediciones de complejidad o no linea-
lidad, asegurando que las discrepancias detectadas no sean producto del azar o del alcance

restringido de los datos.

Para estimar la significancia estadistica de la entropia SVD de los patrones observados,
se eligio el método Bootstrap. Esta herramienta permite construir intervalos de confianza
del indice de entropia para SVDEn. Esta aproximacion es especialmente ttil al contrastar

el comportamiento de senales reales con datos sustitutos.

El método Bootstrap proporciona una estimaciéon de la incertidumbre asociada a una
medida estadistica, como los intervalos deconfianza. Por su parte, el analisis con datos
sustitutos ofrece informaciéon sobre el grado en que las propiedades de una senal pueden
ser reproducidas por un modelo lineal asociado. La combinacién de ambos métodos aporta
robustez en la evaluaciéon de no linealidades, al permitir diferenciar efectos puramente

estadisticos y relaciones estructurales reales [24] 68, 61].
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3.3.6. Transformada Discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier (Discrete Fourier Transform) es una herramienta fun-
damental en el analisis de sefiales [51]. Descompone una serie temporal en sus respectivos
componentes frecuenciales que se caracterizan por la magnitud y fase. Para ello, trans-
forma la serie del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia, sin perder ni alterar
la informacion [70]. Asumiendo que, toda serie de tiempo puede expresarse como la suma
de exponenciales complejas. Asi, la DFT provee una representacion frecuencial de la serie
de tiempo, capaz de destacar patrones ocultos, estructuras repetitivas, o dindmicas de

comportamiento en diferentes escalas temporales.

Dada una secuencia discreta de N muestras z,...,xn_1, la DFT se define como:
N-1
- 27
F(k) = x(t)e "M (3.3)
t=0
F (k) representa el componente frecuencial k-ésimo, i es la unidad imaginaria (i* = —1)

y N es el ntumero total de muestras. Cada componente F (k) codifica tanto la magnitud
como la fase de una frecuencia especifica: las frecuencias bajas corresponden a variaciones

lentas en la senal, mientras que las altas reflejan cambios réapidos o fluctuaciones abruptas.

La representacion polar de la DFT permite expresar cada componente como una sinusoide

con amplitud y fase, mediante:

F(k) = | F(k)| e?*®) (3.4)

|F (k)| es el modulo o magnitud del componente, se obtiene de la siguiente manera:

[F(k)| = v/Re()? + Im(x)? (3.5)

y ¢(k) es la fase, determinada mediante:

(k) = arg(z) = atan2 (Im(z), Re(x)) (3.6)
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La magnitud esta relacionada con la cantidad de energia contenida en cada frecuencia y
la fase contiene informacion sobre la organizacion temporal de los datos. En particular,
las estructuras no lineales de una senal estan tipicamente codificadas en los patrones de
correlacion entre las fases de la senal, por lo que, las fases son un indicador sensible de la
complejidad dinamica subyacente en los datos, misma que en este documento traducimos

en términos de no linealidad [62, [67].

Si las fases estéan distribuidas de manera aleatoria, se espera que la senal no contenga una
estructura coherente, esto es, una senal donde no existen patrones o correlaciones internas
entre los componentes frecuenciales. Por el contrario, las desviaciones de la aleatoriedad en
la distribucion de las fases se interpretan como evidencia de interacciones no lineales entre
las frecuencias; a saber, fenémenos tipicos de sistemas cuya evoluciéon temporal no puede
describirse mediante relaciones proporcionales simples. Cuando un sistema no lineal genera
una senal, las frecuencias comenzaran a interactuar entre si: se generaran armonicos y
combinaciones que modificaran la estructura espectral. De esta manera, las fases no actuan
de manera independiente; en el espectro, habréa correlaciones que reflejaran coordinaciéon

pero que serd invisible debido a la interpretacion usual [11],39].

En este contexto, la aleatorizacion de fases en el dominio de Fourier es un método funda-
mental para evaluar la no linealidad de una senal. El procedimiento mantiene la magnitud
del espectro; esto es, mantiene la energia inalterada a lo largo de las frecuencias, pero la
fase de la senal original se reemplaza con valores aleatorios distribuidos uniformemente en
el intervalo (—m, 7). Como resultado, se eliminan las correlaciones de fase que introducen
cualquier estructura no lineal potencial. Al tomar la transformada inversa se obtiene la
senal en el dominio del tiempo con fase aleatorizada. Los datos generados de esta manera,
conocidos como series sustitutas, se comparan con la senal original mediante un estadisti-
co discriminante como la entropia basada en la descomposicion en valores singulares. Una
diferencia significativa entre las entropias con y sin aleatorizaciéon de fases indica que la
aleatorizacion destruy6 la informacion estructural presente en la senal original. En otras
palabras, esta evidencia se interpreta como indicador de la no linealidad presente en la

dindmica del sistema.
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En términos mas amplios, analizar la no linealidad de una serie temporal implica deter-
minar si su comportamiento puede describirse mediante un modelo lineal, con respecto
al cual no hay dependencias entre los componentes, o si presenta interacciones de fase
y dindmicas complejas que atestiguan una procedencia no lineal. Esto se fundamenta en
la hipotesis de que la serie observada no es mas que el producto de un sistema dinamico
subyacente que disemina la informacién a lo largo del tiempo. De esta manera, mediante la
comparacion de las propiedades de la senal original con las propiedades de sus sustitutos,
es factible cuantificar la informacién perdida a causa de la destrucciéon de la estructura

no lineal, ofreciendo una medicién objetiva en cuanto a la dindmica, su complejidad y no

linealidad.

3.3.7. Analisis de rango reescalado

El exponente de Hurst (H) es una medida estadistica relevante utilizada para caracterizar la
memoria a largo plazo o persistencia temporal en una serie de tiempo. Se estima utilizando
el analisis de rango reescalado R/S, propuesto por Hurst [34]. Este autor observo que,
en muchos procesos naturales, las fluctuaciones no son aleatorias sino que tienen una
estructura temporal y que un estado previo influye en un estado futuro. Posteriormente,
Mandelbrot y Wallis ampliaron la aplicabilidad del método a varios fen6menos naturales y
econdmicos, mostrando que la relaciéon entre el rango reescalado y el tamano del intervalo
sigue una ley de potencia [44]. Debido a esto, este analisis se ha utilizado en diferentes
campos, tales como las finanzas, el estudio del clima y la corrosion de materiales, entre

otros [3, 4, [47, [58].

El analisis R/S se basa en el principio de que una serie temporal normalizada presenta
un comportamiento que puede ser caracterizado por una relaciéon de ley de potencia con
relacion al intervalo temporal de observaciéon. Por ende, el exponente de Hurst da una
medida cuantitativa sobre el grado de correlaciéon temporal y, junto con la entropia SVD
y el analisis de sustitutos puede identificar y caracterizar la estructura compleja y la no
linealidad inherentes a los procesos estudiados. Este analisis consiste en dividir la serie en

segmentos de diferentes longitudes y calcular para cada uno el rango de las desviaciones
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acumuladas respecto a la media, el cual se normaliza dividiéndolo por la desviacion estan-
dar del segmento correspondiente. La relacion entre el estadistico R/S y la longitud del
intervalo temporal se expresa mediante un exponente de ley de potencia conocido como
exponente de Hurst (H), el cual se asocia con la presencia de dependencia temporal [43].

De esta manera, el analisis sigue los siguientes pasos:

1. Se normaliza la serie temporal X (¢) restando su media:

2. Se calcula la trayectoria acumulada de la serie centrada:
J
Z(t) = Y(t) (38)
i=1

3. Se determina el rango de la trayectoria acumulada:

4. Se calcula la desviacion estandar de la serie original:

S(ty) = 4| 7 D (X(t:) —m(t)))? (3.10)

(-2

La razon adimensional R/S para procesos autosimilares sigue una ley de potencia del tipo:

(g) (t;) = Ktif (3.12)
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Aqui t; es la escala temporal y H es el exponente de Hurst, el cual se estima como la
pendiente en un grafico logaritmico de R/S frente a t;. Este exponente permite clasificar

la naturaleza de la dependencia de la serie:

» H= 0.5 indica un comportamiento aleatorio (ruido blanco), sin memoria de largo

plazo.

» H < 0.5 refleja una correlacion negativa (antipersistencia): un incremento es seguido

por una disminucién y viceversa. Sugiere una dinamica més irregular.

» H >0.5 sugiere una correlacion positiva (persistencia): los incrementos tienden a ser

seguidos por otros incrementos.

Por lo tanto, el exponente de Hurst es una medida cuantitativa del grado de correlacion
temporal en una serie y, junto con la entropia SVD y el analisis de datos sustitutos,
permite identificar y caracterizar la estructura compleja asociada con comportamientos
no lineales. De esta manera, el anélisis R/S surge como una herramienta solida para
describir la estructura temporal de una senal y diferenciar entre los procesos meramente

estocésticos y cualesquiera otros que presenten dependencia estructurada en el tiempo.
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4. Metodologia

En esta seccion, se describen detalladamente las herramientas y enfoques utilizados para
llevar a cabo el analisis y cuantificacion de no linealidades de series temporales e imagenes

de procesos quimicos.

. N- . . .
Dada la serie temporal X (¢;),; obtenida como una secuencia ordenada de niimeros reales
de longitud Ny, con tiempo inicial t;. Se toma una subsecciéon de menor longitud con

tiempo de retraso.

Xty n) = X(tips1)s .- X(tis), X(t) (4.1)

X(t;) es el valor de la serie en el tiempo i, n es la longitud de la subseccion y X (t;_pn11)

representa el valor més antiguo de la subseccion tomada.

De esta manera, se debe probar si la sucesion obtenida es similar a secuencias retrasadas
de la misma longitud. Para ello, se construye la siguiente matriz de senales retardadas, las

filas estan formadas por las subsecuencias retardadas de tamano n.

X (ti;n)

My (1, my= | (12)

X (ticng1;n)

Para la construccion de la matriz de senales retardadas, se extraen fragmentos de longi-
tud 2n de la serie original restando la media para obtener una senal centrada. Cada fila
X (ti—n+1;n) es una secuencia desplazada de la senal centrada. La similitud de las filas de
la matriz refleja la coherencia dindmica del sistema en el intervalo considerado. Si la su-

cesion es similar a las sucesiones pasadas, las filas de la matriz son mutuamente similares.
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Es decir, las filas de la matriz son linealmente dependientes, por consiguiente, corresponde
a una matriz correlacionada, lo cual indica determinismo. Esto sugiere que la informacion
se encuentra en un subespacio de dimension reducida. Por el contrario, si las filas de la
matriz son independientes entre si (no similares) existe una ausencia de correlaciones; lo
cual implica que la reducciéon de la dimensionalidad puede conducir a una importante

pérdida de informacion.

Para analizar las no linealidades de las series temporales se emple6 la SVDEn como enfoque
adecuado para abordar la interrogante sobre si la matriz M esta o no correlacionada y la
entropfia para saber en qué medida las filas de la matriz son dependientes. De esta manera,

la entropia indica el indice del grado de interdependencia de las filas de una matriz [45].

Primero, se aplicé la SVD a la matriz de senales retardadas que conduce a la factorizacion
dada por la Ec. Los valores singulares de la matriz reflejan la informacion de correlacion
de la serie temporal X (¢;) para un horizonte temporal de n tiempos discretos. De esta
manera, podemos construir una medida de complejidad usando los valores singulares de

la matriz de senales retardadas [57]. Asi, los valores singulares se normalizan:

g;(ti;n)

> i1 0j(tisn)

o; (ti;n) = (4.3)
Esta normalizacién permite interpretar cada valor singular como una fracciéon relativa
respecto al total, ya que la suma cumple Z? ,07(ti;n) = 1. De este modo, el valor
singular normalizado o7 (t;;1) puede considerarse como una medida de la contribucion
relativa del j-ésimo componente de la matriz. Posteriormente, se calcula la entropia de la

matriz de la siguiente manera:

Ssvp (ti;n) = Za (ti;n) In (o7 (ti;n)) (4.4)

La entropia normalizada se calcula al observar que la entropia méaxima para una escala de
tiempo dada es In(n). De este modo, In(n) representa el valor méximo que puede alcanzar
la entropia para un conjunto de n eventos posibles. La normalizacion se realiza dividiendo

la entropia real entre este valor maximo, proporcionando asi una medida relativa de la
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incertidumbre en comparacion con la maxima posible en el sistema. Este enfoque permite

expresar la entropia en términos de proporciéon con respecto a su valor méximo teorico.

B Ssvp (ti;n)

o (4.5)

Esyp (ti;n) =
De esta forma la entropia se restringe entre valores de cero y la unidad. Para un proceso
no correlacionado no hay direcciones preferenciales de acumulacion de informaciéon y su
entropia es méxima como en procesos aleatorios. Por lo contrario, una matriz donde existen
correlaciones refleja direcciones preferentes de acumulacion de informacion y posee una
entropia menor a la unidad. Un valor de entropia cercano a cero representa un sistema
altamente probable con poca informaciéon nueva obtenida. Una mayor entropia sugiere
una mayor incertidumbre y complejidad, lo cual puede ser asociado a la presencia de no

linealidades.

Una cuestion interesante es si la serie temporal {X (tl)}fV:T1 fue generada por un proceso
estocéstico no lineal. En este sentido, el analisis de datos sustitutivos surge como enfoque
para comprobar la no linealidad de las series temporales. Se utiliza la entropia mediante
SVD como estadistico discriminante para evaluar la presencia de no linealidades. La hipo-
tesis nula establece que la senal original puede ser explicada por un proceso lineal, y por

tanto, cualquier desviacion respecto a los datos sustitutos sugiere no linealidad.

El procedimiento seguido fue el siguiente:

1. Transformada de Fourier: se transforma la senal original del dominio del tiempo

X(t;;n) al dominio de frecuencia, obteniendo Z(fi;n) = Zre(fi;n) + jZm(fi;n).

2. Aleatorizacion de fase: se generan Ny, = 1500 secuencias con fase aleatoria mediante
datos sustitutos. El procedimiento de aleatorizacion altera la estructura de fase y

preserva el espectro de potencia.

3. Reconstruccion temporal: se aplica la transformada inversa de Fourier a cada secuen-

cia para obtener series temporales con fase aleatorizada X, (t;;n).
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4. Cdlculo de entropia SVD: se estima la entropia SVD de cada una de las N, senales

aleatorizadas.

5. Intervalo de confianza: se construye un intervalo de confianza del 95 % con las en-
tropias generadas, representando el comportamiento esperado bajo la hipoétesis de

linealidad.

6. Comparacion estadistica: se realiza un analisis estadistico de los valores de entropia
SVD para probar la hipotesis nula de que la serie temporal con fase aleatorizada tiene
la misma entropia SVD que la serie temporal original. Se compara la entropia de la
senal original con el intervalo de confianza. Si la entropia cae fuera de los limites del

intervalo, se rechaza la hipotesis nula y se concluye la existencia de no linealidades.

La aplicacion numérica se llevod a cabo siguiendo las siguientes indicaciones:

I. Se toma la longitud n de la muestra como representacion de la escala temporal. De

este modo, se requieren 2n observaciones para realizar el anélisis.

11. El analisis SVD se llevo a cabo sobre una ventana movil de tamano comprendido

entre 5 y 80 observaciones.

1. Se consideran N,, = 1500 muestras de fase aleatoria para obtener los intervalos de

confianza del 95 % del analisis estadistico.

Con base en este analisis, se definio el indice de no linealidad (NLI):

max (O, LL(tl, n) — ESVD (ti, n))

NLI(t;,n) = 100 x
( ) Esvp(ti,n)

(4.6)

LL(t;,n) representa el limite inferior del intervalo de confianza y Esyp(t;,n) la entropia
de la senal original. Un valor positivo de este indice indica la presencia de componentes
no lineales en la senal, siendo su magnitud proporcional a la intensidad de la desviaciéon

respecto al comportamiento lineal esperado.
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4.1. Pseudocoddigo para el analisis de series temporales

Entrada: Serie temporal X(t), escala n, N_ph = 1500
1. Extraer subserie de longitud 2n

. Centrar la serie (restar media)

. Construir matriz de seflales retrazadas M (t_i, n)
. Aplicar SVD y calcular E_SVD (t_i, n)

. Generar N_ph series sustitutas

2
3
4
5
6. Para cada serie sustituta: a. Repetir pasos 2-4 y guardar E_SVD_surr
7. Calcular IC del 95% con E_SVD_surr

8. Comparar E_SVD (t_i, n) con IC

9

. Si E_SVD < LL: Calcular NLI(t_i, n) Salida: Grafico de entropia y NLI

4.2. Pseudocoédigo para el analisis de imagenes

El procedimiento para analizar imagenes mediante entropia SVD sigue una logica analoga
a la utilizada en series temporales. En este caso, se parte de una imagen en escala de
grises, que se interpreta como una matriz bidimensional de intensidades de pixeles. Sobre
esta matriz se aplica la SVD, lo cual permite capturar las direcciones principales de va-
riabilidad espacial. A partir de los valores singulares normalizados, se calcula la entropia
de Shannon, la cual se utiliza como una métrica de complejidad estructural de la imagen.
Esta entropia se compara con un conjunto de imagenes aleatorizadas que conservan cier-
tas propiedades estadisticas de la imagen original, generadas mediante la aleatorizacion de
fase. La comparacion se realiza a través del intervalo de confianza del 95 %, y la entropia
de la imagen original. De este modo, la metodologia permite detectar patrones espaciales

que podrian estar asociados con comportamientos no lineales.

Entrada: Imagen I (en escala de grises), N_ph = 1500
1. Obtener matriz de intensidad I(x, y)
2. Aplicar descomposicidén SVD

3. Normalizar los valores singulares
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4. Calcular entropia SVD
5. Normalizar entropia
6. Generar N_ph imigenes sustitutas:

- Obtener la matriz en el dominio de Fourier

-Aleatorizar la fase de la imagen

- Calcular entropia SVD para cada una

- Almacenar los N_ph valores E_SVD_surr
8. Construir el intervalo de confianza (IC) del 95% con E_SVD_surr
9. Comparar E_SVD de la imagen original con IC:

- Si E_SVD < limite inferior del IC -+ evidencia de organizacién/mo linealidad
10. Calcular un indice de no linealidad

Salida: E_SVD original, intervalo de confianza, NLI

Abigail Marin 36 Tesis doctoral



5. Casos de estudio

5.1. Senales temporales de flujo bifasico

Para el anéalisis de la complejidad y no linealidad en series temporales, se utilizaron los
datos experimentales de flujo bifasico descendente reportados por Moguel et al. [48]. La
instalacion experimental comprendia una tuberia de policarbonato transparente con in-
clinacién variable y un sistema de circulaciéon que mantenia la temperatura constante a
20°C. En este sistema, el aceite era bombeado desde un tanque de almacenamiento me-
diante una bomba de cavidad progresiva, mientras que el suministro de aire provenia de
un compresor de tornillo rotativo seco. El control del caudal de gas se realizaba a través de
dos valvulas ubicadas arriba de los caudalimetros. El sistema experimental fue disenado
cuidadosamente con la intencién de modificar las condiciones de flujo y la geometria para

obtener distintos regimenes de flujo.

La senal fue obtenida mediante un sensor de capacitancia de dos hilos, instalado en la
seccion de prueba de la tuberia. Este sensor consiste en un par de filamentos paralelos
atravesando el diametro de la seccion transversal. La capacitancia varfa en funcion del
contenido de liquido ya que la permitividad eléctrica del liquido es mayor que la del gas.
El sensor convierte esta variacion en voltaje y este constituye una medida instantanea de
la fraccion de la mezcla. El rango de respuesta del voltaje esta comprendido entre 0 y 5V,
siendo el voltaje maximo cuando la tuberia s6lo contiene liquido. Esta fracciéon se traduce
en una senal de voltaje a través de un sistema de adquisicion basado en una tarjeta de

E/S multifuncién y un programa desarrollado en LabVIEW.

37



CAPITULO 5. CASOS DE ESTUDIO

Debido a las condiciones ambientales, el sensor fue calibrado diariamente, considerando
como referencia la respuesta de voltaje de la tuberia completamente vacia; esto es, so6-
lo gas (Viin) v completamente llena (Vinayx); sélo liquido. La serie temporal se normalizd
Vo = V:;:—Y‘{‘/Ifm De este modo, se asegurd la comparacion entre series bajo distintas con-
diciones experimentales. Las senales fueron muestreadas durante 1 minuto a 1000 Hz,
generando series de 60,000 datos para cada patréon de flujo. Las series corresponden a di-
versas combinaciones de velocidades de gas-liquido y dngulo de inclinacion de la tuberia, y

presentan distintos niveles de variabilidad y amplitud. De esta manera, las senales de volta-

je resultan tutiles para caracterizar patrones de flujo bifasico, ya que reflejan directamente

la fraccion de cada fase [65], 48].

Z-45° (b)

LOOW

A-A’ A-A’ A-A’ A-A’

Figura 5.1: Patrones de flujo bifasico analizados: ondulado estratificado (SW), pelicula
descendente (FF), flujo anular ondulado (WA) y flujo de deslizamiento liquido (LS).

Las series muestran un comportamiento aparentemente aleatorio, lo que motiva el analisis
de una perspectiva de complejidad y no linealidad. En la Figura[5.1]se ilustran los patrones
de flujo considerados: el flujo estratificado ondulado (SW), y tres subclasificaciones del flujo

anular: pelicula descendente (FF), anular ondulado (WA) y deslizamiento liquido (LS).
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Estos patrones fueron previamente caracterizados mediante un anélisis de su estructura

ondulatoria y topologia con el uso de camaras de alta velocidad [2] [48].

5.1.1. Patrones de flujo Bifasico [48]

» Ondulado estratificado (SW): Los fluidos se distribuyen en capas, donde el liquido
fluye por la parte inferior de la tuberia y el gas por la parte superior. Sobre la super-
ficie del liquido se propagan pequenias ondas en direccion del flujo, cuyas amplitudes
y frecuencias dependen de la diferencia de velocidades entre las fases. El aumento en
la velocidad superficial del gas genera un esfuerzo cortante sobre la interfaz, desesta-
bilizando la superficie liquida. Este patréon ocurre tipicamente en tuberias con baja

inclinacién y velocidades superficiales moderadas a altas del gas.

» Pelicula descendente (FF): El liquido escurre formando una pelicula delgada adhe-
rida a las paredes de la tuberia, mientras el gas fluye por el centro. Este régimen
aparece en condiciones de caudales bajos tanto de gas como de liquido. La estabilidad
de la pelicula esta gobernada por el equilibrio entre fuerzas gravitacionales, tension
superficial, viscosidad y esfuerzo cortante ejercido por el gas. Algunas ondulaciones

o inestabilidades surgen favoreciendo la transiciéon hacia otros patrones de flujo.

» Anular ondulado (WA): Se presenta cuando el gas fluye a altas velocidades y el liqui-
do a velocidades moderadas o altas. El liquido forma una pelicula anular continua
en las paredes, mientras el gas circula centralmente. Este régimen se caracteriza por
la presencia de ondas interfaciales errdticas con amplitudes y frecuencias variables,
generadas por el elevado esfuerzo cortante del gas. En configuraciones cercanas a la

vertical, la gravedad intensifica estas perturbaciones.

» Deslizamiento liquido (LS): En este patron, el liquido forma una pelicula gruesa
adherida a las paredes, pero parte de este liquido se desprende de la interfaz y cae
en forma de chorros o tapones (slugs), debido a la acciéon combinada de la gravedad
y el esfuerzo cortante. Entre los tapones de liquido se observan regiones de gas

con dispersion liquida. El flujo es intermitente, alternando entre fases liquidas y
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gaseosas, lo que genera importantes variaciones de presion, velocidad y composicion.
Este patron se favorece en tuberias descendentes, donde la acumulacion gravitacional

propicia la formaciéon de tapones.

Las caracteristicas de estos patrones estdn determinadas por las velocidades superficiales

del gas y del liquido, asi como por el angulo de inclinacién de la tuberia.

El flujo ondulado estratificado (SW) es relevante en aplicaciones industriales como trans-
porte de petrdleo y gas, sistemas de refrigeracion y aire acondicionado, intercambiadores
de calor y reactores multifasicos. El flujo pelicula descendente (FF') es deseable en procesos
de transferencia de calor debido a su alta area interfacial y bajo espesor, lo que minimiza
la resistencia térmica. Por otro lado, el régimen anular ondulado (WA) es de interés en
torres de destilacion, columnas de absorcion y reactores de lecho empacado, ya que las
ondulaciones mejoran el contacto entre fases. Finalmente, el patron de deslizamiento li-
quido (LS) presenta un flujo pulsante ttil para modelar fenémenos transitorios complejos

en sistemas multifasicos descendentes.

Las caracteristicas experimentales de las ocho series temporales analizadas correspondien-
tes a los cuatro patrones de flujo se detallan en la Tabla las condiciones experimentales
reportadas son; la velocidad superficial del liquido Vs, (m/s), la velocidad superficial del

gas Vse (m/s), y el angulo de inclinacion de la tuberia 6 (grados) [48].

Las combinaciones de estas condiciones definen la configuracién hidrodinamica de cada
experimento y permiten analizar como varia el comportamiento dindmico y la complejidad

temporal de las senales asociadas a distintos regimenes de flujo multifésico.

Tabla 5.1: Descripcion de las caracteristicas de cada patron de flujo [48].

Patron de fluyjo SW; SWo, FF, FF, WA, WAy, LS, LS,

Vs, 05 05 0.05 0.05 0.7 0.7 07 07
Vsa 05 07 05 05 3 4 0.5 1
0 -45 -45 -80 -8  -70 -0 -70  -70
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5.2. Procesamiento de imagenes

En numerosos procesos quimicos, el comportamiento del sistema es analizado a través
de imégenes representativas del fendmeno. En este sentido, la imagen analizada en esta
seccion fue capturada durante un experimento de cristalizacion de tiourea. En el proceso de
lixiviaciéon de plata utilizando una solucién acuosa de tiourea como agente complejante, se
observo una cristalizacion espontanea del complejo tiourea-plata, resultado de condiciones

especificas de enfriamiento controlado [50].

La lixiviacién permitio la disolucién selectiva de la plata formando complejos estables en
solucion. Posteriormente, la solucion fue filtrada, quedando humedad residual atrapada
en el papel filtro. La muestra permanecié en reposo por un periodo de aproximadamente
48 a 72 horas. Durante este tiempo, el enfriamiento lento y progresivo de la solucion

concentrada favorecié la cristalizacion ordenada del complejo, permitiendo:

= Nucleaciéon controlada: la baja velocidad de cristalizacién propicié la formacion de

un numero reducido de ntcleos cristalinos.

» Crecimiento estructurado: los cristales se desarrollaron con morfologias regulares y

bien definidas.

= Morfologia caracteristica: se obtuvieron cristales con simetria propios del complejo

tiourea-plata.

Este tipo de cristalizacion lenta favorece una organizaciéon molecular mas 6ptima, lo cual se
traduce en una estructura cristalina de mayor calidad en comparaciéon con la precipitacion
rapida.

La imagen fue capturada con una camara 6ptica convencional a una resolucion de 768 x
1024 pixeles. Se observan formaciones dendriticas; es decir, estructuras ramificadas que
emergen durante el crecimiento del cristal, las cuales pueden ser indicativas de un proceso

no lineal afectado por gradientes de concentracion o condiciones locales del medio.

Esta imagen fue seleccionada para el analisis de no linealidades mediante el método pro-

puetso basado en entropia SVD, comparando su complejidad espacial con la de imagenes
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aleatorizadas que preservan caracteristicas estadisticas globales. El objetivo fue identificar
patrones organizados que no pueden ser explicados por azar, proporcionando evidencia

visual y cuantitativa de autoorganizacion y comportamiento no lineal [43].

Figura 5.2: Cristalizacion de Tiourea.
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6. Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos a partir del analisis de no linealidades
en senales temporales e imagenes asociadas a procesos quimicos. Para el procesamiento de
los datos se emplearon las herramientas estadisticas seleccionadas con base en la naturaleza
de las senales e imagenes estudiadas, asi como en los objetivos planteados en la investi-
gacion. Los céalculos fueron realizados utilizando los métodos implementados en Python y
las paqueterias descritas en los datos complementarios, ejecutados en una computadora
personal sin necesidad de paralelizar el computo. Los resultados se organizan en funciéon
de los casos de estudio considerados, y se discuten a partir de su relevancia fisica, patrones

identificados y evidencia cuantitativa de comportamiento no lineal.

6.1. Analisis exploratorio de las series

6.1.1. Series temporales de flujo bifasico

En primer lugar se realiz6 un anélisis exploratorio de las series temporales para conocer las
caracteristicas de cada patréon de flujo. Posteriormente se analiz6 cada serie por métodos
estadisticos basicos, métodos basados en modelos lineales, métodos bésados en la teoria

del caos hasta llegar a la propuesta indicada.

La Figura presenta las series temporales de voltaje asociadas a los cuatro distintos pa-
trones de flujo analizados. Ademés, se presentan las sefiales con sus respectivas variaciones.
El flujo FF sufri6 una modificacion en el angulo de inclinaciéon de la tuberia, mientras que

para los otros flujos la velocidad superficial del gas fue incrementada.
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Figura 6.1: Series temporales de patrones de flujo bifasico: a) SWy , b) FFy, ¢) WA, d)

LSy, e) SWy, f) FFy, g) WA, v h) LSy, Las senales representan mediciones de voltaje
tomadas a 1000 Hz durante 60 segundos.

Para el primer patron de flujo la variaciéon de voltaje oscila entre 0.27 hasta 0.45. Para
FF los rangos son ligeramente menores, de 0.15 hasta 0.35 con pocos picos fuera de este
rango, méas marcado en la Figura [6.1]b. Para WA los valores del voltaje van desde 0.1
hasta 0.6. Para LS los voltajes varian desde 0.15 hasta 0.7. De manera general, todas las

senales exhiben un comportamiento aparentemente aleatorio, con diferencias notables en
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los rangos de amplitud y en la estructura temporal, lo que evidencia una posible dinamica
compleja caracterizada por fluctuaciones de alta frecuencia que reflejan la naturaleza del
régimen bifasico. El orden de menor a mayor rango de voltaje obtenido fue: SW — FF —
WA — LS. Estas variaciones sugieren diferencias en la configuracion del flujo, atribuibles

a la interacciéon dinamica entre las fases liquida y gaseosa de cada patron.

Para conocer los componentes tipicos de cada serie temporal se utilizarén diversos métodos
clasicos, como el diagrama de cajas en conjunto con el criterio de Tukey que se basa en el
rango intercuartil (IQR). Para evaluar la estacionariedad de las senales se aplico la prueba
ADF considerando como hipétesis nula la no estacionariedad en las series. Asimismo, se
aplico la prueba KPSS (Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin) para verificar los resultados
con la hipotesis nula de estacionariedad. Para determinar la estacionalidad en las series
de los patrones de flujo se utilizo la descomposicion de tendencia estacional (STL) que
utiliza modelos de regresion para descomponer la serie en componentes de tendencia,

estacionalidad y residuo.

En particular, la senal correspondiente al patron de flujo SW presenta una estacionali-
dad marcada; esto es, se distinguen ciclos de disparo-relajacion repetitivos seguidos de
decaimientos con reinicios abruptos aproximadamente cada 0.5 segundos. Esto se ilustra
en la Figura que muestra las sefiales correspondientes a los patrones de flujo para 4
segundos. El patron de flujo SW presenta grandes discontinuidades (Figura a y Figura
6.2le), asociadas con la propagacion y disipacion de ondas de gran amplitud en la super-
ficie descendente del liquido. Se observan caidas y elevaciones rapidas de tension, lo cual
sugiere el paso intermitente de las fases liquida y gaseosa frente al sensor. Esta dinamica
implica una interaccién continua y coherente con las ondas en la interfaz liquido-gas. La
Figura [6.2le muestra caidas mas pronunciadas. Esto puede atribuirse al incremento en la
velocidad del gas de 0.5 a 0.7m/s, lo que confirma la reproducibilidad del fenémeno con

un minimo desfase.
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Figura 6.2: Series temporales de patrones de flujo bifasico: a) SWy , b) FFy, ¢) WA, d)
LSy, e) SWy, f) FFy, g) WA, v h) LSy, Las senales representan mediciones de voltaje
tomadas a 1000 Hz durante 4 segundos.

Para el patron de flujo FF (Figura[6.2]b y Figura[6.2]f), no se observan discontinuidades
marcadas en comparacion con el patron de flujo anterior. En este caso, las sefiales carecen
de saltos abruptos o transiciones violentas, y presentan un comportamiento més regular y
continuo. Aunque las sefiales son més ruidosas, exhiben oscilaciones sostenidas alrededor

del valor promedio relativamente constante, lo cual sugiere un flujo estable y ordenado
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a lo largo del tiempo. La similitud entre las Figuras [6.2|b y [6.2]f muestra una buena
reproducibilidad del patrén bajo condiciones similares, lo que arroja una mezcla bifasica
constante. Por un lado, la Figura[6.2b tiene su sefal sobre un valor promedio constante,

junto con algunos picos y ninguna trayectoria diferenciable.

Las senales correspondientes al patron de flujo WA (Figura |6.2lc y g) no mostraron dis-
continuidades bruscas como fue el caso de SW, pero el mismo fue altamente erratico. En
este régimen, la velocidad del gas es significativamente mayor que la del liquido, lo que
resulta en un esfuerzo cortante sustancial en la interfaz, que fomenta la formacion de ondas
irregulares que llevan la fase liquida. Dado que hay fluctuaciones rapidas y aparentemente

periddicas, la dinamica parece cadtica y turbulenta.

Para el patron de flujo deslizamiento del liquido, la Figura[6.2lh muestra una ligera ten-
dencia al aumento, que se puede explicar por el espesamiento constante de la pelicula de
liquido o por la acumulacién de liquido localmente sobre las paredes de la tuberia. La senal
revela la coexistencia de componentes de alta frecuencia, en forma de ondas pequenas e
inestables, y baja frecuencia, en forma de cambios graduales, lo que refuerza la hipotesis de
que la senal es multiescala. En contraste, la Figura[6.2ld presenté una senal mas estable,

con una dispersion uniforme y solo picos aislados de corta duracion.

En el caso de las senales correspondientes al flujo LS, se puede ver un patréon mucho mas
violento e inestable en comparacion con todos los demas regimenes. Las senales oscilan con
amplitudes muy grandes, de aproximadamente 0.2 a 0.7 V, lo que sugiere la naturaleza
de las transiciones de pasar de una fase a otra. Esto puede deberse a cambios bruscos en
la cantidad de pelicula liquida al gas interactuar con la fase liquida acumulada. La senal,
en este caso, no tiene una regularidad aparente y es altamente dinédmica; de hecho, la
Figura[6.2]d muestra que la heterocedasticidad es altamente significativa, mientras que en
la Figura [6.2h hay una sefial mas modulada, quizas debido a los ciclos de acumulacion y

liberacion de liquido.

Abigail Marin 47 Tesis doctoral



CAPITULO 6. RESULTADOS

6.1.2. Estadisticos para las series temporales

La Tabla muestra los indices estadisticos obtenidos para las series temporales analiza-
das. Para el patron de flujo SW, el valor medio cercano a 0.35 V sugiere un comportamiento
estable; incluso al aumentar la velocidad superficial del gas, el régimen permanece simi-
lar. Para el flujo FF, la media se reduce a aproximadamente 0.24 V, acompanada de una
curtosis mayor a la unidad, lo cual indica una leve leptocurtosis, probablemente asociada
a pequenas fluctuaciones en la senal debido al cambio de inclinaciéon de la tuberia. Para
el patron de flujo WA la media esta en 0.32 V y para LS en 0.35 V. La Tabla muestra

los valores de los estadisticos obtenidos para cada una de las ocho series analizadas.

Tabla 6.1: Resumen estadistico de las series temporales.

Serie Media DE Varianza Asimetria Curtosis

SW, 0.348  0.020 4.263E-04 0.909 0.941
SW, 0.352  0.021 4.820E-04 0.857 0.680
FF, 0.235 0.028 7.941E-04 0.497 0.993
FFy 0.252 0.029 8.586E-04 0.624 1.094
WA, 0.322  0.087 7.718E-03 0.174 -0.216
WA, 0.283 0.076 5.830E-03 -0.070 -0.177
LS, 0.354  0.090 8.208E-03 0.648 0.694
LS, 0.358  0.102 1.058E-02 0.529 0.473

La Figura muestra los valores de los estadisticos que surgen de modificar los para-
metros operativos como la velocidad superficial del gas o el angulo de inclinacién de la
tuberia. Se observa que al aumentar la velocidad superficial del gas, la media y mediana
se ven impactadas de forma mas significativa provocando una reduccion para el flujo WA,
evidenciando una mayor sensibilidad del sistema. Mientras que para los flujos SW y LS el

aumento no genero una diferencia considerable en las medias y medianas, esto puede su-
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gerir un comportamiento mas robusto frente a cambios operativos. Para el patron de flujo

FF la modificaciéon del angulo de inclinaciéon de la tuberia gener6 una ligera modificacion

en las media y mediana, sin embargo, estés no son significativas. Un punto interesante es

que si se realiza la caraterizacion soélo considerando este estadistico de tendencia central

no se observa una diferencia aparente entre los patrones de flujo. En cambio, al observar la

desviacion estandar (DE) para los flujos involucrados la diferencia entre patrones es mas

evidente. Esto sugiere, que tomar la media como valor discriminatorio de patrones de flujo

produce un resultado erronéo.
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Figura 6.3: Estadisticos de las series temporales de patrones de flujo en dos fases: a) SWy,
b) FFl, C) WAl, d) le, e) SVVQ7 f) FFQ, g) WA2 y h) LSQ
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6.1.3. Diagrama de cajas

La Figura presenta los diagramas de caja correspondientes a las series temporales de
cada patron de flujo analizado para la series completas de 60 segundos. Para el patron
de flujo SW, las distribuciones son compactas, con medianas cercanas a 0.34 V, con IQR
estrecho, esto indica poca variabilidad en los datos. Los valores atipicos fuera de los bigotes
indican outliers o colas pesadas. Al aparecer més datos en un lado, hay asimetria. Este
patréon de flujo refleja una baja amplitud y alta repetibilidad de las oscilaciones, lo que
sugiere una interfaz relativamente estable. En el caso de la senal FF, las medianas estan
en el rango de 0.22-0.26 V, con una inmediata dispersion y la presencia de datos atipicos
tanto bajos como altos, con asimetria. Esto senala una senal més irregular, con rafagas y

mayor burbujeo que provocan transiciones rapidas en la fraccion de gas.

Para el patron WA, aparece un aumento significativo de la variabilidad: los bigotes se ex-
tienden desde valores bajos cerca de 0.1 V hasta picos mayores de 0.5 V y acompanados de
muchos valores atipicos. Este comportamiento senala grandes modulaciones relacionadas
con el arrastre de pelicula liquida y la apariciéon de ondas irregulares. Por tltimo, el patréon
LS presenta la mayor dispersion del conjunto, con un IQR amplio, colas asimétricas hacia
valores altos alrededor de 0.8-0.9 V y abundantes datos atipicos. Estas caracteristicas re-
flejan el paso intermitente de tapones de liquido y gas por el sensor, generando rafagas de

voltaje elevadas.

En conjunto, la secuencia observada desde SW — FF — WA — LS evidencia un aumento
progresivo en la variabilidad y la intermitencia de las senales, coherente con la transicion
hacia regimenes de flujo mas complejos. Sin duda, se confirma que el analisis de la varia-
bilidad genera un marco sencillo para discriminar entre distintos patrones de flujo, ya que
permite caracterizar cada senal de manera independiente sin depender exclusivamente de

la etiqueta experimental.

Los puntos situados fuera de los bigotes en los diagramas de caja corresponden a valores
atipicos identificados segun el criterio de Tukey, considerando los factores k = 1.5 (atipicos
moderados) y k£ = 3.0 (atipicos severos). Bajo el primer umbral k£ = 1.5, los porcentajes

de valores atipicos no superaron el 5% en ningin caso; SW; presenté un 4.34 %, SW5 un
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3.67%, FF; un 1.30%, FFy un 1.02%, WA; un 0.35%, WA, un 0.37%, LS; un 1.82%
y LSy un 1.43%. Al aplicar el criterio méas estricto de k& = 3.0, la proporcion de valores
extremos se redujo significativamente: 0.06 % para SWy, 0.04 % para SW,, 0.08 % para
FFy, 0.05% para FFy, y menos del 0.05 % para los patrones restantes (WA, WA, LS y

LS,), siendo nula en algunos casos.

En conjunto, se observa que los valores atipicos moderadamente alejados del IQR (con
k =1.5) son mas frecuentes que los extremos severos (con k = 3.0), cuya incidencia es
practicamente despreciable. Esto indica que, si bien existen fluctuaciones puntuales en las

senales, éstas no comprometen la estructura general de los datos.
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Figura 6.4: Diagrama de cajas de las series temporales de patrones de flujo bifésico.

6.1.4. Histogramas

La Figura muestra los histogramas correspondientes a las series analizadas para cada
patron de flujo. Para el flujo SW (Figuras .a y [6.5le), se observa una distribucion
simétrica, angosta y centrada alrededor de 0.35 V, con baja dispersion, leve asimetria
positiva y forma cercana a la gaussiana. Esta forma refleja un comportamiento regular y

repetitivo, propio de un régimen estable con poca variabilidad.

Para el patron de flujo FF (Figuras .b y .f) se obtienen histogramas un poco mas

dispersos que el flujo anterior y un notable ajuste a la derecha, con un pico mas pronunciado
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con mediana. En particular, la Figura [6.5f muestra un mayor sesgo y un aumento en la
curtosis, esto sugiere la presencia de eventos esporadicos de mayor voltaje y una dinamica

mas intermitente.

Las Figuras [6.5c y [6.5]g correspondientes al patron WA muestra que los histogramas son
més aplanados y anchos, con distribuciones de tipo mesocturtico. El aumento en la disper-
sion y la presencia de miltiples valores alejados del centro reflejan una mayor variabilidad
en la senal, coherente con la turbulencia generada por las ondas de pelicula y el arrastre

de gotas. La forma general sugiere un sistema mas complejo, posiblemente cadtico.

Por tltimo, en el caso del flujo LS, Figura [6.5]d y Figura [6.5/h, se encuentran unas dis-
tribuciones atin mas amplias que para los demas casos, con colas muy pronunciadas hacia
valores altos de voltaje y asimetria positiva més marcadas. Tales caracteristicas son in-
dicativas de fenémenos transitorios intensos, como el paso de grandes tapones de liquido
o gas, y reflejan un régimen altamente intermitente. En resumen, en los histogramas hay
una progresion desde distribuciones estrechas y simétricas; SW hacia formas mas disper-
sas, sesgadas y con colas muy pronunciadas WA y LS, lo que refleja un aumento de la
complejidad correspondiente al flujo. Estos resultados sugieren que la forma del histogra-
ma puede ser un primer descriptor sencillo y ttil para detectar cambios en el régimen

dindmico y la presencia de no linealidades en los sistemas bifasicos.

Las series de los flujos WA y LS presentaron ACF con memoria larga, dificil de explicar con
un modelo ARMA. Comportamientos intermitentes, picos grandes, asimetrias, cambios de
amplitud en el tiempo. Fisicamente, el régimen WA viene de resolver Navier—Stokes no
lineales con interfaz libre altamente inestable, de manera natural, el sistema fisico es no
lineal. De esta forma es razonable plantear que el comportamiento observado (intermiten-
cia, picos de gran amplitud y memoria larga) no es tipico de un proceso lineal gaussiano
estacionario; por ello, suponemos que WA y LS contienen dependencias no lineales que

seran cuantificadas posteriormente.
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Figura 6.5: Histograma de series temporales de patrones de flujo en dos fases: a) SWy, b)
FFl, C) WAl, d) LSb e) SWQ, f) FFQ, g) WA2 y h) LSQ

6.1.5.

Normalidad de las series temporales

Previo a la aplicacion de métodos no lineales, se evalué la normalidad de las series tempora-

les mediante distintas pruebas estadisticas complementarias: Jarque-Bera, Shapiro-Wilk,

Kolmogorov—Smirnov y Anderson-Darling. La prueba de Jarque-Bera permitié analizar
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la desviacion respecto a la normalidad a partir de la asimetria y curtosis de las senales,
mientras que las demés pruebas contrastan la distribucién empirica con una distribuciéon
normal tedrica. En todos los casos, los valores de p obtenidos fueron inferiores al nivel
de significancia o« = 0.05, lo que conduce al rechazo sistematico de la hipotesis nula de
normalidad. Para evaluar la normalidad por la prueba Shapiro-Wilk la serie fue seccionada
por partes con longitudes no mayores a 5000 datos. De esta prueba se concluye que los
datos estudiados tienen una desviaciéon significativa a la normalidad. Asimismo, los esta-
disticos de Anderson—Darling superaron ampliamente los valores criticos al 5 %, reforzando
la evidencia de distribuciones no gaussianas en las series analizadas. Estos resultados con-
firman que las senales presentan estructuras estadisticas complejas, justificando el uso de

herramientas no lineales para su andlisis y cuantificacion.

Tabla 6.2: Resultados detallados de las pruebas de normalidad por serie.

Serie JB W p(SW) A? D (KS) Normal

SW;  11020.89 0.9459 < 0,056 900.64 0.0817 No

SWy 892783 0.9574 < 0,06 969.11  0.0891 No

FF;  5191.16 0.9822 < 0,06 26599 0.0515 No

FFy 723046 0.9804 < 0,05 30147 0.0506 No

WA; 44191 0.9964 < 0,056 2948  0.0160 No

WA, 13517 0.9969 < 0,05 46.87  0.0157 No

LS, 568343 09772 < 0,06 311.37 0.0483 No

LS, 353322 09799 < 0,060 168.04 0.0343 No

Para validar estos resultados se incluyo el método grafico Q-Q, éstos se pueden visualizar
en la Figura [6.6] Los graficos Q—Q correspondientes a las series analizadas evidencian
desviaciones sistematicas respecto a la recta de referencia asociada a una distribuciéon

normal. En la mayoria de los casos, se observa una curvatura pronunciada y discrepancias
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en los cuantiles extremos, lo que indica la presencia de asimetria y colas pesadas en las
distribuciones empiricas. Estas desviaciones son particularmente notorias en los valores
altos, donde los cuantiles muestrales se apartan significativamente de los cuantiles tedricos.
En conjunto, los graficos Q—Q confirman visualmente los resultados obtenidos mediante
las pruebas estadisticas, reforzando la conclusion de que las series temporales no siguen

una distribucién gaussiana.

En conjunto, se comprobd que las series no son normales. Para los patrones de flujo SW,
FF y LS se tienen desviaciones fuertes en los extremos superiores derechos; esto debido
a la curtosis, colas pesadas. Esta desviacion a la normalidad puede ser debida a los picos
de voltaje por ruptura de burbujas, turbulencias o cambios stibitos en el régimen de flujo.
Para el patron WA se observa un comportamiento mas simétrico con poca desviacion en
comparaciéon con los otros regimenes, atin asi las series son no normales. En conjunto, las
series no siguen una distribucién normal, tienen colas méas pesadas que la normal, muestran
eventos extremos. Esto es compatible con procesos fisicos turbulentos/no lineales. De esta
manera, la estructura estadistica de las series no puede explicarse con modelos lineales

gaussianos, lo que justifica un analisis mas extenso y detallado.
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Figura 6.6: Graficos Q-Q para las series temporales de patrones de flujo en dos fases: a)
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6.1.6. Estacionariedad y Heterocedasticidad

En esta seccion se presentan los resultados del anélisis de estacionariedad y heterocedas-
ticidad de las series temporales estudiadas. La estacionariedad fue evaluada mediante el
uso combinado de indicadores descriptivos y pruebas estadisticas formales, lo que permi-
ti6 caracterizar el comportamiento en media de las series. De manera complementaria, la
heterocedasticidad fue analizada a través de modelos de tipo ARCH (Heteroscedasticidad
Autoregresiva Condicional) que modela la variabilidad de los datos en el tiempo. El analisis
conjunto de estos resultados permite establecer las propiedades estadisticas basicas de las

series y proporciona un marco adecuado para la interpretacion de los anélisis posteriores.

Tabla 6.3: Resultados del andlisis de estacionariedad.

Serie ADF KPSS Diagnéstico conjunto
SW; Estacionaria  Estacionaria Estacionaria
SWy  Estacionaria  Estacionaria Estacionaria

FF, Estacionaria No estacionaria Estacionaria con tendencia

FF, Estacionaria No estacionaria Estacionaria con tendencia

WA, Estacionaria No estacionaria Estacionaria con tendencia

WA, Estacionaria  Estacionaria Estacionaria
LS, Estacionaria  Estacionaria Estacionaria
LS, Estacionaria  Estacionaria Estacionaria

Especificamente, para el patron SW las senales mostraron ser periddicas, estacionarias en
media, con estacionalidad clara. Lo que sugiere que podrian modelarse razonablemente
con un modelo lineal; sinusoidal més ruido, o con componente estacional. En éstas senales

son candidatas a tener no linealidades sutiles.
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Para las series correspondientes al flujo FF son estacionarias segin la prueba ADF'; sin
embargo, la prueba KPSS indicé no estacionariedad. La discrepancia observada entre las
pruebas es consistente con la presencia de tendencias deterministicas, por lo que el anélisis
en conjunto demostré que dichas series fueron influenciadas por la tendencia. De esta
manera, se clasificaron como estacionarias con tendencia. Asimismo, la varianza pequena
y el comportamiento casi ruido coloreado con tendencia muy suave indica que el modelo
no ha capturado toda la estructura temporal de los datos y podria mejorarse. De esta

manera, si existe no linealidad, sera débil.

De manera general, todas las series son estacionarias de primer orden; esto es, media casi
constante. Sin embargo, todas las series mostraréon heterocedasticidad. Esta propiedad
fue obtenida con el modelo ARCH (Heteroscedasticidad Autoregresiva Condicional) que
modela la variabilidad de los datos en el tiempo. De esta manera, la heterocedasticidad
refleja una estructura dinamica en la varianza que no es capturada por modelos lineales
simples. Sin embargo, su presencia es un indicio de complejidad temporal que motiva la

aplicacion de pruebas especificas de no linealidad y anéalisis complementarios.

6.1.7. Modelos estadisticos no lineales

Con base en la caracterizacion previa de los estadisticos de las senales, la estacionariedad
y heterocedasticidad se presentan a continuacion los resultados derivados de la aplicacion
de modelos y pruebas estadisticas no lineales. Dichos métodos permiten evaluar desvia-
ciones respecto al comportamiento lineal y detectar dependencias dinamicas de mayor

complejidad presentes en las series temporales analizadas.

El resultado fue concluyente en las pruebas estudiadas; BDS, Ramsey, Keenan, Tsay y
Terdsvirta con un nivel de significancia igual a 0.05. La evidencia obtenida a partir de las
distintas pruebas estadisticas no lineales, se reflejan en la Tabla[6.4. Cada prueba evalua
diferentes formas de desviacion respecto al comportamiento lineal, por lo que su analisis
conjunto permite una caracterizaciéon mas robusta de la dindmica subyacente en las series

temporales estudiadas.
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De manera general, casi todas las pruebas rechazan la hipotesis nula lo que indica la pre-
sencia de estructuras dinamicas que no pueden ser explicadas adecuadamente por modelos
lineales clasicos. Atn, usando distintos niveles de incrutaciéon de para la prueba BDS el
resultado fue el rechazo. En algunas series se observd que no todas las pruebas estadisticas
no lineales condujeron al rechazo de la hipotesis nula de linealidad. Este comportamiento
es consistente con el hecho de que cada prueba es sensible a distintos tipos de no linealidad
y dependencia dindmica. Por tanto, la ausencia de rechazo en ciertas pruebas no implica
necesariamente un comportamiento lineal, sino que puede reflejar una no linealidad débil o
de naturaleza especifica. Cabe destacar que, aun en estos casos, la prueba BDS mostré un
rechazo robusto de la hipotesis nula, lo que sugiere la presencia de dependencia dinamica
que no puede ser explicada por procesos lineales simples. De esta forma, se comprueba

que existen depencias en las series, lo que justifica un analisis riguroso de no linealidad.

Tabla 6.4: Resumen de los resultados de las pruebas estadisticas no lineales.

Serie Ramsey Keenan Tsay Terasvirta BDS

SW, St St St Si St
SWy St St St Si St
FF, St Si St St St
FF 4 St Si St St St
WA, St St St Si St
WA, St St St Si St
LS, No Si St No St
LS, Parcial Si Si Si Si

Los resultados obtenidos mostraron, que si bien las series temporales analizadas presentan
estacionariedad en media, exhiben caracteristicas dindmicas complejas que no pueden ser

descritas adecuadamente mediante modelos lineales clasicos. La presencia de heterocedas-
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ticidad, junto con la evidencia consistente de dependencia y no linealidad identificada a
través de las pruebas estadisticas aplicadas, indica que la dindmica de los sistemas estudia-
dos es intrinsecamente no lineal. En particular, el rechazo robusto de la hipotesis nula en la
prueba BDS, complementado por los resultados de las pruebas de Ramsey, Keenan, Tsay
y Terésvirta, proporciona una base estadistica solida para justificar el uso de metodologias

avanzadas de anélisis no lineal.

Este analisis resulté necesario para distinguir apropiadamente entre fenémenos de no es-
tacionariedad, no normalidad y el manejo inadecuado de los estadisticos en las series
estudiadas. Complementariamente, los modelos estadisticos no lineales empleados para el
diagnoéstico indicaron valores menores a cero en el p valor, esto indica el rechazo de la
hipotesis nula y la presencia de estructuras de dependencia compatibles con procesos no
lineales. Si bien, los resultados exhibidos no constituyen una prueba concluyente de no
linealidad, se observa la presencia de patrones atipicos respecto a los procesos lineales
gaussianos simples, como es la asimetria y la heterocedasticidad. Esta evidencia justifica

el planteamiento de una hipoétesis de no linealidad para las series analizadas.

6.2. Dimensién Fractal y Exponente de Lyapunov

La evidencia estadistica presentada hasta este punto indica que las series temporales anali-
zadas exhiben estructuras dindmicas que no pueden ser descritas adecuadamente mediante
modelos lineales clasicos. Si bien las pruebas estadisticas no lineales permiten identificar
desviaciones respecto a la hipoétesis de linealidad, estas no proporcionan informacion direc-

ta sobre la naturaleza geométrica ni la estabilidad dindmica de los sistemas subyacentes.

Con el fin de caracterizar la complejidad geométrica y la irregularidad temporal de las
senales analizadas, se estimo6 la dimension fractal con el método de Higuchi. Esta métrica
permite cuantificar el grado de rugosidad o complejidad de una senal directamente en el
dominio temporal, siendo especialmente 1itil para sistemas donde las trayectorias presentan
estructuras no suaves y posibles comportamientos no lineales. A diferencia de enfoques
puramente estadisticos, la dimension fractal proporciona una medida estructural de la

senal, permitiendo comparar patrones dinamicos entre distintos regimenes de flujo.
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En la Figura se muestran los valores obtenidos para cada una de las series temporales
analizadas. Se observa que todas las senales presentan valores comprendidos aproxima-
damente entre 0.82 y 0.98, lo que evidencia diferencias claras en el grado de rugosidad
y complejidad temporal entre las series. En particular, las series del patron FF exhiben
los valores més elevados de dimension fractal, cercanos a 0.98, lo que sugiere una mayor
irregularidad y variabilidad local en su dinamica temporal. En contraste, las series SW; y
WA presentan los valores més bajos, alrededor de 0.82-0.84, indicando trayectorias tem-
porales relativamente mas suaves y con menor complejidad geométrica. El resto de las
series (SWy, WA,, LS; y LS,) muestran valores intermedios, asociados a un comporta-
miento de complejidad moderada. Cabe senalar que los valores mostrados corresponden
a la pendiente obtenida del ajuste log-log del método de Higuchi, la cual representa el
exceso de rugosidad respecto a una curva de dimensiéon unitaria; por ello, para recuperar
la dimension fractal geométrica completa de la trayectoria temporal en el plano (¢, z) es
necesario sumar una unidad a estas estimaciones, situando los valores finales dentro del
rango tedrico esperado [1 —2]. De manera general, todas las series presentaréon complejidad

en distinto grado.

Cabe aclarar que el método de Higuchi describe el comportamiento de escalamiento de las
variaciones incrementales de una serie temporal discreta. En este contexto, la pendiente
estimada no representa una dimension geométrica en el sentido clasico, sino una medida
relativa de la rugosidad de la senal, asociada al grado de irregularidad temporal. En parti-
cular, dicha pendiente cuantifica el exceso de rugosidad con respecto a una curva suave de
dimensién unitaria, por lo que los valores obtenidos pueden ser menores que uno sin que
ello implique una inconsistencia fisica. Sin embargo, para recuperar la dimension fractal
geométrica completa de la senial, es necesario sumar una unidad a la estimacion, de modo
que D = 1 — slope, lo cual permite una interpretacion adecuada de la complejidad de la
senal, donde valores cercanos a 1 indican trayectorias suaves y valores proximos a 2 reflejan

una mayor irregularidad y rugosidad temporal.
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Figura 6.7: Dimension fractal Higuchi de las series temporales de patrones de flujo.

Si bien la dimensiéon fractal permite caracterizar la rugosidad y complejidad geométrica
de las series temporales, este descriptor no proporciona informaciéon directa sobre la esta-
bilidad dinamica del sistema ni sobre la sensibilidad de su evolucién ante perturbaciones
iniciales o sobre la no linealidad. Por esta razon, resulta metodolégicamente prudente com-
plementar dicho analisis mediante el calculo del exponente de Lyapunov, el cual cuantifica
la tasa promedio de divergencia o convergencia exponencial entre trayectorias inicialmente
cercanas en el espacio de fases. Un exponente de Lyapunov positivo constituye una condi-
cion necesaria para la presencia de sensibilidad a las condiciones iniciales y, por ende, de
comportamiento cadtico, mientras que valores cercanos a cero o negativos se asocian con

dindmicas periddicas o estables.

En el contexto de la cuantificacién de no linealidades, la evaluacion del exponente de
Lyapunov permite distinguir si la complejidad geométrica observada en las senales se
acompana de una dindmica intrinsecamente inestable y no lineal, o si, por el contrario,
puede ser explicada por fluctuaciones de origen lineal o estocéastico. En consecuencia, este
analisis representa un paso fundamental para sustentar, de manera rigurosa, la posterior

cuantificaciéon de no linealidades en las series temporales analizadas.
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La Tabla presenta los valores del exponente de Lyapunov méaximo estimados para las
series temporales analizadas, junto con los parametros de reconstrucciéon del espacio de
fases utilizados (retardo temporal 7 y dimension de incrustacion). En la mayoria de las
series se obtienen valores positivos del exponente de Lyapunov, lo que indica la presencia
de sensibilidad a las condiciones iniciales, caracteristica fundamental de sistemas con di-
namica no lineal y comportamiento cadtico. Aunque los valores numéricos del exponente
son pequenos, su signo positivo es suficiente para evidenciar la divergencia exponencial
de trayectorias cercanas en el espacio de fases, lo cual es consistente con la naturaleza

compleja de los procesos analizados.

En contraste, la serie FFy presenta un valor del exponente de Lyapunov negativo; clasifi-
cado como estable, lo que sugiere una dindmica maés regular y predecible en comparacion
con el resto de las senales. Este comportamiento puede asociarse a un régimen de flujo con
menor grado de complejidad dinamica o a una dominancia de componentes periédicas, 1o
cual resulta coherente con los valores relativamente menores observados en otras métricas
de no linealidad. La coexistencia de series con comportamiento cadtico y estable dentro del
mismo conjunto de datos refuerza la capacidad de los métodos aplicados para discriminar
entre distintos regimenes dinamicos y aporta solidez a la caracterizacion global de la no

linealidad del sistema.

Tabla 6.5: Exponentes de Lyapunov méximos estimados.

Serie 7 Emb_ Dim Exponente de Lyapunov Interpretacion

SW; 11 15 0.000271 Cadtico
SW, 37 15 0.000447 Cadtico
FF, 3 15 0.002463 Cadtico
FFy 25 15 -0.000480 Estable
WA, 58 15 0.009244 Cadtico
WA, 28 15 0.000798 Cadtico
LS, 24 15 0.002058 Caotico
LS, 56 15 0.003378 Caotico
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A partir de los resultados obtenidos mediante la dimensién fractal y el exponente de
Lyapunov, se logr6 caracterizar la complejidad geométrica y la estabilidad dinamica de las
series temporales analizadas, evidenciando la presencia de comportamientos no lineales y,
en la mayoria de los casos, sensibilidad a las condiciones iniciales. Estas métricas permiten
describir propiedades estructurales y dinamicas del sistema en el espacio de fases; sin
embargo, no proporcionan informacién directa sobre la persistencia temporal ni la memoria

estadistica de las senales.

Con el objetivo de complementar este analisis y profundizar en la caracterizacion tem-
poral de las series, a continuaciéon se introduce el analisis de dependencia temporal, el
cual se enfoca en cuantificar la existencia de correlaciones de largo y corto alcance. Para
ello, se emplean el exponente de Hurst y la funcién de autocorrelacion, herramientas que
permiten evaluar la presencia de memoria, persistencia o antipersistencia en las senales,
proporcionando una vision integral de la dindmica subyacente desde el punto de vista

temporal.
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6.3. Analisis de dependencia temporal

6.3.1. Autocorrelacion

Una caracteristica de suma importancia en las series temporales es la autocorrelacion. La
interrogante es saber si las series estan o no correlacionadas. Para esto se utiliz6 la funcion
de Autocorrelacion (ACF) que indica qué tanto un valor depende de sus valores pasa-
dos. Esta prueba toma en cuenta la autocorrelacion directa que representan las relaciones
inmediatas y la indirecta que se atribuye a la relacion que parece de la interaccion de va-
lores intermedios. Ademas, se verificaron los resultados con la Funcién de Autocorrelacion
Parcial (PACF) que muestra solo la autocorrelacion directa. la Figura se ilustra la

correlacion directa e indirecta.

.-~ Autocorrelaciéon  ~~_
/ indirecta

-0 -0

!

.. /
Autocorrelacion /
~. directa -7
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~ -
T e —— -
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Figura 6.8: Representacion de la autocorrelacion directa-indirecta.

Si la serie no esta correlacionada las pruebas decaen réapidamente, de lo contrario las
pruebas muestran valores altos en varios retrasos. Las funciones de autocorrelacion para las
senales mostraron valores elevados en todos los retrasos analizados, decayendo de manera
lenta. Esto indica que las series presentan una fuerte dependencia temporal persistente.

Es decir, alta memoria temporal.

Asimismo, se utilizo la prueba Ljung-Box para detectar autocorrelacion de los residuos
de un modelo ARIMA. La prueba Ljung-Box soporta la hipdtesis nula que indica que los

residuos son independientes, esto es, sin autocorrelaciéon. De esta prueba se obtuvo valores
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cercanos a cero para el p valor, lo cual confirma estadisticamente la presencia de autoco-
rrelacion significativa para las ocho series analizadas. Se demuestra que no es un efecto
aleatorio; todas las series tienen dependencia temporal fuerte. Los datos tienen memoria,

los valores futuros dependen fuertemente de los pasados; esto es, datos persistentes.

6.3.2. Rango Reescalado

La valoracion de la memoria de largo alcance en las senales temporales de los patrones
de flujo en consideracion se llevd a cabo mediante el analisis de Hurst. Como se muestra
en la Figura [6.9 todos los valores obtenidos estan por encima del umbral de 0.5, lo que
significa que las senales en consideracion son persistentes. Es decir, las fluctuaciones ac-
tuales continuarén en la misma direccién en el tiempo. Los valores mas altos se observan
en los patrones SW, con H = 0.91 y SW5 con 0.93, que coinciden con altas entropias y
bajos indices de no linealidad y, por lo tanto, sugieren trayectorias combinadas suaves y
estructuradas. Los valores méas bajos se logran en los patrones FF; con H = 0.79 y FFy
con 0.81, lo que significa que son menos persistentes y mas irregulares en el tiempo, pero

siguen siendo suficientes para un comportamiento no aleatorio.

En los patrones WA y LS, los valores del exponente de Hurst se ubican en un rango
intermedio-alto H = 0.91 para WA, 0.87 para WA,, 0.83 para LS; y 0.88 para LS,, lo que
indica que, pese a la presencia de no linealidades, las senales mantienen cierta estructura
en escalas grandes. En particular, el patron WA muestra una persistencia alta como la de
SWi, mientras que el incremento de la velocidad en WA, reduce ligeramente dicha persis-
tencia. De forma similar, el flujo LS conserva una memoria significativa, y se observa un
incremento de complejidad a mayor velocidad. En conjunto, estos resultados sugieren que
los patrones SW y WA exhiben las trayectorias mas organizadas y correlacionadas a largo
plazo, mientras que el flujo FF es el patron més irregular con senales més intermitentes,

y LS representa un régimen estructurado.
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Figura 6.9: Exponente de Hurts para los patrones de flujo bifésico.

6.4. Analisis de no linealidad por Entropia SVD

En esta seccion se presentan los resultados del anélisis de no linealidad mediante Entropia
basada en la Descomposicion en Valores Singulares (SVD) aplicada a las series tempo-
rales bajo estudio. A diferencia de las pruebas estadisticas previamente reportadas; cuyo
objetivo es detectar desviaciones respecto a supuestos lineales a través de criterios de hi-
potesis, la entropia SVD proporciona una medida cuantitativa del grado de complejidad
estructural del atractor reconstruido en el espacio de fases, al evaluar como se distribuye
la energia/informacion en los valores singulares asociados a la dinamica embebida. En
este sentido, valores de entropia més altos se asocian con una distribuciéon méas uniforme
entre modos (mayor complejidad), mientras que valores mas bajos indican concentracion

en pocos modos dominantes (dindmica méas regular o mas “organizada”).

Los resultados que se muestran a continuacion se discuten en conjunto con la evidencia

obtenida en secciones previas (normalidad, estacionariedad, heterocedasticidad y pruebas

Abigail Marin 67 Tesis doctoral



CAPITULO 6. RESULTADOS

estadisticas de no linealidad), con el objetivo de construir una interpretacion integrada
de la naturaleza dinamica de cada serie y establecer una base solida para los analisis

posteriores de dependencia temporal y caracterizaciéon geométrica de la dindmica.

6.4.1. Entropia SVD

Para el desarrollo del analisis de no linealidad en cada serie temporal se tomo como punto
de partida la entropia SVD. Primero, se construyé la matriz de senales retardadas utili-
zando ventanas moviles y un salto temporal de 20 segundos. A partir de la SVD, se calcul6

la entropia de Shannon normalizada en funcién del tiempo para cada senal.

La Figura[6.10jmuestra la entropia SVD para cada patrén de flujo. La linea roja discontinua
indica el valor promedio a una escala de 25 segundos, una ventana que permite capturar la
dindmica local del sistema. Esta escala es particularmente sensible a fluctuaciones rapidas,
transiciones de régimen y variaciones instanténeas. Para los flujos SW; y SWy (Figuras
a y e), se observan valores altos y relativamente estables de entropia, lo cual
sugiere un comportamiento estocastico con alta complejidad. Al aumentar la velocidad
del gas de 0.5 a 0.7, se presentan descensos puntuales més marcados (Figura e), lo
que sugiere una mayor organizacion temporal en ciertos intervalos. Este comportamiento
es congruente con los resultados previos de Lyapunov positivo y dimension fractal elevada,

indicando una dindmica caotica bien desarrollada pero relativamente estable en el tiempo.

Para los patrones FF; y FFy (Figuras .b y .f), la entropia presenta una mayor
variabilidad temporal en la SVDEn, con caidas méas pronunciadas. Estas disminuciones
reflejan episodios de mayor dominancia de ciertos modos singulares, lo que puede asociarse
a intervalos donde la dindamica se vuelve transitoriamente mas regular o correlacionada.
Este comportamiento es consistente con una aparente no linealidad intermitente, detectada
mediante las pruebas estadisticas y analisis de dependencia temporal. Al modificarse el
angulo de inclinaciéon de la tuberia de —80° a —85°, se reduce la frecuencia de caidas
extremas, lo que podria reflejar una atenuaciéon parcial de la dindamica intermitente del

flujo.
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En los casos WA; y WA, (Figuras c y .g), se evidencian valores promedio de
entropia mas bajos acompanados de descensos abruptos recurrentes, lo que indica una
dindmica altamente cambiante a esta escala. Esto sugiere que el sistema explora continua-
mente distintas configuraciones en el espacio de fases, reflejando una dinamica cadtica mas
intensa, en concordancia con el mayor exponente de Lyapunov observado para esta senal.
Ademas, el incremento de la velocidad del gas intensifica las oscilaciones, lo que sugiere

un aumento en la inestabilidad del flujo.

Finalmente, los patrones de los flujos LS (Figuras .d y .h) presentan las entropias
medias mas bajas, alrededor de 0.74. A medida que se eleva la velocidad del gas, se
observa un aumento de la variabilidad de la entropia y, por lo tanto, puede indicar una
posible transicion a estados mas cadticos o no lineales. En general, SVDEn muestra valores
ligeramente menores en promedio y una dispersion notable. Esto indica que, aunque el
sistema mantiene un comportamiento complejo, existe una mayor concentraciéon temporal
de energia en algunos modos dominantes, sugiriendo una estructura dinamica menos rica

que en los otros patrones de flujo, pero aun claramente no lineal.

En términos generales, los valores de SVDEn se encuentran en un rango moderado—alto de
0.70-0.93 aproximadamente, lo que indica que, a esta escala, las senales exhiben dindmicas
complejas. Las diferencias entre senales reflejan distintos grados de organizaciéon dinami-
ca, desde caos bien desarrollado hasta comportamientos méas intermitentes o cercanos a

regimenes estables.
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Figura 6.10: Entropia SVD de las senales temporales de patrones de flujo bifasico a una
escala de 25 segundos: a) SWy, b) FFy, ¢) WA, d) LSy, e) SWa, f) FFy, g) WA, y h) LS,.

6.4.2. Efecto de la escala en la Entropia SVD

Con el fin de profundizar en la caracterizacion de la dinamica subyacente de las series tem-
porales analizadas, se llevo a cabo un analisis de la SVDFEn considerando diferentes escalas
temporales. Este enfoque permite identificar transiciones en las dinamicas del sistemas.
Por tanto, identificar cambios en la complejidad y el grado de organizacion de la senal al
variar la escala de observacion. El analisis multiescala resulta particularmente relevante

en el estudio de procesos quimicos, ya que estos pueden exhibir dindmicas diferenciadas
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dependiendo del intervalo temporal considerado, reflejando la coexistencia de fenémenos
rapidos y lentos. En este contexto, la entropia SVD proporciona una medida cuantitativa
robusta para comparar la estructura dinamica de las senales a distintas escalas, sirviendo
como base para la posterior evaluacion de no linealidades y la comparaciéon con datos

sustitutos.

6.4.2.1. Entropia SVD a escala temporal de 125 segundos

Se analiz6 una escala temporal de 125 segundos con el objetivo de evaluar la influencia
del tamano de ventana sobre la cuantificacion de la no linealidad. La Figura muestra
los resultados obtenidos para las series correspondientes a los distintos regimenes de flujo.
Una escala de 125 segundos, corresponde a una ventana intermedia que integra informa-
cion dinamica de mayor alcance temporal. A diferencia de la escala de 25 segundos, esta
escala suaviza las fluctuaciones rapidas. De esta manera, esta escala permite evaluar la

persistencia de la complejidad dindamica en intervalos mas largos.

Para el flujo ondulado estratificado SW, (Figuras .a y .e), la entropia SVD se
conserva alta y estable, con caidas puntuales bien definidas. Estas reducciones sugieren la
presencia de transiciones dindmicas de mayor duracion, las cuales se manifiestan claramen-
te a esta escala, indicando una dinédmica cadtica con episodios de reorganizacion interna.
A pesar del aumento en la velocidad del gas superficial, no hubo cambios significativos en
la posiciéon de estos indicadores. En comparacion con el analisis en la ventana de tiempo de
25 segundos, donde se estudiaron variaciones mucho mas rapidas, aqui, con una ventana

més amplia, todas las oscilaciones se vuelven mas lentas y menos frecuentes.

La entropia SVD para el flujo FF, (Figuras b y f) es moderada con oscilaciones
suaves alrededor de su valor medio. A diferencia de la escala anterior, las fluctuaciones
extremas disminuyen, lo que indica que la dinamica intermitente detectada a escalas cortas
se promedia a escalas mayores. La serie, FF;, muestra oscilaciones suaves con amplitud
marginal, y la sefial FFy muestra una entropia moderada—alta, con fluctuaciones persis-
tentes pero acotadas. En comparacion con la escala de 25 segundos, la dindmica parece
més homogénea, lo que refuerza la interpretacion de un sistema con no linealidad débil o

intermedia, coherente con los resultados del exponente de Lyapunov cercanos a cero. A
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pesar de que todas las caidas dramaticas a 25 segundos se suavizaron en 125 segundos, la

entropia general se mantiene alta.

Para el patron anular ondulado WA (Figura .c y Figura mg) se mantiene una en-
tropia promedio claramente inferior a las medias de los flujos SW y FF, lo que implica
menor irregularidad aunque esté parcialmente oculta. Para WA, el cambio en la veloci-
dad superficial de gas ayuda a disminuir la dispersion de la entropia, lo que refleja que
las fluctuaciones disminuyen rapidamente, se hacen mas rapidas y mas reducidas. Esto
sugiere una estructura dindmica méas organizada. La senal conserva una dindmica comple-
ja sostenida, lo que sugiere que los mecanismos no lineales responsables del caos operan
de manera coherente incluso cuando se integran escalas temporales més largas. Esto es

consistente con su mayor dimension fractal y exponente de Lyapunov positivo.

Por ultimo, las entropias promedio del flujo LS (Figural|6.11ld y Figura|6.11\h) son las mas
bajos de todas. Se observan oscilaciones suaves y bien contenidas. Este comportamiento
refleja una dindmica no lineal persistente, aunque con mayor regularidad interna que las

senales con entropia mas alta, confirmando su caracter cadtico moderado.

El orden relativo de entropia promedio entre los patrones de flujo se conserva respecto al
analisis con escala de 25 segundos (Figura|6.10)), siguiendo la secuencia: SW> FF> WA >
LS. Este comportamiento indica que la clasificacion de la complejidad entre los regimenes

se mantiene ante variaciones en la escala.

El analisis con una escala de 125 segundos permite resaltar las tendencias globales del
sistema y suavizar las variaciones locales, mientras que el analisis con una escala de 25
segundos es mas sensible a los cambios réapidos y transitorios caracteristicos de cada ré-
gimen. Este contraste evidencia la utilidad de un enfoque multiescala para caracterizar

adecuadamente la complejidad dinamica de los flujos bifasicos.
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Figura 6.11: Entropia SVD de las series temporales de patrones de flujo a una escala de
125 segundos: a) SW; , b) FFy, ¢) WAy, d) LSy, e) SWo, f) FFy, g) WA, y h) LS,.

6.4.2.2. Entropia SVD a escala temporal 250 segundos

Se consider6 un aumento en la escala igual a 250 segundos con el fin de tener mayor
rango para la evaluacion de la no linealidad de las series. Esta escala corresponde a una
ventana larga que integra informacién dindmica de gran alcance temporal. De esta manera,
permite evaluar la estructura global y la persistencia de los mecanismos que gobiernan
la dindmica del sistema, filtrando en gran medida las fluctuaciones rapidas observadas
en escalas menores. Las Figura muestra los resultados obtenidos para las senales

analizadas.

Abigail Marin 73 Tesis doctoral



CAPITULO 6. RESULTADOS

Para el patron ondulado estratificado SW (Figuras|6.12]a y|6.12/¢), la entropia se mantiene
alta y estable, con descensos bien definidos. Este comportamiento representa la naturaleza
compleja del flujo. En comparaciéon con escalas menores, la senal exhibe una dinamica

cadtica robusta y persistente.

Para el patron de flujo FF (Figuras [6.12b y [6.12/f), las fluctuaciones se reducen y se
distribuyen de forma més equitativa en torno a la media. Ademas, se mantiene la diferen-
cia en la variabilidad entre FF; y FFy, reflejando la influencia del angulo de inclinacién
de la tuberia. A esta escala, la dindmica intermitente observada en 25 segundos queda
completamente promediada, revelando un comportamiento no lineal persistente pero es-

tructuralmente organizado, lo cual es coherente con el exponente de Lyapunov.

En el caso del flujo anular ondulado WA (Figuras .c y .g), la entropia prome-
dio continta siendo ligeramente menor que en los flujos SW y FF. Las curvas presentan
ondulaciones suaves, de baja amplitud, y cercanas al valor medio. El incremento en la
velocidad superficial del gas en WA, parece reducir ain mas la dispersion, sin introducir
cambios abruptos en el comportamiento dindmico. Esto indica que la senal conserva una
alta complejidad dinamica incluso a escalas largas, sugiriendo que los mecanismos cadticos
subyacentes actiian de manera coherente a lo largo del tiempo, en concordancia con su

dimension fractal.

Finalmente, para el flujo en régimen LS (Figuras[6.12]d y [6.12}h), se mantienen los valores
més bajos de entropia promedio, coherentes con una dindmica mas perioédica. LS; presen-
ta una entropifa media de aproximadamente 0.82, mientras que LS, muestra una media
similar pero con oscilaciones méas cortas y de menor amplitud, lo que sugiere una ligera

estabilizacion atribuida al aumento en la velocidad del gas.

En resumen, el analisis con escala de 250 segundos permite una lectura mas clara de las
diferencias estructurales entre los patrones de flujo. Se atenta la variabilidad local y se
consolida el orden relativo de complejidad previamente observado: SW > FF~ WA > LS.
Esta escala temporal mas amplia resalta las tendencias globales del sistema y evidencia
que, si bien los efectos del aumento de velocidad son visibles, su impacto es mas moderado

cuando se consideran escalas temporales més extensas.
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Figura 6.12: Entropia SVD para las series temporales de patrones de flujo bifasico a una
escala de 250 s: a) SWy , b) FFy, ¢) WAy, d) LSy, e) SWy, f) FFy, g) WA, y h) LS,.

6.4.3. Variaciéon de la escala temporal en un patrén de flujo

La Figura muestra la evoluciéon temporal de la entropia SVDEn para el patron de
flujo SWy, a tres escalas de tiempo diferentes: 25, 125 y 250 segundos. En la primera
escala (Figura [6.13]a), la entropfa se mantiene en altos valores estables, alrededor del
0.90-0.93 con oscilaciones rapidas de amplitud baja y caidas poco profundas. La ausencia
de descensos pronunciados indica una estructura dindmica estable y poca intermitencia a

esta escala.
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Al incrementa la escala de tiempo a 125 segundos (Figura .b), se observa una mayor
variabilidad en la entropia SVD, con descensos abruptos y recurrentes por debajo del valor
medio. Estos minimos indican episodios donde la dindmica se concentra temporalmente
en un numero reducido de modos dominantes, lo que es consistente con la aparicién de es-
tructuras dinamicas organizadas o transiciones internas del sistema. Este comportamiento
revela que, a escalas intermedias, emergen mecanismos dinamicos que no son evidentes a
escalas mas cortas, reflejando una mayor sensibilidad a efectos no lineales y posibles proce-
sos de interaccion entre miultiples escalas. Para la escala de 250 segundos (Figura c),
las oscilaciones rapidas se reducen en gran medida, y se observa la transformaciéon en un
patrén de sefial més suave con descensos mas amplios y continuos. Estos descensos mas
pronunciados sugieren episodios de fuerte organizacién dinamica, donde la complejidad
efectiva del atractor disminuye significativamente, mientras que los intervalos de entropia
elevada indican fases de comportamiento més complejo o desordenado. Esta alternancia
sugiere que estas zonas de entropia reducida podrian relacionarse con intervalos en que la

interfase entre liquido y gas es mas regular en su comportamiento o estructura.

Para el patron ST, se obtuvo una dinamica cuya complejidad se manifiesta de manera mas
clara a escalas intermedias y largas. La dependencia explicita de la entropia con la escala
refuerza la hipotesis de que el sistema no puede describirse adecuadamente mediante un
modelo lineal tnico, y justifica la aplicacion posterior de métricas complementarias de no
linealidad y dependencia temporal. Esto resalta la importancia de la multiescala analisis
para revelar diferentes formas de la complejidad dinamica en senales provenientes de flujos

bifasicos.

En conjunto, estos resultados evidencian que la entropia SVD es sensible a la escala tem-
poral de anélisis, no solo para el flujo SW sino para todas las series estudiadas. Las Figuras
correspondientes a los demas regimenes de flujo se encuentran en el Apéndice A.1 de los

datos complementarios.
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Figura 6.13: Entropia SVD para el patron de flujo bifasico SW; a distintas escalas: a) 25
s, b) 125 s, ¢) 250 s.

En la Tabla se incluyen los promedios los valores de entropia SVD obtenidos para cada
patréon de flujo bifésico, calculados a las tres escalas de analisis: 25, 125 y 250 segundos.
De los datos, podemos destacar que el patron de flujo SW muestra las entropias promedio
més altas de todos los flujos analizados en todas las escala. Esto sugiere una persistente y

alta complejidad a través de distintas escalas temporales.

Por el contrario, los patrones LS tuvieron las entropias méas bajas. Esto refleja su caracter
determinista, y en efecto se produce un ligero incremento de la entropia media a mayores
escalas, quizas debido a las perturbaciones inducidas por el aumento de la velocidad gas.
Los patrones intermedios, FF y WA presentan valores de entropia media entre los dos

opuestos y muestran una mayor sensibilidad a las condiciones del flujo, como angulos de
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inclinacion de la tuberia y el cambio en la velocidad superficial del gas. En general, el
orden relativo de SVDEn se conserva en todas las escalas como SW >FF > WA> LS, lo
que refuerza la validez del analisis multiescala mediante entropia SVD como herramienta

para caracterizar dindmicamente los patrones de flujo.

Tabla 6.6: Comparacion de la entropia SVD media por escala.

Patron 25s 125s 250s Tendencia general

SW, ~ 093 =092 =~0.92 Alta, estable

SW, ~ 093 =092 =~0.91 Alta, estable

FF, ~ 081 =~ 0.81 = 0.82 Media, moderada

FF, ~ 083 =~ 0.82 = 0.82 Media, variable

WA; ~ 0.78 ~0.78 =~ 0.79 Media-baja, estable

WA, ~ (0.78 =~ 0.78 = 0.79 Media-baja, estable

LS, ~ 0.74 =~ 0.75 = 0.82 Baja, estable

LS, ~ (0.75 =~ 0.76 =~ 0.82 Baja, estable

El anélisis comparativo de la entropia SVD a las escalas temporales de 25, 125 y 250
segundos evidencia de manera clara el caracter multiescala de la dindmica no lineal pre-
sente en las senales analizadas. A la escala corta de 25 segundos, la entropia SVD presenta
fluctuaciones rapidas y de gran amplitud, reflejando la sensibilidad de la dindmica local a
cambios transitorios, lo que pone de manifiesto la presencia de no linealidades activas a
corto alcance temporal. Al incrementar la escala a 125 segundos, dichas fluctuaciones se
atentan y la entropia converge hacia valores més estables, indicando que los mecanismos
no lineales detectados a escalas cortas persisten y se integran en una estructura dindmica
mas coherente. Finalmente, a la escala de 250 segundos, la entropia SVD exhibe una esta-
bilidad notable, con variaciones suaves alrededor de valores elevados, lo que confirma que
la complejidad observada no es un efecto local o transitorio, sino una propiedad intrinse-

ca y robusta del sistema. En conjunto, este comportamiento jerarquico demuestra que la
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entropia SVD no solo captura la complejidad dinamica, sino que permite distinguir entre
la dinamica local, intermedia y global del sistema, consolidandose como una herramienta

adecuada para la cuantificacion multiescala de la no linealidad en procesos quimicos.

6.4.4. Entropia SVD con datos sustitutos

La Figura muestra la entropia SVD en funcién del tiempo para las series correspon-
dientes a los distintos patrones de flujo bifésico, calculada a una escala de 25 segundos.
Cada subfigura presenta la entropia real, la banda de confianza de 95 % generada mediante
sefiales sustitutas por aleatorizacion de la fase (sombreado gris) con el comportamiento
esperado bajo la hipotesis nula de linealidad y la entropia promedio marcada con una
linea roja discontinua. En el patron de flujo SW (Figuras [6.14]a y [6.14le), la entropia
se mantiene alta y relativamente estable, con descensos puntuales que, en su mayoria,
se encuentran dentro del intervalo de confianza. Este comportamiento sugiere que, para
estas senales, la complejidad estructural puede explicarse en gran medida por propiedades
lineales, sin evidenciar desviaciones significativas que indiquen la presencia dominante de

no linealidades fuertes a esta escala temporal.

Los patrones FF; y FF, (Figuras [6.14]b y [6.14]f) presentan oscilaciones amplias y fre-
cuentes, reflejando mayor irregularidad; el incremento en la inclinacién de la tuberia no
disminuye la variabilidad global. La entropia real se encuentra en su mayor parte sobre la
banda de confianza. Sin embargo, se observan episodios en los que la entropia SVD de la
serie original presenta desviaciones sistemaéticas respecto a la banda de confianza generada

por los datos sustitutos.

En los patrones WA (Figuras [6.14lc y [6.14lg), la entropia media es menor con caidas
recurrentes, lo cual indica un régimen menos complejo y mas determinista; el aumento
en la velocidad superficial del gas incrementa la amplitud de las fluctuaciones. Para las
senales se observa que el intervalo de confianza da lugar a no linealidades emergentes. En
particular, se identifican caidas abruptas que exceden el limite inferior del intervalo de
confianza. Este comportamiento no puede ser reproducido por los datos sustitutos, lo que

constituye un indicio claro de la presencia de estructuras dindmicas no lineales subyacentes.
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Finalmente, en LS; y LS, (Figuras d y [6.14lh), la entropia es de las mas bajas del

conjunto analizado. Y aunque oscila alrededor del valor medio, se aprecia un aumento en

la variabilidad y en la frecuencia de excursiones hacia los extremos de la banda de con-

fianza. Este patron sugiere una dindmica mas irregular, en la cual coexisten componentes

lineales y no lineales, dando lugar a una complejidad estructural intermedia que no es

completamente capturada por el modelo lineal implicito en los datos sustitutos. De todos

los flujos analizados este patréon mostré6 mayor no linealidad en comparaciéon con los otros

regimenes de flujo.
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Figura 6.14: Entropia SVD para las series temporales con datos sustitutos a una escala de
25 segundos.
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En conjunto, la comparacioén entre las series originales y la banda de confianza obtenida
a partir de datos sustitutos permite inferir que las desviaciones observadas en la entropia
SVD no son atribuibles tinicamente a efectos estadisticos lineales o al contenido espectral
de las senales. Por el contrario, los resultados sugieren que la no linealidad detectada esta
asociada a una complejidad estructural inherente a la dindmica del proceso, reflejando la
presencia de mecanismos causales no lineales que gobiernan la evolucién temporal de las

series analizadas.

Se realizd el analisis similar con una escala de 250 segundos, en general los resultados
fueron semejantes. La Figura [6.15] presenta la evolucion temporal de la entropia SVD para
las ocho senales analizadas a esta escala, junto con la banda de confianza estimada a partir
de datos sustitutos. La curva negra corresponde a la entropia SVD de las series originales,
mientras que la regiéon sombreada en gris representa el intervalo de confianza asociado a
la hipotesis nula de linealidad. La linea roja punteada indica el valor medio de la entropia

SVD obtenida a partir de los datos sustitutos.

Para el patron de flujo SW (Figuras .a y .e), se observa que la entropia SVD de las
series originales presenta oscilaciones bien definidas, con episodios recurrentes de descen-
sos pronunciados que alcanzan o rebasan el limite inferior de la banda de confianza. Estos
eventos reflejan reducciones temporales del niimero efectivo de grados de libertad del siste-
ma, lo cual sugiere la presencia de reorganizaciones dindmicas que no son completamente

reproducidas por los datos sustitutos, aun a escalas temporales largas.

Para los flujos FF y WA (Figuras b, f, ¢ v g), la entropia SVD oscila alrededor
del valor medio de los sustitutos, pero se identifican desviaciones locales persistentes,
tanto por debajo como por encima de dicho promedio. En particular, se observan eventos
transitorios caracterizados por caidas abruptas de la entropia, que indican episodios de
mayor organizacion estructural. La recurrencia de estos eventos sugiere que, aunque la
dindmica global se aproxima al comportamiento esperado bajo la hipo6tesis nula, subsisten

componentes no lineales que se manifiestan de forma intermitente.

Para el patron de flujo LS, las senales muestran un comportamiento relativamente mas

estable, con fluctuaciones de menor amplitud y una mayor permanencia dentro de la
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banda de confianza. No obstante, incluso en estos casos se aprecian excursiones locales
hacia valores bajos de entropia, lo que indica que la dindmica no es puramente lineal y

conserva cierta complejidad estructural residual.
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Figura 6.15: Entropia SVD para las series temporales con datos sustitutos a una escala de
250 segundos.

En conjunto, los resultados muestran que el aumento de la velocidad superficial del gas
afecta de forma diferencial a cada patréon: en regimenes complejos y estables como SW
apenas modifica la entropia, mientras que en flujos perioédicos o inestables puede amplificar

las fluctuaciones y alterar su complejidad dinamica.
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El analisis a la escala de 250 segundos evidencia que, si bien el promedio de la entropia
SVD tiende a alinearse con el valor medio de los datos sustitutos, la dinamica temporal
conserva, oscilaciones significativas y eventos estructurales que no pueden ser explicados
unicamente por propiedades lineales. Estos resultados indican que la no linealidad del
sistema persiste a escalas temporales largas, manifestandose principalmente a través de
episodios intermitentes de reorganizaciéon dinamica, lo que refuerza la interpretacion de la

complejidad estructural como un rasgo inherente del proceso analizado.

Con el objetivo de profundizar en la caracterizacion multiescala de la complejidad dindmica
de las series analizadas, a continuacion se presentan los mapas de calor de la SVDEn en
funcion del tiempo y de la escala temporal. Esta representaciéon permite visualizar de
manera simultanea la evolucion temporal de la entropia y su dependencia con la escala
de analisis, proporcionando una perspectiva integral de como se organiza la complejidad

estructural del sistema a diferentes horizontes temporales.

La Figura [6.16 presenta los mapas de calor de la entropia SVD para las ocho series tem-
porales correspondientes a los distintos patrones de flujo bifasico. La escala de colores
representa valores bajos de entropia en tonos morados y valores altos en amarillo, con un
rango normalizado de 0 a 1. Los mapas fueron calculados mediante una ventana movil
con tamano variable de 50 observaciones. En todos los casos analizados se observa que la
entropfa SVD tiende a incrementarse con la escala, lo cual sugiere que la complejidad del
sistema se vuelve mas evidente a medida que se integran comportamientos més globales
de la senal. Adicionalmente, cada patron de flujo exhibe una firma distintiva en el dominio

escala-tiempo, permitiendo caracterizar su dinamica especifica.

Para el fluyjo SW, (Figura .a y Figura .e), las bandas oscuras en las escalas mas
pequenas indican baja entropia, mientras que a escalas intermedias y grandes se presenta
un color verde-azulado que refleja valores medios de entropia SVD, acompanados por
aumentos puntuales coincidentes con los eventos bruscos de las senales originales. Para FF
(Figuras [6.16]b y [6.16]f), el flujo tiene una distribucién de entropia media interrumpida
por bandas de alta entropia detectadas en las formaciones estratificadas verticales que se

repite a lo largo de varias escalas. Estas bandas intermitentes corresponden a eventos no
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estacionarios persistentes en el tiempo, lo que sugiere una dinamica fluctuante durante

todo el experimento.

En cuanto a WA, (Figuras[6.16]c y[6.16]g), se observa zonas especificas de mayor entropia
en comparacion con los flujos anteriores, con predominio de verde-amarillo, particularmen-
te en las escalas medias y grandes, y con zonas de entropia baja en las escalas inferiores.
No obstante, la comparacion entre WA; y WA, el cambio en la velocidad superficial del gas
sugiere un aumento de la superficie de entropia alta dejando las zonas de baja entropia a
escalas mas bajas, esto significa que la complejidad alta es sostenida. Este comportamiento
sugiere un régimen més estacionario en escalas grandes, con variaciones significativas solo

en escalas pequenas.

Finalmente, para el patron de flujo pelicula deslizante (LS; y LS., Figuras d y.h),
se registran las entropias més elevadas en comparacion con los demas regimenes. Los mapas
muestran zonas uniformes de alta entropia en casi todo el rango de escalas y tiempos,
con escasas regiones de baja entropia. Esta homogeneidad sugiere un comportamiento
altamente complejo pero cuasi-estacionario, donde las estructuras dindmicas se mantienen
estables a través de escalas miultiples, incluso ante el aumento de la velocidad superficial

del gas.

La figura evidencia que la entropia SVD presenta una marcada dependencia con la escala
temporal, mostrando valores mas bajos en escalas pequenas y un incremento progresivo
conforme aumenta la escala de analisis. Este comportamiento sugiere que, a escalas cor-
tas, la dindmica del sistema se encuentra més organizada, mientras que a escalas mayores
emerge una mayor complejidad estructural asociada a la interaccion de miltiples mecanis-
mos dindmicos. Asimismo, se observan regiones temporales con variaciones abruptas de la
entropia que persisten a través de varias escalas, lo cual indica la presencia de transiciones
dindmicas y estructuras coherentes multiescala. En conjunto, estos resultados refuerzan la
naturaleza no lineal del sistema y ponen de manifiesto que su complejidad no es uniforme,

sino dependiente tanto del tiempo como de la escala temporal considerada.
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Figura 6.16: Mapa de calor de entropia SVD para los patrones de flujo bifasico: a) SW |
b) FFl, C) WAl, d) le, e) SWQ, f) FFQ, g) WA2 y h) LSQ

La Tabla[6.7] presenta los principales hallazgos derivados del anélisis multiescala mediante
mapas de calor de entropia SVD. Se comparan los distintos patrones de flujo en términos
del comportamiento general de la entropia, su evolucion con el aumento de la escala, la
influencia de la velocidad superficial del gas, y el grado aparente de estacionariedad. En
todos los casos se observa un aumento de la entropia conforme se incrementa la escala,
aunque la magnitud y naturaleza de este cambio varia entre patrones. El patréon SW pre-
senta una entropia baja-media estable, con ligera variacion frente al cambio de velocidad.

El flujo FF muestra una dindmica més intermitente con bandas verticales de alta entropia
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a diferentes escalas. El patron WA evidencia una entropia elevada y sostenida en escalas
medias y altas, con menor dispersion al incrementar la velocidad. Finalmente, el patron LS
presenta las entropias mas altas y uniformes del conjunto, reflejando un comportamiento
cuasi-estacionario y altamente complejo. Esta sintesis permite visualizar con claridad c6-

mo la complejidad dindmica y la sensibilidad a los cambios operativos dependen del tipo

de patron de flujo analizado.

Tabla 6.7: Resumen comparativo del comportamiento de la entropia SVD.

Patron SVDEn Aumento Aumento
de escala de velocidad

SW Entropia baja- Incremento de en- Cambios minimos
media  (0.2-0.6); tropia con la escala con tendencia gene-
franjas oscuras a ral estable
baja escala

FF Entropia  media Aumento de entro- Incrementa variabi-
con bandas ver- pia en multiples es- lidad al modificar
ticales de alta calas, eventos inter- inclinacion
entropia (= 0.9) mitentes

WA Entropia alta pre- Entropia baja sélo Mayor area de en-
dominante en es- en escalas pequenas tropia alta con ma-
calas medias-altas yor velocidad

LS Entropia alta y Alta entropia sos- Aumento de varia-
uniforme, pocas tenida en todas las bilidad con mayor
zonas de baja escalas velocidad del gas
entropia
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6.4.5. Indice de no linealidad NLI

El indice de no linealidad fue definido como la distancia de la SVDEn a la cota inferior del
intervalo de confianza generado por datos sustitutos. Si la entropia cae dentro del intervalo
de confianza (banda gris), el indice toma el valor de cero, lo cual es un comportamiento

compatible con la hipétesis nula que indica linealidad.

La Figura muestra el porcentaje del indice de no linealidad para las series exploradas
para una escala de 25 segundos. Para el patron de flujo SW,(Figura a y Figura m.e)
la senal presenta picos pequenios y aislados (aproximadamente 1-10 %), de modo que la no
linealidad es muy baja y se modifica ligeramente con el aumento de la velocidad del gas.
Para el flujo FF, la Figura [6.17/b muestra picos moderados a altos con porcentajes que
van desde los 5% a 18 % sobre todo entre 1-2 segundos y cerca de 4 segundos, mientras
que para FFy se observan menos picos de no linealidad, esto sugiere que el cambio en la
inclinacion de la tuberia provoca un flujo més determinista. Para el patron de flujo WA
la no linealidad es moderada pero més dispersa en el tiempo. La Figura .c (WA;)
presenta picos frecuentes de 5 hasta 15 %, y la Figura [6.17.g (WA,) incrementa tanto el
porcentaje de indice de no linealidad alcanzando aproximadamente 20 %, esto sugiere que
a mayor velocidad superficial del gas se eleva el indice NLI para este régimen de flujo.
Para el caso del patron de flujo deslizamiento del liquido se exhibe mayor intensidad del
indice NLI. La Figura[6.17/d que corresponde a LS; exhibe picos repetidos entre 5-25 %,
con un maximo antes de los 5 segundos. La Figura [6.17}h correpondiente con LS, sigue
una tendencia alta desde 0 hasta 4 segundos. El orden de no linealidad presente en los

patrones de flujo es: LS; > LS, > WA, > FF; >WA; > FF, > SW, ~ SW;.
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Figura 6.17: Indice de no linealidad de patrones de flujo bifasico: a) SW; , b) FFy, ¢) WA,
d) LSy, e) SWy, f) FFy, g) WA, y h) LS, a una escala de 25 segundos.

La Figura el indice de no linealidad para las ocho senales analizadas a una escala de
250 segundos. A diferencia de lo observado a la escala menor, en este caso el NLI presenta
valores persistentemente distintos de cero en la mayoria de las senales, con fluctuaciones
continuas a lo largo del tiempo. Para el patron de fluyjo SW, (Figura .a y Figura m.e)
aunque los valores del NLI son relativamente bajos, se mantiene una desviacion sistematica
respecto a cero, lo que indica la presencia de no linealidad débil pero sostenida. Estas no

linalidades no superan el 5 %.
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Para los patrones de flujo FF (Figuras b y ), WA (Figuras ¢ y g) y LS (Figuras d y
h) se observan niveles de NLI moderados a elevados, con oscilaciones frecuentes y picos
que alcanzan valores que superan el 10 %, reflejando una contribucion no lineal més pro-
nunciada a esta escala temporal. Este comportamiento sugiere que, al considerar escalas
de tiempo largas, la dindmica del sistema integra efectos acumulativos de interacciones
no lineales, dando lugar a una no linealidad més persistente y menos intermitente que la
observada a la escala de 25 segundos. En conjunto, estos resultados ponen de manifiesto
que la intensidad y la persistencia de la no linealidad dependen de la escala temporal,

reforzando la naturaleza multiescala del proceso analizado. largas.

Este analisis se realizo a tres escalas distintas; 25, 125 y 250 segundos obteniendo el mismo
orden de indice NLI. Ademaés, se confirma que a una ventana de 25 segundos se potencia
la deteccion de intermitencias: el aumento de velocidad superficial del gas intensifica el
indice NLI en WA, genera un pequeno cambio para SW y mantiene alta para el flujo LS
y el cambio de inclinaciéon de la tuberia reduce los picos del indice NLI para FF. A 25
segundos, el indice de no linealidad presenta valores cercanos a cero durante la mayor parte
del tiempo, con picos aislados que indican episodios transitorios de comportamiento no
lineal. En contraste, a 250 segundos el NLI mantiene valores consistentemente distintos de
cero y de mayor magnitud, lo que evidencia una no linealidad persistente en la dinamica del
sistema. Estos resultados indican que las interacciones no lineales se manifiestan con mayor
claridad al considerar escalas temporales largas, consolidandose como un rasgo estructural
del proceso y no tnicamente como fluctuaciones locales. Un punto relevante a explorar es
si los efectos no lineales involucrados operan a escalas temporales suficientemente largas,
de modo que a escalas pequenas no se hsn logrado desarrollar y, por lo tanto, no logran ser
capturados. En este sentido, los resultados sugieren que dichas interacciones no lineales
emergen y se vuelven observables tnicamente cuando el sistema es analizado a escalas

temporales mayores.
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Figura 6.18: Indice de no linealidad de patrones de flujo bifasico: a) SW; , b) FFy, ¢) WA,
d) LSy, e) SWy, ) FFy, g) WA, y h) LS, a una escala de 250 segundos.

La Tabla resume los principales hallazgos del indice de no linealidad (NLI) para los
diferentes patrones de flujo analizados para una escala de 25 s. Se observa que los patro-
nes de flujo LS presentan los valores méas altos y persistentes de NLI, lo que indica una
complejidad no lineal més marcada, mientras que los flujos SW presentan los indices mas
pequenos casi nulos lo que sugiere un comportamiento predominantemente lineal. Para el
flujo FF el indice NLI varia moderadamente y se ve afectado por el cambio en la inclina-
cion de la tuberia. Finalmente, el flujo WA se observa més picos y de mayor porcentaje

de NLI al aumentar la velocidad del gas. En conjunto, esta métrica refuerza la capacidad

Abigail Marin 90 Tesis doctoral



CAPITULO 6. RESULTADOS

del analisis multiescala para revelar diferencias dindmicas sutiles entre patrones de flujo.

Tabla 6.8: Comparacion del indice de no linealidad (NLI) para distintos patrones de flujo
a diferentes escalas temporales.

Patron Escala % NLI Nivel Observacion

SW; 25 s 0-10 Bajonulo No linealidad débil e intermi-
tente; comportamiento domi-
nado por componentes lineales.

SW, 250 s 2-6 Bajo Persisten valores bajos de NLI;
la dindmica permanece mayor-

mente lineal.

FF, 25 s 5-18 Moderado Picos localizados de NLI aso-
ciados a reorganizaciones dina-
micas transitorias.

FFy 250 s 8-15 Moderado No linealidad mas persistente;
menor intermitencia y mayor

integracion temporal.

WA, 25's 5-20 Moderado Eventos dispersos de no linea-
lidad; dependencia con la velo-
cidad superficial del gas.

WA, 250 s 10-18  Moderado Incremento en la persistencia
del NLI; efectos no lineales

acumulativos.

LS, 25's ~31 Alta No linealidad intensa con picos
prolongados y repetidos.

LS, 250 s 20-30 Alta No linealidad sostenida y do-
minante; comportamiento es-

tructuralmente no lineal.
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6.4.6. Plano SVDEn vs NLI

Con el objetivo de analizar de manera conjunta la complejidad estructural y el grado de no
linealidad presentes en las senales temporales, se introduce el plano definido por la entropia
SVD y el indice de no linealidad. Este plano permite integrar en una sola representacion
dos métricas complementarias: la entropia SVD, que cuantifica la complejidad de la senal
y el indice NLI, que evalta la desviacion significativa respecto al comportamiento lineal
esperado mediante comparaciones con datos sustitutos. La evolucion de los patrones en este
plano para distintas escalas temporales proporciona informacion clave sobre la dependencia

de los efectos no lineales con la escala de observacion.

La Figura muestra el plano SVDEn versus NLI para los distintos regimenes de flujo
analizados, considerando las escalas temporales de 25 y 250 segundos. En cada subfigura,
las lineas punteadas vertical y horizontal representan los valores medios globales de SVDEn
y NLI, respectivamente, y se utilizan como referencia para identificar agrupamientos y

transiciones dindmicas.

Para la escala de 25 segundos (Figura ), se observa una clara separacion entre los
regimenes tipo deslizamiento de liquido, caracterizados por valores bajos de SVDEn y
NLI elevados, y los regimenes de flujo onduladoestratificado (WA), que presentan valores
intermedios en ambas métricas. Por otro lado, los regimenes de flujo rapido (FF y SW) se
concentran en la region de alta entropia SVD y bajo indice de no linealidad, lo que sugiere

una dindmica dominada por componentes mas aleatorias o cuasi-lineales a esta escala.

En contraste, la escala de 250 segundos (Figura ), se observa un incremento signi-
ficativo del indice de no linealidad para los regimenes LS, WA y FF, alcanzando valores
méximos de NLI, mientras que los regimenes de tipo SW permanecen con entropias SVD
altas pero con niveles de no linealidad relativamente bajos. Este resultado sugiere que
ciertos mecanismos no lineales de evolucion lenta no se desarrollan completamente a esca-
las pequenas y solo se manifiestan de manera clara cuando se analizan escalas temporales
mayores, reforzando la hipotesis de una dependencia multiescala de los efectos no lineales

en el sistema bifésico.
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Figura 6.19: Plano SVDEn vs NLI a distintas escalas temporales: a) 25 s y b) 250 s.

En conjunto, el analisis en el plano SVDEn-NLI evidencia que la complejidad estructural y

el grado de no linealidad no evolucionan de manera mondétona con la escala temporal, sino

que responden a mecanismos dinamicos con tiempos caracteristicos distintos. Mientras que

a escalas pequenas las no linealidades se manifiestan principalmente en regimenes altamen-

te organizados, y a escalas intermedias parecen atenuarse, a escalas grandes emergen con

mayor intensidad, particularmente en los regimenes LS, WA y FF. Este comportamiento

sugiere que los efectos no lineales involucrados son de naturaleza lenta y acumulativa, de

modo que no logran desarrollarse plenamente en ventanas temporales cortas y s6lo se cap-

turan de manera robusta cuando se consideran escalas temporales suficientemente grandes.

Estos resultados refuerzan la necesidad de un enfoque multiescala para la caracterizacion

adecuada de la dinamica no lineal en sistemas bifasicos complejos.
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6.5. Procesamiento de imagenes

Se realizo el analisis de no linealidad sobre la imagen seleccionada siguiendo un procedimen-
to simlar al procesamiento de series. En la Figura [6.20] se muestra la imagen seleccionada
para el analisis de no linealidad. La estructura observada presenta una morfologia ramifica-
da con apariencia dendritica, caracteristica de ciertos procesos de crecimiento cristalino. La
imagen fue convertida a escala de grises con el fin de conservar tinicamente la informacion
estructural y eliminar la influencia del color. Posteriormente, se aplico la descomposicion
en valores singulares para identificar los componentes principales de su matriz, a partir de
los cuales se calcul6 la entropia normalizada. Esta medida, permitié cuantificar el grado
de complejidad y desorden en la distribucién de energia de la imagen, proporcionando
un indicador del comportamiento de la estructura. Los valores obtenidos se emplearon en
la estimacion del indice de no linealidad, lo que permitié comparar la magnitud de las

desviaciones respecto al comportamiento lineal.

Figura 6.20: Cristalizacion de Tiourea procesada.
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6.5.1. Influencia de los valores singulares

La Figura[6.21|muestra la reconstruccion de la imagen procesada mediante descomposicion
en valores singulares. En este anélisis, la imagen original presenté un total de £ = 1200
valores singulares, a partir de los cuales se evalué la reconstruccion considerando sub-
conjuntos reducidos, con valores que varian entre 10 y 150. Para valores pequenos de k,
como k = 10 6 k£ = 30, la imagen reconstruida conserva las estructuras dominantes del
patrén, presentando una pérdida significativa de detalles finos. Conforme el nimero de
valores singulares incluidos en la reconstruccién aumenta, la calidad de la imagen mejora
de manera progresiva, reflejando una recuperacion gradual de las texturas y contornos.
Para k£ = 150, la imagen reconstruida resulta practicamente indistinguible de la imagen
original, lo que evidencia que una fraccion reducida de los valores singulares es suficien-
te para capturar la informaciéon més relevante del sistema. De esta manera, es posible
identificar la contribucion relativa de cada componente singular a la forma y textura de
la imagen, distinguiendo entre la informacion estructural dominante y el detalle fino o el

ruido asociado a componentes de menor energia.

Figura 6.21: Reconstruccion de la imagen procesada usando valores singulares.
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Con el fin de evaluar el nimero 6ptimo de valores singulares necesarios para la recons-
truccion de la imagen, la Figura muestra el porcentaje acumulado de informacion en
funcién del ntiimero de valores singulares. La curva presenta un incremento pronunciado
en los primeros valores singulares, lo que indica que estos concentran la mayor parte de
la informacion (energia) de la imagen original. La linea azul senala que se requieren 196
valores singulares para alcanzar el 95 % de acumulacién de informacion. A partir de es-
te umbral, la pendiente de la curva tiende a estabilizarse, lo que sugiere que los valores

singulares restantes aportan una contribuciéon marginal a la reconstrucciéon de la imagen.

Este comportamiento confirma que la mayor parte de la informacién estructural de la
imagen se concentra en los primeros valores singulares. En este caso, la reconstruccion
con los primeros 196 valores singulares equivalente al 16 % de los valores singulares fue
suficiente para conservar méas del 90 % de la informacion original, lo que evidencia la alta
redundancia y la eficiencia de la SVD para representar la estructura esencial de la imagen

con un numero reducido de componentes.
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Figura 6.22: Porcentaje de acumulacion de informacion de los valores singulares de la SVD.
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La Figura [6.23| presenta la comparacion entre la imagen original y la reconstrucciéon ob-
tenida utilizando inicamente el 16 % de los valores singulares. Se observa que, a pesar de
emplear una fraccion reducida de componentes, la imagen reconstruida conserva con alta
fidelidad las estructuras principales y las texturas caracteristicas del patron cristalino de
tiourea. Las diferencias visuales entre ambas imagenes son minimas y se limitan princi-
palmente a ligeras variaciones en el contraste y en los detalles de alta frecuencia. Este
resultado confirma que la mayor parte de la informacion relevante de la imagen se en-
cuentra concentrada en los primeros valores singulares, mientras que los valores restantes

aportan contribuciones marginales a la reconstruccion.

Figura 6.23: Reconstruccion SVD: con a) 16 % de valores singulares y b) original.

Este comportamiento respalda el uso de métricas basadas en la distribucion de los valo-
res singulares, como la entropia SVD, para caracterizar la complejidad estructural de la

imagen.

6.5.2. Entropia SVD

La Figura[6.24] muestra la relacion entre la SVDEn y el porcentaje acumulado de informa-
cion de la imagen en funciéon del nimero de valores singulares k. Cada punto representa
una reconstruccion de la imagen con un ntmero especifico de valores singulares. Se ob-
serva una tendencia creciente de la entropia SVDEn conforme aumenta el porcentaje de

informacion acumulada. Para valores bajos de k la entropia presenta valores reducidos,
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lo que indica una estructura altamente ordenada y con baja complejidad. A medida que
se incorporan mas componentes la entropia aumenta gradualmente, reflejando una mayor

diversidad de patrones y un incremento en la complejidad estructural de la imagen.

Finalmente, para valores elevados de k mayores a 300 la SVDEn no cambia significativa-
mente, mas bien, crece lento hasta alcanzar el 100 % de la infromacion total del sistema.
Esto sugiere que la incorporacién de componentes adicionales no aporta informacién sig-
nificativa nueva, sino principalmente ruido o redundancia. Este comportamiento confirma
que la entropia SVDEn es sensible al contenido informativo de la imagen y puede emplearse

como un indicador cuantitativo de la complejidad presente en la estructura analizada.
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Figura 6.24: Entropia SVD de la imagen procesada con diferente N° de valores singulares.

Con el fin de evaluar la significancia estadistica de la entropia SVD obtenida para la imagen
original, se gener6 un conjunto de datos sustitutos mediante aleatorizacion de la fase. La
Figura [6.25| presenta el histograma de los valores obtenidos de la SVDEn calculados a
partir de dicho conjunto de datos sustitutos. En el eje horizontal se representan los valores
de entropia, mientras que en el eje vertical se muestra la frecuencia de aparicion de dichos

valores dentro del conjunto de realizaciones sustitutas.
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La distribucion observada corresponde a la variabilidad estadistica esperada bajo la hipo-
tesis nula de linealidad. Las lineas verticales punteadas en color azul delimitan el intervalo
de confianza (IC) del 90 %, mientras que la linea discontinua en color rojo indica el valor
de la entropia calculada para la imagen original igual a 0.515. Se observa que este valor
se encuentra por debajo del limite inferior del intervalo de confianza, lo que indica que la
entropia de la imagen original es significativamente menor que la obtenida a partir de los
datos sustitutos generados por aleatorizacion de fase. Este resultado sugiere que la organi-
zacion estructural de la imagen no puede ser explicada inicamente por un comportamiento
lineal, sino que presenta un mayor grado de orden y coherencia espacial que el esperado
bajo la hipoétesis de linealidad. Por lo tanto, la imagen analizada exhibe una componente
no lineal estadisticamente significativa, evidenciada por la separacion del valor de entropia

experimental respecto al intervalo de confianza definido por los datos sustitutos.
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Figura 6.25: Entropia SVD de la imagen procesada con aleatorizacion de fases.
Este analisis valida el uso de la entropia SVD como una medida sensible para detectar

desviaciones del comportamiento lineal en la estructura espacial de imagenes asociadas a

patrones de flujo.
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6.5.3. SVDEn original vs aleatorizacién de fases

La Figura muestra la diferencia entre la imagen original y su imagen sustituta, gene-
rada aleatorizando la fase segtin se describié previamente. Mientras que la imagen original
presenta una estructura cristalina claramente definida, principalmente bajos ordenados de
retardos, y contornos de alta resolucion que reflejan la coherencia morfologica del sistema,
la imagen sustituta muestra una textura difusa y homogénea sin ninguna de las formas
y los bordes caracteristicos de la imagen original. Dicha disimilitud ilustra claramente el
efecto de la aleatorizacion de fase: mientras que el espectro de amplitud se conserva, todas
las correlaciones espaciales se eliminan y la estructura pierde toda su organizaciéon interna,

convirtiéndose efectivamente en una distribucion aleatoria en apariencia.

Figura 6.26: a) Imagen original y b) Imagen con aleatorizacion de fase.

La Figura muestra la variaciéon de la entropia SVD en funciéon del nimero de valores
singulares k considerados en la reconstruccion de la imagen. Se presentan dos curvas: una
correspondiente a la imagen original (linea azul) y otra asociada a la imagen sustituta
generada mediante aleatorizacion de la fase (linea naranja). En ambos casos, la entropia
SVDEn aumenta de manera mono6tona conforme se incrementa el nimero de componen-
tes k, lo que refleja la incorporacién progresiva de informacion y de detalle estructural
en la reconstruccion. No obstante, se observa que la curva correspondiente a la imagen
con fase aleatorizada presenta valores de entropia sistematicamente mayores que los de la

imagen original, particularmente para valores elevados de k (mayores a 300). Esta dife-
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rencia persistente indica que la imagen original conserva una organizacion estructural més
ordenada, mientras que la aleatorizacion de la fase introduce una mayor dispersion de la
energia entre los modos singulares, incrementando artificialmente la complejidad medida

por la entropfia.

Esta diferencia indica que la aleatorizacion de la fase destruye las correlaciones inherentes
a la estructura original, genera una imagen mas desordenada, por lo tanto un aumento
de la entropia. De esta manera la informacion de la imagen se distribuye de manera mas
uniforme entre los valores singulares, es decir, ya no hay valores singulares dominantes que
representen estructuras claras o patrones; todos aportan casi por igual. Esta distribucion
uniforme implica mayor entropia, porque el sistema se volvié mas “aleatorio” o desordena-
do. En contraste, la imagen original conserva un grado de orden y coherencia estructural
que se traduce en valores de entropia menores. Este comportamiento es caracteristico
de sistemas con no linealidades presentes, donde las dependencias entre componentes no

pueden describirse mediante una combinacién lineal simple.
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Figura 6.27: Entropia SVD para la imagen aleatorizada de la imagen procesada.
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7. Discusiones

El analisis conjunto de la entropia SVD, el indice de no linealidad y el exponente de Hurst
proporciona una caracterizacion integral de la dindmica temporal de los regimenes de
flujo bifasico analizados. Estas métricas describen dimensiones complementarias del siste-
ma: la SVDEn cuantifica la complejidad estructural asociada a la distribucion de energia
entre modos dominantes; el NLI evalia el grado de desviacion respecto al comportamien-
to lineal esperado, a partir de comparaciones con datos sustitutos generados mediante
aleatorizacion de fase y bandas de confianza; mientras que el exponente de Hurst permite
identificar la presencia de memoria temporal y persistencia en las fluctuaciones del sistema.
En conjunto, este enfoque multivariado ofrece una vision méas completa de la organizacion

dindmica del flujo que la obtenida mediante un tnico descriptor.

7.1. Series temporales de flujo bifasico

En el caso de las senales temporales, valores elevados de SVDEn indican la coexistencia de
miultiples componentes activos y una mayor dispersion de la energia, caracteristica de sis-
temas complejos dominados por interacciones miltiples o por la superposiciéon de procesos
lineales y ruido. Por el contrario, valores bajos de entropia corresponden a dindmicas mas
organizadas, donde la energia se concentra en un ntimero reducido de modos dominantes,
tipicamente asociadas a comportamientos deterministas o cuasi periddicos. Sin embargo,
esta medida por si sola no permite discriminar la naturaleza lineal o no lineal del sistema.
El indice NLI resulta clave en este punto, ya que cuantifica explicitamente la presencia
de dependencias no lineales: incluso senales con baja entropia pueden exhibir valores ele-

vados de NLI cuando contienen estructuras no armoénicas, saturaciones o mecanismos de

103



CAPITULO 7. DISCUSIONES

bifurcaciéon que no pueden ser explicados por modelos lineales.

La comparacion sistematica entre la entropia de las senales originales y la obtenida tras
la aleatorizacion de fase confirma que la informacion estructural relevante del flujo no
reside inicamente en el contenido espectral, sino en las relaciones de fase que vinculan las
componentes de frecuencia. La destrucciéon de esta coherencia de fase modifica de manera
sustantiva la entropia SVD, evidenciando que la complejidad observada surge de depen-
dencias temporales genuinas y no de un simple reparto de energia por bandas espectrales.
Este resultado respalda la pertinencia del uso de datos sustitutos como referencia para

evaluar la no linealidad en sistemas experimentales complejos.

Esta distincion se manifiesta claramente al comparar los distintos regimenes de flujo. El
patron LS presenta valores bajos de entropia, coherentes con su dinamica maéas regular,
pero exhibe un NLI apreciable, lo que revela la presencia de una estructura ordenada con
componentes no lineales subyacentes. En contraste, el régimen SW muestra una entropia
elevada asociada a la activacion simultdnea de miltiples modos, aunque su comportamiento
puede aproximarse al de un sistema lineal, ya que su complejidad proviene principalmente
de la superposicion de fenémenos lineales y ruido. Estos resultados ponen de manifiesto
que complejidad y no linealidad no son conceptos equivalentes: una senal puede ser alta-
mente compleja sin ser no lineal, o bien no lineal sin presentar un alto grado de desorden,

dependiendo del origen fisico de sus correlaciones internas.

El analisis multiescala confirma que la dindamica de los regimenes bifésicos es intrinse-
camente dependiente de la escala temporal y que las métricas SVDEn y NLI capturan
aspectos distintos de esta organizacion. La entropia SVD refleja la diversidad de patrones
y su evolucion con la escala y las condiciones operativas: en el régimen SW se observa una
tendencia hacia comportamientos més ordenados a horizontes temporales largos, mientras
que en los regimenes WA, LS v FF la entropia aumenta de manera casi mondtona con la
escala. A una escala fija, el incremento de la velocidad del gas tiende a elevar la entropia;
en contraste, la no linealidad se concentra en regiones especificas del espacio de pardme-
tros y alcanza una meseta al ampliar la ventana temporal, lo que sugiere la integracion

progresiva de las fluctuaciones locales.
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El analisis de la relacion entre SVDEn y NLI, particularmente en escalas cortas donde la
correlacion de Spearman y Pearson entre ambas métricas es cercana a cero, confirma que
una mayor variabilidad en la SVDEn no implica necesariamente una mayor no linealidad.
Este resultado justifica el uso conjunto de ambas medidas y permite una discriminacion
mas robusta de los distintos regimenes de flujo. El mapeo bidimensional SVDEn-NLI
da lugar a agrupamientos consistentes con el comportamiento fisico de cada régimen, lo
que abre la posibilidad de utilizar estas métricas como herramientas de clasificaciéon y
diagnostico. Desde una perspectiva operativa, los resultados sugieren la conveniencia de
un esquema de monitoreo dual y multiescala: la entropia SVDEn puede emplearse para
detectar cambios globales en la estructura del flujo asociados a variaciones de velocidad
o inclinacién, mientras que el indice NLI resulta especialmente sensible a transiciones

dindmicas o eventos no lineales que interrumpen la dindmica de base.

El analisis de rango reescalado complementa esta caracterizacion al mostrar que el au-
mento de la velocidad del gas conduce a un incremento del exponente de Hurst, indicando
una mayor persistencia temporal. Este comportamiento sugiere que condiciones operativas
mas energéticas favorecen la formacion de estructuras coherentes de mayor duraciéon, como
rafagas u ondas persistentes, mientras que una mayor inclinacién de la tuberia tiende a
estabilizar la dindmica temporal. En conjunto, los resultados obtenidos a partir de SV-
DEn, NLI y Hurst confirman que la complejidad, la no linealidad y la memoria temporal
constituyen dimensiones complementarias de la dindmica del flujo bifasico, y permiten ex-
plicar de manera coherente la influencia de las condiciones operativas sobre la organizacion

temporal del sistema.

Finalmente, el analisis a escalas temporales de 125 y 250 segundos muestra que las senales
conservan valores elevados de entropia SVD, lo que indica que la no linealidad es una
propiedad intrinseca del sistema y no un artefacto asociado a fluctuaciones locales. El
aumento de la escala temporal conduce a una reducciéon progresiva de la variabilidad,
evidenciando un proceso de auto-promediado dinamico mediante el cual las fluctuaciones
rapidas se integran en una estructura global mas estable. A estas escalas, se identifica
con mayor claridad una jerarquia de complejidad entre las senales, distinguiendo aquellas

con un comportamiento cadtico mas robusto de aquellas con dindmicas méas organizadas
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o cercanas a regimenes estables. Este resultado refuerza la idea de que ciertos mecanismos
no lineales requieren horizontes temporales amplios para desarrollarse plenamente y ser

capturados de forma efectiva por las métricas analizadas.

7.2. Analisis de imagenes

La extension del enfoque basado en entropia SVD y en el indice de no linealidad al domi-
nio espacial permitioé corroborar la capacidad del método para detectar y cuantificar la no
linealidad estructural presente en la imagen analizada. Al aplicar la descomposicién en va-
lores singulares a la imagen, se observo que la entropia SVDEn aumenta progresivamente
conforme se incrementa el nimero de valores singulares k utilizados en la reconstruccion.
Este comportamiento refleja la incorporacion gradual de informacion estructural mas de-
tallada al considerar componentes de menor energia. No obstante, a partir de un cierto
umbral, el crecimiento de la entropia tiende a estabilizarse, lo que indica que los valores

singulares de menor magnitud aportan principalmente ruido o informaciéon redundante.

La aleatorizacion de fase produce una modificacion sustancial en la organizacion espacial
de las imagenes. Las imagenes sustitutas pierden la coherencia estructural observada en
los datos originales y presentan una textura mas difusa, acompanada de un incremento en
la entropia SVD. Este aumento se asocia a una redistribucién mas uniforme de la ener-
gia entre los valores singulares, resultado de la destruccion de las correlaciones espaciales
originales. En contraste, la imagen original conserva valores de entropia mas bajos y mues-
tran patrones espaciales organizados, lo que evidencia que la informacion relevante no esta
contenida tnicamente en la magnitud espectral, sino fundamentalmente en la organizacion

de las fases y las correlaciones espaciales.

La diferencia sistematica entre las entropias de las imégenes originales y aquellas con fase
aleatorizada constituye una evidencia clara de la presencia de dependencias no lineales
en la organizacion espacial. En este contexto, el anélisis conjunto de la entropia SVDEn
y el indice de no linealidad permite describir, desde perspectivas complementarias, la
transicion orden—desorden en la estructura de las imagenes: mientras la entropia captura el

grado global de complejidad y dispersion de la informacion, el NLI cuantifica la desviacion
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respecto a un comportamiento lineal de referencia, reforzando la interpretacion de las

diferencias estructurales observadas.

En conjunto, la combinacién de la entropia SVDEn y el indice de no linealidad proporciona
una caracterizaciéon coherente y consistente de la complejidad estructural de las imagenes.
Estas métricas permiten analizar de manera complementaria la organizacion espacial y
las dependencias no lineales presentes, estableciendo una base sélida para el desarrollo de
metodologias avanzadas de anélisis multiescala aplicables al estudio de sistemas complejos

representados en forma de imégenes.
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8. Conclusiones

La entropia SVD mostré ser un indicador robusto para caracterizar la complejidad es-
tructural tanto en senales temporales como en iméagenes asociadas a distintos regimenes
bifasicos. La comparacion entre los datos originales y sus correspondientes sustitutos con
fase aleatorizada mostré que la informaciéon estructural relevante no reside en las com-
ponentes espectrales de forma aislada, sino en las relaciones de fase que gobiernan la
organizacion temporal y espacial del sistema, evidenciando la presencia de dependencias

no lineales intrinsecas.

El anéalisis con datos sustitutos, mediante bandas de confianza, permiti6é detectar no linea-
lidades que no son evidentes en el dominio temporal directo. Los resultados indican que
la no linealidad se manifiesta de forma intermitente y principalmente a escalas temporales
largas, mientras que a escalas cortas su contribuciéon es despreciable. En términos prome-
dio, los regimenes LS y WA presentaron los mayores valores del indice de no linealidad,
en contraste con SW y FF, cuyo comportamiento puede aproximarse a uno esencialmente

lineal bajo ciertas condiciones operativas.

La entropfa SVD mostré una marcada dependencia con la escala temporal, confirmando el
caracter no estacionario de las sefiales. En particular, los regimenes WA y LS mantuvieron
niveles elevados de entropia en un amplio rango de escalas, mientras que SW exhibi6é una
tendencia hacia dindmicas méas ordenadas a horizontes temporales largos. El incremento de
la velocidad del gas favoreci6 el aumento de la entropia, especialmente a escalas grandes,

mientras que la inclinaciéon de la tuberia tuvo una influencia marginal.

La baja correlacion observada entre la entropia SVD y el indice de no linealidad confirma
que complejidad y no linealidad describen propiedades distintas del sistema. Mientras la

entropia caracteriza la estructura global y su dependencia con la escala, el indice de no
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linealidad identifica episodios no lineales localizados que interrumpen la dindmica de base,

justificando el uso complementario de ambas métricas.

En el dominio espacial, el analisis de imégenes mostré que la entropia SVDEn aumenta
al incorporar més valores singulares en la reconstrucciéon hasta alcanzar un régimen de
saturacion, indicando que la informacion estructural se concentra en un ntmero limitado
de componentes dominantes. La comparacion con imégenes con fase aleatorizada evidencio
un aumento significativo de la entropia y la pérdida de coherencia espacial, confirmando

que la organizacion de fase es un elemento clave de la estructura no lineal.

En sintesis, la combinacion de la entropia SVD y el indice de no linealidad proporciona
una caracterizacion multidimensional y coherente de sistemas complejos, permitiendo dis-
tinguir entre complejidad estructural y no linealidad dinamica. Este enfoque multiescala
constituye una herramienta soélida para el anélisis, diagnéstico y monitoreo de procesos

complejos representados en dominios temporales y espaciales.
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A. Trabajo a futuro

Los resultados abren diversas lineas de investigacion orientadas a profundizar en la com-
prension de la no linealidad en sistemas complejos. En particular, el caracter multiescala
e intermitente de la no linealidad observado en las series sugiere que la escala temporal
desempena un papel fundamental en las dependencias no lineales. En este trabajo se en-
contr6 que, para ciertos regimenes, la no linealidad se manifiesta principalmente a escalas
grandes, mientras que a escalas cortas el comportamiento puede aproximarse a uno li-
neal. Sin embargo, este comportamiento no necesariamente es general y podria diferir en
sistemas de distinta naturaleza, donde los mecanismos dominantes operan en otras esca-
las. El estudio comparativo con senales provenientes de otras areas permitiria evaluar la

generalidad de estos hallazgos.

Un aspecto relevante es en profundizar en la interpretacion fisica de los episodios inter-
mitentes de no linealidad identificados mediante el NLI. Resulta de interés analizar su
relacién con transiciones dinamicas, inestabilidades incipientes o cambios estructurales del
sistema, asi como establecer vinculos més directos entre las métricas estadisticas y los

mecanismos fisicos subyacentes.

Desde una perspectiva metodologica, el enfoque basado en entropia SVD y datos sustitutos
puede extenderse a otros tipos de senales e imagenes de sistemas complejos. Asimismo, la
incorporacion de esquemas adaptativos para la seleccion de escalas y ventanas temporales
podria mejorar la deteccion automatica de regiones donde la no linealidad es significativa.

Finalmente, el desarrollo de herramientas de diagnoéstico y monitoreo multiescala basadas

en la entropia SVD y el indice de no linealidad representa una linea prometedora de
investigacion aplicada, con potencial para la deteccion temprana de cambios dindmicos y

transiciones de régimen en sistemas complejos.
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B. Productos derivados

Los avances y los resultados relevantes de esta investigacion se han compartido en va-
rios foros académicos y presentaciones en congresos cientificos; ademas, se han publicado

algunos articulos.

B.1. Articulos publicados

= Marin-Loépez, A., Martinez-Cadena, J.A., Martinez-Martinez, F., & Alvarez-Ramirez,
J. (2023). Surrogate multivariate Hurst exponent analysis of gait dynamics. Chaos,

Solitons & Fractals, 172, 113605. https://doi.org/10.1016/j.chaos.2023.113605 .

» Marin-Lépez, A., Puebla, H., Martinez-Cadena, J.A., & Alvarez-Ramirez, J. (2023).
Entropy and Hurst Analysis for the Determination of Two-Phase Flow Time Series

Complexity. Revista Mezxicana de Ingenieria Quimica, 22(3). https: /rmiq.org/iqfvp/Numbers/V22/

= Marin-Loépez, A., Martinez-Martinez, F., Martinez-Cadena, J.A., & Alvarez-Ramirez,
J. (2024). Multiscale SVD Entropy for the Analysis of Gait Dynamics, Biomedical
Signal Processing and Control, 87,105439. https://doi.org/10.1016/j.bspc.2023.105439

= Marin-Lopez, A., Martinez-Cadena, J.A., Soto-Cortes, G., Puebla, H., & Alvarez-
Ramirez, J. (2025). Non-linear Analysis of Two-Phase Flow Fluctuation by Means
of SVD Entropy Surrogate Data Analysis, Fluctuation and Noise Letters, 24(4),
2550035-295. https://doi.org/10.1142/S021947752550035X.
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B.2. Ponencias en congresos

= Primer Simposio Internacional de Divulgacion del Posgrado en Ingenieria Quimica,
SIDPIQ). Universidad Auténoma Metropolitana (Unidad Iztapalapa), CDMX.“Entropia
de Shannon como medida de no linealidad de series temporales de flujo bifasico en

tuberia inclinada”, agosto-2023.

= Primer Simposio Internacional de Divulgacion del Posgrado en Ingenieria Quimica,
SIDPIQ). Universidad Auténoma Metropolitana (Unidad Iztapalapa), CDMX.“Entropia
de Shannon como medida de no linealidad de series temporales de flujo bifasico en

tuberia inclinada”, agosto-2023.

» Sequndo Foro Nacional de Divulgacion de la Ingenieria Quimica y su Relacion con
otras Areas, Universidad Juarez Auténoma de Tabasco, Tabasco. “Caracterizacion
de no linealidades en Series Temporales Mediante Medidas Basadas en Entropia de

Shannon”, octubre-2023.

s Seminario de Ciencia de Datos del Departamento de Matemdticas, Universidad Au-
tonoma Metropolitana (Unidad Iztapalapa), CDMX. “Entropia de Shannon como

medida de no linealidad de series temporales”, abril-2024.

» [V Simposio de Optimizacion Aplicada a la Ingenieria Quimica, Tecnologico de Mon-
terrey, Monterrey, Nuevo Leon. “Evaluacion de la No linealidad en Series Temporales

de Flujos Bifasicos mediante Entropia”, octubre-2024.

» Sequndo Simposio Internacional de Divulgacion del Posgrado en Ingenieria Quimica
y XX semana de Licenciatura en IQ). Universidad Autéonoma Metropolitana (Uni-
dad Iztapalapa), CDMX. “Analisis de dindmicas no lineales en series temporales de

procesos quimicos”, octubre-2024.

s XVII Congreso Mexicano de Inteligencia Artificial, Universidad Panamericana, CDMX.
“Analysis of SVD Entropy Variability in EEG: Impact of Arithmetic Activity by He-

misphere”, mayo-2025.
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s Foro UAM-IMP: Hacia un futuro energético nacional sostenible. Instituto Mexicano
del Petroleo, CDMX. “Evaluacion del comportamiento no lineal en senales de flujo

mediante técnicas multiescala”, junio-2025.
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C. Datos complementarios

Variacion de la escala temporal en los patrones de

C.1.
flujo bifasico
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Figura C.1: Entropia SVD para el patron de flujo bifasico FF; a distintas escalas: a) 25 s,

b) 125 s, ¢) 250 s.

125



APENDICE C. DATOS COMPLEMENTARIOS

1 (a)

0.6 . ; , . | .
0 1 2 3 4
Tiempo (s)

Figura C.2: Entropia SVD para el patron de flujo bifasico WA, a distintas escalas: a) 25

s, b) 125 s, ¢) 250 s.
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Figura C.3: Entropia SVD para el patron de flujo bifasico LS; a distintas escalas: a) 25 s,
b) 125 s, ¢) 250 s.
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D. Herramientas de Phyton

Para el analisis de las series temporales se utilizaron las siguientes librerias de Python:

= Numpy: Es la libreria utilizada por excelencia para computacion cientifica y analisis
numérico. Incluye un amplio nimero de funcionalidades para realizar operaciones

vectoriales y matriciales.

= Pandas: Construida sobre Numpy, es una libreria que sirve para manipular y ana-
lizar datos en Python. Ofrece estructuras de datos y operaciones para manipular

tablas numéricas y series temporales.

= Matplotlib: Es una libreria que sirve para generar graficos a partir de listas o arrays

en Python y su extension matematica Numpy.

= Seaborn: Esta libreria que se construye sobre Matplotlib y proporciona una interfaz
més sencilla y atractiva para crear graficos estadisticos. Facilita la creacion de gréficos
més complejos y estéticamente agradables, como mapas de calor, graficos de violin,

graficos de correlacion, etc.

= Statsmodels: Esta libreria dispone a una gran cantidad de funciones disenadas
para realizar anélisis exploratorios, el modelo, estimacion de modelos estadisticos y

algunos estadisticos de ensayos.

= SciPy: Contiene médulos para la optimizacion, algebra lineal, integracion, interpo-
lacion, funciones de caracter especiales, Tranformadas de Fourier, el procesamiento
de senales y de imagen, resolucién de ecuciones diferenciales y otras muchas tareas

mas para la ciencia e ingenieria.
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E. Cédigos fuentes

E.1. Analisis de senales

# 1. Funcidn para entropia SVD normalizada
def entrop(A):
U, S, V = svd(A, full_matrices=False)

S / np.sum(S)

-np.sum(p * np.log(p)) / np.log(len(S))
return H
# 2. Matriz de seflales retardadas
def matriz_retar(sefial, n):
A = np.empty((n, n))
for i in range(n):
A[i] = seflal[i:i + n]
return A
# 3. Aleatorizacidén de fase
def aleatorizar_fase_ld(signal):
N = len(signal)
fft_result = np.fft.fft(signal)
mag = np.abs(fft_result)

phase = np.angle(fft_result)

phase_new = phase.copy()
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if N % 2 == 0:
# N par: hay componente Nyquist
num_rand = N // 2 - 1
random_phases = np.random.uniform(0, 2 * np.pi, num_rand)
phase_new[1:N//2] = random_phases
phase_new[N//2+1:] = -random_phases/[::-1]
else:
# N impar: no hay componente Nyquist
num_rand = (N - 1) // 2
random_phases = np.random.uniform(0, 2 * np.pi, num_rand)
phase_new[1:N//2+1] = random_phases
phase_new[N//2+1:] = -random_phases[::-1]
fft_surrogate = mag * np.exp(lj * phase_new)
surrogate = np.fft.ifft(fft_surrogate).real

return surrogate

E.2. Analisis de imagenes
E.2.1. Entropia de la imagen original

#Funcidén que lee una imagen, la convierte a escala de grises y devuelve una matriz
def leer_grises(path, normalizar=True):
try:
# 1. Abrir la imagen
img = Image.open(path)
# 2. Convertirla a modo ’L’> (escala de grises)
img = img.convert(’L’)
# 3. Convertir la imagen a un arreglo NumPy tipo float64
arr = np.asarray(img, dtype=np.float64)

# 4. Normalizar los valores entre 0 y 1
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if normalizar:

arr /= 255.0
return arr
except:

return None

# Funcidn que calcula la entropia SVD de una matriz 2D
def entrop(A):
# Descomposicidén en valores singulares (SVD)
U, s, VT = svd(A)
rango = len(s)
suma_s = np.sum(s)
# Entropia normalizada
sum_sig = 0
for k in range(rango):
pk = s[k] / suma_s
sum_sig += pk * log(pk)
H_F = (-1 / log(rango)) * sum_sig

return H_F

E.2.2. Entropia de la imagen con fase aleatorizada

#Funcidén que calcula la entropia SVD normalizada de una matriz 2D aplicando aleatoriz
def entrop(A):

# Transformada de Fourier 2D

DF = fft2(A) # Espectro complejo
M_DF = np.abs(DF) # Magnitud
Fa = np.angle(DF) # Fase

# Aleatorizacion de la fase

fase_flat = Fa.flatten() # Convertimos la fase en vector 1D
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np.random.shuffle(fase_flat) # Mezclamos aleatoriamente los valores
ALE = fase_flat.reshape(Fa.shape) # Reconstruimos la matriz aleatoria
# Reconstruccidén del espectro
F = M_DF * np.exp(1j * ALE) # Espectro con misma magnitud, fase aleatoria
I_F_AL = ifft2(F).real # Seflal reconstruida
#Descomposicidn en valores singulares (SVD)
U, s, VT = svd(I_F_AL) # SVD de la matriz con fase aleatorizada
rango = len(s)
suma_s = np.sum(s)
# Entropia normalizada
sum_sig = 0
for k in range(rango):
pk = s[k] / suma_s
sum_sig += pk * log(pk)

H.F = (-1 / log(rango)) * sum_sig

return H_F
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