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Introducción

El método de mapeos es una herramienta fuerte en el estudio de los espacios
topológicos. En este sentido la noción más fundamental es la de homeo-
morfismo, es decir, de una biyección continua cuya inversa es continua. Los
espacios topológicos se consideran idénticos si entre ellos existe un mapeo
homeomórfico. Por lo tanto, en topoloǵıa, cualquier clasificación se da con-
siderando propiedades que permanecen sin alteración si se aplica un homeo-
morfismo. Si, en cambio, se consideran mapeos arbitrarios entonces surgen
preguntas, que dieron inicio a la creación de los métodos e instrumentos
básicos de investigación en la topoloǵıa. Por ejemplo, si se tiene una clase P
de espacios y una clase F de mapeos continuos, ¿qué espacios se obtienen de
los de P como imágenes bajo las funciones de F?; ¿qué pasa si tomamos las
imágenes inversas de los espacios de P bajo las funciones de F?

A principios del siglo XX se dió un avance impresionante en el estudio de
los espacios topológicos a través de mapeos. Basta mencionar que se probó
que:

1) Los espacios primero numerables coinciden con las imágenes abiertas con-
tinuas de los espacios metrizables.
2) Los espacios secuenciales son exactamente las imágenes cocientes de los
espacios metrizables.
3) Si se toman las imágenes pseudoabiertas de los espacios metrizables, en-
tonces se obtiene la clase de los espacios Fréchet-Urysohn.

Por otra parte, desde mediados del siglo XX se obtuvieron muchos resul-
tados sobre las propiedades proyectivas de los espacios topológicos, es decir,
sobre propiedades de un espacio X que se definen en términos de las fun-
ciones relacionadas con X. Por ejemplo, el teorema de Kuratowski-Mrówka
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[En2] que estipula que un espacio Hausdorff X es compacto si y sólo si la
proyección X×Y −→ Y es cerrada para todo espacio normal Y . Otro impor-
tante grupo de resultados trata sobre todos los mapeos de un cierto espacio.
Entre ellos está el teorema de Weinstein-Michael [Mi1] que afirma que toda
función continua y cerrada de un espacio normal X sobre un q-espacio Y es
periféricamente numerablemente compacta. Otro teorema muy importante
en ese estilo es el de Pasynkov [Pa] : si X es un espacio Čech-completo, Y
es un espacio paracompacto y f : X → Y una función abierta, continua
y suprayectiva, entonces f es inductivamente perfecta. Usando el teorema
de Pasynkov, A.V. Arhangel’skii demostró en [Ar6] que si X es un espacio
Čech-completo y Y es Hausdorff, entonces cada función abierta de X sobre
Y es k-cubriente.

En [Tk1] se estudiaron de manera sistemática las propiedades proyectivas.
En particular se demostró que los teoremas de Pasynkov y Arhangel’skii no
determinan la clase de los espacios Čech-completos, es decir, existe un espacio
X no Čech-completo tal que cada función de X sobre un espacio paracom-
pacto es inductivamente perfecta. También se caracterizaron los espacios
cocientemente proyectivos, los cerradamente y los abiertamente proyectivos.
Además se plantearon varios problemas abiertos.

En el primer caṕıtulo de esta tesis se dan los preliminares necesarios y
los resultados básicos que se aplican en los teoremas de los caṕıtulos 2 y 3.
Algunos de ellos se demuestran con detalle.

En el caṕıtulo 2 se da una caracterización para los espacios pseudoa-
biertos proyectivos. Bajo CH se obtiene una respuesta parcial negativa
al siguiente problema planteado en [Tk]: ¿es cierto que para cada espacio
X casi inyectivo-proyectivo segundo numerable existe una descomposición
X = K∪Z donde K es compacto y Z es numerable? El estudio de este prob-
lema da origen al estudio de los espacios casi inyectivo-proyectivos. Se prueba
en este marco que si X es compacto entonces es casi inyectivo-proyectivo si y
sólo si es disperso. Como corolario se establece que si X es pseudocompacto
y casi inyectivo-proyectivo entonces es disperso. También se muestra que los
espacios Lindelöf P y los espacios dispersos de Lindelöf son casi inyectivo-
proyectivos. Se da un ejemplo que muestra que se necesita la compacidad
para obtener la proposición X es casi inyectivo-proyectivo si y sólo si es dis-
perso. Se nota que la propiedad de ser casi inyectivo-proyectivo no es preser-
vada por productos numerables si todos los espacios son compactos. Bajo
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CH existe un espacio X que es casi inyectivo-proyectivo mientras X ×X no
es casi inyectivo-proyectivo. Además se plantean varios problemas abiertos
al estudiar los espacios casi inyectivo-proyectivos.

En el caṕıtulo 3 se estudian los espacios cofinitamente proyectivos y los
espacios conumerablemente proyectivos. El estudio de estos espacios surge
como consecuencia natural de los resultados sobre los espacios casi inyectivo-
proyectivos. En la primera parte se introduce el concepto de proyectividad
n-dimensional y se presenta una caracterización completa de los espacios
proyectivamente n–dimensionales. Probamos también que X es proyectiva-
mente n-dimensional para algún n si y sólo si X no puede mapearse contin-
uamente sobre [0, 1]. Usando un resultado del caṕıtulo 2 se prueba que un
espacio compacto X es proyectivamente cero-dimensional si y sólo si X es
disperso. Se prueba que si X es cofinitamente proyectivo entonces es com-
pacto, y se da una caracterización completa de los espacios cofinitamente
proyectivos. También se presenta un ejemplo de un espacio X cofinitamente
proyectivo tal que X ×X no es cofinitamente proyectivo.

El concepto de espacio conumerablemente proyectivo es una general-
ización natural del concepto de espacio cofinitamente proyectivo. Sin em-
bargo se mostrará que estas dos clases de espacios tienen propiedades muy
diferentes.

Se demuestra, en particular, que X es conumerablemente proyectivo si y
sólo si en X no existe una familia disjunta infinita de subconjuntos cocero no
numerables. Se obtiene una caracterización completa de los espacios para-
compactos y conumerablemente proyectivos en términos de que el espacio X
sea concentrado alrededor de un conjunto finito. También se proporcionan
algunos resultados parecidos a los de los espacios cofinitamente proyectivos.
Se concluye el caṕıtulo con un teorema que establece que si G es un grupo
topológico conumerablemente proyectivo entonces G es numerable.

Los resultados contenidos en este trabajo fueron expuestos y comentados
en el Seminario de Topoloǵıa dirigido por el Dr. Vladimir Tkachuk en el
Departamento de Matemáticas de la Universidad Autónoma Metropolitana-
Iztapalapa, también fueron expuestos en el Seminario de Topoloǵıa dirigido
por el Dr. Mikhail Tkachenko en el Departamento de Matemáticas de la Uni-
versidad Autónoma Metropolitana-Iztapalapa y en el Seminario de Topoloǵıa
dirigido por el Dr. Angel Tamariz Mascarúa en el Departamento de Matemáticas
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de la Facultad de Ciencias de la UNAM. La mayor parte de estos resultados
fue presentada también en el Primer Encuentro México-Japón de Topoloǵıa
y sus Aplicaciones en Morelia, México en 1999.

Por último, deseo manifestar mi agradecimiento de manera especial al Dr.
Vladimir Tkachuk por su dirección y enseñanzas en la elaboración de esta
tesis.



Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo es presentar algunos resultados básicos que son
necesarios para la demostración de los resultados de los caṕıtulos 2 y 3.
Todos los espacios considerados son Tychonoff. Si X es un espacio, entonces
τ(X) es su topoloǵıa y τ ∗(X) = τ(X) − {∅}. Denotemos por U la clase de
espacios con base numerable. Sea F una clase de funciones continuas. Un
espacio X es llamado F -proyectivo, si cada función continua suprayectiva
f : X → Y ∈ U es un elemento de F . De esta manera un espacio X es
cociente-proyectivo si cada función continua suprayectiva f : X → Y ∈ U es
cociente. Recordemos que la ω–modificación de un espacio topológico X se
obtiene de la siguiente manera: Sea (X, τ) un espacio topológico, la familia
Bω de todos los subconjuntos Gδ en (X, τ) forma una base para una nueva
topoloǵıa τω en X, el espacio (X, τω) = Xω es llamado la ω-modificación del
espacio (X, τ). Un espacio topológico X se llama espacio P si cada Gδ es un
conjunto abierto de X. De este modo un espacio topológico es Lindelöf P ,
si es Lindelöf y espacio P . Una función continua suprayectiva se llama m-
compacta si |{y ∈ Y : f−1(y) no es compacta}| ≤ m. Una función continua
y suprayectiva f de un espacio X en un espacio Y es casi compacta si |{y ∈
Y : f−1(y) no es compacta}| ≤ ω. Cabe mencionar que la casi compacidad
coincide con la ω-compacidad. Un espacio X es casi compacto-proyectivo si
cada función continua suprayectiva deX hacia un espacio segundo numerable
es casi compacta. Dado B ⊂ X, sea τ(B,X) = {U ∈ τ(X) : B ⊂ U}. Un
espacio X es disperso si cada subespacio A ⊂ X tiene un punto aislado. Dos
subconjuntos A y B de un espacio topológico se dice que son completamente

7



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

separados si existe una función continua f : X → I tal que f(x) = 0 para
cada x ∈ A y f(x) = 1 para cada x ∈ B.

Ahora mencionaremos algunas propiedades importantes de las funciones
cardinales. Recuerde que una función cardinal es una función f definida en
la clase de los espacios topológicos que toma valores en la clase de todos los
cardinales y que asigna a todo espacio topológicoX un número cardinal f(X)
tal que f(X) = f(Y ) para cualquier par X, Y de espacios homeomórficos.

El ejemplo más obvio de una función cardinal es la cardinalidad |X| de
un espacio X.

La función cardinal más conocida es el peso de un espacio X definido por
w(X) = min{|B| : B es una base de X}.

Una función conocida es la densidad, definida como

d(X) = min{|D| : D es un subconjunto denso en X}.

Una familia de abiertos no vaćıos mutuamente ajenos es una familia celu-
lar. Esta definición nos permite introducir una nueva función cardinal, la
celularidad de X, definida por

c(X) = sup{|V| : V es una familia celular en X}.

Si c(X) = ω, decimos que X satisface ccc o que tiene la propiedad de
Souslin.

Es inmediato que c(X) ≤ d(X) ≤ w(X).

La noción de espacio de Lindelöf da lugar a una nueva función cardinal,
el número de Lindelöf de un espacio X, denotado por l(X), y definido como
el número cardinal más pequeño κ tal que toda cubierta abierta de X tiene
una subcubierta de cardinalidad no mayor que κ. De este modo un espacio
X es de Lindelöf si y sólo si l(X) ≤ ω.

Una red en un espacio topológico X es una familia N de subconjuntos de
X tales que todo conjunto abierto no vaćıo en X es la unión de elementos de
N . Una red es casi lo mismo que una base; la diferencia consiste en que los
miembros de la red no son abiertos necesariamente.

El peso de red de X está definido como
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nw(X) = min{|N | : N es una red en X}.

Se verifica que nw(X) ≤ |X| para todo espacio X, y w(X) = nw(X) para
todo espacio compacto X [En].

Una π-base en X es una familia V de abiertos no vaćıos en X tales que
si U es abierto y no vaćıo en X, entonces V ⊆ U para alguna V ∈ V . El
π-peso de X se define como:

πw(X) = min{|V| : V es una π- base en X}.

y se observa que d(X) ≤πw(X)≤ w(X).

Sean X un espacio, V una familia de abiertos no vaćıos en X y p ∈ X.
Entonces, V es una π-base local en p si para cada vecindad U de p existe
V ∈ V con V ⊆ U . Si además se cumple que p ∈ V para toda V ∈ V ,
entonces V es una base local en p. Finalmente, si

⋂
{V : V ∈ V}={p},

entonces V es una seudobase para p. Ahora podemos definir las siguientes
funciones cardinales:

χ(p,X) = min{|V| : V es una base local en p};

πχ(p,X)=min{|V| : V es una π-base local en p};

ψ(p,X) = min{|V| : V es una pseudobase para p}.

Otra función cardinal es la extensión de X y está definido como

e(X) = sup{|A| : A ⊂ X discreto y cerrado en X}.

1.1 Mapeos cocientes y pseudoabiertos

En esta sección presentaremos algunos resultados sobre mapeos cocientes
y pseudoabiertos que se usan en el caṕıtulo 1.

1.1. Definición. Una función continua suprayectiva f : X → Y es llamada
pseudoabierta si para cada y ∈ Y y cada abierto U ⊂ X que contiene a
f−1(y), se tiene que y ∈ Intf(U).

El siguiente resultado se encuentra en [Ar2], en esta referencia se mues-
tra que el concepto de pseudoabierto es equivalente al de hereditariamente
cociente.



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.2. Teorema. Cada función pseudoabierta es cociente.

Demostración. Tomemos una función continua suprayectiva f : X → Y .
Dado un U ⊂ Y tal que f−1(U) es abierto en X, consideremos y ∈ U . Se
tiene que f−1(U) es un abierto que contiene a f−1(y); por hipótesis y ∈
Intf(f−1(U)) = IntU , y por lo tanto U es abierto en Y y f es una función
cociente.

1.3. Teorema. Un espacio X es cociente-proyectivo si y sólo si cualquier
familia discreta de subconjuntos Gδ no vaćıos de X es finita.

Demostración. Supongamos que f : X → Y es una función continua
suprayectiva y Y ∈ U . Si f no es cociente entonces existe un conjunto no
cerrado A ⊂ Y tal que f−1(A) es cerrado en X. Como Y es regular y segundo
numerable es metrizable, y para todo A ⊂ X, x ∈ A si y sólo si existe una
sucesión an⊂ A que converge a x. Sea {an : n ∈ ω} ⊂ A una sucesión
convergente a un punto a ∈ Ā − A, y sea Fn = f−1(an). Como el conjunto⋃
{Fn : n ∈ ω} = f−1({an : n ∈ ω} ∪ {a}) ∩ f−1(A) es cerrado en X, la

familia {Fn : n ∈ ω} es discreta, porque si x ∈ X\
⋃
{Fn : n ∈ ω} = U se

tiene que U es una vecindad de x que no intersecta a ninguno de los Fn, si
x ∈

⋃
{Fn : n ∈ ω} entonces x ∈ Fn para alguna n, y f(x) = an. Sea V una

vecindad de an tal que am /∈ V para toda m 6= n, como f es continua existe
una vecindad W de x tal que f(W ) ⊂ V y W ∩ Fn = ∅ para todo m 6= n, lo
cual muestra que efectivamente la familia {Fn : n ∈ ω} es discreta y consiste
de subconjuntos Gδ de X no vaćıos, lo que prueba la suficiencia.

Supongamos ahora que X es cociente–proyectivo, y {Fn : n ∈ ω} es una
familia discreta de subconjuntos Gδ no vaćıos de X. Se puede asumir que⋃
{Fn : n ∈ ω} 6= X. Sea y ∈ X\

⋃
{Fn : n ∈ ω}. Para cada n ∈ ω existe una

función fn ∈ Cp(X, I) con las siguientes propiedades:

1) fn(Fi) = {0} para cada i ∈ ω\{n};

2) ∅ 6= f−1
n (1) ⊂ Fn;

3) fn(y) = 0.

Sea f = △{fn : n ∈ ω} el producto diagonal de las funciones fn. Entonces
f : X → f(X) = Y ⊂ Iω es una función cociente y {zn : n ∈ ω} ∪ {z} ⊂ Y
donde zn(m) = 0 para m 6= n y zn(n) = 1, mientras z(n) = 0 para toda
n ∈ ω. La sucesión {zn} converge a z en Y , i.e., el conjunto {zn : n ∈ ω} no
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es cerrado en Y . Sin embargo f−1(zn) ⊂ Fn para toda n ∈ ω y f−1({zn : n ∈
ω}) ⊂

⋃
{Fn : n ∈ ω}, de donde f−1({zn : n ∈ ω}) es cerrado lo cual es una

contradicción, que prueba la necesidad del teorema.

El siguiente resultado se encuentra en [Ar2] y se utiliza en la prueba del
teorema 1.5.

1.4. Teorema. Sea f : X → Y una función continua sobre. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
(a) Para cada Y ′ ⊂ Y , la restricción f ′ de f a X ′ = f−1(Y ′) es una función
cociente de X ′ sobre Y ′.
(b) Para cada y ∈ Y y cada abierto U ⊂ X que contiene a f−1(y) se tiene
que y ∈ Intf(U), es decir, f es pseudoabierta.
(c) Si A ⊂ Y y y ∈ A entonces f−1(y) ∩ f−1(A) 6= ∅.

Demostración. En primera instancia se va a probar que (a) ⇒ (b). Sea
U ⊂ X un abierto que contiene a f−1(y). Hagamos A = Y − f(U), Y ′ =
A∪{y}, X ′ = f−1(Y ′) y B = f−1(A). Entonces X ′ = B∪f−1(y) y U∩B = ∅.
Como f−1(y) ⊂ U , el conjunto f−1(y) es abierto en X ′ y (a) implica que {y}
es abierto en Y ′, de donde y /∈ A y y ∈ Y − (Y − (f(U)) = Intf(U).

Para probar que (b) ⇒ (c) observe que si f−1(y) ∩ f−1(A) = ∅ entonces
U = X − f−1(A) ⊃ f−1(y) y U es abierto en X. Además f(U) ∩ A = ∅ y
por (b) tenemos que y ∈ Intf(U). De aqúı Intf(U) ∩ A = ∅ lo que implica
que y /∈ A.

Para probar (c) ⇒ (a) supongamos que A ⊂ Y ′, B = f−1(A) ⊂ X ′ y B es
cerrado en X ′. Si B̃ = B, entonces f−1(Y ′) = X ′ implica que f(B̃)∩Y ′ = A.
Si y ∈ A entonces por (c) se tiene f−1(y) ∩ B̃ 6= ∅ y consecuentemente
y ∈ f(B̃). De este modo si y ∈ A ∩ Y ′ entonces y ∈ f(B̃) ∩ Y ′ = A lo cual
nos muestra que A es cerrado en Y ′, completando la prueba.

1.5. Teorema. Cada función cociente sobre un espacio Fréchet–Urysohn es
pseudoabierta.

Demostración. Tomemos un espacio X y una función cociente f : X → Y
donde Y es un espacio Fréchet–Urysohn. Es suficiente probar que si A ⊂ Y ,
y y ∈ A entonces f−1(y) ∩ f−1(A) 6= ∅ (teorema 1.4). Si y ∈ A entonces
existe una sucesión {yn : n ∈ ω} ⊂ A que converge a y. Sea Fn = f−1(yn)
para toda n ∈ ω; hagamos F =

⋃
{Fn : n ∈ ω}. Es suficiente probar que
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f−1(y) ∩ F 6= ∅. Como f es cociente, tenemos que F 6= F , y por lo tanto
existe z ∈ F − F . Se afirma que z ∈ f−1(y). De otra manera f(z) 6= y;
como z ∈ F y f es continua tenemos que f(z) ∈ f(F ) lo cual implica que
existe una sucesión {zn : n ∈ ω} ⊂ {yn : n ∈ ω} ⊂ f(F ) que converge a f(z).
Sin embargo, la sucesión {zn : n ∈ ω} es una subsucesión de la sucesión
{yn : n ∈ ω} que converge a y. Por consiguiente la sucesión {zn : n ∈ ω}
converge a dos puntos diferentes, lo cual es una contradicción que muestra
que y = f(z). Por lo tanto z ∈ f−1(y) ∩ F ⊂ f−1(y) ∩ f−1(A) y nuestra
demostración está completa.

1.2 Extensión de mapeos

En esta sección presentaremos resultados sobre extensión de mapeos y
espacios C∗-encajados que se utilizan en los caṕıtulos 2 y 3.

Ahora recordemos la definición de diámetro de un conjunto.

Sea (M,d) un espacio métrico. Para todo A ⊂ M definimos el diámetro
del conjunto A en M de la manera siguiente: diám(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈
A}. El número diám(A) se llama diámetro del conjunto A en (M,d).

También recordemos como se define la bola de radio r centrada en x0.
Sea (X, d) un espacio métrico. Si x0 ∈ X y r > 0, entonces B(x0, r) = {x ∈
X : d(x0, x) < r}.

1.6. Definición. Sea X un espacio topológico. Supongamos que A es un
subconjunto denso de X y f : A→ Y es una función continua del subespacio
A en un espacio métrico (Y, d). Diremos que la oscilación de f en x ∈ X es
igual a cero, si para cada ǫ > 0 existe una vecindad U del punto x tal que
diam(f(A ∩ U)) < ǫ.

El siguiente resultado se encuentra en [En, lema 4.3.16].

1.7. Teorema. Dado un espacio topológico X, supongamos que A es un
subconjunto denso de X y f : A → Y una función continua del subespacio
A en un espacio métrico completo (Y, d). Sea B el conjunto de los puntos de
X en los cuales la oscilación de f es cero. Entonces A ⊂ B y B es Gδ en X.
Además existe una función continua F : B → Y , tal que F |A = f .

Demostración. Empezaremos por probar que A ⊂ B. Dado un x ∈ A y un
ǫ > 0, existe una V ∈ τ(A), con x ∈ V tal que f(V ) ⊂ B(f(x), ǫ

3
). Existe un
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U ∈ τ(X) tal que V = U ∩ A. Es claro que U es una vecindad de x. Luego
diam(f(U ∩ A)) = diam(f(V )). Si y, z ∈ f(V ) entonces y, z ∈ B(f(x), ǫ

3
) y

d(y, z) ≤ d(y, f(x)) + d(f(x), z) < ǫ
3

+ ǫ
3

= 2ǫ
3
. Por lo tanto, diam(f(V )) ≤

2ǫ
3
< ǫ. Esto demuestra que A ⊂ B.

Ahora probaremos queB esGδ. SeaBn = {x ∈ X : existe una vecindad U
de x tal que diam(f(U ∩ A)) < ǫ}, es claro que Bn es un conjunto abierto
de X. Tomemos x ∈ B y ǫ = 1

n
> 0 para alguna n ∈ N. Por consiguiente

existe una vecindad U de x tal que diam(f(U ∩ A)) < 1
n
, y esto se puede

realizar para cada n ∈ N, de donde x ∈ Bn para toda n y x ∈
⋂

n∈NBn. Por
otro lado si x ∈

⋂
n∈NBn entonces x ∈ Bn para toda n y sea ǫ > 0, tomemos

un n0 ∈ N tal que 1
n0

< ǫ por lo tanto diam(f(U ∩ A)) < 1
n0

< ǫ, y esto se
puede realizar para cada ǫ > 0 de donde x ∈ B. De todo lo anterior se puede
concluir que B =

⋂
n∈NBn es un conjunto Gδ en X.

Fijemos un x ∈ B. Denotemos por Bx la familia de todas las vecindades
del punto x ∈ X. Sea Fx = {f(U ∩ A) : U ∈ Bx}. La familia Fx consiste de
subconjuntos cerrados de Y . Demostraremos que Fx es centrada.

Siendo A denso enX, se tiene que x ∈ A. Por consiguiente, U∩A 6= ∅ para
cualquier U ∈ Bx. Esto significa que Fx no tiene elementos vaćıos. Luego
dadas U1, ..., Un ∈ Bx se tiene que ∅ 6= f(U1 ∩ ... ∩ Un ∩ A) ⊂ f(U1 ∩ A) ∩
... ∩ f(Un ∩ A), lo cual muestra que Fx es centrada.

Sea ǫ > 0. Como la oscilación de f en x es igual a cero, existe una
vecindad U de x tal que el diam(f(A ∩ U)) < ǫ. De aqúı se sigue que
diamf(A ∩ U) = diam(f(A ∩ U)) < ǫ. Por el teorema de Cantor [En2,
teorema 4.3.9] la familia Fx tiene intersección no vaćıa.

La intersección
⋂

Fx no puede tener más de un punto. En efecto, si
y, z ∈

⋂
Fx y y 6= z entonces diam(G) ≥ r = d(y, z) para cualquier G ∈ F .

Pero ya se vio que para todo ǫ > 0 la familia Fx tiene elementos de diámetro
< ǫ lo que es contradictorio. Hagamos F (x) = y donde y es el único punto
de

⋂
Fx. De este modo obtenemos una función F : B → Y . Si x ∈ A

entonces f(x) ∈ f(U ∩A) para cualquier vecindad U del punto x. De modo
que f(x) ∈

⋂
Fx. Pero el conjunto

⋂
Fx contiene a lo más un punto. Por lo

tanto
⋂
Fx = {f(x)} y F (x) = f(x) para todo x ∈ A.

Ahora sólo falta demostrar que F es una función continua. Sea x ∈
B. Supongamos que W es una vecindad de F (x). Como Y es un espacio
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métrico, podemos hallar un ǫ > 0 tal que B(F (x), ǫ) ⊂ W . De acuerdo con
la definición de F existe un U ∈ τ(X) tal que x ∈ U y diam(f(U ∩ A)) < ǫ.
El conjunto V = U ∩ B es una vecindad de x en B; vamos a probar que
F (V ) ⊂ B(F (x), ǫ) ⊂ W .

Sea y ∈ V . Como U es vecindad de ambos puntos x, y, el conjunto
G = f(U ∩ A) tiene que pertenecer a Fy y Fy. De modo que F (y) ∈ G,
F (x) ∈ G y d(F (y), F (x)) ≤ diam(G) = diam(f(U ∩ A)) < ǫ. Resulta que
f(y) ∈ B(F (x), ǫ) para cualquier y ∈ V . Por consiguiente F (V ) ⊂ W , lo que
prueba la continuidad de F en el punto x.

1.8. Lema. Si P es la familia de todos los subconjuntos Gδ de R entonces
se tiene |P | = c.

Demostración. Como el conjunto {x} es un Gδ para cada x ∈ R, se tiene
que c = |{x : x ∈ R}| ≤ |P |. Sea B = {Un : n ∈ N} una base numerable
de R; para cada U ∈ τ(R) se tiene que U =

⋃
k∈A Uk para algún A ⊂ N.

Por consiguiente |τ(R)| ≤ |exp(B)| = 2ω = c. La familia de subfamilias
numerables de τ(R) tiene la cardinalidad ≤ |τ(R)|ω = c

ω = c. Como cada
subconjunto Gδ de R es intersección de una subfamilia numerable de τ(R),
tenemos que |P | ≤ c.

1.9. Lema. Sea X un espacio separable. Supongamos que f : X → Y es
una función continua. Entonces f−1(y) es denso en ninguna parte para toda
y ∈ Y excepto un conjunto numerable.

Demostración. Como X es separable se tiene que d(X) ≤ ω, y por lo tanto
c(X) ≤ ω. Supongamos que la familia γ de los interiores de los f−1(y) que no
son densos en ninguna parte es tal que |γ| > ω. Para cada Intf−1(y) ∈ γ se
tiene que Int(f−1(y)) 6= ∅. Además Int(f−1(y))∩Int(f−1(y′)) = ∅, si y 6= y′.
Luego la familia γ consta de abiertos no vaćıos mutuamente ajenos. Por lo
tanto, c(X) ≥ |γ| > ω de donde c(X) > ω, lo cual es una contradicción.

Recuerde que si X y Y son dos espacios topológicos, C(X, Y ) denota
el conjunto de todas las funciones continuas de X en Y , C(X,R) es deno-
tado por C(X). Si X es un espacio, C∗(X) = {f ∈ C(X) : existe M ∈
R tal que|f(x)| ≤ M para cada x ∈ X}. Note que los miembros de C∗(X)
son funciones continuas acotadas de X en R.

1.10. Lema. Si A = {f : Y → Rω : Y es un conjunto denso Gδ en R y f
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es continua} entonces |A| = c.

Demostración. Sea Yγ un denso Gδ en R. Denotemos por Bγ el conjunto de
todas las funciones constantes de Yγ hacia Rω; es claro que |Bγ| = c. Por el
lema 1.7 se tiene que |P | = c donde P es la familia de todos los subconjuntos
Gδ en R. De este modo |A| ≥

∑
|Bγ| = c. Si Y es un subconjunto denso

en R, podemos tomar en Y un subconjunto denso numerable Z. Definamos
una función ϕ de C(Y,Rω) hacia C(Z,Rω) de la siguiente manera: a cada
f ∈ C(Y,Rω) le asociamos f | Z. Notemos que ϕ es inyectiva y por lo
tanto |C(Y,Rω)| ≤ |C(Z,Rω)| = c. Se sabe por el lema 1.8 que |P | = c,
donde P es la familia de todos los subconjuntos Gδ en R. Por consiguiente
|A| =

∑
{|C(Y,Rω)| : Y es un denso Gδ en R} ≤ c·c = c.

El siguiente resultado se encuentra en [Por] y nos da un criterio para
decidir cuando un subespacio de X es C∗-encajado en X.

1.11. Teorema. Un subespacio S de un espacio X está C∗-encajado en
X si y sólo si cualesquiera dos conjuntos completamente separados en S son
completamente separados en X.

Demostración. Supongamos que S es C∗-encajado en X. Si A y B son
conjuntos completamente separados en S, entonces existe f ∈ C∗(S) tal que
0 ≤ f ≤ 1 y f(A) = {0}, f(B) = {1}. Por hipótesis existe g ∈ C(X)
tal que g|S = f . La función h(x) = max{0,min{g(x), 1}} ∈ C∗(X) separa
completamente A y B en X.

Ahora supongamos que cualesquiera dos conjuntos completamente sep-
arados en S son completamente separados en X y f ∈ C∗(S). Tomemos
M ∈ R tal que |f | ≤ M . Para cada entero positivo n definamos rn =
(M

2
)(2

3
)n; entonces |f | ≤ 3r1. Sean f1 = f , A1 = {s ∈ S : f1(s) ≤ −r1}

y B1 = {s ∈ S : f1(s) ≥ r1}. Los conjuntos A1 y B1 son completamente
separados en S, y por lo tanto existe h1 ∈ C∗(X) tal que 0 ≤ h1 ≤ 1,
h1(A1) ⊆ {0} y h1(B1) ⊆ {1}. Si g1 = 2r1h1 − r1 entonces g1 ∈ C∗(X).
Además g1(A1) ⊂ {−r1}, g1(B1) ⊂ {r1} y |g1| ≤ r1.

Sea n > 1. Procediendo inductivamente supongamos que para cada k < n
tenemos definidas funciones fk ∈ C∗(S), conjuntos Ak, Bk ⊂ S, y gk ∈ C∗(X)
tales que:

(1) |fk| ≤ 3rk;
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(2) Ak = {s ∈ S : fk(s) ≤ −rk};

(3) Bk = {s ∈ S : fk(s) ≥ rk};

(4) |gk| ≤ rk, gk(Ak) ⊂ {−rk}, gk(Bk) ⊂ {rk}.

Sea fn = fn−1 − gn−1|S. Entonces fn ∈ C∗(S) y por (1) y (4) tenemos
que |fn| ≤ 3rn. Defina An como {s ∈ S : fn(s) ≤ −rn} y por Bn el conjunto
{s ∈ S : fn(s) ≥ rn}. Se puede encontrar gn ∈ C∗(X) tal que |gn| ≤ rn,
gn(An) ⊂ {−rn} y gn(Bn) ⊂ {rn}.

Por el teorema de Weierstrass y la convergencia de
∑
rn se sigue que si

x ∈ X entonces
∑
gn(x) converge a un número real g(x). Se puede probar

que g ∈ C(X) usando la desigualdad del triángulo y relaciones entre series.
Como

∑
rn = M se tiene que |g| ≤M y g ∈ C∗(X). Como (g1 + ...+gn)|S =

(f1 − f2) + ... + (fn − fn+1) = f1 − fn+1 y lim

n→∞

fn(s) = 0 se sigue que
g(s) = f1(s) = f(s) para cada s ∈ S. De aqúı g|S = f y S es C∗-encajado
en X.

El siguiente corolario se encuentra en [Por] y se utiliza en la prueba del
teorema 1.14.

1.12. Corolario. Sea K un subespacio compacto de un espacio Tychonoff
X. Entonces
(1) K es completamente separado en X de cada conjunto cerrado disjunto
de K.
(2) K es C∗-encajado en X.

Demostración. (1) Sea A un cerrado en X y disjunto de K. Para cada
x ∈ K existe fx ∈ C∗(X) tal que 0 ≤ fx ≤ 1 , fx(x) = 0 y fx(A) = 1. Por
compacidad existen puntos x(1), ..., x(n) ∈ K tales que K ⊂

⋃
{f−1

x(i)[0, 1/2] :

i = 1, ..., n} = B. Los conjuntos B y
⋂
{f−1

x(i)(1) : i = 1, ..., n} son disjuntos;
además son conjuntos nulos de X que contienen a K y A respectivamente.
Entonces K y A son completamente separados en X.

(2) Sean A y B dos conjuntos completamente separados en K. Existen
conjuntos nulos Z1 y Z2 en K tales que Z1 ∩ Z2 = ∅ y A ⊂ Z1, B ⊂ Z2.
Como Z2 es compacto, es completamente separado en X de Z1 ya que Z1 es
cerrado en X y disjunto de Z2. Por lo tanto K es C∗-encajado en X por el
teorema 1.11.
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El siguiente teorema se encuentra en [Por] y se utiliza en la prueba del
teorema 1.14.

1.13. Teorema. Sea S un subespacio C∗-encajado de X. Entonces el
conjunto S es C-encajado en X si y sólo si es completamente separado en X
de cada conjunto nulo de X y disjunto de S.

Demostración. Supongamos que S es un subespacio C-encajado de X y Z
es un conjunto nulo tal que Z ∩ S = ∅. Sea f ∈ C(X) tal que Z = f−1(0).
Definamos g por g(s) = 1/f(s) para cada s ∈ S; entonces g ∈ C(S). De aqúı
existe k ∈ C(X) tal que k|S = g. Si q = fk entonces q ∈ C(X), q(Z) = {0}
y q(S) = {1}. De modo que S y Z son completamente separados en X.

Inversamente, supongamos que S es completamente separado en X de
cada conjunto cero de X disjunto de él. Sea h un homeomorfismo de R en
(−1, 1); tomemos una función arbitraria f ∈ C(S). Entonces h ◦ f ∈ C∗(S);
como S es C∗-encajado en X existe g ∈ C∗(X) tal que g|S = h ◦ f . Sea
Z = {x ∈ X : |g(x)| = 1}. Si s ∈ S entonces g(s) = h(f(s)) ∈ (−1, 1)
de donde Z ∩ S = ∅. De aqúı Z y S son completamente separados en X.
Por consiguiente existe k ∈ C(X) tal que 0 ≤ k ≤ 1, k(Z) = 0, k(S) =
1. De esta manera h−1 ◦ (gk) ∈ C(X) y si s ∈ S entonces se obtiene la
igualdad h−1 ◦ (gk)(s) = h−1(g(s)k(s)) = h−1(h(f(s)) = f(s). Por lo tanto
h−1 ◦ (gk)|S = f y resulta que S es C-encajado en X.

El siguiente resultado se encuentra en [Por] y se utiliza en el teorema 2.19
para encontrar relación entre espacios compactos y casi-inyectivos.

1.14. Teorema. Cada subespacio compacto de un espacio de Tychonoff X
es C-encajado en X.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del corolario 1.12 y el teo-
rema 1.13.

El siguiente resultado se encuentra en [Ar6] y se utiliza en la prueba del
lema 1.17.

1.15. Teorema. Para cada función perfecta suprayectiva f : X → Y existe
un cerrado F ∗ ⊂ X tal que f(F ∗) = Y y f |F ∗ es una función perfecta
irreducible.

Demostración. Sea F = {Fa : a ∈ A} la familia de todos los cerrados Fa
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en X tales que f(Fa) = Y . Definamos el siguiente orden en F : Fa > Fb si
y sólo si Fa ⊂ Fb. Recuerde que un subconjunto C ⊂ F se llama cadena,
si Fa ≤ Fb ó Fb ≤ Fa para todos Fa, Fb ∈ C. Dada una cadena C en F ,
hagamos C♯ = ∩C. Primero mostraremos que C♯ ∈ F . Sea x ∈ X; por la
definición de F , tenemos que f−1(f(x)) ∩ Fa 6= ∅ para toda Fa ∈ F . Como
X es compacto y C es una familia centrada de subconjuntos cerrados de X,
tenemos que f−1(f(x)) ∩

⋂
C 6= ∅ y por lo tanto f(C♯) = Y . Aśı C♯ ∈ F y

es una cota para C (C♯ > Fa para todo Fa ∈ C ); por el lema de Zorn existe
un cerrado en X tal que f(F ∗) = Y y f |F ∗ es irreducible. El que la función
f |F ∗ sea perfecta es consecuencia de que F ∗ es cerrado.

1.3 Espacios dispersos

En esta sección presentaremos algunos resultados de espacios dispersos
que son trascendentes en las caracterizaciones de algunos espacios que se dan
en los caṕıtulos 2 y 3.

El siguiente resultado se encuentra en [Sh] y se utiliza en la prueba del
teorema 1.19

1.16. Lema. Si X es un compacto disperso metrizable, entonces |X| ≤ ω.

Demostración. Supongamos que |X| > ω. Sea X∗ = {x ∈ X : existe
Vx ∈ τ(x,X) con |Vx| ≤ ω}. Por ser X disperso se tiene que X∗ 6= ∅.
Además, {Vx : x ∈ X∗} es una cubierta abierta de X∗ mismo que es Lindelöf
(por ser segundo numerable). De modo que existe un subconjunto numerable
A ⊂ X∗ tal que X∗ ⊂

⋃
{Vx : x ∈ A}. Por lo tanto X∗ es numerable. Por

otro lado se afirma que |X\X∗| > 1. En efecto si X\X∗ = {x∗}, entonces
X = X∗ ∪ {x∗} es numerable. Por otro lado se afirma que en X\X∗ no
hay puntos aislados. En efecto, de otra manera existe a ∈ X\X∗ tal que
Ua

⋂
(X\X∗) = {a}, para algún Ua ∈ τ(a,X) y por regularidad existe Va que

no es numerable tal que a ∈ Va ⊂ Va ⊂ Ua. Por otro lado Va\{a} ⊂ X∗, lo
que implica que Va es numerable, por el hecho de queX∗ es numerable, lo cual
nos proporciona una contradicción con el hecho de que Va es no numerable.
Por lo tanto en X\X∗ no hay puntos aislados, y como X es disperso esto no
es posible. De este modo X es numerable.

1.17. Lema. La imagen continua de un compacto disperso es un compacto
disperso.
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Demostración. Sea X un espacio compacto y disperso, tomemos f : X →
Y continua y suprayectiva. Tomemos un conjunto no vaćıo A ⊂ Y ; se puede
suponer que A es cerrado en Y . Por ser f continua el conjunto A′ = f−1(A)
es cerrado en X. Si hacemos g = f |A′ : A′ → A se tiene que g es una función
perfecta. Por el teorema 1.15 existe un cerrado A′′ ⊂ A′ tal que g(A′′) = A,
y la función g|A′′ es irreducible. Sea x0 ∈ A′′ un punto aislado de A′′. El
conjunto A′′ − {x0} es cerrado en A′′ y como f |A′′ es irreducible, se tiene
que f(A′′ − {x0}) 6= A. Por consiguiente {f(x0)} = A − f(A′′ − {x0}) es
abierto en A y por lo tanto f(x0) es un punto aislado de A. De aqúı podemos
concluir que Y es disperso.

El siguiente teorema se encuentra en [Sh] y se utiliza en la prueba del
teorema 2.11 que caracteriza a un espacio compacto casi-inyectivo.

1.18. Teorema. Si X es compacto y no disperso entonces existe una función
continua de X sobre [0, 1].

Demostración. Para cada n ∈ ω consideramos que n = {0, 1, ..., n − 1};
definamos Fun =

⋃
{{0, 1}n : n < ω}. Dada una s ∈ Fun, existe un único

n ∈ ω tal que s ∈ {0, 1}n; hagamos l(s) = n. Si s : n → {0, 1} definamos
para i = 0, 1 la función s⌢i ∈ {0, 1}n+1 de la siguiente manera: s⌢i(j) = s(j)
para todo j < n y s⌢i(n) = i. Para todo s ∈ Fun construiremos un cerrado
sin puntos aislados Fs ⊂ X . Llevaremos a cabo la construción prometida
utilizando la inducción sobre n. Como X no es disperso existe un cerrado no
vaćıo F∅ ⊂ X sin puntos aislados. Sea n ∈ ω, n ≥ 1. Supongamos que para
cualquier s ∈ {0, 1}n−1, tenemos construido un conjunto Fs cerrado en X sin
puntos aislados.

Sea s ∈ {0, 1}n−1. En el conjunto Fs tomemos dos puntos distintos x, y. Es
fácil encontrar conjuntos U0 , U1 abiertos en Fs tales que x ∈ U0, y ∈ U1

y U0 ∩ U1 = ∅. Hagamos Fs⌢
0

= U0 y Fs⌢
1

= U1. Entonces Fs⌢
0

y Fs⌢
1

son subconjuntos cerrados de X sin puntos aislados, con esto ya tenemos la
familia {Fs : s ∈ {0, 1}n}. Como consecuencia, esta construcción inductiva
nos da una familia {Fs : s ∈ Fun} con las siguientes propiedades:
(1) si s ⊂ t entonces Ft ⊂ Fs;
(2) para todo n ∈ ω, si t, s ∈ {0, 1}n y t 6= s, entonces Ft ∩ Fs = ∅.

Hagamos F =
⋂

n∈ω{
⋃

s∈{0,1}n Fs}. Dado cualquier x ∈ F la propiedad (2)
implica que, para todo n ∈ ω existe un único sn ∈ {0, 1}n tal que x ∈ Fsn

.
Se sigue de (1) y (2) que sn ⊂ sn+1 para cada n ∈ ω, y por lo tanto está
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bien definida la función s =
⋃
{sn : n ∈ ω} y s ∈ {0, 1}ω. Haciendo f(x) = s

obtenemos una función f : F → C = {0, 1}ω.

Para probar que f es continua tomemos cualquier x ∈ F y cualquier
vecindad abierta V de f(x) en C. Existen n ∈ ω y a0, ..., an ∈ {0, 1} tales
que f(x) ∈ W ⊂ V donde W = {a0} × ... × {an} × {0, 1}ω−(n+1). Hagamos
s(i) = ai para todo i ∈ (n + 1). Entonces s ∈ Fun y U = Fs ∩ F es un
abierto en F . Es evidente que x ∈ U . Para probar la continuidad de f en x,
si y ∈ U entonces y ∈ Fs lo que implica que existe una función t ∈ {0, 1}ω tal
que y ∈

⋂
{Ft(n) : n ∈ ω} y t|(n+1) = s. De modo que f(y) = t y t ∈ W por

que W = {u ∈ {0, 1}ω : u|(n + 1) = s}. Por ser y ∈ U arbitrario, acabamos
de demostrar que f(U) ⊂ W ⊂ V lo que prueba la continuidad de f en el
punto x. La función f es suprayectiva porque, dado cualquier s ∈ {0, 1}ω

existe un x ∈
⋂
{Fs|n : n ∈ ω}; es claro que f(x) = s.

Cada compacto metrizable es imagen continua del conjunto de Cantor,
aśı que existe g : C → [0, 1] continua y suprayectiva; si tomamos la función
h = g ◦ f : F → [0, 1], por el teorema de Tietze-Urysohn existe una función
continua G : X → [0, 1] tal que G | F = h.

El siguiente teorema se encuentra en [Sh] y se utiliza en la prueba del
teorema 2.11.

1.19. Teorema. Un espacio compacto X es disperso si y sólo si cualquier
imagen segundo numerable de este espacio es numerable.

Demostración. Sea X un espacio compacto disperso. Sea f : X → Y
continua y suprayectiva para un espacio Y ∈ U . Por el lema 1.17 el espacio
Y es compacto y disperso. Como Y también es metrizable, tenemos que
|Y | ≤ ω (veáse el lema 1.16).

Por otro lado supongamos que cualquier imagen segundo numerable del
espacio compacto X es numerable. Si X no es disperso existe una función
continua y suprayectiva f : X → [0, 1] (teorema 1.18). De esta manera [0, 1]
seŕıa numerable, lo cual no es cierto. Por consiguiente X es disperso.

1.20. Teorema. Si un espacio regular Y tiene red numerable entonces existe
una condensación de g : Y → Z ∈ U .

Demostración. Como Y tiene una red numerable y l(Y ) ≤ nw(Y ) se tiene
que Y es Lindelöf, y por lo tanto normal. Se afirma que todo abierto de Y es
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Fσ. Denotemos por N la red numerable de Y ; note que M = {P : P ∈ N}
también es una red. De esta manera cada abierto U ⊂ Y es Fσ, ya que
U =

⋃
{V ∈ M : V ⊂ U}. Por lo anterior se infiere que Y es perfectamente

normal. De modo que para cada F ∈ M, existe una función continua gF :
Y → R tal que F = (gF )−1(0). La función dada por g = △{gF : F ∈ M}:
Y →M = g(Y ) ⊂ RM es continua por ser un producto diagonal de funciones
continuas. Si x 6= y, entonces existe F ∈ M tal que x ∈ F y y /∈ F ; por
consiguiente gF (x) = 0, gF (y) 6= 0 lo cual muestra que g(x) 6= g(y). De
aqúı se puede concluir que g es inyectiva, es decir, g es la condensación
deseada.

El concepto de ω-modificación y espacio Lindelöf P se define en Prelim-
inares (pág. 7)

1.21. Teorema. Si X es Lindelöf disperso entonces la ω-modificación Xω

de X es Lindelöf P .

Demostración. Por construcción la ω–modificación es un espacio P [Us].
Supongamos que M es una cubierta abierta de Xω. Consideremos el

conjunto V =
⋃
{IntX(

⋃
λ) : λ ⊂M, |λ| ≤ ω}. Si X = V, entonces para todo

x ∈ X existen Vx ∈ τ(x,X) y λx una subfamilia numerable de M tales que
Vx ⊂

⋃
λx. Como X =

⋃
{Vx : x ∈ X} y {Vx : x ∈ X} es una cubierta abierta

de X, por ser X Lindelöf existe una subcubierta numerable {Vxn
: n ∈ ω}

tal que X =
⋃
{Vxn

: n ∈ ω} y entonces
⋃
{λxn

: n ∈ ω} es una subcubierta
numerable de Xω, lo cual nos muestra que Xω es Lindelöf. Observemos que
el mismo argumento muestra que cada cerrado en X y contenido en V es
Lindelöf en Xω.

Por otro lado probaremos que el caso X\V 6= ∅ es imposible, lo cual
nos muestra efectivamente que Xω es Lindelöf. Supongamos lo contrario y,
usando el hecho de que X es disperso, fijemos un punto aislado x en X\V .
Tomemos una vecindad U del punto x en X tal que U ⊂ {x} ∪ V . Tenemos
que x ∈ A para alguna A ∈ M ya que M es cubierta. Como A es abierto
en Xω se puede elegir una familia γ de abiertos en X tal que |γ| ≤ ω y
x ∈

⋂
γ ⊂ A. Los conjuntos de la forma U\G, donde G ∈ γ, son cerrados

en X y están contenidos en V ; por la observación anterior tenemos que
l(U\G) ≤ ω, note que U\G se considera como subespacio de Xω. De esta
manera para cada G ∈ γ existe una subfamilia λG ⊂ M tal que |λG| ≤ ω
y

⋃
λG ⊃ U\G. Observemos que para λ = (

⋃
{λG : G ∈ γ})

⋃
{A} se tiene

que x ∈ U ⊂ IntX(U) ⊂ IntX(
⋃
λ) ⊂ V . Esta contradicción con x ∈ X\V
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prueba que el caso X 6= V es imposible.



Caṕıtulo 2

Espacios casi
inyectivo–proyectivos

Introducción. Sea X un espacio topológico. Si todas las funciones con-
tinuas de X pertenecen a una clase dada, se pueden conocer propiedades
topológicas del espacio X. Muchos resultados de esta naturaleza fueron
obtenidos antes de 1961. Entre ellos se tienen los siguientes: un espacio
Tychonoff X es compacto si y sólo si cada función continua definida en X
con la imagen de Hausdorff es cerrada. Un espacio Hausdorff X es compacto
si y sólo si la proyección X × Y → Y es cerrada para cada espacio normal Y
[Ku].

Uno de los art́ıculos en el que se estudiaron estas propiedades de manera
sistemática es [Tk], donde se consideran las clases de espacios de Tychonoff
para los cuales cada función continua sobre un espacio segundo numerable
pertenece a una clase dada F . En [Tk1] tales espacios son llamados F -
proyectivos. De las caracterizaciones de este art́ıculo se destaca la siguiente:
un espacio X es cociente-proyectivo (i.e. cada función continua suprayectiva
f : X → Y es cociente si w(Y ) ≤ ω) si y sólo si cada familia discreta
de subconjuntos Gδ no vaćıos de X es finita [Tk1]. El mismo criterio se
aplica para los espacios pseudoabierto-proyectivos que es una observación
con la que empieza este caṕıtulo. En el citado art́ıculo Tkachuk prueba que
todas las funciones de un espacio X sobre espacios segundo numerables son
m-compactas si y sólo si |βX\X| ≤ m. En base a ideas similares surge

23
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el estudio de propiedades de los espacios casi compacto-proyectivos [Tk1,
teorema 3.19]. Se da bajo CH en [Me1], una respuesta parcial negativa
a un problema planteado en [Tk1]: ¿es cierto que, para cada espacio X
casi inyectivo-proyectivo segundo numerable, existe una descomposición X =
K ∪Z tal que K es compacto y Z es numerable? También se prueba que un
espacio compacto X es disperso si y sólo si X es casi inyectivo-proyectivo, y
se presenta un espacio Y que no es compacto, ni disperso, pero que es casi
inyectivo-proyectivo.

La siguiente observación responde a la pregunta 3.8 planteada en [Tk1].

2.1. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes para cada espacio
X:
(1) X es pseudoabierto–proyectivo.
(2) X es cociente–proyectivo.
(3) Cada familia discreta de subconjuntos Gδ no vaćıos de X es finita.

Demostración. Es evidente que (1) ⇒ (2), ya que cada función pseudoa-
bierta es cociente (teorema 1.2). (2) ⇐⇒ (3) por el teorema 1.3. Ahora
probaremos que (3) ⇒ (1). Supongamos que (3) es cierto. Entonces cada
función continua f : X → Y ∈ U es cociente [Tk1]. Por otra parte cada
función cociente sobre un espacio Fréchet-Urysohn es pseudoabierta (ver el
teorema 1.4 o [Ok]), de lo que podemos deducir que f es pseudoabierta.

En [Tk1] se estudian los espacios casi compacto-proyectivos lo cual motiva
el estudio de espacios con propiedades similares.

2.2. Definición. Una función continua y suprayectiva f de un espacio X en
un espacio Y es casi compacta si |{y ∈ Y : f−1(y) no es compacta}| ≤ ω.

2.3. Proposición. Si X = Y ∪Z, donde Y es compacto y |Z| ≤ ω, entonces
X es casi compacto-proyectivo.

Demostración. Dada una función f : X → T ∈ U , consideremos el con-
junto A = {y ∈ T : f−1(y) no es compacta}. Entonces para cualquier y ∈ A
se tiene que f−1(y) ∩ Z 6= ∅. Tomemos g(y) = xy ∈ f−1(y) ∩ Z. Afir-
mamos que g : A → Z es inyectiva. En efecto, tomemos y1, y2 ∈ A tales
que g(y1) = g(y2). Como se cumple xy1

= xy2
, aplicando f obtenemos

y1 = f(xy1
) = f(xy2

) = y2. De este modo y1 = y2 y g es inyectiva. Por
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consiguiente |A| ≤ |Z| ≤ ω y X es casi compacto–proyectivo.

La proposición anterior muestra que es natural plantear la siguiente pre-
gunta [Tk1]: ¿es cierto que un espacio segundo numerableX es casi compacto–
proyectivo sólo cuando X = Y ∪ Z, donde Y es compacto y |Z| ≤ ω? Se
prueba en [Me1, teorema 2.5] que bajo CH, la respuesta es negativa.

2.4. Definición. Una función f de un espacio X sobre un espacio Y es casi
inyectiva si |{y ∈ Y : |f−1(y)| > 1}| ≤ ω.

2.1 Un ejemplo bajo CH

En esta sección se va a construir un ejemplo de un espacio X casi–
compacto–proyectivo que no cumple con la descomposición X = Y ∪ Z,
donde Y es compacto y |Z| ≤ ω.

2.5. Ejemplo. Bajo CH, existe un subespacio X denso de R tal que:
(1) Cada función f : X → Y ∈ U es casi inyectiva.
(2) X no puede expresarse como K ∪ Z, donde K es compacto y Z es nu-
merable.

Demostración. El método usado en este ejemplo se encuentra en [Tk2].
Se va a construir un subespacio denso X ⊂ R tal que, para cada espacio
métrico separable Y y cada función continua f : X → Y , las fibras de f
son unipuntuales para casi todos los puntos de Y , i.e., el conjunto {y ∈ Y :
|f−1(y)| > 1} es numerable.

Por el lema 1.10 y (CH), existe una numeración {fα : α < ω1} de todas
las funciones f que tienen las siguientes propiedades :

(i) f es continua y P = dom(f) es un subconjunto denso Gδ de R;
(ii) f : P → Rω y f(P ) es no numerable.

Para cada α < ω1, sea Fα=dom(fα) y Gα = fα(Fα). Aplicando el teorema
1.9 vemos que el conjunto Pα = {y ∈ Gα : IntFα

(f−1
α (y)) 6= ∅} es numerable.

2.5.1. Lema. El conjunto f−1
α (y) es denso en ninguna parte en R, para

cada α < ω1 y cada punto y ∈ Gα\Pα.

Demostración. Supongamos que el lema es falso, i.e., para algún α < ω1 y
para algún y ∈ Gα\Pα, se tiene que IntR(f−1

α (y)) 6= ∅. Por el hecho de que
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Fα es denso en R, se infiere que Fα ∩ IntR(f−1
α (y)) 6= ∅, aśı que

∅ 6= Fα ∩ IntR(f−1
α (y)) ⊂ Fα ∩ f−1

α (y) = f−1
α (y)

Fα

= f−1
α (y),

y por lo tanto IntFα
(f−1

α (y)) 6= ∅, lo cual es una contradicción ya que y ∈
Gα\Pα. Consecuentemente IntR(f−1

α (y)) = ∅, i.e., f−1
α (y) es denso en ninguna

parte en R para todo y ∈ Gα\Pα . △

Sea {In : n ∈ ω} la enumeración de todos los intervalos abiertos no
triviales con extremos racionales en R. Elijamos recursivamente xα ∈ R

para cada α < ω1 de la siguiente manera. Sea x0 ∈ R un punto arbitrario.
Supongamos que hemos escogido puntos {xα : α < β} para algún β > 0,
β < ω1. Existe k ∈ ω tal que β = β0 + k, donde β0 es un ordinal ĺımite
o β0 = 0. Observe que el lema 2.5.1 implica que f−1

γ (fγ(xα)) es denso en
ninguna parte en R para todos α < β y γ < β tales que fγ(xα) 6∈ Pγ. Puesto
que Ik tiene la propiedad de Baire, se puede elegir un punto

xβ ∈ Ik\

[
⋃

{
f−1

γ (fγ(xα)) : α < β, γ < β, fγ(xα) 6∈ Pγ

}
(∗)

⋃ {
xα : α < β

}]
,

lo que muestra que nuestra construcción puede continuarse hasta obtener
puntos {xα : α < ω1} con la propiedad (∗) para cada β < ω1. Sea X =

{
xα :

α < ω1

}
. Ahora probaremos que X tiene las propiedades prometidas. Note

que X es un subespacio denso de R. Tomemos cualquier función continua
suprayectiva f : X → Y , donde Y es segundo numerable. El espacio Y
se puede sumergir en Rω, i.e., podemos considerar que f es una función
continua de X en Rω. Aplicando el teorema 1.7, existe una función continua
F : D → Rω con F | X = f donde D⊂ R es un conjunto Gδ tal que X ⊂ D,
y R = X ⊂ D, de donde D es denso en R. . Si f(X) es numerable entonces
f es casi inyectiva. Si |f(X)| > ω entonces |F (D)| > ω y F satisface (i) y
(ii). Por lo tanto existe α0 < ω1 tal que F = fα0

y D = Fα0
. De modo que

f = fα0
|X.

2.5.2. Lema. Sea A = {f(xβ) : β ≤ α0} ∪ Pα0
. Entonces A es un subcon-

junto numerable de Y y |f−1(y)| = 1 para cada y ∈ Y \ A.

Demostración. Se tiene que Pα0
es numerable por el lema 1.9, y A es

numerable ya que es la unión de dos conjuntos numerables. Si y ∈ Y \ A,
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entonces existe β > α0 tal que y = f(xβ) = fα0
(xβ). Si |f−1(y)| > 1 entonces

existe β′ > α0, β
′ 6= β para el cual f(xβ′) = fα0

(xβ′) = f(xβ) = fα0
(xβ). Si

β′ < β entonces para α = β′ y γ = α0 se tiene fγ(xα) 6∈ Pγ, lo cual muestra
que f−1

γ (fγ(xα)) = f−1
α0

(fα0
(xβ)) = f−1

α0
(y) está contenido en la unión de las

fibras en (∗). Por otro lado xβ ∈ X\f−1
α0

(fα0
(xβ′)) lo que es una contradicción.

El caso β′ > β se maneja analógamente si tomamos como γ = α0 y α = β.
△

Del lema 2.5.2 se sigue que f es casi inyectiva, y por ser f arbitraria, cada
función continua de X sobre un espacio segundo numerable es casi inyectiva.
Falta verificar la condición (2) del ejemplo. Supongamos que X = Y ∪ Z,
donde Y es compacto y Z es numerable. Por ser Y un conjunto compacto
en R, es acotado en R, i.e., Y ⊂ (a, b) para algunos a, b ∈ R. Fuera de (a, b),
los puntos de X forman un conjunto numerable y existe un k tal que Ik ⊂
(b+1, b+2). El conjunto X ∩ (b+1, b+2) ⊂ Z es numerable. Por otra parte
el conjunto T = {xα+k : α es un ordinal ĺımite } ⊂ Ik∩X ⊂ X∩(b+1, b+2)
es no numerable y por lo tanto |X ∩ (b+1, b+2)| > ω lo que nos proporciona
una contradicción.

2.6. Observación. Es fácil ver que la misma demostración brinda el resul-
tado bajo el axioma de Martin. La enumeración respectiva de las funciones
fα se haŕıa hasta c y la elección del punto xβ ( en el paso β ) seŕıa posible
porque el axioma de Martin implica la k-propiedad de Baire para cualquier
k < c.

El siguiente ejemplo da una respuesta parcial negativa al problema 3.19
de [Tk1].

2.7. Corolario. Bajo CH, existe un subespacio X de R tal que cada función
continua f : X → Y ∈ U es casi compacta y no existe una descomposición
X = K ∪ Z, tal que K sea compacto y Z numerable.

Demostración. En el ejemplo 2.5, X es el espacio prometido, ya que si
consideramos cualquier espacio segundo numerable Y y cualquier función
continua suprayectiva f : X → Y , se tiene que

|{y ∈ Y : f−1(y) no es compacto}| ≤ |{y ∈ Y : |f−1(y)| > 1}| ≤ ω.

2.8. Corolario. Bajo CH, existe un espacio segundo numerable X tal que
cada función continua suprayectiva de X es casi inyectiva y no existe una
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descomposición X = K ∪ Z tal que K sea compacto y Z numerable.

Demostración. Como X tomemos el espacio del ejemplo 2.5. Sea f : X →
Y una función continua suprayectiva. Como X es segundo numerable, el
espacio Y tiene una red numerable y por el teorema 1.20 existe una con-
densación g : Y → Z ∈ U . Para la función g ◦ f : X → Z se tiene que
|{z ∈ Z : |(g ◦ f)−1(z)| > 1}| ≤ ω y por lo tanto

|{y ∈ Y : |f−1(y)| > 1}| = |{z ∈ Z : |(g ◦ f)−1(z)| > 1}| ≤ ω.

Como consecuencia, cada función continua suprayectiva de X es casi inyec-
tiva.

En base al ejemplo 2.5 surge el planteamiento del siguiente problema:

2.9. Problema. ¿Existe en ZFC un espacio X segundo numerable que sea
casi inyectivo-proyectivo y no pueda expresarse como K ∪ Z, donde K sea
compacto y Z numerable?

Ahora se establecerán algunas caracterizaciones para espacios que tienen
la propiedad de ser casi inyectivo-proyectivos.

2.10. Lema. Supongamos que X es casi inyectivo-proyectivo. Entonces
cada imagen continua de X tiene la misma propiedad.

Demostración. Sea g : X → Y una función continua suprayectiva. Dada
una función f : Y → Z ∈ U hagamos B = {z ∈ Z : |f−1(z)| > 1}; tenemos
que demostrar que |B| ≤ ω. Consideremos la función f ◦ g : X → Z. El
conjunto C = {z ∈ Z : |(f ◦ g)−1(z)| > 1} es numerable ya que X es
casi inyectivo-proyectivo. Por lo tanto se tiene que |C| ≤ ω. Obsérvese que
B ⊂ C. En efecto si z ∈ B, entonces existen por lo menos dos puntos distintos
c, d ∈ f−1(z). Como c, d ∈ Im(g) existen x0, x1 ∈ X tales que g(x0) = c,
g(x1) = d. Además (f ◦ g)−1(z) = g−1(f−1(z)) ⊃ g−1({c, d}) ⊃ {x0, x1}, de
donde |(f ◦ g)−1(z)| > 1 lo cual muestra que z ∈ C. Por lo tanto B ⊂ C y
|B| ≤ ω, lo cual muestra que Y es casi inyectivo-proyectivo.

Recordemos que un espacio X es disperso si cada subespacio no vaćıo
A ⊂ X tiene un punto aislado.
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2.2 Espacios dispersos y compacidad

En esta sección se presentan resultados sobre espacios compactos disper-
sos, espacios Lindelöf dispersos y espacios que resultan ser dispersos bajo
ciertas condiciones.

2.11. Teorema. Un espacio compacto X es casi-inyectivo proyectivo si y
sólo si X es disperso.

Demostración. Para probar la suficiencia, tomemos un espacio compacto
X tal que cada función continua de X sobre un espacio segundo numerable
sea casi inyectiva. Si X no es disperso, existe una función continua suprayec-
tiva f : X → [0, 1] (veáse el teorema 1.18). Aplicando el lema 2.10, se puede
concluir que cada función continua de [0, 1] sobre un espacio segundo numer-
able es casi inyectiva. Pero esto no es cierto ya que para la función continua
suprayectiva f : [0, 1] → [0, 1/4] definida por f(x) = (x− 1/2)2, se tiene que
|{y ∈ Y : |f−1(y)| > 1}| > ω, lo cual es una contradicción [Me1].

Para probar la necesidad, supongamos que X es disperso. Sea f : X →
Y ∈ U . Un espacio compacto es disperso si y sólo si cada imagen segundo
numerable de este espacio es numerable (ver el teorema 1.19). De este modo
|Y | ≤ ω, y como consecuencia |{y ∈ Y : |f−1(y)| > 1}| ≤ |Y | ≤ ω.

2.12. Corolario. Si X es un espacio compacto metrizable, entonces X es
numerable si y sólo si X es casi inyectivo-proyectivo.

2.13. Corolario. Si X es pseudocompacto y casi inyectivo-proyectivo en-
tonces X es disperso.

Demostración. Se establecerá que cada función continua de βX sobre
un espacio segundo numerable es casi inyectiva. Sea F : βX → Z ∈ U ;
hagamos f = F |X. Si se define Z ′ = f(X), entonces Z ′ es compacto por
ser pseudocompacto y segundo numerable y Z ′ es casi inyectivo-proyectivo

por el lema 2.10. Como X
βX

= βX tenemos que Z ′ = Z ′Z = Z. Aśı que
f(βX) = Z ′, de donde por el corolario 2.12, el espacio Z ′ es numerable. De lo
anterior podemos concluir que cada función continua de βX sobre un espacio
segundo numerable es casi inyectiva. Por el teorema 2.11 el espacio βX es
disperso; como X ⊂ βX, tenemos que X también es disperso.

2.14. Corolario. Si X es numerablemente compacto y es casi inyectivo-
proyectivo entonces X es disperso.
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El teorema 2.11 muestra que es natural el siguiente planteamiento:

2.15. Problema. Supongamos que X es numerablemente compacto y dis-
perso. ¿Es cierto que X es casi inyectivo-proyectivo?

2.16. Teorema. Si X es Lindelöf P o Lindelöf disperso entonces X es casi
inyectivo-proyectivo.

Demostración. Consideremos primero el caso cuando X es Lindelöf P .
Tomemos cualquier f : X → Y ∈ U . El espacio Y tiene base numerable, y
por lo tanto {y} es un conjunto Gδ en Y para todo y ∈ Y . De modo que
f−1(y) es un Gδ y como X es un espacio P , el conjunto f−1(y) es abierto
para todo y ∈ Y . Por otra parte X =

⋃
y∈Y f

−1(y), i.e., {f−1(y) : y ∈ Y } es
una cubierta abierta de X. Como X es Lindelöf, existe un C ⊂ Y tal que
|C| ≤ ω, y X =

⋃
y∈C f

−1(y). De aqúı Y = f(X) = f(
⋃

y∈C f
−1(y)) = C y

|Y | = |C| ≤ ω. Finalmente deducimos que |{y ∈ Y : |f−1(y)| > 1}| ≤ |Y | ≤
ω.

En el caso cuando X es Lindelöf disperso, la ω-modificación (X)ω de
X es Lindelöf P por el teorema 1.21, y se tiene que cada función continua
suprayectiva f : (X)ω → Y ∈ U es casi inyectiva. Además X is imagen
continua de su ω-modificación (X)ω, y como consecuencia del lema 2.10 se
tiene que X es casi inyectivo-proyectivo.

El siguiente ejemplo muestra que no se puede omitir la compacidad en el
teorema 2.11.

2.17. Ejemplo. Existe un espacio no compacto Y que no es disperso y es
casi inyectivo-proyectivo.

Demostración. Sea X la extensión de Lindelöf en un punto de un espacio
discreto no numerable D. Notemos que X es un espacio Lindelöf P . Se sabe
que si Y es Lindelöf P , entonces el grupo libre F (Y ) del espacio Y es Lindelöf
P [Tka]. De esta manera cada función continua de F (X) sobre un espacio
segundo numerable es casi inyectiva por el teorema 2.16. Además F (X) no es
disperso, porque si asumimos lo contrario, entonces F (X) tendŕıa un punto
aislado. Pero los grupos topológicos son espacios homogéneos, por lo cual
F (X) seŕıa discreto y numerable. Esta contradicción muestra que F (X) no
es disperso.
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Note que Q da una situación paralela al ejemplo 2.17 en el caso numerable.

2.18. Teorema. Supongamos que Y está C–encajado en X.
a) Si X casi inyectivo-proyectivo entonces también lo es Y .
b) Si cada función continua suprayectiva de X es casi inyectiva entonces cada
función continua suprayectiva de Y también es casi inyectiva.

Demostración. Consideremos primero el caso a). Sea f : Y → Z una
función continua suprayectiva para un Z ∈ U . Podemos considerar que
Z ⊂ Rω y f = △n∈ωfn, donde fn : Y → R para cada n ∈ ω. Como Y está
C-encajado en X, para cada n ∈ ω existe una función continua Fn : X → R

tal que Fn|Y = fn. Además, para la función F : X → Rω definida por
F (x) = {Fn(x)}n∈ω se tiene que F | Y = f . La contención

{z ∈ Z : |f−1(z)| > 1} ⊆ {z ∈ Z : |F−1(z)| > 1}

y la suposición que X es casi inyectivo-proyectivo implican que cada función
continua de Y sobre un espacio segundo numerable es casi inyectiva.

Falta probar b). Sea f : Y → Z una función suprayectiva donde Z es un
subespacio de Rκ para algún cardinal κ y f = △l<kfl, donde fl : Y → R.
Como Y está C-encajado en X, para cada l < k existe una función continua
Fl : X → R tal que Fl|Y = fl. Además para la función F : X → Rκ definida
por F (x) = {Fl(x)}l<k se tiene que F |Y = f . La contención

{z ∈ Z : |f−1(z)| > 1} ⊆ {z ∈ Z : |F−1(z)| > 1}

implica que cada función continua de Y es casi inyectiva.

2.19. Corolario. Sea X un espacio casi inyectivo-proyectivo y Y un sube-
spacio cerrado de X.
(1) Si X es normal, entonces Y es casi inyectivo-proyectivo.
(2) Si Y es compacto, entonces Y es casi inyectivo-proyectivo.

Demostración. En ambos casos el subespacio Y está C–encajado en X;
por el teorema 1.14 y por el teorema 2.18, cada función continua de Y sobre
un espacio segundo numerable es casi inyectiva.

2.20. Problema. Sea X un espacio casi inyectivo-proyectivo. Supongamos
que F ⊂ X es un subespacio cerrado de X. Es cierto que F es casi inyectivo-
proyectivo?
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2.21. Corolario. En el espacio X del ejemplo 2.5, cada subespacio com-
pacto es numerable.

Demostración. Aplicando el corolario 2.19, se tiene que para cada com-
pacto K ⊂ X, cada función continua de K sobre un espacio segundo nu-
merable es casi inyectiva. Aplicando el corolario 2.12 se concluye que K es
numerable.

2.22. Teorema. Si Xi es compacto y Xi es casi inyectivo-proyectivo para
toda i ≤ n, entonces

∏n
i=1Xi es casi inyectivo-proyectivo.

Demostración. Por el teorema 2.11, cada Xi es disperso. Además el pro-
ducto de una familia finita de espacios dispersos es un espacio disperso. Como
dicho producto es compacto, por el teorema 2.11 cada función continua de
este producto sobre un espacio segundo numerable es casi inyectiva.

2.23. Observación. Observe que para el espacio de dos puntos todas sus
funciones continuas son casi-inyectivas. Sin embargo, el producto numerable
de espacios de dos puntos es homeomorfo al conjunto de Cantor C que es
un espacio compacto, no disperso y por el teorema 2.11 no todas las fun-
ciones continuas de C son casi inyectivas. De modo que esta propiedad no
es preservada por productos infinitos.

2.24. Ejemplo. Bajo CH, existe un espacio X que es casi inyectivo-proyec-
tivo, mientras X ×X no lo es.

Demostración. Tomemos como X el espacio construido en el ejemplo 2.5.
Considere la proyección de X × X sobre su primera coordenada. Note que
π−1(y) = {y} × X para cada y ∈ X. De esta manera X = {y ∈ X :
|π−1(y)| > 1}. Si cada función continua de X ×X sobre un espacio segundo
numerable fuera casi inyectiva, el espacio X seŕıa numerable.

En base al ejemplo 2.24 surge el planteamiento del siguiente problema
abierto:

2.25. Problema. ¿Existe en ZFC un espacio X casi inyectivo-proyectivo
tal que X ×X no tenga la propiedad de ser casi inyectivo-proyectivo?

En relación con el corolario 2.13 se tiene el siguiente ejemplo.

2.26. Ejemplo. Existen espacios pseudocompactos dispersos que pueden
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aplicarse continuamente sobre [0, 1], y por lo tanto no son casi-inyectivo
proyectivos.

Demostración. En [Mr] se prueba que existen espacios de Mrówka que
pueden aplicarse continuamente sobre [0, 1]. Notemos que los espacios de
Mrówka pueden ser construidos de la siguiente manera: Sea γ una familia
casi disjunta e infinita de subconjuntos infinitos de ω. Extendiendo γ si es
necesario podemos suponer que γ es maximal. Para cada A ∈ γ tome un
punto xA /∈ ω. En el conjunto ω ∪ {xA : A ∈ γ} se introduce una topoloǵıa
τ de la siguiente manera: si x ∈ ω entonces {x} ∈ τ . Si x = xA entonces
la base en x consiste de los conjuntos {xA} ∪ (A − B) donde B ⊂ ω es
finito. El conjunto ω ∪{xA : A ∈ γ}, con la topoloǵıa descrita anteriormente
es llamado el espacio de Mrówka [Mr]. También se tiene que cada espa-
cio de Mrówka es pseudocompacto y disperso [Mr ]. Además cada espacio
de Mrówka, que pueda aplicarse continuamente sobre [0, 1] [Mr] no es casi
inyectivo-proyectivo, porque si lo fuera por el lema 2.10 el espacio [0, 1] seŕıa
casi inyectivo-proyectivo, lo cual no es posible por el teorema 2.11.
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Caṕıtulo 3

Espacios cofinitamente
proyectivos y espacios
conumerablemente proyectivos

Introducción. En este caṕıtulo se introducen y se estudian dos clases
proyectivas que surgen como un desarrollo lógico del estudio de los espa-
cios casi inyectivo-proyectivos. Se estudian primero los espacios proyectiva-
mente n-dimensionales. Se demuestra que un espacio X es proyectivamente
n-dimensional si y sólo si X es proyectivamente cero-dimensional. Resulta
que cada espacio casi inyectivo–proyectivo es proyectivo de dimensión cero.
Además, en la clase de espacios compactos la proyectividad cero–dimensional
coincide con el ser casi inyectivo–proyectivo. Un espacio X se llama cofinita-
mente proyectivo si, para cada función continua suprayectiva f : X → Y ∈ U ,
existe un conjunto finito A ⊂ Y tal que |f−1(y)| < ω para cada y ∈ Y \A.
Un espacio X es conumerablemente proyectivo si, para cada función con-
tinua suprayectiva f : X → Y ∈ U , existe un conjunto finito A ⊂ Y tal que
|f−1(y)| ≤ ω para cada y ∈ Y \A. Los principales resultados de este caṕıtulo
se obtuvieron acerca de los espacios cofinitamente proyectivos y los espacios
conumerablemente proyectivos. Se prueba en este caṕıtulo que X es cofini-
tamente proyectivo si y sólo si X es una unión finita de espacios compactos
primarios, i.e., compactificaciones de Alexandroff de espacios discretos. Se
establece también que X es conumerablemente proyectivo si y sólo si en X no
existe una familia infinita disjunta de conjuntos conulos no numerables. Por

35
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otra parte se prueba que si X es paracompacto entonces X es conumerable
proyectivo si y sólo si X está concentrado alrededor de un conjunto finito,
i.e., existe un conjunto finito B ⊂ X tal que, para cada abierto U ∈ τ(X), si
B ⊂ U entonces |X\U | ≤ ω. Se muestra que no todos los espacios conumer-
ablemente proyectivos son concentrados alrededor de un conjunto finito. Por
último, se prueba que cada grupo topológico conumerablemente proyectivo
es numerable [Me 2].

3.1 Proyectividad dimensional

En esta sección se introduce el concepto de proyectividad dimensional, de
hecho se da una caracterización para que un espacioX sea proyectivamente n-
dimensional. Algunas consecuencias de este concepto nos sirven para deducir
resultados en las secciones 3.2 y 3.3.

3.1. Definición. Dado un n ∈ ω un espacio X es proyectivamente n-
dimensional si, para cada función continua suprayectiva f : X → Y ∈ U , se
tiene que dimY ≤ n.

El siguiente lema es conocido, pero damos su demostración porque es
trascendente en la prueba de los teoremas posteriores.

3.2. Lema. Si el espacio X no es de dimensión cero entonces existe una
función continua suprayectiva f : X → I.

Demostración. Como X no es de dimensión cero, se puede elegir un x ∈ X
y una vecindad U de x tal que U 6= X y no existe un abierto-cerrado W
tal que x ∈ W ⊂ U . Por otro lado, como X es completamente regular
existe una función continua f : X → [0, 1] con f(x) = 1 y f |(X\U) ≡ 0.
Si existiera un t ∈ (0, 1)\f(X) el conjunto W = f−1((t, 1]) seŕıa abierto-
cerrado y x ∈ W ⊂ U , lo cual nos da una contradicción. Esto muestra que
f(X) = [0, 1].

3.3. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes para cada
espacio X:
(1) X es proyectivamente cero-dimensional;
(2) X es proyectivamente n-dimensional para algún n ∈ ω;
(3) X no puede mapearse continuamente sobre I;
(4)X no puede mapearse continuamente sobre un espacio segundo numerable
infinito-dimensional.
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Demostración. Es evidente que (1) ⇒ (2). Asumamos que (2) es cierto y
existe una función continua suprayectiva f : X → I. Tomemos una función
continua suprayectiva g : I → Iω y notemos que h = g ◦ f manda X con-
tinuamente sobre Iω lo cual es una contradicción con el hecho de que cada
imagen continua segundo numerable de X tiene dimensión ≤ n. Esto prueba
que (2) ⇒ (3).

Supongamos que X puede aplicarse continuamente sobre un espacio Y
que no es cero-dimensional. Aplicando el lema 3.2 se concluye que Y puede
aplicarse continuamente sobre I. La composición de las funciones muestra
que X puede aplicarse continuamente sobre I y prueba que (3) ⇒ (4) y
(3) ⇒ (1).

Para finalizar la prueba basta probar que (4) ⇒ (3). Asumamos que
f : X → I es una función continua suprayectiva. Tomemos una función
continua suprayectiva g : I → Iω; es claro que la función h = g ◦ f : X →
Iω es continua y suprayectiva. Por ser Iω infinito-dimensional se tiene que
(4) ⇒ (3) y la demostración es completa.

Note que por el teorema anterior cada espacio proyectivamente cero-
dimensional es cero-dimensional.

Existen espacios cero-dimensionales que no son proyectivamente cero-
dimensionales, tal es el caso del conjunto de Cantor.

3.4. Corolario. Si X es casi inyectivo-proyectivo entonces X es proyecti-
vamente cero-dimensional.

Demostración. Por el teorema 3.3 es suficiente probar que X no puede
aplicarse continuamente sobre I. Si existiera una función f : X → I continua
y suprayectiva entonces I seŕıa casi inyectivo-proyectivo (ver lema 2.10) lo
que no es cierto por el corolario 2.12.

3.5. Corolario. Sea X un espacio proyectivamente cero-dimensional. En-
tonces:
(1) Cada imagen continua de X es proyectivamente cero-dimensional.
(2) Si Y está C∗-encajado enX entonces Y es proyectivamente cero-dimensional.
En particular, si X es normal y proyectivamente cero-dimensional entonces
también lo es cada subespacio cerrado de X.

Demostración. La afirmación en (1) es una consecuencia inmediata de la
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definición. Para probar (2) supongamos que Y no es proyectivamente cero-
dimensional y tomemos una función continua suprayectiva f : Y → I. Por el
hecho de ser Y C∗-encajado en X existe una función continua g : X → I tal
que g|Y = f . Entonces X puede mapearse continuamente sobre I y por lo
tanto X no es proyectivamente cero-dimensional (vease el teorema 3.3).

3.6. Corolario. Un espacio compacto X es proyectivamente cero-dimen-
sional si y sólo si X es disperso.

Demostración. Para probar la necesidad tomemos un espacio compacto
X que sea proyectivamente cero-dimensional. Si X no es disperso, entonces
existe una función continua suprayectiva f : X → [0, 1] (teorema 1.18), lo
que es una contradicción con el teorema 3.3.

Para la suficiencia supongamos que X es disperso. Se sigue del teorema
2.11 que X es casi inyectivo–proyectivo. Por el corolario 3.4 el espacio X es
proyectivamente cero-dimensional.

3.7. Ejemplo. Existe un espacio pseudocompacto disperso que no es pro-
yectivamente cero-dimensional.

Demostración. De [Mr] se conoce que existen espacios M de Mrówka que
pueden aplicarse continuamente sobre [0, 1]. El espacio M es pseudocom-
pacto, disperso y no es proyectivamente cero-dimensional.

Ahora se tiene el siguiente problema abierto:

3.8. Problema. Sea X un espacio proyectivamente cero-dimensional. ¿Es
X ×X proyectivamente cero-dimensional?

3.2 Espacios cofinitamente proyectivos

En esta sección se introduce el concepto de espacio cofinitamente proyec-
tivo, que resulta como consecuencia del estudio de los espacios casi–inyectivo–
proyectivos. Se da una caracterización completa de los espacios cofinitamente
proyectivos.

3.9. Definición. Un espacio X es cofinitamente proyectivo si, para cada
función continua suprayectiva f : X → Y ∈ U , existe un conjunto finito
A ⊂ Y tal que |f−1(y)| < ω para cada y ∈ Y \A.
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3.10. Teorema. Si X es cofinitamente proyectivo, entonces cada imagen
continua de X es cofinitamente proyectiva.

Demostración. Supongamos que Y es una imagen continua de X, i.e.,
existe una función continua suprayectiva f : X → Y . Dada g : Y → Z ∈ U ,
consideremos la composición g ◦ f : X → Z ∈ U . Como X es cofinitamente
proyectivo existe un conjunto finito A ⊂ Z con |(g ◦ f)−1(y)| < ω para cada
y ∈ Z\A. Consecuentemente |f−1(g−1(y))| < ω y |g−1(y)| < ω para todo
y ∈ Z\A. Esto prueba que Y es cofinitamente proyectivo.

3.11. Ejemplo. El espacio [0, 1] no es cofinitamente proyectivo.

Demostración. Supongamos lo contrario. Como [0, 1]× [0, 1] es una imagen
continua de [0, 1], el teorema 3.10 implica que [0, 1] × [0, 1] es cofinitamente
proyectivo. Pero la proyección p : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] tiene un número
infinito de fibras no numerables. Por lo tanto ninguno de los espacios [0, 1]
y [0, 1] × [0, 1] es cofinitamente proyectivo.

3.12. Teorema. Si X es cofinitamente proyectivo, entonces X es proyecti-
vamente cero-dimensional.

Demostración. Si X no es proyectivamente cero-dimensional, entonces
existe una función continua suprayectiva f : X → [0, 1] (lema 3.3). El
teorema 3.10 implica que [0, 1] es cofinitamente proyectivo lo cual contradice
lo establecido en el ejemplo 3.11.

3.13. Lema. Si X es cofinitamente proyectivo, entonces X es cero-
dimensional.

En el ejemplo 3.33 se da un ejemplo de un espacio proyectivamente cero-
dimensional ( ver corolario 3.6) que no es cofinitamente proyectivo.

3.14. Lema. Si X es cofinitamente proyectivo, entonces es pseudocom-
pacto.

Demostración. Si f : X → Y ∈ U , entonces existe un conjunto finito
A ⊂ Y tal que |f−1(y)| < ω para cada y ∈ Y \A. Por consiguiente |{y ∈
Y : f−1(y) no es compacto }| ≤ |A| < ω. Por lo tanto cada función de X
sobre un espacio con base numerable no es compacta solamente en un número
finito de puntos y por el teorema 3.14 de [Tk1] se puede concluir que X es
pseudocompacto.
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3.15. Ejemplo. La compactificación de Alexandroff A(D) de un espacio
discreto D es un espacio cofinitamente proyectivo.

Demostración. Sea A(D) = D ∪ {a} donde a es el único punto no aislado
de A(D). Tomemos una función continua suprayectiva f : A(D) → Y ∈ U , y
un punto arbitrario y ∈ Y \{f(a)}. Como f es continua, el subespacio f−1(y)
es compacto y discreto en A(D), de donde f−1(y) es finito.

3.16. Lema. Si X es regular y F ⊂ X es un conjunto cerrado infinito
entonces existe una familia {Vi}i∈ω ⊂ τ ∗(X) tal que Vi ∩Vj = ∅ y F ∩Vj 6= ∅
para todas i, j ∈ ω con i 6= j.

Demostración. Usaremos inducción. Supongamos que tenemos los sub-
conjuntos abiertos V0, V1, ..., Vn − 1, tales que la familia {V0, V1, ..., V n−1} es
ajena, Vk ∩ F 6= ∅ con 1 ≤ k ≤ n − 1 y Fn−1 = F\

⋃n−1
k=0 Vk es un con-

junto infinito. Elijamos a, b ∈ Fn−1 con a 6= b. Por regularidad de X
existen U, V ∈ τ ∗(X) para los cuales a ∈ U ⊂ U ⊂ X\(

⋃n−1
k=0 Vk ∪ {b}) y

b ∈ V ⊂ V ⊂ X\(
⋃n−1

k=0 Vk ∪ U).

Sea Vn = {U si U ∩ F es finito, y V en cualquier otro caso}

Luego, la sucesión {Vi}i∈ω aśı obtenida satisface lo requerido.

3.17. Teorema. Cada espacio X cofinitamente proyectivo tiene solamente
un número finito de puntos no aislados.

Demostración. Sea Y el conjunto de todos los puntos no aislados de un
espacio X cofinitamente proyectivo. Claramente Y es un subespacio cerrado
de X. Si Y es infinito, el lema 3.16 implica que existe una familia {Vi}i∈ω ⊂
τ ∗(X) tal que Vi ∩ Vj = ∅ y Y ∩ Vj 6= ∅ para todos i, j ∈ ω con i 6= j. Tome
xj ∈ Y ∩ Vj para cada j ∈ ω y considere el conjunto Z = {xn : n ∈ ω}
que es discreto. Como X es cero-dimensional, para cada n ∈ ω existe un
conjunto abierto-cerrado Un tal que xn ∈ Un ⊂ Vn. Definamos una función
f sobre X por f |Un ≡ 1

n
y f(x) = 0 para todo x 6∈

⋃
n∈N Un. Se observa que

f |Un es continua para cada n ∈ ω. Tomemos cualquier x 6∈
⋃

n∈N Un y una
vecindad (−ǫ, ǫ) del punto f(x) = 0. Para cualquier n con 1

n
< ǫ se tiene

que f(W ) ⊂ (− 1
n
, 1

n
) ⊂ (−ǫ, ǫ) para W = X −

⋃n
i=1 Ui. Esto muestra que f

es continua en x. Observemos que Un ⊂ f−1( 1
n
) y Un es infinito ya que xn

no es aislado. De modo que f tiene un número infinito de fibras infinitas lo
cual contradice el hecho de que X es cofinitamente proyectivo.
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3.18. Lema. Si X es pseudocompacto y tiene solamente un número finito
de puntos no aislados, entonces X es compacto.

Demostración. Sea {Vα}α∈A una cubierta abierta de X; tomemos una
enumeración {x1, ..., xn} del conjunto de puntos no aislados de X. Cada xi

pertenece a algún Vαi
de la cubierta. Debido a que X es pseudocompacto

se tiene que Y = X\
⋃

1≤i≤n Vαi
es un conjunto finito, y por lo tanto existen

β1, ..., βm ∈ A tales que Y ⊂
⋃

1≤j≤m Vβj
. Por lo anterior se tiene que X =

{x1, ..., xn}
⋃

[X\{x1, ..., xn}] ⊂ Vα1
∪ ...∪Vαn

⋃
1≤j≤m Vβj

, lo cual muestra que
X es compacto.

3.19. Teorema. SiX es cofinitamente proyectivo, entoncesX es compacto.

Demostración. Como X es cofinitamente proyectivo, el teorema 3.14 im-
plica que X es pseudocompacto. Por el teorema 3.17, X tiene un número
finito de puntos no aislados y aplicando el lema 3.18 se puede concluir que
X es compacto.

3.20. Lema. Cualquier unión finita de espacios cofinitamente proyectivos
es un espacio cofinitamente proyectivo.

Demostración. SeaX =
⋃n

i=1Xi donde cadaXi es cofinitamente proyectivo
y f : X → Z ∈ U considere las funciones fi = f |Xi y sea Zi = f(Xi). Como
Xi es cofinitamente proyectivo existe un conjunto finito Ai ⊂ Zi tal que
|f−1

i (z)| < ω para todo z ∈ Zi\Ai. Observe que el conjunto A =
⋃n

i=1Ai es
finito y f−1(x) =

⋃n
i=1 f

−1
i (x) para todo x ∈ Z. Si x 6∈ A, el conjunto f−1(x)

es finito por ser f−1
i (x) finito para cada i ≤ n.

Ahora daremos una caracterización completa de los espacios cofinitamente
proyectivos.

3.21. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes para cada
espacio X:
(1) X es cofinitamente proyectivo.
(2) X es un espacio compacto con un número finito de puntos no aislados.
(3) X es una unión discreta de un número finito de compactificaciones de
Alexandroff de espacios discretos.

Demostración. Primero mostraremos que (1) ⇒ (2); supongamos que X es
cofinitamente proyectivo; el teorema 3.19 implica que X es compacto y por
el teorema 3.17 el espacio X tiene un número finito de puntos no aislados.



42 CAPÍTULO 3. ESPACIOS COFINITAMENTE PROYECTIVOS

Ahora supongamos que se cumple la propiedad (2), y tomemos una enu-
meración {x1, ..., xn} del conjunto de puntos no aislados de X. Elijamos una
familia disjunta {U1, ..., Un} de abierto-cerrados de X tales que xi ∈ Ui para
todo i ≤ n. Si U = U1 ∪ U2 ∪ ... ∪ Un, entonces X\U es finito y cada Ui

es un espacio compacto primario. Además X = X1 ⊕ X2 ⊕ ... ⊕ Xn donde
X1 = U1 ∪ (X\U) y Xi = Ui para todo i ∈ {2, ..., n}. Es claro que cada Xi

es un espacio compacto primario y la implicación (2) ⇒ (3) está probada.

Ahora si se cumple (3), entonces X = X1 ⊕ X2 ⊕ .. ⊕ Xn donde cada
Xi es un espacio compacto primario. El ejemplo 3.15 muestra que cada
Xi es cofinitamente proyectivo. Aplicando el lema 3.20 se tiene que X es
cofinitamente proyectivo y (3) ⇒ (1).

3.22. Corolario. Si X es una unión finita de sucesiones convergentes
entonces X es cofinitamente proyectivo.

Demostración. Como cada sucesión convergente es un espacio cofinita-
mente proyectivo, el espacio X es cofinitamente proyectivo por el lema 3.20.

3.23. Ejemplo. Existe un espacio X que es cofinitamente proyectivo, y sin
embargo X ×X no es cofinitamemte proyectivo.

Demostración. Si X es una sucesión convergente, el espacio X ×X tiene
un número infinito de puntos no aislados. Por el teorema 3.17 el cuadrado
de X no es cofinitamente proyectivo.

3.3 Espacios conumerablemente proyectivos

El concepto de espacio conumerablemente proyectivo es una generalización
de la noción de espacio cofinitamente proyectivo. Sin embargo veremos que
estas dos clases de espacios tienen propiedades muy diferentes. También
se obtiene una caracterización completa de los espacios conumerablemente
proyectivos.

3.24. Definición. Un espacio X es conumerablemente proyectivo si, para
cada función continua suprayectiva f : X → Y ∈ U , existe un conjunto finito
A ⊂ Y tal que |f−1(y)| ≤ ω para cada y ∈ Y \A.

3.25. Teorema. Un espacio X es conumerablemente proyectivo si y sólo si
no existe una familia infinita disjunta de subconjuntos conulos no numerables
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de X.

Demostración. Para probar la necesidad supongamos que existe una fa-
milia infinita disjunta {Un}n∈ω de subconjuntos conulos no numerables de
X. Para cualquier n tomemos una función continua fn : X → [0, 1] tal que
f−1

n (0) = X\Un. Para cada n ∈ N, el conjunto Un =
⋃

k∈N f
−1
n ([1/k, 1]) es

no numerable por lo cual existe kn ∈ N tal que |f−1
n ([1/kn, 1])| > ω. En un

espacio métrico cada cerrado es un conjunto nulo. Si Pn = f−1
n ([1/kn, 1]),

entonces Pn es un conjunto nulo. Los conjuntos Pn = f−1
n ([1/kn, 1]) y X\Un

son funcionalmente separados, porque cada dos conjuntos funcionalmente
cerrados disjuntos son completamentes separados [En], aśı que existe una
función continua gn : X → [0, 1/n] con gn|(X\Un) ≡ 0 y gn|Pn ≡ 1/n. La
función g : X → [0, 1] dada por g =

∑
{gn : n ∈ ω} es continua y, para cada

n ∈ N se tiene que Pn ⊂ g−1(1/n). Como |g−1(1/n)| > ω para todo n ∈ N,
la función g tiene un número infinito de fibras no numerables, aśı que X no
es conumerablemente proyectivo.

Para probar la suficiencia supongamos que el espacio X no es conu-
merablemente proyectivo. Entonces alguna función continua suprayectiva
f : X → Y ∈ U tiene un número infinito de fibras no numerables, i.e., existe
un conjunto infinito A ⊂ Y tal que f−1(a) es no numerable para cada a ∈ A.
Tomemos un conjunto discreto infinito B = {xn : n ∈ ω} ⊂ A. Se puede ele-
gir una familia disjunta {Wn}n∈ω ⊂ τ(Y ) tal que xn ∈ Wn para cada n ∈ ω.
Si Un = f−1(Wn) para toda n ∈ ω entonces {Un}n∈ω ⊂ τ(X) es una familia
infinita disjunta de conjuntos conulos no numerables.

3.26. Definición. Decimos que el espacio X es localmente numerable en un
punto x ∈ X si existe un conjunto numerable U ∈ τ(x,X). El espacio X es
localmente numerable si es localmente numerable en todos sus puntos.

3.27. Teorema. SeaX un espacio conumerablemente proyectivo. Entonces
existe un conjunto finito A ⊂ X tal que X es localmente numerable en todos
los puntos de X\A.

Demostración. Probaremos primero que el conjunto A = {x ∈ X : |U | > ω
para todo U ∈ τ(x,X)} es finito. En efecto, si no es aśı, entonces existe
un conjunto discreto infinito D = {dn : n ∈ ω} ⊂ A. Tomemos una familia
disjunta {Un}n∈ω ⊂ τ(X) tal que dn ∈ Un. Existe una familia disjunta
{Vn}n∈ω de conjuntos cocero tal que dn ∈ Vn ⊂ Un para toda n ∈ N. Como
cada Vn es no numerable se obtiene una contradicción con el teorema 3.25.
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De este modo |A| < ω y para cada z ∈ X\A existe una Vz ∈ τ(z,X) tal que
|Vz| ≤ ω.

3.28. Teorema. Si X es conumerablemente proyectivo, entonces cada
imagen continua de X es conumerablemente proyectiva.

Demostración. Supongamos que Y es una imagen continua de X, i.e., ex-
iste una función continua suprayectiva f : X → Y . Dada g : Y → Z ∈ U ,
consideremos la composición g ◦ f : X → Z ∈ U . Como X es conumerable-
mente proyectivo existe un conjunto finito A ⊂ Z con |(g ◦f)−1(y)| ≤ ω para
y ∈ Z\A. Consecuentemente |f−1(g−1(y))| ≤ ω y |g−1(y)| ≤ ω para todo
y ∈ Z\A. Esto prueba que Y es conumerablemente proyectivo.

3.29. Ejemplo. El espacio [0, 1] no es conumerablemente proyectivo.

Demostración. [0, 1] no es localmente numerable en ningún punto.

3.30. Teorema. Cada espacio X conumerablemente proyectivo es proyec-
tivamente cero-dimensional.

Demostración. Si X no es proyectivamente cero-dimensional, entonces ex-
iste una función continua suprayectiva f : X → [0, 1] (lema 2.3). El teorema
3.28 implica que [0, 1] es conumerablemente proyectivo lo que contradice lo
establecido en el ejemplo 3.29.

3.31. Teorema. Si X es numerablemente compacto y conumerablemente
proyectivo entonces X es disperso.

Demostración. Si X es numerablemente compacto cada sucesión encajada
de cerrados no vaćıos de X tiene intersección no vaćıa y se puede realizar
la construcción del teorema 1.18. Si X no es disperso, entonces existe una
función f : X → [0, 1] continua y suprayectiva (teorema 1.18). Aplicando el
teorema 3.28 se concluye que [0, 1] es conumerablemente proyectivo, lo que
es falso. Esta contradicción muestra que X es disperso.

3.32. Corolario. Si X es un espacio compacto metrizable, entonces X es
conumerablemente proyectivo si y sólo si X es numerable.

3.33. Ejemplo. Existe un espacio X que es compacto y disperso, pero que
no es conumerablemente proyectivo.

Demostración. Dado un cardinal κ ≥ ω denotemos por D(κ) el espacio dis-
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creto de cardinalidad κ y consideremos el espacio X = A(D(ω))×A(D(ω1)),
recuerde que A(D(κ)) es la compactificación de Alexandroff de D(κ). El es-
pacioX es compacto y disperso; sin embargo la función proyecciónA(D(ω))×
A(D(ω1)) → A(D(ω)) tiene un número infinito de fibras no numerables, por
lo cual X no es conumerablemente proyectivo.

3.34. Teorema. Si un espacioX es conumerablemente proyectivo y Y es un
subespacio C∗-encajado de X, entonces Y es conumerablemente proyectivo.

Demostración. Sea f : Y → Z una función continua suprayectiva para
algún Z ∈ U . Podemos asumir que Z ⊂ Iω, y por lo tanto f = △n∈ωfn

donde fn : Y → I es una función continua para cada n ∈ ω. Como Y es
C∗-encajado, existe una función continua Fn : X → I tal que Fn|Y = fn

para cada n ∈ ω. La función F = △n∈ωFn : X → Z ′ ⊃ Z manda X sobre
algún Z ′ ⊂ Iω con Z ′ ⊃ Z. Por ser X conumerablemente proyectivo existe
un conjunto finito A ⊂ Z ′ tal que |F−1(y)| ≤ ω para todo y ∈ Z ′\A. De
f−1(y) ⊂ F−1(y) se concluye que |f−1(y)| ≤ ω para toda y ∈ Z\A. Por lo
tanto Y es conumerablemente proyectivo.

3.35. Corolario. Si X es pseudocompacto, entonces βX es conumerable-
mente proyectivo si y sólo si X es conumerablemente proyectivo.

Demostración. Es claro que X está C∗-encajado en βX, aśı que aplicando
el teorema 3.34 se tiene que X es conumerablemente proyectivo si βX lo
es. Ahora supongamos que X es conumerablemente proyectivo y βX no
lo es. Por el teorema 3.25 podemos encontrar una familia {On : n ∈ ω}
ajena de subconjuntos conulos no numerables de βX. Como la familia O =
{On ∩ X : n ∈ ω} es disjunta y consiste de subconjuntos conulos de X,
todos los elementos de O excepto un número finito son numerables por el
teorema 3.33. Tomemos un n ∈ ω tal que On ∩ X es numerable. Como
On es una unión numerable de conjuntos compactos, existe un compacto no
numerable F ⊂ On. Por la normalidad de βX podemos encontrar un abierto
U ⊂ βX que cumple F ⊂ U ⊂ U ⊂ On. Observemos que U = U ∩X. Sin
embargo, P = clX(U ∩X) ⊂ On∩X es compacto por ser un pseudocompacto
numerable de X. Como consecuencia, el conjunto U ⊂ U ∩X ⊂ P = P es
numerable lo cual es una contradicción.

3.36. Corolario. Si X es numerablemente compacto, entonces βX es
conumerablemente proyectivo si y sólo si X es conumerablemente proyectivo.
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3.37. Corolario. Cada pseudocompacto conumerablemente proyectivo es
disperso.

Demostración. Si X es pseudocompacto y conumerablemente proyectivo,
entonces βX es conumerablemente proyectivo por el corolario 3.35. Por el
teorema 3.31, βX es disperso, aśı que X también lo es.

3.38. Definición. Decimos que el espacio X está concentrado alrededor del
conjunto B ⊂ X, si para todo U ∈ τ(B,X), el conjunto X\U es numerable.

3.4 Proyectividad conumerable en espacios paracom-
pactos y espacios métricos

En esta sección se da una caracterización completa de los espacios para-
compactos conumerablemente proyectivos. Se prueba también que cada
grupo G topológico conumerablemente proyectivo es numerable.

3.39. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes para cada
espacio X:
(1) X es Lindelöf y conumerablemente proyectivo.
(2) X es paracompacto y conumerablemente proyectivo.
(3) X está concentrado alrededor de un conjunto finito B.

Demostración. La implicación (1) ⇒ (2), es inmediata ya que cada espacio
Lindelöf es paracompacto.

Supongamos que se cumple (2), i.e., X es paracompacto y conumerable-
mente proyectivo. Por el teorema 3.27 el espacio X es localmente numerable
en todos los puntos de X\Y para algún conjunto finito Y ⊂ X. Para cada
U ∈ τ(Y,X), el conjunto X\U es paracompacto y conumerablemente proyec-
tivo por el teorema 3.34. Supongamos que D ⊂ X\U es un conjunto discreto
cerrado no numerable con |D| = ω1. Como X\U es normal por colecciones
existe una familia discreta {Ud : d ∈ D} ⊂ τ(X\U) tal que Ud es un con-
junto conulo y d ∈ Ud para todo d ∈ D. Se puede encontrar una familia
disjunta {Dn : n ∈ ω} tal que D =

⋃
n∈ω Dn y |Dn| = ω1 para toda n ∈ ω.

Si Un =
⋃
{Ud : d ∈ Dn} para todo n ∈ ω, entonces {Un : n ∈ ω} es una

familia infinita disjunta de conjuntos conulos no numerables en X\U lo que
contradice el teorema 3.25. Esto muestra que cada subconjunto discreto cer-
rado de X\U es numerable, i.e., e(X\U) = ω. Como X\U es paracompacto
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y tiene extensión numerable se tiene que X\U es Lindelöf. Para cada punto
z ∈ X\U fije una Vz ∈ τ(z,X) con |Vz| ≤ ω. Por ser X\U Lindelöf, la cu-
bierta {Vz : z ∈ X\U} de X\U tiene una subcubierta numerable {Vzn

}n∈ω.
Por consiguiente X\U =

⋃
n∈ω Vzn

y cada Vzn
es numerable, lo que muestra

que |X\U | ≤ ω y la implicación (2) ⇒ (3) está probada.

Supongamos que X está concentrado alrededor de un conjunto finito B =
{x1, ..., xn}. Si U es una cubierta abierta de X, elija para cada i ≤ n, un
conjunto Ui ∈ U con xi ∈ Ui. Como B ⊂ U = U1 ∪ ... ∪ Un el conjunto X\U
es numerable. Existe un conjunto numerable U ′ ⊂ U con X\U ⊂

⋃
U ′. La

familia U ′∪{U1, ..., Un} es una subcubierta numerable de U lo que prueba que
X es Lindelöf. Es fácil ver que cada espacio que está concentrado alrededor
de un conjunto finito es conumerablemente proyectivo y por lo tanto se probó
(3) ⇒ (1).

En base al teorema anterior se tiene el siguiente problema abierto:

3.40. Problema. Supongamos que X es un espacio metacompacto y conu-
merablemente proyectivo. ¿ X estará concentrado alrededor de un conjunto
finito?

3.41. Ejemplo. El espacio ω1 es conumerablemente proyectivo y no está
concentrado alrededor de un conjunto finito.

Demostración. Para cada Z ∈ U se puede considerar que Z ⊂ Rω, por lo
cual basta analizar funciones continuas de ω1 hacia R. Cada función continua
f : ω1 → R es eventualmente constante, es decir, existe α0 < ω1 tal que
f(α) = f(α0), para todo α ≥ α0. Como consecuencia, cada función continua
f : ω1 → Z ∈ U es eventualmente constante. Si A = {f(γ0)}, y y ∈ Z\A,
entonces f−1(y) ⊂ γ0 lo que muestra que |f−1(y)| ≤ ω para cada y ∈ Z\A.
Esto prueba que ω1 es conumerablemente proyectivo. Si ω1 es concentrado
alrededor de un conjunto finito B = {α1, ..., αn}, donde α1 < ... < αn, para
el conjunto abierto U = {α : α < αn + 1} se tiene que B ⊂ U y |X\U | ≤ ω
lo cual es falso.

3.42. Ejemplo. Existen modelos de ZFC en los cuales se tiene un espacio
X perfectamente normal que es conumerablemente proyectivo, sin que esté
concentrado alrededor de un conjunto finito.

Demostración. El espacio X de Ostaszewsky [Os] es perfectamente normal,
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no numerable, numerablemente compacto, y para cualquier conjunto cerrado
F ⊂ X se tiene |F | ≤ ω ó |X\F | ≤ ω. Sea f : X → Y donde Y ∈ U . Si
|f−1(y)| ≤ ω para todo y ∈ Y entonces se tiene el resultado. Si |f−1(y0)| > ω
para algún y0 ∈ Y entonces |X\{f−1(y0)}| ≤ ω, y por lo tanto f−1(y) ⊂
X\{f−1(y0)} y |f−1(y)| ≤ ω para cada y ∈ Y \{y0}.

Si X está concentrado alrededor de un conjunto finito B entonces por
ser X perfectamente normal se tiene X\B =

⋃
{Fn : n ∈ ω} donde cada

Fn es cerrado en X y numerable por X\F n ∈ τ(B,X). Por consiguiente,
X =

⋃
{Fn : n ∈ ω} ∪B es numerable lo que es una contradicción.

Del ejemplo anterior surgen los siguientes problemas abiertos:

3.43. Problema. ¿Existe en ZFC un ejemplo de un espacio perfectamente
normal conumerablemente proyectivo que no esté concentrado alrededor de
un conjunto finito?

3.44. Problema. ¿Existe un espacio realcompacto que sea conumerable-
mente proyectivo que no esté concentrado alrededor de un conjunto finito?

3.45. Teorema. Si X es segundo numerable y conumerablemente proyec-
tivo, entonces X es numerable.

Demostración. Como X es Lindelöf, el teorema 3.39 implica que existe un
conjunto finito B = {x1, ..., xn} ⊂ X alrededor del cual X está concentrado.
Elijamos conjuntos disjuntos U1, ..., Un ∈ τ(X) con xi ∈ Ui para cada i. Para
cada i ≤ n existe una familia {Uk

i }k∈ω ⊂ τ(X) tal que Uk+1
i ⊆ Uk

i ⊂ Ui para
toda k ∈ ω y

⋂
k∈ω U

k
i = {xi}. El conjunto Ak = X\

⋃
i≤n U

k
i es numerable

para toda k ∈ ω y se tiene que X\B =
⋃

i∈ω, Ai, de donde |X| ≤ ω.

3.46. Corolario. Si X es metrizable y conumerablemente proyectivo,
entonces X es numerable.

Demostración. Cada espacio metrizable es paracompacto, y cada espacio
paracompacto conumerablemente proyectivo es Lindelöf por el teorema 3.39.
De esta manera X es segundo numerable. Aplicando el teorema 3.45, se
puede concluir que X es numerable.

3.47. Corolario. SiG es un grupo topológico conumerablemente proyectivo
entonces G es numerable.

Demostración. Supongamos que |G| ≥ ω. Se tiene que el conjunto Y =
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{x ∈ G : |U | > ω para todo U ∈ τ(x,G)} es finito por el teorema 3.27. Para
cada U ∈ τ(Y,G) y cada punto z ∈ G\U existe una Vz ∈ τ(z,G) tal que
|Vz| ≤ ω. Como los grupos topológicos son espacios homogéneos, cada punto
de G tiene una vecindad numerable. Esto muestra que ψ(G) ≤ ω. Cada
grupo topológico con pseudocaracter numerable admite una condensación
sobre un espacio metrizable M [Ar1]. Aplicando el corolario 3.46 y el teorema
3.28 se tiene que M es numerable. Como |G| = |M | se puede concluir que G
también es numerable.

Del último teorema surgen de manera natural los siguientes problemas
abiertos:

3.48. Problema. Sea G un grupo topológico casi inyectivo-proyectivo
segundo numerable. ¿Es G numerable ?

3.49. Problema. Sea X un espacio homogéneo conumerablemente proyec-
tivo. ¿Es X numerable?
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Conclusiones

En el caṕıtulo 2 se da una respuesta parcial a un problema planteado en [Tk],
lo que motiva el estudio de los espacios casi–inyectivo proyectivos. Además se
prueba que un espacio compactoX es disperso si y sólo si X es casi inyectivo–
proyectivo, y se presenta un espacio que no es compacto, ni disperso, pero
que es casi inyectivo–proyectivo. Además se obtienen caracterizaciones adi-
cionales como:

1) Si X es Lindelöf P o Lindelöf disperso entonces X es casi inyectivo-
proyectivo.

2) Si suponemos que Y está C-encajado enX, yX es casi-inyectivo proyectivo
entonces también lo es Y .

3) Bajo CH, existe un espacio X que es casi inyectivo-proyectivo, mientras
X ×X no es casi inyectivo-proyectivo.

En el caṕıtulo 3 se introducen dos nuevas clases de espacios proyectivos
que surgen como consecuencia del estudio de los espacios casi inyectivo-
proyectivos. Se demuestra que un espacioX es proyectivamente n–dimensional
si y sólo si X es proyectivamente cero-dimensional. También se prueba que
si X es cofinitamente proyectivo, entonces X es compacto.

Se obtiene un resultado que caracteriza a los espacios cofinitamente proyec-
tivos, diciéndonos que un espacio X es cofinitamente proyectivo si y sólo si
X es una unión finita de espacios compactos primarios. También se prueba
que si X es cofinitamente proyectivo, entonces X es compacto.

Por otra parte se prueba que si X es paracompacto, entonces X es con-
umerable proyectivo si y sólo X está concentrado alrededor de un conjunto
finito. Además esto es equivalente a que X es Lindelöf y conumerablemente
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proyectivo. Por otro lado se prueba que un espacio X es conumerablemente
proyectivo si y sólo si no existe una familia infinita disjunta de subconjuntos
conulos no numerables de X.
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[En1] R. Engelking, Closed mappings on complete metric spaces, Fund.
Math. 70 (1971), 103–107.

[En2] R. Engelking, General Topology, PWW, Warsaw, 1977.

[En3] R. Engelking, Dimension Theory, Amsterdan 1978.

[Fi] N. J. Fine y L. Gillman, Extension of continuous functions in βN , Bull.
Amer. Math. Soc. 66 (1960), 376–381.

[Fl] J. Flachsmeyer, Topologische Projektivräume, Math. Nachr. 26 (1963),
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