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Introducción 

Los Modelos de Mesoescala son aquellos que cuentan con resolución horizontal y vertical. Estos fenómenos 
son a menudo forzados por la topografía, las líneas costeras ó están vinculados con la convección. Algunos 
de los fenómenos más severos, como tornados y sistemas de convección, ocurren a mesoescala; mientras 
que la visibilidad, la turbulencia y el estado del mar entre otros, pueden variar enormemente en solo pocos 
kilómetros, y tener un tremendo impacto sobre las cálculos internos que realiia un modelo numérico. 
Los modelos computacionales de mesoescala se han convertido en una herramienta importante para estudios 
de calidad del aire y para el análisis meteorológico operacional. 
En este trabajo se analizan de forma detallada los modelos MM5 version 2,3 HOTMAC, RAMS, ARPS usados 
en México. Los resultados muestran que tales modelos tienen inconsistencias que limitan su uso en algunas 
aplicaciones. 
Los flujos atmosféricos a mesoescala están descritos por escalas temporales y espaciales horiwntales pequeñas. 
Esto significa que la escala horiwntal está del orden de pocos kilómetros más no para varios centenares de 
kilómetros para la cual es usada [1 p.l] . La escala horiwntal de I os flujos atmosféricos a mesoescala Les 
del orden 103 Km o mas pequeño [2 , p. 10], los flujos atmosféricos pueden ser estudiados en un sistema de 
coordenadas xyz con el plano xy tangente a un punto en la tierra, el eje z y el vector unitario k son orientados 
en dirección opuesta a la gravedad g. En este sistema de referencia g es aproximado por -gk con g = 9.8 
ms-2 y la ecuación de momento resultante usada en la literatura de mesosescala [1-16] es 

dv 1 -- = --"vp- gk-20 x v+f 
dt p · 

(1) 

En los capítulos 1 y 2 se han desarrollado las ecuaciones que gobiernan el movimiento de la atmósfera 
sobre la esfera terrestre, visto desde diferentes sistemas de coordenadas. También se ha calculado que la 
región de valide,-; de las ecuacion de momentum aproximada es de de 150Km x 150Km. Además, se ha 
demostrado con un argumento puramente geométrico que el modelo elipsoidal terrestre [49] es más adecuado 
para estudiar la dinámica atmosférica, relegando al modelo esférico a un modelo de carácter local. Es por 
esta raión, que queda pendiente el planteamiento de toda la teoría desarrollada en este trabajo utilizando el 
modelo elipsoidal terrestre, con el fin de poder desarrollar modelos que realmente sean adecuados a escala 
global. En el Capitulo 3 se discute la simplificación de tales ecuaciones mediante la definición de un estado 
de referencia atmosférico, así como estados de referencia hidrostáticos: Isotérmico, adiabático e isocórico, 
también la simplificación de la ecuación de momenturn y continuidad. En el Capitulo 4 se obtienen las 
ecuaciones en coordenadas generaliiadas independientes del tiempo tales como la posición, la velocidad, la 
aceleración, las formas tensoriales del gradiente, la divergencia y el rotacional así como las ecuaciones de 
continuidad y de momentun por último hacemos un análisis detallado de los modelos atmosféricos RAMS , 
HOTMAC, ARPS utilizando las herramientas antes descritas. En el Capitulo 5 se desarrolla el mismo 
conjunto de ecuaciones que las del capítulo 4 con la diferencia que ahora las coordenadas generaliiadas van 
a ser dependientes del tiempo, es decir que con estas herramientas tenemos una base sólida para desarrollar 
mejores modelos atmosféricos. 

IX 





Capítulo 1 

Dinámica de un fluido en un sistema 
de referencia inercial 

Para describir la dinámica de un fluido respecto a la Tierra comenzaremos con su descripción relativa a 
un sistema cartesiano xi X 2 X 3 con origen en el centro de la esfera terrestre como se aprecia en la figura 1.1. 
Supondremos que tal sistema constituye un sistema de referencia inercial con vectores base unitarios 
X; y daremos a conocer diferentes conceptos y relaciones como a continuación se describe. En la sección 
1.1 definiremos las coordenadas lagrangianas, eulerianas y su transformación entre ellas. En sección 1.2 
introduciremos la forma general en la cambia una propiedad F con el tiempo ya sea en flujo estacionario o no 
estacionario. En la sección 1.3 y 1.4 estudiaremos la termodinámica para proporcionar relaciones generales 
entre las variables macroscópicas T, P, p, E, etc así como la importancia de la hipotesis de equilibrio local que 
nos permite utilizar la segunda ley de la termodinámica considerando que nuestro sistema termodinámico es 
una partícula de fluido y por su pequeñez, está basicamente en equlibrio termodinámico, también deduciremos 
las ecuaciones de movimiento en un sistema de referencia inercial ( ecuación de continuidad y ecuación de 
momentum) . En la sección 1.5 deducimos la ecuación de Bernoulli en un sistema de referencia inercial que 
nos permite encontrar constantes de movimiento a patir de la ecuación de momentum. 

1.1. Coordenadas lagrangianas y eulerianas 

Si Xi son las coordenadas de una partícula de fluido en un instante t , su vector de posición está dado por 

i=l , 2,3 (1.1) 

donde Xi son los vectores base canónicos del sistema cartesiano e inercial xi X 2 X 3 . La triada de coordenadas 
instantáneas X i reciben el nombre de cooordenadas eulerianas. En lo que sigue usaremos la notación 
X= (xi ,X2 ,X3 ) para referirnos a tales coordenadas. Las coordenadas X~= xt

0 
que tiene una partícula 

/ >x1 

/ 

x3 

Figura 1.1: Sistema de referencia inercial X i. 
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en un "instante inicial" to reciben el nombre de coordenadas lagrangianas y nos referiremos a dicha triada 
como X 0 . Existe una relación entre coordenadas eulerianas y lagrangians que denotamos en la forma 

X = X (t, Xo) = 1f (Xo). (1.2) 

Es rawnable suponer que partículas diferentes ocupan lugares diferentes en cualquier instante t, por lo que 
la ecuación (1.2) define una relación uno a uno entre las coordenadas lagrangianas X 0 y eulerianas X de una 
partícula. Esto significa que podemos despejar y obtener a las primeras en términos de las segundas para 
obtener una relación de la forma 

Xo = Xo (t, X) = 11'¡1 (X) (1.3) 

donde 1r-1 denota la transformación inversa de 11'. Dado que las relaciones (1.2) y (1.3) no son lineales en 
general, los símbolos 1f y 1r-1 no deben interpretarse como matrices. El vector de velocidad de una partícula 
de fluido está dado por 

(1.4) 

donde usamos el hecho de que los vectores base Xi asociados a un sistema de referencia inercial no rotan ni 
cambian su magnitud con el tiempo de manera que 

dX · 
--· =Ü dt 

(1.5) . 

y definimos 

vi= vi ( X)= dXi(t,Xo) 
L - L t, o dt . 

Las componentes V¿ sólo dependen de las coordenadas lagrangianas por lo que podemos referirnos a (1.4) 
como la forma lagrangiana de V. Si sustituimos la expresión (1.3) de las coordenadas lagrangianas en términos 
de la eulerianas obtenemos las componentes de V en términos de éstas últimas 

(1.6) 

con lo que llegamos a lo que podemos llamar la forma euleriana de la velocidad 

V= V~ X;. 

Para simplificar la notación en lo que sigue omitiremos el subíndice E al referirnos a cantidades en coorde­
nadas eulerianas. Si derivamos la velocidad en su forma lagrangiana (1.4) obtenemos la aceleración en forma 
lagrangiana 

donde 
Ai = Ai (t X ) = dV¿ = d

2 
Xi(t, Xo) 

L L ' o dt dt2 

son las componentes lagrangianas de A. Para obtener la forma euleriana de A tenemos dos caminos. El 
primero consiste sustituir las coordenadas lagrangianas por su expresión en términos de las eulerianas, 

El segundo camino consiste en derivar la forma euleriana de la velocidad 

A= dVi X 
dt ' 

Dado que las componentes eulerianas Vi(t, X) dependen explícitamente e implícitamente de t a través de 
las coordenadas eulerianas Xi(t, X 0 ), debemos usar la regla de la cadena para calcular la derivada temporal 
total 

(1.7) 
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Para obtener la forma elueriana de A debemos sustituir las componentes de la velocidad d:i' por su forma 
euleriana Vi . En esta forma llegamos a 

Ai = ( ªVi) + Vi 8Vi_ . 
at X=cte. {)XJ 

Esta expresión puede simplificarse si introducimos el operador gradiente 

~ 8 
V= X i{)Xi 

con el cual las componentes eulerianas de la aceleración quedan como sigue 

(1.8) 

1.2. Cálculo del cambio de una propiedad con el tiempo, flujo esta­
cionario y no estacionario 

El procedimiento usado para obtener las formas euleriana y lagrangiana de la aceleración puede usarse 
para obtener las formas euleriana y lagrangiana de la rapidez de cambio intantánea de una propiedad IF de 
una partícula (como la masa, la temperatura o la densidad). Si 

(1.9) 

da el valor en un instante t de una propiedad lF de una partícula de fluido localizada inicialmente en Xo, 
entonces 

:!:_pL = lím FL(t + t.t,Xo) - FL(t , Xo) 
dt b.t-,o t.t 

(1.10) 

es la derivada ordinaria que se enseña en el primer curso de cálculo ya que que t es la única variable y 
X 0 sólo es un parámetro para distinguir a una partícula de otra. Podemos referirnos a FL como la forma 

d 
lagrangiana de la propiedad lF y -FL como la derivada lagrangiana de IF. Para obtener la expresión de FL 

dt 
en términos de las coordenadas eulerianas X de la partícula, sustituirnos el lado derecho de (1.3) en (1.9). 
La composición resultante 

F = F(t,X) = F0 (t,X0 (t,X)) (1.11) 

constituye la forma euleriana de la propiedad IF. Entonces, resulta claro que para calcular la derivada 
temporal de F sólo debemos aplicar la regla de la cadena 

d 8F .. 8F 
dt F = 8t + X' a Xi. 

En términos del operador gradiente (1.7) y la definición (2) podemos escribir 

:!:_p = (i + V. v) F. 
dt at 

Dado que F es arbitraria obtenemos la identidad 

d 8 
-=-+ V •V 
dt at 

(1.12) 

(1.13) 

donde el lado izquierdo se aplica a una función lF en su forma lagrangiana FL y el lado derecho a su forma 

euleriana F. Podemos llamar :t F como la derivada euleriana de IF. 

NOTA. La literatura estándar de mecánica de fluidos usa el mismo símbolo F para referirise a las funciones 
F(t, X) y FL(t, X 0 ) que, en general, son diferentes. Por ejemplo, si tenemos 

F(t,X) = X i 

3 



y la parcela tiene velocidad constante, entonces Xi= Vit+XJ y FL(t,Xo) = Vit+XJ. De donde obtenemos 

F(t, X) -:/ h(t, Y) 

por lo que en general F(t , X) y FL(t, X 0 ) dependen en forma diferente de sus argumentos t, X y Xo . Si el 
mismo sí~bolo F se usa para FL, no hay forma de distinguir entre las derivadas dF/dt y dFL/dt, lo que 
motiva el uso de la notación DF/Dt para referirise a la derivada dFL/dt, 

DF _ dFL 
Dt = dt' 

y dF/dt se calcula en forma euleriana de manera que la ec. (1.3) queda como sigue 

DF = f)F + V . "iJ F. 
Dt at 

Esta es precisamente la expresión reportada en la literatura estandar para referirise la relación entre las 
derivadas lagrangiana (o material) y euleriana. Para evitar confusión mientras exponemos los conceptos 
básicos para describir la cinemática de una partícula de fluido, usaremos F y FL para referirinos a las 
expresiones de una propiedad IF en coordenadas eulerinas, lagrangianas, respectivamente. 

Ahora veamos el significado físico de los términos en (1.9). Si FL = FL(t,Xo) es el valor instantáneo 
de una propiedad IF que atribuímos a una partícula de fluído localizada originalmente en Xo, la derivada 
lagrangiana 

(1.14) 

mide la rapidez instantánea con la que la propiedad IF cambia en el interior de la partícula sin importar su 

posición instantánea X! En otras palabras, !!:_FL es la rapidez de cambio que mide con un aparato que viaja 
dt 

en el "interior" de la partícula. Derivando la identidad 

obtenemos la relación 

!!:_FL = (ªF) +V· "iJF. 
dt at x 

(1.15) 

que podemos usar para obtener el significado de los términos en el lado derecho. En efecto, reescribiendo 
tenemos 

(
f)F) d 8t x = dt FL - V · "iJ F . (1.16) 

De acuerdo con la regla de la cadena, el término ( 8;) x se calcula manteniendo constantes a las coordenadas 

eulerianas X . Habiendo calculado tal término podemos sustituir X por las coordenadas X¡ de un punto fijo 
en el espacio. Haciendo esto es claro que la expresión 

(1.17) 

"mide el cambio de IF en X¡'' por lo que el término ( 8:) x recibe el nombre de derivada local. Por 

ejemplo, si el fluido está en movimiento y colocamos un aparato para medir IF en X¡ , el cambio instantáneo 
registrado por el aparato es exactamente la derivada local. La identidad muestra que el cambio local en un 

d 
punto X¡ se debe, en general, a la superposición de dos factores: (i) el cambio dt FL de IF en el interior de 

cada partícula, y (ii) a la distribución espacial (cuantificada por "iJ F ) de la propiedad IF combinada con el 
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movimiento (cuantificado por V) del fluido. Veamos algunos casos particulares: a) Si el fluido está en reposo 
(V= O) tenemos 

(/JF) - !!:_FL 
/Jt X=X¡ - dt 

por lo que la derivada local (ºaF) mide exactamente el cambio de IF' en el interior de una partícula 
t X=X¡ 

localizada en X f. b) Si el valor de IF' no cambia en el interior de cada partícula tenemos :t FL = O, pero si el 

fluido está en movimiento (V i= O) y el valor de IF' cambia de una partícula a otra ( de manera que 'v F i= O) 
la derivada local 

(/JF) =-V· 'ilF 
/Jt X=X¡ 

mide un cambio en IF' debido efecto combinando del movimiento del fluído y la variación espacial de IF' en éste. 
c) Si un aparato localizado en un punto fijo del espacio X1 no registra cambio en la propiedad IF', tenemos 

(8;;) = O y por tanto 
X=X¡ 

d 
-FL-V -'ilF=O 
dt ' 

lo que significa que el cambio de IF' en el interior de una partícula se compensa exactamente con la distribución 
no uniforme de IF' en el fluido y el movimiento de éste, de manera que se cumple 

(1.18) 

Este último caso da lugar a la siguiente definición. Decimos que un flujo es estacionario cuando al medir 
una propiedad IF' en un punto arbitrario X 1 pero fijo , ésta no cambia su valor conforme transcurre el tiempo; 
es decir, 

(/JF) - O 
/Jt X=X¡ -

para cada X f. (1.19) 

En este caso la forma lagrangiana FL(t, X 0 ) sigue siendo una función de t y X 0 , pero la forma euleriana F 
se simplifica ya que (1.19) implica que F no depende explicitamente del tiempo por to que podemos escribir 

F = F(X) (1.20) 

La función F(X) sólo depende en forma implícita del tiempo t a través de las coordendas eulerianas X i = 
Xi (t, X 0 ). Si al menos una propiedad IF' depende explícitamente del tiempo, diremos que el flujo es no 
estacionario. 

Si Xi = Xi (t, X 0 ) son las coordenadas en un instante t de una partícula localizada en X 0 en el instante 
to, entonces 

(1.21) 

son las componentes de la velocidad en forma lagrangiana. Si sustituimos las coordenadas XJ por su expresión 
(1.3) en términos de las correspondientes coordenadas eulerianas, obtenemos la forma euleriana 

(1.22) 

Combinando (1.21) y (1.22) obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

(1.23) 

Bajo condiciones muy generales, este sistema tiene una única solución que satisface la condición inicial 

(1.24) 
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k ±=: 
/ 10 / 11 

,/ / 

Figura 1.2: Trayectoria de dos partículas que pasan por un mismo punto X¡ cuando el flujo es no estacionario. 

·-------► 
~------► 

Figura 1.3: Trayectoria ele dos partículas que pasan por un mismo punto X 0 cuando el flujo es estacionario. 

Por ejemplo, basta con pedir que cada componente Vi (t, X) sea una función continua de t y Xi y satisfaga 
la condición de Lipschitz en las variables X i . En esta forma, podemos decir que la solución del problema 
de valores iniciales (1.23)-(1.24} da la forma en que las cooordenadas eulerianas X dependen de t y las 
lagranianas X 0 . En otras palabras, si conocemos el campo de velocidad V en su forma euleriana podemos 
obtener la forma X i (t, X 0 ) en que las coordenadas eulerianas dependen t y X 0 . De acuerdo con este resultado 
podemos decir que el campo de velocidad V es una de las variables fundamentales para describir el movimiento 
de un fluído. 

Si la forma euleriana V i (t , X) depende explícitamente del tiempo t , las trayectorias de partículas que 
pasan por un mismo punto X¡ en instantes diferentes t0 y t 1 , seran, en general, diferentes como se aprecia 
en la figura 1.2. Si consideremos un flujo estacionario, la forma euleriana de V no depende explícitamente 
del tiempo t y el sistema {1.23) tiene la forma 

(1.25) 

En el ámbito matemático este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias recibe el nombre de sistema 
a u tónomo. En este caso partículas que pasan por un mismo punto X 0 en instantes diferentes t0 y t 1 , siguen 
la misma trayectoria como se ilustra en la figura 1.3. 

De acuerdo con nuestra definición de fiujo estacionario cada propiedad lF del fluido satisface {1.19). Si, 

adicionalmente, lF tampoco cambia en el interior de cada partícula ( :t FL =O), la ecuación {1.15) se reduce 

a 

V · "ilF = O. 

Recíprocamente si (1.26) se cumple, entonces !!:._F = O. 
dt 

( 1.26) 

Nótese que para un flujo estacionario la relacion :t FL = O equivale a decir que el valor una propiedad lF 

es el mismo sobre la trayectoria de cada partícula. Podemos resumir este último resultado como sigue. 

Proposición 1.1. Si un flujo es estacionario y la ecuación (1.26) tiene lugar en cada punto del fluído , entonces 
d 
dt FL = O y la propiedad lF es constante sobre la trayectoria de cada partícula, aunque el valor de lF puede 

cambiar de una partícula (o trayectoria) a otra, corno se indica en la figura 1.4. 
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Figura 1.4: Conservación ele una propiedad F sobre la trayectoria de una partícula en un flujo estacionario. 

1.3. Termodinámica de un fluido e hipótesis de equilibrio local 

Una ele las virtudes de la teoría termodinámica es la de proporcionar relaciones generales entre las variables 
macroscópicas de un sistema sin necesidad de considerar los procesos moleculares detrás de tales propiedades. 
La átmosfera se comporta localmente (es decir, en una pequeña region alrededor de cada punto del espacio) 
como un gas ideal por lo que comenzaremos por revisar brevemente la descripción termodinámica de un gas 
ideal. 

1.3.1. Termodinámica de gases ideales 

La Ley cero de la termodinámica parte de la noción de equilibrio térmico para establecer la existencia 
de una relación entre las variables macroscópicas que definen un estado de equlibrio, relación que recibe el 
nombre de ecuación de estado. La ecuación de estado de un gas ideal en un recipiente finito es 

pV = NkT 

de donde k es la constante de Boltzmann, N es el número de partículas en un volumen V y Tes la temperatura 
del gas. Por otro lado la relación entre la presión p y la energía cinética promedio ( mv2 /2) de las moléculas 
del gas, es 

Comparando lo anterior obtenemos 
1 

kT = 3 (mv2
) 

lo que puede tomarse como la definición de la escala absoluta de temperatura. Reescribiendo la ecuación 
de estado 

P = Nm !5_T = M !5_T 
V m Vm 

aparece la masa M = N m del gas contenido en V, la densidad 

y la constante 

M 
p=­v 

R=.!5_ 
m 

la cual depende de la masa m de las partículas del gas. Asi llegamos a la ecuación de estado usada en 
meteorología 

p=pRT. 

Podemos reescribir 
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donde N0 es el número de Avogrado y Ro = N0 k = 8,314 J /mol° K es la constante universal de los gases. 
La atmósfera es una mezcla de gases por lo que el valor de M es un promedio de las masas de tales gases y, 
aproximadamente, tenemos 

R = 287 J / kg ºK. 

La primera ley de la termodinámica establece la conservación de la energía 

dU =dQ+dW (1.27) 

para procesos reversibles o irreversibles, donde la energía interna U es un atributo de cada sistema físico, dQ 
es el calor que fluye a través de las fronteras del sistema y dW es la resultante del trabajo realizado por y 
sobre el sistema. En el caso de un gas ideal tenemos 

dW = -pdV 

con lo cual la primera ley toma la forma 
dU = dQ-pdV 

Esta relación da lugar a la definición de la capacidad calorífica a volumen constante 

Reescribiendo la primera ley en términos de la entalpia H =U+ pV obtenemos 

dH = dQ+ Vdp 

con lo cual definimos la capacidad calorífica a presión constante 

La relación entre Cp y Cv se obtiene derivando la identidad 

H(T,p) = U(T, V)+ p V(T,p) 

lo que da 

Cp = (:) P + P ( :~) P • 

Para calcular la derivada de U usamos la identidad (proporcionada por la regla de la cadena) 

lo que nos da 

Cp = Cv + (:~t (:~)T +p (:~t- (1.28) 

Por otro lado, la Ley de Joule establece que la energía interna de un gas ideal no depende del volumen 

(1.29) 

Combinando este resultado con la ecuación de estado, la ecuación (1.28) se reduce a la relación deseada 

Cp = Cv +Nk. (1.30) 

En la deducción de (1.30) hemos trabajado con la primera ley en su forma original, donde aparecen 
variables extensivas U, Q, W, V, siendo la presión p la única variable intensiva. Trabajar con la ecuación 
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de estado usada en meteorología p = pRT implica trabajar con la densidad p = ~' (la cual es una variable 
intensiva), en lugar del volumen. Usando la relación 

la primera ley toma la forma 

Dividiendo entre M obtenemos 

M M 
dV =d- = --dp 

p p2 

dU = dQ + M ~ dp 
p 

Esta expresión sugiere trabajar con variables intensivas que denotaremos con minúsculas 

Así tenemos 

de donde se obtiene 

u Q 
u=-

M 
q=-

M 

dp P 
dh = du + - - -dp . 

p p2 

En términos de las variables u, q y h, la primera ley toma las siguientes formas 

Definiendo 

la relación (1.31) queda como sigue 

du = dq + p
2

dp 
p 

1 
dh = dq + -dp. 

p 

Cp = cv +R . 

donde usamos t;.} = ~ -!fi = -!fi = R. Si usamos la primera ley en la forma (1.31) obtenernos 

(1.31) 

(1.32) 

De acuerdo con la ley de Joule la energía interna de un gas ideal u no depende de p por lo que la primera 
ley reduce a 

y siendo T la única variable independiente, podemos integrar para obtener 

donde suponemos que cv es constante y u* es una constante de integración que podernos considerar como O 
para obtener la entalpía para un gas ideal 

p 
h =u+ - = c.,T + RT = (cv + R) T = cpT. 

p 
(1.33) 

Dado que la entalpía es una función de estado, esta expresión es válida aún cuando el gas se someta a un 
proceso reversible o irreversible. 
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Ejemplo 1.1. Como aplicación de (1.32) consideremos un gas ideal sometido a un proceso adiabático 
(reversible o irreversible) . En tal caso la primera ley junto con la ley de Joule conducen a la ecuación 

que podemos integrar con ayuda de la ecuación de estado p = pRT: 

dT R 
e,,-= -dp 

T P 

R 
-+ dlnT = -dlnp 

Cv 

por tanto 

donde C es una constante de integración. Si conocemos un par de valores de T. y p. en cualquier etapa del 
proceso adiabático tenemos 

con lo cual obtenemos 

T _ C R/cv • - p. 

( 
p) R/cv 

T=T. -
p. 

(1.34) 

De acuerdo con la ecuación de estado p = pRT el par de valores (T.,p.) define una presión dada por 
p. = p. RT. la cual nos permite reescribir la ecuación ( 1.34) en términos de la presión: 

entonces 
(;.) R/cv+l = (:.) R/cv 

pero la ecuación (1.32) equivale a e¡,/cv = R/cv + 1, por tanto 

_ ( p) R/cp 
T-T. -

p. 

En forma análoga obtenemos la relacion entre p y p: 

1 

T ( )-1 ( ) R/cp 

T. =:. :. = :. ( ) 

1-R/ Cp ( )-p - p - p / 
p. p. p. 

R Cv . 
donde usamos 1 - - = - y definnnos 

Cp Cp 

Por tanto 

e 
'V = ...E. 

I - • 
e,, 

1 

p =p.(;.)~ 
Las relaciones (1.36) y (1.37) reciben el nombre de ecuaciones de Poisson. 

(1.35) 

(1.36) 

( 1.37) 

La segunda ley de la temodinámica establece la existencia de una variable de estado S conocida como 
entropía y para procesos reversibles de un gas tiene lugar la relación 

dU = TdS - pdV . 
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En términos de variables intensivas la segunda ley toma la forrria 

du=rds+ ~dp 
p 

donde definimos s = S/M. Despejando obtenemos 

du p 
ds= - - -dp 

r rp2 

(1.39) 

En el caso de un gas ideal, podemos invocar la ley de Joule y la ecuación de estado #-¡, = R para obtener 

Dado que r y p son las únicas variables independientes, tenemos 

Si calculamos las derivadas cruzadas obtenemos 

82s 82s 
--=--=O apaT arap 

por lo cual la ecuación (1.41) es una diferencial exacta que podemos integar 

para obtener la entropía de un gas ideal sometido a un proceso adiabático y reversible 

r e• 
s = co + In ---¡¡ . 

p 

Usando la ecuación de estado sustituimos p por p, 

para obtener 

I Rr r e,, r ev 
p = pRr ---+ - = - ---+ ---¡¡ = RR---¡¡ ' 

p p p p 

rev 
s = co + In RR + In ---¡¡ . 

p 

(1.40) 

(1.41) 

Para eliminar la constante de integración basta con conocer un par de valores p. ,r. con los cuales tenemos 

T ep 

R • s. = c0 + In R + In pR 
• 

de lo cual se obtiene 

(1.42) 

La entropía s es una variable un "exótica" para los meteorólogos quienes prefieren usar la variable 0 definida 
por la relación 

lo que equivale a 

e 
Cp = In - = s - s. e. 

(1.43) 

Aunque esta relación se obtuvo a partir de la segunda ley para procesos irreversibles (1.39), podemos tomarla 
como la definición de la temperatura potencial 0. 
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1.3.2. H ipótesis d e equilibrio y termodinámica de un flujo 

La segunda ley de la temodinámica establece que para procesos reversibles tiene lugar la relación (1.38). 
Esta relación supone que el sistema está cerca del equilibrio termodinámico, es decir, no hay diferencias sig­
nificativas entre los valores de sus propiedades termodinámicas en distintos puntos del sistema. Sin embargo, 
las propiedades de un fluido en movimiento pueden cambiar significativamente de valor de un punto a otro. 
En este caso el fluido constituye un sistema fuera de equilibrio termodinámico y, en consecuencia, la relación 
termodinámica (1.38) no es válida. Podemos evitar esta dificultad si consideramos que nuestro sistema ter­
modinámico es una partícula de fluído y que, por su pequeñéz, está básicamente en equilibrio termodinámico. 
Esta hipótesis recibe el nombre de hipótesis d el equilibrio loca l. De acuerdo con esta hipótesis el valor 
de cada variable termodinámica pueden diferir de una partícula a otra por lo que ahora tales variables son 
funciones de la posición de cada partícula. Por ejemplo, si usamos el subíndice L para denotar el valor de 
una variable termodinámica como función de las coordenadas lagrangianas de cada partícula, tenemos 

UL = UL (t, Xo)' SL = SL (t, Xo)' TL = TL (t , Xo)' etc., 

y la segunda ley (1.13) toma la forma 

-+ duL = TLdsL - p~ dpL 
PL 

(1.44) 

Si las varibales termodinámicas son "funciones bien comportadas" de t, las derivadas respecto a t están bien 
definidas y las diferenciales en (1.44) están dadas por 

ds 
dsL = dt dt 

y la segunda ley en su forma (1.44) equivale a la relación siguiente 

duL -T dsL dVL 
dt- Ldt-pLdt' (1.45) 

Para reescribir lo anterior en forma euleriana basta con sustituir las coordenadas lagrangianas X 0 por su 
expresión en coordenadas eulerianas (1.3) . Por ejemplo 

u (t, X)= uL (t, Xo = Xo(t, X)) 

donde omitimos el subíndice L para indicar a una variable en su forma euleriana. Así, la relación termodinámi­
ca (1.45) toma la forma 

du = TdS - pdV, ( 1.46) 

donde ahora usamos el hecho de que cada función depende de t y Xi para obtener la expresión de las 
diferenciales, por ejemplo, para la energía interna tenernos 

ou ou i 
du = ot dt + é)Xi dX. 

De acuerdo con la definición (1.7) de V y la relación (1.1), podernos escribir 

ou . 
é)Xi dX' = Vu · dR 

con lo cual llegarnos a la expresión 
ou 

du = ot dt + Vu · dR (1.47) 

válida para flujos estacionarios y no estacionarios. Si el flujo es estacionario tenemos 

du = Vtt · dR . 

De acuerdo con la hipótesis de equilibrio local podemos hacer uso de las relaciones termodinámicas 
encontradas anteriormente si pensamos que ahora nuestro sistema termodinámico es una partícula de fluido. 
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Un flujo ideal se define como un fluido en movimiento en el cual no hay disipación de energía por efecto 
de la viscosidad. En este caso podemos suponer que el intercambio de calor entre las partículas del fluido 
es nulo , por lo que podemos referirnos al flujo como un flujo adiabático. Adicionalmente, la segunda ley 
(para cada partícula) establece que la entropía de cada partículas permanece constante por lo que podemos 
referirnos a un flujo adiabático como flujo isoentrópico. Es importante recordar que la entropía puede 
variar de una partícula a otra. 

Ejemplo 1.2. En el caso de un flujo ideal e isoentrópico (no necesariamente de gas ideal) la segunda ley 
(1.31 ,1.46) se reduce a 

1 
dh = -dp 

p 

donde h, p y p son propiedades de una partícula arbitraria del fluido. 
a) Si el flujo no es estacionario está ecuación establece una relación entre las diferenciales 

ah 
dh = at dt + 'i7 h · dR 

dp = : dt + 'i7 p · dR . 

b) En el caso particular de un flujo estacionario tenemos 

dh = 'i7 h · dR = ah dXi 
qX' 
8p . 

dp = 'vp · dR = BXi dX' . 

Dado que los incrementos dXi son independientes concluimos que tienen lugar las relaciones 

que pueden sintetizarse en la relación 

ah 1 8p 

1 
'vh = -'vp. 

p 

(1.48) 

c) En el caso no estacionario los incrementos dxi siguen siendo independientes, pero ya no podemos concluir 
que (1.48) es válida. Por ejemplo, si dx2 = dx3 = O, tenemos 

ah ah 1 1 ap 1 ap 1 -
0 

dt + -
0 1 

dx = - -
0 

dt + - -
0 1 

dx . 
t X p t p X 

donde la presencia de las deivadas temporales ya no permite concluir que la igualdad ;~ = i :x~ es válida. 

Está expresión sólo es válida cuando el flujo es estacionario. 

Ejemplo 1.3. a) Como caso particular del ejemplo anterior consideremos un flujo ideal e isoentrópico de gas 
ideal. En tal caso la relación (1.32) y las ecuaciones de Poisson (1.34 -1.37) son válidas ya que son atributos 
de cada partícula que no cambian con el tiempo, aun cuando el flujo no sea estacionario. La expresión (1.33) 
para la entalpía 

(1.49) 

no cambia, sólo que ahora consideramos que h y T dependen del tiempo y posición instantánea de la partícula 
en consideración: h = h (t, X) , T = T (t, X). Las ecuaciones de Poisson tiene un cambio ligero, por ejemplo, 
la relación (1.35) debe escribirse en la forma 

( ) 

R /cp 

T = Too _.!!_ 
Poo 
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donde agregamos el subíndice 00 para indicar que T00 y p00 son los valores de temperatura y presión que la 
partícula de fluido bajo estudio tenía en el punto X 0 = Xlt=to e instante t0 . Asi, la entalpía queda como 
sigue. 

y la ecuación (1.48) toma la forma 

(
J!_)R/cp 

Poo 

1 
-dp = d e¡,Too 
p (

J!_)R/cv 

Poo 

b) En el caso de un flujo estacionario esta ecuación toma la forma 

- "vp = "v cpToo _!!_ 
1 ( ) R/cp 

P Poo 
( 1.51) 

que usaremos para obtener una primera integral de la ecuación de movimiento para un flujo de gas ideal. 

NOTA. Los valores T00 , p00 puede estimarse si suponemos que el movimiento comienza de un estado de 
referencia hidrostático. Otra opción es considerar que el movimiento en el instante to es una perturbación de 
un estado de referencia. Regresaremos mas adelante a esta discusión cuando hayamos establecido la existencia 
de un estado de referencia atmosférico. 

Ejemplo 1.4. Un flujo isotérmico como aquel donde la temperatura de cada partícula permanece constante, 
aunque puede cambiar de una partícula a otra. Si tenemos un flujo de gas ideal la sola ecuación de estado 
p = pRT permite reescribir el término p- 1 "vp que aparece en la ecuación de movimiento: 

l RT 
-"vp = -"vp = RT"vlnp = "vRTlnp. 
p p 

Este resultado es válido para flujos estacionarios y no estacionarios y tampoco requiere de hipótesis ter­
modinámicas adicionales. 

Ejemplo 1.5. Un flujo isocórico se define como aquel flujo donde· la densidad de cada partícula permanece 
constante. En el caso de un flujo isocórico tenemos simplemente 

1 -1 
- "ilp = "il Poo P 
p 

donde Poo es la densidad de una partícula en Xolio· 

Un flujo estacionario de gas ideal que sea a) adiabático, b) isotérmico ó c) isocórico tiene la propiedad de 
que la densidad sólo depende la presión 

p=p(p). 

En el caso adiabático está relación es la ecuación de Poisson (1.37). En el caso isotérmico es inmediato que 

p = J::r, y en el isocórico es obvio. En dinámica de flujos geofísicos, se dice que un flujo estacionario es 

barotrópico cuando la densidad sólo depende de la presión. En este caso si definimos 

entonces 

con lo cual obtenemos la relación 

JP ds 
P[p]= p(s) 

dP _1 -=p 
dp 

que usamos para integrar la ecuación de movimiento. 
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Figura 1.5: Volumen V (t) de parcelas delimitada por la frontera S (t) 

1.4. Ecuaciones de movimiento en un sistema inercial 

Establecida la forma de calcular la variación temporal de alguna propiedad <Q, a continuación estudiaremos 
dos propiedades muy importantes: la masa, y el momentum de una parcela de aire encerrada en un volumen 
arbitrario V. 

1.4.1. Ecuacion de continuidad 

Consideremos un volumen V(t) que en cada instante contiene a las mismas parcelas y sea S(t) la superficie 
que delimita a V(t). Si el sistema está en movimiento el volumen V(t) se deformará con el tiempo como ilustra 
la figura 1.5. Si en cada instante t medimos la distribución espacial de la densidad de masa obtendremos dicha 
densidad en términos de las coordenadas instantáneas de las parcelas, p(t, X), y la masa contenida en V(t) 
será 

M(t) = j p(t, X) dV(t). 
V(t) 

Dado que el volumen V(t) está constituido por las mismas partículas de fluido su masa M(t) permanece 
constante por lo que tenemos 

lo que equivale a la ecuación 

dM(t) = O 
dt 

d
d j p(t, X) dV(t) = O 
t V(t) 

la cual contituye una primera versión de la ecuación de continuidad. 

(1.52) 

Para obtener la forma diferencial de la ecuación de continuidad debemos reescribir la integral en el lado 
derecho de la relación siguiente 

d dj -d M(t) = -d p(t, X) dV(t). 
t t V(t) 

(1.53) 

Ya que la región de integración V(t) cambia con el tiempo conviene reescribir la integral en términos de una 
integral con límites independientes del tiempo t . Esto puede hacerse reemplazando las coordenadas eulerianas 
X por las lagrangianas X 0 [ec.(1.2)]. Este cambio de variable transforma la región V(t) por aquella V(t0 ) 

que ocupaban las parcelas en el instante to (ver fig. 1.3) y la integral se transforma como sigue 

j p(t, X) dV(t) = j pL(t, X 0 ) J dV(t0 ) 
V(0 V(~) 

donde usamos p (t, X) = pL(t, X 0 ) y J es el jacobiano de la transformacion (1.2). Así tenemos 

dM ( t) d j 1 d P L J -d - = -d pL(t,Xo) J dV(to) = -d- dV(t0 ) 
t t V(to) v(to) t 
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donde 

y, como se demuestra más abajo, 

por tanto 

d PL J _ dpL J dJ 
------¡¡¡- - dt + p L dt 

dM(t) = ( ( dPL + PL "v . v) JdV(to) . 
dt l v(to) dt 

(1.54) 

Reescribiendo la integral en forma euleriana se obtiene la expresion deseada para la integral en el lado derecho 
de (1.53) 

dM(t) = ( (dp + p "v . v) dV(t) , 
dt J v( t) dt 

donde usamos las identidades pL(t,X0 ) = p(t,X) y~= !'f . 
De acuerdo con (1.53) y (1.55) la conservación de la masa equivale a 

y dado que el volumen V es arbitrario se concluye que tiene lugar la relación 

dp 
- + p "v · pV = O 
dt 

(1.55) 

(1.56) 

la cual es la forma forma diferencial de la ecuación de continuidad. Una forma equivalente se obtiene al usar 

dp ap 
-=-+V •"vp 
dt at 

con lo cual se obtiene 
ap 
at + "v . p V = O . 

Demostración de (1.54). Derivando la identidad 

se obtiene 

8X 1 8X2 8X3 

J = Eijk axi !lxi axk 
o u o o 

dJ d { 8X 1 8X2 8X3
} { 8.X 1 8X2 8X3 8X1 8.X2 8X3 8X1 8X2 8.X3

} 

dt = 1;,
1k dt axJ ax6 ax~ = 1;,

1k axJ ax6 ax~ + axJ ax6 ax~ + axJ ax6 ax~ 

y usando la regla de la cadena 
f)i(m axt f)i(m 

8X0 8X[f 8X1 

se llega al resultado deseado 

dJ { ax1 ax2 ax3 ax 1 ax1 ax1 ax3 ax2 ax1 ax2 ax1 aic3
} 

dt = E,1k axi !lxi axk axt + axi !lxi axk axt + axi !lxi axº ax' ou o O ou o O ou o k 
f))(l [))(2 [))(3 

= ó11J f)Xl + ó21J f)Xl + Ó3¡J f)Xl = J "y· V . 

La integral en (1.55) puede reescribirse usando el teorema de la divergencia como sigue 

d
d ( p(t, X) dV(t) = ( ~ dV(t) + j pV · n dS(t). 
t J v(t) J v(t) ut J s(t) 
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donde n es el vector unitario normal y exetrior a S (t). El procedimiento usado para obtener esta identidad 
puede aplicarse al producto pF para obtener el Teorema del Transporte de Reynolds 

d
d f pF dv(t) = { a~F dV(t) + j pFV · ndS(t) 
t l v(t) l v(t) vt Js(t) 

= { (ª~F + 'íl . pFV) dV(t) 
Jv(t ) vt 

= f (ddpF + pF'íl · v) dV(t) . 
l v (t) t 

1.4.2. Ecuación de momentum 

Consideremos un volumen V(t) con frontera S(t) que contiene las mismas parcelas. El momentum de una 
parcela con posición instantánea X está dado por 

6..P = V6..M = V p(t,X) 6..V(t) 

donde V es la velocidad en coordenadas eulerianas y el momentum del conjunto de parcelas en V(t) es 

P (t) = { p(t , X) V dV(t). 
lv (t) 

Ya que V es la velocidad medida respecto a un marco de referencia inercial, la 2a. ley de Newton establece 
que el cambio de P(t) es igual a la fuerza total que actua sobre el sistema 

donde 

F s = resultante de fuerzas superficiales 

Fv = resultante de fuerzas volumétricas. 

Ahora bien, sobre una parcela actuan fuerzas superficiales 

6..Fsup= < t (n) > 6..S 

(1.59) 

donde < t (n) > es la fuerza superficial promedio por unidad de área sobre la parcela. Al integrar sobre todas 
las parcelas sólo quedan las fuerzas superficiales t (n) que actuan a través de la frontera S(t), ya que las 
fuerzas entre parcelas vecinas son pares de fuerzas que se anulan recíprocamente, por 3a. Ley de Newton, por 
tanto 

Denotemos por 

fv(t,X) = lím Fvv 
V --<O 

a la fuerza por unidad de volumen que actua sobre el flu ido en cada punto X, entonces 

Fv = { fv(t , X) dV(t) 
l v(t) 

(1.60) 

Asi llegamos a la forma integral de la segunda ley de Newton para un volumen "macroscópico" constituido 
por las mismas partículas: 

!!:_ { p V dV(t) = j t(nl(t ,X) dS(t) + { fv(t,X) dv(t) 
dt l v(t) Js (t) l v(t) 

(1.61) 
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Para obtener la forma diferencial de (1.61) procedemos como sigue: 
a) Comenzamos por simplificar la integral del lado izquierdo usando -ft Xi = O y aplicando el Teorema de 
Reynolds 

.:!:_ { pV dV(t) = Xi!!:_ { pV; dV(t) = Xi { (dpdVi + pViv' · v) dV(t) 
dt l v(t) dt l v(t) l v(t) t 

Desarrollando el integrando y usando la ecuación de continuidad 

llegamos a la identidad deseada 

d J, -J dVi J dV - pV dV = Xi p -dV = p -dV. 
dt v(t) V(t) dt V(t) dt 

b) En la sección 1.6 se desmuestra que las componentes del vector de tensión 

t <nl = Xi rtl 

en cada punto X de la superficie S(t), están dadas por 

donde aií define una matriz simétrica llamada tensor de esfuerzos y n1 son las componentes del vector 
normal unitario y exterior a S(t) en el punto X. En esta forma 

F sup= i t (ñ) dS = Xi i aií n1 dS = Xi J, ~;; dv 

donde la última expresión se obtiene aplicando el teorema de la divergencia. 
c) Sustituyendo (1.60) y (1.62) en (1.61) 

{ p dV dv = Xi { ~xªií dV + { fv dV(t) 
l v(t) dt l v(t) u 1 J v(t) 

se llega a la forma diferencial de la ecuación de momentum para cada partícula de fluido 

d V - 8 aií 
p dt = Xi é)Xí + fv . 

(1.62) 

(1.18) 

(1.63) 

Hasta aquí hemos considerado un fluido arbitrario pero en el caso de un fluido Newtoniano tenemos 

donde 

Calculando 

p = presión 

>. = segundo coeficiente de viscosidad 

µ = viscosidad dinámica. 

xi~;; = xi 8~ 1 [ Óij ( - p + >- y' . v) + µ ( ~;; + ~;~)] 

= -v'p + (>. + µ) v' (v' ·V)+ µv' 2V 
= -v'p + p fd 
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Figura 1.6: Fuerza gravitacional sobre una masa 6m. 

donde definimos 

fd = p-1 [(,\ + µ) '1 ('1 · V )+ µ'7 2V] = resultante de fuerzas disipativas. (1.64) 

d) Para obtener una forma mas explícita de la fuerza volumétrica supongamos que la fuerza de gravedad es 
la única fuerza volumétrica. La ley de gravitación de Newton establece que una partícula de la Tierra con 
masa 6M y vector de posición R ejerce sobre una partícula con masa 6m y vector de posición R , una fuerza 
dada por 

6.M 6.m ( 6.R) 
6.F LI.M-Ll.m = G 6.R2 - 6.R 

donde 6.R = R - R' , 6.R = 116.RII y Ges la constante gravitacional (ver Fig. 1.6) . Entonces la fuerza que 
la Tierra ejerce sobre 6m es 

donde definimos 

J 6.R 
g(R) = -G 6.R3 dM . 

Si 6m es la masa de una partícula de fluido con volumen 6 V y densidad p, 

6m=p6V, 

la fuerza gravitacional por unidad de volumen es 

f9 (R) = lím ~F 9 = p g(R) . 
· LI.V-O uv 

El campo g(R) es potencial. En efecto tenemos la identidad 

donde R = Xi :5t, con lo cual podemos escribir 

g(R) = G J '1 
6

1
R dM = '1 J G 

6

1
R dM = '14>9 (R) 

donde definimos 

(1.65) 

(1.66) 

(1.67) 

Sustituyendo (1.65), (1.66) en (1.63) se obtiene la forma deseada en la ecuación de momentum para flujos 
atmosféricos 

dV 1 - = --'í.lp+g+fd. 
dt p 
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Ejemplo 1.6. Como paso particular supongamos que la Tierra es una esfera con masa Me distribuida 
uniformemente entonces 

<I> 9 (R ) = GMe con R = IIRII 
R 

Si Re denota al radio terrestre y definimos 

se obtiene 
R2 R 

g(R ) = v'cI>(R ) = -g R; R. 

(1.68) 

(1.69) 

(l. 70) 

1.5. Ecuaciones de Bernoulli en un sistema de referencia inercial 

El propósito de estra sección es obtener constantes de movimiento (a las que nos referiremos como 
ecuaciones de Bernoulli) a partir de la ecuación de momentum para flujos ideales de interes tanto en la 
hidrodinámica como en meteorología. La idea principal para obtener tales ecuaciones es escribir los términos 
de la ecuación de momentum para un flujo ideal 

dV 1 
- = --v'p+g. 
dt p 

como el gradiente de funciones escalares. 

a) Para trabajar con la aceleración usaremos la notación B = IIBII = ./1373. La relación 

n2 
(B . v') B = v 2 - B x (v' x B) 

(1.71) 

es una identidad válida para cualquier campo vectorial B con componentes razonablemente diferenciables. 
En el caso particular de un campo de velocidad tenemos 

y2 
(V . v') v = v 2 - v x (v' x V ) 

con lo cual podemos reescribir la forma euleriana la aceleración como sigue 

dV 8V 8V V2 

- = - +(V . v') V= - + v'- - V X (v' X V ) 
dt át át 2 

(1. 72) 

b) En la sección anterior (1.3) mostramos que para un flujo adiabático (o isoentrópico) y estacionario, la 
segunda ley de la termodinámica equivale a la relación 

c) En la literatura meteorológica se define un flujo barotrópico como aquél donde la densidad sólo es función 
de la presión 

p = p(p) . 

Integrando p- 1 (p) obtenemos la función 

JP ds 
P [PI = p( s) + e p , 

donde C p es una constante de integración, la cual satisface 
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Esta relación junto con la regla de la cadena permite reescribir al término p-1 'vp como el gradiente de P [p], 

Como casos particulares de flujos barotrópicos tenemos: 
(el) Un flujo Isocórico en el cual la densidad de cada partícula de fluido es constante 

p(r) = p( ro) = Poo 

aunque la densidad puede variar de una párticula a otra. En tal caso 

(c2) Un flujo adiabático de gas ideal. En este caso tenemos (1.51) 

(p)~ p- 1'vp = 'vh = 'vcpToo -
Poo 

Otra opción para obtener esta relación es calcular P [p] usando la ecuación Poisson (1.37): 

1 

-1 - 1 ( P ) - ~ J -1-dp pl-f P = Poo - -, P ., = --l 
Poo · 1 __ 

l Cv Cp - Cv R . 
y usando 1 - - = 1 - - = --- = - se obtiene 

'Y Cp Cp Cp 

-1 

p [p] = Poo
1 

~pR/cp . 

Poo'Y 

Usando la ecuación de estado Poo = PooRToo obtenemos 

Poa1 l Too l 
-lR _ _!. Poo 

'Y Poo 'Y Poo 

con lo cual llegamos a 

Too 
--1 = 
1--

Poo 'Y 

( p)#,; 
P [p] = c¡,Too -

Poo 

'Y 

Too 
R/cp 

Poo 

(c3) Un flujo isotérmico de gas ideal. En esta caso la sola ecuación de estado p = RTp da 

P[p] = RTlnp+ Cp. 

d) El tercer y último ingrediente está dado por el hecho de que el campo gravitacional es conservativo 

(1.73) 

Sustituyendo las relaciones obtenidas en la ecuación de movimiento para un flujo ideal (1.72) obtenernos 

av [ v2 
] 8t + 'v Q + 2 - <P 9 = V x ('v x V ) . (1.74) 

donde Q = h para flujo adiabático y Q = P para un flujo barotrópico. Ahora estamos en posición de obtener 
diferentes ecuaciones de Bernoulli considerando algunas hipótesis adicionales a las definiciones introducidas 
arriba. 
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Un campo de velocidad V se llama potencial cuando se puede obtener como el gradiente de un campo 
escalar <l>v, 

V= v'<l>v. 

Ejemplo 1.7. Si tenemos un flujo potencial, ideal y adiabatico entonces V x V= V x v'<l> = O y 

av =~v'<l> =v'8<l>v 
at at V at 

con lo cual la ecuación ( l. 7 4) toma la forma 

[
8<l>v V

2 
] v' 8t + h + 2 - 4>9 = O 

la cual implica que la expresión entre paréntesis no depende de las coordenadas eulerianas, a lo más, depende 
explícitamente del tiempo. Por lo tanto la función 

[
a<I> v

2 
] E= T + h + - - <I>g = f (t) 

ut 2 (R,t) 
(1.75) 

donde R es el vector de posición instantánea de una partícula de fluido. Si, adicionalmente, el flujo es 

estacionario tenemos º!v = O y (1.75) se reduce a la ecuación de Bernoulli 

v2 
h+ 2 -4>9 = Co ( l. 76) 

donde C0 es una constante independiente de la posición R . 

Ejemplo 1.8 . Consideremos un flujo ideal, estacionario y adiabático donde V puede no ser potencial. En 
este caso (1.74) se reduce a 

Multiplicando ambos lados por V· 

V · v' [ h + ~
2 

- <1>_9] = O. 

concluimos (Proposición 1.1) que la función 

v2 
E(R) = h+ - - <1>9 2 

es una propiedad de cada partícula que no cambia conforme ésta se mueve. En otras palabras, E(R) tiene un 
valor constante a lo largo de la trayectoria de cada partícula, aunque su valor puede cambiar de una partícula 
a otra, con lo cual obtenemos la ecuación de Bernoulli 

[h + v2 - <I> ] = [h + v2 - <I> ] 
2 9 2 g 

R o R 
(l. 77) 

donde Ro y R son los vectores de posición de un partícula en instantes arbitrarios t0 y t, respectivamente. 

Ejemplo 1.9. Para un flujo ideal , potencial , estacionario y barotrópico tenemos 

de donde concluimos que la función 

E (R) = P [p (R )] + v
2 

;R) + 4>_9 (R ) 
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tiene el mismo valor numérico en cada punto R . Para determinar dicho valor suponemos que los valores de 
la presión p (R ) y el campo de velocidad V2 (Ro) son conocidos en un punto Ro, entonces calculamos 

E (Ro) = P [p (Ro)] 
V 2 (Ro) J p(R) ds V2 (Ro) 

+ ~~+~ (R ) +C +--+~ (Ro) 2 '1!.9 ° = p(s) P 2 '1!.9 

En esta forma la ecuación de l3ernoulli E (r) = E (ro) queda como sigue 

J

p(Ro) ds V 2 (R ) J p(ro) ds V 2 (R ) 
p(s) + Cp + - 2- + 4>.9 (R ) = p(s) + Cp + -2- + 4>.9 (R ) 

La constante C p se cancela dando 

J

p(R) ..!!:!_ v2 (R ) - J p(Ro) ..!!:!_ v2 (R o) 
p(s) + 2 + 4>.9 (R ) - p(s) + 2 + 4>.9 (Ro)· 

por lo que consideraremos Cp = O. En términos de P [p] tenemos 

P [p (R )] + V
2 

~R) + 4>.9 (R) = E (Ro). 

Si p-I denota la función inversa de P [p], el valor de la presión en un punto arbitrario R es 

Las curvas de presión constante reciben el nombre de isóba ras. La ecuación (implícita) de la isóbara sobre 
la cual la presión tiene un valor consante Poo es 

V2 (R ) 
-

2 
- + 4>.9 (R ) = E (R o) - P [p0]. 

Calculemos la isóbara que pasa por un punto dado Ro = (x0 , y0 , z0 ). Para este propósito calculamos 
primero el valor p00 = p (r00 ) usando 

p lPo] + v2 ~Ro) + 4>.9 (Ro) = E (Ro) . 

Si R = (x, y, z) es un punto sobre la isóbara con presión p00 , satisface la ecuación 

~(~ ~(Ro ) 
P lPo] + -

2
- + 4> 9 (R ) = P [Po]+ 

2 
+ 4> 9 (R o) 

que se reduce a la relación 

v2 (R ) + 4> (R ) = v2 (Ro) + 4> (Ro) . 
2 9 2 .9 (1.78) 

que constituye la ecuación implícita de la isóbara que pasa por Ro. De acuerdo con este resultado las isóbaras 
sólo están determinadas por el campo de velocidad V y g, siendo independientes de cualquier valor de la 
presión, densidad o temperatura. Este resultado es un caso particular de otro más general válido para flujos 
disipativos que pueden ser no estacionarios y con velocidad V no necesariamente potencial [47] . 

1.6. Tensor de esfuerzos (Apéndice) 

l. Consideremos un elemento de superficie t:.S en un medio continuo, cuyo centro geométrico tiene vector de 
posición R como se muestra en la figura (1.7) 

Sea n el vector normal unitario a t:.S en el punto R . Si t:.F es la resultante de las fuerzas superficiales 
que actuan sobre t:.S, entonces la fuerza promedio por unidad de area es 

'i'(n) = t:.F s 

t:.S 
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x, 

Figura 1.7: Vectores de tensión asociados a los planos car tesianos 

Figura 1.8: Componentes de los vectores de tensión sobre las caras del cubo. 

En el límite 6S -+ O de manera que la superficie se colapse en el punto R. El resultado es una fuerza T (n } 

por unidad de área en el punto R a la que nos referimos como tensión en el punto R : 

T (n) (R) = lím i'(n ) 
6S-+O 

El tensor de esfuerzos es una matriz simétrica Uij (R) que permite calcular las componentes de T (n } en 
la base canónica jci, 

de acuerdo con la relación 

donde nj son las compontes del vector n. 
2. El tensor a ij surge en forma na tural cuando usamos un conjunto linealmente independiente de vectores 
tensión T(l l, r (2J, r (3), para calcular T (n). Para definir r( 1l consideramos un paralelepípedo centrado en 
punto R y aristas 6x, 6y, 6 z. Definimos 

p (i) (R) = Fuerza resultante sobre superficie 6A 
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x, 

·tl•'I 
. ..--------- X2 

x, 

Figura 1.9: Vector de tensión asociado a un plano arbitrario. 

Tomando el límite D. V -+ O obtenemos los vectores 

i l' Ti ~1· T = 1m -- = CJijX 
e:.A,_.o t::.A 

donde la triada { CJij} :=! son las componentes de r( i) en la base canónica xi .Al tomarse el límite D. V -+ O 
el volumen D. V se reduce a un punto con vector de posición R por lo que las componentes CJij son funciones 
de R, a= a (R) y cada T(i ) es la tensión en el punto R sobre un elemento infinitesimal de área ortogonal a 
cada vector en la base canónica xi, como se aprecia en la figura 1.9. 

Considerando que las caras t::.Ai son ortogonales es natural suponer que el conjunto Ti tendrá alguna 
propiedad relacionada con dicha ortogonalidad. En general no podemos esperar que el conjunto Ti se ortog­
onal pero si podemos esperar que sea linealmente independiente, es decir, podemos suponer que los vectores 
T< 1l, T<2l, T<3l forman una base del espacio vectorial IR3 . Esta propiedad garantiza que cualquier vector 
T(n) asociado a un elemento de área dS que pasa por Res combinación lineal de dicha base, es decir, existen 
coeficientes c;nl tales que 

T(n) = c)n)Ti. 

3. Para determinar los coeficientes c;nl necesitamos recordar algunos resultados sobre geometria de superficies. 
Una superficie t::.S tiene una parametrización de la forma 

r (u, v) = x (u, v) x+y (u, v) y+ z (u, v) z = xi (u, v) Xi . 

Un vector normal a D.S en un punto esta dado por 

y recordando la interpretación geométrica de la norma del producto vectorial de dos vectores es fácil ver que 
un elemento infinitesimal de área está dado por 

dS = !INII dudv . 

Para calcular et) consideramos un volumen finito centrado en R con caras t::.S, D.Ax, D.Ay, D.Az, Dado que 
la cara t::.S es un plano tiene la ecuación cartesiana de la forma ax+ by+ cz = d, de la cual podemos despejar 
una variable en términos de las dos restantes. Esto nos da tres parametrizaciones diferentes. Si despejamos 
ax obtenenemos una expresión x = x (y, z) la cual da la parametrización de la forma 

r(y ,z) =x(y,z) x+yy+zz 
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con lo cual tenemos 

N 8r 8r ( éJx _ -) ( ax _ -) _ ax _ ax _ 
x = ay X éJz = ay X+ y X az X+ z =X-ay Y - az z 

Nx = !INxll 
dS = Nx 6.Ayz 

donde dAyz = dydz es un elemento de área proyectada por 6S sobre el plano yz. En forma análoga si 
despejamos a y obtenemos 

dS = Ny6Axz 

Despejando a z obtenemos 

r (X, y) = XX + yy + Z (X, y) Z 

(6.Ayz = 6x6z). 

N 8r 8r (- 8z_) (- éJz_) éJz _ _ 8z_ 
z = ax X ay = X+ ax z X y+ ay z = - ax X+ z - ay Y 

Nz = !INzll 
(6.Axy = 6x6y). 

(l. 79) 

(1.80) 

Nótese que al cambiar de parametrización obtenemos vectores normales Nx, Ny, Ny paralelos que sólo 
difieren en su magnitud por lo que su normalización nos da el mismo vector unitario n normal a la cara 6S, 
a saber, 

N x 1 _ 1 ax _ 1 ax _ 
n= - = -x---y- --z 

Nx Nx Nx ay Nx az 
Ny 1 ay_ 1 _ 1 ay_ 

=-=---x+-y---z 
Ny Ny ax Ny Ny 8z 
Nz 1 az _ 1 az _ 1 _ 

= - =---x- ---y+-z. 
Nz Nz ax Nz ay Nz 

De estas expresiones obtenemos las componentes de nen la base canónica x, y, z: 
_ 1 _ 1 _ 1 

n 1 = n · x = Nx , n2 = n · y = Ny , n3 = n · z = Nz 

por lo que podemos escribir 
___ l_ l_ l_ (

8
) 

n = n1x + n2y + n3z = Nx x+ Ny y+ Nz z . l. 1 

Esto nos permite calcular las áreas 6Ax,6Ay, t.Az como sigue. Si despejamos de (1.78) cada área y susti­
tuímos cada Ni-l por ni obtenemos 

(1.82) 

4. Ahora supongamos que el elemento de volumen 6 V está en reposo. Entonces, la Segunda Ley de Newton 
nos dice que la suma de todas las fuerzas sobre 6 V debe ser cero 

-(n) -¡ -2 -3 _ 
T 6S - T 6.Ayz - T 6.Axz - T 6.Axy + f 6 V - O 

donde Ti denota una tensión promedio sobre una cara ortogonal al vector xi y f es la fuerza volumétrica 
promedio. Usando (1.82) y dividiendo entre 6S se obtiene 

'i'(n) = T1n1 + T2n2 + T3n3 - et.V 
6S 
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y en el límite t:,. V --+ O se llega 
T(n) = Tini. 

Sustituyendo la expresión (Tt) = O";Jnj) de cada Ti en la base canónica se obtiene 

donde identificamos a 1~ componentes r?l de T(n) en la base xi: 

Esta expresión podemos escrbirla en forma matricial corno sigue donde la matriz transpuesta O"t del tensor 
métrico O" . 

Como se demuestra abajo, la matriz O" es simétrica, 

O"ij = O"j i ' 

por lo que podemos escribir 
( 1.83) 

De acuerdo con lo anterior podemos decir que 
(i) Las componentes de un vector de Tensión T(n) en la base y(i) , son las componentes ni del vector normal 
unitario n 
(ii) El tensor de esfuerzos O" es una matriz de cambio de base que permite calcular las componentes de T(n) 

en la base xí apartir de sus componentes n; en la base T(i). 

5. Con lo anterior podernos obtener la forma diferencial de la ecuación de equilibrio del elemento de volumen 
t:,. V asociado a cada punto de un medio continuo en reposo. En efecto, si ti V tiene masa M y está en reposo 
respecto a nuestro sistema de referencia inercial xi tenernos 

Fs+Fv=MA=O 

donde 

es la resultante de las fuerzas superficiales externas y 

Fv = [ fdV = fci J f;dV . 

es la resultante de las fuerzas volumétricas. 

(1.84) 

Usando F s = f T(n) dS y aplicando el teorema de la divergencia reescribirnos la integral de superficie como 

s 
una integral de volumen 

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion de equilibrio (1.84) 

J (8(]" ·· ) 
F s + Fv = fci ox~ + fi dV = O 
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de donde se obtiene la ecuación de equilibrio 

(1.85) 

Usaremos esta relación para demostrar la simetría de u. 

6. La simetría de u es una consecuencia del equilibrio rotacional de un elemento 6. V en reposo. Para demostrar 
esto recordemos algunos resultados elementales. 
a) Si ai, bj, Ck son las componentes de a , b, c en la base canónica xi, el triple producto escalar (a x b) · c 
puede escribirse como sigue 

a 1 a2 a3 

(ax b)•c= b1 b2 b3 
C¡ C2 C3 

en particular cuando a, b , e se sustituyen por los vectores base, obtenemos el símbolo de Levi - Civita 

si un indice se repite 
si ijk es una permutación par de 123 

si ijk es una permutación impar de 123 

b) Con la ayuda de E:ijk podemos calcular las componentes del vector e = a x b. En efecto si tenemos 

k­
C = C Xk 

entonces la relación e = ax b equivale a e = aibÍxi x Xj y multiplicando por •xk se obtiene ck = e · Xk = 
aibÍ (xi x xí) • Xk, por lo tanto 

c) Ahora calculemos la torca externa total sobre un elemento de volumen 6. V. La torca generada por las 
fuerzas superficiales externas al elemento 6. V es 

Ts = f R X T (n)ds 

s 

y puede reescribirse como una integral de volumen usando el teorema de la divergencia, 

T s = xk éijk ixirt>ds = xk éijk ixi O'j¡n¡ds = xk éijk l a!1 (XiO'jt) dV. 

La torca generada por las fuerzas volumétricas es 

Sustituyendo lo anterior en la ecuación de equilibrio rotacional 

Ts + Tv = O 

obtenemos su forma diferencial 

Desarrollando 
8 i i i80'jl i80'jl 

8xl X O'jl = Ó¡O'jl + X axl = O'ij + X 8xl 

y reagrupando términos se obtiene 
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De acuerdo con (1.85), el término entre paréntesis es cero, por lo cual 

E:ijkPji = 0. 

Para k = 1 tenemos 

por lo tanto 
CT23 = CT32. 

En forma análoga, para k = 2, 3 se obtiene a-12 = a-21 , a-13 = a-31 ,a-13 = a-31 lo que establece la simétria de u . 
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Capítulo 2 

Ecuaciones de movimiento relativas a 
laTierra 

En la sección 2.1 deducimos las ecuaciones de movimiento para un flujo atmosférico en sistemas cartesianos 
fijos a la tierra. El primer sistema yiy2y3 tiene una orientación y origen arbitrarios. En la sección 2.2 ver­
emos brevemente la importancia de un modelo elipsoidal terrestre para en el comportamiento de los flujos 
atmosféricos a escalas planetaria y regional [49] y [50]. En la sección 2.3 mostramos que la literatura estandar 
meteorológica usa una aproximacion con caracter local para modelar flujos atmosféricos de mosoescala. En 
la sección 2.4 deducimos las ecuaciones de movimiento en coordenadas curvilineas ortogonales. Como caso 
particular tenemos las coordenadas de proyección las cuales son usadas en diferentes versiones del modelo 
MM5. En la sección 2.5 definimos las coordenadas proyección las cuales parten de la hipótesis que la Tierra 
se puede modelar como una esfera. En la sección 2.6 deducimos la ecuaciones de Bernoulli en un sistema 
de referencia fijo a la tierra. Finalmente en la sección 2. 7 hacemos un análisis detallado de los modelos at­
mosféricos MM5 versión 2 y versión 3 mostrando que dichas versiones consideran ecuaciones de momentum 
inconsistentes. 

2.1. Ecuaciones en un sistema cartesiano y1y2y3 fijo a la Tierra 

El sistema cartesiano xi X 2 X 3 asociado al sistema de referencia inercial del capitulo 1, es un sistema 
d er echo, es decir, el producto vectorial de los vectores base obedece la regla de la mano derecha, 

Xi X X.2 = X.3 , X.3 X Xi = X.2 , X.2 X X.3 = Xi , 
Estas relaciones pueden sintetizarse con ayuda del símb olo d e Levi-Civ ita 

1 para ijk = 123, 231, 312 
-1 para ijk = 132, 321 , 213 

O en caso contrario. 

> x' 

Figura 2.1: Sistema cartesiano yi y2y3 fijo a la Tierra. 
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como sigue 

1: • • k = x- . x • x xk ~ (~ ~ ) 
tJ - 1 J l (2.1) 

Esta relación se obtiene usando la forma de determinante del triple producto escalar anterior. 

Consideremos un sistema de referencia cartesiano y 1 y2y3 fijo a la Tierra pero con una orientación arbitraria 
como se ilustra en la (figura 2.1). Supondremos que el sistema yi es un sistema derecho ortogonal que se 
obtiene por medio de rotaciones del sistema inercial por lo que los vectores base asociados 9i obedecen la 
regla de la mano derecha; es decir, satisfacen 

Esto implica que la relación entre las bases X í y 9 i tiene la forma 

9i = Rij x j 
donde IR.i í es una matriz de rotación, es decir , satisface det (IR.) = 1 y 

JR_T = JR_-1 

donde JR.T es la transpuesta de IR.. Equivalentemente, podemos escribir 

IR.RT = Il ó IR.ijlR.kj = Óik 

donde Il es la matriz indentidad y Óik es la delta de Kronecker, 

1 para i = k 
O para i i= k 

Usando (2.4) o (2.5) obtenemos 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2 .5) 

(2.6) 

En esta sección obtendremos la forma que toman operaciones vectoriales definidas incialmente en el 
sistema inercial X 1 X 2 X 3 , cuando se trabaja en el sistema y1y2y3 fijo a la Tierra. 

a) Para la transformación del producto vectorial ax b = e tenemos 

entonces 

Multiplicando por Xk· 

l~ 
c= c X 1 

aib j ( xi X Xj) . xk = ck 

aparece la definición de €i í k lo que da la relación 

k . . 
e =€kij a'b 1 . 

Usando el mismo razonamiento y (2.2) es inmediato que si los vectores a , b , e tienen la forma 

entonces 
ck (y) = €; j k ai (y) b j (y) 

lo que puede reescribirse con la conocida forma de determinante 

91 92 93 
e= al ª2 ª3 

bl b2 b3 
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El símbolo ax define un operador lineal ya que obedece las reglas de una transformación lineal. La 
representacion matricial de ax se obtiene ck = Ek ; 1 aib 1 = ( f.; 1 kai) b 1 lo que puede escribirse en términos 
de vectores columna como sigue 

( 
c~231 ) = (ax) 

donde identificamos al símbolo ax como la matriz 

o 
ª3 

-a2 

b) Ahora consideremos el cálculo de la derivada temporal 

Derivando (2.3) y usando (2.6) se obtiene 

(2.9) 

-a3 

o (2 .10) 
al 

(2.11) 

donde IR; 11Rk 1 es el ik-ésimo elemento del producto matricial IRTJR. Usando la propiedad (2.11) es fácil ver 

que el producto IRIRT es una matriz antisimétrica por lo que tiene la forma 

(2.12) 

con la cual obtenemos 

Usando la ecuación (2.2) esta relación puede reescribirse en términos del vector de velocidad angular 
terrestre 

de la figura 2.2 
dyi ,-,, ~; 
dt=HXy . (2.13) 

De acuerdo a la ecuación (2.13) con b = n y a= yi = 6;1y1 tenemos 

0 X yi = Ek1l [21 Ó;¡ yk = Ek1i [21 yk 

por lo tanto 

obtenemos la identidad 
IR; 1IRk 1 = Ek1i n 1 (2.14) 

·T . 
de donde concluimos que el producto matricial nx = IRIR es la representación matricial de nx en la base y'. 
c) Transformación del vector posición R, velocidad V y aceleracion A. Como se observa en la figura 2.3 la 
relación entre los vectores de posición de una partícula en los sistemas inercial X 1 X 2 X 3 y fijo a la Tierra 
y1y2 y3 está dada por, 

(2.15) 

donde 
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n e-,,, ¿ __ _ 
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/ 

Figura 2.2: Vector base yi y su derivada yi 

► x2 

Figura 2.3: Vectores de posición R y r de una partícula en los sistemas X 1 X 2 X 3 y y 1y2 y3 . 

Entonces 
(2 .16) 

Nótese que las componentes y~ de R e son constantes ya que R e rota junto con el sistema y1y2 y3 . Derivando 
la ecuación (2.16) obtenemos la velocidad V , 

por lo tanto 

donde 

V d R •i ~ ( i i) n ~ n ( i i) ~i = dt = Y Yi + Y + Ye H X Yi = V+ H X y + Ye y , 

V = V + n x R (2.17) 

(2.18) 

es la velocidad relativa a la Tierra. De acuerdo con las ecuaciones (2 .7) y (2 .18) las componentes de V 
en la base y i son 

V ~ ·i n1· ( k k) · Yi = Y + lijk H Y + Ye · (2 .19) 

Para obtener la aceleración A derivamos la ecuación (2. 18 )y usamos las ecuaciones (2.13) y (2.19) junto 

con n = o, 

d d [ . . . . l 
A = dt V = dt v' y' + (y' + y~) n X Yi 

= •ii yi + V i O X yi + V i O X yi + (yi + y~) [ f2 X y i + S1 X ~ i] 
=a+ S1 X V+ S1 X V+ (yi + y~) S1 X (O xy;) 
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por lo tanto 
A = a+2n x v + n x (n x R) (2.20) 

donde aparece la aceleración relativa a la Tierra 

(2.21) 

junto con los términos siguientes 

20 x v = aceleración de Coriolis 

n X (n X R) = aceleracion centrípeta. 

d) Para la transformación de los operadores "v, "í.J. y "í.lx necesitamos la relación entre las coordenadas X 1 

y yi de un mismo punto en el espacio junto con la relacion entre las componentes de un vector en las bases 
X1 y yi . Si tenemos · 

B = Xj B1 (X)= Yi Bi (y) 

y usamos la ecuación (2.3) se obtiene 
B1 (X)= lRií Bi (y), 

usando la ecuación(2.6), 
Bi (y) = lRií B1 (X) . 

En particular, para el vector de posición tenemos [ecs. (2 .15), (2 .16) y (2.17)] 

R = X 1Xj = (yi + y~) Yi 

por lo que las relaciones entre las coordenadas X 1 y yi son 

xí = ]Ri j (yi + y~) 

yi +y~ = lRiíX í_ 

La matriz Jacobiana de la transformación (2.25) es la matriz IR, 

8yi 
é)Xk = ]Rik· 

Si Jy (y, t) denota la composición f [ X 1 = lR; 1 (yi + y~) , t] tenemos 

f (X, t) = Jy (y, t) . 

Derivando y usando la última expresión obtenemos 

es decir, 
8 8 

8Xí = lRií 8yi . 

Sustituyendo la ecuación (2.27) en la definición de "v y usando la relación (2.3) , 

- . 8 - . 8 "_ x1 ___ x1 Tlb __ _ _ 

v - ax · - ll'l. ' 1 a · -
J y' 

se obtiene 
" -i 8 
V =y -0 . . 

y' 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

de lo cual se concluye que la forma del operador "v no cambia cuando actúa sobre una función de las 
coordenadas yi. 
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Para calcular 'v • B en términos de cantidades relativas al sistema y 1y 2y 3 partimos de, 

Usando (2.23) y (2.28) obtenemos 
óBi (y) 

'v · B = IRi j IR kj -----¡¡:¡;-
donde usamos el hecho que IR sólo depende de t. Pero 1Rij1Rkj = Óik (ec.(2.5)), por lo tanto 

ó . 
'v · B = -¡;---, B' (y) . uy, 

De acuerdo con la ecuación(2. 7), en el sistema inercial el operador 'v x tiene la forma 

~i é) k 
'v X B = X Eijk é)Xi B (X) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

Para transformar esta expresión en términós de cantidades relativas al sistema y 1y 2 y 3 usamos (2.27), (2.28) 
y (2.31), 

Para simplificar la última expresión usamos la identidad 

(2.32) 

la cual se obtiene sustituyendo las ecuaciones (2.6) y (2.2) en la ecuación (2. 1). De esta forma llegamos a 

'v X B = :i Elmn l'.l ó n n (y). 
uym 

(2.33) 

Comparando (2.3) con (2.31) y (2.32) con (2.33) concluímos que la acción de los operdores 'íJ . y 'v x no 
cambia al actuar sobre un vector en la base yi. 

e) Consideremos la transformación de la ecuación de continuidad . Usando la regla de la cadena, 

junto a la definición (2. 18) de v y (2.29) obtenemos, 

d ó ·i ó ó 
dt = Óty + y é)yi = Óty + V . 'v. 

Para el término 'v • V usamos (2.28) y (2. 19) 

O [ · · ( k k)] . k 'v- V = - . v'+t ··k{V y +11 ='v· v +t ··kHló Óy' 'J ,,e 'J , 

'v -V ='v· v 

y la ecuación de continuidad toma la forma 

d 
dly + Py 'v . V = o. 

f) De acuerdo con (2.20) la ecuación de momentum torna la forma 

1 
a + 20 X V + f2 X (f2 X R ) = - - 'íJp + g + f 

p 
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donde 

n X'=Y' 

Figura 2.4: Sistema de referencia primario Y 1 Y2Y3 fijo a la Tierra. 

" ~; ª vp=y --¡:;--;P• 
uy• 

De acuerdo con (2.36) la funcion <I>g (y) = <l>g (Xi = IR; j (yi +y~)) es la expresión del potencial gravitacional 
en el sistema yi, con lo cual 

(2.37) 

El término de aceleración centrípeta n x (O x R ) puede escribirse como el gradiente de una función potencial. 
En efecto si consideremos dicho término en el sistema de referencia inercial 

es inmediato que el potencial 

satisface 
n X (O X R ) = -"v<l>c 

Asi, la ecuación de momentum toma la forma 

la cual puede reescribirse como 

donde 

1 
a+ 2 f! X V-°'v<Pc= - - "i:Jp + "i:J<J.> 9 + f p . 

1 
a+ 2 f! X V= --"i:Jp + "i:J<J.> + f 

p 

<J.>= <Pg + <Pe, 

Veamos algunos casos particulares de sistemas cartesianos fijos a la Tierra. 

2.1.1. Ecuaciones en el sistema de referencia primario Y1Y2Y3 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

El sistema de referencia primario Y1 Y2 Y3 fijo a la Tierra es un sistema cartesiano con su origen 
en el centro de masa de un modelo elipsoidal terrestre, con el eje Y3 como eje de rotación. La figura 2.4 
muestra la relación entre el sistema Y1 Y2Y3 y el sistema inercial X 1 X 2 X 3 . El ángulo 

A (t) = nt + Ao (2.42) 

mide la rotación del sistema Y1 Y2 Y3 , siendo n la velocidad angular terrestre. 

La relación entre los vectores base asociados a los sistemas en cuestiones (ec 2.3) , 

(2.43) 
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donde 

por lo tanto 

y de la ecuación[2.12] 

( 

cosA sinA 
IR = - sin A cos A 

o o 

( 

cosA 
sin A 

o 

.T 

O x=IRIR 

- sin A O ) ( Y 
1 

) 
cosA O Y2 

0 1 Y 3 

-n o) o o 
o o 

de donde se recupera el resultado obvio 

NOTA l. Las componentes ni = ni óJi del vector de velocidad angular 

n = ffY3 = ni yi 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

son constantes. Esto implica que el vector O tiene componentes constantes en cualquier otro sistema carte­
siano y 1y2y3 fijo a la Tierra, ya que la orientación de tal sistema no cambia respecto al sistema yi y, por 
lo tanto, la orientación de O tampoco cambia respecto al sistema y 1y2y3 conforme transcurre el tiempo. 

Como se aprecia en la Fig. 2.7, el vector de posición R tiene la forma 

R = xi xi = yi Yi, 

Para la velocidad V tenemos 

donde 

y 

dR 
V =-=v+ O x R 

dt 

con 

n x R = nY3 x (Y1 Y1 + Y2 Y2 + Y3 Y3) = n (-Y2 Y1 + Y1 Y2). 
La ecuación de continuidad es 

donde 

Usando lo anterior se obtiene 

dp 
-+v'•v=O 
dt 

op 
Ot + y' . p V = Q . 

En el sistema inercial la ecuación de estado es p = RpT y en el sistema yi tiene la forma 

py (Y, t) = R py (Y, t) Ty (Y, t) 

donde agregamos el subíndice y para indicar cantidades en las coordenadas yi. 
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Figura 2.5: Sistema de referencia :z: 1x 2x 3 fijo a la Tierra. 

Los términos de la aceleración A ((ec.2.21)) toman la forma 

nx (O X R) = n2 Y3 
X (-Y2 Y1 + Y1 Y2) = -n2 (Y1 Y1 + Y2 Y2). 

Es inmediato que el potencial 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

satisface la ecuación (2.40). El mismo potencial se obtiene al sustituir la ecuación (2.46) en la ecuación(2.39). 
La ecuación de momentum en forma vectorial está dada por la ecuación (2.36) donde 

Si usamos la notación 

yI =X y2 =Y y3 = z 

V
1 = U v2 = V v3 =W 

a1 = Ú ª2 = v ª3 =W 

junto con las ecuaciones (2.56)-(2.58), las ecuaciones escalares de momentum quedan como sigue 

dU 2 1 op o<P 9 - -2nv-n x = --- + - · + fx 
dt poX ax 
dV 2 1 op o<P9 - + 2fW - n Y= - - - + - + Jv 
& paY ay 

dW = _ ~ op + o<P 9 + f z. 
dt paz az 

(2.59) 

(2.60) 

2.1.2. Ecuaciones en un sistema x 1x 2x3 fijo a la tierra con origen en un punto 
(x~, x~, x~) 

Consideremos un sistema de referencia x 1x 2x 3 fijo a la Tierra con origen en un punto (XJ , X;, xn cuyo 
vector de posicion Re no necesariamente coincide con el eje x 3 como se observa en la figura 2.5. La relación 
entre los vectores base es, 

(2.61) 
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y, sin importar la forma explícita de !Rij, tenemos (ec.(2.13)), 

donde 
n = ihX.3 = n1x1 + n2x2 + n3x3 

Las componentes ni en el sistema xi pueden calcularse con la ecuación (2.12) o la ecuación (2.24), 

Consideremos la notación 

El vector de posición es 

con 

ri = IRi j n ó3j = IR.3; n . 

x1 = x x2 = y x3 = z 

X¡ = X X2 = y X3 = Z. 

r = x ix i = xx + yy + zz 
R e = X~Xi = XeX + YeY + ZeZ, 

donde las componentes x~ son constantes numéricas independientes del tiempo t y están dadas por 

La velocidad es 

donde 

dR 
V =-=v+ fl x R 

dt 

V = i;i Xi = vixi = u X + V y + w z 
donde vi= xi e introducimos la notación 

U= v1 
V= v2 

W =V
2

, 

y para el término n x R podemos usar, 

fl x R = 
X + Xe Y + Ye Z + Ze 

Para la aceleración, 
A = a+ 2n x v + n x (n x R), 

tenemos 
. i . . . i 

a= V Xi = a' xi ; a' = V 

U V W 

En forma análoga se calcula la aceleración centrípeta o podemos usar su forma potencial 

n X (n X R ) = -'v<l>e 
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con 

"-iª -ª -ª -ª v =x ~ =x~+y~+z-;:,-. 
vx' vx vy v z 

Para obtener <I>c con coord~nadas xi basta con sustituir en (2.39) la transformación de cooordenadas ( ec.(2.25)) 

( 
X

1 

) ( x + xc ) X 2 = ll~_T Y + Ye . 
X 3 

Z + Zc 

Los operadores 'v , 'v • y 'v x conservan su estructura. Si B tiene la forma 

B = xi IJÍ (x,t) 

entonces 

La ecuación de continuidad no tiene cambio alguno, 

dp 
- + p'\! · V= Ü 
dt 

ó 

donde 

y 

ap - + 'v • pv = O 
at 

p=p(x,t) 

!!_ = (~) + v · 'v 
dt at x 

La ecuación de estado tampoco cambia su forma, 

p (x, t) = R p (x, t) T (x, t). 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

Para simplificar las ecuaciones escalares correspondientes a la ecuación de momentum usamos la ecuación 
(2.40) , la cual da 

donde 

du 1 ap a<I> 
- + 2(fhw- n3u) = --- + -
dt pax ax 
dv 1 ap a<I> 
- +2(n3u-n1v) = ---+-
dt P ay ay 

dw 1 ap a<I> 
-+2(n1v-n1u) = ---+­
dt paz az 

Caso particular: Tierra esférica. Supongamos que la Tierra es una esfera con masa Me distribuida 
uniformemente con radio Re y el sistema xyz tiene el plano xy tangente a dicha esfera con el eje z ortogonal 
y exterior a la esfera (ver Fig. 2.6). 

a) La relación entre vectores base xi y x_i es 

(2.71) 
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Figura 2.6: Sistema de referencia xyz con plano xy tangente a una Tierra esférica. 

n 
n 

j• '\ t~ . Y TZ 
R, / 

,..... ...... ·~ 

:</ ) '? .. Planq X',X' ... 

Figura 2.7: Descomposición ele n en el sistema el plano yz. 

donde 

De acuerdo con la figura 2. 7 tenemos 

-sin A 
- sin <Pe cos A 
cos</Je cosA 

cosA 
- sin <Pe sin A 
cos</Je sin A 

n = n (y cos <Pe + z sin <Pe) 

,T 
lo que puede comprobarse con el cálculo de n x = IRIR . 

b) Para el vector de posición R = r + R e tenemos 

por tanto 

Para la velocidad 

tenemos 

V= UX +vy+wz 

r = xx + yy + zz , 

dR 
V=-=v+ O x R 

dt • 

X y Z 

o 
COS <Pe 
sin <Pe 

O x R = O 0.cos</Je 0.sin</Je =xH(zcos</Je-ysin</Je)+ynxsin</Je - znxcos</Je, 
X y Z 

Para la aceleración 
dV dt = a+ 20 X V+ 0 X (0 X R ) 

42 

(2.72) 

(2 .73) 



tenemos 

a= Úx + vy + wz (2.74) 

f2 X V= xn (w COS(/Jc - V Sin ifJc) + yDusin ifJc - zDUCOS(/Jc (2.75) 

f2 X (n X R ) = -n2xx + n 2 sin ifJc [( z + R e) cos ifJc - y sin ifJc] y - n 2 cos ifJc [(z + Re) cos ifJc - y sin ifJc] z. 

El potencial gravitacional está dado por 

donde 

lo que da 

""' ~i 8 "' R~ 8R~i R~ [ ~ ~ ( )~] g= v--vg= x 8xi--vg=-gR8xix =-gR2 xx+yy+ z+Re z . (2.76) 

c) Finalmente las ecuaciones escalares de momentum son 

du ,..., ( (jJ . ) ,..., 2 1 8p R~ -+2lGWCOS -vsmA. -lGX=---- g- x dt e 'l'C p ax . R 

ddv + 2DusinifJc + D2 sinifJc [(z + Re)cosifJc -ysinifJc] = -~ ~P - gR~y 
t puy R 

~ 2 1~ ~ dt - 2nucosifJc - n cosifJc [(z + R e) cosifJc - ysin(/Jc] = -p 8z - gR (z +Re). 

2.2. Modelo elipsoidal terrestre 

Los datos de elevación del terreno están definidos con respecto a un elipsoide como superficie de referencia 
[38]. Consideremos, por ejemplo, el elipsoide de referencia WGS84 (abreviatura de "World Geodetic System 
1984") con semiejes 

a= 6378,137km b = 6356, 753km 

,donde consideramos que el radio ecuatorial del WGS84 coincide con el de la esfera Sa. Aunque la diferencia 
relativa entre a y b es muy pequeña, 

la diferencia absoluta 

a-b =3 x 10-3, 
a 

a - b = 21,396 km 

tiene el espesor promedio de la tropósfera. 

Algunos autores como Belinskii [43] ó Holton [44] han señalado que la aceleración centrípeta se puede 
incluir en la definición de un modelo elipsoidal terrestre para que tal superficie coincida con una superficie 
de presión constante, sin dar detalles del cálculo correcto del modelo elipsoidal y su potencial gravitacional. 
Después de una discusión sobre el asunto Belinskii y Holton usan las ecuaciones de conservación en coorde­
nadas esféricas, que omiten los términos con n 2

, sin estimar su región de validez y como si fueran si fueran 
adecuadas a escala planetaria. 

La verdadera superficie terrestre, conocida como geoide, se define a partir de una superficie de referencia, 
la cual a su vez se define a partir de la fuerza que actúa sobre un objeto localizado sobre dicha superficie de 
referencia. De acuerdo con la 2a. ley de Newton la aceleración de una partícula con respecto al sistema de 
referencia primario Y 1 , Y 2 , Y 3 fijo a la tierra es, 

1 
a= -F - 2n x v + g-Dx(n x R ) 

m 
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donde F es la resultante de la fuerzas distintas a la aceleración gravitacional g, las fuerzas inerciales de 
Coriolis y centrípeta. La aceleración g está dada por, 

donde V es el potencial gravitacional, 

g = 'vGV 

V(R) = { dM(R') 
JE 1/R-R'II 

y I: es la región ocupada por el modelo matemático terrestre. La aceleración centrípeta puede escribirse como 
el gradiente de una función, 

en esta forma podemos reescribir, 
g - O x(O x R) = 'v W 

donde definimos el potencial gravitatorio 

En la definición formal del modelo matemático terrestre se considera que el eje Z del sistema fijo a la Tierra 
coincide con el eje de rotación terrestre [44], [38]: 

Definición. El modelo matemático terrestre o superficie de referencia es un elipsoide E con las propiedades 
siguientes: (i) cuya velocidad angular coincide con la de la tierra O = DZ, (ii) su ecuación cartesiana tiene 
la forma 

x2 y2 z2 
-2 + 2 + -b2 = l , a e 

(iii) contiene una masa M que genera un potencial gravitatorio W, y (iv) los parámetros a, b, e son tales que 
la función potencial W es constante en E. 

Nota. Durante el siglo XIX se comenzaron a proponer modelos elipsoidales de la tierra y a la fecha hay 
numerosos elipsoides de referencia E definidos para aproximar la verdadera superficie terrestre (geoide) en 
alguna región de interés. Sin embargo, los satélites artificiales han proporcionado datos suficientes para 
definir un modelo elipsoidal global con parámetros a, b, GM y D más precisos. Por ejemplo, los parámetros 
del WGS84 (abreviatura de "World Geodetic System 1984"), 

a= 6378137 m 

y los del Geodetic Reference System 80 (GRS80), 

a= 6378137 m 

b = 6356752,31424 m, 

b = 6356752,31414 m, 

son los mismos para cualquier aplicación en modelación atmosférica [38]. Por tal razón, al hablar de el elipsoide 
de referencia E nos referiremos al mejor elipsoide definido con la información disponible en el momento de 
leer este reporte. 

De acuerdo con el desarrollo multipolar 

00 

!IR - R'r 1 = r- 1 (1 + (2 
- 2(x)- 112 = r- 1 ¿ Pn(x)C, 

donde Pn son los polinomios de Legendre y 

r' 
(= -

r 
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el potencial V tiene la forma 

con la cual se obtiene el comportamiento asintótico 

lím rV(R) = M. (2.77) 
r-+oo 

Además, V es una función armónica en la región exterior al elipsoide E, es decir, satisface la ec. de Laplace 

para (X, Y, Z) fuera de[. (2.78) 

Podemos resumir la definición del elipsoide de referencia E como la superficie (i) en la cual W es una constante 
[Wle 

para (X, Y, Z) en E, (2 .79) 

(ii) V satisface (2.77) y (2.78). Existe una expresión de V que satisface estas condiciones para un conjunto 
dado de parámetros { a, b, e, n, M} en términos de integrales elípticas. Por otro lado, la información del campo 
gravitacional terrestre sugiere que el geoide puede aproximarse por un elipsoide de revolución E con a = c. 

En lo que resta del trabajo consideramos, por simplicidad, que la Tierra es una esfera aunque la mayor 
parte del planteamiento es válido para un modelo elipsoidal. 

2.3. Ecuaciones de momentum aproximadas y su región de validez 

La literatura estándar de meteorología de mesoescala [1-7] considera un modelo esférico terrestre y el 
principal sistema coordenado es el sistema xyz de la figura (2.5). En este sistema coordenado las ecuaciones 
de momentum son 

dui 1 8p 2 _ 3 i k i 
-d = ---

8 
• - ga r (x + ói3a) - 2Eijknju +F. 

t p x' 

Sin embargo, la literatura [1-16] usa la aproximación 

g = -gx.3 

las ecuaciones de momentum resultantes son 

du . 18p 
dt + 2n ( w cos efJc - v sm efJc) = - p 8x 

dv . 18p - + 2nusmefJc = ---
dt p8y 

dw l 8p 
- - 2nucos,¡, = --- - g. 
dt 'l'c p 8z · 

(2.80) 

(2.81) 

Sea V(L) = 2L x 2L donde define una región rectangular de el plano tangente x 1x2 con centro en el 
origen xi = O y lx1 1, lx2 I ~ L. Esta sección toma como referencia [18] donde la región de validez de las 
ecuaciones (2.80) y (2.81) son estimadas. Una primera aproximación tiene por magnitud los términos de 
(2.81). La Tabla I muestra la magnitud del término u1-de la ecuación (2.80) como reporta Atkinson [5] donde 
la última columna se le agrega el término ga2r-3x 1 omitida en (2.80),para un flujo con escala horizontal L 
(km). Observemos que el término ga2 r - 3 x 1 es de orden de magnitud mayor que el término u 1 de la ecuación 
(2.80) para L = 102 , 103 km. Para flujos con L = 10 km la magnitud de ga2r - 3x 1 es igual al término 
de la ecuación de coriolis 104 más grande que los términos disipativos. Estos resultados sugieren que las 
componentes horizontales de g no pueden ser omitidas en (2.81) para la región V(L) de 200x200 km2 y 
está considerada para regiones V(L) entre V(L) lOxlO y 200x200 km2 . 
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Figura 2.8: Sistema curvilíneo s1 s2 s3 . 

TABLA l. Las magnitudes están en ms- 2 en términos u 1-para las ecuaciones de flujo horizontales con 
escala L (m), U= 10 ms-1, H =104 m, J = 2n sin</>, </> = 45°, g = 10 ms- 2 [5], y x1 = L/2, x2 = x3 = O, 

r = J(x 1 )
2 + a 2 , a= 6378 km. 

du _ _lj!r +fv -fw + a K au + a K au _ ga""
3
x' 

dt - e_ X p zp 8x1° HaxT r 

L U' l),.p JU [HU KU KU 
T pL L w v 

106 10-4 10-3 10-3 10-5 10-6 10-10 10º 
105 10-3 10-2 10-3 10-4 10-6 10-s 10-1 
104 10-2 10- 1 10-3 10-3 10-6 10-6 10-2 

2.4. Ecuaciones en coordenadas curvilíneas ortogonales i definidas 
en el sistema Y1 Y 2Y 3 

Consideremos que las coordenadas yi dependen de otras coordenadas s 1 s2 s3 

donde no aparece explícitamente el tiempo t (ver Fig. 2.8) de manera que 

R = R (s, t) = y i (s) Yi (t). 

La base covariante Ti se define por 

y los factores métricos hi por 

Consideremos que el sistema curvilíneo si es ortogonal, esto es, los vectores unitarios 

forman una base ortonormal, 

~ T; 
S i = - (sin sumar en i) 

hi 

s; · sí = ó;J-

(2.82) 

(2.83) 

(2.84) 

(2.85) 

Además supondremos que el orden de s 1 , s2 , s3 es tal que los vectores si obedecen la regla de la mano derecha, 

(2.86) 

de manera que la bases; es una rotación rígida de Y 1 , Y 2 , Y 3 . Esto implica que existe una matriz de rotación 
IR tal que 

(2.87) 
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satisface det (IR) = 1 y 
m,m,T -- Il o' mi m, ó 
11'1.ll'I. 11'1.ijll'l.kj = i k (2.88) 

de donde se obtiene 
(2.89) 

La relación 

(2.90) 

nos da 

(sin suinar en i) . (2 .91) 

Comparando con (2.90) obtenemos las componentes de IR: 

(sin sumar en i). (2 .92) 

La matriz Jacobiana .ll de la transformación es 

(2.93) 

(2.94) 

Ahora consideremos la transformación de operaciones vectoriales para obtener las ecuaciones de movimien­
to en las coordenadas i . 

a) Para la transformación de las componentes de un vector consideremos 

(2.95) 

Sustituyendo la ecuación (2.92) en la ecuación (2.95)obtenemos 

(2.96) 

y, usando las ecuaciones (2.91) y (2.87), 
(2 .97) 

En particular, para el vector de posición 

tenemos 

Para el producto vectorial 
a x b=c 

consideremos 
1~ 

c = c s1 , 

entonces 

multiplicando por sk • y usando (2.89) se obtiene 

k i . 
e = l:ij k a ó1 (2.98) 
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lo que significa que podemos usar la fórmula del determinante para calcular 

s1 s2 s3 
ax b = a1 a2 a3 

b1 b2 b3 

b) Para obtener la expresión de la velocidad 

dR 
V=-=v+OxR 

dt 

en el sistema sí comenzamos por la transformación de la velocidad v relativa a la Tierra: 

donde aparece la definición (2.87), por tanto 

.j 
V= Tj S . 

Sustituyendo la ecuación (2.93) en la ecuación (2.100) obtenemos 

. . j 
con v1 = hjs (sin sumar en j) 

siendo vi las componentes físicas de v en la base Sj y 

. j 
. J V ( • ' ) s = h- sm sumar en J 

J 

son las velocidades generalizadas. Para el término O x R usamos la ecuación (2.102) 

S¡ S2 S3 

n1 n2 n3 
[R]! [R]~ [R]~ 

donde las componentes ni están dadas por [ecs. (2.99), (2.48)] 

c) Para la aceleración tenemos 

dV 
A= dt =a+ 20 x v + O x (O x R). 

(2.99) 

(2.100) 

(2.101) 

(2.102) 

(2.103) 

(i) Para transformar la aceleracion relativa a la Tierra a= vi (Y) Yj [2.56] usamos la relación (2.100) entre 

componentes físicas de ven la bases Yj y si dadas por las ecuaciones [(2.50), y (2.104)], 

Derivando 
. j . i . . 
v (Y)= IRij v (s) + IRij v' (s) 

y usando (2.92) se obtiene 
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donde identificamos a las componentes físicas 

de a en la base sk, expresión que tiene la forma matricial 

. T 
(ii) El cálculo de la matriz antisimétrica IRIR se hace con la regla de la cadena 

d .n 81R 
dt!R(s) = 8 osn 

donde ;;n se expresa en términos de las componentes físicas de v , en esta forma 

. T vn 81RT 
IRIR = - IR-

hn osn 

donde sólo hay que calcular explícitamente las matrices antisimétricas 

(iii) El término n x v se calcula en la forma usual 

s1 s2 s3 
f2 X V = f2is; X VjSj = S1¡ S12 H3 

vi v2 v3 

mientras que n x (n x R ) puede calcularse en forma análoga o usando el potencial <I>c. 

d) Para transformar el operador 'v introducimos la base contravariante 

. ~ . osi 
r¡' = 'vs; = y J 8Yí. 

El par de bases Tk, r¡i es recíproco, es decir, satisface 

1/i · Tk = óÍ · 

En efecto, tenernos 
. ~ . oi ~ 8Y1 . oi 8Y1 osi . 

r¡' · Tk = Y J 8Yí · Yi Bsk = óf 8Yí 8sk = 8sk = 6"' · 

Usando la reciprocidad es fácil obtener las relaciones 

i 1 ~ ( ) r¡ = -s; sin sumar en i 
h; 

si= hir¡i = h;'vsi (sin sumar en i). 

Así, la transformación de 'v es inmediata 

~ · 8 ~ . osi 8 
'v = y J 8Yí = y J 8Yí 8si 

donde aparece la definición (2.107), por lo tanto 

. a 
'v = r¡'~ 

vs' 
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(2.105) 

(2.106) 

(2.107) 

(2.108) 

(2.109) 

(2 .110) 
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y usando (2.110) obtenemos 
. 1 8 

V = s' -h ~ . 
i us' 

e) Para la transformación del operador "v· usamos la identidad 

- 1 - -S · = - f · ·k S · X Sk 
i 2 1J J ' 

la cual es fácil de demostrar, junto con 

"v· fb="vf·b+f"v · b 

V• ( ry1 x ryk) = "v • (V s1 x "v sk) = O 

la última identidad se obtiene de V· (ax b) = b • [V x a] - a • [V x b] y V x V f = O. Si tenemos 

entonces 

Por lo tanto 

(2.112) 

(2.113) 

(2.114) 

(2.115) 

(2.116) 

La expresión anterior toma una forma compacta si usamos las componentes b; de b an la base Ti conocidas 
componentes contravariantes, 

De acuerdo con 
b = bi si = b; Ti = b; hisi 

la relación entre co~ponentes físicas bi y contravariantes b; es 

bi = hi b; 

. bi 
b~ = hi. 

Usando (2.118) en (2.116) se obtiene 

1 [ 8 1 8 2 8 3] 1 8 i 
V · b = hi h

2
h

3 
osl h1 h2h3b.,., + 082 h1 h2h3b.,., + os3 h1 h2h3b.,., = J osi J b.,., . 

(2.117) 

(2.118) 

(2.119) 

(2.120) 

Comparando (2.103) con (2.120) concluimos que las velocidades generalizadas ;/ son las componentes con­
tmvariantes de v, lo cual conduce a 

1 8 .j 

V . v = J 8si J s . (2.121) 

f) Para el operador f¡ sólo usamos la regla de la cadena 

(2.122) 
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Usando (2.103), (2.104) y (2.116) obtenemos 

.j 8 vi 8 . 1 8 
S -=-- =V1 --. =V·"íl 

8si hi 8si hi 8s1 

con lo cual se obtiene 

:t = ( :t) s + ~: o~i = ( :t t + v . V 

g) Para la transformación de V x tenemos 

y 

entonces 

~ 8 1 ~ [ 8 J 1 8b
1 

] 
V X f b = y m Emnl ayn f b = y m Emnl ayn b + f ayn = V f X b + f V X b , 

V X bisi = V X ( bi hi V si ) 

= (Vbihi) x Vsi + bihi V x Vsi 
'--v---' 

o 

Reordenando términos e introduciendo el factor ~ obtenemos 

Usando (2.113), (2.110, 2.124) la última expresión toma la forma 

h) Para la ecuación de continuidgd, 
dp 
dt + p"íl. V= o, 

(2.123) 

(2.124) 

(2.125) 

usamos (2.120) y (2.121) ó (2.122). Con tales expresiones obtenemos la forma flujo de la ecuación de con­
tinuidad, 

(!ns + V · pv = O. 

Para la ecuación de momentum , 

1 
a+2n x v+n x (n x R) = --Vp+g+f, 

p 
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Figura 2.9: Coordenadas esféricas >.</Jr. 

tenemos a= aisi con ai dada por las ecuaciones (2.108) y (2.109), la aceleración de Coriolis está dada por 
(2.102), 

y la aceleración centrípeta n x (O x R) se puede calcular como la de Coriolis o usando 

n X (O X R ) = -'v<I>c 

con <I>c dada por la ecuación(2.58). Para 'vp y g tenemos 

Veamos un par de ejemplos de las expresiones obtenidas en está sección. 

2.4.1. Ecuaciones en coordenadas esféricas >., <P, r 

En el sistema de referencia primario Y1 Y2Y3 definimos las coordenadas esféricas >., </J, r como se aprecia 
en la Fig. 2.9. Las ecuaciones de transformación son 

Y 1 = r cos </> cos ).. 

y el vector de posición es 

Con la notación siguiente 
Sl =).. 

la base covariante Ti (2.87) está dada por 

donde 
h;.. = reos</> 

Y2 = rcos<f>sin).. 

De la ecuación(2.126) obtenemos la base ortonormal si, 
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Y3 = rsin</>, (2. 126) 

(2.127) 

s
3 = r 



Y' n 

Figura 2.10: Descomposición den . 

a saber , 

donde 

R(A,O) - ( 

o)- R(A,O) o: ) 
-sin>. 

- sin<f>cos>. 
cos </> cos >-

COSA 
- sin </>sin>. 
cos </>sin>-

con lo cual el vector de posición (2.128) toma la forma 

R=rr. 

Para la velocidad tenemos 

donde la velocidad relativa a la Tierra 

tiene componentes físicas 

Vs = </> h</> = </> r 

y las componentes contravariantes están dadas por 

>-=~ 
reos</> 

Para la ecuación de continuidad 

tenemos [ecs. (2.126), (2 .127)] 

dp 
-+p'v·v=0 
dt 

r = Ws. 

Ws = r 

d O · O · O · O O Us O Vs O O 
dt = at + </> a>- + </> 8</> + r ar = at + r cos </> {)). + -:;: 8</> + Ws ar 

y de la ecuación [2.120], obtenemos, 

( 

A A ~) 1 ( {) {) {) 2 ) 
'v·v='v · Us A+Vs </>+Ws r = r 2 COS</> {)).rus+ O</>rCOS</>Vs+ {)rr COS</>Ws . 

De acuerdo con la figura 2.10 la velocidad angular terrestre es 

n = n (icos</> + rsin</>) . 
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(2.128) 

(2.129) 

(2 .130) 

(2.131) 

(2.132) 

(2 .133) 

(2 .134) 

(2.135) 

(2 .136) 



Para la aceleración relativa a la Tierra 
(2.137) 

usando (2.107) - (2.109). Calculando 

o 
u tan</> 

r 

se obtiene 

o Us tan</> 

U 8 tan</> 
r 

o (2.138) 

V 

r 

o en forma escalar 

. tan</> U 8 Ws a.,_= U 8 -U8Vs-- + --
r r 

• 2 tan</> U 8 W 8 
ª<1> = V 8 +u5 -- + --

r r 
(2.139) 

u2 +v2 
ar =Ws- ---

r 

Para la aceleración de Coriolis tenemos 

0 X V= f2 (Jcos(/> + rsin(/>) X ( u 8 ). + VsJ + War) = H (-V8 Sin(/>+ W8 COS(/>)). + f2usin</>J- f2us COS(/> r 

(2.140) 
El potencial <Pe asociado a la aceleración centrípeta nx (O x R) se obtiene sustituyento (2.130) en (2.59), 

Usando (2.116) 
A 1 a A1 a ~ª 

"v=>.---+</>--+r-
rcos</> a>. r 8(/> ar 

obtenemos 

Finalmente, para la ecuación de momentum (2.36) , usamos lo anterior y 

Esto nos da las ecuaciones escalares de momentum 

du U 8 V 8 U 8 W 8 • 1 1 8p 1 8<P9 - - --tan(/>+ -- - 2f2v8 sm(/>+2f2w8 COS(/> = ----- + ----
dt r r r cos </> p 8>. r cos </> 8>. 

dv8 2 tan</> V8 W 8 • 2 . l l 8p 18<1>9 - + u -- + -- + 2Hu8 sm </> + n r s cos </> sm </> = - - - - + - --
dt s r r r p 8</> r 8</> 

dw8 u; + v; 2 2 1 8p 
- - ~-.C.. - 2nus cos </> - n r cos </> = - - -
dt r p 8r 
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(2.141) 

(2.142) 

(2.143) 

(2.144) 

(2.145) 



Caso particular: Tierra esférica. En este caso tenemos 

R2 
<I>g(R) = g-c, . r 

y las ecuaciones escalares de momentum son 

dus u,v, u,ws . l 1 8p l 8<1> 9 - - --tanef>+ -- -2nv.smef>+2nw.cosef> = ----- + ----· 
dt r r r cos cp p 8).. r cos cp 8).. 

dv8 2 tan ef> V 8 W 8 • 2 . 1 1 8p 
- + u -- + -- + 2nu. sm cp + n r cos cp sm </> = - - - -
dt s r r · r p 8cp +o 

dw. u; + v; 2 2 1 8p 
--'--~ - 2nu. cos cp - n r cos </> = - - -

p8r dt r 

R2 
-g -f. 

r 

Detalles de cálculos de IR y JR_t. Derivando 

R(>,. ,<f>,r) = r [coscpcosXY1 + coscpsinXY2 + sin<f>Y3 ] 

obtenemos 

8R [ A A ] A A= 
8

).. =rcoscp -sin)..Y1 +cos)..Y2 =h>-.A 

8R [ A A A ] A 1> = 
8

</> = r - sin</> cos).. Y 1 - sin ef> sin ).. Y 2 + cos ef> Y 3 = hq,</> 

8R A A A 

r = 8r = cos </> cos A Y 1 + cos q> sin A Y 2 + sin (p Y 3 = Í' . 

que reescribimos en forma matricial 

0) ( -sin).. 
- sincpcos).. 
cos<f>cos).. 

COSA o 
- sin ef> sin ).. cos cp 
cos cp sin ).. sin </> 

donde identificamos a la matriz IR. Para el cálculo de IRIR.t tenemos 

). U 8 Us 

con = h>-. = reos</> 

donde 

81Rt ( -sin).. COSA 

co~f ) ( 

-COSA sin<f>sin).. -cos<f>sin).. 

IR 8).. = -sin<f>cos).. - sin cpsin).. 
cos cpcos).. cos cpsin).. sm<f> 

( o -sin</> T) sinef> o 
-cos<f> o 

y 

81Rt ( -sin).. COSA ,~. )( ~ IR-= -sin<f>cos).. - sin </>sin).. 
8cp cos<f>cos).. cos<f>sin).. sin cp O 

En esta forma llegamos a 

-.>. sin cp 
o 

-1> 
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-sin).. 
o 

cos cpcos).. 
-cos<f>sin).. 

-sin </> 

- sin ef> cos).. cos 1> cos).. 
o o 

-s;nfcos>.) o - sin cpsin).. 
COSA 

-u8 tan ef> 
o 

-v. 

(2.146) 

(2.147) 

) 

o n o 
-1 
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Figura 2.11: Coordenadas curvilíneas esféricas Xs, Ys, Zs-

2.4.2. Ecuaciones en coordenadas curvilíneas esféricas Xs, Ys, Zs 

Las coordenadas curvilíneas esféricas se definen por 

Xs = acosef¡ (>. - >-e) Z 8 = T - a. (2.148) 

Estas coordenadas constituyen básicamente un reescalamiento de las coordenadas esféricas >.ef¡r y miden el 
desplazamiento de una partícula a partir de un punto de referencia con coordenadas esféricas (>-e, <Pe, r = a) 
como se aprecia en la Fig. 2.11. Despejando obtenemos 

donde 

Xs 
>. = --,1, + acosef¡ (>. - >-e) 

acos..,, 

a = radio de una esfera que aproxime a la Tierra. 

Los vectores base unitarios coinciden con aquellos en coordendas esféricas, 

y los factores métricos correspondientes son 

hx = rcos ef¡ 
acos <Pe 

r 
hy = -. a 

r = Zs + a (2.149) 

(2.150) 

(2.151) 

Para obtener expresiones en el sistema x 8 Ys Zs basta con usar las expresiones en coordenadas esféricas y las 
relaciones 

8 OX5 O 8 -- = acosefie 8 8>. 8>. ax. Xs 
8 8y. 8 8 

--
8</i 8</i 8ys ay. 

(2.152) 

8 OZ8 8 8 
= --

8r 8r OZs OZs 

Por ejemplo, para el gradiente tenemos 

~ 1 8 ~ 1 8 ~ 8 ~ a cos <Pe 8 ~ a 8 ~ 8 
'v=>- rcosef¡ 8>. +<ti ~8</i +r 8r =x. rcosef¡ 8x. +y ~OYs +zs 8zs (2.153) 

De acuerdo con (2.127) y (2.149) el vector de posición es 

R= (zs +a)r, (2.154) 

y las identidades (2.153) implica que las componentes físicas de la velocidad relativa a la Tierra 

(2.155) 
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coinciden con aquellas en coordenadas esféricas 

Las relaciones entre velocidades generalizadas son 

Ys = a <P = 

Zs = r = 

acos <Pe 
u. 

r cos <P 
a 
- Vs 
r 

En la ecuación de continuidad 

tenemos 

dp 
- + p'v · V =0 
dt 

d 8 . 8 . 8 . 8 8 a cos <Pe 8 a 8 8 
dt 

= J::it + Xs ~ + Ys ~ + Zs - = - + U5 - + - V5 - + Ws ~ 
u UXs VYs OZs ot r cos <P OXs r ay. UZs 

y para 'v · v sustituimos r = z8 + a en lo siguiente 

1 [ 8 8 82 ] 'v · v = 2 <P acos<Pe~ru5 + a~rcos<j)v8 + ~r cos<jJ Ws 
r COS uX8 uy5 uZ8 

acos<Pe OU8 a 8 (v8 cos<j)v8 ) OW8 2 = ----- +----'----+--+-ws. 
reos</) OXs reos</) ay. OZs r 

(2.156) 

(2.157) 

(2.158) 

Las ecuaciones escalares de momentum se obtienen de (2.147) usando las ecuaciones (2.152), (2.148), (2.158) 
y es tan dadas por, 

dus UsVs ,1-. UsWs 2" . ,1-. 2" ,1-. a cos <Pe 1 op a cos <Pe 8éf>g ----tan'+'+ --- HVsSm'+'+ lGWsCOS'+'=------+-----· 
dt r r reos</) p ax. reos</) OXs 

dv. 2 tan </J VsWs . 2 . a op a Oéf>g 
- + u -- + -- + 2nu.sm<P + n rcos<jJsm<jJ = --- + ---
dt s r r r 8y8 r 8y8 

dws u; +v; 2 2 1 op oéf.>9 ~-~ - 2nu. cos </J - n r cos <jJ = - - - + --
dt r p OZ8 OZs 

Caso particular: Tierra esférica. En este caso tenemos, 

donde r = z8 + a y las ecuaciones escalares de momentum son, 

dus UsVs ,1-. UsWs 2" . ,1-. 2" ,1-. acos</Jel op ----tan'+'+--- HVsSm'+'+ HWsCOS'+'=---- --
dt r r reos</) pox8 

dv. 2 tan </J VsWs . 2 . a op 
-d + u. -- + -- + 2nu. sm <P + n r cos <P sm <P = - - ~ 

t r r r uys 

dws u; + v; 2 2 1 op R~ 
- - --- - 2nu. cos </J - n r cos </J = - - - - g - . 
dt r p OZ8 • r 2 
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2.5. Coordenadas de proyección XpYpZp 

La hipótesis primaria de la literatura que usa proyecciones es que la Tierra se puede modelar como 
una esfera [4,7,22,23]. Las proyecciones generan coordenadas curvilíneas ortogonales XpYpZp que llamaremos 
coordenadas de proyección. La proyección de una coordenada (>,, e/>, r = a) sobre la que un modelo esférico 
terrestre es un par de coordenadas Xp, Yp dado por 

(2.162) 

Suponemos que el centro (>.e, c/>c, r = a) de la región de interés V se sobre el origen del sistema XpYp, 

Si las coordenadas de un punto son coordenadas esféricas (>.,e/>, r), sus coordenadas de proyección son la tríada 
(xp, Yp, zp) definidas por (2.162) y 

Zp = r - a. (2.163) 

Dado que la proyección conforme es utilizada en meteorología, Xp, Yp, Zp define un sistema curvlíneo ortogonal. 

a) Para obtener las ecuaciones en coordenadas Xp, Yp, zp es natural usar las expresiones en coordenadas 
esféricas s 1 = >., s2 = e/>, s3 = r. Comencemos por obtener la relación entre vectores base. La relación entre 
yJ y si es 

(2.164) 

donde IR está dada, para simplificar las expresiones usaremos la notación x~ = Xp, x~ = Yp, xi = zp. La 
ortogonalidad de las coordenadas x~ son ortogonales a los vectores unitarios donde 

Los vectores contravariantes en coordendadas esféricas están dados por, 

. . §Í 
rfs='íJsl=­

hsj 

Usando estas identidades y la regla de la cadena tenemos 

por tanto, 

de donde obtenemos los factores métricos, 

En el caso que nos interesa tenemos 8x~/ 8s3 = 5i3 por lo tanto 

hpi = [ ¿ (f !:~) 2

]-

112 

(i = 1,2), 
j=l,2 SJ 
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hp3 = 1 , (2.167) 



con lo cual la relación entre vectores base es 

donde 

(2.168) 

Suponiendo que la matriz T = {Tij } define la rotación de § 1 y §2 , entonces x~ x x~ = x~, det(T) = l. La 
normalización y ortogonalidad xt y §J dan 

de donde obtenemos Tu = T22 = T1 , T12 = -T22 = T2 y por tanto 1I' tiene la forma 

b) Sustituyendo xt = Tij§J en 

obtenemos la relación entre componentes 
b~ = Tij~· 

En particular para la velocidad relativa a la Tierra 

tenemos 

Otra expresión de ut es 

(2.169) 

(2.170) 

(2.171) 

(2.172) 

la cual se obtiene calculando fi Yk(xt) con la regla de la cadena, sustituyendo en v = ykyk y usando las 
ecuaciones (2.165) y (2.166). Las componentes físicas de la aceleración en coordenadas esféricas son 

con 

Si at son las components de a en la base xt, entonces 

a~ = Tij a{ = Tij ( u~ + IR,jkRtkU~) 

y sustituyendo ut = T mju;' obtenemos 

donde usamos TijTmj = Óim y Qim como los elementos de la matriz 

e) Para comparar con la expresiones reportadas en la literatura usaremos la notacion siguiente: 

u8 = u;, V8 = u;, W 8 = u; 
>- = §J , J = §2, f = g3 

- -1 
Xp = Xp , 

- -2 Yp = xp , - -3 
Zp = XP 

hx = hp1, hy = hp2• 
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el) Comenzemos con las componentes de la velocidad. Tenemos 

Ü ) ( U

8 

) ( U

8 

) ( T1 ~ :: equivalente a :: = ~2 

de donde se obtiene 

Us = UpTi - VpT2 V8 = UpT2 + VpTi 

c2) Para el cálculo de 1l"irt usamos Ti'I'i + T2T2 = ft r~;r; = ft½ = O y la definición 

entonces 

. t 
c3) Para el cálculo de '['JRJR 1rt usaremos 

( 

o . t 
IRIR = a 

-{3 

-a {3 ) o 'Y 
-"( o 

con a = Us tan</> {3 = U8 'Y = V8 

r r r 

con el propósito de simplificar la notación. Entonces 

( T, T2 nup -a p) ( aT, -aT1 W, +1T, ) ( T, -T2 
1I'IR!Rt1I't = -¡2 Ti o 'Y Tt = aT1 aT2 -{3T\+ 'YT1 ~ T1 

o -"( o -{3 - "( o 

( a(r/+rJ) 
-a (T¡ +Ti) f3T1 + 'YT2 ) ( o -a ~ 

) o -f3T2 + 'YTi a o ~ 
r 

-f3Ti - 'YT2 f3T2 - 'YTi o -~ -~ o r r 

donde simpificamos usando las relaciones (2.175) y 

T 2 y,2 {3T "' UsTi + VsT2 Up {3"' T _ -U8 T2 + V8 T1 _ Vp 
1 + 2 = 1, i +'YJ.2 = ---- = - , - J. 2 +'Y 1 - ----- - - · 

r r r r 

c4) Finalmente, 

c5) Con lo anterior las componentes de la aceleración a~ son 

c6) Para la aceleración de Coriolis tenemos 20 = 2n ( cos cpJ + sin </>f) = eJ+ Ji:, donde definimos 

e= 2D.cos(/J, f = 2Hsin</> 
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y usando 

se obtiene 

por lo tanto, 

xp Yp 
2n X V = eT2 eT¡ 

zp 
J = Xp (ewpT1 - vp) + Yp (Jup - ewT2) + Zp (evpT2 - eupTi) . 

c7) Usando (2.167) y la regla de la cadena el gradiente de presión toma la forma 

c8) Sustituyendo en la ecuación de momentum para un modelo esférico a+ ¼ Vp - g = -20 x v con fd = O 
y reordenando términos se obtiene 

d ( Up ) 1 ( - V +-dt P p 
Wp 

Usando la aproximación ; ~ 1 llegamos a 

En forma escalar tenemos 

donde 
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( a + ~ + J) Vp - UprWp 

- (a+~+ j) Up - Vp;:'p 

u~+v; 
r 

(2.176) 



2.6. Ecuaciones de Bernoulli en un sistema fijo a la Tierra 

En esta sección obtendremos ecuaciones de Bemoulli para flujos ideales considerados en la seccion 1.5 
pero ahora en el sistema fijo a la Tierra x 1x 2 x 3 descrito en la seccion 2.3. La idea principal para obtener tales 
ecuaciones es escribir los términos de la ecuación de momentum para un flujo ideal 

1 
a+ 2n x v + n x (n x R) = --'ílp + g. 

p 

como el gradiente de funciones escalares. En términos de los potenciales <I>c y <I>9 asociados a la aceleración 
centrípeta y la aceleración gravitacional tenemos 

n x (n X R ) - g = -'íl<I>c - 'íl<I>g = -'íl<I> 

donde <I> = <I>9 + <I>c. La aceleración relativa a la Tierra a puede reescribirse como sigue 

donde 'V= x.1 »º ., usando (1.72) y si en lugar de V ponemos la velocidad relativa a la Tierra v, con la cual 
uxJ 

la aceleración relativa toma la forma 

fJvi v2 
a = x · - + 'V- - v x ('V x v) 

' 8t 2 

Finalmente, para los flujos discutidos en la sección 1.5 existe una función escalar Q tal que p- 1 'ílp = 'VQ. 
De acuerdo con lo anterior la ecuación de movimento puede escribirse como sigue 

(2.177) 

donde Q = h para flujo adiabático y Q = P para un flujo barotrópico. 

En un sistema de referencia inercial la hipótesis de flujo potencial simplifica los cálculos para obtener una 
ecuación de Bernoulli , pero esto no es necesariamento cierto cuando consideramos la velocida relativa a la 
Tierra. La velocidad V relativa a un sistema inercial es 

donde v es la velocidad en en sistema x 1x 2 x 3 y R es el vector de posición de la partícula en el sistema 
inercial. El primer resultado relacionado con la rotación terrestre está dado por la siguiente proposición: 

Proposición 2.1. El término n x R no puede representarse como el gradiente de un campo escalar. 

Para probar esta afirmación basta con considerar n x R en el sistema inercial. En dicho sistema tenemos 
n=nz 

n x R = n z x ( xx + YY + zz) = n ( -Yx + XY) . 
Supongamos que existe un potencial <I>n que satisface la relación n x R = 'V c/Jn la cual equivale al par de 
ecuaciones 

8<I>n = -n Y ax ' 
8c/Jn = r. X 
8Y H . 

Integrando la primera ecuación obtenemos c/Jn = -nY X + J (Y) y derivando esto último 

8<I>n _ -nx df (Y) 
8Y - + dY 
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se llega a una contradicción con la segunda expresión en (2.179), a saber, 

df (Y) = S1X. 
dY 

Corolario 2.2 . Los campos V y v no pueden ser simultáneamente potenciales. 

En efecto si tenemos V= 'v<I>v, v = 'v<I>,,, entonces V - v = v1 (<I>v - <I>,,) = n x R lo que contradice la 
proposición anterior. Por lo anterior, al referirnos al campo de velocidad v como potencial, 

significa que V no lo es. Esto nos conduce a replantear algunos conceptos. Si xi son las coordenadas in­
stantáneas (o eulerianas) de una partícula en el sistema x1x2x3 , las coordenadas 

i _ i I x0 = x to 

en un instante t0 son las correspondientes coordenadas lagrangianas. Si conocemos las componentes vi = xi 
de la velocidad v = vixi en su forma euleriana vi(t, xi), podemos recuperar la forma en la que las coordenadas 
xi dependen de t y xh resolviendo el sistema de ecuaciones 

dxi . . 
- = v'(t x') 
dt ' 

con i = 1, 2, 3 

sujeto a la condicion inicial 
i I i X to= Xo-

Si el tiempo aparece explícitamente en vi(t, xi), entonces, en general, partículas que pasen por un mismo punto 
xh en instantes diferentes, tendrán trayectorias diferentes, mientras que en el caso autónomo o estacionario 
vi = vi(xi), las trayectorias coincidirán. Para integrar la ecuación (2.179) y obtener formulaciones de las 
ecuaciones de Bernoulli con respecto a la Tierra, conviene redefinir el concepto de flujo estacionario. Dado 
que estamos interesados en la descripción respecto a la Tierra diremos que un flujo es estacionario si las 
propiedades medidas en un punto arbitrario pero fijo respecto a la Tierra, no cambian con el tiempo. Por 
ejemplo, si el campo v es estacionario, la forma euleriana de sus componentes vi no depende explícitamente 
del tiempo, 

de manera que 
d i d i i 2 3 dxí ovi i 
dt V = dt V ( X ' X ' X ) = dt /Jxí = V . v1 V . 

Denotemos con FL(t, xh) y F(t, xi) a las formas lagrangiana y euleriana, respectivamente, de una propiedad 
lF de una partícula. Derivando la identidad 

obtenemos 
d 8F 
-FL = - + v · v1 F . 
dt 8t 

(2.180) 

Si suponemos que: (i) el flujo es estacionario y (ii) el valor de lF dentro de cada partícula de fluido no cambia 
con el tiempo, entonces 

.!!:._p = 8F =O 
dt L 8t 

con lo cual (2.180) se reduce a 
v • v1 F(r) = O para cada r . (2.181) 

Recíprocamente (Proposición 2.3) : Si un flujo es estacionario y la ecuación ( 2.181) se cumple, entonces la 
propiedad lF no cambia en el interior de cada partícula conforme ésta se mueve o, equivalentemente, lF tiene 
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un valor constante sobre la trayectoria de cada partícula. Esto último equivale a decir que si r 1 y r 2 son 
puntos arbitrarios en la trayectoria de una partícula, entonces tiene lugar la ecuación de Bernoulli 

Ejemplo 2.1. Si tenemos un flujo ideal (no necesariamente estacionario), adiabático (ó barotrópico) y 
potencial v = 'v<I>v, entonces \7 x v = O y 

con lo cual la ecuación (2.181) toma la forma 

\7 [ O<I>v + Q + V
2 

- <]?] = 2v X f! . 
8t 2 

(2. 182) 

Multiplicando por v· se obtiene 

[
8<I>v v

2 
] 

V · \7 - + Q + - - <]? = Ü. 
8t 2 

(2. 183) 

Dado que el flujo puede ser no estacionario la función siguiente 

puede depender explícitamente de t, 
E=E(t, r ). 

En este último caso tenemos 
dE 8E 
dt = 8t + V . \7 E 

donde (2. 183) equivale a v · \7 E= O, por lo tanto 

dE 8E 
dt 8t 

de donde no podemos inferir que el valor de E es constante sobre la trayectoria de una partícula. Esto parece 
contradecir las ecuaciones de 13ernoulli obtenidas en un sistema de referencia inercial , pero la contradicción 
sólo es aparente ya que si v es potencial el campo V = v + n x R no lo es por lo que no podemos obtener una 
ecuacion de 13ernoulli. Si en adición a las hipótesis iniciales suponemos que el flujo es estacionario, entonces 
la función 

v2 (r) 
E(r ) = Q(r) +-

2
- -<I>(r) (2.184) 

es una constante de movimiento para cada partícula, es decir, es constante sobre la trayectoria de cada 
partícula (proposición 3), 

(2.185) 

El ejemplo anterior muestra que la hipótesis de flujo potencial no permite integrar la ecuación (2.182) por 
la presencia del término no inercial n x v . Dicho término se anula multiplicando por v · , pero tal operación 
también anula al término v x (\7 x v) sin necesidad de suponer que el flujo es potencial, lo que nos lleva a 
reformular el ejemplo anterior como sigue. 

Ejemplo 2.2 Consideremos un flujo ideal , estacionario y adiabático donde v puede no ser potencial. En este 
caso se reduce a 

Multiplicando por v· , 

\7 [h + v; - <I>] = v x [20 + \7 x v] . 

v • \7 [h+ v22 -<I>] =Ü 
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se concluye que la función siguiente es constante sobre la trayectoria de cada partícula 

v2 
E(r) = h + 2 - <I> . 

En otras palabras, E(R) tiene un valor constante a lo largo de la trayectoria de cada partícula, aunque se 
valor puede cambiar de una partícula a otra, con lo cual obtenemos la ecuación de Bernoulli 

[h + v2 - <I> ] = [h + v2 - <I> ] 
2 9 2 9 

Ro R 
(2.186) 

donde Ro y R son los vectores de posición de un partícula en instantes arbitrarios t0 y t, respectivamente. 

Ejemplo 2.3 . Para un flujo de gas ideal, estacionario y barotropico tenemos 

[ 
• v2 ] 

"í7 p [p] + 2 - <l> = V X [20 + "íl X v]. 

Multiplicando por v· se concluye que la función 

v2 
E(r) = P[p] + 2 - <I> . 

donde es constante sobre la trayectoria de cada partícula. En otras palabras, se cumple la ecuación de 
Bernoulli 

[ p [p] + v; - <I>] Ro = [p [p] + v22 - <I>] R (2.187) 

donde Ro y R son los vectores de posición de un partícula en instantes arbitrarios to y t, respectivamente. 

Consideremos el último ejemplo para resolver los problemas siguientes: 
a) Cálculo de la constante de integración para cada partícula. Si conocemos los valores de la presión p (ro) y 
el campo de velocidad v2 (r0 ) en un punto r0 , entonces 

E (ro) = P [p (ro)] 
v2 (ro) Jp(ro) ds 

+ -- - <I> (ro) = - + Cp 
2 p(s) 

En esta forma la ecuación de I3ernoulli E (r) = E (ro) queda como sigue 

v
2 

(ro) ""' ( ) +----""'ro 
2 

J

p(ro) ds v2 (r) ¡p(ro) ds v2 (r0 ) 

p(s) + Cp + - 2- - 4>9 (r) = p(s) + Cp + - 2- - 4> 9 (ro) 

La constante C p se cancela dando 

J

p(ro) ds v2 (r) ¡p(ro) ds v2 (ro) 
- + -- - <I> (r) = - + -- - <I> (ro) 
p( s) 2 9 p( s) 2 9 

por lo que podemos considerar Cp = O, y la ecuación de Bernoulli toma la forma 

v2 (r) 
P [p (r)] + -- - 4> 9 (r) = E (ro). 2 . 

b) Cálculo de la presión en un punto arbitrario r . Si p- 1 denota la función inversa de P [p], el valor de la 
presión en un punto r es 

P ( r) = p - l [ E (ro) - v
2?) -<I> ( r)] . 

c) La ecuación implícita de la isobara sobre la cual la presión tiene un valor p. es simplemente 
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d) Cálculo de la isobara que pasa por un punto dador. = (x., z.). Para este propósito calculamos primero el 

valor p.= p (r.) usando 
v2 

( r.) 
P[p.] + -

2
- - <I>(r.) = E(r0 ) . 

Sir= (x, z) es un punto sobre la isobara con presión p., satisface la ecuación 

p [p.]+ v2 ?) -<I> (r) = p [p.]+ v2 ;r.) - <I> (r.) 

que se reduce a 

v2?) - <I> ( r) = v2 ;r •) - <I> ( r •) . (2.188) 

Nota 2.8.1. La ecuación de Ilernoulli para un flujo estacionario de gas ideal y barotrópico [47] demuestra 
que el solo campo de velocidad permite calcular las variables termodinamicas del sistema. En efecto, una vez 
calculado el campo de presion, la relacion p = p(p) permite calcular la densidad, y con la ecuación de estado 
obtenemos la temperatura. Esto enfatiza el bien conocido hecho en hidrodinámica que el campo de velocidad 
v es una de las variables fundamentales. El problema es, entonces, el cálculo de v. En esta sección no hemos 
considerado la ecuación de continuidad 

8p ot +V· pv = O. 

Si el flujo es estacionario se reduce a V· pv = O y si las variaciones de la densidad son pequeñas con respecto 
a un valor de referencia p0 (r), podemos considerar la ecuación 

V· Pov = O (2.189) 

que debe resolverse con la condición de frontera 

v-n=O (2.190) 

sobre las fronteras sólidas, donde n es un vector normal a dichas fronteras. 

2.7. Modelo MM5 vers1on 2 

Las versiónes 2 y 3 de el modelo MM5 [26, 27] Tienen la misma elección de tres mapeos de proyección 
para definir el dominio del modelo. La documentación de dominio del programa [28] describe en detalle el 
uso de los mapeos de proyección para definir la topografía. El modelo calcula la información de aporte en 
coordenadas de proyección XpYp y Zp y es reemplazada por la coordenada que sigue el terreno 

Po(zp) - Ptop 
cr = -'--'--'----'-

p• (xp, Yp) 
(2.191) 

donde Ptop es una constante, p* = Ps(xp, Yp) - Ptop, Ps es la presión sobre la topografía, y p0 (zp) es la presión 
de una atmósfera de referencia de estado la cual obedece la ecuación hidrostática dp0 /dzp = -gp0 (zp), y 
la ecuación de estado Po = RToPo con To = T00 + A log(p0 /p00 ). De estas ecuaciones, la expresión de Zp en 
términos de cr usando la regla de la cadena uno obtiene las relaciones 

(a~J Zp = (a~J ª cr op• 8 
(2.192) ----

p• 8xp 8cr 

(a!J Zp = (a!J ª cr op• 8 
----

p• 8yp 8cr 

8 Po9 8 ---
OZp p• 8cr 
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la cual es usada para llegar correctamente a las ecuaciones de momentum en coordenadas xpypa ,pero al 
simplificar la notación usamos el lado izquierdo de (2.192) . 
Las ecuaciones de momentum reportadas en la documentación de MM5 version 2 [26] son 

dup 1 op ( fJm) upwp -+--= v J+u - - ew ---+Du 
dt p fJxp P P fJy P a 

dvp + ~ f)p = -u (¡+u fJm) _ VpWp + D v 
dt p fJyP P P fJy a 

dwp 1 f)p u; + v; 
-d +--;:¡--+g=eup+~-~+Dw 

t p UZp a 

con 
d a a a a 
-d = ~ + Up ~ + Vp-;:¡-- + Wp-;:¡--

t ut UXp uyp UZp 

(2 .193) 

(2.194) 

(2 .195) 

donde el gradiente de presión está escrito en términos de (2 .192) XpYpZp en lugar de eso usamos el lado 
izquierdo de (2.192). En la siguiente sección mostramos que las ecuaciones correctas (2.176) pueden ser 
reescritas con m = 1/hx = 1/hy y r - 1u 8 tan</>+ ( = upfJm/fJyp - vpfJm/fJxp. Así, una comparación con las 
ecuaciones correctas (2.176) mostramos que: (i) las ecuaciones (2.193)-(2.195) omiten m en el gradiente de 
presión horizontal y el término de advección d/dt , (ii) en la ecuación (2.193) el término -vpfJm/fJxp esta 
ausente y ewp es remplazado por ewpT1 , (iii) en la ecuación (2.194) los términos -vpom/ oxp y ewpT2 están 
ausentes, (iv) en la ecuación (2.195) el término -evpT2 está ausente y eup es remplazado por eupT1 . 

Para obtener información adicional acerca de la formulación teórica de MM5 versión 2, las ecuaciones 
de la referencia [25] citado en la documentación de MM5 version 2, fue considerada. En la referencia de 
la aproximación hidrostática es aplicada a la ecuación de momentum vertical y a la coordenada vertical a 
(2.191). Las ecuaciones de momentum son 

f)p*u = _ fJp*uu _ fJp*i:ru _ aRdTp* op* _ p* 84> + fp*(v _ v ) 
fJt ax ax p ax 0X g 

(2.196) 

+ p*(Fu + Du +Pu+ Cu) 

op*v op*uv op* i:rv • • 
~ = --!:!- - --!:! - fp (u - u 9 ) + P (Fv + D v + Pv + Cv) 

ut ux uX · 

con Au = p*(Fu + Du +Pu+ Cu), Av = p*(Fv + D v + Pv + Cv), donde F , D , P , C, R son respectiva­
mente la difusión horizontal de remolino de orden cuatro, la convergencia vertical de flujo de remolino, el 
término de transporte del cúmulo, y la radiación de calentamiento. De las ecuaciones (2.196) llegamos a las 
siguientes conclusiones: (i) La ausencia de los factores hi = lloR/fJx~II deja entrever ah y por consiguiente 
las coordenadas horizontales son las coordenadas cartesianas xy de un plano tangente a la esfera S0 • Así, 
las componentes horizontales de g son necesarias para el modelo sobre un dominio más grande de lO0 x 100 
km2 . Sin embargo, (ii) las componentes horizontales de g o de sus aproximaciones lineales están ausentes en 
(2.196) y por consiguiente la aproximación g ~ -gk es usada, aunque las ecuaciones. (2.196) fueron usadas 
en [25] al simular convección sobre una región con 600 km en un lado. 

2.8. Modelo MM5 version 3 

Las ecuaciones de momentum del modelo! MM5 versión 3 [27] son 

dup m op ( fJm fJm) upwp - + - - = V J + u - - v - - ew cos Q - -- + Du 
dt p OXp p p oyp p OXp p a 

dvp m op ( fJm fJm) . VpWp - + - - = -u J + u - - v - + ew sm n - -- + D v 
dt p Oyp p p oyp p OXp p a 

(2 .197) 

d lo ~+~ 
d
wp +-!:lp +g=e(upcosn-vpsinn)+ P P +Dw, 
t pu~ a 
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con 
d 8 8 8 8 
-d = -8 + mup-8 + mvp-8 + Wp-8z t t Xp Yp p 

donde m es el factor is the map-scale factor, e = 2n cos </>, f = 2n sin</>, </> es la latitud, a = >. - >-e, >. es 
la longitud y >-e es la longitud central. Estas ecuaciones son similares a las correctas (2.176) pero estas son 
algunas diferencias. 
El servicio meteorológico Mexicano usa el modelo el modelo MM5 versión 3 [29, 30] para llevar a cabo el 
análisis operacional en un dominio V ~3330x3330 km2 definido por las proyecciones de Lambert [29]. La 
proyección es [28], 

Xp = Rs(</>) sin(ka) Yp = -R8 (</>) cos(ka) (2.198) 

con R.(</>) = (am cos </>)/k , m = [tan B / tan B 1t cos <l>i/ cos </>, B = 2- 1 (90° - </>), B1 = 2- 1 (90º - </>i) y 

k = log [cos <l>i/ cos </>2] . 
log [tan (rr/4 - </> 1 /2) / tan (rr/4 - </>2/2)] 

En este caso las ecuaciones de transformación (2.167) hx = hy = r / am, T1 = cos ka, T2 
~ = -ku8 /r cos </>. Usando algunas manipulaciones algebraicas y r ~ a tenemos 

y las ecuaciones correctas (2.176) son 

dup m 8p ( 8m 8m) upwp -+-- =v f+u - -v - -ew coska- --dt p 8x P P 8y P 8x P a p p p 

dvp m 8p ( 8m 8m) . VpWp -+-- =-u f+u - -v - -ew smka- --
dt p 8yp P P 8yp P 8xp P a 

d 1 8 u2 + v2 

d
wp + -

8 
P + g = e ( up cos ka + vp sin ka) + P P , 

t p Zp a 

-sin ka, 

(2.199) 

(2.200) 

donde la aproximación r ~aes usada. Según (2.197) con D,, = Dv = Dw = O, son las ecuaciones de modelo 
MM5 

dup m 8pp ( 8m 8m) upwp - +-- =v f +u - -v - -ew cosa- --
dt pp 8xp P P 8y P 8x P a 

dvp m 8pp ( 8m 8m) . VpWp - + - - = -u f + u - - v - + ew sm a - --
dt Pp 8yp P P 8y P 8x P a 

dw l 8p u 2 + v2 

d 
P + - -

8 
P + g = e ( up cosa - Vp sin a) + P P . 

t ppzp a 
(2.201) 

Podemos ver las siguientes diferencias: (i) Las ecuaciones MM5 (2.201) toman cosa y - sin a en lugar de los 
coeficientes correctos cos ka y sin ka, respectivamente. El factor k aparece en T1 y T2 por medio de la matri:,,; 
Jacobiana 8x~/8s1 en las ecuaciones de proyección (2.198), Considerando las ecuaciones de MM5 omite los 
factores. Para obtener una idea de la magnitud de k tenemos k = 0,34 para </> 1 = 15°, </>2 = 25° y k = 3,4 para 
</> 1 = 35º, </>2 = 55º. (ii) Aunque los términos ewp cosa y ewp sin a son pequeños, el error de estas ecuaciones 
se incrementa cuando se resuelven numéricamente (2.201) . (iii) Los términos incorrectos eup cosa, -evp sin a 
son pequeños con respecto a g pero su magnitud es igual o mayor que dwp/ dt. Por ejemplo, para sistemas 
sinópticos a escalas grande dwp/dt ~ 10-7 ms- 2, eupcosa ~ 10-3 ms- 2 para 11>1::; 30° y fvpsina ~ 10- 3 

ms-2 para 11>1 2 45° [37, tabla 2.2]. Esto invalida el uso de la ecuación wp- calculando los movimientos 
verticales que son importantes para el pronóstico de lluvia. 
La proyección de Mercator usada por MM5 es [28] 

Yp = aln [(l + sin</>)/ cos</>]. 
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En este caso las ecuaciones (2.167) se transforman hx = hy = r/am con m = 1/ cos<p, T1 = 1, T2 =€=O y 
usando r ~ a. La ecuación (2.23) conserva su validez y por consiguiente lo correcto son las ecuaciones (2.176) 
que toman la forma 

dup m opp ( 8m 8m) UpWp 
dt + Pp OXp = Vp J + Up8y - Vp 8x - ewp - -r-

dvp + m opp = -u (¡+u 8m -v 8m) _ 0 _ VpWp 
dt Pp oyp P P oy P ox r 

dwp l opp u~ + v~ --+-- +g=eup+---. 
dt Pp 8zp r 

Según (2.197) las ecuaciones de MM5 version 3 son 

- + - - = v f + u - - v - - ew cosa - --dup m opp ( 8m 8m) UpWp 
dt Pp OXp P P oy P ox P a 

-+-- =-u f+u - -v - +ew sma- --dvp m opp ( 8m 8m) . VpWp 
dt Pp 8yp P P oy P 8x P a 

d l 8 u 2 + v2 

d
wp + - !:lPp + g = e ( up cosa - Vp sin a) + P P • 
t ~u~ a 

(2.203) 

(2.204) 

Hay las siguientes diferencias: (i) Las ecuaciones (2.204) tienen los coeficientes cosa y sina en lugar de 
los correctos 1 y O, respectivamente. Tenemos T2 = € = O de la matriz Jacobiana 8x~/8si de (2.202) es 
diagonal. (ii) Como arriba, los términos incorrectos en las ecuaciones de momentum horizontales (-ewp cosa 
y +ewp sin a) son pequeños pero ellos aumentan errores numéricos. (iii) Los términos incorrectos eup cosa y 
-evp sin a en la ecuación de momentum vertical invalida el uso de esos para calular wp (y predecir la lluvia) 
si al menos un término es mayor que dwp/dt como vimos arriba [37]. 
La documentación de MM5 versión 3 [27] pp.8-5 comenta que las ecuaciones (2.197) incluye términos (eup y 
evp) representando los componentes usualmente descuidados de la fuerza Coriolis, arriba se mostró que cada 
término son incorrectos en coordenadas de proyección . 
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Capítulo 3 

Simplificación de las 
meteorológicas 

• ecuaciones 

El objetivo del presente capítulo es simplificar las ecuaciones de movimiento para flujos atmosféricos, 
por simplicidad consideramos un modelo esférico terrestre con radio a como se ilustra en la fig 2.1. En la 
sección 3.1 usamos la ecuación de momentum para demostrar que cada variable termodinámica tiene la 
descomposición 

'lp = ¿ 'lp(k) µk 

k=O 

donde Zs es la componente vertical con respecto a un modelo esférico terrestre. Soluciones analíticas de la 
ecuación de continuidad V· V= O [46] son usadas en la sección 3.2 para mostrar que el término 'l/;(0l(zs, t) 
pueden ser estimado mediante un promedio espacial, la idea de la sección 3.2 para probar la existencia del 
desarrollo anterior se tornó de [47]. En la sección 3.3 se retorna parte de la sección 3.2 ahora en presencia 
de una topografia bidmensional. En la sección 3.4 calculamos los estados de referencia hidrostáticos para 
flujos adiabático, isotérmico o isocórico. En la sección 3.5 se simplifica la ecuación de momentum vertical 
para llegar a la ecuación_ hidostática y a la ecuación de continuidad profunda. Finalmente en la sección 3.6 
hacemos una breve deducción a la ecuación de continuidad profunda. 

3.1. Ex istencia de un estado de referencia atmosférico 

Sean >., <P, r coordenadas geográficas definidas con respecto al sistema cartesiano fijo a la Tierra XY Z y 
su origen está en el centro de la tierra donde 

X= rcos<jJcos>. Y= rcos<jJsin>. Z = rsin</J. 

En téminos de las coordenadas curvilíneas 

Xs = (>. - Ae)a COS </J Ys = (<P - <Pe)a Zs = r - a. 

las ecuaciones de momentum son (despreciando los términos de fricción) 

donde 

dus U 5 V 5 A. U 8 Ws 
2

,--, . A. 
2

,--, A. a COS <Pe 1 8p8 - - --tan.,,+ -- - HVsSITl,.¡, + HWsCOS,.¡, = ------
dt r r reos<µ Ps 8x8 

dv8 u; V 8 W 8 2 a 1 8p8 
-d + - tan <P + -- + 2nu. sin <P + n r cos <P sin <P = - - - -

8 t r r r Ps Ys 
dws u; + v; 2 2 1 8p8 a2 

- - --- - 2Dus cos<P- n reos <P = --- - g-
dt r Ps 8zs r 2 

d 8 a cos <Pe 8 a 8 8 - = - + U 8 --- + V8 -- + W 8 -. 
dt 8t r cos <P 8x8 r 8ys 8zs 

71 

(3.1) 



La forma para probar la descomposición (3.1) consiste en remplazarlas por ecuaciones diferenciales ordinarias 
asociadas a las curvas de presión constante llamadas (isobaras). Introduciendo las coordenadas quasi-polares 
( s , 0 s definidas por 

Xs = (s cos0s Ys = (s sine •. 

Donde las isobaras son definidas por la intersección de la superficie 0 s = 0~ ( = cte.) y las superficies de presión 
constante 

Ps(Xs, Ys, Zs, t) = p~ = cte., 

tiene una parametrización 

Xs =~8 COS0s Ys =(ssin0s Zs =f((s,0s,t), 

donde 0s y t son parámetros constantes, y obviamente satisfacen 

Ps(Xs =~s COS0s, Ys =~s sin0s,Zs = f,((s,0s,t), t) =p~ 

Derivando con respecto a ( s tenemos 

df B BxsPs . B 8ysPs - = -cos 8 -- -sm 3 --

d(s BzsPs BzsPs 
(3.2) 

donde los cocientes 8
8x., p .• y gu•P• se obtenienen de las ecuaciones de momentum (3.1). La Ec. (3.2) define una 

;uPs :t A P A 

ODE para f si el campo de velocidad y las fuerzas de fricción son conocidas. La solución de esta ecuación 
con la condición de frontera 

Í s = Zo Y (s = Ü 

es la isobaras que pasa a través del punto (xs = Ys = O, z, = z80 ). La ecuación (3.2) es notable por que no 
tiene a la densidad p. 

Comenzamos por introducir los valores característicos 

y para el tiempo consideramos 

Lx = Ly = L 
H 

U=V 
w 

para 
para 
para 
para 

L 
to= U 

Sea Pr y Tr los valores característicos de la presión y la temperatura de la superficie terrestre, los valores 
característicos de la densidad Pr son obtenidos atraves de la ecuación de estado, Pr = RTrPr· Es conocido 
que los valores característicos para sistemas sinópticos son [37] 

L = 103 km H = 10 km, U0 = 10 ms- 1 

Wo = 10-2 ms- 1, E:= 10-2 T/ = 10-3, 

ó=l0-1, µ=10-5. 

Esto da lugar a los parámetros adimensionales 

y las variables adimensionales 

H w 
E:=-

L 
T/ = -u 

- J. 
Í s = H 

- Ys 
Ys = L 

- U s 
Us =-

Uo 

- (s 
(. = L 
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- Zs 
Zs = H 

- Vs v. = -
Uo 

gL 

- t 
t=-

Uo 



con las cuales la ecuaciones de momentum (3.1) toman la forma adimensionalizada 

donde 

düs ,Üs'Üs A.. J: Ü8 W8 2fl.L ( _ A.. _ . A..) Pr/Pr COS</>c 1 ap 
-- -u--tan'l'+ur¡--+-- r¡w cos'l'-v sm'I' =-------
dt 'F 'F Ua s s ug cos</> 'Fpoxs 

dvs ,ü;tan</> , 'ÜsWs 2fl.L_ . A.. fl. 2aL_ A... A.. Pr/Pr 1 ap 
--=-+u~-- + ur¡-- + --u sm'I' + --rcos'l'sm'I' = -----
dt r r Ua s ug ug 'F p oys 

dws ü; + v; 2fl.L _ n2aL _ 2 gH --2 Prl Pr 1 op 
ETJ-- - 6€;--- - --EU cos</>- --Ercos <I> + -r = -----

dt r Ua s ug ug ug p ozs 

d O Ü8 COS </>e O 'Üs O T/ _ O 
--=- = --=-+---- +-- +-w - . 
dt ot f cos</> ax f oy E 8

/)z 

(3.3) 

Introduzcamos la notación siguiente para el lado izquierdo de las ecuaciones horizontales de momentum 

düs Ü8 'Ü8 Ü8 W8 2fl.L ( _ _ . ) 
Px = dt - 6---:¡- tan</>+ 6r¡----:¡:- + Ua x r¡w8 cos </> - Vs sm </> 

dvs ü; v8 w8 2fl.L fl. 2 aL . 
Py = -d- + 6--=- tan</>+ 6r¡-_- + rrüs sin</>+ ~f cos </> sm </> 

t r r va va 

Para el lado izquierdo de la ecuación de momentum vertical tenemos, 

dw ü 2 + v2 2fl.L - fl. 2aL - 2 gH - -2 - E 
ETJ-d- -6E _ -rrEUCOSq>-~ETCOS </>+ rr2 r =(l+µpz) -f-2 

t r va va va µ, 

donde definimo 

P = r¡-- - 6--- - --u cosA..- --reos A.. r ( 
dws ü; + v; 2nL _ n2aL _ 2 ) _22 

z d t r Uo s 'I' ug 'I' 

Entonces las ecuaciones de momentum (3.3) toman la forma 

Pr/ Pr cos </>e l op 
p --------

X - ug cos 1> r P ax 
Pr/Pr 1 op 

Py = - ug 'F p oy 

( ) 
E 2 Pr/Pr 1 Op-1 + µ-pz - 'F-µ - ug ~oz 

de la cual obtenemos los cocientes 

cos</>c 1 ap 1 ap 
cos</> 'Fax = !!:_ ;p2 Px 

ap E 1 + µpz 
f ay µ, -2 Py 
_ov_p_ = € r _l _+_µ_p_z 

az az 
y la ecucación de isobaras (3.2) queda como sigue 

df s µ, [ 0 cos </> . 0 ] r3 

-=-- = -- cos -- Px + sm Py 
df:,

8 
E COS </>e 1 + µpz 

El parámetro relevante para estimar el orden de magnitud del lado derecho es 

y si usamos los valores característicos anteriores 

µ, 
µ=­

E 

- u? 102 - 2 -2 
µ = !!:. = _a = m s = 10-3 

E gH 10 m- 1s- 2 x 104 m - 2 

µ,=µE = 10-5 

'F ~ 1 
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obtenemos 
dfs [ cos</> 0 ] -=- = - µ cos 0 --,1,.- Px + sin Py 
d1:. s COS'f'c 1 + µ€ Pz 

(3.8) 

De acuedo con lo anterior, la ecuación (3.5) tiene la forma 

dondeµ= 10-3 es un parámetro pequeño y F ~ 102 lo que justifica la aplicación del siguiente resultado. 

Teorema l. Sea X= (x 1 , x2 , •.. , x,./ un vector columna con n componentes que dependen de un parámetro 
f Si F (X,~,µ) es analítica en x 1 , x2 , ... , Xn, µ, y continua en~, entonces el sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias 

dX 
d[=F(X,~,µ) 

sujetas a la condición X(~ =O,µ) = O, tiene una única solución de la forma 

00 

x = L x(k) (0 µk. 

k=O 

donde X(k ) (Ó es una función vectorial de(. 

En nuestro caso el lado derecho de (3.8) es una función analítica deµ en una vecindad deµ= O y podemos 
suponer que F (~s, fs, l, 0s, µ) es analítica en fs y continua en t. Entonces el teorema anterior afirma que 
existe una solución de la forma 

00 

- _ """' (k) (- - - ) k Ís-L.J {s,Ís,t,0sµ. 
k=O 

Es fácil de ver que los coeficientes J;k) satisfacen las condiciones de frontera 

-(O} -
f = zo, para k 2'. O 

Reemplazando la serie (3.9) en (3.8) obtenemos la solución a orden cero. 

(3.9) 

Esto siginifica que a orden cero la isobara que pasa a través de (xs = Ys = O, Zs = z 50 ) depende únicamente 
de Zs y, en consecuencia, el campo de presión tiene la forma 

00 

p (r, t) = p(o) (z_., t) + ¿P(k) (r, t) µk (3.10) 
k=O 

Este resultado riguroso es sobresaliente ya que es independiente de la distribución de temperatura T (r, t) 
y densidad p (r, t) . 

Para la temperatura y la densidad proponemos los desarrollos 

00 

p = LP(k)µk. 

k=O 

Sustituyendo los desarrollos (3.10) y (3.11) en la ecuación de estado 

p ( r, T) = RT ( r, T) p ( r, T) 
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obtenemos, 

donde usamos 

Por lo tanto, 
k 

p(k) = R L T(m) p(k-m) para k ~ O 
m=O 

a orden cero tenemos 
p(o) (z., t) = RT(O) (r, t) p(o) (r, t) 

de donde es natural que el lado derecho es sólo función de Zs y t,es decir 

De acuerdo con lo anterior: Cada variable termodinámica admite un desarrollo en potencias del parámetro µ 
con la forma 

00 

1/J (r, t) = 1/J(O) (zs, t) + ¿ 1/J(k) (r, t) µk . (3.12) 
k=l 

Los términos de orden cero p(O) (zs, t), p(O) (zs, t) y T(O ) (zs, t) satisfacen la ecuación de estado 

y definen lo que en lo que podemos llamar estado termodinámico atmosférico de referencia o, simple­
mente, estado de referencia atmosférico. 

Para simplificar la notación podemos expresar cada desarrollo (3.12) como sigue 

00 

1/J(O) (zs, t) = 1/Jo (zs, t) ¿1/J(k) (r, t) µk = 1/J1 (r, t) 
k;?:l 

con lo cual tenemos 

Para p, p y T tenemos 

1/J (r, t) = 1/Jo (zs, t) + 1/J1 (r, t). 

p (r, t) = Po (zs, t) + P1 (r, t) =Po+ P1 

p (r, t) = Po (zs, t) + P1 (r, t) =Po+ P1 

T (r, t) = To (zs, t) + T1 (r, t) =To+ T1 . 

(3.13) 

El resultado primario que hemos demostrado es la existencia del desarrollo (3.9) para la presión y.hemos 
supuesto que existen desarrollos similares (3.10) para p y T. Hay casos de interés donde los desarrollos (3.10) 
son obvios para p y T. En el caso de un flujo barotrópico la densidad está determinada únicamente por la 
presión p = p (p)y si suponemos que esta función es analítica entonces es inmediato que la densidad p tiene el 
desarrollo (3.13) y usando la ecuación de estado se concluye que la temperatura admite el desarrollo (3.13). 
Como casos particulares tenemos: 

l. Atmósfera isotérmica. En este caso es obvio la validez _del desarrollo para p ya que, de acuerdo con la 
ecuación de estado, p es una función lineal de la presión y por tanto 

p (r, t) p(O) (zs, t) ~ p(k) (r, t) k 
p = RT = RT + L.,, RT µ . 

k=O 

(3.14) 
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2. Atmósfera isoentrópica. De acuerdo con las fórmulas de Poisson 

R 

T= To (:O )Cp 
es obvio que p y T tiene desarrollos en µ ya que son funciones analíticas de la presión p (r , t). 
3. Atmósfera isocórica. Este caso análogo al de la atmósfera isotérmica. 

Nota. Es interesante observar que el uso de la aprox imación hidrostática 

1 op a2 

--- = g- + Az ~ g. 
p OZ8 r 2 

(3.15) 

constituye una perturbación regular de la ecuación de isobaras. En efecto, la ecuación de momentum vertical 
adimensionalizada es 

Pr!Prlap_(l+- )1 __ 2 - - --- - µpz -r ug paz µ 

y al calcular los cocientes (3.4) podemos desarrollar en forma regular el cociente 

1 
--- = (1 + µ€ Pz)- 1 = 1 - µ€ Pz + 0(10-6 ) ~ 1 
1 + w: Pz ~ 

10-3 

lo que equivale exactamente a usar la aproximación hidrostática! 

l op 
-- - ~g 

p OZ8 • 

por lo que tal aproximación no implica una pérdida significativa de información o precisión en el cálculo de 
isobaras y en la definición del estado de referencia atmosférico. 

3.2. Estimación del valor de referencia 'lj;(o)(zs, t ) con un flujo bidi­
mensional. 

En esta sección consideramos el cálculo de 1j;<0l(zs, t) en (3.13) por medio de el promedio espacial 

(3.16) 

para el caso de un flujo bidimensional estacionario en el plano xz. El flujo en cuestión v = ui + wk es una 
solución analítica de la ecuación de continuidad 

V· v(r) = O (3.17) 

con la condición de frontera 

v· n =0 on z=h(x) (3.18) 

donde h(x) es la elevación del terreno en el punto (x,y = 0,z = O). En la Fig. 3.1 se muestra la región y 
algunos puntos donde v es calculado. La elevación del terreno h (x) se define por medio de un spline cúbico 
natural calculando a partir de datos de elevación del terreno obtenidos de la base de datos GTOPO30 [39]. 
El campo v = ui + wk es calculado con el dato u= 10 ms- 1 y w = O en el punto (x = O, z = 10 km), con el 
método de mapeo conforme [47]. 
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Figura 3.1: Topografía y campo de velocidad 

3.2.1. Estimación de p(0)(zs, t) 

Consideremos el cálculo del término p<0l(zs, t) correspondiente a la descomposición de la presión (3.10) 

00 

p(xs, Zs) = p<0\zs) + ¿ p<kl(r) µk , (3.19) 
k=l 

usando el promedio espacial 

(3.20) 

La ecuación de Bernoulli usada para obtener el campo de presión en el punto r = (x, z) es 

p(r) 1 2 - = Co - -v (r) + <I>9 (r) 
Po 2 

donde v2 = u2 + w2
, p0 = 1 kg/m3

, cf>9 (r) = -ga2 /(zs + a) es el potencial gravitacional, a= 6376,98 km es el 
radio de la Tierra y C0 = -62428xl04 m2 /s2 es calculado con p(r) = 324,84 mb, u= 10,0 m2 /s2

, w = 0,13 
m2/s2 (j>9 (r) = -62460xl04 m2 /s2 en (x = O, y= O, z5 = 10 km). El error relativo de p(zs) con respecto al 
valor exacto p(x, z5 ), 

A .( ) ( p(zs) ) u.p Zs = 1 - ( ) X 100 , 
P Xs, Zs 

es una medida adecuada de la exactitud de psi ésta es vista como una aproximación de p(xs, z8 ) y el estado 
de referencia p{O) ( Zs). 

La Tabla I muestra los resultados para la presión. Sorprendentemente, vemos que p(zs) tiene un error 
relativo 16.'fi(zs)I que es menor a 0,1 % para Ls de 50 a 800 km, así que para propósitos prácticos p(zs) es 
casi igual a p(x, z8 ) y, en consecuencia, el campo p(r) tiene la descomposición 

con lbp/p¡ < 10-1 %. En [46] se reportan soluciones analíticas de la ecuación de continuidad profunda 
"v • p0 (r)U(r) = O. El uso del campo U nos da, básicamente, los mismos resultados de la Tabla II. Estos 
resultados justifican la descomposición (3.13) y la estimación de 'lj;(o) (zs, t) por medio de un promedio espacial 
~(z5 ) (3.16) . 
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TABLA I. Valores de p, min{ti.p} y max{ti.p} para la presión (en mb) a z8 = 2, 10 km. 

Ls min{ti.p} max{ti.p} p 
Z 8 = 2 km 

800 km -.1 .1 1106.64 
400 km -.1 .1 1106.60 
100 km -.1 .o 1106.65 
50 km .O .o 1106.67 

Ls min{ti.p} max{ ti.p} p 
z .• = 10 km 

800 km .o .o 324.85 
400 km .O .O 324.85 
100 km .o .o 324.85 
50 km .o .o 324.86 

3.2.2. Región de validez de la descomposición estándar 'l/;(t, r) = 'lf;0(z) + if;(t, r) 

En la literatura estándar de meteorología de mesoescala se simplifican la ecuaciones de movimiento pro­
poniendo la descomposición 

'ljJ(t, r) = 'I/Jo(z) + ifl(t, r) (3.21) 

donde los valores de referencia 'I/Jo(z) son estimados por medio del promedio espacial 

l ¡+L/2 
;/;(z) = L 'ljJ(x, z) dx. 

-L/2 
(3 .22) 

Siendo Z la altura relativa a un plano tangente a un modelo esférico terrestre. El error relativo de ;/;(z) con 
respecto a el valor exacto 'ljJ(x, z), 

ti.;/;(z) = (1 - 'lj;7;~:)) X 100, 

es una medida de la exactitud de;/; si es vista como una aproximación de 'ljJ(x, z) y del estado de referencia. 
La Tabla II reporta los resultados para la presión obtenidos de el mismo flujo de la Tabla I y de la ecuación 
de I3ernoulli. Ahí vemos que el error relativo Jti.jiJ es menor que 5 % para L ::; 100 km. Del uso de soluciones 
analíticas de la ecuación de continuidad profunda V • p0 (r)U(r) = O se obtienen, básicamente, los mismos 
valores de la Tabla I. Si consideramos que el promedio de ji(z) es obtenido de un campo exacto p(x, z) mientras 
que en situaciones reales ji(z) es estimado de datos de una red de monitoreo y, por lo tanto, su presición con 
respecto a los valores verdaderos de ji(z), puede ser pobre por lo que la validez de la descomposición (3.21) 
puede ser significativamente menor que lOOx 100 km2 . 

TABLA 11. Valores de ji, min{ti.jí} y max{ti.ji} para la presion (en mb) a z = 2, 10 km. 

L min{ti.ji} max{ti.ji} ji 
Zs = 2 km 

400 km -20,2 10,4 1002,63 
200 km -4,7 2,4 1080,71 
150 km -2,6 1,3 1092,42 
100 km -1,2 0,5 1100,87 
50 km -0,3 0.2 1105.02 

L min{ti.p} max{6ji} ji 
Zs = 10 km 

400 km -91,5 45,8 222,82 
200 km -17,0 8,5 299,28 
150 km -9,2 4,6 310,44 
100 km -4,0 2,0 318,42 
50 km -1,0 0.5 323.20 
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3.3. Estimación del orden de magnitud del cociente 'ljJ1 (r, t) /'I/Jo (r, t) 

3.3.1. Resultados con el flujo v sobre una topografía bidimensional 

Hemos visto que el promedio espacial 

tiene un error relativo 

l
ópl = lfio(zs)-p(xs,zs)I 
p p (x., , z.) 

acotado por 10-3 para z. = 2 y 10 km y 

18:I :S 10-3 con 50 km :S Ls :S 800 km 

ó 
JópJ :S 10-3p" con 50 km :S L. :S 800 km 

En esta forma podemos proponer la descomposición 

p (r) = Po (zs) + Óp 

donde la corrección óp satisface 

18:I < 10- 3 

ó, equivalentemente, 
P ~ Po , óp ~ 10- 3Po ó óp ~ 10-3p. 

Resumiendo, la presión p (r , t) admite la descomposición 

p = Po (zs , t) + p1 (r, t) 

donde 
p1 :S 10-3po para 102 km :S L., :S 103 km. 

Para p (r, t) y T (r, t) proponemos 

P = Po (zs, t) + p¡ (r , t) 
T = To (zs , t) + T1 (r, t) 

donde p y T y los términos de referencia Po y To satisfacen la ecuación de estado 

Po= RToPo 
p = RTp. 

Sustituyendo las ecuaciones (3.28)-(3 .30) en la ecuación(3.32) y usando la ecuación (3.31) se obtiene 

que se reduce a 
p¡ = R (T1Po + Top1) 

y dividiendo miembro a miembro con (3.32) , 

P1 = n (T1Po + ToP1) _ T1 + P1 
Po n Topo - To Po ' 
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(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 



se llega a 

De acuerdo con relación 

se obtiene 

1 

T1 + P1 1 ~ l0-3 _ 
To Po 

Esta desigualdad sugiere que tiene lugar las relaciones 

I
T 1 < 10-3r, 1 ~ O 

dado que su magnitud es acotada, para una escala horiwntal L 8 en el rango siguiente 

102 km ::; L 8 ::; 103 km . 

(3.33) 

3.4. Estados de referencia hidrostáticos: Isotérmico, adiabático e 
isocórico 

En la literatura estándar y en modelos computacionales se acostumbra estimar el estado de referencia 
atmosférico con los valores de p, p, T correspondientes a una atmósfera hidrostática sobre un modelo esférico 
terrestre, despreciando el efecto de la aceleración centrípeta, lo que equivale a hacer n = O en la ecuación de 
momentum 

1 
a+ 2n x v + n x (O x R) = --v'p + g . 

p 

En una atmósfera barotrópica tenemos 
p = p(p) 

donde podemos calcular la función 

JP ds 
p [p] = p(s) 

en términos de la cual la ecuación de momentum se reduce a 

donde solo aparece el potencial gravitacional de una esfera con radio a 

ª2 
<I>q =g-. r 

GMe 
con g = - 2-. a 

De acuerdo con este resultado las superficies con P = cte. coinciden con las superficies equipotenciales del 
campo de gravedad 

donde agregamos el subídince O para indicar valores de referencia, y la constante de integración C se determina 
con los valores de referencia de la presión y la temperatura en la superficie terrestre p00 = 105 Pa, Too = 
300ºK 

C = P (Poo) - <I>g (zs = O) = P lPoo] - ga = ga ( 1 - ~) 

En esta forma obtenemos, 

P (p) - <I>g (zs) = P (Poo) - <I>g (O) ó P lPo] - P lPoo] = <I>g (zs) - ga = -ga (1 - ~) 
donde 

r = z8 - a. 
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Figura 3.2: Sistema Cartesiano :r:yz asociado a un plano tangente a la esfera terrestre 

Veamos algunos casos particulares. 
(i) En el caso de una atmósfera isotérmica tenemos 

P[po]- P[poo] = RTln- = -ga 1- -Po ( ª) 
Poo r 

donde definimos 

H = RToo 
s-

Poo 
como la altura característica de una atmósfera isotérmica. Con los valores estandar 

J 
R = 2875 kgº K' g = 9,8ms-2 y Too= 300º K 

tenemos 
H8 = 8,78 km. 

por tanto 
a 

Po (zs) = Poo exp [- ;; ( 1 - ~)] = Pooe - Hs 

para valores Zs ;S 20km podemos usar el desarrollo 

a a ( z )-1 z -=--= 1+__! ~1-__! 
r Z 8 + a a a 

con lo cual se obtiene las expresiones razonables 

zs 

Po (zs) = Pooe - Hs 
zs 

Po (zs) = Pooe - Hs -

a 
1-­

r 

(3.34) 

(ii) Consideremos una atmósfera isotérmica pero en un sistema cartesiano asociado a un plano tangente 
a la esfera terrestre, como se aprecia en la figura 3.2, tenemos 

r = ✓ x2 + y2 + (z + a)
2 

sin importar la orientación de los ejes x, y. 
Sea L la cota máxima de !xi y IYI- Podemos estimar una cota de L apartir de la intersección de la esfera 

con radio r = H0 + a y el plano xy: donde H0 es la altura media de la tropósfera 
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Figura 3.3: Intersección de la esfera con radio r = Ho +ay el plano xy 

( X = y = L, Z = Ho ) 

/ 

Figura 3.4: Plano xy de dominio rná.'Cimo [-L, L] x [-L, L] 

En este caso r 2 = (Ho + a)2 = 2L2 + a2 da 

L2 = (Ho + ~)2 - ª2 = Ho (a+ ~o). 

Para H0 ~ 20 km y a ~ 6378 km tenemos 
L = 357,4 km 

valor que define el dominio máximo en el plano xy [-L, L] x [-L, L] cota promedio superior de la tropósfera 
queda arriba de dicho dominio 

Con los valores de L y H0 podemos aproximar r. En términos de las variables adimencionales x = f, 
y = f, z = f tenemos 

donde definimos 

De acuerdo con los ordenes de magnitudes 

L 357,4 2 L2 
3 - = -- = 5 6 * 10- -> - = 3 1 * 10-

a 6378 ' a2 ' 

Ho = ~ = 3 1 * 10-3 _, HJ = 9 6 * 10-6 ~ 10-5 
a ~~ ' ~ , 

82 



podemos usar la aproximación 

con 
_Ha '2 L2 

>-=2z-+~ -
a a2 

con lo cual obtenemos 

a _1 [ .X] .X (2 L
2 

Ha l (e ) 1 + - = 1 - ( 1 + .X) 2 = 1 - 1 - - = - = - - + -z = - - + az . 
r 2 2 2 a2 a a 2 2 

Así llegamos a la atmósfera de referencia isotérmica 

Po (x, y, z) = Poo exp [- H:a ( ~; + az)] 

Po(x,y,z)=pooexp[-H~a (~ +az)] 

válida para lxl, IYI ::; 357.4 km, lzl ::; Ha = 20 km. 

(3.35) 

NOTA: (1) Primero exponer atmósfera de referencia en z 8 • (2) Entonces abordar los aspectos geométricos 
y las aproximaciones para trabajar con las coordenadas x, y, z. (3) Separar las aproximaciones lzs 1 ::; 20 km 

Para una atmósfera adibática tenemos la fórmula de Poisson 

1 

-1 _ -1 ( Po )-7 Po - P.o -
P•D 

(3.36) 

donde p.0 y p.0 son los valores de una partícula durante un proceso adiabático. Podemos visualizar mejor el 
significado de estas constantes si pensamos que la atmósfera completa se somete a un proceso adiabático para 
llevarla de un estado de equilibrio hidrostático a otro, en el cual cada partícula pasa de un estado definido 
por (Po, Po). Entonces resulta claro que p.o, p.o dependen de la posición "inicial" Zso y Po, Po de la posición 
final Zs, es decir, 

Integrando obtenemos 

( ) 

R/c,, 
_ Po _ R/cp 

p [po] - CpT.o - = Cp e Po 
P•O 

donde definimos C = e (zso) = T.oP:oR/cp. Sustituyendo en (3.36) 

P [po (zs)] - P [poo (zs)] = -ga ( 1 - ~) 

y haciendo algunas manipulaciones algebraicas 

se llega a 

[ 
ga ( ª)]cp/R 

Po (zs) = Poo 1 - T ( ) 1 - -
Cp •O Zso r 

(3.37) 

Este resultado nos da la distribución espacial de la presión. Pensando en forma lagrangiana es decir en 
términos de partículas, la ecuación (3 .37) da el valor de la presión de una partícula en z 5 , cuando inicialmente 
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se localiza en Zso con temperatura T.0 . Una aproximación consiste en sustituir T.0 por el valor de referencia 
Too, con lo cual se obtiene 

donde definimos 

y tiene el valor 

H = cpToo 
p-

g 

H 
_ epT00 _ (104JºKkg- 1

) (300°k) 
P -

9 
- g_sms_ 1 = 30.735 km. 

La aproximación T.o (zso) ~ Too equivale a decir que inicialmente la atmósfera es isotérmica. Esto sólo es 
válido en una pequeña capa atmosférica cercana a la superficie probablemente no mayor a 100km por lo que 
el uso (3.37) define un estado de referencia en la tropósfera, es mala aproximación, ó inconsistente. 

Para lzsl :::; 20km tenemos xyz 

Po(zs) =poo [1- ~Je,,/R (3.38) 

y para el sistema cartesiano xyz tenemos 

[ 
1 (e )]e,,/R 

Po (zs) = Poo 1 - aHp 2 - az (3.39) 

Si usamos la fórmula de Poisson (3.37) y (3.38) para obtener la distribución de densidad obtenemos 

( ) 

ev/e,, ( ) ev/ep [ ] ev/ep Po Poo Zs 
Po = P•o - = P•O - 1 - -H 

P•O P•O p 

En la literatura se reporta la expresión 

la cual equivale a usar las aproximaciones p.o ~ Poo, P•O ~ Poo, válidas en una vencidad de la superficie 
terrestre. 

Problema abierto: Para evitar las aproximaciones anteriores que limitan el estado de referencia estandar 
a una capa atmosférica conviene definir y usar las ecuaciones que gobiernan la evolución de dicho estado! 

3.5. Simplificación de la ecuación para w8 

Las ecuación de movimiento vertical para una Tierra esférica es 

dw 

dt 
10-8 

u2 + v2 

r 
10-s 

2nu cos <P 

10-3 

Los valores característicos aceptados para latitudes medias son 

1 8p 

p8zs 
10 

U~ 10 ms- 1 L ~ 106 m 

y la escala de tiempo te se estima a partir de U = L/te, de donde se obtiene 

L 
t ~ -

e U o 1 u 10-5 -1 -=-= s . 
te L 
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entonces 

dw. 
W/tc 10-2 ms- 1 x 10-5 s- 1 10-7 ms-2 = = 

dt u; +v; u2 102 m2s-2 
1,6 x 10-5 ms-2 

r a 6,378 X 106m 
2nu. 2nu = 2 X 7 X 10-5 X lüms-2 1,4 x 10-3 ms-2 

f22r n 2a 49 X 10- 10 s-2 X 6,3 X 106 m 3,1 x 10-2 ms-2 

g = = 10 ms-2 

a) El término dominante en el lado iiquierdo de (3.40) corresponde a la aceleración centrípeta 

f22arcos2 <p ~ 3 X 10- 2 ms-2 . 

b) El término dominante en el lado derecho de (3.40) es 

por que necesariamente debemos tener 

g ~ 10 ms - 2 

-l op ~ 10 ms-2 

p OZ8 

Efectivamente, éste es el caso, si usamos los valores 

obtenemos 

Pr ~ 1kg m-3 

-l op Pr 105 Nm-2 

----~ = 10 ms- 2 

Pr OZs ~ PrH = 104 kg m-3m 

Por lo tanto, la ecuación de momentum se reduce a la bien conocida aproximación hidrostática 

l op a2 

-- =-g­
p OZ8 • r 2 

De acuerdo con (3.28) y (3.29) podemos aproximar p y p por los valores de referencia p0 y p0 , esto es 

l 8po a2 
--=-g­
Po OZ8 r 2 

lo cual es consistente con el hecho de que p0 y Po son funciones de Zs 

Po = Po (zs, t) , Po = Po (z., t) , 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

y el lado derecho de la ecuación(3.42) también lo es. Pero debemos señalar lo siguiente: La ecuación (3.42) 
está en forma Euleriana 

l Opo (zs, t) a2 

Po (zs, t) Bzs = -g (zs + a/ 
(3.44) 

y dado que el lado derecho no depende explícitamente del tiempo t, entonces el lado izquierdo también debe 
serlo, por lo que podemos proponer 

Po = Po (zs), Po = Po (zs). 

Esto reduce la ecuación de continuidad 

a la forma 
"v · Po (zs) v = O 

conocida como ecuación de continuidad profunda. 
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3.6. Ecuación de continidad profunda 'v · p (zs) v (r, t) =Ü 

Para simplificar la ecuación de continuidad profunda tenemos (2.16) 

y dimensionalizamos 

donde definimos 

Entonces 

d 8 
-=-+v •v' 
dt fJt 
., ~ acos<fao 8 ~ a 8 ~ 8 
V = Xs----- + Ys-- + Zs-

r cos <P 8x, r 8y8 fJz5 

v' •v=acos<fao~+-ª-8(vcos</)) + 8w + 2~ 
reos</) 8x8 reos</) 8y5 fJz 5 r 

u = uU v = vU w = wW 
Xs = xL Ys = yL Zs = zH 

r Z8 + a Zs H L 
r = - = -- = 1 + - - - = 1 + z~J 

a a H La 

H 
~= -

L 

w 
r¡ =u. 

"v U0 [~ a cos <Pe au 1 8 (v cos <P) r¡ 8w 2 J w] 
. V = L Xs r cos <P fJx + cos <P [)y + z f)z + r¡ -;¡ 

Para 102 ~ Ls ~ 103 (km), H ~ 10 km , U~ lüms-1 , W ~ 10-2ms- 1 se tiene 

lo que da las cotas 

y 

y'· V= 

10-2 < :J. < 10-1 
-~-

10-2 ~ r¡ó ~ 10-1 

10- 4s-1 < !!_ = 10 ,. < 10-5s- 1 
- L 106 ó 10" -

!!_ ¡~acos<fac8u+_1_~8(vcos<j))+ r¡aw 
L r cos <P fJx cos <P r [)y ~ 8z 

10- 1 :S :S 10-s '-------.-------' -........._.... 
1 10-2:5 :510-1 

por tanto 
10-4 s- 1 ~ v' · v ~10-5 s- 1 . 

(3.45) 

Nótese que 10-5 es el orden de magnitud de la frecuencia de rotación terrestre 
24

~rs ~ 10-5s. De acuerdo 

con IP11 ;S 10-3 Po podemos usar la aproximación p ~ p0 

p"v . v~ Po V . v 

d d 8po • 8po 8po 8po 
dtp ~ dl0 = 8t + Zs 8zs = 8t + Ws 8z, · 

Para estimar el orden de magnitud de :t p0 adimensionalicemos 

t = tct P = PPoo 
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para obtener 

donde 

dp 
dt [ 

1 ap0 W _ap0 ] --- +-w- Poo 
te ot H az 

to = t -+ ~ = t: E [ 10-5s-1' 10-4s-1] 

W 10-2 ms- 1 
= ---- = 10-6S-l 

H 104 m 

1 1 , . opa opa l . . . d d . 1 . b se conc uye que e termmo Ws-;:¡--- es menor a --;:¡-- por o que en prmc1p10 po emos esprec1ar o, sm em argo 
v Z8 vt 

lo retendremos en la ecuación de continuidad para que no pierda su carácter tensorial es decir, para que 
su estructura sea invariante bajo cualquier transformación de coordenadas. Así llegamos a la ecuación de 
continuidad simplificada 

dpo( zs, t) ( )" O 
dt + Po Z8 , t v · v = . (3.46) 

En la sección anterior mostramos que considerar a p0 sólo función de z8 p0 = Po (z8 ) es consistente con la 

. . ' h.d ' . opa O 1 aprox1mac1on 1 rostat1ca en cuyo caso 8t = y por o tanto, 

dpo (zs) = dzs opa (zs) = w opa =V. V Po 
dt dt OZ8 OZ8 

con lo cual (3.46) toma la forma v · V p0 + p0 V · v =0 ó, simplemente, 

V·p(zs) v(r,t)=O (3.47) 

que es la ecuación de continuidad "profunda", la cual es una restricción dinámica que puede usarse para 
generar un campo de velocidad a partir de datos discretos. Sin embargo, consideramos que es pertinente 

. t·fi d d. . 1 1 ' . opa d d . s· 1 . ' d d JUS 1 car con atos a 1ciona es que e termmo 8t pue e espreciarse. 1 usamos a ecuac1on e esta o 

tenemos 
i -RiPo 
otPo - ot To 

donde Po y To pueden medirse por lo que no debe ser dificil estimar ft_p0 con los datos de una estación 
meteorológica. 
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Capítulo 4 

Ecuaciones en coordenadas 
generalizadas independientes del 
tiempo 

En los capítulos 1 y 2 hemos introducido los sistemas cartesianos de coordendas siguientes: el sistema de 
referencia inercial X i y el sistema xi fijo a la Tierra (Fig 2.5). La relación entre los vectores de posición de 
una partícula es 

R=r+Rc (4.1) 

con 
con x~ = cte 

donde indicamos la dependencia explícita de la base Xi (t) con el tiempo. En este capítulo obtendremos la 
forma de las ecuaciones de movimiento de un flujo en un sistema de coordenadas arbitrario y 1y2 y3 definido 
en el sistema cartesiano xi por medio de las ecuaciones de transformación 

(4.2) 

donde no aparece explícitamente el tiempo. La matriz Jacobiana .JI de la transformación (4.2) está dada 
por 

y su determinante 
J = det (.JI) 

es el jacobiano. Si tenemos J f= O en la región de interés la matriz inversa .]J- 1 existe y el teorema de la 
función implícita afirma que las coordenadas yi pueden "despejarse"de (4.2) lo que nos da las ecuaciones de 
la transformación inversa 

yi = yi (x1 ,x2,x3) 

con las cuales obtenemos la siguiente expresión para .JJ- 1 : 

(4.3) 

(4.4) 

Hay dos conjuntos de vectores base { Ti} y { 1/i} asociados al sistema yi. Comenzamos por la base base 
covariante Ti definida por 
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El mismo resultado se obtiene con la expresión 

ó (4.5) 

la cual puede tomarse como la definición de Ti. Si el jacobiano J = det (.lf) no es nulo en un punto (y1 , y2
, y3 ), 

el conjunto { Tj} J=l,2 ,3 es linealmente independiente, lo que justifica el uso de el término "base" al referirnos 
a dicho conjunto. En este caso existen las ecuaciones de la transformación inversa (4.3) que usamos para 
definir la base contravariante r/ 

ó 

Despejando 

ó 

y sustituyendo en (4.5) obtenemos la relación entre las bases Ti y r¡i 

é)xk é)xk é)xk . 

Ti = é)yi Xk = é)yi é)yí r¡1 

donde aparecen los elementos de matriz 
é)xk é)xk 

9ij = é)yi é)yí 

del tensor métrico G = {.9iJ}. En forma matricial tenemos 

(G =t.lf 

y la relación entre bases queda como sigue 

ó 

Se acostumbra usar la notación 
g=det(G) 

para el determinante de G . De acuerdo con identidad g 

transformación (4.2) está dado por 
J = ,/g. 

Sea 

det (.lit .lf) = det (.lf)2 

l 1 = elemento i, j de G -l. 

entonces 

ó 

(4.6) 

(4.7) 

J 2 el jacobiano de la 

(4.8) 

Las bases {ai} y {b1} se llaman bases recíprocas si satisfacen a;• b1 = ó{. Las bases T;Í y r¡1 son 
recíprocas: 

En efecto usando la regla de la cadena tenemos 
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Como veremos en este capítulo la reciprocidad de las bases Tii y rf es la clave para obtener las ecuaciones de 
movimiento en coordenadas arbitrarias yi. La relación xi • xi = ó} que identifica al conjunto {xi} como una 
base ortonormal, implica que la base {xi} es recíproca de sí misma, por lo que podemos usar la notación 
x; =xi. 

4.1. Formas covariante y contravariante de un vector 

La expresión de un vector a en la base Tj 

a = ¿ ai (y) Tj 
j 

recibe el nombre de forma contravariante de a y nos referimos a los coeficientes ai (y) como las compo­
nentes contravariantes de a en el sistema de coordenadas yi. La expresión de a en la base r¡i 

a = L ªi(Y) rf 
j 

se llama forma covariante de a y los coeficientes aj (y) reciben el nombre de componentes covariantes 
de a en el sistema de coordenadas yi. De acuerdo con Jo anterior, las formas covariante y contravariante de 
a en el sistema cartesiano xi están dadas por 

a = ¿ ai(x) x; = L ai(x) xi 
i 

pero dado que la base xi es recíproca de si misma (xi = xi) tenemos 

ai(x) = ai(x) . 

Para obtener la relación entre componentes cartesianas, covariantes y contravariantes de a consideremos 
su expresión en términos de las tres bases 

a= ai (x) xi 

= aj (y) Tj 

= ak (y) T/k 

Igualando estas expresiones obtenemos 

base canónica 

forma contravariante 

forma covariante. 

ai (x) xi= ai (y) Tj 

ai (x) Xi= ak (y) T/k 
. k 

a1 (y) Tj = ak (y) T/ . 

Sustituyendo la ecuación(4.5) en la ecuación(4.9a) 

J. ( ) axi • i ( ) • a y ~Xi = a X Xi 
vy' 

obtenemos la ley de transformación contravariante 

. axi . 
a' (x) = ~ a1 (y). 

vyJ 

( 4.9a) 

(4.9b) 

( 4.9c) 

(4.10) 

En forma análoga, de la ecuación ( 4.6) y la ecuación ( 4.9b) obtenemos la ley de transformación covariante 

( 4.11) 

Usando la ecuación(4.7) y (4.9c) obtenemos la propiedad del tensor métrico .9ik para "bajar" un índice 

ak (y)= ,9kj aj (y). (4.12) 

Multiplicando (4. 12) por G¡/ = yii obtenemos la propiedad del símbolo gik para "subir" un índice 

ai (y)= gikak (y). (4.13) 
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4.2. Forma tensorial de a • b y a x b 

En esta sección apreciaremos las ventajas de la reciprocidad entre las bases Ti y 1/i al obtener formas 
generales y compactas de a • b y a x b . 

a) Comencemos con el producto escalar. Si consideremos a a y b con sus formas covariante y contravariante, 
respectivamente, entonces 

a· b = aiTi · b1rf = ai b1iSj = aibi. 

donde usamos la reciprocidad de las bases Ti y 1/J . Esta expresión es similar a la definición de a • b en 
coordenadas cartesianas a · b = ai (x) bi (x). La expresión 

es independiente de las coordenadas yi por lo que decimos que dicha expresión tiene una forma invariante 
ó tensorial bajo transformaciones de coodenadas. En forma análoga obtenemos las expresiones equivalentes 

y usando las relaciones (4.12) y (4.13) se obtiene 

b) Para obtener la forma tensorial de a x b comencemos con la forma contravariante 

b = bÍTj ' 

entonces 

y multiplicando por Tk · 

Si definimos el símbolo 

podemos escribir 
(a X b) . Tk = €ijk aibÍ. 

El cálculo del lado i:.1quierdo es inmediato si consideramos al vector resultane e = a x b en su forma covariante 

C = C¡ 1)¡ 

ya que e· Tk = c¡ók = Ck , por lo tanto 
Ck = €ijkaib3 

es la forma tensorial de las componentes covariantes de e = a x b . En forma vectorial podemos escribir 

(4.14) 

e) Con la forma covariante 

tenemos 

a x b = aibj 1/i x rf 

(ax b) · 1)k = aibj (1/i x rf) · 1/k. 

Si definimos 
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obtenemos 

y si consideramos a c = a x b en su forma contravariante 

se obtiene 

d) Usando la forma determinante 

es fácil ver que tiene lugar la relación 

ck = fíkaibj 

ax b = fíkaibj Tk . 

éJx¡ 
ay' 
éJx1 
a:¡¡; 
8x 1 

a:¡¡. 

8x2 

é)y• 
8x2 

a:¡¡; 
8x2 

a:¡¡. 

donde éijk es el símbolo de Levi - Civita. En forma análoga tenemos 

( 4.15) 

( 4.16) 

donde aparecen los elementos de .JJ- 1 . Es claro que si ijk es una permutación par (impar) de 123, entonces 
[iík = 1-1 (fiík = -J-1 ) y [iík = O si un índice se repite lo que podemos resumir como sigue 

cÍJk - J-lc- .. 
"' - "'•Jk . ( 4.17) 

Ejemplo 5.1. Si el sistema de cooordenadas yi es curvilíneo ortogonal los vectores h = Tk/hk con hk = llrkll 
forman una base ortonormal (Yk • y1 = Ók¡) y con el orden adecuado de las coordenadas yi podemos suponer 
que tal base obedece la regla de la mano derecha 

Las componentes físicas de a y b son sus componentes en la base yk: 

a= a(i) Yi , b = b(j) Yí 

y es fácil ver que la relación entre componentes covariantes y físicas es 

Sustituyendo estas relaciones junto con Tk = hkYk en la ecuación(4.15) obtenemos, 

donde usamos la relación J = h1 h2 h3 válida sólo para coordenadas curvilíneas ortogonales. 
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4.3. Velocidad, símbolos de Christoffel y aceleración 

a) La relación entre los vectores de posición de una partícula en los sistemas de referencia inercial Xi y fijo 
a la Tierra xi está dada por la ecuación (5 .1 ) donde 

es el vector de posición con en el sistema xi. La relación entre las velocidades relativas a los sistemas Xi y 

es 
( 4.18) 

La forma contravariante de O x R se obtiene con la ecuación (4. 15). Para obtener la forma contravariante de 
v aplicamos la regla de la cadena 

. d . . axi 
v' = -x'(y) = i/ - . 

dt é)y1 

entonces 

( 
. éJxi ) ( éJxi ) . . 

V = Xi i/ é)yí = Xi é)yí ii' = Tj i/ 

por lo que los coeficientes i/1 son las componentes contravariantes de v . En la literatura de dinámica de 
Lagrange los coeficientes v1 = 'f¡Í reciben el nombre de velocidades generalizadas. Así tenemos 

(4.19) 

y la forma contravariante de la ecuación(4.18) queda como sigue 

b) Para calcular la forma generalizada de la aceleración debemos calcular las derivadas de la base covariante. 
Dado que { T1 , T2 , T3 } es una base, existen coeficientes rt (llamados símbolos de Christoffel) con los 
podemos escribir 

OTi k 
é)yí = fij Tk , ( 4.20) 

Una expresión explícita de ff1 se obtiene a partir de su definición de la ecuación ( 4.5) 

Derivando 

x¡ 

y comparando con la ecuación (4.20) se obtiene 

(4.21) 

Despejando obtenemos la relación 
02x1 éJxl 
---=fk-
é)yi é)yí '1 é)yk . 

(4.22) 

De acuerdo con la ecuación (4.21) el símbolo ff1 es simétrico en los índices j, i: 

(4.23) 
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e) Consideremos la relación equivalente a la ecuación (4.20) en términos de la base r¡k . Derivando con respecto 
a yi la igualdad 

obtenemos 
_ 82x 1 · OX1 or¡i _ 82x 1 · OX1 Or¡k 

Ü - ~ -~ .r¡1 + ~ . ~ . - ~ · .rf + ~ k ~ · uy'uyJ uyJ uy' uy•yJ uy uy' 

y despejando 

De acuerdo con la ecuación (4.21) tenemos 

d) La aceleración relativa al sistema inercial 

está dada por 

A= dV 
dt 

A = a+ 2 D x v + n x (n x R) 

donde 
dvi 

a=-x 
dt ' 

(4.24) 

es la aceleración relativa a la Tierra. La expresión de las componentes cartesianas de la velocidad v = * = vi 
x; (vi= xi) en términos de las componentes contravariantes vi = yi está dada por la ley de transformación 
contravariante 

Derivando 
d . dvi oxi . d 8xi 
dt v' = dt 8yi + v1 

dt 8yi' 

usando la regla de la cadena y la ecuación (4.22) 

!!:_ [)yi - · k ~ - . k [)xi l 
dt [)xi - y [)yké)yi - y é)yl f kj ' 

obtenemos 

donde identificamos a las componentes contravariantes de la aceleración relativa a la Tierra 

a saber, 

(4.25) 
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De acuerdo con la propiedad de simetría de la ecuación ( 4.23) los términos v1 vk r;k en ak la ecuación 
(4.25) definen una forma cuadrática simétrica 

que podemos escribir en forma matricial como sigue 

(4.26) 

e) Veamos como calcular los símbolos de Christoffel a partir de su definición (4.20). Derivando (4.5) y 
reescribiendo x¡ en términos de Tk 

O ( :T23l ) = f}]t 
ayí ayí 

Comparando con la definición de la ecuación (4.20) en la forma 

obtenemos la siguiente fórmula 

( 
rL 
qj 
qj 

Ejemplo 5.2. En coordenadas polares 

x = rcos0 

con x1 = x, x2 = y y y 1 = r, y2 = 0 tenemos, 

por tanto 

cos0 
sin0 

]=( 
-rsin0 ) 
rcos0 

cos0 
sinB 

y 

y= rsin0 

-rsin0 ) 
rcos0 

cos0 
sinB 

o )(r1)t=(º ?)=(ri2 
- sin 0 cos 0 o r r 21 

o 

-sinB 
cos0 ) (r1)t = ( -ºr 

-rcosB -rsinB 

de donde obtenemos las matrices simétricas 

r;j = ( i 
y las componentes contravariantes de la aceleración 

.! ) r 
o 

) ( o 
~r ) ( ; ) = r - r02 

o 

) ( o .! ) ( r ) .. r0 
.! 

r 0 =0+2-;:-, 
r o 
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Ejemplo 5.3. Consideremos la transformación de coordenadas 

X=X y=y z = z(x,y,a) 

con x1 = x, x2 = y, x3 = z, y yl = X, y2 = y, y 3 = a. Tenemos 

o 

!) r' - ( ¿ 
o 

i) e +z¡ ]- (: 1 1 ,IG= , Z1Z2 

Z1 Z2 - ~ - ~ Z1Z3 Z3 Z3 

donde usamos la notación Zj = 8zi / 8yi. Entonces 

ai' (r')' - ( ~ o z,. ) (1 o - zif z3 

o Zj2 Ü 1 - z2/z3 
8yJ o o ZjJ Ü o l/z3 

por consiguiente los únicos símbolos de Christoffel no nulos son 

r3. = Zij 
tJ Z3 . 

Así , las componentes contravariantes de la aceleración son, 

a1 = i 
ª2 = y 

Z1Z2 

1 + z~ 
Z2Z3 

) ( 

z,z,) 
G-1= Z2Z3 , 

z2 
3 

o o ~ ) o o !A 
o o !h. 

Z3 

4.4. Forma tensorial de 'v, 'v · y relación entre rt y 9iJ 

e: o 
1 

-~ 
Z3 Z3 

a) En el capítulo 2 mostramos que si en un sistema de referencia inercial Xi definimos el operador gradiente 
como .. a 

'iJ = X' 8Xi 

entonces conserva su estructura en cualquier sistema cartesiano xi fijo a la Tierra: 

" •i a 
V =X -

8 
. . 

X' 

Usando esta expresión junto con la regla de la cadena para calcular el gradiente de una función f que depende 
explícitamente de las coordenadas yi se obtiene 

"f = •i_!_¡ [ ( )l = •i ayi a¡ (y) 
V x

8
. yx x 8 . a · 

x' x' yJ 

donde aparece la definición de r¡i ( 4.6). Esto da la forma generalizada de el vector gradiente 

o bien . a 
'1 = T/1-a. yJ 

lo que muestra que la forma natural del vector gradiente es su forma covariante. 
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b) En el capítulo 2 mostramos que la divergencia de un vector en el sistema xi 

está dada por 

Para obtener la forma de "il • b en el sistema y1y2y3 conviene usar la forma contravariante 

Usando la ley de transformación contravariante de la ecuación (4.10) y la regla de la cadena obtenemos 

donde aparece la definición de la ecuación (4.21) del símbolo de Christoffel rZ1, entonces la forma tensorial 
de la divergencia es 

k l fJbl 
"il . b = r kl b + fJyl . 

Esta expresión se simplifica haciendo uso de la identidad 

(4.29) 

En efecto tenemos 

o bien 
1 O [ ¡] "il · b = r;¡ fil ..Jgb . 

v.9 Y 
(4.30) 

La demostración de la ecuación (4.29) está basada en el cálculo de las derivadas -/ffe: 

i) El determinante g = det (G) sólo es función explícita de los elementos .9ij de G, 

Más aún, g depende linealmente de cada ,9ij· Esto puede apreciarse mejor si calculamos g = det (G) por 
cofactores 

g = L,..9i1G(i,j) 
j 

con i = 1, 2, 3 . 

Entonces, derivando g por medio de la regla de la cadena obtenemos 

ag a ( ) ag agij (. .) agij 
fJ k = fJ k .9 .9ll,.912,·· ·• .933 = ~ fJ k =G i,J fJ k · 

y y .9,J y y 

El cofactor G(i , j) asociado al elemento.% es el valor del determinante que resulta de Gal eliminar el i-ésimo 
renglón y la j-ésima columna a la que pertenece .9ij y multiplicado por ( -1) i+j, simbólicamente escribimos 

ii) La matriz definida por los cofactores Cof (G) = {G(i,j)} da el tensor métrico inverso G- 1 de acuerdo con 
la fórmula 
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pero dado que la matriz (G es simétrica, Cof (G) también los es de manera que 

En términos de elementos tenemos 

de donde se obtiene G (i,j) = ggii y 
ag - ijª.% 
f)k -gg 8k y y 

iii) Para calcular ~ derivamos 

entonces 
agij E)2xl OXl E)2xl fJxl 
-=---+---
f)yk f)ykf)yi f)yi f)ykf)yi f)yi 

y usando la ecuación ( 4.22) obtenemos 

0.9ij rm ax
1 

ax
1 rm ax

1 
ax

1 m m 
~k = ki-;:¡--~ + k1·-;:¡--~ = .9mjfki + .9mifk1·· uy uym uyJ uym uy' 

Sustituyendo la ecuación (4.32) en la ecuación (4 .31) 

ag - ag ª% - ij [ .rm .rm] - [ói rm c5i rm] - 2 rm ,:, k - ,:, .. ,:, k - gg gmJ ki + gm, kj - g m ki + m kj - g mk 
uy ug,1 uy 

y despejando rm llegamos a la ecuación (4.29) : rm = .1...A = 1w = ~ = ..1....M . mk mk 2.9 f)y 2 f)y f)y ,¡g f)y 

(4.31) 

( 4.32) 

4.5. Forma tensorial de las ecuaciones de continuidad y momen­
tum 

Como aplicación de los resultados se la secciones anteriores consideremos la forma tensorial de las ecua­
ciones de continuidad y momentum. 

a) Comencemos con el operador -fi. Usando la regla de la cadena para derivar la identidad 

f[x (y), t] = Jy (y, t) 

obtenemos 

En último término tiene la forma 

por lo tanto, 

:/y = ( O~y + v . 'v) Jy . 

Dado que Jy es arbitraria concluímos que la forma tensorial del operador ft es 

d a 
-=-+v - 'v 
dt aty 
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(4.33) 

(4.34) 



b) para obtener la forma tensorial de ecuación de continuidad en el sistema xi, 

d 
dtp + pV. V= o ) 

basta con usar la ecuación( 4.34) y la ecuación ( 4.30). Haciendo esto 

op i op 1 a i 
-;:,- + V ,:;--:- + p fñ ,:;--:- .,/gv = Ü 
uty uy' y g uy' 

y reordenando términos obtenemos la forma flujo 

que equivale a 

op l 8 ; -+---. ..fgpv =0 
oty ,¡g oy' 

op 
-;:,- + V · pv = O . 
uty 

e) Si cada término en la ecuación de momentum se escribe en su forma contravariante 

a= ai Ti 

. ºk n X V = € 11 nj Vk Ti 

íl X (íl X R) = éilmf/,¡ (émjkf).j Rk) T; 

. op op i . 
Vp = r¡1 ~ = ~ g J Ti 

uyJ uy1 

g = _gi T; 

obtenemos las ecuaciones escalares 

d) Las componentes contravariantes de la aceleración ai pueden escribirse de la manera siguiente 

i - dvi j kri - ovi j ovi .. i k ri - ovi .. i 
a - -d + v v jk - ~ + v ~ + u- v jk - ~ + r.r 

t ut uyJ ut 

donde el símbolo 
i - OVi k ri 

V ,j = ~ +v jk 
uyJ 

( 
OVi k · ) OVi · · 
{}yJ + V qk = 8t + v1 v',j 

(4.35) 

( 4.36) 

(4.37) 

recibe en nombre de derivada covariante de las componentes contravariantes de v. Asi, las ecuaciones 
( 4.37) quedan como sigue 

e) Si usamos 

OVi · · · ·k ·¡ ( ·k ) 1 · · Op · - + v1v' · +2é'1 n ·v + é' m n ém3 0. -R = --g'1 -. + g' . {}t ,3 J k l J k m p' {}yJ . 

o<P 
g + n x (n x R ) = v<P = -r· 9•1 -, . {}yJ 

obtenemos una forma más compacta de ( 4.38) 

En las secciones siguientes daremos algunos ejemplos a las coordenadas generalizadas. 

100 

(4.38) 

(4.39) 



4.6. Ecuaciones de momentum en coordenadas generalizadas 

Sea Xi un sistema inercial con su origen en el centro de la Tierra, y el eje de rotación terrestre coincide 
con el eje X 3 . La ecuación de momentum de una parcela de aire es 

dV 1 
- = --'vp+g+F 
dt p 

donde las variables p, p, V son la presión, la densidad y el vector de una partícula de aire, g es la aceleración 
de la gravedad y F es la fuerza de fricción. Suponiendo que la tierra es una esfera con radio a, entonces g 
está dada por 

ª2 
g = -gr3R 

donde g = GMa- 2
, Mes la masa de la tierra, Ges la constante de gravitación, y R es el vector que va de el 

centro de la Tierra a una partícula de aire, r = !I R ll _[36]. Si Xi ~s. el _vector unit3:rio Xi son las coordenadas 
de una partícula al tiempo t, donde tenemos R = X' X' y V = X' V ' con V' = X' ( = dX' / dt). La notación 
de indices repetidos en un término que indica una sumatoria. 

Sea yi un sistema en coordenadas fijo a la tierra con Y3 = X 3 , y Y1 , Y2 son coordenadas X 1 , X 2 que 
repectivamente rotan,. Si yi son los vectores unitarios correspondientes, entonces 

( 4.40) 

donde IP'u = IP'22 = cos A, IP'12 = -IP'21 = sin A, IP'3i = IP'i3 = 813 (Delta de Croneker) con A = O.t + Ao, O. es 
la velocidad angular de la Tierra y Ao es una constante. Si yi son las coordenadas de una partícula de aire 
al tiempo t tenemos R = XiXi = y iyi y usando la relación entre las bases llegamos yi = IP'i1(t)Xí . Esta 
relación junto con la ecuación (2.13) toma la forma 

V = V y+fÍx R 

dV - - (- ) -¡¡¡ = A y + 2n x V y + o. x n x R 

donde V y y Ay son la velocidad y la aceleración con respecto a la tierra, 

( 4.41) 

con Vt = yi y ñ = OY3 • La aceleración centrípeta fi x (ñ x R ) es usualmente omitida. Así la ecuación de 
momento es 

( 4.42) 

donde el gradiente original '\7 = X8t, es remplazada por '\7 = yi at,. En literatura estandar [1-7] sugieren 

A y por dVy/dt aunque la forma más reciente es dV y/dt = viyi + VidY i/dt con dYi/dt = fi x yi [eq. 
(2.13)]. 

El sistema de coordenadas principal usado en la meteorología de mesosescala [1-7] es un sistema cartesiano 
xi con su origen en un punto en la tierra con latitud </>e y longitud >-e- Supongamos que el plano x 1x 2 es 
tangente a la tierra en (>.e, </>e) y el eje x 3 es opuesto gen (>.e, </>e )- La relación general entre las coordenadas 
yi y xi de una partícula de aire es 

( 4.43) 

con 1Rf1 constante. La ortogonalidad de el sistema xi implica que los vectores xi = fJ R / fJxi son ortonormales, 

!Re es ortogonal y xi = 1Rf1 yJ. De esta ecuación y (2.2,4) llegamos a la transformación de Vy y Ay, a saber, 

con ui = xi. La aceleración de la gravedad es g = xi_qi con 

(4.44) 
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Así la ecuación de momento ( 4.42) es 
• 

( 4.45) 

con V = xi -lx,. En forma escalar tenemos 

( 4.46) 

donde Eijk = xi . (xi x xk) . Estas ecuaciones son las que se refieren como a las ecuaciones exactas de 
momentum donde tienen lascomponentes exactas (4.44) de g mientras la lietratura estandar de mesoescala 
[1-16] usa la aproximación g ~ -gx3 y la ecuación de momentum resultante es 

4.7. 

dui l 8p k ; 
- = - - - . - gó3 - 2t: · ·kD ·u + F . 
dt p 8x' ' '1 1 

El modelo RAMS 

( 4.47) 

Desde la referencia primaria de [9] del libro de Pilke [l], Comenzamos con el análisis de las ecuaciones 
de momento reportadas en la sección anterior. Un sistema coordenado xyz con el eje z normal a la tierra 
en un punto con latitud <p. En este caso x = x 1 , y = x2 , z = x 3 , i = x1

, j = x2
, k = x3

, la dirección de 
i, j no es definida explícitamente en [l] . La gravedad y la aceleración centrípeta son aproximadas por g, 

-gk = G - ñ x ( ñ x R) , con g = 9,8 ms- 2 . Así, la ecuación de movimiento es 

8u l -- = - u · v'u - -v'p - gk - 2D X u 
8t p · 

ó en forma escalar 
8ui 8ui l 8p k 
- = -u1 - . - - -. - gó;3 - 2€; ·k f2 ·u 
8t 8xJ p 8x' 1 1 (4.48) 

Como vimos arriba, estas ecuaciones son independientes de la dirección de los ejes x, y y sólo son válidas en 
un dominio V(L) definidas por 100 x 100 km2 , Pero no hay comentario acerca de este dominio de validez en 
[l ]. 

Las ecuaciones (4.48) son escritas explícitamente en el capitulo 3 de [l] con la fuerza de coriolis -2!1 x u = 
2D [i( v sin</> - w cos </>) - j u sin</> + ku cos </>] [l, p. 31,34]. La dirección de los ejes x, y no están definidas pero 
esta forma corresponde a -2ñ x V con ñ = D (j cos </> + k sin</>) y u = iu + j v + k w y por lo tanto el eje x 
(y) es tangente al círculo paralelo (meridiano) en un punto con latitud <p y es positivo hacia el este (hacia el 
norte). El gradiente de presión es escrito en términos de la temperatura potencial 0 [l , eq. (2-21)] y la función 
de Exner 1r [l ,sec. 4.4], 

con el cual 
~ 8p_ = B 81r __ 
p 8x' 8x' 

(4.49) 

Para simplificar el tratamiento de las condiciones de frontera inferiores en los modelos de mesoescala se 
remplaza la coordenada vertical z por la coordenada que sigue el terreno a [1 ,4-7]. Desde el sistema de 
coordenadas xya es no ortogonalnonal uno puede usar el formalismo tensorial para llegar a las ecuaciones 
dinámicas en tales coordenadas. El procedimiento está dado en [l] pero daremos algunos detalles para mostrar 
cómo el factor g aparece en las ecuaciones horizontales de momento en el gradiente de presión. 

Condidere las ecuaciones de transformación 

Xl = Xl (4.50) 
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ó equivalentemente x3 = x 3(x1, x2 , x3 ). La pocisión del vector R en términos de xi y xi usando los vectores 
covariantes Ti y vectores contravariantes rl , 

(4 .51) 

La forma contravariante de las ecuaciones exactas (4.47) es obtenida de la expresión de la ecuación (4.46) 
en términos de T/s. De la ecuación(4.51) llegamos xi = T/)xi/axi e insertando en g = gix.i retornando 
a g = fiTi con _i/ = giaxi/axi. En particular, para la ecuación (4 .50) las componentes horizontales de g 
permanecen inalterables, 

,:;i-3 
-3 _ ux j 
g - axig . (4.52) 

Para el gradiente de presión tenemos 'v p = r¡í ap / axi = T/jii ap / axí donde {jií es la matriz inversa de el 
tensór métrico Gij = ( axk / axi) ( axk / é)xi). En términos de la función de Exner tenemos 

1 -· · a1r 
- 'íl p = Ti G'1 0 ~ . 
p uxJ 

Así , las ecuaciones de momentum exactas ( 4.46) con pi = O son 

aui -j -i -ij a1r -i =i ·1 - -- = -u u . - 0c - . - 9 - 2é 1 n •u1 
at ·1 ax1 · 1 ' 

(4.53) 

(4.54) 

donde ui = uí axi / axí son las componentes contravariantes de u , u~J es la derivada covariante de ui, y ñí, 

u¡ son las componentes covariantes de ñ, u. 

El factor g aparece en el gradiente de presión (4.53) como sigue. Usando las componentes de (jiJ [l, eq. 
(6-29)] tenemos 

- . . a1r a1r 8x3 a1r 
G'1 - . = - . + - . - for i = 1, 2 ax1 ax' ax' ax3 

( 4.55) 

donde usando la regla de la cadena tenemos 

(4.56) 

Siguiendo el libro de Pielke, la aproximación hidrostática p- 1ap/ax3 -g y (4.49) son acostumbradas a 
llegar a1r/ax3 -g/0 y (4.56) viene bien a1r/8x3 = -g0- 1ax3/8x3 . Para las coordenadas que siguen el 
terreno 

-3 _ z - zc(x , y) 
X =O'=S ( )' s - zc x,y 

(4.57) 

donde s es una constante y zc ( x, y) es la coordenada de elevación sobre ( x, y), tenemos a1r / ax3 = -s- 1 ( s - zc) g0- 1 

[l , eq. (6-49)] y (4.55) es 
(jii a1r = a1r _ ~ a - s azc 

ax1 ax' 0 s ax' 
(i = 1,2). 

Así las ecuaciones de momentum exactas (4.54) son 

aui . . a1r a - s azc · · ·¡ -
8t = -u1u~j - 0 é)xi + g-s- é)xi + g' - 2f'1 nj'U! (i = 1, 2) 

donde gi son las componentes horizontales de g (4.52). Si la aproximación g ~ -gk es usada , g1 y g2 son 
remplazadas por O obtenemos 

aui -j-i B a1r O' - S azc i 2=ijl0_ - ( ) 8t = -u u,j - é)xi + g-s- axi - é jU! i = l , 2 . (4.58) 

Estas son basicamente las ecuaciones (6-56 ,57) reportadas en [l] donde el factor g Aparecen sin el uso de lag 
exacta. Las referencias adicionales [8 ,10] de RAMS usa la aproximación g ~ -gk para obtener las ecuaciones 
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de momentum similares a ( 4.58) donde el factor g aparece en 'ilp . Por la regla de la cadena y la aproximación 
hidrostática tan anteriormente citado 

De acuerdo con el uso de la aproximación g ~ -gk en la referencia. [1,8], la documentación [10, p. 6] de 
RAMS reportan las ecuaciones de momentum 

du fhr' 
- = -0- + Jv + 'il · K 'ilu dt ox m 

dv 01r' 
- = -0- - Ju+ 'il · Km 'ilv 
dt oy 

dw 07r1 g0v 
dt = -08z - 0a + 'il · Km 'ilw, 

donde sólo la ecuación vertical de momento tiene el factor g, f = 2!1 sin </>e, y usamos la notación 

d o o o o - = - + u- + v- + w­dt at ax oy oz 

'il · Km 'ilu = :X (Km:~) + :V (Km:~) + :Z (Km~:)· 

(4.59) 

Desde la aproximación g ~ -gk es usada, las ecuaciones de momentum horizontales ( 4.59) son válidas sobre 
un dominio V(L) e 100 x 100 km2 , pero la documentación [10] no comenta este aspecto. 

4.8. El modelo HOTMAC 

El modelo HOTMAC usa las ecuaciones de momentum en un plano tangente Xi coordenadas 

oui oui 1 oP o2ui 
~ + Uj~ = --~ - gÓi3 - 2€ijk!tjUk + V~ ut uxl p ux' uxl uxl 

donde la aproximación g ~ -gk es usada [11]. Estas ecuaciones son escritas en términos de la coordenada 
vertical que sigue el terreno 

( 4.60) 

con H = fI + z9 (x, y) [12, eqs. (1,7)], donde fI es el valor inicial de H y z9 (x, y) es la elevación de la tierra. 
Las ecuaciones horizontales de momento en coordenadas x 1x 2 z* contienen el factor g cual aparece mediante 
el gradiente de presión tan anteriormente citado. De hecho, el gradiente de presión horizontal en términos de 
la función de Exner IT = Cp (P/ P0 )C:, La temperatura potencial virtual 0v = (Po/ P)" Tv = CpIT- 1Tv y z* 
[12], 

( {)P) = p0v [(ºIT) + oz* oIT] para i = 1,2 . 
ox' z ox' z• ox' oz* 

La ecuación hidrostática (p)- 1 8P/oz = -[1-(J(0u - (0v))]g, con p/ (p) = 1-(J(0v - (0v)), y usando la 
regla de la cadena ontenemos, 

{)IT {)z {)IT H - Zg -g 

oz* = oz* oz = -----¡¡-- 0v ' 

donde (.) indica un prmedio sobre el plano horizontal. Esto y la descomposición de Reynold's u; = Ui + u~ 
Ui denota un ensamble promedio produzca las ecuaciones horizontales de momento [12] 

DU = J(V _V,) fI-:: z* (l _ (0v)) oz9 !._ (K oU) 
Dt 9 + g H 0v OX + OX x OX ( 4.61) 

+ !._ (Kx oU) + __!!__!.__,(-u'w') + C1 
oy y oy H - Zg oz* 

DV = -f(U- U)+ gil-:: z* (l - (0v)) oz9 + !._ (Kx oV) 
Dt 9 

· H 0v oy ox y ox 

+ !._ (K {)V) + __!!_ _!.__ (-v'w') + C2 
oy y ay H - z_9 oz• 
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donde 
ci = g [ (8v) (8v(H))-l - ( (8v) 8v - l - 1) z*(H)- 1 

- 1] 8H /8xi 

y las componentes geostróficas del viento U9 , V9 son dadas en [12, eq. (8)] . Las variables del Modelo escrito 
en el caso que representa ensembles promedio. De acuerdo con el uso g ~ -gk, las componentes horizontales 
de g son omitidas y por consiguiente el dominio de validez las ecuaciones. (4.61) es V(L) e 100 x 100 km2 . 

Esta región es congruente anteriormente con el propósito de estudiar la corriente de aire en una región de 
25x25 km2 [12]. En otro trabajo Yamada y 13unker [13] omiten los términos Ci para estudiar difusión y 
transporte atmosférico de vuelo en una region 30x30 km2 . En un trabajo anterior [14] los términos C1 , C2 

fueron remplazados por Gu (Uobs - U), Gv (Vobs - V) respectivamente, Para simular corriente de aire con una 
técnica de asimilación de datos cuadridimensionales, donde Gu, Gv son coeficientesare que se aproximan y 
Uobs, Vobs son observaciones de U, V en cada intervalo de observación de 6 hrs. Sin embargo, la concepción del 
pequeño dominio original de las ecuaciones, (4.61) hace falta de las ecuaciones de momentum resultantes [14, 
eqs. 3,4] cuál no considera los componentes horizontales g1 , g2 (4.52) de g o sus aproximaciones lineales -gx/a 
y -gy/a, fueron usados para asimilar datos de una red de observación en un dominio de V(L) ~1600xl300 
km2

. 

4.9. El modelo ARPS 

El modelo ARPS considera ecuaciones dinámicas en plano tangente con coordenadas xyz y cada variable 
meteorológica es descompuesta como sigue 

'lf;(x, y, z , t) = 1/Jo(z) + -,f;(x, y, z, t) 

donde 7/Jo corresponde a un estado base de la atmósfera que es horizontalmente homogéneo y -,f; es una 
perturbación de 7/Jo [16, p. 117] . Esta descomposición muestra la concepción local de ARPS desde un estado 
base que depende sólo de z es correcto en una vencidad de el origen x = y = z = O. La documentación de 
ARPS [16] no señala este caracter local , En lugar de eso afirma que el modelo sirve para uso en las escalas que 
van de algunos metros hasta centenares de kilómetros [16, p. 113], pero el domino de validez es tan pequeño 
como se demuestra en la parte de abajo. 

El capítulo 7 de [16] se describe el mapeo para definir el dominio computacional y los puntos de vista que 
"Los factores de escala no son incluidos en las ecuaciones dinámicas de ARPS version 4.0, pero estará en una 
version futura". "Si uno escoge la proyección conforme de Lambert y se usa un dominio relativamente pequeño 
(menos quelOOO km), entonces el efecto del factor es insignificante", El papel del mapeo de proyecciones es 
discutido en la sección 3. Como consecuencia, el modelo puede ser aplicado en un dominio V(L) tan grande 
como 1000 x 1000 km2 . Está aseveración es incorrecta desde (i) en un dominio tan grande 700 x 700 km2 

la tropósfera esta bajo el plano tangente xy, y (ii) la aproximación g ~ -gk es usada en las ecuaciónes de 
momentum. De hecho, el modelo soluciona ecuaciones dinámicas siguiendo coordenadas que siguen al terreno 
~ = x , T/ = y, ( = ( (x, y, z) con ( (x, y, z) similar a(4.57) [16, p. 114, 199] con el cual poduce las ecuaciones 
de momentum horizontales [16, p. 119] 

d:: =-[:T/h(p'-aDiv*)+ :(h(p'-aDiv*)]-p*fu+../GDv (4.62) 

d:• = - [;h(p' - aDiv*) + :(J1(p1 
- aDiv*)] + p* [fv - Jw] + ../GDu 

donde las componentes horizontales g1
, g2 de g son omitidas; J1 = -8z/8~, h = -8z/8TJ, ../e= 18z/8(1, 

la noatción u* = p*u con p* = p../G es usada y aDiv* es una divergencia artificial para atenuar las ondas 
acústicas. De hecho, las ecuaciones, (2.23) son obtenidas de las ecuaciones de momentum para un fluido 

av -- p' 8t + "v . (VV) = - "v Po + Bk 

con B = -gp' / p y g ~ -gk [16, p . 350] . Como vimos en la sección 2.1 , la última aproximación es válida en 
el dominio V(L) definido de 100 x 100 km2 . 
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4.10. Fórmula lagrangiana para la aceleración 

Una forma compacta y elegante para calcular la aceleración y los símbolos de Christoffel consisten en usar 
la formulación lagrangiana de la forma convariante. Tenemos 

con 

R =r+ Rc 
V= v+(O x R ) 

dV dt = a+ 20 x v + O x (O x R ) 

La forma covariante de la aceleración es 

donde la ley de transformación covariante da 

( 4.63) 

La fórmula lagrangiana de ai se manipulación directa del lado derecho como sigue. Empecemos con la iden­
tidad 

· i d axi 
x-­

dt ayk 
'----v--' 

(b) 

( 4.64) 

Para reescribir el término (a) derivamos la transformación de coordenadas xi= xi (y1,y2 ,y3 ) (4.3) ó (4.2) 
con la regla la cadena 

dxi d i ( l 2 3) axi .¡ 
dt = dt X y ) y ) y = fJyl y . (4.65) 

Esta expresión es un caso particular de la ley de transformación contravariante y muestra que xi es una 

combinación lineal de las velocidades generalizadas il, ya que el ::: , sólo depende de las coordenadas yí. 

Entonces 
fJxi fJxi 

f)yk fJyk 

y 

donde 

es la rapidez relativa a la Tierra. Para el término (b) en (4.65) tenemos la identidad 

que al aplicarla a la expresión xi = xi (y 1 , y2 , y3 ) , donde no aparece explícitamente t, se reduce 

Por lo tanto 

dfJxi .¡ O fJxi .¡ O axi O (·l O i) O (·l O i) i O -i 
dt fJyk = y fJyl fJyk = y fJyk fJyl = fJyk y fJyl X = fJyk y fJyl X X = fJyk X 
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donde usamos el hecho que ii sólo depende de t y no de las coordenadas yk. En es está forma llegamos a 

Así llegamos a la expresión deseada 

. fJxi d ( 8 v
2

) 8 v
2 

( d 8 8 ) v
2 

i' fJyk = dt fJyk 2 - f)yk 2 = dt f)yk - f)yk 2 . 

que permite calcular la componente covariante de la aceleración 

(4.67) 

sin tener que calcular los símbolos de Christoffel r;1. Para usar la ecuación ( 4.67) debemos expresar v2 en 
términos de las componentes contravariantes de la velocidad en el sistema yk. Esto es inmediato 

2 i ! . 
V = V · V = V V; = ,9tjV VJ. (4.68) 

La ecuación (4.68) da un camino para obtener r;1. En efecto, usando ai = gikak en la expresión de las 
componentes contravariantes de la aceleración (4.67), 

llegamos a 

dvi i . t ik ( d f) f) ) v2 
dt + rjlvJ v = g dt fJyk - fJyk 2 

Para obtener r;1 calculamos el lado derecho usando ( 4.67): 

donde 

se obtiene 

( 
d 8 8 ) v

2 
_ dvJ 1 (º.9jk 0.9kt 8.9!)) j 1 

dt f)yk f)yk 2 - .9kJ dt + 2 fJyl + fJyJ f)yk v v 

ik ( d 8 _ 8 ) v
2 = dvi 1 ik ( 0,9jk 0.9kt _ 0.9lj) j 1 

g dt ofl oyk 2 dt + 2 g ayi + oyJ fJyk v v 

y comparando con las expresiones de arriba se llega a la expresión reportada en la literatura 
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4.11. Coordenadas curvilíneas ortogonales si en forma tensorial 

Las ecuaciones para flujos geofísicos a gran escala conviene escribirlas usando coordenadas curvilíneas 
ortogonales si donde la coordenada vertical s3 se reemplaza por una coordenada generali:,mda y 3 • En este caso 
conviene aprovechar la simplicidad de las expresiones en el sistema ortogonal si para obtener las expresiones 
en el sistema y3 . Comencemos reescribiendo las expresiones del sistema si en forma tensorial. Tenemos 

con lo cual obtenemos la base covariante 

Para la base contravariante tenemos 

Si un vector b tiene la forma 

b = b(i)si 
= biTi 
= bir/ 

xi= xi (s1, s2 , s3 ) 

(4.70) 

( 4.71) 

b ( i) = componente física 
bi = componente contravariante 
bi = componente covariante 

la relación entre componentes es similar a la que hay entre componentes es similar a la que hay entre vectores 
base 

bi= hi b(i) , 

La matriz Jacobiana 

no es diagonal en general pero el tensor métrico G = t .]J siempre lo es. En efecto tenemos 

éJxk éJxk 
9iJ = Ti . TJ = éJsi éJsí = ÓiJh] , 

ij Óij 
g = h2 , 

J 

El producto vectorial b x c conviene calcularlo primero en términos de las componentes físicas 

b x c = Sifijk b(j) c(k) 

y luego pasar a la forma covariante o contravariante. Para el operador gradiente tenemos 

'v = r/ !:lo . = si 2_ !:lo .. 
us' hi us' 

Usando la forma contravariante 

recuperamos , 
I 8 i 1 8 b ( i) 

'v · b =--. .jgb =---.h1h2h3-
,jg os' . h1h2h3 os' h; 

La velocidad relativa a la tierra está dada por 

i ( ') ~ V=VTi=V 2 Si 
i ·i v(i) con v = s = --

hi 
La expresión de la aceleración relativa a la Tierra 

a= a (i) si 
tiene componentes físicas están dadas por 

a (i) = :t v (i) + IR;1IR1kv (k) 

(4.72) 

(4.73) 

(4.74) 

(4.75) 

(4.76) 

Esta expresión es simple si la comparamos con la forma contravariante la cual requiere de los símbolos de 
Christoffel , 
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4.12. Ecuaciones en coordenadas y1 = s1
, y2 = s2

, y3 = y3 ( s1
, s2

, s3 ) 

a) Consideremos la transformación 
xi = xi (y1, y2, y3) (4.77) 

donde yi se define apartir de coordenadas curvilíneas ortogonales s1 , 

yl = 8 1 , y2 = 82 , 

Las ecuaciones de la transformación inversa son 

8 1 = yl , 8 2 = Y2 , 

En principio la transformación ( 4. 77) da las bases 

- 8r 
r; = 8yi , 

pero podemos aprovechar las expresiones en la base ortogonal si por medio de la regla de la caden. En efecto 
tenemos 

con 

por tanto 

y 

b) Para la base contravariante tenemos 

con 

Pero ]ik1 = ~, si calculamos ] - 1 por cofactores se obtiene 

Por tanto 

En términos de la base ortonormal si tenemos 

1\ = h1s1 + h31Js3 
-1 ii. 
r¡ = h1 
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(4.80) 

( 4.81) 

y 

(4.82) 

(4.83) 
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e) Para el tensor métrico en el sistema Yi tenemos 

o en forma matricial 

Por tanto 
g = det ( G) = Jf g 

lo que da el jacobiano de la transformación (4.82) 

y usando 

junto se obtiene 
hi + h5Jf 

h5J1h 
h5]1h 

Para el tensor métrico inverso tenernos 

y dado que la estructura de ] - 1 es igual a la de] tenemos 

d) En el sistema ortogonal si el operador gradiente está dado por 

" i {) -i l 8 " -3 1 8 
v=r¡~=S-h~=vH+s-h ~ 3 vs' i vs' 3 vs 

donde 
1 8 2 8 -1 1 8 -2 1 8 

'iJ H = r¡ ~ + r¡ ~ = s -h ~ + s -h !l2º vs vs 1 vs 2 vs 

es la "parte horiwntal" de V. En el sistema yi tenemos 

y usando el gradiente en su forma contravariante se obtiene 

e) La velocidad relativa a la Tierra está dada por 

110 

(4.85) 

(4.86) 

(4.87) 

( 4.88) 

(4.89) 

( 4.90) 



donde identificamos a las velocidades generalizadas con las componentes contravariantes 

Para la derivada total tenemos 

pero ii = ii por lo que podemos escribir 

por lo tanto 

-i f} .--.i - - i f} " V-. =v-T · ·r¡-. =V· V 
ay' 1 ay' 

d 8 
-=-+v·V 
dt oty 

En términos de componentes físicas horizontales de la velocidad tenemos 

d 8 v(l) 8 v(2) 8 .3 8 
-=-+----+----+y -
dt oty h1 8y1 h2 ay2 é)y3 

(4.91) 

La ley de transformacion contravariante da la relación entre componentes físicas de la velocidad y la velocidad 
generalizada ii, 

f) Para la divergencia tenemos 

. 3 _ 8y3 
. ; _ J- .v(i) 

Y-8 .s-,h. s' ; 
(4.92) 

n 1 8 ~-i 1 8 J r;:; -i 1 [ r;:;-i f}J3 J o r;:;-i] 1 -i 8]3 1 8 r;:;-i 
v · V = ~ -

0
. V gv = J r;:; --¡;--; 3 y g V = J r;:; y gv ~ + 3 --¡;--; y gv = -=-V ~ + r;:; --¡;--; y gv 

yg y' 3yguy' 3yg uy' uy' J3 uy' yguy' 

donde 

pero 
d 8 
-d In J3 = ~ In h + (v · V) In h = v · V In J3 

t uty 

ya que J3 no depende explícitamente de t, de manera que 

" d I J 1 8 r;:; -i v·v=-n 3+--.ygv. 
dt ,/§ay' · 

Sustituyendo en la ecuación de continuidad 

se obtiene 

1 ~ 
V = h1 

dlnp 
--+V·v=O 

dt 

d I J 1 8 r;:;-i - np 3 + --. ygv =O. 
dt ,/§ ay' · 

obtenemos 

d 1 [ a a a ·3] dt In pJ3 + hih
2
h

3 
f)yl h2h3v (1) + oy2 h 1h3v (2) + oy3 h 1h2h3y 

Usando (4.95) obtenemos la forma de flujo : 

d 1 d J 1 ( 8 J -i 8 J ) -lnpJ=--p 3=- -p 3+v-. p 3 
dt pJ3 dt Ph oty oy' 
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entonces 

ó 
oph 1 8 rn J -i _ 0 Oly + ,/g (Jyi V g p 3 V - . 

En términos de componentes físicas de la velocidad 

oph 1 [ 8 8 8 .3] 
oty + hih

2
h
3 

(Jyl h2h3p]3v (1) + oy2 h1h3phv (2) + oy3 ,/gphy = O. 

g) Para la aceleración relativa a la tierra tenemos 

a (i) = :t v (i) + lR;jIRjkV (k). 

Al considerar el lado derecho como función de las coordendas yi usamos (4.95), 

d 8 y y . 3 8 
dt = 8ty + V H . 'íJ H + y (Jy3 . 

. t 
Podemos simplificar el resultado final recordando que la matriz IRIR es antisimétrica, 

lo que define al vector 

con el cual podemos escribir 

donde 

dlRt 
IR-= 

dt 

-Q'.3 

o 

s1 s2 s3 
ax v = a1 a2 a3 = €ijkO'.jV (k) Si 

v(l) v(2) v(3) 

Ahora consideremos la descomposición de la ecuación de momentum 
1 

a+ 20 X V+ 0 X (0 X R) = -'íJp + g 
p 

en partes horizontal y vertical. Para un vector arbitrario 

definimos 

entonces (4.96) toma la forma 

aH + 2 [0 X v]H + [0 X (0 X R)]H = [-~'íJp] H + [g]H 

donde 

[-~'ílp] = -~ ['íl¡.¡ + ('íl¡¡y3) ~] p 
p H p (Jy3 

y la ecuación de momentum vertical es 

donde 
a (3) = :t v (3) + [a x v] · §3_ 
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Capítulo 5 

Ecuaciones en coordenadas 
dependientes del tiempo 

En los capítulos 1 y 2 hemos introducido los sistemas cartesianos de coordendas siguientes: el sistema de 
referencia inercial Xi y el sistema xi fijo a la Tierra Fig. 2.1. La relación entre los vectores de posición de 
una partícula es 

R =r+ Rc (5.1) 

con 
con x~ = cte 

donde indicamos la dependencia explícita de la base Xi (t) con el tiempo [ec. (5.1)] . En la sección 5.1 deducire­
mos un conjunto de ecuaciones en coordenadas curvilineas ortogonales donde la coordenada y3 depende de la 
coordenada s3 y ademas es dependiente del tiempo. En la sección 5.2 deducimos las ecuaciones en coordenadas 
cuvilineas ortogonales ( y 3 = p0 (z8 , t)) y su simplificación. En la sección 5.3 damos una breve introducción a 
las coordenadas curvilineas ortogonales donde la coordenada y3 depende de todas las componentes curvilineas 
si y ademas es dependiente del tiempo. Finalmente en la sección 5.4 deducimos las ecuaciónes de contuidad 
y de momentum utilizando a la presión como coordenadad vertical. 

5 .1. Coordenadas curvilíneas ortogonales dependientes de l tiempo 

a) Consideremos un sistema curvilíneo ortogonal i definido originalmente en un sistema cartesiano xi fijo a 
la Tierra, e introduzcamos las nuevas coordenadas 

(5.2) 

donde suponemos que podemos despejar a s3 de manera que las ecuaciones de la transformación inversa 
están bien definidas 

s1=y1 s2=y2 s3=s3(y3,t). (5.3) 

La introducción de la nueva coordenada y3 está motivada por el uso de la presión de referencia Po= Po (zs, t) 
como coordenada vertical de la cual obtenemos z8 = z8 (Po, t). Para caracterizar al sistema y i usamos la base 
covariante 

donde el tiempo se toma constante y TJ = g!; es la base covariante asociada al sistema si. Aparece la matriz 
Jacobiana de la transformación (5.3) 

n con 
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Entonces 
T¡ = T¡ = h¡S¡ ) 

de donde se sigue la ortogonalidad del sistema yi y los factores métricos correspondientes están dados por 

b) La base contra variante asociada al sistema yi se define en la forma usual 

y aprovechando la relación con el sistema si tenemos 

con r¡1 = 'iJ sí 

donde aparece la matriz 

(--1) oyi .]J - - -
ij - osí -

con 

La relación de reciprocidad Ti· i¡í = 6; tiene lugar junto con y 

-1 1 1 • 
r¡ = r¡ = h¡ S¡ ) 

e) Denotemos con b(i) a las componentes físicas de un vector ben el sistema si : 

b = b (i) si . 
La forma de b( i) en el sistema yi se obtiene usando (5.2): b ( i) = b ( i, s1 , s2 , s3 (y3 , t) ; t). 
La velocidad relativa a la tierra en el sistema si es 

donde 

v=xi:txi=Tii=si (hii)=siv(i) 

v ( i) = hi ii = componente física de v en el sistema si 
. d . . 

s' = -s' = velocidad generalizada en el sistemas' . 
dt 

Para calcular v en el sistema yi tenemos 

·i _ d i ( ) _ osi .1 ( osi) 
s - -d s y, t - ~ + y ~ 

t uty uy t=cte 

donde 
'i/ = velocidad generalizada en el sistema yi. 

Por tanto 

Las componentes físicas de la aceleración relativa a la tierra estan dadas por 
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y su forma en el sistema yi se obtiene usando (5.7). 

d) El gradiente en el sistema yi está dado por 

y en términos de la base s; tenemos 

'("7 _ 1 a _ 1 a _ 1 a _ · J3 a 
v = s, - a . = s1 h a i + s2 h a 2 + s3 h a 3 . 

h; Y' 1 Y 2 Y 3 Y 

e) El procedimiento usado en la seccion 2.4 para calcular V • b en el sistema i es válido para el sistema 
yi ya que tal procedimiento sólo involucra derivadas espaciales (no aparece el operador 8~ ), por lo que la 

y 

presencia explícita del tiempo t en las ecuaciones de transfomación (5.3) es irrelevante. Entonces 

donde b (i, y, t) indica que las componentes físicas de b que pueden depender explícitamente del tiempo t. En 
forma análoga, el argumento usado para calcular V x en el sistema si, es válido en el sistema yi, por lo tanto 

f) Las formas covariante y contravariante de un vector b en el sistema yi están dadas por 

b= b -i 
i r¡ 

La relación con las componentes físicas en la base s; es 

bi = h;b(i) bi = bji) 
h; 

(5.9) 

y las leyes de transformación covariente y contravariante son válidas para relacionar componentes en los 
sistemas i y yi: 

i 8yi . 
b (y)= -

8 
.b1(s). 

sJ 
(5.10) 

Nota 5.1. De acuerdo con (5.5) las velocidades generalizadas si son las componentes contravariantes de v 
en el sistema si. Mientras que las ecuaciones (5.5) muestran que sólo las velocidades generalizadas yi=I ,2 

son componentes contravariantes de v en el sistema yi, y3 no lo es. Si usamos la ley contravariante para 
relacionar las componentes contravariantes de v en los sistemas i y yi obtenemos una forma equivalente de 
las ecuaciones (5.5): 

-i ( ) 8yi ; ( ) ·i v y, t = -
8

. v s, t = s 
sJ 

-3 ( t) - 8y3 j ( t) - J" ·.3 v y, - -
8

. v s, - 3 s . 
sJ 

para i = 1, 2, 

Si sustituímos en la ecuación para v3 la expresión de s3 en (5.7) y usamos }3lJ = 1 obtenemos 

-3 ( ) . 3 J" 8s3 
V Y, t = Y + 3 8t · 

y 

El tensor métrico G = {.g;j} en el sistema yi es 

8xk 8xk 8s1 8xk 8sm 8xk 8s1 8sm 
g-----------g¡ -
. •J - 8yi 8yJ - 8yi 8s1 8yJ asm - 8yi. m 8yJ 
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donde <G = {.9iJ} es el tensor métrico en al sistema si. En forma matricial tenemos 

Si tenemos 
g = det(<G) , g = det(IG) 

entonces 
,/g = h1h2h3 , 

La relación entre las bases Ti y ,;¡i es 

Ti = foi¡Í , 

g) La forma del operador -ft, se obtiene por aplicación directa de la regla de la cadena 

(5.13) 

El término i./ 8~ . no puede escribirse en la forma v • V ya que ,¡¡3 no es componente contra variante de v. En 
efecto tenemos 

-i - - · 8 - i 8 . 1 8 . 2 8 ( · 3 • 8s
3

) 8 . i 8 • 8s
3 

8 
V . V = V Ti . iP -8. = V -8. = y -8 1 + y -8 2 + y + J3 -8 -8 3 = y -8. + h -8 -8 3 yJ y' y y ty y y• ty y 

por tanto 

(5.14) 

Lo que sí podemos hacer es expresar a i/ y ,¡¡2 en términos de componentes físicas (horizontales) de la 
velocidad 

d 8 v(l) 8 v(2) 8 .3 8 
- =-+----+----+y - . 
dt 8ty h1 8y1 h2 8y2 8y3 

(5 .15) 

f) El uso de la forma contravariante b = bi Ti en el sistema yi simplifica la expresión (5. 7) de V · b: 

181= 1 8 . 
V- b = r;,-

8
. v ,qb' = J r,:;-

8 
J3,/g b'. 

yg y• 3y9 y• 
(5.16) 

En particular para la velocidad relativa a la Tierra v tenemos 

l=n 8 J r,; - i 8 J r,;·1 8 J r,; · 2 8 J r,;(·3 J. 8s
3

) 
V yv ·V= 8Yi 3y.9 V = 8Y1 3y.9Y + 8Y2 3y9Y + 8y3 3y.9 Y + 3 8ty 

~J r,; •i + ~ r,;8s
3 

8yi 3 V gy 8y3 Y g 8ty 

J 8 r,; • i r,; ( ·i 8 ) J = 3 8yi V gy + V .9 Y 8yi 3 + 

usando la identidad (5.13) en la forma 

se obtiene 

por lo tanto 
V _ 1 8 r,; · i d In h 1 8 ln ,/9 8s3 

. V - r,:;""fii.Y.9Y +-;¡¡- + T~75t. 
v.9 Y 3 Y y 

(5.17) 
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Sustituyendo en la ecuación de continuidad 

obtenemos 

d 
-lnp+ V· v = O 
dt 

d 1 f} ·i l oln,.jg os3 

-d lnpJ3 + ín 7,"',.jgy + -J ~ -;;,- = O . 
t y g vy' 3 vy vty 

(5.18) 

5.2. Ecuaciones con y 1 = Xs, y2 = Ys, y3 = Po (zs, t) y su simplificación 

a) Consideremos las coordenadas coordenadas curvilíneas esféricas sI = x 8 , s2 = Ys, s3 = z8 definidas en el 
sistema de referencia primario yi. Recordemos que las coordendas x 8 , Ys, z8 son adecuadas para trabajar con 
un modelo esférico Terrestre. En el capítulo 3 demostramos que la presión tiene la descomposición 

p (r, t) = Po (zs, t) + PI (r, t) 

la cual permite simplificar las ecuaciones de movimiento cuando usamos a la presión de referencia p0 como 
coordenada vertical. En este caso tenemos 

YI = Xs Y
2 = Ys Y3 = Po = Po (zs, t) • (5.19) 

y de la última ecuación obtenemos 
Zs = Zs (Po, t) . (5.20) 

¿Cuando está bien definida la relación (5.20)?. Los vectores base unitarios asociados son :x:8 , Ys, z8 y los 
factores métricos son 

h-~ 
x - acosi/>c 

ín - h h - r2 cos¡/, 
Y )J - X Y - ~ COS i/>c 

hy = ~ donde r = z8 + a = Zs (Po, t) + a 
j - J-I - {!EQ 

3 - 3 - az. 

El vector de posición de una partícula tiene la forma R = R (xs, Ys, z8 = Zs (Po, t)) . En la literatura meteo­
rológica la velocidad generalizada jJ se representa con w (omega minúscula), por lo que usaremos la notación 

wo =Po. 

Calculando -9ip0 (zs, t) con la regla de la cadena obtenemos 

(5 .21) 

donde usamos z8 = w8 • Para la velocidad relativa a la tierra 

tenemos 

(5.22) 

la última ecuación se obtiene derivando (5.20) con la regla de la cadena. Para obtener la aceleración relativa 
a la Tierra 

a = Xsaxs + Y says + Zsazs 

en el sistema coordenado Xs,Ys, Po, sustituímos la expresión (5.21) de Ws en (2.135). De acuerdo con (5.15) 
tenernos 

d o reos</> o reos</> o o - = --+us-----+ vs-----+wo-. 
dt otpo a cos <Pe OXs a cos <Pe OYs Opo 

(5.23) 

El operador gradiente está dado por 

n Ala Ala AJAº 
v = Xs-h ~ +Ys-h ~ +zs 3~ 

X VXs y VYs upo 
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y el gradiente de presión queda como sigue 

donde introducimos la notación 
• 1 8 • 1 8 

V H = Xs -h ~ + Y s-h ~, 
x VXs y VYs 

Para el potencial <I> = <I> 9 + <I> e tenemos 

t:'7if,. • 1 8<.I> • 1· 8<.I> 
v 'í! = Y s -h ~ + Zs 3 ~ • 

y vYs vpo 

Sustituyendo lo anterior en la ecuación de movimiento se obtiene 

Para la ecuación de continuidad tenemos 

-v8 sin</>+ W 8 cosef> ) 
Us sin <P 

-u5 cos<t> 

d 1 ( 8 8 O ) 1 8.jg OZs 
-d lnph + - ~hyUs + -¡¡--hxVs + -¡¡--,/gwo + J fñ--;:i--~ = O. 

t .jg vX8 vy8 vpo 3y .9 vpo vtp0 

donde 
8.jg OZs 8.jg J 2r cos <P 
--=---= 3---
opo 8po OZs a 2 cos <Pe . 

(5.24) 

(5.25) 

b) La primera aproximación que se acostumbra usar en las ecuaciones de momentum es despreciar la velocidad 
vertical Ws en las ecuaciones horizontales 

~ ( Us ) + ( Us tan <P + 2n sin <t>) ( O -1 ) ( Us ) = _ ! ( ~x ~ ) + ( 
dt V8 r 1 O Vs p -h ?/!-1-

11 VYa 

y la ecuación de movimiento vertical se aproxima por la ecuación hidrostática 

8<.I> 1 
= 

8po p 

c) Simplificaciones adicionales: 
(i) Recordemos que consideramos un modelo esférico terreste con radio a, y si despreciemos la contribución 
<I> e de la aceleración centrípeta, entonces · 

ª2 
<I> = <I>g = g- . . r 

(ii) Es razonable considerar 
r = Zs +a~ a. 

(iii) Para puntos (x 8 , Ys, z5 ) cercanos al punto de referencia (xs = Ys = Z 8 = O) 
considerar 

hx ~ cos<t> ~ 1, 
COS <Pe 

Para simplificar la ecuación hidrostática usamos 

hys ~ 1 . 

8<.I> OZ8 O a2 a 2 OZ5 - = --g- = -g-- ~ -gh 
8po 8po 8zs · r r 2 8po 
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por tanto 
8z8 1 

-g 8po = p · 
Esta ecuación es inconsistente ya que el lado izquierdo sólo depende de p0 y t mientras que p = p (x8 , y., Po, t). 
La inconsistencia se elimina si usamos la aproximación 

p (r, t) = Po (zs, t) + P1 (r, t) ~ Po (zs, t) 

en las ecuaciones de momentum y continuidad. Asi, las ecuaciones de momentum se reducen a 

(5.29) 

(5.30) 

donde ahora usamos 
d 8 8 8 8 
-d = -8 +us-8 +vs-8 +wo-8. 

t tp0 Xs Ys Po 
(5.31) 

La ecuación hidrostática (5.30) puede reescribirse usando (5.26) y recordando que las variables de referencia 
satisfacen la ecuación de estado ..l. = !3Isi., asi tenemos 

Po Po 

. 
RTo 

Po 
(5.32) 

La ecuación hidrostática (5.30) da 1i_p0 J3 = O con lo cual la ecuación de continuidad (5.24) se reduce a 

8 8 8 1 8.,/g 8z8 
-
8 

hyU8 + -
8 

hxVs + -
8 

,/gwo + -
1 

-
8 

-
8 

= O , 
Xs Ys Po 3 Po tpo 

y reagrupando términos 

8 8 COS </J 8 ( 1 8z8 ) 8.,/g 
hy-8 Us+hy-8 --,¡..-vs+h-8 wo+ wo+-J -8 -8 =0. 

Xs Ys COS '!'e Po 3 tp0 Po 
(5.33) 

El valor característico de u 8 , v8 para flujos con escalas espaciales del orden de x 8 , Ys ~ 106 m, es u8 , v8 ~ 10 
ms- 1 . Esto da 

8u. 8v. 10 ms- 1 
- o-5 -1 

8x
8 

' 8y
8 
~ 106 m - l S · 

La escala de tiempo de flujos con x 8 , Ys ~ 106 m, es t0 = (2n)- 1 y el valor característico es p0 ~ 105 . Estos 
valores dan 

Wo = dpo ~ 2n Po = 14 X 10- 5 s- 1 X 105 Pa ~ 10 s- 1 Pa 
dt 

8wo ~ 2D Po = 2D = 14 X 10-5 s-1 ~ 10-4 s-1. 

8po Po 

Para el último término en (5.33) usamos (5.25) y la expresión de w8 en (5.22), la cual da 

por tanto 
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Por lo tanto la ecuación de continuidad se reduce a 

Debe recordarse que esta ecuación se obtuvo a partir de las hipótesis siguientes: 

(i) La Tierra es una esfera. 
(ii) Se desprecia la velocidad vertical w 8 • 

(5.34) 

(iii) Se desprecia la contribución de la aceleración centrípeta en la ecuación de movimiento vertical [ec. 
(5 .30)]. 
(iv) Sólo se consideran movimientos cercanos al origen (>-e = 0,</>e = </>, r = a) para que la aproximación 
(5.27) sea válida. 

Con valor característico u 8 ~ 10 ms- 1 obtenemos 

a 
10 ms- 1 

-6 - 1 

6,378 X lQ6 m ~ 1,57 X 10 S 

que es dos órdenes de magnitud menor que 2H ~ 1,4 x 10- 4 s- 1 por lo que el término " • t:n Ps puede 
despreciarse mientras que tan <Pe 2'. 10-1 , lo que tiene lugar para <Pe 2'. 1 ° ! 

En el capítulo 4 usamos observamos que el lado derecho de la ecuación hidrostática (5.29) no depende del 
tiempo t por lo que podemos suponer que las variables termodinámicas de referencia son independientes del 
tiempo 

Po= Po(zs), Po= Po(zs ), To= To(zs) . 

Esta aproximación representa una perturbación singular de la ecuación termodinámica para la energía, que 
debemos estudiar con cuidado. Si esta aproximación es válida y usamos (5.29) las ecuaciones (5.21) y (5.22) 
se reducen a 

WQ = ]3 Ws = -gpoWs · (5.35) 

Un método simple para calcular 'v • v. En coordenadas esféricas tenemos 

'y · V = - - + -V8 COS <P + - + 2-1 [OUs O ] OW W 
h1 8>- 84> or r 

Usando la expresión de w. en (5.22) obtenemos 

OWs = OPo _!._Ws = _!_ _!._ [h wo + or ] = OWo + Wo oh+~~ = 8wo +_!_ (wo 8]3 + oh) = OWo +_!_ dh 
or or opo h opo 8tp0 opo J3 opo 8tp0 opo opo h opo 8tp0 opo h dt 

Esto conduce a 

Usando la condición 

tenemos 

Sustituyendo (5.36) se obtiene 

n 1 [OU8 OV8 COS<P] Owo n 2ws v·V=- -+--- +-+v·v+ -
h1 8>- 8</> opo r 

donde se cancela 'v • v lo que da 

_!_ [ OU8 OV8 cos <P] 8wo W8 _ 

h1 8.\ + 8</> + opo + 2 r - O 
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que es exactamente la forma obtenidad para la ecuación de continuidad obtenida anteriormente. Nótese que 

OWs OWs l0-2 -1 l0-4 -1 10-6 -1 -- = -- ~ ms x m = ms or OZ8 

mientras que 
owo 10-4 -1 -- ~ s opa . 

l dh - " - 10-s - 1 -- -v·V- S 
h dt 

son 1 y 2 ordenes de magnitud mayor por lo que la identidad 

implica que ~ ~ -J !f y/o hay una inconsistencia ! que se evita con la escala temporal estándar: 

owo l U 10 ms- 1 _ 
0

_5 _ 1 
opa ~ ta = L = 106 m - 1 s 

Sugerencia: La inconsistencia proviene de J t!::Jt = 'i7 • v , relación que invoca la aproximación hidrostática 
! ! ! 3 

5.3. Ecuaciones en coordenadas y1 = s1
, y2 = s2

, y3 = y3 ( s1
, s2

, s3 , t) 
a) Consideremos un sistema cartesiano xi fijo a la Tierra y un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales 
si definidas via la transformación 

xi = xi (s1,s 2 ,s3 ). (5.37) 

Ahora consideremos un nuevo sistema de coordenadas 

yl = Sl y2 = s2 Y3 = y3 (s1 s2 s3 t) . ' ' ' (5.38) 

donde y3 juega el papel de coordenada "vertical" y de la cual se obtiene 

(5.39) 

depende explícitamente del tiempo. La composición de (5.37) con (5.39) da una transformación que depende 
explícitamente del tiempo 

(5.40) 

Como en la sección 4.1 la base covariante se calcula con el tiempo constante y aprovechando la relación con 
el sistema si obtenemos 

(oR) 8r osi 8r osi 
oyi t=cte = oyi = oyi osi = oyi Tj 

donde Tj = g!; es la base covariante asociada al sistema si . La matriz jacobiana 

1) con 

depende de explícitamente de t. En forma matricial tenemos 

( f1 )-]' ( T1 ) (! o J1 )( T1 ) 72 r2 1 h 72 
T3 T3 o h T3 

y por tanto 
f1 = T1 + J1 73 ' 72 = T2 + J2T3 , r 3 = J3r3 • (5.41) 
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b) La transformación inversa de (5.40), 

da lugar a la base contravariante 

con 

y 

Por tanto 
A J 

J1 = -]; 
ijl = r¡l 

y en términos de s; tenemos 

c) La formas contravariante y covariante de un vector b en el sistema yi se definen en la forma usual 

La relación con las componentes físicas en la base s; es 

bi = bSi) 
h; 

(5.42) 

(5.43) 

(5.44) 

y las leyes de transformación covariante y contravariante son válidas para relacionar componentes en los 
sistemas i y yi: 

i 8yi . 
b (y)= -

8 
.b1(s). 

sJ 

El tensor métrico 1G = {.fo} en el sistema y; está dado por 

8xm 8xm 8sk 8s1 

.9ij = 8yi 8yí = 8yi 9kt 8yl , 

o en forma matricial 1G = iG]. Por tanto !J = det ( 1G) = J] g lo que da el jacobiano de la transformación 

Los elementos de 1G y if;- 1 es tan dados por ( 4.87) y ( 4.88). Las relaciones siguientes siguen sin do válidas 

d) Para el operador gradiente tampoco hay cambios respecto (4.28) 

e) Usando la definición 

(5.45) 
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de los símbolos de Christoffel obtenemos las identidades 

con las cuales obtenemos la divergencia de b = ilr'i : 

1 8 r;_ - ­
'íl · b = r;. ~ v g b' . 

yguyJ 
(5.46) 

f) Hasta aquí no ha sido necesario considerar la presencia explícita del tiempo en la transformación (5.38) 
pero para calcular la velocidad relativa a la Tierra en el sistema yi, hay cambios significativos que invalidan 
el uso de algunas expresiones usadas en la literatura. La velocidad relativa a la Tierra es 

De acuerdo con 

tenemos 

. i - (t) - i - · i V=XXi =VTi=STi 

· i d i ( ) oi · í ( 8i) 
s = dt s y, t = 8t + y aJ 

Y Y t=cte 

s2 = il ·3 083 · i J 
s =fit+Y i 

y 

y las componentes físicas en la base §i son 

(5.47) 

(5.48) 

La ley de transformación contravariante ii 
contravariantes de v en el sistema yi 

da las siguientes epxresiones para las componentes 

-i ayi . j · i . i 2 v = -. s = s para i = , , 
8s1 

(5.49) 

-3_0Y
3
-j_j ·l+J ·2+J ·3 V - [)sí S - 1 S 2 S 3 S . 

Reescribamos ií3 como sigue 

ií3=~s1= ¡;1 _ _ y3=(v·'íl)y3= --- y3=il--
0 3 _ ( ·º) (d º) ay3 
8sJ 8s1 ' dt Ot 8 Ot8 

donde usamos la identidad 
d 8 
-=-+v·'v. 
dt 8ts 

Para reescribir el termino ~ consideremos la identidad 

donde f se obtiene al sustituir yi = yi(yi, t) en el lado izquierdo. La regla de la cadena establece que 

lo que nos da la identidad 
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que aplicada a la relación y3 = J [s 1
, s2

, s3 (y, t), t] conduce a 

y polo tanto 

con la cual obtenemos 
-3 ·3 8y3 ·3 1· 8s3 
V =y --=y+ 3 - . 

Ot8 Oty 

g) De acuerdo con (5.46) la divergencia de la velocidad relativa a la tierra v = ii-i\ está dada por 

.-, 1 8 Í=-i 
V ·V=--. ygV 

..Jgoy' 

(5.50) 

(5.51) 

donde ./g = h,/9 con h = ~ donde ./g = h1h2h3 • Esta expresión concide con aquella (5.17) de la sección 

5.1 donde las coordenadas yi son ortogonales yi = yi (s3 , t). Más aún, si comparamos las ecuaciones (5.11) 
y (5.12) con las ecuaciones (5.45) y (5.47), vemos que las componentes contravariantes de la velocidad son 
idénticas por lo que podemos aplicar el procedimiento para obtener (5.18). En efecto tenemos 

y haciendo uso de la relación 

Í=n 8 J r,;-i v y v · v = [)yi 3y gv 

-i~ - !}_ - ~ 
y 8yi - dt 8ty ' 

la cual es válida para una transformación general yi = yi ( s1 , s2 , s3 ; t), llegamos la expresión (5 .17) para 'v • v 
y la ecuación de continuidad (5.18), 

d 1 8 .; 1 8,/§ 8s3 
-d lnpfJ + r;;~V9Y + J r;;~~ = O. t y9 uy' 3y9 uy uty 

(5.52) 

5.4. Ecuaciones con la presión como coordenada vertical 

En la seccion 5.2 consideramos el sistema de coordenadas curvilíneas ortogonal X 8 , Ys, Po, ahora consider­
aremos el sistema 

y¡ = x_. ' y2 = Ys ' y3 = P = P (xs, Ys, Zs, t). 

donde la presión completa p = p0 + p1 juega el papel de coordenada vertical. La matri:.1 jacobiana ] tiene los 
elementos 

donde consideramos 

El vector de posición de una partícula tiene la forma R = R (xs, Ys, z8 = Z8 (xs, Ys, p, t)). En la literatura 
meteorológica la velocidad generali:tada p se representa con w (omega minúscula), por lo que usaremos la 
notación 

(5.53) 

Para la velocidad relativa a la Tierra 
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tenemos 

. OZs J U8 J Vs J . 
Ws = Z = -a + 1 -h + 2 -h + 3p tp X y 

-1 . 
V = X 8 

-2 . 
V = Ys 

_3 . op . 1 ozs 
V =p--=p+--. 

é)tz J3 otp 

La forma del operador V que usaremos es 

Asi obtenemos 

y las ecuaciones de movimiento quedan como sigue 

donde 

-U8 tan cp 
o 

d a Us a Vs a a 
-=-+--+--+w-. 
dt otp hx OXs hy OYs op 

Para la ecuación de continuidad tenemos 

d 1 ( 8 o o ) 1 8,/§ OZs 
-d In pJ3 + íñ -a hyUs + -a hxVs + -a ,jgw + J íñ -a -a = o. t V g Xs Ys p 3y g p tp 

donde 
8,jg _ oz8 8.jg _ J 2r cos cp 
------ 3---

é)p op OZs a 2 cose/Je. 
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Conclusiones 

Ha habido un esfuerzo importante para desarrollar y calibrar modelos computacionales de mesoescala que 
usan la aproximación g ~ -gk [1,4-17]. Esta aproximación produce una ecuación de momento simple útil 
para análisis teórico [3] pero no para simulaciones numéricas de flujos realmente atmosféricos en un dominio 
mayor que 100 x 100 km2

. La estimación de esta es válida en una región ( ver tabla I, sección 2) ignora 
aspectos importantes de un flujo real como la estratificación ó la dependencia con el tiempo. A partir de 
estos factores se pueden generar flujos cualitativamente diferentes de las ecuaciones exactas y aproximadas 
de momento (2.80) y 

dui 1 8p k ; 
- = ---. -gó3 -2t: ·•kn u +F. 
dt p ox• · ' '1 1 

por las no-linealidades de tales ecuaciónes [40]. La región de validez de la aproximación g ~ -gk puede ser 
significativamente más pequeñas. Por otra parte, Pielke [17] sugiere que el modelado numérico de algunos 
flujos reales de mesoescala pueden requerir un dominio con 5000 km de lado. Una solución a medias para 
el conflicto es el uso exacto de g que le permita el uso del sistema del plano-tangente xyz sobre una región 
V(L) C700x700 km2 , apartir de ahí la tropósfera está debajo de el plano xy para 1J(L) :J700x700 km2 . 

Por supuesto, la solución óptima es el desarrollo de modelos computacionales que consideran explícitamente 
la esfericidad terrestre. El uso de las poroyecciones sobre la esfera en las ecuaciones dinámicas son más 
consistentes si éstas son escritas en coordenadas de proyección XpYpZp -

Los modelos de mesosescala considerados en este trabajo tienen un número creciente de usuarios en 
instituciones mexicanas asignadas a la investigación meteorológica [31-35] y en el análisis operacional mete­
orológico [29,30]. Esto ha sido motivado por los resultados encontrados por algunos usuarios. Por ejemplo, 
agunos autores [33] afirman que la versión 2 de MM5 que las Instituciones Mexicanas usan deberían poder 
prevenir desastres causados por tormentas severas en la Ciudad de México, pero el análisis de las secciones 
2. 7 y 2.8 muestran que las versiones 2 y 3 de MM5 no pueden ser usados para predecir dichos desastres. 
Estas inconsistencias salen a la vista que los datos disponibles en el territorio mexicano no son suficiente para 
validar modelos de mesoescala. 

El uso de modelos de mesoescala en Mexíco no ha considerado la solución de los problemas operacionales 
inherentes para cualquier red meteorológica. Por ejemplo, el servicio meteorológico mexicano usa el modelo 
modelo MM5 versión 3 para predecir condiciones meteteorológicas, el modelo define las condiciones iniciales 
con datos generados por los modelos meteorológicos globales que a su vez usan los datos de los radiosondeos en 
México en un intervalo de observación de 12 horas. El servicio meteorológico tiene el gran problema de validar 
datos de radiosondeos y datos de estaciones de superficie, pero este problema no está considerado en el uso 
de MM5. Por supuesto, la fiabilidad de MM5 depende fuertemente de los datos de los modelos meteorológicos 
cuál a su vez depende de la calidad de datos provistos por el servicio meteorológico mexicano. Para esto 
tenemos que sumar el hecho que la estimación de condiciones meteorológicas con los datos de una red es un 
problema no resuelto [41]. Esto quiere decir que las condiciones iniciales usadas por un modelo como MM5 
no son óptimas y por eso las predicciones numéricas resultantes tienen que ser validadas cuidadosamente[42] . 

En el presente trabajo se pretende tener un conocimiento solido y consistente referente al conjunto de 
ecuaciones que gobiernan a los flujos atmosféricosa escala sinóptica y mas adelante desarrolar mejores modelos 
que nos permitan dar mejores pronosticos del tiempo. 
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