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Apéndice 51

VIII



RESUMEN IX

Resumen

El desarrollo de este trabajo comienza exponiendo las ideas principales de Benoit Man-
delbrot, donde se explica de una forma breve el pensamiento que da origen a una geometŕıa
inovadora y necesaria para la caracterización de sistemas, fenómenos y formas complejas.
Con la ayuda del trabajo del matemático Hausdor↵ y el f́ısico Richardson, Mandelbrot crea
una nueva geometŕıa, llamada geometŕıa fractal. El caṕıtulo 1 habla acerca de los origenes
y construcción de esta geometŕıa, además se describen conceptos como dimensión fractal y
auto-similaridad que son básicos e importantes para el desarrollo de la Teoŕıa Multifractal .

En el caṕıtulo 2 estudiamos y caracterizamos la descomposición multifractal geométrica
del intervalo unitario I y para lograrlo el Teorema de Eggleston es elemental, pues permite
la construcción de un puente entre la dimensión de Hausdor↵ y la entroṕıa de frecuencias de
I, además se muestra la fractalidad del intervalo unitario a través de los espectro ópticos que
provienen de la agrupación de subconjuntos fractales de I.

Posteriormente diferenciamos y describimos los Multifractales Geométricos y Multifrac-
tales Estad́ısticos, siendo los Multifractales Estad́ısticos mucho más complejos ya que en el
caṕıtulo 3 se introducen los conceptos de procesos multiplicativos y medida singular. Conti-
nuamos con un análisis detallado de las propiedades estad́ısticas de los procesos multiplicativos
del intervalo uniario, donde introducimos un método peculiar para calcular los espectros de
dimensiones multifractales, ya que usamos el pensamiento del cient́ıfico Ludwin Boltzmann de
la f́ısica estad́ıstica. A través de la Formulación de Boltzmann y las propiedades matemáticas
de la dimensión de Haussdor↵ calculamos el espectro de dimensiones, también llamado espec-
tro de singularidades, que está ı́ntimamente relacionado con la información probabiĺıstica y
geométrica de la separación multifractal de I, mediante el exponente de Holder y una nueva
separación multifractal en conjuntos que a su vez son multifractales.

En el caṕıtulo 4 generalizamos las ideas del intervalo unitario a un fractal autosimilar,
ya que cuando se define un multifractal estad́ıtico sobre una cubierta que corresponde aun
fractal autosimilar, se puede proyectar todo el anaĺısis del intervalo unitario por medio de una
ley de escalamiento. Demostramos que los espectros de dimensiones de fractales autosimilares
son proporcionales a los espectros que provienen del intervalo unitario escrito en una base
que corresponde al número de funciones que generan al fractal autosimilar. Introducimos los
conceptos de funciones iteradas, los cuales caracterizan a los fractales autosimilares.

Posteriormente calculamos los espectros ópticos y de dimensiones para el intervalo unitario
en base 3 y el Triángulo de Sierpinski, con lo que describimos de forma clara sus similitudes y
observaremos la importancia de llevar la ideas del intervalo unitario a fractales autosimilares.
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INTRODUCCIÓN XI

Introducción

El término multifractal se utiliza para indicar de forma compacta un método f́ısico-
matemático inhabitual pero muy singular, el cual permite estudiar procesos no lineales que
provienen de diferentes campos de estudio, como son f́ısica estad́ıstica, caos, turbulencia, f́ısica
médica e incluso finanzas[5, 6].

Existen algunos trabajos representativos de las primeras etapas del desarrollo del método
multifractal, en los cuales pocas personas están involucradas. En particular, dos publicaciones
contribuyeron a la popularidad de los multifractales, que corresponden a Frisch & Parisi 1985
y Halsey 1986 [5].

Frisch & Parisi introducen la idea de que la turbulencia puede caracterizarse a través de
una aproximación multifractal, y fue en 1983 en Summer School of Turbulence and Predicta-
bility of Geophysical Fluid Dinamics cuando la palabra multifractal surge por primera gracias
a G Parisi, R Benzi et al[6].

Desde los años 80’s la descripción multifractal funge como una importante herramienta
que caracteriza sistemas con alto grado de complejidad, por ejemplo, originalmente se pensa-
ba que para caracterizar el fenómeno cŕıtico se necesitaba un conjunto finito de exponentes.
Sin embargo el uso de multifractales mostró que se requeŕıa un número infinito de expo-
nentes para la caracterización completa de las propiedades de escalamiento, proporcionando
un conjunto de dimensiones del sistema[6]. Otro ejemplo que proviene de un campo menos
tradicional de la F́ısica, en el que se utilizan medidas singulares definidas sobre una cubierta
fractal para obtener un modelo de las secuencias del DNA, ya que se conoce que el Genoma
Humano presenta redundancia, esto es, secuencias duplicadas del DNA. Los genetistas están
interesados en localizar y contar estas secuencias ya que el número de copias está relacionado
con variaciones fenotipicas y algunas enfermedades como la esquizofrenia[7].

Los fractales poseen gran importancia en nuestra vida cotidiana, ya que desde la década
de los 90’s los avances tecnológicos nos han llevado a implementar recursos teóricos y dispo-
sitivos más sofisticados, que incluyen por ejemplo el análisis de ecuaciones iteradas, curvas
autosimilares y elementos de la geometŕıa fractal, ya que pueden implementarse en simulacio-
nes para peĺıculas de ciencia ficción donde se necesita construir superficies como una montaña
o lava en movimiento. Son de gran importancia para la creación de dispositivos más finos y
eficientes como las antenas fractales, donde se utiliza la estructura fractal como una combina-
ción virtual de condensadores y bobinas. Esto hace que la antena posea muchas resonancias
diferentes que pueden escogerse y ajustarse seleccionando el diseo fractal adecuado y son
utilizados en celulares y computadoras, donde se necesita recibir distintos tipos de conexión.
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INTRODUCCIÓN XII

La geometŕıa fractal abre las puertas a una nueva forma de ver el universo, la naturaleza,
el ambiente que nos rodea, incluso el mundo microscópico no está excento, ya que algunas
ramas de la ciencia se han inclinado hacia el estudio de sistemas como protéınas, células y
ADN, por mencionar algunos. Esta nueva forma abandona la geometŕıa que ha creado el ser
humano y conserva las formas fracturadas de la naturaleza.

En esta tesis desarrollamos y analizamos un método f́ısico-matemático capaz de carac-
terizar algunos sistemas de la naturaleza, tan complejos como lo son el corazón humano, la
superficie de las hojas de un árbol, el registro de la actividad bioeléctrica cerebral, las costas
de una isla, por mencionar algunos ejemplos.

El método que describiremos es llamado Teoŕıa Multifractal o Análisis Multifractal, el
cual esencialmente analiza un conjunto compuesto de fractales mediante una gama de dimen-
siones definidas en todo el conjunto real R. El objetivo principal de esta tesis es desarrollar
la Teoŕıa Multifractal e implementar un método para calcular los espectros de dimensiones
fractales a partir de la aplicación del Teorema de Eggleston y la formulación de Boltzmann
de la F́ısica estad́ıstica, y extender estas ideas a Fractales Autosimilares con ayuda del Teo-
rema Generalizado de Eggleston. También se construyen los espectros ópticos multifractales
geométricos y estad́ısticos para la visualización gráfica de separación multifractal y se realiza
la generalización de estas ideas a fractales autosimilares.

XII



CAPÍTULO 1. FRACTALES 1

Caṕıtulo 1

Fractales

Existe la necesidad intŕınseca del ser humano por descubrir las formas, los saberes y
las creencias, que nos permitan explicar el mundo que nos rodea. Los cient́ıficos no son
la excepción, ellos se apasionan, por ejemplo, observando y caracterizando a la naturaleza,
de manera descriptiva o cuantitativa. En general, las distintas ramas de la ciencia realizan
grandes e ingeniosos esfuerzos por describir y entender sistemas propios del mundo en el que
todos nos encontramos inmersos, por está razón surgen algunos conceptos singulares, como
el de Fractal.

No es posible describir todos los fenómenos de la Naturaleza utilizando únicamente las
ideas euclidianas, lo cual dificulta el análisis de los sistemas pero cautiva más al cient́ıfico,
por lo tanto es importante abandonar las siguientes caracteŕısticas: largo, alto y ancho; y
comenzar a medir de una forma más adecuada.

En este caṕıtulo resumimos algunas ideas de Benoit Mandelbrot, creador de la Geometŕıa
Fractal, con la que consigue cuantificar las complejas formas de lo natural.

1.1. La costa de Gran Bretaña

En esta sección el objetivo es formar una idea inicialmente intuitiva del concepto de
Fractal. En 1961 el F́ısico inglés Lewis Fry Richardson realizó un experimento emṕırico para
medir la longitud de la costa de Gran Bretaña, por practicidad, en lugar de medir la costa
real utilizó un mapa geográfico, con la ayuda de un compás trazó segmentos de ĺıneas rectas, a
longitud constante, formando una poligonal[3]. Esta poligonal es una aproximación de la costa,
el método para medir la longitud es: dado un segmento de recta ✏0 con longitud constante,
formar la poligonal a lo largo de la costa y contar el número de pasos consecutivos necesarios
para encerrar la región, el número de pasos es denotado por N(✏0) y la longitud aproximada
es L(✏0) = N(✏0)✏0. Lo anterior es una primera estimación de la longitud real de la costa,
para hacer una mejor aproximación se contruyeron nuevas poligonales de lado cada vez más
pequeño ✏2 < ✏1 < ✏0 hasta que tendiera a un valor ĺımite, el cual seŕıa la longitud real de la
costa:

1



CAPÍTULO 1. FRACTALES 2

L = ĺım
✏!0

N(✏)✏ (1.1)

Este experimento revela una sorpresa, se observa que L(✏) incrementa ilimitadamente, esto
es, en la medida en que los segmentos de recta son cada vez más pequeños ✏2 < ✏1 < ✏0, las
longitudes de las poligonales presentan el siguiente comportamiento: N(✏2)✏2 >> N(✏1)✏1 >>
N(✏0)✏0. Esta caracteŕıstica es clara ya que conforme la escala disminuye, se reexamina el
mapa geográfico y aparecen más detalles de la peńınsula, y son cuantificadas sub-bah́ıas con
lo que se incrementa L(✏).

Un resultado del análisis de Richardson es que la longitud de la costa depende del valor de
la escala utilizada para medir, además cada vez que redućıa la escala de medición la longitud
aumenta, de manera que la secuencia de longitudes no converge a un valor finito, sino diverge
a infinito:

L = ĺım
✏!0

N(✏)✏ = 1 (1.2)

Otro resultado es que la longitud de la costa de Gran Bretaña es infinita, ya que, en
particular, su ĺınea costera es demasiado irregular para ser medida con curvas geométricas
clásicas como segmentos de ĺıneas rectas. Se concluye que si el objetivo es comparar costas
(irregulares), la longitud es un concepto inadecuado.

El siguiente paso consiste en determinar la forma expĺıcita de la dependencia de la longitud
L(✏) y la medida ✏. La idea fundamental es que ambas cantidades siguen una ley de potencia
de la forma y ⇠ xd[3].

Richardson graficó en una escala doblemente logaŕımica L(✏) contra ✏ como se muestra en
la figura 1.1, encontrando que los datos se ajustaban bastante bien por mı́nimos cuadrados a
una recta de pendiente negativa:

lnL(✏) = �m ln ✏+ ln b (1.3)

donde m > 0. Este resultado comprueba el comportamiento tipo ley de potencia, y es de la
forma siguiente:

L(✏) = b✏�m. (1.4)

Se observa que la ecuación (1.4) permite comparar costas que comparten el mismo valor
de la pendiente m. Para un valor dado de ✏ se satisface:

L1(✏) = b1✏
�m ; L2(✏) = b2✏

�m (1.5)

por lo tanto, la razón entre longitudes no depende de la medida de la poligonal utilizada:

L2(✏)

L1(✏)
=

b2
b1

(1.6)

Se concluye que las costas pueden ser comparadas por sus coeficientes bi que no dependen
de la medida ✏ y no por sus extensiones.

2



CAPÍTULO 1. FRACTALES 3

Figura 1.1: Gráfica log-log correspondiente al comportamiento de L(✏) vs. ✏ de la costa de Gran
Bretaña.

1.2. Dimensión fractal de Hausdor↵

El método para medir L(✏) citado en la sección anterior, corresponde con algunas gene-
ralizaciones no estándar de la definición de dimensión, que ya se usaba a principios del siglo
XIX, en matemática pura [4]. En 1919, Felix Hausdor↵ introdujo la noción de la medida de
un conjunto en todas las dimensiones posibles a través de la Dimensión de Hausdor↵.

El peŕımetro de un poĺıgono, sin más, se calcula sumando las longitudes de sus lados
L(✏)✏. Los segmentos de recta ✏ están elevados a la potencia � = 1, donde 1 corresponde a
la dimensión euclidiana de la recta. Observamos que si utilizamos una potencia equivocada,
por ejemplo � = 2, L(✏)✏2 es un resultado que no nos da ninguna información concreta, pues
� = 2 corresponde a la dimensión euclidiana del plano, y resulta un poco ilógico medir el área
de una recta ya que ésta es nula.

Continuamos usando un método análogo a la aproximación poligonal, formadas por seg-
mentos de longitud ✏ pero elevadas a la potencia arbitraria �, obtenemos una cantidad que
podemos llamar medida aproximada de dimensión �: N(✏)✏�. La Medida de Hausdor↵ en una
dimensión arbitraria � es,

H�(M) = ĺım
✏!0

N(✏)✏� (1.7)

donde N(✏) es el número mı́nimo de esferas de diámetro ✏ que adoquinan al conjunto M .
Las dimensiones eucĺıdeas son casos particulares de la dimensión de Hausdor↵, por ejemplo,
cuando M es una región acotada en un plano, H2(M) es el área de esta región. Entonces, para
adoquinar un plano, necesitamosN(✏) cuadrados de lado ✏, de esta forma el área está dada por
A = N(✏)✏2 por lo que para objetos bidimensionales, el número mı́nimo de esferas está dado
por N(✏) = A ✏�2. Analogamente para objetos tridimensionales, se necesitan N(✏) cubos de
lado ✏, por lo que N(✏) = V ✏�3, donde V es el volumen. Observamos que N(✏) aumenta

3



CAPÍTULO 1. FRACTALES 4

cuando ✏ disminuye, obedeciendo una ley de potencias de la forma,

N(✏) = C

✓

1

✏

◆D

(1.8)

este comportamiento es equivalente a la ecuación (1.4), donde el exponente D es una cantidad
caracteŕıstica del conjunto M , de manera que la medida de M en una dimensión arbitraria �
es:

H�(M) = C ĺım
✏!0

✏��D =

8

>

<

>

:

1 si � < D

0 si � > D

C si � = D

(1.9)

donde existe un valor � = D tal que la medida de Hausdor↵ es infinita para las dimensiones
que son menores a D o cero si son mayores. Observamos que un objeto, el conjunto M , tiene
muchas medidas de Hausdor↵, cada una para una dimensión �, las cuales están degeneradas
pues sólo toman valores cero o infinito. Existe sólo una dimensiónD caracteŕıstica del conjunto
para la cual la dimensión de Hausdor↵ es finita 6= 0.

1.3. Concepto de fractal, Mandelbrot

”Después de desenterrado el trabajo de Richardson, propuse...”
B. Mandelbrot (1967).

El análisis de las costas de Richardson y el concepto de dimensión fractal de Hausdor↵
son una base fundamental de las ideas de Benoit Mandelbrot. Su pensamiento radica en que
las matemáticas convencionales huyen de lo natural, ya que no existen, por ejemplo, nubes
esféricas, costas circulares o rayos rectiĺıneos, por lo que Mandelbrot planteó la necesidad de
construir una Geometŕıa de la Naturaleza. Esta construcción es capaz de describir formas irre-
gulares y fragmentadas, además propone que la naturaleza no sólo presenta un grado superior
de complejidad sino que se da en un nivel diferente, que corresponde al comportamiento de
los sistemas con leyes de potencia y ⇠ xd.

Con estas ideas las formas irregulares y fragmentadas ahora admiten un tratamiento rigu-
roso y cuantitativo, identificando estas formas como fractales que provienen de término latino
fractus relacionado con los conceptos ((romper en pedazos)) e ((irregular)), también llamó Di-
mensión Fractal a la dimensión de Hausdor↵ [4].

Mencionamos que existe una conexión entre la pendiente de la gráficas log-log de Ri-
chardson y la dimensión de Hausdor↵, como la longitud de una poligonal se calcula como
L(✏) = N(✏)✏, entonces el número de lados de la poligonal N(✏), usando la ecuación (1.4)
toma la forma:

N(✏) =
L(✏)

✏
= b✏�1�m (1.10)

4



CAPÍTULO 1. FRACTALES 5

identificando el número de lados de la poligonal con el número óptimo de esferas de diámetro
✏ que cubren la costa, ecuaciones (1.8) y (1.10), obtenemos:

D = �1�m (1.11)

donde C = b, por lo tanto la medida de Hausdor↵ en dimensión D corresponde a la intersec-
ción de la recta con el eje de las ordenadas.

Mandelbrot pensó que los elementos euclideanos sólo dan una idea parcial de la realidad,
para poder decribir costas, árboles y nubes se necesita entender el comportamiento ’amorfo’
[4]. Su Geometŕıa de la Naturaleza nace para estudiar la forma de lo ’amorfo’ y se divide en
dos secciones generales, la primera corresponde a las irregularidades estad́ısticas, que son las
más comunes. La segunda corresponde a las irregularidades escalantes que corresponde a los
objetos autosimilares como describiremos en la siguiente sección.

1.4. Objetos auto-similares

Una estructura se dice autosimilar si se puede romper arbitrariamente en pequeñas piezas,
y cada pieza resulta ser una pequeña réplica de la estructura entera [3]. Las pequeñas piezas
pueden obtenerse del objeto entero aplicando una transformación de autosimilaridad, que
consiste en escalar la magnitud del vector de posición de un punto del conjunto. Para los
objetos autosimilares, las transformaciones contraen la magnitud del vector de posición de
los puntos, para visualizar esto consideremos los siguientes ejemplos.

(a) (b)

Figura 1.2: Autosimilaridad de la recta, cuadrado, cubo y curva de Koch.

En la figura 1.2 observamos objetos formados por copias reducidas de śı mismos, por
ejemplo en (a) se presenta una ĺınea, un cuadrado y un cubo formados por subĺıneas, sub-
cuadrados y subcubos reducidos 1/3 con respecto al objeto original. En (b) se observa que la
curva de Koch esta hecha por pequeñas subcurvas de Koch de distintas escalas. Este ejemplo
nos permite notar que la caracteŕıstica de autosimilaridad se presenta en los objetos fracta-
les, aśı como en otros objetos de distinta naturaleza, ya que la ĺınea, el cuadrado y el cubo
también son autosimilares.

5



CAPÍTULO 1. FRACTALES 6

Ahora estudiamos la relación entre el factor de reducción r y el número de piezas en que el
objeto es dividido q, para la ĺınea, el cuadrado y el cubo, es fácil ver que obedecen la siguiente
ley de potencias

q =
1

rD
(1.12)

donde D = 1 para la ĺınea, D = 2 para el cuadrado y D = 3 para el cubo. Para la curva
de Koch la relación no es obvia pues para un factor de reducción r = 1

3 obtenemos q = 4
pequeñas subcurvas de Koch, estos objetos fractales obedecen la ley de potencias descrita en
la sección 1.2.

En general no se tienen algoritmos sencillos para calcular la dimensión de Hausdor↵ de un
conjunto dado, sin embargo existen objetos tales que su dimensión fractal se obtiene de forma
anaĺıtica, por ejemplo los objetos que presentan autosimilaridad, a continuación mostraremos
un método anaĺıtico.

Consideremos una transformación de similaridad en un espacio eucĺıdeano Rn, que cambia
la magnitud de un vector ~x = (x1, x2, ..., xn) en un factor r 2 R, de la forma:

r(~x) = (rx1, rx2, ..., rxn). (1.13)

Si aplicamos la transformación a un conjunto de puntos F 2 Rn, tenemos que para los
valores r > 1 se obtiene una copia amplificada de F y para los valores r < 1 se obtiene una
copia reducida de F . Como mencionamos al inicio de la sección, nos interesan las transforma-
ciones de similaridad contractivas donde el factor de reducción es menor que uno (r < 1), por
lo tanto un conjunto F es autosimilar en las razones {r1, r2, ..., rn} cuando F está formado
por copias escaladas pero idénticas a él, esto es:

F =
n
[

i=1

Fi donde Fi ⇠ ri · F & Fi \ Fj = ;. (1.14)

Usando la propiedad de autosimilaridad podemos encontrar una expresión cerrada para
la dimensión fractal de estos conjuntos, para ello consideremos el caso más simple en donde
F está compuesto de q copias con el mismo factor de reducción r. Suponga que podemos
adoquinar F con N(✏) esferas de diámetro ✏, si sabemos que el conjunto es autosimilar en
una razón r y un entero q, nos preguntamos por el número N(r✏) de esferas de diámetro
r✏ para adoquinarlo. Por autosimilaridad requerimos q copias reducidas cubiertas por N(✏)
esferas de diámetro r✏, por lo tanto el número de esferas para cubrir por completo al conjunto
es:

N(r✏) = qN(✏) (1.15)

la ecuación (1.15) corresponde a una ecuación funcional, cuya solución es

N(✏) = A✏↵ con ↵ =
ln q

ln r
(1.16)

6
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al comparar este resutado con la ecuación (1.8) encontramos que la dimensión de Hausdor↵
de un conjunto autosimilar en la razón r y el entero q esta dado por:

D = � ln q

ln r
(1.17)

por lo tanto, la relación entre en número de piezas q y la razón r, permite calcular de una
manera sencilla la dimensión de objetos fractales autosimilares. Este resultado nos será muy
útil en el caṕıtulo 4, donde realizamos la extensión del análisis multifractal del intervalo
unitario a objetos multifractales cuyo soporte es un fractal autosimilar.

Este caṕıtulo trata acerca de la construcción de la Geometŕıa Fractal. Se definen los
conceptos básicos de fractal, dimensión de Hausdor↵ y fractales autosimilares, los cuales
fungen como pilares de una teoŕıa que surge a partir de la necesidad de describir fenómenos
altamente no lineales. Nos referimos al concepto denominado multifractal que estuadiamos
en la siguiente sección.

7
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Caṕıtulo 2

El Teorema de Eggleston y la
descomposición Multifractal del
intervalo I

El intervalo unitario I corresponde al conjunto de todos los números reales que se encuen-
tran entre cero y uno I 2 [0, 1]. En este caṕıtulo mostramos que el intervalo unitario tiene
una estructura multifractal, a través de una realizamos una descomposición particular de I,
esto es; particionamos el intervalo unitario en subconjuntos fractales, los cuales exhiben la
estructura multifractal de I.

2.1. Cilindros de orden k

Los cilindros de orden k son subconjuntos que componen el intervalo unitario, estos de-
penden directamente de la elección del número de cifras significativas k. Expliquemos esto,
expresemos cualquier número w dentro de I en una base s,

w =
1
X

n=1

zn(w)

sn
. (2.1)

Notamos que w es una serie infinita, por lo tanto un elemento de I es de la forma 0.b1b2 ·
· · bk · · · b1 donde bj = 0, 1, 2, ..., s� 1. Conviene utilizar sólo las primeras k cifras de w, esto
es, considerar la siguiente secuencia {z1(w), z2(w), ..., zk(w)} donde k es el número de cifras
significativas, esto conlleva a que no estamos especificando un número sino un conjunto de
números, en particular al conjunto de números que definen el siguiente intervalo:

0.z1(w)z2(w) · · · zk(w) =
"

k
X

i=1

zi(w)

si
,

k
X

i=1

zi(w)

si
+

1

sk

!

(2.2)

este intervalo es llamado Cilindro de orden k [10].

9
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Por lo tanto a una secuencia {z1(w), z2(w), ..., zk(w)} le corresponde un cilindro de orden
k definido por:

Cz1z2···zk =

"

k
X

i=1

zi(w)

si
,

k
X

i=1

zi(w)

si
+

1

sk

!

(2.3)

cada cilindro tiene una longitud denotada por�k ⌘ 1
sk
, y nos percatamos que I está compuesto

por sk cilindros de orden k.

2.2. Clasificación en frecuencias

Realicemos una clasificación peculiar de todos los cilindros en el intervalo unitario, cada
cilindro de orden k está ligado con una secuencia de la forma {z1z2···zk} donde zi = 0, 1, ..., s�
1. La idea consiste en observar la secuencia y determinar la frecuencia de aparición de cada zi,
es decir; dada una secuencia se debe cuantificar la ocurrencia de zi y dividirlo entre el número
total de elementos en la secuencia dada, que corresponde al número de cifras significativas k. Si
denotamos a Ni(k) como el número de veces en que zi aparece en la misma secuencia, entonces

la frecuencia es fi(k) ⌘ Ni(k)
k . De esta forma cada cilindro puede clasificarse de acuerdo a

las frecuencias {f0(k), f1(k), ..., fs�1(k)} sin importar el orden dado en cada secuencia, esto
implica que existen varios cilindros distintos que comparten el mismo valor en las frecuencias.
Por ejemplo los cilindros de orden 5 en base s = 2: C01111, C10111, C11011, C11101 & C11110,
tienen mismas frecuencias {f0(5) = 1

5 , f1(5) =
4
5}.

Ahora notamos que a todos los cilindros que tienen el mismo valor de frecuencias {f0, f1, ...,
fs�1} los podemos catalogar en conjuntos que denotamos por M(f0, f1, ..., fs�1), y claramen-
te I =

S

M(f0, f1, ..., fs�1). Podemos especificar el número de cilindros que lo componen, es
decir; definir la cardinalidad de M :

Card (M(f0(k), ..., fs�1(k))) =
k!

N0(k)!N1(k)! · · ·Ns�1(k)!
(2.4)

utilizando la aproximación de Stirling, la cardinalidad de M en términos de las frecuencias
es:

Card (M(f0(k), ..., fs�1(k))) = f0(k)
�N0f1(k)

�N1 · · · fs�1(k)
�Ns�1 . (2.5)

Ejemplifiquemos esto, retomemos los cilindros de orden 5 en base s = 2, con números de
ocurrencias: N0 = 1 & N1 = 4. Estos cilindros conforman el conjunto M(f0(5) =

1
5 , f1(5) =

4
5), y son exactamente:

Card

✓

M

✓

f0(5) =
1

5
, f1(5) =

4

5

◆◆

=
5!

1! · 4! = 5. (2.6)

De esta forma obtenemos cinco cilindros C01111, C10111, C11011, C11101 & C11110 con el
mismo valor en las frecuencias. Notemos que estos cilindros se encuentran distribuidos en
todo el intervalo unitario y no son necesariamente contiguos.

10
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Para visualizar la estructura multifractal de I consideremos el ejemplo binario s = 2
con una precisión de 8 d́ıgitos, es decir, formaremos cilindros de orden 8. Buscamos los
conjuntos M (f0(8), f1(8)) que podemos obtener para este proceso, sabemos que los cilin-
dros serán de la forma Cz1z2z3···z8 donde cada zi = 0, 1; entonces podemos definir el pri-
mer conjunto con los siguientes números de ocurrencia N0 = 8 & N1 = 0 por lo tanto
obtenemos la familia M

�

f0(8) =
8
8 , f1(8) =

0
8

�

con exactamente un cilindro C00000000. Pa-
ra obtener las otras familias debemos cambiar los números de ocurrencia de forma que la
suma de N0 + N1 = 8, en términos de las frecuencias obtendremos las siguientes familias:
M (7/8, 1/8) ,M (3/4, 1/4) ,M (5/8, 3/8) ,M (1/2, 1/2) ,M (3/8, 5/8) ,M (1/4, 3/4) ,M(1/8,
7/8) & M (0, 1). Obtenemos 9 familias diferentes para s = 2 y k = 8, ahora construimos
un espectro óptico que consiste en asignar un color diferente a cada familia, por lo tanto
tenemos 9 colores diferentes que representan a cada conjunto M (f0(8), f1(8)) que mostramos
por separado en la figura 2.1 y juntos en la figura 2.2.

(a) M(1, 0) (b) M(7/8, 1/8) (c) M(6/8, 2/8)

(d) M(5/8, 3/8) (e) M(4/8, 4/8) (f) M(3/8, 5/8)

(g) M(2/8, 6/8) (h) M(1/8, 7/8) (i) M(0, 1)

Figura 2.1: Estructura fractal de los conjuntos M(f0, f1) de I para k = 8.

En la figura 2.2 observamos que las familias están entretejidas recordándonos a un zarape
de Saltillo. Para visualizar la estructura multifractal tomamos cualquier hilo del zarape y
lo amplificamos por un factor de 28 y obtenemos por cada cilindro otras 9 familias con la
misma estructura que la figura 2.2. Por ejemplo tomemos un hilo de un color amarillo que
pertenece a M(5/8, 3/8) al amplificarlo obtenemos un espectro óptico, figura 3.2, conformado
por 9 familias de la forma M(5+n

16 , 3+m
16 ) con m+ n = 8. Lo anterior muestra la propiedad de

autosimilaridad de la separación multifractal del intervalo unitario, ya que en 3.2 se presenta
la misma estructura espectral que vimos originalmente.

11
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Figura 2.2: Estructura multifractal del intervalo unitario I en base binaria para k = 8.

Figura 2.3: Estructura multifractal de los conjuntos M(5/8, 3/8) de la figura 2.1.

Con esto observamos efectivamente la estructura multifractal, ya que la separación de
I en cilindros que conforman subconjuntos M(f0, f1, ..., fs�1), implica que los cilindros se
encuentran distribuidos en todo el intervalo unitario, y no en una región espećıfica, con una
estructura que parece entretejida, es decir; cilindros que pertenecen al mismo subconjunto se
encuentran distribuidos en todo el intervalo unitario y ademas están entrelazados con otros
cilindros que pertenecen a otros subconjuntos M.

2.3. Teorema de Eggleston

Continuemos realizando una mejor aproximación, esto es, considerar el ĺımite cuando
k ! 1, el tamaño de los intervalos disminuye considerablemente hasta que cada cilindro de
orden k tiende a un número w dentro de I, y como consecuencia las frecuencias ahora toman
valores en el continuo

ĺım
k!1

Ni(w, k)

k
= ĺım

k!1
fi(w, k) = 'i (2.7)

12
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por lo tanto los conjuntos M(f0, f1, ..., fs�1) originan conjuntos de puntos w para los
cuales las frecuencias toman valores continuos ('0,'1, ...,'s�1); estos conjuntos se denotan
por M('0,'1, ...,'s�1), además tenemos I =

S

M('0,'1, ...,'s�1) y podemos escribir,

M('0,'1, ...,'s�1) = ĺım
k!1

M(f0(k), f1(k), ..., fs�1(k)). (2.8)

Ahora calculemos la Dimensión de Hausdor↵ del conjunto M('0,'1, ...,
's�1), utilizando (2.8), necesitamos calcular,

DimH M('0,'1, ...,'s�1) = ĺım
k!1

DimH M(f0(k), f1(k), ..., fs�1(k)) (2.9)

para esto empleamos la definición de la Dimensión de Hausdor↵, y tenemos que:

DimH M(f0(k), f1(k), ..., fs�1(k)) = � ln{Card (M(f0(k), ..., fs�1(k)))}
ln{�k}

(2.10)

=
ln{
Qs�1

j=0 fj(k)
�Nj}

ln{sk} =

Ps�1
j=0(�Nj) ln fj(k)

k ln s

por lo tanto,

DimH M('0,'1, ...,'s�1) = ĺım
k!1

8

<

:

� 1

ln s

s�1
X

j=0

fj(k) ln fj(k)

9

=

;

(2.11)

de esta forma obtenemos una expresión para la dimensión de Hausdor↵ del conjuntoM('0,'1, ...,'s�1):

DimH M('0,'1, ...,'s�1) = � 1

ln s

s�1
X

j=0

'j ln'j (2.12)

este resultado es llamado Teorema de Eggleston, el cual establece la dimensión de cada con-
junto de frecuencias que conforman a todo el intervalo unitario I [2].

A continuación mencionaremos algunas consecuencias caracteŕısticas que provienen del
análisis hecho hasta ahora:

El intervalo unitario I es un Multifractal.

El espectro de singularidades está dado por el Teorema de Eggleston (2.12).

La dimensión global de Hausdor↵ de I es:

DimH{I} = Máx
'0,'1,...,'s�1

DimH{M('0,'1, ...,'s�1)} = 1 (2.13)

que se obtiene para el conjunto donde todas las frecuencias son iguales '0 = '1 = · · · =
's�1 =

1
s .

13
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El Teorema de Eggleston establece una conexión entre la dimensión de Hausdor↵ y la
entroṕıa de frecuencias.

Denotemos a S('0,'1, ...,'s�1) como la entroṕıa de frecuencias, la hemos nombrado
aśı debido a que posee una estructura matemática similar a la entroṕıa de Shannon, dada por

S('0,'1, ...,'s�1) = �
s�1
X

j=0

'j ln'j (2.14)

por lo tanto el teorema de Eggleston toma la siguiente forma:

DimH M('0,'1, ...,'s�1) =
S('0,'1, ...,'s�1)

ln s
(2.15)

con la ecuación (2.15) observamos la conexión entre Dimensión Fractal y Entroṕıa de Fre-
cuencias.

Examinemos con la ayuda de ejemplos los conceptos mencionados hasta ahora, para esto
consideramos el conjunto de Cantor, que corresponde a un conjunto infinito que está contenido
dentro del intervalo unitario. Pensemos en el intervalo unitario escrito en base s = 3, el
conjunto de Cantor corresponde al subconjunto de I tal que no contienen ningún 1 [3], esto
es:

C =

(

w
�

�

�

w =
1
X

n=1

zn(w)

3n
donde zj(w) 2 (0, 2)

)

. (2.16)

El conjunto de Cantor C estará conformado por conjuntos Ms('0,'1, ...,'s�1) de frecuen-
cias iguales, etiquetados por el sub́ındice s para tener una mejor visualización del cálculo. Cla-
ramente al conjunto de Cantor lo componen C =

S

'0,'2

M3('0,'1 = 0,'2) donde '0 +'2 = 1.

Procedemos con el calculo de la Dimensión de Hausdor↵ de los subconjuntos que componen
C

DimH M3('0,'1 = 0,'2) =
1

ln 3
S3('0,'1 = 0,'2). (2.17)

Notemos que S3('0,'1 = 0,'2) = S2('0,'1) y como

S2('0,'1) = ln 2 DimH M2('0,'2)

tenemos que,

DimH M3('0,'1 = 0,'2) =
ln 2

ln 3
DimH M2('0,'1). (2.18)

Notemos que los conjuntos M3('0,'1 = 0,'2) y M2('0,'2) son completamente distintos,
el primero está en base s = 3 y el segundo en base s = 2.

Usando (2.13) podemos calcular la Dimensión global del conjunto de Cantor

14



CAPÍTULO 2. EL TEOREMA DE EGGLESTON Y LA DESCOMPOSICIÓN
MULTIFRACTAL DEL INTERVALO I 15

DimH C = Máx
'0,'1

DimH{M3('0,'1 = 0,'2)} (2.19)

DimH C =
ln 2

ln 3
DimH M2('0 =

1

2
,'1 =

1

2
) =

ln 2

ln 3

introduciendo este resultado en (2.19) obtenemos

DimH M3('0,'1 = 0,'2) = DimH C · DimH M2('0,'1) (2.20)

Con esta aplicación del teorema de Eggleston, podemos concluir:

El conjunto de Cantor es un multifractal con dimensión global de Hausdor↵ dada por
(2.19).

La ecuación (2.20) implica que podemos hacer una decomposición multifractal del con-
junto C, similar a la del intervalo unitario I en base s = 2, difiriendo solamente en un
factor de escala que es la dimensión de Cantor.

El teorema de Eggleston establece una relación entre la dimensión de Hausdor↵ de
subconjuntos del intervalo I con la entroṕıa de frecuencias, que en este caso no aparece
ninguna variable aleatoria y sin embargo, como veremos más adelante, al construir un
multifractal estad́ıstico podemos encontrar procesos estocásticos relacionados con la
entroṕıa.

En general, los multifractales son conjuntos compuestos de fractales, por lo tanto un ob-
jeto multifractal posee varias dimensiones fractales. El intervalo unitario tiene una naturaleza
multifractal, la cual se exibe gracias a una separación particular en subconjuntos de frecuen-
cia Ms('0,'1, ...,'s�1). Este desarrollo corresponde a un análisis geométrico, es decir, este
caṕıtulo describe sólo multifractales geométricos.

El siguiente caṕıtulo continua con un análisis más sofisticado, donde se utilizan algunos
conceptos básicos de probabilidad y se construye un Multifractal Estad́ıstico definido sobre el
intervalo unitario.
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Caṕıtulo 3

Descripción estad́ıstica de un
Multifractal

En esta sección generamos un Multifractal Estad́ıstico, para esto, es necesario notar que en
el caṕıtulo 2 se describe una cubierta fractal puramente geométrica, ya que la descomposición
multifractal de I radica sólo en la creación cubiertas de cierto tamaño; esto es, los cilindros
de orden k generan un Multifractal Geométrico.

El procedimiento para crear un Multifractal Estad́ıstico, se hace asignando una medida
estad́ıstica a cada cubierta del multifractal geométrico, lo cual significa establecer un peso
probabiĺıstico a cada cilindro con la ayuda de un proceso multiplicativo que definiremos a
continuación.

3.1. Proceso Multiplicativo

El proceso multiplicativo se define en términos del primer paso de la descomposición del
intervalo unitario, si consideramos k = 1 obtenemos s particiones del intervalo I: {0, 1, ..., s�
1}, a cada partición le asignamos un peso probabiĺıstico {p0, p1, ..., ps�1}, tal que cada pi � 0
y que

P

pi = p0 + p1 + · · ·+ ps�1 = 1 [1]. Esto corresponde al siguiente esquema finito,

✓

0 1 · · · s� 1
p0 p1 · · · ps�1

◆

. (3.1)

Iteramos el sistema teniendo en cuenta que las probabilidades para la siguiente iteración
dependen de las probabilidades definidas en (3.1), como se muestra en la figura 3.1, que se
repite iterativamente:

Recordemos que para un esquema finito, la entroṕıa de Shannon está definida de la si-
guiente forma:

17
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Figura 3.1: Partición del intervalo unitario I es base s.

S(p0, p1, ..., pr) = �
r
X

i

pi ln pi (3.2)

Calculemos la entroṕıa de Shannon para este proceso multiplicativo o estocástico dado un
número k de iteraciones, para esto necesitamos introducir el concepto de medida estad́ıstica,
que corresponde únicamente a que un conjunto tiene asociado un número, en este caso, a todo
el conjunto unitario le corresponde una medida igual a la unidad, en seguida, cada partición,
es decir; cada cilindro esá relacionado con un número pi que cumple con las propiedades de
un espacio probabiĺıstico y de ah́ı proviene el nombre de medida estad́ıstica [2]. La medida
estad́ıstica de cada cilindro de orden k es la siguiente:

µ~p (Cz1,z2,...,zk) = pN0
0 pN1

1 · · · pNs�1
s�1 (3.3)

escrita en su forma compacta, pero notemos que podemos escribir (3.3) de la siguiente forma:

µ~p (Cz1,z2,...,zk) = pz1pz2 · · · pzk (3.4)

Reanudemos el cálculo de la entroṕıa de Shannon para todo el proceso estocástico, utili-
zando la definición (3.2) tenemos,

Sk(p0, p1, ..., ps�1) = �
X

z1,z2,...,zk

µ~p (Cz1,...,zk) lnµ~p (Cz1,..,zk) (3.5)

considerando µ~p en su forma (3.4):

µ~p (Cz1,...,zk) lnµ~p (Cz1,..,zk) = pz1pz2 · · · pzk [ln pz1 + · · ·+ ln pzk ] (3.6)

tenemos que,
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X

z1,z2,...,zk

µ~p lnµ~p =
X

z1

pz1 ln pz1 + · · ·+
X

zk

pzk ln pzk .

Finalmente obtenemos la siguiente forma para la entroṕıa del k-ésimo proceso multipli-
cativo:

Sk(p0, p1, ..., ps�1) = �k

s�1
X

i=0

pi ln pi (3.7)

donde observamos que la entroṕıa de Shannon de todo el proceso estocástico depende en
una forma muy simple de la entroṕıa de Shannon del primer paso. Es pertinente utilizar la
entroṕıa por paso ya que cuando k ! 1, Sk diverge, pero su cociente con k es constante e
igual a la entroṕıa del esquema finito (3.1) y es exactamente:

Sk

k
= �

s�1
X

i=0

pi ln pi. (3.8)

Ahora queremos relacionar la entroṕıa de Shannon con la dimensión de Hausdor↵, recor-
demos que el Teorema de Eggleston es el siguiente:

DimHM('0,'1, ...,'s�1) = � 1

ln s

s�1
X

i=0

'i ln'i (3.9)

y notamos que para un conjunto especial en el que se tiene 'i = pi, de (3.8) y (3.9) obtenemos,

ĺım
k!1

Sk

k
= �

s�1
X

i=0

'i ln'i = ln s · DimHM(p0, p1, ..., ps�1). (3.10)

El conjunto donde el vector de frecuencias es igual al vector de probabilidad M('0 =
p0,'1 = p1, ...,'s�1 = ps�1) le llamaremos conjunto de condensación de la medida, ya que
como veremos a continuación la medida tiende a concentrarse en este conjunto especial. Para
mostrar esto calculemos la medida probabiĺıstica del conjunto M('0,'1, ...,'s�1) tomada con
el proceso multiplicativo:
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µ~p {M('0,'1, ...,'s�1)} = Card {M('0,'1, ...,'s�1)}
·µ~p (Cz1,...,zk)

(3.11)

sustituyendo (3.3) y (2.5) bajo el régimen k ! 1, tenemos,

µ~p {M('0,'1, ...,'s�1)} =
s�1
Y

i=0

✓

pi
'i

◆Ni

. (3.12)

La ecuación (3.12) evidenćıa que la medida para el conjunto especial donde 'i = pi tiende
a uno, por lo tanto este conjunto probabiĺısticamente pesa más que otros, pues cubre casi
toda la probabilidad; es decir, la medida se concentra en M(~' = ~p), esta es la razón por la
cual se le llama conjunto de condensación de la medida.

Continuemos con el cálculo, despejemos DimHM(p0, p1, ..., ps�1) de la ecuación (3.10):

DimHM(p0, p1, ..., ps�1) = ĺım
k!1

Sk

k ln s

= � ĺım
k!1

Sk

ln s�k

(3.13)

recordamos que s�k = �k y obtenemos la siguiente expresión,

DimHM(p0, p1, ..., ps�1) = � ĺım
k!1

Sk

ln�k
(3.14)

esto indica que la dimensión de Hausdor↵ del conjunto de condensación está relacionada
con la entroṕıa de Shannon de todo el proceso, además podemos observar de (3.14) que la
Entroṕıa obedece la siguiente ley de escalamiento,

Sk(p0, p1, ..., ps�1) ⇠ ln

✓

1

�k

◆DimHM(p0,p1,...,ps�1)

. (3.15)

Hemos analizado la relación entre Dimensión de Hausdor↵ y entroṕıa de Shannon en el in-
tervalo unitario I separado en conjuntos de frecuencias M('0,'1, ...,'s�1), ahora estudiemos
una nueva forma de agrupar subconjuntos de I, que tome en cuenta la medida probabiĺıstica,
para esto es importante notar que la medida estad́ıstica de cada cilindro (3.3) obedece la
siguiente ley de escalamiento:
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µ~p (Cz1,z2,...,zk) = �
↵z1,z2,...,zk
k (3.16)

donde hemos introducido el exponente de escalamiento ↵z1,z2,...,zk , llamado exponente de
Holder [2, 11]. Con esto podemos agrupar a todos los cilindros que poseen el mismo valor de
↵z1,z2,...,zk en conjuntos iguales nombrados J↵, definidos de la siguiente forma:

J↵ =
n

w 2 I
�

�

�

↵ (~'(w), ~p) = ↵
o

(3.17)

de (3.16) podemos obtener una expresión para ↵z1,z2,...,zk :

↵z1,z2,...,zk =
lnµ~p (Cz1,z2,...,zk)

ln�k
= �

lnµ~p (Cz1,z2,...,zk)

k ln s
(3.18)

y podemos escribir la medida estad́ıstica de la siguiente forma,

µ~p (Cz1,z2,...,zk) = pz1pz2 · · · pzk =
s�1
Y

i=0

p
Ni(k)
i (3.19)

por lo tanto lnµ~p =
Ps�1

i=0 Ni(k) ln pi entonces:

↵z1,z2,...,zk = � 1

ln s

s�1
X

i=0

Ni(k)

k
ln pi = � 1

ln s

s�1
X

i=0

fi(k) ln pi. (3.20)

En un proceso ĺımite, el cilindro de orden k tiende a un punto cuando k ! 1 entonces el
exponente de Holder estará asociado a un punto de la siguiente manera:

↵(w, ~p) = ↵(~'(w), ~p) = � 1

ln s

s�1
X

i=0

'i ln pi (3.21)

ahora es fácil ver que todos aquellos conjuntos M('0,'1, ...,'s�1) cuyo vector de frecuencias
satisfaga que

� 1

ln s

s�1
X

i=0

'i ln pi = ↵ (3.22)
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están contenidos en J↵, de manera que,

J↵ =
0
[

'0,'1,...,'s�1

M('0
0,'

0
1, ...,'

0
s�1) (3.23)

con esto notamos que los subconjuntos J↵ están formados por conjuntos que tienen estructura
fractal y por lo tanto cada J↵ es un conjunto multifractal, además el intervalo unitario
es la unión de todos los conjuntos J↵, esto implica que I es un multifractal compuesto de
multifractales [2].

Ahora busquemos una relación entre entroṕıa y dimensión de Hausdor↵ pero considerando
la descomposición de I en subconjuntos que poseen el mismo valor de ↵z1,z2,...,zk , para esto
consideremos la entroṕıa de frecuencias

S('0,'1, ...,'s�1) = �
s�1
X

i=0

'i ln'i (3.24)

sujeta a las siguientes constricciones:

� 1

ln s

s�1
X

i=0

'i ln pi = ↵

s�1
X

i=0

'i = 1

(3.25)

las ecuaciones (3.24) y (3.25) permiten hacer una conexión con las ideas de la Mecánica
Estad́ıstica, con las que podemos calcular el espectro de dimensiones de un Multifractal
Estad́ıstico. En las siguientes secciones mostramos la analoǵıa entre el desarrollo de Boltzmann
y el proceso de maximización de la entroṕıa de frecuencias bajo las constricciones (3.25).

3.2. Formulación de Boltzmann

Basada en principios termodinámicos y en la conexión entre propiedades macroscópicas
y microscópicas del sistema, la Ley de Distribución de Boltzmann describe cómo un sistema
de muchos átomos llega al equilibrio térmico. La ecuación de Boltzmann conecta los mundos
Macro-Micro:

S(W ) = k lnW{nk} (3.26)
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donde k ⇠ 1,3806504x10�23J/K es la constante de Boltzmann, S(W ) es la entroṕıa
a nivel mesoscópico que estará relacionada con las propiedades macroscópicas del sistema.
W{nk} es el número de estados compatibles con el mesoestado, ligado con distribuciones de
probabilidad del sistema; es decir, contiene información microscópica.

Para tener una mejor visualización acerca de la distribución de Boltzmann y la clasifi-
cación micro, meso y macroestado, estudiemos un sistema espećıfico. Consideremos un gas
ideal encerrado en una caja con paredes aislantes, podemos considerar las moléculas del gas
como part́ıculas puntuales. El Microestado consiste en una descripción que utiliza el espacio
fase µ de posiciones ~r vs. momentos ~p para etiquetar cada part́ıcula, por lo tanto estas son
numerables. La dinámica individual de cada part́ıcula está gobernada por las ecuaciones de
Hamilton, dadas las condiciones iniciales se definen las trayectorias de las pat́ıculas, para
caracterizar una part́ıcula ↵ necesito especificar (~r↵, ~p↵) para todo tiempo t. Notemos que
este sistema contiene ⇠ 1023 part́ıculas, por lo tanto describir la dinámica de cada molécula
podŕıa ser una tarea bastante complicada, con esto surge la necesidad de introducir nuevas
ideas: Un método que contemple la dinámica de cúmulos de part́ıculas.

Se introduce el concepto de Mesoestado que consiste en dividir el espacio µ en k-celdas
del mismo tamaño:

Figura 3.2: Espacio µ dividido en celdas idénticas.

Cada celda contiene cierta población de moléculas del gas que denotamos por ni(t), y
corresponde al número de moléculas dentro de la i-ésima celda al tiempo t, además cada
celda tiene asociada una enerǵıa ✏i, de manera que ni(t)✏i corresponde a la enerǵıa promedio
de las part́ıculas en la i-ésima celda . Debido a que tenemos un sistema aislado se cumple que
el número total de part́ıculas N y la enerǵıa del sistema U se conservan:

k
X

i=1

ni = N
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k
X

i=1

ni✏i = U (3.27)

El mesoestado del sistema al tiempo t es dado al conocer los números de ocupacin de
las celdas {ni(t)}, el macroestado corresponde al estado de equilibrio termodinámico del
sistema, siguiendo el postulado de Boltzmann este estado se identifica con el mesoestado que
hace máxima la entroṕıa compatible con las restricciones dadas por la ec. (2).

El número de estados compatibles con el mesoestado {ni(t)} es:

W{nk} =
N !

n1!n2! · · · nk!
(3.28)

haciendo uso de la aproximación de Stirling, ya que N ⇠ 1023 tenemos:

N !

n1!n2! · · · nk!
⇠=

�

N
e

�N

�

n1
e

�n1 · · ·
�

nk
e

�nk
(3.29)

por lo tanto la entroṕıa de Boltzmann toma la siguiente forma,

S(W ) = k ln
Y

i

⇣ni

N

⌘�ni

= �k
X

i

ni ln
ni

N
. (3.30)

Notemos que ni
N puede interpretarse como la frecuencia o probabilidad de encontrar una

molécula en la i-ésima celda , denotando por pi ⌘ ni
N esta probabilidad, obtenemos una

expresión para la entropia por part́ıcula en términos de pi:

S(W )

N
= �k

X

i

pi ln pi (3.31)

para tener una visualización de esta cantidad desde el punto de vista probabiĺıstico, tomemos
la constante de Boltzmann igual a la unidad, por lo que la entroṕıa por part́ıcula toma la
forma :

S = �
X

i

pi ln pi (3.32)

24
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De forma que esta cantidad corresponde a la entroṕıa de Shannon, definida para procesos
aleatorios.

El sistema evoluciona temporalmente de mesoestados de menor probabilidad a mesoesta-
dos de mayor probabilidad, llegando al estado de equilibrio termodinámico cuando alcanza
la máxima entroṕıa

P {p↵(t+ ⌧)} � P {p↵(t)} (3.33)

además el estado de equilibrio termodinámico corresponde al mesoestado más probable,

P {p̃↵} � P {p↵} . (3.34)

Las expresiones (3.33) y (3.34) corresponden a los postulados de Boltzmann y p̃↵ al estado
de equilibrio, por lo tanto tenemos que S(W ) es la entroṕıa de un estado mesoscópico y no
la entroṕıa macroscópica, es decir, la entroṕıa de equilibrio termodinámico. El objetivo es
calcular la entroṕıa de equilibrio termodinámico, de acuerdo con la ideas de Boltzmann, se
debe maximizar (3.32) bajo las siguientes restricciones:

k
X

i=1

pi = 1 (3.35)

k
X

i=1

pi✏i = u (3.36)

donde u ⌘ U/N es la enerǵıa por part́ıcula.
Usemos el método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange, construyamos una

función I:

I({pi}) = �
X

i

pi ln pi � �

k
X

i=1

pi � �

k
X

i=1

pi✏i (3.37)

usando la condición de extremo,

@I({pi})
@pr

�

�

�

p̃r
= � [ln p̃r + �+ �✏r + 1] = 0

ln p̃r = ��� 1� �✏r (3.38)
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de (3.38) obtenemos el mesoestado más probable:

p̃r = e���1��✏r = C e��✏r (3.39)

por lo que necesitamos determinar las contantes � y �, en (3.39) es fácil ver que resulta
análogo determinar C o �; usemos el hecho de que la probabilidad debe estar normalizada,
esto es, evaluemos (3.39) en la constricción (3.35):

k
X

r=1

p̃r = C
k
X

r=1

e��✏r = 1 (3.40)

esto implica que C = 1/
Pk

r=1 e
��✏r por lo tanto la distribución más probable toma la si-

guiente forma:

p̃r =
e��✏r

Pk
r=1 e

��✏r
=

e��✏r

z�
(3.41)

donde z� =
Pk

r=1 e
��✏r es llamada la función de partición.

Continuamos con el cálculo de �, sistemáticamente evaluemos la distribución más probable
(3.39) en la siguiente constricción (3.36):

k
X

r=1

p̃r✏r =
k
X

r=1



e��✏r

z�

�

✏r =
1

z�

k
X

r=1

✏re
��✏r = u (3.42)

notemos que,

@z�
@�

= �
k
X

r=1

✏re
��✏r (3.43)

sustituyendo (3.43) en (3.42) tenemos,

u =
1

z�



�
@z�
@�

�

= �
@ ln z�
@�

. (3.44)
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CAPÍTULO 3. DESCRIPCIÓN ESTADÍSTICA DE UN MULTIFRACTAL 27

La ecuación (3.44) define a � implicitamente y para determinarla primero debemos calcu-
lar la función de partición z� , después calcular u y despejar, de esta forma se obtendrá � =
�(u, V ).

En esta sección se describe la formulación de Boltzmann y se calcula la distribución
más probable p̃r a través de un proceso extremal. En la sección 3.3 utilizamos un desarrollo
similar para calcular la distribución de frecuencias más probable, lo que nos lleva al cálculo
del espectro de dimensiones para multifractales estad́ısticos.

3.3. Espectro de dimensiones D(↵)

Cuando introducimos el exponente de escalamiento ↵ hacemos dos cosas relevantes, la
primera radica en la naturaleza h́ıbrida del exponente de Holder, ya que ↵(~', ~p) contiene
información del tamaño de los cilindros e información probabiĺıstica. La segunda proviene
de la descomposición multifractal en subconjuntos con la misma ↵ que conlleva a obtener
conjuntos J↵ que poseen estructura multifractal, ya que estos subconjuntos están compuestos
por conjutos fractales M('0,'1, ...,'s�1) que provienen de la descomposición multifractal en
términos de las frecuencias. Ahora nos enfrentamos con el problema de encontrar el espectro
de dimensiones en términos del exponente de escalamiento ya que J↵ ya no se caracteriza
sólo por una dimensión fractal sino por un conjunto infinito de dimensiones fractales[2].

El objetivo ahora es calcular la dimensión que represente a J↵, para esto usaremos las
siguientes propiedades básicas de la dimensión de Hausdor↵ [8],

DimHM  DimHM 0 si M ⇢ M 0

DimH [Mn = sup{DimHMn}
(3.45)

por lo que la dimensión de Hausdor↵ de J↵ será el máximo de las dimensiones de Hausdor↵
de sus subconjuntos componentes.

Usando el teorema de Eggleston y denotando por D(↵) la dimensión de Hausdor↵ de J↵
tenemos:

D(↵) = DimHJ↵ = Max
�

DimHM('0
0,'

0
1, ...,'

0
s�1)

 

=
1

ln s
Max

�

S('0
0,'

0
1, ...,'

0
s�1)

 

(3.46)

Con (3.46) notamos que necesitamos maximizar la entroṕıa de frecuencias S('0
0,'

0
1, ...,'

0
s�1)

considerando ciertas restricciones, continuemos con la maximización de la entroṕıa de una
forma especial, usando las ideas de Boltzmann, para esto; consideremos la entroṕıa de fre-
cuencias,
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S('0
0,'

0
1, ...,'

0
s�1) = �

s�1
X

i=0

'0
i ln'

0
i (3.47)

sujeta a las siguientes constricciones:

� 1

ln s

s�1
X

i=0

'0
i ln pi = ↵

s�1
X

i=0

'0
i = 1

(3.48)

Usando el método de los multiplicadores de lagrange, construyamos la función auxiliar
I{'0

i},

I{'0
i} = �

s�1
X

i=0

'0
i ln'

0
i � �

s�1
X

i=0

'0
i � q

"

1

ln s

s�1
X

i=0

'0
i ln p

0
i

#

(3.49)

maximizando (3.49) obtenemos,

@I{'0
i}

@'0
r

�

�

�

'̃0
r

= ln '̃0
r + q

ln pr
ln s

+ �+ 1 = 0

) '̃0
r = e�(�+1)� ln p

q
r

ln s = C p
q

ln s
r

(3.50)

donde es directo ver que al calcular C estaremos determinando �, por lo tanto usemos la
constricción (3.48) correspondiente a la normalización de las frecuencias:

s�1
X

r=0

'̃0
r = C

s�1
X

r=0

p
q

ln s
r = 1

) C =
1

Ps�1
r=0 p

q
ln s
r

(3.51)

sustituyendo (3.51) en (3.49) obtenemos,
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'̃0
r =

p
q

ln s
r

Ps�1
r=0 p

q
ln s
r

=
pqr

Ps�1
r=0 p

q
r

(3.52)

por lo tanto la frecuencia que maximiza (3.47) es:

'̃0
r = Pr(q) =

pqr
Zq

(3.53)

donde la función Zq la definimos de la siguiente manera,

Zq ⌘
s�1
X

r=0

pqr. (3.54)

Ahora queremos calcular el parámetro q, la constricción (3.48) lo determina impĺıcitamente
de la siguiente forma:

↵(q) = � 1

ln s

s�1
X

r=0

'̃r ln pi =
s�1
X

r=0

Pr(q)



� ln pr
ln s

�

(3.55)

y notamos que,

@ lnZq

@q
=

1

Zq

s�1
X

r=0

pqr ln pr (3.56)

entonces podemos escribir (3.55) de la siguiente forma:

↵(q) =
@

@q



� lnZq

ln s

�

=
@⌧(q)

@q
(3.57)

donde hemos definido la siguiente función:

⌧(q) = � lnZq

ln s
(3.58)
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Es importante notar que el parámetro q está definido ı́mplicitamente por la ecuación
(3.57), este comportamiento lo observamos en el análisis de Boltzmann cuando queremos
determinar � en la ecuación (3.44).

Continuamos con el cáculo de la entroṕıa de Shannon máxima, sustituyendo (3.53) en
(3.47) y de acuerdo con la relación (3.46), esto nos lleva a la dimensión de Hausdor↵ del
multifractal J↵:

D(q) = D(↵(q)) = � 1

ln s

s�1
X

r=0

Pr(q) lnPr(q). (3.59)

Con este análisis notamos la importancia del teorema de Eggleston pues nos permite hacer
un puente entre dimensión de fractal y Entroṕıa de Shannon, con esta relación es posible
usar el método de Boltzmann y de esta manera encontrar satisfactoriamente el espectro de
dimensiones (3.59).

Ahora busquemos una relación entre D(q) y ↵(q), escribamos (3.59) de la siguiente forma:

D(q) = � 1

ln s

s�1
X

r=0

Pr(q) [q ln pr � lnZq]

= q

(

s�1
X

r=0

Pr(q)



� ln pr
ln s

�

)

+
lnZq

ln s

recordando las definiciones (3.55) y (3.58) obtenemos,

D(q) = q ↵(q)� ⌧(q) (3.60)

tomando la derivada de esta expresión con respecto a ↵,

dD(q)

d↵
= q + ↵(q)

dq

d↵
� ⌧(q)

d↵
(3.61)

usando (3.57) obtenemos,

dD(q)

d↵
= q. (3.62)

Mostraremos que D(↵) y ⌧(q) son Transformadas de Legendre una con otra para ello
tenemos que de (3.62) se tiene que dD(q) = qd↵ por lo tanto
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d(D(q)� q↵) = �↵dq (3.63)

por la ecuación (3.60) se obtiene la relación (3.64) que es consistente con la ecuación (3.57)

d⌧(q) = ↵dq. (3.64)

Por lo tanto D(↵) y ⌧(q) son Tranformadas de Legendre una de la otra que satisfacen
(3.57) y (3.62), donde se utiliza una geometŕıa de punto en la descripciónD(↵) y una geometra
de ĺınea para ⌧(q) [14].
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Caṕıtulo 4

Extensión del Teorema de
Eggleston a Fractales Autosimilares

El Teorema de Eggleston establece la relación entre entroṕıa y dimensión, lo que nos
permite usar las ideas de Boltzmann para calcular el espectro de dimensiones para un proceso
multiplicativo en términos del exponente de Holder. En este caṕıtulo demostraremos que estos
resultados pueden extenderse del intervalo unitario a cualquier estructura fractal autosimilar,
gracias a que se puede establecer una correspondencia biuńıvoca entre los puntos del intervalo
unitario y los puntos que conforman un fractal autosimilar, que es generado por un sistema
de funciones iteradas.

4.1. Sistemas de Funciones Iteradas

Los Sistemas de Funciones Iteradas(SFI) describen la geometŕıa fractal desde un punto
de vista compatible con los sistemas dinámicos. Permiten la construcción de fractales de una
forma mucho más transparente, ya que se obtienen como atractores de los SFI [3].

Los SFI están compuestos por Transformaciones Afines, que son transformaciones lineales
con propiedades geométricas y algebraicas muy importantes. Para visualizar estas propieda-
des, consideremos una transformación af́ın en R de la forma:

f(x) = a · x+ b (4.1)

donde a, b 2 R. Si aplicamos f a todos los puntos del intervalo unitario I, obtenemos un
nuevo intervalo con longitud |a|, donde el punto extremo a la izquierda del intervalo 0 se
mueve hacia b y f(I) estará hacia la derecha de b si a > 0 o hacia la izquierda si a < 0 (rotado
180�). En general, todo I es estirado si |a| > 1 mientras que |a| < 1 contrae su longitud; es
rotado 180� si a < 0 y además es trasladado como un todo hacia la izquierda o derecha con
respecto al origen dependiendo del signo de b [9].

Una transformación af́ın bidimensional ! : R2 ! R2 es de la forma:

!(~r) = A~r +~b (4.2)
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donde A es una matriz real de 2x2 que deforma y/o rota el espacio con respecto al origen y
~b un vector constante que traslada o cambia la posición.

En general, las transformaciones afines modifican la geometŕıa de una región del plano
S. En particular nos interesan las transformaciones afines contractivas, donde el término
contractivo provee la propiedad de que al aplicar ! en una región S con área A0, se obtiene
una región S1 con área A1 < A0. Esto es, los puntos de una región son cada vez más cercanos
en cuanto se aplican las transformaciones y la distancia entre dos puntos P y Q cambia de
la siguiente forma:

k!(P )� !(Q)k  skP �Qk (4.3)

donde s es un número no negativo y se conoce como la constante de Lipschitz para !, para
s < 1 obtenemos las transformaciones afines contractivas o mapeos contractivos.

Los SFI están determinados por n transformaciones afines contractivas {!0,!1, ...,!n�1}
que son aplicadas a un conjunto en el plano S y con ellas se obtienen copias reducidas
de S, en general con distintos factores de reducción ci para cada !i. Con el conjunto de
{!0,!1, ...,!n�1} ensambladas se define el operador de Hutchinson de la siguiente forma:

W (S) = !0(S) [ !1(S), ... [ !n�1(S). (4.4)

Hutchinson demostró que W (S) es también contractivo y que para cada SFI existe un
conjunto invariante ante el operador de Hutchinson[3], es decir:

W (F ) = !0(F ) [ !1(F ) [ · · · [ !n�1(F ) = F (4.5)

donde F es el conjunto atractor del SFI, y además es un conjunto fractal. Cuando el SFI
satisface que !i(F ) \ !j(F ) = ; para i 6= j, entonces se dice que F es disconexo.

4.2. Cubiertas de orden k.

El objetivo es localizar cualquier punto o región de un fractal autosimilar con el lenguaje
de puntos en el intervalo unitario. Un ejemplo claro es el Triángulo de Sierpinski, donde
podemos localizar subtriángulos con la ayuda del conjunto {0, 1, 2} asignando cada elemento
de este conjunto a un subtriángulo como se muestra en la figura 4.1.

Debemos conectar este lenguaje con el lenguaje de funciones iteradas, para esto necesi-
tamos considerar el SFI que genera el Triángulo de Sierpinski, que se define de la siguiente
forma:
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Figura 4.1: Localización de subtriángulos de Sierpinski.
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✓
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(4.6)

Aplicar las funciones iteradas (4.6) a cualquier región S del plano implica la generación de
subconjuntos que cubren el atractor de este sistema, llamadas cubiertas del fractal, que son
cada vez más finas y se aproximan al Triángulo de Sierpinski mientras se aplica iterativamente
el operador de Hutchinson de este sistema.

En la figura 4.2 generamos subtriángulos a partir del conjunto S, por ejemplo el sub-
triángulo 02 se obtiene a partir de la operación !0(!2(S)) = !0 � !2(S). Aplicando k veces
el operador W (S) = !0(S) [ !1(S) [ !2(S) se obtienen 3k subtriángulos, en el ejemplo de la
figura el triángulo de la derecha se obtiene aplicando k = 2 veces, en términos del operador
de Hutchinson W2(S) lo que genera 9 subtriángulos.

Esto implica que dado un conjunto fractal F podemos construir cubiertas de diferente
orden Sk tal que F ⇢ Sk, es decir; Sk cubre todo el fractal autosimilar. Aplicando a S0 las
transformaciones que generan F obtenemos la cubierta S1 que está conformada por 3 copias
reducidas de S0 etiquetadas por {0, 1, 2} y esto forma una cubierta de primer orden de F .
La cubierta S2 se obtiene al aplicar a S1 las tres transformaciones !i y son etiquetadas por
{00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22} Para generar cubiertas de orden k debemos aplicar iterativa-
mente las 3k transformaciones !zk � · · · � !z2 � !z1(S0) con zi = 0, 1, 2; la secuencia de d́ıgitos
{z1, z2, ..., zk} localiza un cilindro de orden k.

En el ejemplo anterior se considera un conjunto de n = 3 funciones que construyen el
Triángulo de Sierpinski. Extendiendo estas ideas para n funciones que generan un fractal, cada
cubierta de orden k tiene nk cilindros de orden k y las transformaciones !z1 �!z2 · · · �!zk(S0)
con zi = 0, 1, 2, .., n� 1 tienen secuencias de la forma {z1, z2, ..., zk} con zi = 0, 1, 2, .., n� 1.
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Figura 4.2: Cubiertas Sk y cilindros de orden k.

Notemos que la localización corresponde a la secuencia de d́ıgitos debido a las transfor-
maciones pero ordenados de derecha a izquierda , esta secuencia permite la correspondencia
biuńıvoca entre cubiertas del fractal autosimilar disconexo F y cilindros de orden k del inter-
valo unitario escritos en una base 3, con las ecuaciones (2.2) y (2.3) de la sección 2.1 podemos
establecer la siguiente relación:

Cz1z2···zk = !z1 � !z2 · · · �!zk(S) (4.7)

donde (4.7) corresponde a una cubierta de orden k para F y se cumple que

F ⇢
[

z1,z2,...,zk

Cz1z2···zk =
[

z1,z2,...,zk

!z1 � !z2 · · · � � !zk(S) (4.8)

4.3. Clasificación en frecuencias y el Teorema de Eggleston

La relación entre cubiertas del Fractal y cilindros de orden k permite realizar una análisis
similar al desarrollado en la sección 2.2, por lo tanto para hacer la descomposición multifractal
de un Fractal Autosimilar procedemos de la misma forma que lo hicimos para el intervalo
unitario I.

La frecuencia con la que aparece el d́ıgito zi en el cilindro de orden k corresponde a la
frecuencia con la que es aplicada la transformación !zi , además si la secuencia de los k d́ıgitos
es diferente, el cilindro correspondiente es distinto, esto es:
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!z1 � !z2 · · · �!zk(S) \ !z01
� !z02

· · · �!z0k
(S) = ;

si (z1, z2, ..., zk) 6= (z01, z
0
2, ..., z

0
k) (4.9)

Esto implica que la cubierta de orden k se separa en cilindros del mismo orden agrupados
en conjuntos de la misma frecuencia de aparición de d́ıgitos {0, 1, ..., n�1} llamados conjuntos
MF (f0, f1, ...fn�1) y el número de cilindros que lo conforman está determinado por la siguiente
ecuación,

Card {MF (f0(k), ..., fn�1(k))} = f0(k)
�N0f1(k)

�N1 · · · fn�1(k)
�Nn�1 (4.10)

donde (4.10) es compatible con la ecuación (2.5) que corresponde a la cardinalidad de los
cilindros en el intervalo unitario.

Si consideramos que la cubierta S0 es una esfera de diamétro� y el fractal F es autosimilar
en una razón r, el diamétro de cada cubierta de orden k es �k = rk�, por lo que haciendo un
análisis similar al de las ecuaciones (2.10) y (2.11), la dimensión de Hausdor↵ del conjunto
MF (~f(k)) es:

DimH MF (~f) = � lnCard {MF (f0(k), ..., fn�1(k))}
ln�k

(4.11)

DimH MF (~f) =
1

ln�k

n�1
X

j=0

(k · fj) ln fj =
Pn�1

j=0 fj ln fj

ln r + ln�
k

(4.12)

tomando el ĺımite cuando k ! 1 se obtiene la dimensión de Hausdor↵ de todos los puntos
del fractal F que poseen el vector de frecuencias ~' = ('0,'1, ...,'n�1) como se muestra en
la siguiente ecuación:

DimH MF (~') =

Pn�1
j=0 'j ln'j

ln r
(4.13)

y usando la expresión (1.17) que corresponde a la Dimensión de Hausdor↵ de un Fractal
Autosimilar obtenemos:

DimH MF (~') =
DimHF

lnn

2

4�
n�1
X

j=0

'j ln'j

3

5

DimH MF (~') =
DimHF

lnn
S(~') (4.14)

esta expresión es el Teorema generalizado de Eggleston para fractales autosimilares, que
establece la relación entre la dimensión de Hausdor↵ de los conjuntos M(~') y la dimensión
de Hausdor↵ del fractal autosimilar a traveś de la entroṕıa de frecuencias S(~').
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4.4. Multifractal Estad́ıstico de Fractales Autosimilares

En la sección anterior realizamos la descomposición multifractal de un fractal autosimilar
donde la agrupación de conjuntos fractales MF depende sólo de la frecuencia de aparición de
los d́ıgitos de cada secuencia {z1, z2, ..., zk} asociada a las transformaciones !i.

En esta sección continuamos con el desarrollo análogo al del intervalo unitario de los
caṕıtulos 2 y 3. Demostraremos que el Teorema generalizado de Eggleston nos permite en-
contrar el espectro de dimensiones de un Multifractal Estad́ıstico definido sobre un fractal
autosimilar a través de la asociación de cada función del SFI con una probabilidad pi, esto
es; utilizaremos un SFI con probabilidad (SFIP), definido con el siguiente esquema finito

✓

!0 !1 · · · !n�1

p0 p1 · · · pn�1

◆

(4.15)

con
Pn�1

i=0 pi = 1, por lo que una cubierta de orden k del fractal F , tiene un peso estad́ıstico:

µ {!z1 � !z2 · · · � � !zk(S)} = pz1pz2 · · · pzk = p
N0(k)
0 p

N1(k)
1 · · · pNn�1(k)

n�1 . (4.16)

Esto nos sugiere la agrupación de los cilindros de orden k en nuevos conjuntos que con-
tengan la información geométrica y probabiĺıstica, como se hizo en las ecuaciones (3.16) a la
(3.20), la medida estad́ıstica de cada cilindro sigue la siguiente ley de escalamiento,

µ
�

!zk � !zk�1 � · · · � !z1(S)
 

= �
↵z1,z2,...,zk
k (4.17)

por lo que el exponente de Holder es,

↵z1,z2,...,zk =
ln
⇥

µ
�

!zk � !zk�1 � · · · � !z1(S)
 ⇤

ln�k
=

1

ln r + ln�
k

n�1
X

i=0

fi(k) ln pi (4.18)

esta ecuación coincide con la ecuación (3.20), en el proceso ĺımite k ! 1 obtenemos el
exponente de Holder de un punto en el fractal:

↵F (~') =
1

ln r

n�1
X

i=0

'i ln pi (4.19)
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utilizando la ecuación (1.17), se puede obtener la expresión (4.19) en términos de la dimensión
de Hausdor↵ del fractal autosimilar. Por lo tanto, el exponente de Holder para un punto en
el intervalo unitario en base s = n se escribe de la siguiente forma,

↵F (~') = � 1

lnn
DimHF ·

n�1
X

i=0

'i ln pi (4.20)

notemos que las ecuaciones (3.22) y (4.20) están relacionadas a tráves de un factor de esca-
lamiento, esto implica que el exponente de Holder del fractal autosimilar ↵F es proporcional
al exponente de Holder del intervalo unitario ↵I, escrito en base s = n, de la siguiente forma:

↵F (~') = DimHF · ↵I. (4.21)

Por lo tanto la discusión que corresponde a los conjuntos J↵I , para el multifractal estad́ısti-
co definido sobre el intervalo unitario, es totalmente idéntica para el mulifractal estad́ıstico
definido sobre fractales autosimilares salvo una constante de escalamiento que es la dimensin
fractal del FA. De manera que, el espectro de dimensiones está dado por la ecuación:

DF (↵) = � 1

ln r
Max

�

S('0
0,'

0
1, ...,'

0
s�1)

 

(4.22)

donde se sigue que,

DF (↵) = � lnn

ln r
DI(↵) (4.23)

y la razón � lnn/ ln r es es la dimensión fractal del objeto autosimilar, por lo que se tiene,

DF (↵) = DimHF ·DI(↵). (4.24)

Notamos que (4.21) y (4.24) escalan de la misma forma a las cantidades DI y ↵I. Este
resultado nos permite analizar la distribución multifractal definida sobre objetos autosimila-
res, con la ayuda del análisi multifractal realizado pata el intervalo I, siempre que el intervalo
unitario se escriba en una base tal que coincida con el número de transformaciones del SFI
que generan al fractal autosimilar en cuestión.
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Discusión

Existe una estrecha relación entre la separación multifractal de intervalo unitario y la
estructura multifractal de los fractales autosimilares. Si estudiamos la autosimilaridad de I
desde el punto de vista de los SFI, observamos que para el sistema

⇢

!i = r(x+ i) con r =
1

n
; i = 0, 1, ..., n� 1

�

(4.25)

se satisface que,

I = W (I) = !0(I)
[

!1(I)
[

· · ·
[

!n�1(I) (4.26)

por lo tanto el intervalo unitario es el fractal asociado a (4.25), es autosimilar en la razón
r = n�1 y el entero n. Para ejemplificar lo anterior consideramos el sistema (4.25) con tres

funciones iteradas
n

!0 =
x
3 ,!1 =

(x+1)
3 ,!2 =

(x+2)
3

o

las cuales corresponden a las tres rectas

paralelas de la figura 4.3. Notemos que !0(I) [ !1(I) [ !2(I) = I, esto es una cubierta de
orden 1 donde cada intervalo {!0(I),!1(I),!2(I)} corresponde a un cilindro de orden 1. La
frecuencia con la que es aplicada cada función !i, por ejemplo el cilindro de orden 2 que se
muestra en la figura !2 � !0(I) coincide con la secuencia 20 y el intervalo [2/3, 7/9).

Para el sistema de 3 funciones iteradas un cilindro de orden k es:

Cz1z2···zk = !z1 � !z2 � · · · � !zk(I) =
"

k
X

i=1

zi
ni

,
k
X

i=1

zi
ni

+
1

nk

!

con zi = 0, 1, 2. (4.27)

agrupamos a los cilindros de orden k en conjuntos M(f0(k), f1(k), f2(k)) estos son generados
al aplicar ni = 3k · fi(k) veces la transformación !i al intervalo unitario sin importar el orden
en que estas sean aplicadas. Realizando el mismo análisis de las ecuaciones (2.5), (2.7) a la
(2.12), obtenemos la dimensión de Hausdor↵ de los conjuntos M(~')

DimH M(~') =
S(~')

ln 3
(4.28)
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Figura 4.3: Espectro óptico para un proceso multiplicativo ternario con p0 = p1 = 0,25 y p2 = 0,5.

El espectro óptico de este sistema se construye asignando un color distinto a cada conjunto
M(f0(k), f1(k), f2(k)), un ejemplo se muestra en la figura 4.4 donde hemos elegido k = 5,
por lo tanto se tienen 35 cilindros de orden 5. En este espectro se muestra la estructura
multifractal, ya que cada conjunto etiquetado con un color en espećıfico tiene una dimension
de Hausdor↵ menor que la unidad y notamos que todos los conjuntos están entretejidos entre
śı. Esta descomposición multifractal, dada en términos de la frecuencia de aplicación !i al
intervalo unitario, le llamamos Multifractal Geométrico.

Figura 4.4: Espectro óptico del sistema (4.25) con n = 3 y k = 5.

Generalizando estos resultados para el sistema (4.25) donde se tienen n funciones iteradas,
los cilindros de orden k son de la forma

Cz1z2···zk = !z1 � !z2 � · · · � !zk(I) =
"

k
X

i=1

zi
ni

,

k
X

i=1

zi
ni

+
1

nk

!

con zi = 0, 1, ..., n� 1. (4.29)
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y se agrupan en conjuntos M(f0(k), f1(k), ..., fn�1(k)) y su dimensión de Hausdor↵ es:

DimH M(~') =
S(~')

lnn
(4.30)

donde se ha seguido el mismo análisis de las ecuaciones (2.5), (2.7) a la (2.12).
Retomando el resultado de la sección 4.3, el Teorema Generalizado de Eggleston puede

escribirse en términos de la ecuación (4.30), por lo tanto sustituyendo en la ecuación (4.14)
tenemos

DimH MF (~') = DimHF ·DimH M(~') (4.31)

Donde el Fractal Autosimilar F es generado por un SFI de n funciones iteradas. Es clara
la relación entre la dimensión de Hausdor↵ de los conjuntos MF (~') de F y la dimensión de
los conjuntos M(~') de I, asociado al sistema (4.25) para n funciones iteradas, a través de la
constante de proporcionalidad DimHF .

A continuación construiremos un Multifractal Estad́ıstico que consiste en asignar un peso
probabiĺıstico a cada función del SFI, esto corresponde a un sistema de funciones iteras con
probabilidad SFIP, de acuerdo con la ecuación (4.15) de la sección 4.4, para el sistema (4.25)
con n = 3 se tiene el siguiente esquema finito:

✓

!0 !1 !2

p0 p1 p2

◆

. (4.32)

La ecuación anterior genera un proceso estocástico multiplicativo, con el que se puede
asignar una medida estad́ıstica a cada cilindro de orden k, tal como se hizo en la sección 3.1.
Por lo tanto el espectro óptico de un SFIP se grafica indicando la medida de cada cilindro en
el eje de las abscisas como se muestra en la figura 4.5, donde se tienen los espectros ópticos
de las cubierta de orden k = 1, 2, 3, 4, 5; cada color indica una familia de cilindros de orden
k, generados por (4.32) con los valores p0 = p1 = 0,25 y p2 = 0,5.

Observamos que la probabilidad de cada cilindro de orden k presenta un comportamiento
singular, el cual es más evidente mientras crece k como se ve en la figura 4.5(e), donde
la probabilidad de algunos cilindros diverge. Este comportamiento se rige por una ley de
potencias descrita en la sección 3.1, ecuación (3.16) y (3.20), donde el exponente de Holder ↵
es una variable que contiene la información estad́ıstica y geométrica del sistema en cuestión.
Es necesario caracterizar el comportamiento singular de la medida de una forma diferente, los
cilindros serán agrupados de acuerdo al valor del exponente de Holder como se realizó en la
sección 3.1. Haciendo un análisis completamente similar al de las ecuaciones (3.4) a la (3.50),
junto con las ecuaciones (3.46) a la (3.55) y (3.59), obtenemos la expresión de D(q) y ↵(q)
para un el SFI (4.25) con n = 3 transformaciones, donde p0 = p1, las cantidades están dadas
de la siguiente forma
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(a) k = 1 (b) k = 2 (c) k = 3

(d) k = 4 (e) k = 5

Figura 4.5: Espectro óptico del proceso multiplicativo definido por (4.32) para n = 3.

↵(q) = � 1

ln 3 · Zq
[2pq0 ln p0 + pq1 ln p1]

DI(q) = � 1

ln 3



2pq0
Zq

ln

✓

pq0
Zq

◆

+
pq1
Zq

ln

✓

pq1
Zq

◆�

(4.33)

donde Zq = 2pq0 + pq1, si utilizamos los valores para las probabilidades p0 = 0,25 y p2 = 0,5
el espectro de dimensiones se encuentra graficando paramétricamente los pares ordenados
(↵(q), D(q)) como se muestra en la figura 4.6(a).

El análisis que corresponde al proceso multiplicativo (4.32), es de gran importancia ya que
nos permite visualizar que se pueden calcular los espectros ópticos y espectros de dimensiones
para procesos multiplicativos de orden n, mediante un desarrollo similar al desarrollo multi-
fractal del proceso multiplicativo ternario y calculando los pares de ecuaciones DI(q) & ↵(q)
correspondientes, que son similares a (4.33). Por lo tanto pueden extenderse las ideas del
cálculo de los espectros ternarios para cualquier sistema con n funciones iteradas, por ejem-
plo, en las figuras 4.7 & 4.8 se muestra un proceso multiplicativo cuaternario con su respectivo
espectro de dimensiones para probabilidades p0 = 0,3, p1 = 0,2, p2 = 0,4 & p3 = 0,1.
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(a) (b)

Figura 4.6: Espectro de dimensiones con probabilidades p0 = 0,3, p1 = 0,2, p2 = 0,4 & p3 = 0,1,
(a)Proceso multiplicativo ternario y (b) Triángulo se Sierpinski.

El análisis de I desde el punto de vista de los SFI facilita el cálculo del espectro de
dimensiones de un multifractal estad́ıstico definido sobre un Fractal Autosimilar. Por ejemplo
el Triángulo de Sierpinski es generado por el sistema (4.6) con exactamente 3 funciones
iteradas, entonces el espectro de dimensiones de un multifractal estad́ıstico definido sobre
este sistema, se obtiene analizando (4.25) para n = 3 y empleando las ecuaciones (4.33) y
(4.24), por lo tanto se obtiene:

↵F (q) = � 1

ln 2 · Zq
[2pq0 ln p0 + pq1 ln p1]

DF (q) = � 1

ln 2



2pq0
Zq

ln

✓

pq0
Zq

◆

+
pq1
Zq

ln

✓

pq1
Zq

◆�

(4.34)

donde hemos usadoDF (q) =
ln 3
ln 2 ·DI(q), gráficando paramétricamente este sistema de ecuacio-

nes con los valores de probabilidad p0 = 0,25, p2 = 0,5 obtenemos el espectro de dimensiones
para el Triángulo de Sierpinski que se muestra en la figura 4.6(b).

Donde los máximos de los espectros mostrados en las figuras 4.6(a) y 4.6(b) corresponden
a la dimensión de Hausdor↵ de su soporte, es decir; la dimensión fractal del intervalo unitario
y el Triángulo de Sierpinski respectivamente.

Si se construye un Multifractal Estad́ıstico sobre un Fractal Autosimilar generado por
n funciones iteradas, el cálculo del espectro de dimensiones radica en analizar el SFIP que
genera el intervalo unitario con exactamente n funciones iteradas, por lo que el procedimiento
será totalmente análogo al realizado en esta sección, utilizando los resultados de la sección
4.4.
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Figura 4.7: Espectro óptico de un proceso multiplicativo cuaternario con probabilidades p0 = 0,3, p1 =
0,2, p2 = 0,4 & p3 = 0,1.

Figura 4.8: Espectro de dimensiones D(↵) para un sistema cuaternario con probabilidades p0 =
0,3, p1 = 0,2, p2 = 0,4 & p3 = 0,1.
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Conclusiones

En esta tesis se introducen conceptos poco comunes pero especiales, los cuales poseen
un contenido muy útil e importante. La naturaleza es no-lineal, por lo tanto su estudio
desde el punto de vista f́ısico matemático es bastante complejo y requiere herramientas más
sofisticadas. Los conceptos fractal y multifractal ofrecen métodos necesarios para estudiar y
cuantificar sistemas que poseen estructuras ’muy fracturadas’.

El uso de nuevas herramientas matemáticas permite posicionarse desde una nueva perspec-
tiva, la cual nos otorga la facultad de entender y describir objetos o sistemas aparentemente
indescriptibles. La estructura multifractal que presenta en el intervalo unitario, tiene una
utilidad muy especial ya que nos proporciona el estudio de objetos más complejos como son
los fractales autosimilares. A su vez, los fractales autosimilares pueden reproducir formas en-
redadas y ’caprichosas’, por ejemplo la curva de koch es un modelo para construir las costas
de una isla o el fractal autosimilar que se muestra en la figura 4.9 cuya estructura reproduce
una geometŕıa similar a la que posee la rama de un pino ciprés.

En esta tesis se desarrolla la teoŕıa multifractal para el intervalo unitario y se demuestra
que el mismo método puede ser utilizado para el estudio de multifractales definidos sobre una
cubierta fracatal autosimilar. Por esta razón, el intervalo unitario funge como el ’caballo de
batalla’ del análisis multifractal que presentamos en este trabajo.

El intervalo unitario presenta caracteŕısticas importantes para entender la Teoŕıa Mul-
tifractal, ya que es fácil visualizar su estructura multifractal geométrica en términos de los
cilindros de orden k y de las frecuencias de aparición de los d́ıgitos asociados a cada cilindro,
como se mostró en el caṕıtulo 2. Para multifractales estad́ısticos al implementar las ideas de
Boltzmann, el cálculo del espectro de dimensiones se vuelve relativamente sencillo pues sólo
se necesita conocer las probabilidades iniciales que conforman a un proceso multiplicativo
escrito en una base dada.

Se extendieron la ideas empleadas en el intervalo unitario a Fractales Autosimilares, tanto
para la descomposición multifractal geométrica como para los Multifractales Estad́ısticos. Con
el análisis del intervalo unitario desde el punto de vista de los SFI, se obtuvieron los espectros
ópticos en el lenguaje del intervalo unitario, demostrando que son exactamente iguales para
los Fractales Autosimilares. Se demostró que v́ıa el análisis de SFIP del intervalo unitario se
pueden calcular los espectros de dimensiones de Multifractales Estad́ısticos definidos sobre
una cubierta que es exactamente un Fractal Autosimilar, ya que el espectro de dimensiones
del Fractal Autosimilar es proporcional al espectro de dimensiones del intervalo unitario, de
manera que el máximo del espectro del intervalo unitario se escala y coincide con la dimensión
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de Hausdor↵ del Fractal Autosimilar en cuestión.
Con esto es sencillo determinar los elementos de la Teoŕıa Multifractal para cualquier

Fractal Autosimilar, por ejemplo los conjuntos de Julia tienen una distribución multifractal
similar a la del conjunto de Cantor, también es posible encontrar la distribución multifractal
sobre la esponja de Menger, que tiene n = 20 funciones iteradas. El Fractal Autosimilar
es mapeado a una ĺınea que corresponde al intervalo unitario I, el número de funciones que
generan al Fractal Autosimilar corresponda con el número de funciones ĺıneales que generen a
I. Para visualizar diremos que no importa la distribución geométrica del Fractal Autosimilar
en Rn sino sólo nos interesa el número de funciones iteradas que lo generan y la dimensión
fractal del mismo. Por ejemplo podŕıamos analizar el espectro de dimensiones de la rama
de un pino que se muestra en la figura 4.9, si conocemos el SFI que lo genera, con lo que
abandonamos las ideas euclideanas de longitud o volumen de la rama y empleamos conceptos
más compatibles con su naturaleza.

Existen formas, métodos y conceptos que logran aproximarse más a sistemas de la na-
turaleza, en esta tesis presentamos algunos de ellos. Obtuvimos un desarrollo que está en
mayor armońıa con los objetos que observamos con más frecuencia en la vida cotidiana, y
que pretenden asemejarse a aquellas formas indescriptibles como son bosques, costas, árboles,
nubes, oŕganos e incluso esas pequeñas ĺıneas que yacen en nuestra piel.

(a) 10000 puntos. (b) 50000puntos.

Figura 4.9: Fractal autosimilar semejante a la rama de un pino.
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Apéndice

Se presentan los programas escritos en el lenguaje de programación Python 3.4.3 reali-
zados para generar los procesos multiplicativos, espectros ópticos, espectros de dimensiones
binarios y ternarios.

Espectros ópticos binarios:

”””
Created on Mon Jun 1 12 :09 :42 2015

@author : gabyzoe
”””

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

# n ind i ca e l orden de l o s c i l i n d r o s , es d e c i r ;
# generamos c i l i n d r o s de orden 8 :
n = 8

# Se genera l a secuenc ia para co l o r ea r l o s
# c i l i n d r o s de l a s mismas f am i l i a s :
a = [ 0 , 1 ]
while l en ( a)<= pow(2 ,n�1):

l i s t = [ z+1 for z in a ]
a = a + l i s t

# Se genera e l e spec t ro op t i co :
N = np . arange (0 , l en ( a ) )
O = np . ones ( l en ( a ) )
c o l o r s = np . random . rand (n�1)

f i g = p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(10 ,6))
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b a r l i s t=p l t . bar (N, O, 0 . 999 )

for i , j in z ip (N, a ) :
i f j == 0 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#1E90FF ’ )
i f j == 1 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .3834198 , 0 .90848114 ,
0 . 80174599 ] )

i f j == 2 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .61211191 , 0 .17806355 ,
0 . 87544517 ] )

i f j == 3 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .94213565 , 0 .99380715 ,

0 . 56962907 ] )
i f j == 4 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’ k ’ )
i f j == 5 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .21483641 ,0 .97772427 ,
0 . 71748351 ,0 . 96437981 ] )

i f j == 6 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#FF69B4 ’ )

i f j == 7 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 8 5 , 0 . 9 , 0 . 9 ] )

i f j == 8 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#000080 ’ )

p l t . show ( )

# Se agregan c i f r a s s i g n i f i c a t i v a s
m = 3
b= [w + m for w in a ]

# Se genera e l nuevo e spec t ro op t i co para c i l i n d r o s
# de orden 16:
f i g = p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(10 ,6))

b a r l i s t=p l t . bar (N, O, 0 . 999 )

for i , j in z ip (N, b ) :
i f j == 0 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#1E90FF ’ )
i f j == 1 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .3834198 , 0 .90848114 ,
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0 . 80174599 ] )
i f j == 2 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .61211191 , 0 .17806355 ,
0 . 87544517 ] )

i f j == 3 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .94213565 , 0 .99380715 ,

0 . 56962907 ] )
i f j == 4 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’ k ’ )
i f j == 5 :

b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 .21483641 , 0 .97772427 ,
0 .71748351 , 0 . 96437981 ] )

i f j == 6 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#FF69B4 ’ )

i f j == 7 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 8 5 , 0 . 9 , 0 . 9 ] )

i f j == 8 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#000080 ’ )

i f j == 9 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#FA8072 ’ )

i f j == 10 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#DC143C ’ )

i f j == 11 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#EE82EE ’ )

i f j == 12 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’m’ )

i f j == 13 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#00FF7F ’ )

i f j == 14 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#FFA500 ’ )

i f j == 15 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#FF4500 ’ )

i f j == 16 :
b a r l i s t [ i ] . s e t c o l o r ( ’#DC143C ’ )

p l t . show ( )

Espectros ópticos ternarios:

# �⇤� coding : u t f�8 �⇤�
”””
Created on Thu Sep 10 12 :41 :52 2015
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@author : gabydu
”””

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

# Genera c i l i n d r o s de orden 5 y l o s agrupa en f am i l i a s
# de l mismo co l o r :
n = 5
u = [ 1 , 2 , 2 ]
k = [ 0 , 1 , 2 ]

while l en (u)<= pow(3 ,n�1):
u = u + [ z+1 for z in u ] + [ z+1 for z in u ]
l i s t = [ i+j for i , j in z ip (k , u ) ]
k = k + l i s t + [m+1 for m in l i s t ]

# Genera e l e s pec t ro op t i c o :
N = np . arange (0 , l en (k ) )
O = np . ones ( l en (k ) )

f i g = p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(8 ,5))

b a r l i s t=p l t . bar (N, O, 0 . 999 )

for x , y in z ip (N, k ) :
#pr in t (” \n {0} {1}”. format ( x , y ) )
i f y == 0 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#1E90FF ’ )
i f y == 1 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .3834198 , 0 .90848114 ,
0 . 80174599 ] )

i f y == 2 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .61211191 , 0 .17806355 ,
0 . 87544517 ] )

i f y == 3 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .94213565 , 0 .99380715 ,

0 . 56962907 ] )
i f y == 4 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’ k ’ )
i f y == 5 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .21483641 , 0 .97772427 ,
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0.71748351 , 0 . 96437981 ] )
i f y == 6 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FF69B4 ’ )
i f y == 7 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 8 5 , 0 . 9 , 0 . 9 ] )
i f y == 8 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#000080 ’ )
i f y == 9 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FA8072 ’ )
i f y == 10 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 5 , 0 . 8 , 0 . 1 ] )
i f y == 11 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#EE82EE ’ )
i f y == 12 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’m’ )
i f y == 13 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#00FF7F ’ )
i f y == 14 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FFA500 ’ )
i f y == 15 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FF4500 ’ )
i f y == 16 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 5 , 0 . 4 , 0 . 9 ] )
i f y == 17 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 7 5 , 0 . 9 , 0 . 1 ] )
i f y == 18 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’ y ’ )
i f y == 19 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’b ’ )
i f y == 20 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’ r ’ )

Espectros ópticos ternarios con probabilidad:

# �⇤� coding : u t f�8 �⇤�
”””
Created on Thu Sep 10 15 :21 :08 2015

@author : gabydu
”””

import numpy as np
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import matp lo t l i b . pyplot as p l t

# Genera c i l i n d r o s de orden 5 :
n = 5
u = [ 1 , 2 , 2 ]
k = [ 0 , 1 , 2 ]

while l en (u)<= pow(3 ,n�1):
u = u + [ z+1 for z in u ] + [ z+1 for z in u ]
l i s t = [ i+j for i , j in z ip (k , u ) ]
k = k + l i s t + [m+1 for m in l i s t ]

# Genera e l proceso mu l t i p l i c a t i v o t e rna r i o :
po=f l o a t ( input ( ’ Esc r ibe l a probab i l i dad para l o s c e r o s ’ ) )
p1 = 1 �2⇤po
p2 = po
area = [ po , p1 , p2 ]
while l en ( area)<= pow(3 ,n�1):

A = [ z⇤po for z in area ]
B = [ z⇤p1 for z in area ]
C = [ z⇤p2 for z in area ]
area = A + B +C

N = np . arange (0 , l en (k ) )

# Genera e l e s pec t ro op t i c o con p r o b a b i l i d a d e s :
f i g = p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(8 ,5))

b a r l i s t=p l t . bar (N, area , 0 . 999 )

for x , y in z ip (N, k ) :
i f y == 0 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#1E90FF ’ )
i f y == 1 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .3834198 , 0 .90848114 ,
0 . 80174599 ] )

i f y == 2 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .61211191 , 0 .17806355 ,
0 . 87544517 ] )

i f y == 3 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .94213565 , 0 .99380715 ,

0 . 56962907 ] )
i f y == 4 :
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b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’m’ )
i f y == 5 :

b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 .21483641 , 0 .97772427 ,
0 .71748351 , 0 . 96437981 ] )

i f y == 6 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FF69B4 ’ )

i f y == 7 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 8 5 , 0 . 9 , 0 . 9 ] )

i f y == 8 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#000080 ’ )

i f y == 9 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FA8072 ’ )

i f y == 10 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 5 , 0 . 8 , 0 . 1 ] )

i f y == 11 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#EE82EE ’ )

i f y == 12 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’m’ )

i f y == 13 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#00FF7F ’ )

i f y == 14 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FFA500 ’ )

i f y == 15 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’#FF4500 ’ )

i f y == 16 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 5 , 0 . 4 , 0 . 9 ] )

i f y == 17 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( [ 0 . 7 5 , 0 . 9 , 0 . 1 ] )

i f y == 18 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’ y ’ )

i f y == 19 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’b ’ )

i f y == 20 :
b a r l i s t [ x ] . s e t c o l o r ( ’ r ’ )

Espectro de dimensiones binario:

# �⇤� coding : u t f�8 �⇤�
”””
Created on Thu Nov 19 15 :36 :05 2015

@author : gabyzoe
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”””

from sympy import ⇤
from sympy . p l o t t i n g import p l o t pa ramet r i c
q = symbols ( ’ q ’ )

# Se e l i g e n l a s p r o b a b i l i d a d e s :
p0=0.25

x=�(1/ l og ( 2 ) ) ⇤ ( ( pow(p0 , q )⇤ l og ( p0 )/ (pow(p0 , q ) +
pow(1�p0 , q )))+(pow(1�p0 , q )⇤ l og (1�p0 )/ (pow(p0 , q ) +
pow(1�p0 , q ) ) ) )

y=�(1/ l og ( 2 ) ) ⇤ ( ( pow(p0 , q )⇤ l og (pow(p0 , q )/ (pow(p0 , q ) +
pow(1�p0 , q ) ) ) / ( pow(p0 , q ) + pow(1�p0 , q)))+
(pow(1�p0 , q )⇤ l og (pow(1�p0 , q )/ (pow(p0 , q ) +
pow(1�p0 , q ) ) ) / ( pow(p0 , q ) + pow(1�p0 , q ) ) ) )

# Graf ica parametricamente e l par ( x , y ) :
p l o t pa ramet r i c (x , y , (q , �100, 500) ,

l i n e c o l o r =(1 ,0 . 6 , 0 ) , xl im =(0 ,2) ,
yl im =(0 ,1 .2 ) , x l ab e l=r ’ \ alpha ’ )

Espectro de dimensiones ternario:

# �⇤� coding : u t f�8 �⇤�
”””
Created on Thu Sep 17 19 :45 :21 2015

@author : gabyzoe
”””

from sympy import ⇤
from sympy . p l o t t i n g import p l o t pa ramet r i c
q = symbols ( ’ q ’ )

# Se e l i g e n l a s p r o b a b i l i d a d e s :
p0=0.25
p1=0.5

x=�(1/( l og (3 )⇤ (2⇤pow(p0 , q ) + pow(p1 , q ) ) ) ) ⇤
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(2⇤pow(p0 , q )⇤ l og ( p0)+pow(p1 , q )⇤ l og ( p1 ) )
y=�(1/( l og (3 )⇤ (2⇤pow(p0 , q ) + p1⇤⇤q ) ) )⇤

(2⇤pow(p0 , q )⇤ l og (pow(p0 , q )/(2⇤pow(p0 , q)+pow(p1 , q ) ) )
+pow(p1 , q )⇤ l og (pow(p1 , q )/(2⇤pow(p0 , q)+pow(p1 , q ) ) ) )

# Graf ica parametricamente e l par ( x , y ) :
p l o t pa ramet r i c (x , y , (q , �100, 500) ,

l i n e c o l o r =(1 ,0 . 6 , 0 ) , xl im =(0 ,1 .5 ) ,
yl im =(0 ,1 .1 ) , x l ab e l=r ’ $\ alpha$ ’ ,

y l ab e l=r ’$D(\ alpha ) $ ’ )

Construcción del fractal autosimilar semejante a la rama de un pino:

# �⇤� coding : u t f�8 �⇤�
”””
Created on Wed Feb 24 14 :09 :16 2016

@author : gabyzoe
”””

from numpy import ⇤
import pylab

x = [ 0 , 0 ] ;

# Matrices de reducc ion y ro tac ion :
A = [ [ . 5 , 0 ] , [ 0 , . 5 ] ]
R1= [ [ 0 , �1] , [ 1 , 0 ] ]
R2= [ [�1 , 0 ] , [ 0 , 1 ] ]

# Vectores de t r a s l a c i o n :
b1 = [ 0 . 5 , 0 ]
b2 = [ 1 , 0 ]
b3 = [ 0 , . 5 ]

# Comienza e l proceso i t e r a t i v o :
for i in range ( 5 0 0 ) :
# Genera numeros a l azar (1 , 2 , 3 ) :
r = f i x ( random . rand ( )⇤3 )
i f r==0:
x = dot ( dot (A,R1) , x)+b1
i f r==1:
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x = dot ( dot (A,R2) , x)+b2
i f r==2:
x = dot (A, x)+b3

# Graf ica cada punto y genera e l f r a c t a l :
pylab . p l o t ( x [ 0 ] , x [ 1 ] , ’ g . ’ , markers i ze=1)

pylab . show ( )
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