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4.6 Las órbitas con punto iniciales cercanos al origen, se aplanan en

dirección del eje “x” y se alargan en dirección del eje “y”. . . . . 84
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Prólogo.

En el sentido más general, por bifurcación en una familia de sistemas dinámicos

se entiende un cambio cualitativo en el retrato fase cuando un parámetro al-

canza o sobrepasa a un cierto valor cŕıtico. Más espećıficamente, llamamos

bifurcación de un punto de equilibrio (o conjunto invariante) el caso donde este

cambio consiste en la aparición de nuevos puntos de equilibrio (o conjuntos

invariantes) que al alejarse el parámetro del valor cŕıtico, se alejan del punto o

conjunto en cuestión (En un lenguaje intuitivo, se dice que el punto o conjunto

se “escinde” bajo el cambio de parámetro). El estudio de este fenómeno des-

pertó intrés a partir del famoso art́ıculo de E.Hopf (1942), donde se relaciona

la aparición de soluciones periódicas con ciertos cambios en el comportamiento

de la parte lineal del sistema bajo un cambio de un parámetro. Las investiga-

ciones posteriores a Hopf usualmente siguieron y siguen tomando como base un

cambio en el espectro de la parte lineal del sistema. Este último es t́ıpicamente

acompañado de un cambio (“ganancia” o “pérdida”) de estabilidad. Esta cir-

cunstancia dio origen a la pregunta, en qué medida un cambio de estabilidad da

lugar a una bifurcación, independiente de que este se refleje o no en un cambio

cualitativo en el espectro de la parte lineal. El primer paso en esta dirección

fue dado en 1976 en un art́ıculo de Marchetti et al, en el cual se probó que

una bifurcación (en el sentido señalado) siempre ocurre cuando hay transición

de estabilidad asintótica a la inestabilidad completa (o “repulsor”). En in-

vestigaciones posteriores, estas hipótesis fueron sucesivamente debilitadas. El

tema tratado en la presente tesis cae dentro de este contexto, tratándose de

reemplazar la condición de estabilidad asintótica (luego de una inversión con-

v



vi Prólogo

veniente del sentido del tiempo) por una más débil que incluye como caso t́ıpico

a los puntos (o conjuntos) silla. La conclusión principal de todas estas inves-

tigaciones es que la aparición de bifurcación no depende de las propiedades de

las partes lineales de los sistemas, pudiendo ocurrir aquellos aun cuando estas

no cambian. La verdadera ráız de muy amplias clases de bifurcación hay que

buscarla en ciertos principios de persistencia dinámica, en el caso en cuestión,

la “persistencia de la inestabilidad”, es decir, en el hecho de que un estado

de inestabilidad persiste, en cierto sentido, bajo pequeñas perturbaciones del

sistema. Por lo menos esto es el caso para amplias clases de bifurcaciones.

Concretamente, en el presente trabajo se trata de probar la existencia de

bifurcaciones en el caso donde para cierto valor del parámetro un punto de

reposo o conjunto invariante es inestable, mientras para otros valores, cercanos,

es estable. Se consideran dos tipos de bifurcaciones (en un sentido amplio):

extracŕıticas, del tipo descrito al comienzo, y cŕıticas, que consisten en la acu-

mulación de conjuntos invariantes para un determinado valor del parámetro.

El objetivo principal consiste en relacionar estas dos clases de bifurcaciones

con dos tipos de comportamiento del sistema cuando el parámetro se acerca

al valor cŕıtico, según se cumple o no cierta condición de equiestabilidad gene-

ralizada (“equi” con respecto al parámetro), llamada CRES (conexo-relativo-

equiestable). [Esto tiene que ver con el grado de deformación que sufre el retrato

fase bajo el transito del parámetro.] Los dos teoremas principales dicen que

bajo la condición CRES existe una bifurcación extracŕıtica, y en su ausencia

una cŕıtica. En ambos casos puede ocurrir simultáneamente también el otro

tipo de bifurcación (bifurcación h́ıbrida). El contexto de la tesis es el de fami-

lias de sistemas dinámicos o semidinámicos en espacios métricos, dependiendo

de un parámetro (no necesariamente real, sino variando en algún espacio).
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Introducción.

El estudio de los sistemas dinámicos tiene su origen en la teoŕıa de las ecua-

ciones diferenciales con los trabajos de H. Poincaré en el siglo XIX. Poincaré,

y depués I. Bendixson, estudiaron las propiedades topológicas de las soluciones

de las ecuaciones diferenciales autónomas en el plano. Una de las principales

motivaciones que propiciaron el surgimiento de los sistemas dinámicos se debió

a que los precursores de este enfoque (G. D. Birkhoff, entre otros) puramente

topológico (o métrico) se dieron cuenta de que muchas de las propiedades de las

soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales dependen esencialmente

de las propiedades topológicas de las soluciones, y no necesariamente de la dife-

renciabilidad (ver por ejemplo, [Bh], [Si] y [Wh]). Los sistemas semidinámicos,

a diferencia de los sistemas dinámicos, son objetos que no toman en cuenta el

pasado, parten del estado inicial del sistema y su evolución hacia el futuro, es

decir, se presupone la existencia y unicidad de las soluciones para todo el tiempo

t ≥ 0, mientras que para los sistemas dinámicos, se presupone la existencia y

unicidad para todo t ∈ R. Por ejemplo, la ecuación diferencial ẋ = −x3 define

un sistema semidinámico, pero no un sistema dinámico porque las soluciones no

están definidas para todo tiempo negativo: “se escapan” en un tiempo negati-

vo finito. Los sistemas semidinámicos están estrechamente relacionados con los

sistemas dinámicos clásicos (para esto ver [BO] y [Sa]); sus resultados se apli-

can a una clase más amplia de ecuaciones diferenciales que los obtenidos para

los sistemas dinámicos. Los sistemas semidinámicos, tienen su origen en la in-

terpretación “dinámica” de las ecuaciones diferenciales funcionales con retardo

y en las ecuaciones diferenciales parciales de evolución, en contraste con los

1



2 Introducción

sistemas dinámicos que tienen su origen en las ecuaciones diferenciales ordina-

rias autónomas, estas a menudo ( en el caso de las no lineales) tampoco definen

sistemas dinámicos (ver [BO]). En este trabajo, suponemos la existencia de una

familia continua de sistemas semidinámicos, (X,T, Λ, F ), que dependen de un

parámetro λ, donde λ pertenece a un espacio de parámetros Λ. El conjunto Λ

puede ser un subconjunto de R o Rn, pero también puede ser cualquier espacio

métrico o topológico con la única condición de la existencia de un elemento no

aislado λ0 ∈ Λ (que corresponde al sistema Fλ0
“no perturbado”). El conjunto

X es un espacio métrico, (X, d) (el espacio fase), T es un semigrupo, de hecho

en este trabajo siempre es R+, y F es un mapeo continuo del producto carte-

siano X × T × Λ en X. El mapeo F constituye el “elemento dinámico” del

sistema. Suponemos también la existencia de un conjunto invariante compacto

M ⊂ X, común para todos los sistemas semidinámicos, o sea, independiente

del parámetro (por simplicidad).

El problema general que abordamos consiste en investigar cuales son las

condiciones que se deben cumplir para que un cambio en el comportamiento

de la estabilidad ( en el sentido de Lyapunov) del conjunto invariante fijo, M ,

producido por un cambio de parámetros, implique una bifurcación de M, en

el sentido de que surgen de M conjuntos invariantes compactos, M ′
λ ⊂ X,

ajenos de M al salir el valor λ de cierto valor cŕıtico, del cual vamos a suponer

que siempre sea λ = λ0. (En el caṕıtulo 3 daremos la definición precisa de

bifurcación.)

En cuanto al concepto de cambio de estabilidad del conjunto invariante

M , considerando una familia de sistemas semidinámicos, en esta tesis distin-

guimos dos formas de como ocurre el cambio de la estabilidad cuando cambia

el parámetro. Estas distinciones dependen de si la pérdida o ganancia de la es-

tabilidad, ocurren en el valor cŕıtico del parámetro o fuera de el, es decir, para

Fλ0
o Fλ, donde λ es diferente de λ0. En primer lugar, decimos que una familia

de sistemas semidinámicos exhibe una pérdida cŕıtica (ganancia extracŕıtica)

de la estabilidad del conjunto M , en un valor λ0 ∈ Λ, si M es λ0-inestable (o

sea, inestable con respecto al sistema no perturbado Fλ0
) pero λ-estable con

respecto a los sistemas perturbados Fλ para algunos valores λ arbitrariamente

cercanos a λ0. Análogamente, una familia de sistemas semidinámicos exhibe

una pérdida extracŕıtica (ganancia cŕıtica) de estabilidad en un valor λ0 ∈ Λ

con respecto del conjunto M , si M es λ0-estable (o sea, estable con respecto

al sistema Fλ0
) pero λ−inestable con respecto a sistemas perturbados Fλ, para
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λ arbitrariamente cercano a λ0. La idea de utilizar los términos como pérdida

cŕıtica (ganancia extracŕıtica) o pérdida extracŕıtica (ganancia cŕıtica), surge

porque el espacio de parámetros es más general que la recta real, como ya lo

hemos mencionado al principio de esta introducción.

En particular, si el espacio de parámetros es el espacio R, de los números

reales y λ0 ∈ R es el valor cŕıtico del parámetro, la ganancia de la estabilidad

se llama subcŕıtica (supercŕıtica) en el sentido en que λ crece, si M es inestable

con respecto al sistema semidinámico Fλ0
y estable con respecto al sistema Fλ

para λ < λ0 (λ > λ0), respectivamente.

Los casos (más conocidos) donde se presentan los fenómenos de bifurcación

y cambio de estabilidad, son los del “trinche” (“pitchfork”) en un sistema unidi-

mensional, donde un equilibrio se escinde en tres y la ganancia de la estabilidad

puede ser sub o supercŕıtica, y la bifurcación de Hopf en un sistema en el plano,

donde se desprende del equilibrio una solucion periódica. La ganancia de la esta-

bilidad puede ser sub o supercŕıtica (cambiando λ por −λ, para λ ∈ R ). Desde

el punto de vista del comportamiento cualitativo local, el rasgo caracteŕıstico

es que para el valor cŕıtico del parámetro el equilibrio es asintóticamente es-

table (atractor) o negativamente asintóticamente estable (repulsor), mientras

que para valores del parámetro cercanos al valor cŕıtico el comportamiento de la

estabilidad en torno al equilibrio se invierte (el atractor se convierte en repulsor

o viceversa).

Esta problemática surgió de la clásica bifurcación de Hopf1, y el enfoque

que seguimos en esta ĺınea de investigación fue iniciado en su forma general

por Marchetti, Negrini, Salvadori y Scalia [MNSS]. Ellos demostraron que si

una familia de sistemas dinámicos que dependen de un parámetro λ tienen un

conjunto invariante común M , que es asintóticamente estable para cierto valor

λ = λ0, y completamente inestable (repulsor) para todos los valores λ diferentes

de λ0, pero cercanos a λ0, entonces M exhibe una bifurcación en λ = λ0. En-

tendemos el concepto de conjunto invariante M completamente inestable en el

sentido de repulsor, es decir negativamente asintóticamente estable, (como por

ejemplo en el caso del sistema unidimensional, ẋ = x, el punto de equilibrio,

{0}, es completamente inestable). Los cuatro autores en [MNSS] abordaron

el problema desde el punto de vista más geométrico, en el contexto de un

flujo en un espacio métrico localmente compacto y relacionaron la bifurcación

con cierta propiedad de atractores que ahora llamamos “persistencia”. Esto

1Precursores: Poincaré y Andrónov.
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significa que el atractor estable (como tal) se preserva bajo pequeñas pertur-

bacionesdel sistema, y el nuevo sistema (perturbado) tendrá el atractor estable

cerca del atractor original. De esta propiedad, se deduce que ocurre una bi-

furcación, siempre que un atractor o repulsor se convierte en su contrario. La

bifurcación de Hopf en su forma más sencilla ( por ejemplo en el caso del plano),

es de este tipo.

Los autores mencionados probaron el teorema básico de persistencia medi-

ante el método de la función de Liapunov, usando fuertemente la compacidad

local del espacio. De hecho, existe una demostración más antigua pero al pare-

cer poco conocida de la persistencia, que se encuentra en [Se 2 ] y que además se

lleva a cabo en el contexto amplio de flujos no-autónomos y sin unicidad en un

espacio no necesariamente localmente compacto (lo cual permite su aplicación

a sistemas de dimensión infinita). El método de esta demostración no requiere

la existencia de una función de Liapunov.

Este resultado (el de [MNSS]) extiende entonces la bien conocida bifurcación

de Poincaré-Andrónov-Hopf (BPAH) (ver [MM], pp. 163 ss), para el caso en el

cual el comportamiento de la estabilidad no está necesariamente determinado

por los autovalores de la parte lineal del sistema. En lo que sigue nos referimos

a la clase de bifurcaciónes que surgen de una pérdida extracŕıtica (ganancia

cŕıtica) de la estabilidad consideradas en [MNSS] como bifurcaciones del tipo

AE-CI (es decir, que resultan de una transición de un cambio de la estabilidad

del equilibrio de asintóticamente estable a completamente inestable). En [SF1],

Florio y Seibert debilitaron la condición de que el conjunto invariante M sea

completamente inestable (repulsor), requerida en [MNSS]2, por condiciones más

débiles y además la teoŕıa se extendió a sistemas semidinámicos, reemplazando

la hipótesis de la compacidad local del espacio de estados por la de compaci-

dad asintótica del sistema, la cual significa que las órbitas de una región del

espacio de estados van hacia un conjunto compacto. En la teoŕıa desarrollada

en [MNSS] y [SF1], se usa como herramienta el principio de persistencia de

la estabilidad asintótica bajo perturbaciones, para demostrar que existe una

relación muy estrecha entre la pérdida extracŕıtica de la estabilidad y la ocu-

rrencia de una bifurcación del conjunto M . El principio de persistencia de la

estabilidad asintótica bajo perturbaciones (ver [Se 2] y [Yo]), lo entendemos

en el siguiente sentido: cuando un λ0-sistema que tiene un conjunto invariante

M asintóticamente estable es perturbado ligeramente (al salir el parámetro λ de

2De hecho, se refieren a una familia de conjuntos, {Mλ | λ ∈ Λ}.
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cierto valor cŕıtico λ0), aparece en el sistema perturbado un conjunto invariante

M ′ asintóticamente estable, arbitrariamente cercano al atractor original M y la

región de atracción permanece esencialmente intacta. A partir de la conexión

de este principio, con el problema de las bifurcaciones del tipo AS–CI, es decir

de las bifurcaciones que surgen de la pérdida extracŕıtica de la estabilidad en

los trabajos [MNSS] y [SF1], podemos concluir lo siguiente: siempre que un

conjunto invariante M tiene una pérdida extracŕıtica (ganancia cŕıtica) de la

estabilidad cuando un parámetro alcanza o sobrepasa un cierto valor cŕıtico para

el cual M es aislado de conjuntos invariantes (existe una vecindad de M tal

que todo conjunto invariante contenido en esta vecindad, está contenido en M),

tiene una bifurcación. (analizados en SF1.) Los resultados mencionados hasta

ahora, estan contenidos en el lado izquierdo del cuadro sinoptico en la Figura

1, mediante el cual ilustramos la teoŕıa general de bifurcaciones desarrollada

con este enfoque.

En 1994, durante un seminario, P. Seibert sugirió otra dirección en la cual

la bifurcaciónes del tipo AE–CI, se pueden generalizar invirtiendo la escala

del tiempo y relajando la condición resultante de la inestabilidad completa (re-

pulsor) para el valor cŕıtico λ0 del parámetro. Aśı surgió el proyecto de este

trabajo.

En otras palabras, si M tiene pérdida cŕıtica de la estabilidad, en el valor

λ = λ0, nos preguntamos si ello implica que existe una bifurcación de M en λ0.

Una primera aproximación a la solución correspondiente a un caso espe-

cial, de este problema, se presentó en [AS1]. Las posibles bifurcaciones del

conjunto invariante M que surgen en este caso, las llamamos bifurcaciones del

tipo I-E por que ocurren cuando existe la transición de inestabilidad cŕıtica

a estabilidad extracŕıtica de M . Es decir, son bifurcaciones que surgen de la

(ganancia)pérdida (extra)cŕıtica de la estabilidad del conjunto invariante M .

Una segunda aproximación al estudio de este problema en esta linea de

investigación, se presenta en [SF2] con el resultado principal: si el conjunto

invariante M es aislado y tiene ganancia extracŕıtica de la estabilidad en λ0,

entonces M tiene una bifurcación que puede ser extracŕıtica o (débilmente)

cŕıtica. Para demostrar este resultado, los autores introducen otro principio de

persistencia del cual hablaremos más adelante. Las otras hipótesis adicionales

bajo las cuales es válido este resultado, son muy generales. La familia de

sistemas puede ser de sistemas dinámicos o semidinámicos definidos sobre un

espacio métrico y sujetos sólo a la condición de compacidad asintótica local. El
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caso más importante considerado en esta dirección es cuando M es aislado de

conjuntos invariantes con respecto al sistema no perturbado (correspondiente

al parámetro λ = λ0), y para este mismo valor M es inestable pero no necesa-

riamente completamente inestable (es decir, no repulsor). Este es el caso en el

cual está planteado el problema del surgimiento de la bifurcación del conjunto

silla cuando M tiene ganancia extracŕıtica de estabilidad [Fl]. El caso más

t́ıpico que se ha encontrado es la partición de la silla en dos, mientras que la

silla original se convierte en un atractor estable que puede ser, por ejemplo un

foco o un nodo.

Por otra parte, aśı como en el caso de la demostración de la existencia de

bifurcaciones del tipo AE-CI contenidas en las bifurcaciones del tipo E-I (ver

sus generalizaciones en [MNSS]) mencionadas en el párrafo anterior, se utilizó

el principio de persistencia de la estabilidad asintótica local como herramienta

para demostrar la existencia de este tipo de bifurcaciones, además de otras

hipótesis como la compacidad asintótica, también para estudiar el problema

de las bifurcaciones que surgen de la pérdida cŕıtica de la estabilidad, formu-

lamos otro principio de persistencia, que llamamos principio de persistencia

de la extensión dinámica ( o prolongación) o principio de persistencia de la

inestabilidad (este principio se formuló por primer vez en [SF2]).

Para establecer el principio de persistencia de la inestabilidad, consideremos

un sistema semidinámico (X,T, F ) y un conjunto invariante y compacto M ⊂
X. La extensión dinámica positiva de M con respecto F es, en cierto sentido,

el grado de de inestabilidad de M medido en términos de lo que Ura[Ur1]

llama la prolongación positiva de M . La extensión dinámica positiva (de aqúı

en adelante la llamaremos simplemente extensión dinámica)3 del conjunto M ,

consiste del conjunto de puntos en X y fuera del conjunto M, que se pueden

aproximar desde de una sucesión de puntos que converge a M, bajo la acción del

semiflujo F . Por ejemplo, consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

en el plano,

ẋ = −x,

ẏ = y.

Estas ecuaciones definen un sistema dinámico. El espacio de estados es R2,

3N.P Bhathia observó que al conjunto M \ D+(M) o D+(x) \ γ+(x) se le debeŕıa llamar

“prolongación”; pero el concepto estaba ya demasiado arraigado para lo que en este trabajo

llamamos extensión dinámica, D+(M) \ M .
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el conjunto M = {(0, 0)} es el equilibrio del sistema, llamado punto silla,

puesto que el sistema tiene los autovalores ±1. La extensión dinámica de M

es {(x, y) | x = 0, y 6= 0}(Ver la Figura 2). En el caṕıtulo 2 estudiamos am-

pliamente cómo cambia la extensión dinámica del conjunto M , cuando cambia

el parámetro. Para esto, consideramos una familia de sistemas semidinámicos

(X,T, Λ, F ). Suponemos que para un cierto valor cŕıtico λ0 ∈ Λ del parámetro,

el conjunto invariante M es inestable y por lo tanto, la extensión dinámica de M

es no vaćıa (ver proposición 2.1.4). El principio de persistencia de la inestabil-

idad establece que a pequeños cambios de los parámetros λ alrededor del valor

cŕıtico λ0, la extensión dinámica del conjunto M correspondiente a cada valor

de λ, no puede disminuir bruscamente. Esto se puede interpretar como que

una situación inestable no puede modificarse mediante cambios pequeños en el

parámetro. Lo anterior significa que en realidad, si M es un conjunto invariante

inestable, su extensión dinámica al perturbar el parámetro λ alrededor de λ0,

tiene la propiedad de semicontinuidad inferior (es decir, la inestabilidad no es

implosiva). Sin embargo, la extensión dinámica de M , no tiene la propiedad de

semicontinuidad superior ( es decir, puede ser explosiva).

En el caṕıtulo 3, suponiendo la existencia de una familia de sistemas semi-

dinámicos (X,T, Λ, F ) y un valor cŕıtico del parámetro λ0 ∈ Λ, definimos los

conceptos de cambio de estabilidad y bifurcación de un conjunto invariante M

contenido en X, cuando el parámetro entra o sale de λ0.

Además definimos los conceptos de: pérdida cŕıtica (ganancia extracŕıtica)

y pérdida extracŕıtica (ganancia cŕıtica) de estabilidad de M mencionados an-

teriormente.

Finalmente, definimos los conceptos de cambios de estabilidad de M, duro

y suave en términos del radio de inestabilidad. El radio de inestabilidad de M

es una función del espacio de parámetros en R. Para cada λ ∈ Λ esta función

asocia la distancia del punto en la extensión dinámica de M (con respecto al

sistema Fλ) más alejado de M . Suponiendo que M exhibe un cambio de esta-

bilidad en λ0, decimos que es duro(suave), si la función radio de inestabilidad

de M es discontinua (continua) en λ0. Por ejemplo, para los sistemas dinámicos

definidos por la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias que dependen del

parámetro λ ≥ 0, ẋ = −λx + x2, donde el espacio fase X es R, el espacio

de parámetros Λ es R+ y, M es el equilibrio {0}. Para λ = 0, la extensión

dinámica de M es (0, +∞) (M es inestable), mientras que para λ > 0, es

vaćıa (M es asintóticamente estable). El equilibrio M exhibe un cambio de



8 Introducción

estabilidad duro. En general, demostramos que si M exhibe pérdida cŕıtica de

estabilidad en λ0 y Fλ0
es asintóticamente compacto en una vecindad de M ,

entonces M exhibe un cambio de estabilidad duro en λ0.

La bifurcación la entendemos como el surgimiento de dos o más nuevos con-

juntos invariantes, del conjunto invariante M común de la familia de sistemas

semidinámicos. Dependiendo de que si la separación de los conjuntos invari-

antes del conjunto M , ocurre en o fuera de el valor cŕıtico λ0 del parámetro, le

llamamos bifurcación cŕıtica o extracŕıtica o h́ıbrida (si ocurren ambas bifurca-

ciones la cŕıtica y la extracŕıtica). Un aspecto importante que hay que destacar

de nuestra teoŕıa, consiste en que en su desarrollo, nos interesa demostrar la

existencia de bifurcaciones bajo condiciones muy generales. Queremos abarcar

todos los casos posibles, independientemente de la genericidad o no genericidad

de estos casos. Las propiedades de los nuevos conjuntos que se separan de M

al entrar o salir λ del valor cŕıtico λ0, queda por el momento, aplazado. Los

ejemplos que presentamos en el caṕıtulo 4, los hemos escogido de acuerdo con

este enfoque.

El punto medular de este trabajo estriba en el estudio del problema de

cómo surgen de un conjunto invariante M el tipo de bifurcaciones definidas

en el contexto actual, cuando M exhibe una pérdida cŕıtica de estabilidad.

Partiendo de este punto de vista, tenemos que existen distintas maneras como

un punto de equilibrio o conjunto invariante M de la familia de sistemas exhibe

la pérdida de estabilidad. Una de estas se produce cuando se colapsa la región

de atracción de un punto de equilibrio o conjunto invariante M al tender λ al

valor cŕıtico λ0, como en el caso estándar de la bifurcación de Hopf invertida

mencionada anteriormente. Un ejemplo que presenta esta situación está dado

por la familia de sistemas de ecuaciones (en coordenadas polares) en el plano:

ṙ = −r(λ − r2),

θ̇ = 1, (r > 0).
(1)

El espacio de estados X es R2, M es el punto de equilibrio {(0, 0)} del sistema

correspondiente a r = 0, y Λ es R+. El equilibrio M es estable para λ > 0

y cada región de atracción Aλ de M es un ćırculo de radio
√

λ: x2 + y2 < λ.

Estas regiones de atracción se colapsan en M , cuando λ → 0+. Es claro que

M exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad, puesto que para λ0 = 0, M

es repulsor con respecto al sistema resultante(Ver la Figura 3). Un segundo

caso está caracterizado por la deformación del retrato fase de ciertas familias
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de ecuaciones diferenciales dependientes del parámetro λ, cuando este se acerca

al valor cŕıtico λ0. Un ejemplo prototipo que nos permite ilustrar este caso está

dado por la familia de sistemas lineales,

ẋ = −λx + y,

ẏ = −λy.
(2)

Esta familia de ecuaciones diferenciales, que depende de λ, define una familia

de sistema dinámicos. El espacio de estados X es R2; el espacio de parámetros

Λ es R+ y M es el punto de equilibrio {(0, 0)} de la familia de sistemas. Para

λ > 0, el sistema tiene un autovalor de multiplicidad dos, −λ < 0, por lo tanto

M es un nodo impropio estable. Para λ = 0, M es inestable y no está aislado

de puntos de equilibrio, de hecho pertenece al conjunto de puntos de equilibrio

{(x, y) ∈ R2 | x 6= 0, y = 0}, del sistema correspondiente a λ = 0. Por otra

parte, cuando λ → 0+ las órbitas se alargan y se aplanan sobre el eje de las

equis, mientras que para cada λ > 0, las correspondientes regiones de atracción

Aλ son cada una todo el plano R2(Ver la Figura 4).

Finalmente, un tercer caso prototipo, ocurre cuando el punto de equilibrio de

una familia de ecuaciones diferenciales, que depende de un parámetro λ, exhibe

pérdida cŕıtica de la propiedad de atracción, cuando el parámetro se acerca

arbitrariamente a un cierto valor cŕıtico λ0, convirtiéndose en un equilibrio no

asintótico estable para λ0. Un ejemplo que muestra esta situación, está dado

por la familia de sistemas lineales que depende del parámetro λ > 0,

ẋ = y,

ẏ = −x − λy.
(3)

Como en los ejemplos anteriores, el espacio de estados X es R2, el espacio de

parámetros Λ es R+ y M = {(0, 0)} es el punto de equilibrio de la familia de

sistemas dinámicos definida por este sistema de ecuaciones diferenciales. Para

cada λ > 0 los autovalores correspondientes son −λ±
√

λ2−4
2

; por lo tanto el

equilibrio M es un nodo estable. Para cada λ > 0, las regiones de atracción Aλ

son todo el plano R2. Para λ = 0, los autovalores del sistema correspondiente

son ±i; por lo tanto el equilibrio M es un centro. En este ejemplo tenemos

que cuando λ → 0+, las regiones de atracción Aλ no sufren ningún cambio

y tampoco las órbitas, sin embargo para λ = 0, M pierde la propiedad de

atracción y no es aislado de conjuntos invariantes. (Las soluciones tienden al

origen cada vez más lentamente, ver la figura 5.)
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Tomando como prototipos los distintos comportamientos que exhiben las

órbitas y las regiones de atracción del punto de equilibrio {(0, 0)} de los sistemas

(1),(2) y (3) cuando este tiene pérdida cŕıtica de estabilidad en λ = 0, para

su estudio en el contexto general de los sistemas semidinámicos, en el caṕıtulo

4, consideramos familias (X,T, Λ, F ) de estos. Si Λ′ ⊂ Λ, y suponiendo que

para cada λ ∈ Λ′ el conjunto M tiene una región de atracción Aλ bajo la

acción del sistema Fλ. Tenemos una familia de regiones de atracción de M,

AΛ′ := {Aλ | λ ∈ Λ′}, y llamamos a la terna {M,AΛ′ , FΛ′} familia de atractores

de M , donde FΛ′ es la familia de sistemas, {Fλ | λ ∈ Λ′}. Por otra parte,

suponiendo que el conjunto invariante M exhibe pérdida cŕıtica de la estabilidad

en λ = λ0 y λ0 es un punto de acumulación de Λ′, estudiamos cómo cambian

las regiones de atracción Aλ y el comportamiento de las órbitas que tienen

puntos iniciales en vecindades esféricas de M arbitrariamente pequeñas (con

respecto a la métrica d del espacio X), cuando λ tiende a λ0. Para esto,

primero introducimos el concepto de equiestabilidad (ES) de M con respecto

a la familia de sistemas {Fλ | λ ∈ Λ′}. Esto significa que M es estable en el

sentido de Liapunov para cada λ ∈ Λ′ y, para cada ǫ-vecindad de M , existe una

δ-vecindad de M , tales que para toda λ ∈ Λ′, toda órbita con punto inicial en

la δ-vecindad de M pemanece en la ǫ-vecindad de M todo el tiempo.

En este caṕıtulo demostramos que si Λ′ es un subconjunto del espacio de

parámetros Λ, el valor cŕıtico del parámetro λ0 es punto de acumulación de Λ′ y

el conjunto compacto e invariante M es ES con respecto a la familia de sistemas

FΛ′ en λ0, entonces M es estable (en el sentido de Liapunov) con respecto al

sistema no perturbado Fλ0
(o sea, M no pierde la propiedad de atracción bajo

Fλ cuando λ alcanza λ0. ) (Tal es el caso del comportamiento cualitativo de la

familia de sistemas dinámicos dada por el sistema (3) dependiente del parámetro

λ > 0). Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si M exhibe pérdida

cŕıtica de estabilidad, M no puede ser equiestable con respecto a la familia de

sistemas FΛ′ en λ0. Esto implica que el estudio del problema de bifurcaciones

de M , que surgen de la pérdida cŕıtica de estabilidad hay que hacerlo para las

clases de familias de atractores no ES. Para esto, definimos un tipo de atractores

más amplio que el de los ESs: los atractores relativamente equiestables(RES).

Decimos que el conjunto M invariante es relativamente equiestable con respecto

a FΛ′ en λ0, si es etable en el sentido de Lyapunov y atractor para cada λ ∈ Λ′

relativo a las regiónes de atracción Aλ. Es decir, si para cada ǫ-vecindad de M ,

existe una δ-vecindad de M tales que para toda órbita con punto inicial en la
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intersección de la δ-vecindad de M la región de atracción Aλ, esta permanece

en la ǫ-vecindad de M todo el tiempo. Si se cumple esto, decimos que la

terna {M,AΛ′ , FΛ′} es una familia de atractores relativamente equiestable. Un

ejemplo de una familia de atractores que es RES pero no ES, está dado por la

familia de ecuaciones (1).

También, definimos y proporcionamos ejemplos de otra clase de familias de

atractores que no son RES de la siguiente manera. Sea M un conjunto compacto

e invariante, decimos que M es conexo relativamente equiestable (CRES) con

respecto a FΛ′ en λ0, si para toda ǫ-vecindad de M , existe una δ-vecindad de

M tales que, para toda λ ∈ Λ′ y para toda λ-órbita con punto inicial en la

componente conexa que contiene a M de la interscción de la δ-vecindad de

M con la región de atracción Aλ, permanece en la ǫ-vecindad de M todo el

tiempo. Si se cumple esto, decimos que la terna {M,AΛ′ , FΛ′} es una la familia

de atractores CRES. En el caṕıtulo 4, proporcionamos ejemplos de familias de

atractores que no son RES, pero si CRES. Formalizamos la deformación de las

órbitas mediante la negación la propiedad CRES; esta es una expresión para la

deformación de las órbitas.

En el caṕıtulo 5, presentamos las contribuciónes principales que contiene

este trabajo de tesis. Estas se pueden resumir en lo siguiente, si el conjunto

invariante M exhibe pérdida cŕıtica de estabilidad en λ0, entonces M exhibe

bifurcaciónes que pueden ser de tres tipos:

1. Extracŕıtica: el conjunto M se escinde en más de un conjunto invariante

cuando el parámetro λ sale del valor cŕıtico λ0, o

2. Cŕıtica (también a veces llamada “vertical”) si para λ = λ0, se acumu-

lan en M conjuntos invariantes M ′ ajenos a M ( si los conjuntos M ′ se

adhieren a M como órbitas homocĺınicas a esta bifurcación le llamamos

bifurcación débilmente cŕıtica.)

3. Hı́brida, se presentan ambas bifurcaciones (débilmente) cŕıtica y extra-

cŕıtica a la vez.(En el segundo caso “débilmente h́ıbrida”).

En el caso de bifurcación extracŕıtica, demostramos que si un conjunto

invariante M es asintóticamente estable para valores del parámetro λ cerca de

un cierto valor λ0 e, inestable para λ = λ0 y si además M tiene la propiedad

CRES ( conexo relativamente equiestable) entonces M exhibe una bifurcación
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extracŕıtica. En cambio, si la familia de atractores es no CRES, existe una

bifurcación cŕıtica (posiblemente débil).

Formalmente los resultados son los siguientes:

Teorema 0.0.1 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos sobre un espa-

cio métrico X localmente conexo, Λ∗ ⊂ Λ y supongamos además que se cumplen

las siguientes hipótesis:

i) Existe un conjunto M ⊂ X, no vaćıo, compacto, conexo y positivamente

λ-invariante para todo λ ∈ Λ con las siguientes propiedades:

a) λ0-inestable, para λ0 6∈ Λ∗, λ0 ∈ Λ∗; y

b) λ-estable para todo λ ∈ Λ∗ ⊂ Λ.

ii) para cada λ ∈ Λ∗, Fλ es LAC en alguna vecindad W ∈ VM .

iii) M satisface la propiedad CRES con respecto a Λ∗

Entonces existe una bifurcación extracŕıtica de M en λ0, relativo a Λ∗.

Teorema 0.0.2 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos definida sobre

un espacio métrico X, localmente conexo. Supongamos además que se cumplen

las siguientes hipótesis:

1. Existe un conjunto compacto y conexo M ⊂ X positivamente λ-invariante

para todo λ ∈ Λ;

2. todo Fλ es LAC en alguna vecindad W ∈ VM ;

3. M es inestable para λ = λ0 y estable para λ ∈ Λ′ ⊂ Λ, con λ0 ∈ Λ′, λ0 6∈
Λ′; y

4. M no es CRES.

Entonces ocurre una bifurcación cŕıtica (posiblemente cŕıtica débil) de M

para λ = λ0.

Corolario 0.0.3 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos sobre un espa-

cio métrico localmente conexo y suponga que se cumplen las siguientes hipótesis:
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1. Existe un conjunto compacto M ⊂ X;

2. M es asintóticamente estable para toda λ∗ ∈ Λ∗, donde Λ∗ ⊂ Λ;

3. M no es asintótimente estable para λ = λ0; λ0 6∈ Λ∗, λ0 ∈ Λ;

4. M es equiestable en λ0 con respecto a la familia FΛ∗; y

5. FΛ es LAC en una vecindad W ∈ VM .

Entonces existe una bifurcación (posiblemente (débilmente)) cŕıtica de M para

λ = λ0.

Corolario 0.0.4 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos sobre un espa-

cio métrico localmente conexo y suponga que se cumplen las siguientes hipótesis:

1. Existe un conjunto compacto y conexo M ⊂ X;

2. M es inestable para λ = λ0;

3. M es asintóticamente estable para λ tales que λ → λ0; y

4. FΛ es LAC en una vecindad W ∈ VM .

Entonces existe una bifurcación de M para λ = λ0. La bifurcación puede

ser extracŕıtica o (posiblemente (débilmente))cŕıtica.

Corolario 0.0.5 Si se considera únicamente una bifurcación simple (es decir,

o (débilmente)cŕıtica o extracŕıtica) y no h́ıbrida, las condiciones respectivas

dadas en el corolario (0.0.4) son necesarias y suficientes :

Una bifurcación extracŕıtica ([débilmente] cŕıtica) ocurre si sólo si (no) se

satisface la propiedad CRES].

Las bifurcaciones (débilmente)cŕıticas son ambas compatibles con las propie-

dades CRES y noCRES. Lo mismo las extracŕıticas; en caso de bifurcaciones

h́ıbridas.

Finalmente, tenemos que la pérdida cŕıtica de la estabilidad de M en λ = λ0,

cuando M es un conjunto silla y aislado de conjuntos invariantes para λ = λ0,

implica la bifurcación extracŕıtica de M . Queda como un problema abierto

demostrar que a su vez los conjuntos que se bifurcan, son conjuntos sillas4(en

un paper futuro).

4
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Nos parece natural abordar el problema anterior para el caso de sistemas

dinámicos sobre un espacio métrico localmente compacto y después, para el

caso general de una familia de sistemas semidinámicos que satisfacen alguna

propiedad adicional de compacidad asintótica. La formulación precisa de este

problema la proporcionamos en las conclusiones de este trabajo.

Definición 1 Un suconjunto S ⊂ X se llama conjunto silla si:

(∃U ∈ S)(∀V ∈ S)(∃x ∈ V ) γ+(x) 6⊂ U x ∈ γ+(CU),

donde el śımbolo S, es el filtro de vecindades del conjunto S.
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Figura 1: En el lado izquierdo, ilustramos algunos resultados del problema

de bifurcaciones que surgen de equilibrios estables y, en el lado derecho las

que surgen de equilibrios inestables en conexión con los tipos de cambios de

estabilidad.
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Figura 2: Ilustración de la Extensión dinámica del equilibrio M .
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Figura 3: Ilustración del caso estándar de la bifurcación de Hopf.
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Figura 4: Ilustración de la bifurcación cŕıtica.
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Figura 5: Ilustración de la pérdida de la propiedad de atracción de un conjunto

invariante.
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CAPÍTULO 1

Preliminares.

1.1 Familia de sistemas (semi)dinámicos.

Una familia continua de sistemas (semi)dinámicos o (semi)grupos continuos,

(X,T, Λ, F ), consiste de un espacio métrico, por ejemplo lineal normado (X, ‖ ‖)
(el espacio de estados), el (semi)grupo topológico ordenado T de los números

reales (no negativos, llamado escala de tiempo), un espacio métrico (Λ, ρ) (el

espacio de parámetros), y un mapeo continuo

F : X × T × Λ → X

(la dinámica). Definimos, para cada λ ∈ Λ, el λ-sistema Fλ : X × T → X

mediante

Fλ(x, t) := F (x, t, λ).

Denotaremos la familia (X,T, Λ, F ) brevemente por FΛ (:= {Fλ | λ ∈ Λ}),
donde FΛ representa una familia de sistemas (semi)dinámicos. Suponemos que

la familia FΛ satisface los siguientes axiomas:

(I) F 0
λ es el mapeo identidad (λ ∈ Λ).

(II) F t
λF

t′

λ = F t+t′

λ (t, t′ ∈ T, λ ∈ Λ).

(III) F es continuo en T × X × {λ0}.

(IV) F es continuo con respecto al parámetro λ, en λ0, uniformemente en x y

t en subconjuntos B acotados de X y en intervalos acotados, es decir:

19



20 Preliminares.

(∀B ∈ B) (∀τ ∈ T, ǫ > 0) (∃N ∈ N )

(∀x ∈ B, t ∈ [0, τ ], λ ∈ N) d(F t
λ(x), F t

λ0
(x)) < ǫ.

A veces F puede no estar definida para todo t ∈ T, y sin embargo la teoŕıa

hace sentido.

La métrica asociada a la norma la denotamos por: d(x, y).

Además usaremos las siguientes notaciones

Br(x) := {y ∈ X | d(x, y) < r} (r > 0, x ∈ X)

Sr(x) := {y ∈ X | d(x, y) = r}
Br(A) := {x ∈ X | d(x,A) < r} (A ⊂ X)

Sr(A) := {x ∈ X | d(x,A) = r}

donde d(x,A) := inf{d(x, y) | y ∈ A}.
Las sucesiones {xn | n ∈ N}, las denotamos simplemente por xN.

Fijamos un elemento λ0 en Λ , y denotamos el sistema de vecindades de λ0

por N . Al sistema Fλ0
lo llamamos no perturbado, y los otros Fλ, para λ 6= λ0,

perturbados (con respecto a Fλ0
).

El filtro generado por las vecindades esféricas de un punto x o un subcon-

junto compacto M de X los denotamos con Vx y VM , respectivamente. La

familia de conjuntos acotados en X, la denotamos con B.

Las transformaciones F t
λ : X → X definen para cada t y para cada λ las

t-transiciones mediante F t
λ(x) := F (x, t, λ) para todo x ∈ X, y la familia de

funciones punto conjunto de la forma Ft,λ : X → 2X ,

Ft,λ(x) := {F t′

λ (x) | t′ ≥ t}

para toda x ∈ X, y para toda (t, λ) ∈ T × Λ, definen las λ-semiórbitas retar-

dadas. En particular, la λ-semiórbita positiva a través de x ∈ X, la escribiremos

como:

γ+
λ (x) := F0,λ(x) = {F t

λ(x) | t ≥ 0},

al conjunto ĺımite correspondiente a x como L+
λ (x)

(
:=

⋂{Ft,λ(x) | t > 0}
)
. En

términos de sucesiones,

L+
λ (x) := { y ∈ X | ∃tN ⊂ R+, tn → +∞, F tn(x) → y}.
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Si A ⊂ X, γ+
λ (A) :=

⋃{γ+
λ (x) | x ∈ A}. Además, si x ∈ X, t ∈ T , A ⊂ X,

I ⊂ T , escribimos

F t(A) := {F t(x) | x ∈ A},
F I(x) := {F t(x) | t ∈ I},
F I(A) := {F t(x) | x ∈ A, t ∈ I},

y análogamente para otros mapeos.

Observamos que como consecuencia del axioma (II), vale la identidad

Ft,λ(x) = γ+
λ

(
F t

λ(x)
)

que relaciona una λ-semiórbita retardada en x con una λ-semiórbita positiva a

través de F t
λ(x).

El interior, la cerradura y la frontera del conjunto A, los denotamos por
◦
A,

Ā y ∂A respectivamente, y al complemento del conjunto A, por CA.

Definición 2 Un (semi-) grupo F T es asintóticamente compacto (AC) sobre

A ⊂ X si para toda pareja de sucesiones xN ⊂ A, tN ⊂ T , tal que tn → +∞,

F [0,tn](xn) ⊂ A, el conjunto {F tn(xn)}n∈N es relativamente compacto.

Definimos para cada λ ∈ Λ el conjunto λ-ĺımite L+
λ (A) del conjunto A,

como el conjunto de los ĺımites de todas las sucesiones convergentes de la forma

{F tk
λ (xk)}∞k=1 donde xk ∈ A y tk → +∞.

Ejemplo 1 Un ejemplo de una familia continua de sistemas dinámicos está

dado por la siguiente familia de sistemas de ecuaciones diferenciales autónomas

que dependen de un parámetro:

ẋ = f(x, λ), x : R → Rn, λ ∈ Λ, f : Rn × Λ → Rn, (1.1)

donde λ es un parámetro en el espacio Λ, y f : Rn×Λ → Rn es continua y Lip-

schitz para cada λ ∈ Λ. Supongamos que para cada (x, λ) ∈ Rn × Λ existe una

única solución ϕt(x, λ) definida para todo t ∈ R+ que satisface ϕ0(x, λ) = x.

Poniendo X = Rn, definimos, para cada λ ∈ Λ, F t
λ : X × R+ → X mediante

F t
λ(x) := ϕt(x, λ). Entonces se obtiene una familia de sistemas dinámicos FΛ,

sobre Ω ⊂ X × R+, con Ω es un conjunto abierto que contiene a X × {0},
suponiendo que (1.1) satisface la condición de dependencia continua correspon-

diente.
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1.2 Conceptos básicos en sistemas (semi)diná-

micos.

Definición 3 Una función φ : I → X, donde I es un intervalo no vaćıo

contenido en R, es una solución del sistema semidinámico (X,T, F ) si t ∈
I, s ∈ R+ y, t + s ∈ I implican que

F s(φ(t)) = φ(t + s).

El intervalo I es el dominio de φ y se denota con D(φ). Si x ∈ X, la

solución φ con 0 ∈ D(φ) y φ(0) = x se llama movimiento positivo a través de

x. Cualquier solución con x en su rango, se llama solución a través de x.

Definición 4 Una solución φ̂ es una extensión de una solución φ, si

D(φ̂) ⊃ Dφ̂ y, φ̂ = φ sobre D(φ). Una solución se llama maximal, si para

cualquier extensión φ̂ de φ tenemos D(φ̂) = D(φ).

Proposición 1.2.1 ([Sa], Caṕıtulo I, Teorema 4.4.) Para cualquier x ∈ X

existe una solución maximal correspondiente a x.

Definición 5 Una solución maximal se llama principal si su dominio es R.

Definición 6 El punto x se llama cŕıtico, o un equilibrio o punto de reposo,

si x = F t(x) para todo t ∈ R+.

Definición 7 Una órbita correspondiente a x es el rango de una solución ma-

ximal correspondiente a x.

Una órbita se llama principal si la solución correspondiente es principal.

Definición 8 Un conjunto M ⊂ X se llama positivamente invariante si para

todo x ∈ M, vale γ+(x) ⊂ M. El conjunto M es invariante si M y X\M son

ambos positivamente invariantes.

Proposición 1.2.2 ([Sa], Caṕıtulo II, Lema 2.4.) La cerradura de un con-

junto positivamente invariante, es positivamente invariante. La unión y la

intersección de conjuntos positivamente invariantes son positivamente invarian-

tes.
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Definición 9 Para x ∈ X el conjunto H+ := γ+(x) se llama envolvente positi-

va o cerradura de la semiórbita positiva. Si H+(x) es compacto, el movimiento

positivo correspondiente se llama compacto.

Definición 10 Un conjunto M ⊂ X se llama débilmente invariante si para

todo punto x ∈ M , existe una órbita correspondiente a x contenida en M .

Proposición 1.2.3 ([Sa],1 c Teorema 3.5.) Si γ+(x) es relativamente com-

pacto, el conjunto ĺımite L+(x) es no vaćıo, compacto y débilmente invariante.

Además, todas las órbitas contenidas en L+(x) son principales.



24 Preliminares.



CAPÍTULO 2

El principio de persistencia de la

extensión dinámica.

2.1 La inestabilidad, la primera prolongación

positiva y el ĺımite prolongacional positivo

de un conjunto.

Consideremos un sistema semidinámico definido sobre un espacio métrico (X, d)

y un conjunto positivamente invariante compacto M ⊂ X.

Definición 11 Un conjunto invariante M es inestable si

(∃U ∈ VM)(∀V ∈ VM) γ+(V ) 6⊂ U.

Definición 12 Definimos la prolongación positiva mediante el mapeo

D+ : X → 2X ,

donde para cada x ∈ X, D+(x) es el conjunto

D+(x) := {y ∈ X | ∃xN ⊂ X, ∃tN ⊂ R+; xn → x y F tn(xn) → y}
=

⋂{γ+(U) | U ∈ Vx}.

25
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Definición 13 Definimos el conjunto ĺımite prolongacional positivo mediante

el mapeo J+ : X → 2X , donde para cada x, J+(x) es el conjunto:

J+(x) := {y ∈ X | ∃xN ⊂ X,∃tN ⊂ R+; xn → x, tn → +∞
y F tn(xn) → y}

=
⋂

{γ+(F t(V )) | t ∈ R+, V ∈ Vx}.

Otra forma útil de definir la prolongación positiva de un conjunto, es en

términos de vecindades, y se obtiene a partir de la siguiente proposición.

Proposición 2.1.1 Sean x, y ∈ X y consideremos el mapeo D+ : X → 2X de

la Definición 12, entonces

y ∈ D+(x) ⇔ ∀U ∈ Vx, ∀V ∈ Vy, ∃x′ ∈ U, ∃y′ ∈ V : y′ ∈ γ+(x′). (2.1)

Demostración: Primero supongamos que y ∈ D+(x), luego, existen xn → x,

yn → y tales que yn ∈ γ+(xn), como en la Definición 12. Entonces para cada

pareja de vecindades U ∈ Vx, V ∈ Vy existe n tal que xn ∈ U, F tn(xn) ∈ V ,

y se obtiene la necesidad de la condición para y ∈ D+(x). Para demostrar la

suficiencia, tomamos un sistema fundamental numerable UN de vecindades de

x, y otro, VN de y; entonces dados U ∈ Vx y V ∈ Vy como en 2.1, elegimos n tal

que Un ⊂ U y Vn ⊂ V . Luego, existe xn ∈ Un y yn ∈ Vn tales que yn ∈ γ+(xn),

y de aqúı se sigue que y ∈ D+(x).

Como consecuencia de la proposición anterior escribimos

D+(x) = {y | ∀U ∈ Vx, ∀V ∈ Vy, γ+(U) ∩ V 6= ∅}
= {y | ∀U ∈ Vx, ∀V ∈ Vy, ∃x′ ∈ U, ∃y′ ∈ V, y′ ∈ γ+(x′)}. (2.2)

Análogamente, enunciamos la siguiente proposición a partir de la cual ob-

tenemos otra forma útil de definir el ĺımite prolongacional de un punto:

Proposición 2.1.2 Sean x, y ∈ X y consideremos el mapeo J+ : X → 2X de

la Definición 13, entonces

y ∈ J+(x) ⇔ ∀U ∈ Vx, ∀V ∈ Vy, ∀t > 0 : γ+(F t(U))
⋂

V 6= ∅. (2.3)
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Demostración: Primero suponemos que y ∈ J+(x); de la Definición 13 tene-

mos que ∃xN ⊂ X, ∃tN ⊂ R+ tal que xn → x, tn → +∞ y F tn(xn) → y. Esto

implica que ∀U ∈ Vx, ∀V ∈ Vy, ∀t > 0; existe N ∈ N tal que ∀n ≥ N : xn ∈
U, F tn(xn) ∈ V , tn > t. Observemos que existe τn ≥ 0 tal que

tn = t + τn y F tn(xn) = F t
(
F tn(xn)

)
∈ γ+

(
F tn(xn)

)
= γ+(xn)

entonces γ+(U)
⋂

V 6= ∅. Para probar la suficiencia, tomamos un sistema

fundamental de vecindades de x,Vx y otro de y,Vy. Sean U ∈ Vx y V ∈ Vy

dadas como en la relación (A.26); elegimos n tal que Bǫn
(x) ⊂ U , Bǫn

(y) ⊂ V ,

donde ǫn > 0, existe porque U y V son abiertos, luego por hipótesis tenemos

que

(∀t > 0) γ
(
F t(Bǫn

(x)
) ⋂

Bǫn
(y) 6= ∅. (2.4)

Esto implica que dado t > 0, ∃yn ∈ γ+
(
F t(xn)

)
,

∃xn ∈ Bǫn
(x), ∃tn = t + τ ′

n, τ ′
n ≥ 0 : yn := F tn(xn) ∈ Bǫn

(y).

Tomamos una sucesión {ǫn} con ǫn → 0 cuando n → +∞, y aplicando el lado

derecho de la relación (A.26) para cada n, tomemos que xn → x, yn → y y

tn → +∞, puesto que t se puede hacer tan grande como se quiera. Esto prueba

la condición suficiente para que y ∈ J+(x).

La proposición anterior, implica que podemos escribir el ĺımite prolongacio-

nal positivo de un punto x ∈ X como:

J+(x) := {y ∈ X | ∀U ∈ Vx, ∀V ∈ Vy, ∀t > 0 : γ+(F t(U))
⋂

V 6= ∅}. (2.5)

La prolongación positiva del conjunto M se define en términos de la prolon-

gación positiva de un punto:

D+(M) :=
⋃

x∈M

{D+(x)| x ∈ M},

y el correspondiente ĺımite prolongacional positivo del conjunto M mediante:

J+(M) :=
⋃

x∈M

{J+(x) | x ∈ M}.

Definición 14 Definimos la extensión dinámica positiva de M mediante

I+(M) := D+(M)\M.
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Si M es inestable, la extensión dinámica de M con respecto a F es el conjunto

de puntos fuera de M que se pueden aproximar a partir de una sucesión de

puntos arbitrariamente cercanos a M bajo la acción de F .

Para abreviar, de aqúı en adelante, en lugar de escribir extensión dinámica

positiva escribiremos extensión dinámica.

Proposición 2.1.3 ([Bh]) Si el espacio X es localmente compacto, el conjunto

M es inestable si y sólo si I(M) 6= ∅.

La condición necesaria en la Proposición 2.1.3 vale en general. Con respecto

a la condición suficiente, si vale la siguiente proposición:

Proposición 2.1.4 Si M es inestable bajo F T , y F T es AC en una vecindad

de M , entonces M es inestable si y sólo si I+(M) 6= ∅.

Demostración. Sea W ∈ VM en la cual F T es AC. La inestabilidad de M

implica que existe una vecindad U ∈ VM , que podemos escoger de tal manera

que Ū ⊂ W , y existe xN ⊂ X, xn → M , γ+(xn) 6⊂ U para toda n ∈ N,

y existe tN ⊂ T tal que F tn(xn) ∈ ∂U (por continuidad del semigrupo F T ).

La propiedad AC en W implica que existe y ∈ ∂U y existe una subsucesión,

{F t′
k(x′

k)}, de {F tk(xk)}∞n=0 tal que F t′
k(xk) → y, por lo tanto y ∈ I(M). La

otra implicación es evidente, pues se sigue de la propiedad de separación del

espacio.

El ejemplo que sigue muestra que es necesario que F T sea AC en una vecin-

dad de M para que la Proposición 2.1.4 sea verdadera.

Ejemplo 2 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ẋ = y,

ẏ = 0
(2.6)

sobre X = {(x, y) ∈ R2 | y 6= 0}⋃{(0, 0)}.
Sea M = {(0, 0)}; en este caso I+(M) = ∅, a pesar de que el origen es

inestable.

Sin embargo, no hay contradicción con la Proposición 2.1.4 porque el semi-

grupo F T definido por (2.6) no es AC para ninguna vecindad de M , pues X

no contiene al conjunto {(x, 0) | x 6= 0}. (ver la Figura 2.1).
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Figura 2.1: Ilustración del Ejemplo 2

Proposición 2.1.5 Sea M positivamente invariante y compacto. Si y 6∈ M

y ∃{xn}n∈N, d(xn,M) → 0, ∃{tn}n∈N ⊂ R+, tal que F tn(xn) → y, entonces

tn → +∞.

Demostración. En caso contrario, supongamos que la sucesión tN mencionada

en la hipótesis contiene una subsucesión acotada, entonces existe una sub-

sucesión t′N de esta tales que a su vez escogiendo la subsucesión, se puede

suponer que tn → t∗ < +∞. La continuidad conjunta de F con respecto a t

y x, implican que F tn(xn) → F t∗(x), para alguna x ∈ M , con xn → x. Por lo

tanto, F t∗(x) = y ∈ M , puesto que M es positivamente invariante. Lo cual es

una contradicción con el hecho de que y 6∈ M.

Proposición 2.1.6 Sea M compacto, positivamente invariante, inestable y

AC sobre alguna vecindad W ∈ VM , entonces vale:

(
J+(M)

⋂
W

)
\M 6= ∅. (2.7)

Demostración: La inestabilidad de M implica que existe una vecindad U ∈
VM y existe una sucesión xN ⊂ X tales que xn → M y γ+(xn) 6⊂ U para toda

n. Debido a que M es compacto, se puede suponer que existe x∗ ∈ M y existe

una subsucesión de la mencionada arriba, tales que xn → x∗. También se puede

suponer que Ū ⊂ W , puesto que una vez que tenemos la U de la Definición 11,
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para cualquier vecindad de M contenida en U es de igual manera aplicable la

misma Definición 11 sin pérdida de generalidad. Entonces por la continuidad

de F en t, para cada n existen tiempos tn > 0 tales que

F [0,tn](xn) ⊂ U y F tn(xn) ∈ ∂U ⊂ Ū , (2.8)

Pero además, dado que por hipótesis el sistema semidinámico es AC sobre W ,

existe una subsucesión de xN (que se puede suponer sea la misma xN mediante

la renumeración) que converge en ∂U ⊂ W , es decir, existe

y∗ ∈ ∂U : F tn(xn) → y∗ (2.9)

puesto que ∂U es un conjunto cerrado (ver [6] pp. 53); por otra parte, siendo

M positivamente invariante, según la Proposición 2.1.5, tenemos que tn → +∞
de donde se sigue que y∗ ∈ J+(x)

⋂
W , pero y∗ 6∈ M por ende y∗ ∈ J+(M)\M ;

es decir obtenemos (2.7).

Proposición 2.1.7 Sea M ⊂ X con las mismas hipótesis de la Proposición

2.1.6, entonces

I+(M) = J+(M)\M. (2.10)

Demostración: Sea y ∈ I+(M), entonces y /∈ M y ∃x ∈ M , ∃xN ⊂ X,

∃tN ⊂ R+, tales que xn → x y F t
n(xn) → y (ver la Definición 12). Luego, puesto

que M es positivamente invariante y compacto, tn → ∞ ( ver la Proposición

2.1.5 ), esto implica que y ∈ J+(M)\M. Rećıprocamente, si y ∈ J+(M)\M , de

la Definición 13 se tiene que y ∈ I+(M).

Corolario 2.1.8 Sea M ⊂ X con las mismas hipótesis de la Proposición 2.1.6,

entonces

I+(M)
⋂

W 6= ∅. (2.11)

Demostración: Puesto que (J+(M)
⋂

W )\M =(J+(M)\M)
⋂

W , la Propo-

sición 2.1.6 implica que (J+(M)\M)
⋂

W 6= ∅ y luego la relación (2.11 se

obtiene a partir de la relación (2.10).
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Definición 15 1 Definimos la prolongación positiva relativa (PPR) de M con

respecto al conjunto A ⊂ X, como

D+
A(M) :={
y ∈ A | ∃xn d(xn,M) → 0, ∃tn ≥ 0, F [0,tn](xn) ⊂ A y F tn(xn) → y

}

(es equivalente a la prolongación de M con respecto a la restricción de F a

A × T ).

Entonces, la extensión dinámica relativa (EDR) del conjunto M ⊂ X, con

respecto al conjunto A ⊂ X se define como

I+
A (M) := D+

A(M)\M.

Concluimos esta sección con la siguiente proposición.

Proposición 2.1.9 Sea M ⊂ X, compacto y positivamente invariante. Su-

pongamos además que F T es AC en una vecindad A = Å ∈ VM , entonces

D+
A(M) es compacto.

Demostración. Supongamos que D+
A(M) no es compacto, entonces existe una

sucesión {yn}n∈N ⊂ IA(M) que no contiene ninguna subsucesión convergente.

Luego para cada yn ∈ IA(M), n fijo, existe una sucesión, por la Definición 15,

{xn,m}m∈N, d(xn,m,M) → 0 (2.12)

y existen

{tn,m}m∈N ⊂ R+ (2.13)

tales que

yn,m := F tn,m(xn,m) → yn, para m → ∞. (2.14)

Además, aplicando la Proposición 2.1.5, tn,m → +∞, para m → ∞.

De esta última sucesión escogemos una subsucesión {y′
n}n∈N tal que

d(y′
n, yn) < ǫn, con ǫn → ∞ cuando n → ∞,

donde además y′
n := F tn(x′

n), d(x′
n,M) → 0 y x′

n := xn,mn
es una subsucesión

de (2.12) y t′n := tn,mn
→ +∞ es una subsucesión de (2.13). Por otro lado,

1El concepto de prolongación relativa lo acuñaron T. Ura [Ur], P. Seibert [Se] y N.P.

Bathia [Bh].
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puesto que F T es AC en A = Å, la sucesión {y′
n}n∈N, converge. Entonces, dada

ǫ > 0 escogemos N ∈ N suficientemente grande tal que para

n,m ≥ N : d(y′
n, y

′
m) <

ǫ

3
, d(y′

n, yn) <
ǫ

3
y d(y′

m, ym) <
ǫ

3
.

Luego por la desigualdad del triángulo,

d(yn, ym) ≤ d(y′
n, yn) + d(y′

n, y
′
m) + d(y′

m, ym) < ǫ.

Esto implica que {yn}n∈N es una sucesión convergente, por lo tanto toda sub-

sucesión de esta es convergente, lo cual es una contradicción.
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2.1.1 La persistencia de la extensión dinámica.

Consideremos una familia de semigrupos F T
Λ que actúa sobre el epacio métrico

X. Para cada λ ∈ Λ los śımbolos D+
λ (M) e Iλ(M) denotan la λ-prolongación

positiva y la λ-extensión dinámica del conjunto M , respectivamente, definidas

en la sección anterior. Suponiendo que M ⊂ X es compacto y positivamente

invariante, en esta sección demostraremos que la λ-extensión dinámica de M ,

Iλ(M), definida como un mapeo de puntos a conjuntos:

I(.)(M) : Λ → 2X (2.15)

donde,

∀λ ∈ Λ, Iλ(M) := D+
λ (M)\M.

tiene la propiedad de semicontinuidad inferior en λ = λ0, para el cual, M

es λ0-inestable. La semicontinuidad inferior, en el sentido de prolongación con

respecto a λ: es decir, el cambio de la λ-extensión dinámica de M , I+
λ (M),

producido por pequeños cambios del parámetro λ alrededor del valor

λ = λ0, no es implosivo; aunque I+
λ (M), no es semicontinuo en el sentido

ordinario (ver por ejemplo [Sa], pág. 62).

El Axioma IV, concerniente a que la familia FΛ de sistemas dinámicos de-

pende continua y uniformemente con respecto al parámetro λ en Λ, tenemos

las siguiente proposición.

Proposición 2.1.10 Sea M ⊂ X compacto, positivamente invariante, λ0-

inestable para λ0 ∈ Λ y, además, sea F T
λ0

AC en una vecindad W de M .

Entonces

y ∈ Dλ0
(M) ⇔

∀U ∈ VM , ∀V ∈ Vy, ∃N ∈ N : ∀λ ∈ N, γ+
λ (U) ∩ V 6= ∅. (2.16)

Demostración: La primera ecuación de (2.2), aplicada a D+
λ0

(M), da la sufi-

ciencia. Para demostrar la necesidad, sea y ∈ D+
λ0

(M); entonces, para U ∈ VM ,

V ∈ VM dadas, aplicando la segunda ecuación de (2.2), elegimos x′ ∈ U , y′ ∈
◦
V

tales que y′ ∈ γ+
λ0

(x′). Sea τ ≥ 0 tal que y′ = F τ
λ0

(x′). Puesto que y′ ∈
◦
V ,

V ∈ Vy′ . El axioma IV implica que, ∃N ∈ N tal que ∀λ ∈ N , F τ
λ (x′) ∈ V , es

decir,

∀λ ∈ N, γ+
λ (U) ∩ V 6= ∅.
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Definición 16 Definimos la prolongación perturbacional fuerte (PPF) en λ0 ∈
Λ, mediante el mapeo D+

λ0
: X → 2X , y, para cada x ∈ X escribimos

D+
λ0

(x) := {y | ∀U ∈ Vx,∀V ∈ Vy,∃N ∈ N : ∀λ ∈ N, γ+
λ (U) ∩ V 6= ∅}.

Definimos la prolongación perturbacional fuerte de un conjunto M ⊂ X,

como la unión de las prolongaciones perturbacionales fuertes de los puntos del

conjunto M, es decir,

Dλ0
(M) := ∪{Dλ0

(x) | x ∈ M}.

Llamamos extensión dinámica perturbacional (EDP) de un conjunto M ⊂ X

en λ0 ∈ Λ, Iλ0
(M), a la diferencia D+

λ0
(M)\M, esto es,

Iλ0
(M) := D+

λ0
(M)\M.

Proposición 2.1.11 (Principio de persistencia de la extensión dinámica). Sea

M ⊂ X positivamente invariante, compacto, λ0-inestable para λ0 ∈ Λ y,

supongamos además que el semigrupo F T
λ0

es AC, en una vecindad W de M .

Entonces

Iλ0
(M) = Iλ0

(M). (2.17)

Demostración. Esto es una consecuencia inmediata de la equivalencia (2.16)

de la Proposición 2.1.10.

Ilustramos el contenido del principio de persistencia de la inestabili-

dad mediante la siguiente figura.

Definición 17 Definimos la prolongación perturbacional semi-fuerte(PPSF)

de x ∈ X en λ0 ∈ Λ, mediante el mapeo D′
λ0

: X → 2X , y, para cada x ∈ X

escribimos,

D′
λ0

(x) := {y | ∀U ∈ Vx,∀V ∈ Vy,∃N ∈ N ,∀λ ∈ N ′ : γ+
λ (U) ∩ V 6= ∅},

donde N ′ := N\{λ0}.

Definimos la prolongación perturbacional semi-fuerte de un conjunto M ⊂
X en λ0, como la unión de las prolongaciones semifuertes de los puntos del

conjunto M , o sea,

D′
λ0

(M) := ∪{D′
λ0

(x) | x ∈ M}.
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prolongacional positivo de un conjunto. 35

V

y′

y

x

U Iλ0

+
M( )

γ
λ

+
x( )

M

X

N
Λ

λ0λ

Figura 2.2: Ilustración de la persistencia de la extensión dinámica.

Llamamos extensión dinámica prerturbacional semi-fuerte (EDPSF) de un

conjunto M en λ0 ∈ Λ, I′λ0
(M), a la diferencia de conjuntos, D′

λ0
(M)\M , es

decir:

I′λ0
(M) := D′

λ0
(M)\M.

Proposición 2.1.12 Sea M ⊂ X positivamente invariante, compacto, λ0-

inestable para λ0 ∈ Λ y, supongamos además, que el semigrupo F T
λ0

es AC

en una vecindad W de M . Entonces

Iλ0
(M) ⊂ I′λ0

(M). (2.18)

Demostración. Esto es una consecuencia inmediata de que λ0 6∈ N ∈ N en

la ecuación (2.16) de la proposición (2.1.10).

A partir de la proposición 2.1.11 y de las ecuaciones (2.17), (2.18), tenemos

que si M es λ0-inestable entonces I′λ0
(M) 6= ∅. En los ejemplos que siguen

ilustramos los conjuntos Iλ(M), Iλ0
(M) y, I′λ0

(M) para sistemas de ecuaciones

en el plano que dependen del parámetro λ.

Ejemplo 3 Consideremos el sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales

dependiente del parámetro λ ∈ R,

ẋ = x(x2 − λ2),

ẏ = y(x2 − λ2).
(2.19)
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El espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ es R, el valor cŕıtico

del parámetro λ0 = 0 y, M = {(0, 0)} es el equilibrio común de la familia

de sistemas (2.19), para toda λ ∈ R. El origen M es λ0-inestable, pero no

completamente λ0-inestable por que este no es aislado de puntos de equilibrio,

pertenece al conjunto de puntos de equilibrio, {(x, y) ∈ R2 | x = 0}, del sistema

2.19 para λ = λ0. Además, Iλ0
(M) = Iλ0

(M) = I′λ0
(M) = R2\M . Por otra

parte, para λ > 0, Iλ(M) = Iλ(M) = ∅, en esta, la primera igualdad proviene

de la ecuación (2.17) y la segunda, porque M es λ- asintóticamente estable con

cuenca de atracción, A+
λ (M) = {(x, y) ∈ R | |x| < λ}. Este ejemplo, ilustra

que en la siguiente relación,

Iλ0
(M) = Iλ0

(M) ⊂ I′λ0
(M) = R\{0}, (2.20)

obtenida de las proposiciones 2.1.11 y 2.1.12, la inclusión no necesariamente

es propia. (Ver la Figura 2.1.1).

Figura 2.3: Ilustración del ejemplo 3

Ejemplo 4 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales

ẋ = x
(
(x2 − 1)2 + λ2

)
.

El espacio fase X es R, el espacio de los parámetros Λ es R, el valor cŕıtico del

parámetro λ0 = 0 y, M = {0} es el equilibrio común de la familia de ecuaciones.

Entonces Iλ0
(M) = Iλ0

(M) = [−1, 0) ∪ (0, 1] mientras que, I′λ0
(M) = R\M .
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Para λ 6= λ0, Iλ(M) = R\M, esto significa que la extensión dinámica “explota”

cuando el parámetro sale del valor cŕıtico, λ0. Este ejemplo también ilustra que

la inclusioń en 2.18, en general es propia (Ver Figura 2.4).

Figura 2.4: Ilustración del Ejemplo 4, la extensión dinámica “explota” cuando

el parámetro sale del valor cŕıtico, λ0 = 0.

Definición 18 Definimos la prolongación perturbacional débil (PPD) en un

punto λ0 ∈ Λ, mediante el mapeo D̃λ0
: X → 2X , y para cada x ∈ X:

D̃λ0
(x) := {y ∈ X | ∀U ∈ Vx,∀V ∈ Vy,∀N ∈ N ,∃λ ∈ N : γ+

λ (U) ∩ V 6= ∅}.

Definimos la prolongación perturbacional débil (PPD) de un conjunto M en

λ0 ∈ Λ como la unión de las prolongaciones de los puntos de M , o sea,

D̃λ0
(M) := ∪{D̃λ0

(x) | x ∈ M}.

y llamamos la extensión dinámica prolongacional débil (EDPD) de un conjunto

M en λ0 ∈ Λ, Ĩλ0
(M), a la diferencia de conjuntos,

Ĩλ0
(M) = D̃λ0

(M)\M.

Proposición 2.1.13 Sea M ⊂ X invariante, compacto, λ0-inestable para λ0 ∈
Λ, y, F T

λ0
un semigrupo AC en una vecindad W de M . Entonces

Iλ0
(M) ⊂ I′λ0

(M) ⊂ Ĩλ0
(M). (2.21)
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Demostración. La primera inclusioń en (2.21) está dada por la proposición

2.1.12; para demostrar la segunda, sea y ∈ I′λ0
(M). Dados U ∈ VM , V ∈ Vy;

fijamos N ∈ N , como en la Definición 17, luego ∀N1 ∈ N , por ser N un filtro

de vecindades de λ0, N ∩N1 ∈ N , entonces tomamos λ ∈ N ∩N1, esto implica

que γ+
λ (U) ∩ V 6= ∅, puesto que y ∈ D′

λ0
(M) y, λ ∈ N .

En general el conjunto Ĩλ0
(M) contiene propiamente al conjunto I′λ0

(M),

esto lo demostramos mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 5 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales

ẋ = f(x, λ), donde f(x, λ) =

{
x

(
(x2 − 1)2 + sen2 π

λ
x
)
, si λ 6= 0,

x(x2 − 1)2, si λ = 0.

El espacio fase X es R, el espacio de los parámetros Λ es R. Poniendo el

punto de equiliubrio común de la familia de ecuaciones diferenciales como M =

{0} y, el valor cŕıtico del parámetro λ0 = 0. Entonces, I′λ0
(M) = Iλ0

(M) =

[−1, 0) ∪ (0, 1] = Iλ0
(M), mientras que, Ĩλ0

(M) = R\{0}. Además,

I+
λn

(M) = [−1, 0) ∪ (0, 1] para λn =
1

n
, n ∈ Z\{0} y Iλ(M) = R\{0}

para λn 6= 1
n

y, λ 6= 0 (Ver la Figura 2.5).

Figura 2.5: Ilustración del ejemplo 5, el conjunto Ĩλ0
(M) contiene propiamente

al conjunto I′λ0
(M).
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Considerando las Proposiciónes 2.1.11, 2.1.12 y la ecuación (2.21), obtene-

mos el siguiente teorema

Teorema 2.1.14 Sea λ0 ∈ Λ; M ⊂ X invariante, compacto, λ0-inestable y

F T
λ0

un semigrupo AC en una vecindad W de M . Entonces

Iλ0
(M) = Iλ0

(M) ⊂ I′λ0
(M) ⊂ Ĩλ0

(M). (2.22)

Demostración. La igualdad en (2.22) es resultado de la proposición 2.1.11,

la segunda y tercera contenciones resultan de las proposiciones 2.1.12 y 2.1.13

respectivamente.

En general las dos contenciones en (2.22) son propias, esto lo demostramos

mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 6 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales dependiente

del parámetro λ,

ẋ = f(x, λ),

donde,

f(x, λ) =

{
x ((1 − x2)2 + λ2)

(
(4 − x2)2 + λ2sen2 π

|λ|

)
, si |λ| 6= 0,

x(1 − x2)2(4 − x2)2, si λ = 0.

El espacio fase X es R, el espacio de parámetros Λ también es R, el valor

cŕıtico λ0 = 0 y, M = {0} es el equilibrio de la familia de ecuaciones difer-

enciales para este ejemplo. Entonces obtenemos Iλ0
(M) = [−1, 0) ∪ (0, 1] =

Iλ0
(M), I′λ0

(M) = (0, 2] y, Ĩλ0
(M) = R\{0}. (Ver la Figura 2.6).

Mediante el ejemplo que sigue, demostramos que en la ecuación (2.22) del

teorema 2.1.14, los conjuntos Iλ0
(M), Iλ0

(M), Iλ′

0
(M) y Ĩλ0

(M), pueden ser

iguales.

Ejemplo 7 Sean λ ≥ 0 y Bλ = {(0, 0)} ∪ (x, y) | x = λ, |y| ≤ λ}. Considere-

mos el sistema de ecuaciones diferenciales dependiente del parámetro λ ≥ 0,

dx

dt
= d ((x, y), Bλ) ,

dy

dt
= 0.
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Figura 2.6: Ilustración del Ejemplo 6, las dos contenciones en (2.22) son propias,

Iλ0
(M) = [−1, 0) ∪ (0, 1] = Iλ0

(M), I′λ0
(M) = (0, 2] mientras que, Ĩλ0

(M) =

R\{0}.

El espacio X es R, el espacio de parámetros Λ es R+, el valor cŕıtico del

parámetro λ = λ0 y el origen M := {(0, 0)} es un punto de equilibrio fijo e

inestable ∀λ ≥ 0. Para λ > 0, surge de M el conjunto B′
λ(:= Bλ\M) de puntos

de equilibrio inestables el cual se colapsa para λ = λ0. Para 0 < δ < λ, tenemos

que L+
λ (Bδ(M)) ⊂ B′

λ. Por lo tanto, en este caso

I+
λ (M) := {(x, y) | 0 < x ≤ λ, y = 0}, (λ > 0),

mientras que,

Iλ0
(M) = Iλ0

(M) = I′λ0
(M) = Ĩλ0

(M) = {(x, y) | x > 0, y = 0}.

Ilustramos este ejemplo en la Figura 2.7.
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x=λ λ>00

Figura 2.7: Ilustración del Ejemplo 7

Para cada λ ∈ Λ, asociando la λ-órbita de cada x ∈ X, γ+
λ (x), definimos

un mapeo de puntos a conjuntos, γ+
λ : X → 2X . Análogamente, para cada

λ ∈ Λ, asociando la λ-órbita del conjunto A ∈ 2X , mediante γ+
λ (A) :=

⋃

x∈A

γ+
λ (x)

(ver, [La], pp.3), definimos un mapeo de conjuntos a conjuntos, γ+
λ : 2X →

2X . Para cada λ ∈ Λ, reemplazando el mapeo Φ por γ+
λ valen en general las

proposiciones A.0.10, A.0.11, A.0.13, A.20, A.0.17; y los corolarios A.0.14 y,

A.0.15 del Apéndice A.

Considerando una familia de mapeos γ+
Λ , la siguiente proposición concer-

niente a la continuidad U-uniforme con respecto al parámetro (U ∈ 2X),

se sigue del axioma IV. La colección U de subconjuntos de X es una colección

cuyos elementos tienen cierta propiedad, como por ejemplo, ser acotados.

Proposición 2.1.15 Sean λ0 ∈ Λ y FΛ una familia de sistemas semidinámicos.

Entonces

(∀A ∈ U)(∀y ∈ γ+
λ0

(A))(∀ǫ > 0)(∃N ∈ N )(∀λ ∈ N) y ∈ Bǫ(γ
+
λ (A)).

Demostración. Sea A ⊂ X, y ∈ γ+
λ0

(A) y ǫ > 0. Puesto que y ∈ γ+
λ0

(A),

∃τ > 0 y x∗ ∈ A tal que y = F τ
λ0

(x∗). Para τ > 0, x∗ fijos y ǫ > 0; por

el Axioma IV ∃N ∈ N tal que ∀t ∈ [0, τ ], ∀λ ∈ N d(F t
λ(x

∗), F t
λ0

(x∗)) < ǫ.

Esto implica que F t
λ(x

∗) ⊂ Bǫ(γ
+
λ (x∗)) ⊂ Bǫ(γ

+
λ (A)). En particular si t = τ ,
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y = F τ
λ (x∗) ∈ Bǫ(γ

+
λ (A)).

En el contexto de la teoŕıa general desarrollada en el Apéndice A para fami-

lias ΦΛ de mapeos, Φ, de conjuntos a conjuntos, los resultados de esta teoŕıa son

completamente aplicables a las familias de mapeos γ+
Λ , porque estas satisfacen

la proposición 2.1.15, la cual es equivalente a la propiedad de continuidad

U-uniforme (U ∈ 2X) con respecto al parámetro expresada mediante A.23.

Para aplicar esta teoŕıa, formulamos las siguientes definiciones.

La prolongación positiva de M (definición 12) queda,

D(M) :=
⋂

ǫ>0

Bǫ

(
γ+

(
Bǫ(M)

))
.

Es decir,

y ∈ D(M) ⇔ ∀ǫ > 0, ∃x ∈ Bǫ(M) : y ∈ Bǫ

(
γ+(x)

)
.

Definición 19 Definimos la prolongación dinámica perturbacional inferior(P-

DPI) de M ⊂ X en λ0, bajo la acción de la familia de sistemas semidinámicos

FΛ, Dλ0
(M), mediante

Dλ0
(M) :=

⋂

ǫ>0

⋃

N∈N

⋂

λ∈N

Bǫ

(
γ+

λ

(
Bǫ(M)

))
.

Es decir,

y ∈ Dλ0
(M) ⇔ ∀ǫ > 0, ∃N ∈ N , ∀λ ∈ N, ∃x ∈ Bǫ(M) : y ∈ Bǫ

(
γ+

λ (x)
)
.

Llamamos extensión dinámica perturbacional inferior (EDPI) de M ⊂ X

en λ0, Iλ0
(M), a la diferencia de conjuntos, Dλ0

(M)\M ; es decir,

Iλ0
(M) := Dλ0

(M)\M.

Definición 20 Definimos la prolongación dinámica perturbacional superior

(PDPS) de M ⊂ X en λ0 bajo la acción de la familia de sistemas semidinámicos

FΛ, D̄λ0
(M), mediante

D̄λ0
(M) :=

⋂

ǫ>0

⋂

N∈N

⋃

λ∈N

Bǫ

(
γ+

λ

(
Bǫ(M)

))
.

Es decir,

y ∈ D̄λ0
(M) ⇔ ∀ǫ > 0, ∀N ∈ N , ∃λ ∈ N, ∃x ∈ Bǫ(M) : y ∈ Bǫ

(
γ+

λ (x)
)
.
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Análogamente, llamamos extensión dinámica perturbacional superior (EDPS)

de M ⊂ X en λ0, Īλ0
(M), a la diferencia de conjuntos D̄λ0

(M)\M, o sea,

Īλ0
(M) := D̄λ0

(M)\M.

Considerando los teoremas A.0.18 y A.0.20 del Apéndice A, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.1.16 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos, λ0 ∈ Λ, M ⊂
X positivamente invariante, compacto, λ0-inestable y F T

λ0
un semigrupo AC en

una vecindad W de M . Entonces

Iλ0
(M) = Iλ0

(M) ⊂ Īλ0
(M). (2.23)

Demostración La igualdad y la inclusión en 2.23, se obtienen del teorema

A.0.18 y del teorema A.0.20 del Apéndice A, respectivamente, reemplazando el

mapeo Φ por γ+.

2.1.2 La persistencia como estabilidad.

Existe otra manera de enunciar el principio de la persistencia de la extensión

dinámica, esta es a partir del concepto de la E−equiestabilidad (E–S), que está

motivado por la estabilidad según Lyapunov, es decir; dada una ǫ–vecindad de

un conjunto invariante M ⊂ X, existe una δ − vecindad del mismo conjunto

invariante tales que para toda órbita con su punto inicial en la δ − vecindad,

permanece en la ǫ − vecindad de M todo el tiempo. Siguiendo esta idea, se

enuncia la siguiente definición para un sistema semidinámico (X,T, F ).

Definición 21 Sean M ⊂ X un conjunto compacto, positivamente invariante

y E ⊂ X; M es E − estable (E − S) si

(∃U ∈ VM) (∀x ∈ U) γ+(x) ⊂ E. (2.24)

Definición 22 Sean M ⊂ X un conjunto compacto, positivamente invariante

y E ⊂ X; M es E − inestable (E − I) si M no es E − S. Es decir, negando

(2.24) se tiene que M es E − I, si

(∀U ∈ VM) (∃x ∈ U) γ+(x) 6⊂ E. (2.25)
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En términos de sucesiones la Definición 22 es equivalente a la siguiente

proposición.

Proposición 2.1.17 Sea M ⊂ X compacto y positivamente invariante E ⊂
X, entonces

M es E − I ⇔ (∃xN ⊂ X)(xn → M) γ+(xn) 6⊂ E.

Demostración. Sean M ⊂ X y E ⊂ X, con M compacto y positivamente

invariante. Primero se demuestra la condición necesaria, para esto se supone

que M es E − I; de la definición 22, se tiene que

(∀n ∈ N)(∃ǫn > 0)(∃xn ∈ Bǫn
(M)) γ+(xn) 6⊂ E. (2.26)

Sin pérdida de generalidad, se pueden escoger los números positivos ǫn,

tales que ∀n ∈ N, ǫn+1 < ǫn. Entonces tomando ǫn → 0, cuando n → +∞,

la compacidad de M implica que xn → M y además de (2.26), γ+(xn) 6⊂ E;

con esto se obtiene la condición necesaria. Demostración de la suficiencia, se

tiene por hipótesis, una sucesión xN ⊂ X tales que xn → M y γ+(xn) 6⊂ E. La

convergencia de xN al conjunto M implica que

(∀U ∈ V)(∃N ∈ N)(∀n ≥ N)(xn ∈ U),

además, por hipótesis γ+(xn) 6⊂ E; entonces se sigue de aqúı la conclusión.

En el contexto de una familia de λ-sistemas semidinámicos FΛ; si M es E−S

bajo la acción del λ–sistema Fλ para λ ∈ Λ, se dice que M es (E, λ)–estable

((E, λ)−S). También, si M no es (E, λ)−S, se dice que M es (E, λ)–inestable

((E, λ) − I).

Definición 23 Sea E ⊂ X y M ⊂ X compacto y positivamente invariante

∀λ ∈ Λ. El conjunto M es E-equiestable (E −ES) con respecto a la familia de

sistemas semidinámicos FΛ si

(∃U ∈ VM) (∀λ ∈ Λ) γ+
λ (U) ⊂ E.

Definición 24 Sean M ⊂ X compacto y positivamente invariante; E ⊂ X y

L ⊂ Λ. El conjunto M es (E,L)-equiestable ((E,L) − ES) con respecto a la

familia de sistemas semidinámicos FL, si

(∃U ∈ VM)(∀λ ∈ L) γ+
λ (U) ⊂ E. (2.27)



2.1 La inestabilidad, la primera prolongación positiva y el ĺımite
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Definición 25 Sean M ⊂ X compacto y positivamente invariante, E ⊂ X y

L ⊂ Λ; el conjunto M se llama no E,L)–equiestable (no – (E,L)–ES)) con

respecto a la familia de sistemas semidinámicos FL, si M no es (E,L) − ES.

Esto es, tomando la negación de (2.27) el conjunto M es no − (E,L) − ES si

(∀U ∈ VM)(∃λ ∈ L)(∃x ∈ U) γ+
λ (x) 6⊂ E. (2.28)

Otra forma equivalente a la definición 25, se expresa en términos de suce-

siones. Esto es el contenido de la siguiente proposición, la cual se demuestra

fácilmente cosiderando la expresión (2.28).

Proposición 2.1.18 Sean M ⊂ X compacto y positivamente invariante; E ⊂
X y L ⊂ Λ. Entonces el conjunto M es

no − (E,L) − ES ⇔ (∃λN ⊂ L)(∃xN ⊂ X), xn → M γ+
λn

(xn) 6⊂ E.

Demostración. La demostración es esencialmente la misma de la Proposición

2.1.17, salvo que en este caso se tiene un conjunto de parámetros. Primero se

demuestra la condición necesaria. Sean M , E y L subconjuntos de X tales que

M es compacto y positivamente invariante. Supóngase que M es no− (E,L)−
ES, entonces de (2.28) se tiene que

(∀n ∈ N)(∃ǫn > 0)(∃λn ∈ L)(∃xn ∈ Bǫn
(M)) γ+

λn
(xn) 6⊂ E.

Definición 26 Sean E ⊂ X, L ⊂ Λ, λ0 ∈ L y M ⊂ X compacto y positiva-

mente invariante, entonces M es localmente (E,L)− equiestable (L− (E,L)−
EE) en λ0 con respecto a la familia de sistemas semidinámicos FΛ, si

(∃U ∈ VM)(∃N ∈ N )(∀λ ∈ L ∩ N) γ+
λ (U) ⊂ E.

Con este enfoque el principio de persistencia de la extensión dinámica se

enuncia mediante el siguiente teorema:

Teorema 2.1.19 Principio de persistencia de la extensión dinámica. Sea M ⊂
X compacto y positivamente invariante ∀λ ∈ Λ y λ0-inestable. Entonces

(∀y ∈ I+
λ0

(M))(∀ǫ > 0)(∃N ∈ N ) M es no − (C(Bǫ(y)), N) − ES. (2.29)
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Demostración. Sea y ∈ I+
λ0(M) y ǫ > 0, entonces ∃x ∈ Bǫ(M) y existe

τ > 0 tal que F τ
λ0

(x) = y′ ∈ Bǫ/2(y). Para τ > 0 anterior y ǫ/2, aplicamos

la propiedad de la dependencia continua y uniforme con respecto al parámetro

que satisface la familia FΛ en λ0 ( Axioma (IV)), por lo tanto existe N ∈ N
tales que (∀t ∈ [0, τ ])(∀λ ∈ N) d(F t

λ0
(x)) < ǫ/2, en particular para t = τ ,

y′′ := F τ
λ (x) ∈ Bǫ/2(y

′), luego, aplicando la desigualdad del triángulo tenemos

d(y, y′′) ≤ d(y, y′) + d(y′, y′′) < ǫ/2 + ǫ/2 = ǫ;

pero y′′ ∈ Bǫ(y) ⇒ γ+
λ (x) 6⊂ C(Bǫ(y)) es decir, M es no-(CBǫ(y), N) − ES.

2.1.3 El problema desde el punto de vista del control.

2 Consideremos la familia de sistemas FΛ como un sistema de control y para

λ0 ∈ Λ, Fλ0
, modela el objeto no controlado para este, M es λ0– inestable y

λ es el control variable. Supongamos además que los controles manejables se

encuentran en una vecindad N de λ0. Entonces nos planteamos la siguiente

pregunta: ¿Qué tan grande debe ser N tal que contenga los controles que

nos permitan estabilizar el sistema? En el contexto de esta teoŕıa, damos

una condición necesaria, esta es: Si al aplicar un control λ, la extensión

dinámica se reduce (en el sentido de que que el sistema se vuelva

“menos inestable”), entonces es necesario elegir el control λ fuera de

cierta vecindad N del control cero, es decir, λ debe estar alejado del

control cero. La formulación precisa de la afirmación anterior ponemos en el

siguiente Corolario:

Corolario 2.1.20 Dada una familia de sistemas semidinámicos continuos, (X,-

T, Λ, F ), supongamos que se cumple las siguientes hipótesis:

1. M ⊂ X es compacto, positivamente invariante para toda λ ∈ Λ;

2. M es λ0−inestable , λ0 = 0 ∈ Λ;

3. y ∈ D+
λ0

(M); y

2En el contexto de esta teoŕıa, Felipe Monrroy-Pérez, nos sugirió considerar el parámetro

λ como un control. Presentamos en esta subsección un ejemplo general como respuesta a

esta sugerencia.
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4. Λ∗ := {λ ∈ Λ | y 6∈ D+
λ (M)}.

Entonces ∃N ∈ N Λ∗ ∩ N = ∅. En particular los controles que estabilizan

el sistema, pertenecen al complemento de alguna una vecindad del origen del

espacio.

Demostración. Por contradicción. Supongamos que existe una sucesión de

valores (λn) del parámetro, tales que λn → 0 y, para cada n, y 6∈ D+
λ (M), esto

implica que

(∀U ∈ VM)(∀V ∈ Vy)(∀N ∈ N )(∃λ ∈ N) γ+
λ (U) ∩ V = ∅.

Entonces la Persistencia de la inestabilidad implica que y 6∈ D+
0 (M), lo cual

contradice la hipótesis.

Enunciando el contenido del teorema anterior, en términos más simples,

tenemos que la estabilización de un punto de equilibrio o conjunto invariante

(aún cuando esta sea parcial), no se puede alcanzar mediante controles arbitra-

riamente pequeños.

En contraste con esta situación, una perturbación arbitrariamente pequeña

puede provocar un efecto muy fuerte en la estabilidad del sistema. Esto lo

ilustramos claramente en el ejemplo que sigue:

Ejemplo 8 Consideremos la familia monoparamétrica de ecuaciones diferen-

ciales,

ẋ = x((x2 − 1)2 + λ),

tomamos X = R, Λ = R, M = {0}.
En este caso, para λ = 0, I+

0 (0) = [−1, 1]; para λ > 0, I+
λ (0) = R. Por

otra parte, para λ < 0, I+
λ (0) =

[
−

√
1 −

√
−λ,

√
1 −

√
−λ

]
, por lo tanto,

el conjunto anterior se reduce gradualmente cuando λ entra al conjunto R−.

Finalmente el sistema se estabiliza para λ = −1. Notemos que el sistema se

estabiliza fuera de la vecindad (−1, 1) de λ = 0 (Ver la Figura 2.8).

En el ejemplo que sigue ilustramos el contenido del Corolario 2.1.20 midiante

un sistema de ecuaciones diferenciales en el plano.
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X

M Λ

λ=0λ=-1

± −−
√−λ

−−−−−−
√1−

Figura 2.8: Ilustración del ejemplo 8, el sistema se estabiliza fuera de la vecin-

dad (−1, 1) de λ = 0.

Ejemplo 9 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales

dependientes del parámetro λ:

ẋ = y3 − λx,

ẏ = x3 − λy.
(2.30)

la cual tiene un conjunto invariante común M = {(0, 0)}, suponiendo que el

parámetro λ es el control variable, analizamos dos casos:

1. Para λ = 0, interpretamos el sistema como un sistema libre de control, y

queda,

ẋ = y3,

ẏ = x3.
(2.31)

Utilizando el método de Ważewski, es fácil demostrar que el punto de

equilibrio M , del sistema 2.31 libre de control es inestable, este es un

conjunto silla.

2. Para λ > 0, el origen M es (localmente) asintóticamente estable. Para

estimar la región de atracción, utilizamos la función de Lyapunov, V =
1
2
x2 + 1

2
y2. Luego calculamos,

V̇ = ẋx + ẏy = (x2 + y2)(xy − λ) < 0 ⇔ λ > xy.
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Dada c > 0, sea xy = c, el Corolario 2.1.20, implica que un control λ > 0

que estabilice la región {(x, y) | xy < c} del sistema (2.31) es posible para

λ > c, pero no para 0 < λ ≤ c (Ver la Figura 2.31).
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Figura 2.9: Ilustración del ejemplo 9, un control λ > 0 que estabilice la región

{(x, y) | xy < c} del sistema (2.31) es posible para λ > 0, fuera de una una

vecindad de λ = 0, suficientemente grande.



CAPÍTULO 3

Los cambios de estabilidad y tipos de

bifurcación.

3.1 Cambio de estabilidad.

Considerando una familia de sistemas (semi)dinámicos dependiente de un pa-

rámetro que tiene un conjunto invariante común. Cuando el parámetro alcanza

o sale de un cierto valor cŕıtico, un fenómeno que ocurre frecuentemente, es el

cambio de estabilidad del conjunto invariante. En esta sección formalizaremos

este concepto de cambio de estabilidad, y en el Caṕıtulo 5 estudiaremos la

relación que existe entre este fenómeno con otro llamado bifurcación y, del cual

nos ocuparemos en la siguiente sección.

Hacemos la distinción entre dos tipos de cambio de estabilidad. En uno el

conjunto invariante pierde la estabilidad cuando el parámetro alcanza el valor

cŕıtico (pérdida cŕıtica de la estabilidad), y el otro, ocurre cuando el conjunto in-

variante pierde la estabilidad cuando el parámetro sale del valor cŕıtico (pérdida

extracŕıtica de la estabilidad).

La estabilidad de un conjunto invariante de un sistema semidinámico se

define como sigue.

Definición 27 Un subconjunto M ⊂ X se llama estable si toda vecindad de

M contiene una vecindad de M positivamente invariante; en caso contrario se

llama inestable.

51
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Considerando una familia de sistemas semidinámicos, que tiene un conjunto

invartiante común, M ⊂ X, decimos que M es λ-estable (λ-inestable) si es

estable (inestable) para el sistema Fλ.

Definición 28 Una familia de sistemas (semi)dinámicos tiene una pérdida

extracŕıtica (ganancia cŕıtica) de la estabilidad en el valor λ0 ∈ Λ con respecto

a un conjunto M , si M es λ0-estable y, λ-inestable para algunos valores de λ

que convergen a λ0.

Definición 29 Una familia de sistemas (semi)dinámicos tiene una pérdida cŕı-

tica de la estabilidad en λ0 con respecto a un conjunto M , si M es λ0-inestable,

pero λ–estable para algunos valores λ que convergen a λ0.

Si Λ es un intervalo de la recta real, la pérdida de la estabilidad se llama

subcŕıtica ( ultracŕıtica), si M es λ0-estable, y λ-inestable para λ < λ0 (λ > λ0),

respectivamente.

En general, el espacio de parámetros Λ se divide en dos conjuntos Λe y

Λi tales que, M es λ-estable para λ ∈ Λe y, λ-inestable para λ ∈ Λi. Los

conjuntos Λe y Λi se llaman dominios de estabilidad e inestabilidad en el espacio

de los parámetros, respectivamente y, la frontera entre ambos se llama el borde

de estabilidad (veáse [Ba], [Ba2] y [Ha]). La “pérdida de estabilidad” es la

transición de Λe a Λi. Esta se llama “cŕıtica” (“extracŕıtica”) si el punto de

transición del primero al segundo ocurre en un punto frontera que pertenece a

Λi (Λe).

Considerando una familia de sistemas (semi)dinámicos FΛ sobre un espacio

métrico X que tiene un conjunto invariante compacto común M ⊂ X, un en-

foque en el estudio del cambio de la estabilidad de M, con respecto a la familia

de sistemas (semi)dinámicos FΛ, tiene que ver con la manera como cambia la

extensión dinámica ( o conjunto de inestabilidad) de M, Iλ(M), cuando cam-

bia el parámetro λ. En el Caṕıtulo 2 (Definición 14), definimos la extensión

dinámica de M, Iλ(M), para λ ∈ Λ. Si el sistema Fλ tiene la propiedad LAC

sobre una vecindad W ∈ VM del conjunto compacto M λ-inestable; entonces

Iλ(M) es no vaćıo. Equivalentemente, si M es λ-estable, Iλ(M) es vaćıo [Bh].

Desde este punto de vista, el cambio de estabilidad puede ser suave o explo-

sivo dependiendo de cómo se expande o se comprime la la extensión dinámica,

cuando el parámetro alcanza o sale del valor cŕıtico, según sea el caso.
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Definición 30 Sea FΛ una familia de sistemas (semi)dinámicos, M ⊂ X com-

pacto y λ0 ∈ Λ. Consideremos la función (radio de inestabilidad) µ : Λ → R
tales que,

µ(λ) := sup
y∈Iλ(M)

{d(y,M)} (∀λ ∈ Λ). (3.1)

Entonces a M le sucede un cambio de estabilidad en λ0 si se cumplen

lim
λ→λ0

sgn(µ(λ)) = 1 (3.2)

lim
λ→λ0

sgn(µ(λ)) = 0. (3.3)

Esto significa que cualquier vecindad de λ0 contiene valores de λ tanto de

estabilidad como de inestabilidad.

Por otra parte, suponiendo que a M le sucede un cambio de estabilidad en

λ0, decimos que el cambio de estabilidad de M es duro si µ(λ) es dicontinuo en

λ0 y, es blando, si µ(λ) es continuo en λ0.

Proposición 3.1.1 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos, M ⊂ X un

conjunto compacto, λ0 ∈ Λ. Si a M le sucede una pérdida cŕıtica de estabilidad

en λ0, y el sistema Fλ0
tiene la propiedad LAC sobre una vecindad W ∈ VM ,

entonces el cambio de estabilidad de M es duro.

Demostración. Puesto que M tiene una pérdida cŕıtica de estabilidad en λ0,

existe una sucesión λN ⊂ Λ tal que λn → λ0, para la cual M es λn−estable y

M es λ0−inestable. La λ0−inestabilidad de M y la propiedad LAC implican

que Iλ0
(M) 6= ∅. Por lo tanto, µ(λ0) > 0. Por otra parte, para cada n ∈ N,

Iλn
(M) = ∅ y por ende µ(λn) = 0. Entonces µ(λn) 6→ µ(λ0) > 0, de donde se

sigue que µ es discontinua en λ0 y que el cambio de estabilidad de M es duro.

Otra forma de definir la pérdida dura de la estabilidad de M es como sigue.

Definición 31 La pérdida de la estabilidad de M en el valor cŕıtico λ0 es dura

(explosiva) si

(∃U ∈ VM)(∀N ∈ N )(∃λ ∈ N) Iλ(M) 6⊂ U.

En otras palabras, la pérdida de estabilidad de M es dura, si la expansión

de Iλ(M) es repentina (explota) cuando λ se aproxima al valor cŕıtico λ0. En



54 Los cambios de estabilidad y tipos de bifurcación.

el caso contrario, la pérdida de la estabilidad de M en el valor cŕıtico λ0, es

blanda. Es decir, si se cumple

(∀U ∈ VM)(∃N ∈ N )(∀λ ∈ N) Iλ(M) ⊂ U.

Lo anterior significa que si M tiene pérdida de estabilidad blanda, la expansión

de Iλ(M) es lenta (como función de λ).

Si M es λ0-estable pero no es un atractor bajo la acción de Fλ0
, la pérdida

extracŕıtica de la estabilidad de M puede ser cualquiera de las dos dura o suave.

En los siguientes ejemplos consideraremos familias de sistemas dinámicos

sobre espacios fase unidimensionales, definidos por ecuaciones diferenciales que

dependen de un parámetro, λ de la forma, ẋ = f(x, λ) con x ∈ R, λ ∈ R y f

continua. Para cada uno de estos casos, el valor cŕıtico del parámetro es λ0 = 0,

el punto de equilibrio M = {0}, y f(0, λ) = 0 ( ∀λ ∈ R).

Ejemplo 10 Sea

ẋ = −x(λ2 − x2), (3.4)

entonces Iλ0
(M) = R − {0}, Iλ(M) = ∅ ∀λ 6= 0. Por lo tanto el origen exhibe

una pérdida cŕıtica dura de la estabilidad (ver la Figura 3.1).

Figura 3.1: El equilibrio M exhibe una pérdida cŕıtica dura de la estabilidad.

Ejemplo 11 Consideremos

ẋ = λ2x(x2 + λ2), (3.5)
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para esta ecuación Iλ0
(M) = ∅, Iλ(M) = R − {0}, λ 6= 0, el origen exhibe una

pérdida extracŕıtica dura de la estabilidad (ver la Figura 3.2).

Figura 3.2: El origen M exhibe una pérdida extracŕıtica dura de la estabilidad.

Ejemplo 12 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales dependiente

del parámetro λ,

ẋ = −λ2x(x2 − λ2). (3.6)

Para λ 6= 0, Iλ(M) = [−λ, λ] − M. Dada ǫ > 0 y λ < ǫ, Iλ(M) ⊂ Bǫ(0). Por

otra parte, Iλ0
(M) = ∅, por lo tanto, el origen exhibe pérdida extracŕıtica suave

de la estabilidad (ver la Figura 3.3).

En los Ejemplos 10 y 11, el origen M es estable para λ0 = 0.

3.2 Tipos de bifurcaciones.

La bifurcación (comunmente la palabra bifurcación se usa para designar el lugar

donde un camino o ŕıo se divide en dos ramales o brazos) es un fenómeno que se

presenta en muchos modelos matemáticos que dependen de ciertos parámetros

f́ısicos que resultan del estudio de fenómenos concretos en las ciencias naturales.

La bifurcación ocurre cuando se presenta un cambio brusco en el estado de

equilibrio del sistema f́ısico en cuestión cuando el conjunto de parámetros entra

o sale de ciertos valores cŕıticos.



56 Los cambios de estabilidad y tipos de bifurcación.

Figura 3.3: El origen M exhibe una pérdida extracŕıtica suave de la estabilidad.

El estudio del fenómeno de bifurcación tiene como precursores a Poincaré,

Andronov y Hopf.

En 1942 Hopf [Ho] consideró un sistema n-dimensional no lineal de ecua-

ciones diferenciales ordinarias que dependen de un parámetro real y, el origen

del espacio fase un punto de equilibrio fijo para todos los valores del parámetro.

Hopf llamó bifurcación (en alemán, abzwigung) al fenómeno que consiste en

el surgimiento de una familia de soluciones periodicas que se acumulan en el

origen cuando el parámetro se aproxima arbitrariamente a cierto valor cŕıtico.

Bajo ciertas condiciones, la familia de soluciones periódicas pueden estar pre-

sentes cuando el parámetro alcanza el valor cŕıtico del mismo. En este sentido,

bifurcación significa surgimiento de soluciones periódicas del punto de equilibrio

y es conocida como bifurcación de Poincaré–Andronov–Hopf (BPAH).

El enfoque que presentamos en este trabajo está motivado por la bifurcación

del tipo BPAH y nuestro propósito es obtener una generalización a sistemas

semidinámicos sobre espacios abstractos.

Llamamos bifurcación de un conjunto invariante común de una familia de

sistemas (semi)dinámicos que dependen de un parámetro, al surgimiento del

conjunto invariante común de uno o más conjuntos invariantes cuya distancia

al conjunto invariante común tendiendo a cero, cuando el parámetro alcanza o

sale del valor cŕıtico. Desde este punto de vista, hacemos la distinción de varios

tipos de bifurcaciones, dependiendo en donde surgen del conjunto invariante

común nuevos conjuntos invariantes en el espacio de los parámetros.
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Definición 32 Sea FΛ una familia de sistemas (semi)dinámicos y M un con-

junto compacto, invariante. Decimos que M tiene una bifurcación extracŕıtica

en λ0 ∈ Λ con respecto a la familia de sistemas FΛ, si para cualquier pareja de

vecindades, U ∈ VM y N ∈ N , existe λ ∈ N , λ 6= λ0, M ′
λ ⊂ U , M ′

λ cerrado,

positivamente λ-invariante no vaćıo, tal que M ′
λ ∩ M = ∅.

Definición 33 Un conjunto M ⊂ X es débilmente invariante si para cada

x ∈ M existe una órbita maximal, γ+(x), (es decir, una órbita que no se puede

extender) tal que γ+(x) ⊂ M .

Definición 34 Un conjunto M ⊂ X es aislado de conjuntos cerrados débil-

mente invariantes, si ∃U ∈ VM tal que si W es un subconjunto de U , cerrado,

débilmente invariante, entonces W ⊂ M .

Definición 35 (Dual) Un conjunto M ⊂ X no es aislado de conjuntos cerrados

débilmente invariantes si ∀U ∈ VM y existe un subconjunto W de U cerrado,

débilmente invariante tal que W 6⊂ M.

En el contexto de una familia de sistemas semidinámicos, para λ ∈ Λ, un

conjunto M es: débilmente λ-invariante o λ-aislado de conjuntos cerrados

débilmente λ-invariantes o no aislado de conjuntos cerrados débilmente λ-

invariantes, si se cumplen las definiciones 33, 34 y 35 respectivamente, para

el λ-sistema (semi) dinámico, Fλ.

La relación W 6⊂ M , de la Definición 35 no significa que W ∩M = ∅, si no

que N ∩ (Ū\M) 6= ∅.

Observación 1 En el caso de un sistema dinámico: Todo conjunto débilmente

invariante es invariante, puesto que si M ⊂ X, es débilmente invariante, para

cada x ∈ M existe una órbita maximal, γ+(x) ⊂ M y una única órbita γ−(x) ⊂
M, a través de x y, por lo tanto, γ(x) = γ−(x) ∪ γ+(x) ⊂ M.

Definición 36 Un conjunto M ⊂ X, compacto, cerrado y λ0-invariante, exhibe

una bifuración cŕıtica (o bifurcación vertical) con respecto a la familia FΛ en

λ0 ∈ Λ, si M es λ-invariante y, λ-aislado de conjuntos cerrados débilmente λ-

invariantes para λ → λ0 y, toda vecindad U de M contiene un conjunto cerrado

λ0-invariante M ′
λ0

tal que M ′
λ0

∩ M = ∅.
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Definición 37 Un conjunto M ⊂ X, compacto, cerrado y λ0-invariante, exhibe

una bifurcación débilmente cŕıtica con respecto a la familia de sistemas FΛ en

λ0 ∈ Λ, si M es λ-invariante y λ-aislado de conjuntos cerrados débilmente λ-

invariantes para λ → λ0 y, toda vecindad U de M contiene un conjunto cerrado

λ0-invariante, M ′
λ0

⊂ U pero M ′
λ0

6⊂ M.

Observación 2 Si M ′
λ0

∩ M = ∅, la definición 37 se reduce a la definición

36; es decir, la diferencia entre estos dos tipos de bifurcaciones está en que se

cumpla M ′
λ0

∩ M = ∅ o M ′
λ0

∩ M 6= 0, pero en ambos casos M ′
λ0

6⊂ M .

Definición 38 Un conjunto positivamente invariante y compacto M exhibe

una bifurcación h́ıbrida) con respecto a la familia de sistemas FΛ en λ0 ∈ Λ, si

se satisfacen simultáneamente las condiciones de las definiciones 32 (de bifur-

cación extracŕıtica) y 36 (de bifurcación cŕıtica). Finalmente, decimos que el

conjunto M exhibe una bifurcación débilmente h́ıbrida con respecto a la familia

de sistemas FΛ en λ0 ∈ Λ, si se satisfacen simultáneamente las condiciones de

las definiciones 32 (de bifurcación extracŕıtica) y 37 (de bifurcación débilmante

cŕıtica).

Si el conjunto de parámetros es el conjunto de números reales, se distinguen

tres tipos de bifurcaciones ampliamente conocidos en la literatura: subcŕıtica,

supercŕıtica y transcŕıtica, dependiendo de que si estas bifurcaciones ocurren

para λ < λ0, λ > λ0 o para ambos casos. Estos tipos de bifurcaciones caen

dentro de la que llamamos bifurcación extracŕıtica, (ver [HK]).

Con frecuencia el cambio de estabilidad y la bifurcación, de un conjunto

invariante común de una familia de sistemas dinámicos, están relacionados en

el sentido de que, cuando ocurre un cambio de estabilidad del conjunto invarian-

te, generalmente también ocurre una bifurcación de este cuando el parámetro

entra o sale del valor cŕıtico. Mediante los ejemplos que siguen, demostraremos

que existen cinco posibles combinaciones de estos fenómenos, estas son las si-

guientes: pérdida cŕıtica con bifurcación cŕıtica, pérdida cŕıtica con bifurcación

extracŕıtica, pérdida extracŕıtica con bifurcación cŕıtica, pérdida extracŕıtica con

bifurcación cŕıtica y finalmente, pérdida cŕıtica con bifurcación h́ıbrida.

En los ejemplos que presentaremos a continuación, consideramos familias de

sistemas ecuaciones diferenciales en el plano dependientes del parámetro λ > 0,
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del tipo:

ẋ = f(x, y, λ),

ẏ = g(x, y, λ).

Para estos sistemas, suponemos que f y g satisfacen la condición de Lipschitz en

R y cumplen la condición de continuidad uniforme (Axioma IV) con respecto

al parámetro. En el contexto actual el espacio fase X es R2, el espacio de

parámetros Λ es el intervalo de números reales, (0, +∞), el valor cŕıtico del

parámetro λ0 = 0 y, M = {(0, 0)}, el equilibrio común de la familia de sistemas

de ecuaciones; es decir, f(0, 0, λ) = g(0, 0, λ) = 0,∀λ ∈ Λ ∪ {0}.

Ejemplo 13 Para el sistema lineal,

ẋ = −λx − y,

ẏ = −λy.
(3.7)

Tenemos Iλ0
(M) = {(x, y) ∈ R2 | y = 0, x 6= 0}, M es inestable y no aislado

de los puntos de equilibrio del sistema (3.7) correspondiente a λ = λ0. Para

λ > 0, el sistema 3.7 tiene un valor caracteŕıstico, µ = −λ, de multiplicidad

dos, de donde, M es un nodo impropio estable y por lo tanto tenemos que

Iλ(M) = ∅. En conclusión, M exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad con

bifurcación cŕıtica (ver la figura 3.4).

Ejemplo 14 Consideremos el sistemas no lineal dependiente del parámetro

λ > 0,

ẋ = x(x − λ),

ẏ = −y.
(3.8)

Para λ > 0, el sistema (3.8) tiene valores caracteŕısticos: µ = −λ,−1. Por

lo tanto M es AS (localmente) con región de atracción, Aλ(M) = {(x, y) ∈
X | x < λ} y entonces, Iλ(M) = ∅. Para λ = λ0, M es inestable (punto silla)

y además Iλ0
(M) = {(x, y) ∈ R2 | y = 0, x > 0}. El conjunto M exhibe una

pérdida cŕıtica de la estabilidad con bifurcación extracŕıtica (silla–nodo) (Ver

la Figura 3.5).

Ejemplo 15 Consideremos el sistema lineal, dependiente del parámetro λ > 0,

ẋ = λx + y,

ẏ = −x + λy.
(3.9)
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Si ponemos el sistema (3.9) en coordenadas polares, queda

ṙ = λr,

θ̇ = −1.
(3.10)

Para λ > 0, los valores caracteŕısticos del sistema son complejos con parte

real positiva, µ = λ ± i, por lo tanto M es (un foco) inestable y tenemos,

Iλ(M) = R2\{M}. Por otra parte, para λ = 0, los valores caracteŕısticos del

sistema que resulta de (3.9), son puramente imaginarios, por lo tanto, para este

caso M es (centro) estable y por lo tanto, Iλ0
(M) = ∅. El conjunto M exhibe

una pérdida extracŕıtica de la estabilidad (y de la atracción) con bifurcación

cŕıtica, (ver la Figura 3.6.)

Ejemplo 16 Consideremos el siguiente sistema no lineal dependiente del pa-

rámetro λ > 0,

ẋ = λx − y − x(x2 + y2),

ẏ = x + λy − y(x2 + y2).
(3.11)

Introduciendo coordenadas polares, el sistema (3.11) queda

ṙ = r(λ − r2),

θ̇ = 1.
(3.12)

Para λ > 0, la parte lineal del sistema (3.11) tiene valores caracteŕısticos com-

plejos con parte real positiva, µ = λ ± i, entonces Iλ(M) 6= ∅. Tomando en

cuenta el sistema (3.12), calculamos la extensión dinámica de M, Iλ(M) =

{(x, y) ∈ X | x2 + y2 <
√

λ}\M, cuya frontera: {(x, y) ∈ X | x2 + y2 =
√

λ},
contiene un ciclo ĺımite que se colapsa en el origen M cuando λ → 0+. Para

λ = 0, el equilibrio M, del sistema resultante de (3.11) es AS. Esto se demuestra

utilizando la función de Lyapunov V (x, y) = 1
2
(x2+y2), para la cual la derivada

total correspondiente es V̇ (x, y) = −(x2 + y2)2 < 0, siempre que (x, y) 6= (0, 0).

Por lo tanto, el origen exhibe una pérdida extracŕıtica (suave) de la estabilidad

y bifurcación extracŕıtica,(ilustramos este ejemplo con Figura 3.7.)

Finalmente, un conjunto invariante M puede tener pérdida cŕıtica de la

estabilidad con bifurcación h́ıbrida, tal es el caso que demostraremos con el

ejemplo que sigue.
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Ejemplo 17 Consideremos el sistema de ecuaciones en el plano, dependiente

del parámetro λ > 0,

ẋ = x(x2 − λ),

ẏ = −λy.
(3.13)

Para λ > 0, el polinomio caracteŕıstico de la parte lineal del sistema (3.13),

tiene una raiz negativa de multiplicidad 2, µ = −λ. Por lo tanto, M es AS y

por ende Iλ(M) = ∅. Además, los los puntos de equilibrio (±
√

λ, 0), del sistema

(3.13) son del tipo silla y corresponden a los puntos de bifurcación de M. Para

λ = λ0, M es un punto de equilibrio inestable del sistema que resulta de (3.13)

y, tenemos que Iλ0
(M) = {(x, y) ∈ X | y = 0, x 6= 0}. Por otra parte, M no

es aislado de puntos de equilibrio, pertenece al conjunto de puntos de equilibrio

{(x, y) ∈ X | x = 0, y 6= 0}, del sistema (3.13) para λ = 0. Por lo tanto,

M exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad con bifurcación h́ıbrida (Ver la

Figura 3.8).
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Figura 3.4: El equilibrio M exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad con

bifurcación cŕıtica.
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Figura 3.5: El equilibrio M exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad con

bifurcación extracŕıtica.
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Figura 3.6: El equilibrio M exhibe una pérdida extracŕıtica de la estabilidad

con bifurcación cŕıtica.
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Figura 3.7: El origen M exhibe una pérdida extracŕıtica (suave) de la estabili-

dad con bifurcación extracŕıtica.
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Figura 3.8: El equilibrio M exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad con

bifurcación h́ıbrida.
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CAPÍTULO 4

Equiestabilidad, Familias de atractores

equiestables y generalizaciones.

4.1 Atracción.

Definición 39 Se definen los siguientes conjuntos,

A+(M) := {x ∈ X | ∀U ∈ VM ,∃τ ∈ R+ y Fτ (x) ⊂ U} (4.1)

y,

A+
W (M) := {x ∈ X | ∀U ∈ VM ,∃tN ∈ R+, tn → +∞ y F tn(x) ⊂ U}. (4.2)

Los conjuntos A+(M) y A+
W (M) se llaman regiones de atracción y de atracción

débil de M, respectivamente. De aqúı en adelante ocasionalmente escribiremos

A y AW para las regiones de atracción y de atracción débil de M respectiva-

mente, cuando el caso aśı lo requiera y no exista confusión.

Si x ∈ A+(M), decimos que x es atraido hacia M y si x ∈ A+
W (M), que x es

débilmente atraido hacia M .

Definición 40 Un conjunto M ⊂ X se llama atractor o atractor débil, si

las correspondientes regiones de atracción A+(M) y A+
W (M), son vecindades

abiertas de M.

67
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Equiestabilidad, Familias de atractores equiestables y

generalizaciones.

Definición 41 Un conjunto M ⊂ X, se llama asintóticamente estable (AS) si

M es un atractor débil estable.

Los siguientes resultados concernientes a la atracción y la atracción débil,

los utilizaremos en el desarrollo de este trabajo, las demostraciones se pueden

consultar en [Sa] pp. 57-59.

Lema 4.1.1 Para todo conjunto M ⊂ X se cumple lo siguiente:

(i) A+(M) ⊂ A+
W (M).

(ii) A+(M) y A+
W (M) son invariantes.

El siguiente lema es una caracterización de los puntos de A+
W (M).

Lema 4.1.2 Para todo conjunto M ⊂ X y x ∈ X las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) A+(M) ⊂ A+
W (M).

(ii) (∃tN ⊂ R+ tn → +∞) tales que (F tn(x) ⊂ M ∨ M ∩ L+(x) 6= ∅).

(iii) M ∩ H+(F t(x)) 6= ∅.

Donde, H+(x) = γ+(x).

Proposición 4.1.3 Si M ⊂ X es atractor o atractor débil, entonces A+(M)

o A+
W (M) respectivamente, son vecindades abiertas de M.

Corolario 4.1.4 Si M ⊂ X es atractor, entonces A+(M) = A+
W (M).

Teorema 4.1.5 Si M ⊂ X es un atractor débil estable, entonces es un atrac-

tor.

Corolario 4.1.6 Un conjunto M ⊂ X es asintóticamente estable si y solo si

M es un atractor estable.

Teorema 4.1.7 Sea X un espacio localmente conexo. Un conjunto M ⊂ X

no vaćıo, es asintóticamente estable si y solo si M tiene un número finito de

componentes y cada una es asintóticamente estable.
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Lema 4.1.8 Sea X un espacio localmente conexo y, supongamos que M ⊂ X

es atractor. Si A1 es una componente de A+(M), entonces M1 := A1 ∩ M es

un atractor no vaćıo con A1 = A+(M1).

Lema 4.1.9 Sean M1 y M2 separados por vecindades. Si M1 ∪ M2 es asin-

tóticamente estable entonces también M1 y M2 son asintóticamente estables.

Además A+(M1) y A+(M2) son ajenos.

Corolario 4.1.10 Si M ⊂ X es un conjunto compacto, asintóticamente es-

table, con región de atracción conexa, entonces M es conexo.

4.2 Equiestabilidad.

Sea Λ′ un subconjunto del espacio de parámetros Λ, M ⊂ X compacto y,

atractor (o atractor débil) para cada λ′ ∈ Λ′ con región de atracción A+
λ′(M)

( respectivamente con región de atracción débil A+
Wλ′(M)). El sub́ındice λ′

significa que A+
λ′(M) es la región de atracción de M con respecto al sistema

semidinámico Fλ′ y análogamente en la región de atracción débil, AWλ′ . Para

evitar confusión, las llamaremos λ′-región de atracción y λ′-región de atracción

débil respectivamente. Más expĺıcitamente, escribimos

A+
λ′(M) := {x ∈ X | ∀U ∈ VM ,∃τ ∈ R+ y Fτ,λ′(x) ⊂ U} (4.3)

y,

A+
λ′(M) := {x ∈ X | ∀U ∈ VM ,∃tN ∈ R+ tn → +∞; y F tn

λ′ (x) ⊂ U}. (4.4)

Si x ∈ A+
λ′(M), decimos que x es λ′-atraido hacia M , y si x ∈ A+

Wλ′(M),

decimos que x es λ′-atraido débilmente hacia M .

Denotamos con A+
Λ′(M) := {A+

λ′(M) | λ′ ∈ Λ′} y con A+
WΛ′(M) := {A+

Wλ′ | -

λ′ ∈ Λ′}, las familias de λ′-regiones de atracción A+
λ′(M) y de atracción débil

A+
Wλ′(M) respectivamente. Cada λ′-región de atracción A+

λ′(M) y cada λ′-región

de atracción débil A+
Wλ′(M), depende del sistema semidinámico Fλ′ para cada

λ′ ∈ Λ′. De este modo obtenemos una familia de atractores con el conjunto M

independiente del parámetro. Esta familia de atractores es una terna la cual

escribimos como, {M,AΛ′ , FΛ′}.
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Definición 42 Sea M ⊂ X y Λ′ ⊂ Λ, el conjunto M es equiestable (ES) con

respecto a la familia de sistemas semidinámicos FΛ′ y a la familia de conjuntos

CΛ′ si,

(∀ǫ > 0)(∃δ > 0)(∀λ′ ∈ Λ′) : γ+
λ′(Bδ(M) ∩ Cλ′) ⊂ Bǫ(M).

Definición 43 Si los conjuntos Cλ′ en la definición (42) coinciden con el espa-

cio X, decimos que M es equiestable (ES) con respecto a la familia de sistemas

(semi)dinámicos FΛ′.

Ilustramos la definicion 43, en la Figura 4.1.

ε
δ

M

x

γ+
λ (x)

Figura 4.1: Ilustración de la definición 43, familia de atractores equiestable

(ES).

En la definición 43 tenemos que, un conjunto invariante es equiestable con

respecto a una familia de sistemas semidinámicos, si su región de atracción no

vaŕıa, y las semiórbitas no se deforman bruscamente cuando cambia el paráme-

tro. Un ejemplo muy simple de lo anterior, se obtiene al considerar la familia

de ecuaciones diferenciales, ẋ = −λx. Para este caso, el espacio fase es X = R,

el punto de equilibrio, M = {0} y las regiones de atracción de M, son todo el

espacio, A+
λ (M) = R\M, para toda λ > 0. Obviamente, M es equiestable con

respecto a la familia de sistemas dinámicos definidos por la familia de ecuaciones

diferenciales en cuestión.

Presentamos a continuación, otro ejemplo de atractor equiestable dado por

la familia de sistemas en plano, para este, la región de atracción no depende
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del parámetro y las órbitas no se deforman bruscamente cuando el paráme-

tro se aproxima a su valor cŕıtico, mientras que la propiedad de atracción se

pierde cŕıticamente (el equilibrio del sistema es estable para el valor cŕıtico del

parámetro, pero, no es atractor).

Ejemplo 18 Consideremos el sistema lineal dependiente del parámetro λ, en

el plano:

ẋ = −λx + y,

ẏ = −λy − x.
(4.5)

Para este sistema, el espacio fase X es R2, el origen M = {(0, 0)} es fijo para

toda λ > 0 y tiene valores caracteŕısticos: −λ ± i. Por lo tanto, para λ > 0,

M es un nodo impropio AS. Calculamos las λ-regiones de atracción usando

la función de Lyapunov V (x, y) = 1
2
(x2 + y2), de donde la derivada total es

V̇ (x, y) = −λ(x2 + y2) ≤ 0 ∀(x, y) ∈ R2, (x, y) 6= (0, 0), entonces para cada

λ > 0, A+
λ (M) = R2\M. La solución del sistema (4.5), a través de cada punto

inicial
(

x
y

)
∈ R2 está dada expĺıcitamente por,

F t
λ

(
x

y

)
= e−λt

(
cos t sin t

− sin t cos t

)(
x

y

)
.

Con la norma Euclidiana en R2; para cada punto inicial
(

x
y

)
∈ R2, λ ∈ R+,

y, t > 0, obtenemos

‖F t
λ

(
x

y

)
‖ = e−λt‖x2 + y2‖,

entonces de ésta última igualdad; dado ǫ > 0, elegimos δ < ǫ, y cualquier punto

inicial,(x, y) en la bola centrada en M de radio δ, Bδ(M) : ‖(x, y)‖ < δ, se

sigue que

(∀λ ∈ R+)(∀t > 0) ‖F t
λ

(
x

y

)
‖ < ǫ,

por lo tanto, M, es un atractor equiestable con respecto a la familia FR+ de

sistemas semidinámicos dada por (4.5). Por otra parte, para λ = 0, M es un

centro. En este caso M exhibe una pérdida cŕıtica de la atracción, esto es, en

el valor cŕıtico del parámetro, M es estable pero no atractor. (Ver la Figura

4.2).
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4.3 Pérdida equiestable de la atracción.

En el ejemplo 18, el conjunto M en cuestión es un atractor equiestable, mien-

tras que para λ = 0, es estable. Esta propiedad le llamamos pérdida (cŕıtica)

equiestable de la atracción y vale en general para cualquier familia de sistemas

semidinámicos, bajo ciertas hipótesis enunciadas en la siguiente proposición.

Proposición 4.3.1 Sea Λ′ ⊂ Λ y M ⊂ X un conjunto compacto, equiestable

con respecto a la familia FΛ′ y λ0 ∈ Λ̄′. Entonces M es λ0−estable.

Demostración. Supongamos que M es λ0-inestable, existe ǫ > 0 tal que para

toda δ > 0, existe x ∈ Bδ(M) y τ > 0 tal que,

F τ
λ (x) 6∈ Bǫ(M). (4.6)

Por la propiedad de equiestabilidad de M , el número δ > 0 anterior se elige de

tal suerte que para todo λ′ ∈ Λ′,

γ+
λ′(Bδ(M)) ⊂ Bǫ(M), (4.7)

entonces por la dependencia continua de F con respecto a los parámetros [Axio-

ma III], se tiene que para λ′ arbitrariamente cercano a λ0, F t
λ′(x) 6∈ Bǫ(M), lo

cual contradice (4.7).

La propiedad de λ0- estabilidad de M es una condición necesaria para la

equiestabilidad de M, pero no suficiente: el conjunto invariante M puede ser

λ0-estable bajo la acción de Fλ0
, y sin embargo no ser equiestable con respecto a

la familia FΛ′ , para λ0 ∈ Λ′, esto lo demostramos mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal con

parámetro λ,

ẋ = λx(x2 − λ),

ẏ = −y.
(4.8)

Para este caso, el espacio fase X del sistema es R2, el espacio de paráme-

tros Λ′ = (0,∞) y, M = {(0, 0)}, es un punto de equilibrio común para todo

λ ∈ Λ′. Los valores propios de la parte lineal de (4.8) son: µ = −λ2,−1,

por lo tanto M es un nodo AS (localmente). Para estimar las λ-regiones de

atracción de M, usamos la función de Lyapunov V (x, y) = 1
2
(x2 + y2). La

derivada total correspondiente es, V̇ (x, y) = −λx2(λ−x2)−y2 ≤ 0, ∀(x, y) ∈ R2
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y (x, y) 6= (0, 0), siempre que |x| <
√

λ. Entonces para cada λ > 0, tenemos la

región de atracción A+
λ (M) = {(x, y) ∈ X | |x| <

√
λ} y por lo tanto , Aλ 6= R2.

Entonces, M no es equiestable con respecto a la familia de sistemas FR+. Por

otra parte, para λ = 0 el sistema (4.8), queda lineal con valores carateŕısticos

µ = 0,−1. Utilizando otra vez la función de Lyapunov para este ejemplo, la

derivada total queda, V̇ (x, y) = −y2 ≦ 0 ∀(x, y) ∈ R2, (x, y) 6= (0, 0). Por

lo tanto tenemos que M es 0-estable y además, pertenece a la recta vertical

{(x, y) ∈ X | x = 0, y 6= 0} de puntos de equilibrio (M no es aislado de

conjuntos invariantes). Para λ > 0, región de atracción A+
λ (M) se colapsa en

esta recta vertical (eje Y ) cuando λ → 0+ (ver la Figura 4.3). Finalmente,

concluimos que M es 0− estable, pero no equiestable con respecto a la familia

FR+ .

Ejemplo 20 Consideremos el sistema dinámico dado por el sistema lineal que

depende del parámetro λ > 0,

ẋ = −λ2x − λy,

ẏ = −λ2y.
(4.9)

El espacio fase X para este sistema es R2, el espacio de parámetros es Λ′ =

(0,∞), M = {(0, 0)}, es el punto de equilibrio para todo λ > 0 y λ0 = 0, es el

valor cŕıtico del parámetro. Este sistema tiene un valor caracteŕıstico negativo:

µ = −λ2 de multiplicidad 2, por lo tanto M es asitóticamente estable. La región

de atracción es R2, para todo λ > 0. Para demostrar que M no es equiestable,

damos la solución expĺıcita de este sistema a través de cuaquier punto inicial(
x
y

)
∈ R2, esta es,

F t
λ

(
x

y

)
:=

(
ϕ1(x, y, λ; t)

ϕ2(x, y, λ; t)

)
= e−λ2t

(
1 −λt

0 1

)(
x

y

)
= e−λ2t

(
x − λyt

y

)
,

donde ϕ1(x, y, λ; t) = e−λ2t(x−λyt), ϕ2(x, y, λ; t) = e−λ2ty; son las componentes

de la solución sobre los ejes cooordenados. En el caso de la componente sobre

el eje x, alcanza su valor mı́nimo (ó máximo), cuando el punto inicial es
(
0
y

)
y

y > 0 (y < 0) para t = 1
λ2 . Este es ϕ1(o, y, λ; 1

λ2 ) = − y
λe

. La componente sobre

el eje y, para este mismo tiempo y punto inicial es ϕ2(o, y, λ; 1
λ2 ) = y

e
. Por lo

tanto tenemos para |y| 6= 0,

‖F
1

λ2

λ

(
0

y

)
‖ =

|y|
√

λ2 + 1

λe
→ +∞ cuando λ → 0+,
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es decir, las órbitas se aplanan en dirección del eje x, al cruzar la recta y =

−λx con pendiente vertical. Por lo tanto, M no es equiestable con respecto a

FR+ . Por otra parte, para λ = 0, M es estable y no es aislado de conjuntos

invariantes, todos los puntos del plano son puntos de equilibrio (Ver la Figura

4.4).

Proposición 4.3.2 (Dual). Sea Λ′ ⊂ Λ, M un conjunto compacto λ′-atractor

∀λ′ ∈ Λ′ y λ0 ∈ Λ′. Si λ0-inestable, entonces M no es equiestable con respecto

a FΛ′.

Demostración. Supongamos que M es equiestable, la proposición (4.3.1) im-

plica que M es λ0−estable. Esto cotradice la hipótesis que M es λ0−inestable.

4.4 Generalizaciones del concepto de equiesta-

bilidad.

La proposición 4.3.2 de la sección 4.3 implica que, si Λ′ ⊂ Λ, con la propiedad

que Λ′ incluye en la cerradura el valor cŕıtico del parámetro y, el conjunto M

compacto, cerrado e invariante, exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad, la

familia de atractores {M,AΛ′ , FΛ′} no puede ser equiestable. Esto y el problema

medular planteado en este trabajo que consiste en estudio de las bifurcaciones

que surgen de la pérdida cŕıtica de la estabilidad, nos ha llevado a estudiar las

familia de atractores no equiestables. Para esta clase de familias de familias

es que formularemos conceptos que generalizan el concepto de esquiestabili-

dad (ES). Uno de estos es el concepto de familia de atractores relativamente

equiestables, la definición es como sigue.

Definición 44 Una familia de atractores {M,A+
Λ′ , FΛ′}, es relativamente equi-

estable (RES) si en la Definición 31.

Cλ′ = A+
λ′(M) ∀λ′ ∈ Λ′.

Es decir, la familia de atractores {M,AΛ′ , FΛ′} es RES si M es ES con res-

pecto a la familia de sistemas (semi)dinámicos FΛ′ y la familia de regiones de

atracción A+
Λ′.

El contenido de esta definición lo ilustramos en la Figura 4.5.
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Observación 3 Si M es un atractor ES con respecto a la familia de sistemas

(semi)dinámicos FΛ′ , entonces la familia de atractores {M,A+
Λ′ , FΛ′} es RES.

Lo anterior se desprende de las definiciones (43) y (44). Sin embargo, si una

familia de atractores {M,A+
Λ′ , FΛ′} es RES, no implica que M es un atractor

ES. Demostraremos esto mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 21 Consideremos el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales no

lineales dependiente del parámetro λ > 0.

ẋ = x(x2 + y2 − λ2),

ẏ = y(x2 + y2 − λ2).
(4.10)

En este sistema el espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ′ = R+

y M = {(0, 0)}, es un punto de equilibrio para todo λ ∈ Λ′. Introduciendo

coordenadas polares el sistema (4.10), queda

ṙ = r(r2 − λ2),

θ̇ = 0.
(4.11)

Para λ > 0, el sistema (4.10) tiene tiene parte lineal con un valor ca-

racteŕıstico, −λ2, de multiplicidad 2, esto implica que M es AS (localmente).

Para estimar las regiones de atracción, consideremos la función de Lyapunov

V (x, y) = 1
2
(x2+y2). Entonces la derivada total es, V̇ (x, y) = (x2+y2−λ2)(x2+

y2) y,

V̇ (x, y) < 0 ⇔ x2 + y2 < λ2, para (x, y) 6= (0, 0).

Por lo tanto, ∀λ ∈ Λ′ las regiones de atracción son λ−vecindades esféricas

del origen, A+
λ (M) = {(x, y) ∈ X | x2 + y2 < λ2} y además, I+

λ (M) = ∅.

Para λ = 0, el origen es inestable, en este caso I+
0 (M) = R2\M. Aplicando

la Proposición (4.3.2), tenemos que M no es equiestable con respecto a FR+,

sin embargo, es relativamente equiestable. Para demostrarlo, consideremos la

norma Euclideana. Dado ǫ > 0, tomando δ = ǫ y λ > 0,

Bδ(M) ∩ A+
λ (M) =

{
(x, y) ∈ X | ‖(x, y)‖ < min {δ, λ}

}
⊂ A+

λ (M).

Dado que V̇ (x, y) < 0, ∀(x, y) ∈ A+
λ (M) y, además las regiones de atracción

son positivamente invariantes; para todo ǫ > 0 y δ = ǫ, tenemos que ∀λ ∈
R+, γ+

λ (Bǫ(M) ∩ A+
λ (M)) ⊂ Bǫ(M). Concluimos que la familia de atractores

{M,AR+ , FR+} es RES pero no ES.
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La propiedad RES de un conjunto invariante y compacto con respecto a una

familia de sistemas semidinámicos, significa que las órbitas con puntos iniciales

arbitrariamente cercanos al conjunto invariante y las regiones de atracción co-

rrespondientes a cada valor del parámetro, no se deforman bruscamente cuando

el parámetro se aproxima a su valor cŕıtico.

En el ejemplo siguiente consideramos una familia de atractores que no tiene

la propiedad RES. Para este, las órbitas con puntos iniciales arbitrariamente

cercanos al conjunto invariante en cuestión, bruscamente bajo la acción del flujo

cuando el parámetro tiende al valor cŕıtico.

Ejemplo 22 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones no lineales

que dependen de un parámetro λ > 0,

ẋ = x(x2 − λ2),

ẏ = y(x2 − λ2) − x2.
(4.12)

Para este sistema el espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ′ es

R+, el valor cŕıtico del parámetro, λ0 = 0 y, M = {(0, 0)} es un punto de

equilibrio común para toda λ ∈ Λ′. Para λ 6= 0, la traza de la parte lineal

de (4.12) es negativa, −2λ2 y, tiene un valor caracteŕıstico de multiplicidad 2,

µ = −λ2. Por lo tanto el origen, M, es asintóticamente estable. Las regiones

de atracción para cada λ, están dadas por A+
λ (M) = {(x, y) ∈ X | 0 < |x| < λ}.

Demostraremos que la familia de atractores
{
M,AR+ , FR+

}
, no es RES. Para

ǫ > 0 y δ > 0, con (ǫ > δ), elegimos λ ∈ (0, δ). Las ĺıneas y = 0,±λ son

invariantes y para y 6= 0 las soluciones sobre estas ĺıneas decrecen. El valor de

λ elegido, define una curva Cλ : y = x2

x2−λ2 , que al ser cruzada por las órbitas,

ẏ cambia de signo negativo a positivo, cuando recorre la región de atracción,

A+
λ (M) =

{
(x, y) ∈ X | |x| < λ

}
, en la dirección del eje y en el sentido

de positivo a negativo. Además dentro de la franja infinita A+
λ (M), xẋ < 0.

Sobre la curva Cλ elegimos un punto (x∗, y∗) ∈ Cλ tal que, 0 < x∗ < λ y,

y∗ = −ǫ
(
esto se consigue tomando x∗ =

√
ǫ

ǫ+1
λ
)
. La semiórbita negativa

γ−
λ (x∗) cruza el eje x entre x = 0 y, x = λ porque ẋ < 0 y, ẏ < 0 en la región{
(x, y) ∈ X | 0 < x < λ

}
por abajo de la curva Cλ, que contiene la órbita

en cuestión. El punto de intersección x0 de γ−
λ (x∗) con el eje x pertenece al

conjunto Bδ(M) ∩ A+
λ (M), pero x∗ ∈ γ+

λ (x0) y x∗ 6∈ Bǫ(M). Por lo tanto esta

familia de atractores, {M,A+
R+ , FR+}, no es RES.
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Otro ejemplo prototipo es que tiene regiones de atracción todo el espacio,

X, excepto el punto de equilibrio, M, está dado por la siguiente familia de

ecuaciones diferenciales dependiente de un parámetro.

Ejemplo 23 Consideremos el sistema lineal que depende del parámetro λ ≥ 0.

ẋ = y,

ẏ = −λx − λy.
(4.13)

El espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ′ es el intervalo, (0, 4), el

valor cŕıtico del parámetro λ0 = 0 y, M = {(0, 0)}, es un punto de equilibrio

común para toda λ ∈ Λ′. Para λ > 0, la traza y el discriminante del sistema

4.13 (tra = −λ, ∆ = λ2−4λ respectivamente) son negativos y la parte real de los

valores caracteŕısticos es negativa, Re(µ) = −λ
2
. Por lo tanto el origen M es un

foco asintóticamente estable. Para todo λ ∈ R+, A+
λ (M) = R2. Considerando

un valor caracteŕıstico complejo y su correspondiente vector caracteŕıstico, a

saber,

µ = −λ

2
+ i

√
4λ − λ2

2
; ẑ =

(
λ

−2λ

)
+ i

(√
4λ − λ2

0

)
,

damos expĺıcitamente, el λ- sistema, F t
λ

(
x0

y0

)
, para cada

(
x0

y0

)
∈ R2, este es

F t
λ

(
x0

y0

)
= e−

λ
2
t


 R1(λ; x0, y0) cos

(√
4λ−λ2

2
t − δ1(λ; x0, y0)

)

R2(λ; x0, y0) cos
(√

4λ−λ2

2
t − δ2(λ; x0, y0)

)

 ,

donde

R1(λ; x0, y0) =
2√
λ

√
y2

0 + λx2
0 + λx0y0

4 − λ
,

δ1(λ; x0, y0) =
λ(2x0 + y0) + (4 − λ)y0

4
√

4λ − λ2(2x0 + y0)
,

R2(λ; x0, y0) =
2
√

y2
0 + λx2

0 + λx0y0√
4 − λ

,

y,

δ2(λ; x0, y0) = −Arctg
λ(2x0 + y0)√

4λ − λ2y0

.

Para cada (x0, y0) ∈ R+ las λ-semiórbitas positivas γ+
λ (x0, y0) son espirales que

se enrollan en el origen en sentido dextrógiro.
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Dadas ǫ > 0 y δ > 0, escogemos (x0, y0) = (−η, η), con η > 0 y (−η, η) ∈
Bδ(M) con la solución F t

λ(−η, η) tal que, F 0
λ (−η, η) = (−η, η) para cada λ ∈

(0, 4).

Entonces, R1(λ;−η, η) = 2η√
λ(4−λ)

, y,

lim
λ→0+

R1(λ;−η, η) = +∞, (4.14)

R2(λ;−η, η) =
2η√

4 − λ,
y,

lim
λ→0+

R2(λ;−η, η) = η. (4.15)

Los ĺımites (4.14) y (4.15) cuando λ → 0, significan que; las semiórbitas

positivas se alargan en la dirección del eje x y se aplanan en la dirección del

eje y, por lo tanto la órbita γ+
λ (−η, η) con punto inicial en Bδ(M), abandona

la vecindad Bǫ(M). Esto demuestra que la familia de atractores {M,Aλ, FΛ}
no es RES (Ver la Figura 4.7).

Dada δ > 0 y una familia de atractores {M,AΛ′ , FΛ′} la componente conexa

de A+
λ′(M) ∩ Bδ(M) que contiene a M , A∗

λ′,δ, está definida como:

A∗
λ′,δ := Bδ(M) ∩ A+

λ′(M).

La familia de componentes conexas dependientes del parámetro que contienen

a M, A∗
λ′,δ, la escribimos como, A∗

Λ′,δ = {A∗
λ′,δ | λ′ ∈ Λ′}.

Definición 45 La familia de atractores {M,AΛ′ , FΛ′} es conexo relativamente

equiestable (CRES) si en la Definición 42,

Cλ′ := A∗
λ′,δ ∀λ′ ∈ Λ′.

Es decir, la familia de atractores {M,AΛ′ , FΛ′} es CRES si M es ES con res-

pecto a la familia de sistemas FΛ′ y con respecto a la familia de componentes

conexas que contienen a M , A∗
Λ′,δ.

Ilustramos el significado de la definición 45, de atractor CRES, en la Figura

4.8.

Observación 4 Si la familia de atractores {M,AΛ′ , FΛ′} es RES entonces es

CRES. Pero, si la familia es CRES, no necesariamente es RES. Demostramos

esta afirmación, mediante el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 24 Consideremos la familia de sistemas dinámicos definido por el

sistema en coordenadas polares dependiente de λ > 0,

ṙ = r(1 − r), λ ∈ R+,

θ̇ = θ(2π − θ)(θ − λ), r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π.
(4.16)

El punto P , con coordenadas r = 1, θ = 0 es asintóticamente estable

para λ > 0 y atrae al plano R2 excepto el rayo θ = λ incluido el origen;

A+
λ (P ) = R2\{(r, θ) | r ≥ 0, θ = λ}.

Fijamos dos contantes ǫ, δ > 0 (ǫ > δ).

Para λ > 0 suficientemente pequeña, existen semiórbitas con punto inicial

en Bδ(P ) ∩ A+
λ (P ) que abandonan Bǫ(P ) si ǫ < 1. Esto prueba que la familia

de atractores no es RES. Por otro lado, las semiórbitas que comienzan en la

componente conexa de Bδ(P )∩A+
λ (P ) que contiene el punto P , A∗

λ,δ permanecen

en Bǫ(P ), ver la Figura 4.4.

Por lo tanto la familia de atractores {P,AR+ , FR+} es CRES.

Otro ejemplo de familias de atractores que tiene la propiedad CRES, pero

no tiene la propiedad RES, está dado por la siguiente familia de sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias dependientes de un parámetro.

Ejemplo 25 Sea la familia de sistemas de ecuaciones que dependen del pará-

metro λ > 0.
ẋ = −x(1 − x2y5),

ẏ = y(y − λ − x2).
(4.17)

El espacio fase X es R2, el espacio de parámetros, Λ, es R+, el valor cŕıtico

del parámetro λ0 = 0 y, M = {(0, 0)}, es un punto de equilibrio fijo para toda

λ ∈ Λ. Para λ > 0, el sistema tiene otros tres puntos de equilibrio distintos de

M, estos son: M ′
λ = (0, λ) y, los otros dos puntos que resultan de la intersección

de las curvas, x2 = 1
y5 con y = λ+x2. La familia de atractores, {M,A+

Λ , F(0,+∞)

es CRES pero, no RES. Dado ǫ > 0 y δ ∈ (0, ǫ), cualquier órbita con punto

inicial en el conjunto, Bδ(M)∩{(x, y) ∈ X | y > λ+x2}, abandona la ǫ-vecindad

esférica Bǫ(M) mientras que, toda órbita con punto inicial en Bδ(M)∩{(x, y) ∈
X | y < λ + x2}, permanece en Bǫ(M). (Ver las Figuras 4.10–4.11)

Un ejemplo más de familias de atractores que tiene la propiedad CRES pero

no tiene la propiedad RES, construido a partir del ejemplo 25, multiplicando

la primera ecuación de este sistema por el factor, 1 + x2y5, y la segunda por

x2 + λ + y, lo presentamos a continuación.
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Ejemplo 26 Sea la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

que dependen del parámetro λ > 0.

ẋ = −x(1 − x4y10),

ẏ = y[y2 − (λ + x2)2].
(4.18)

El espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ, el valor cŕıtico del pa-

rámetro λ0 = 0 y, M = {(0, 0)} es el conjunto invariante común. (Ver las

Figuras 4.12–4.13).
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x ’ = − 0.5 x + y
y ’ = − 0.5 x − x
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Figura 4.2: Ilustración de la pérdida cŕıtica de la propiedad de atracción.
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x ’ = 0.5 x (x2 − 0.5)
y ’ = − y              

 
 

 
 

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

y

x ’ = 0  
y ’ = − y

 
 

 
 

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

y

Figura 4.3: Ilustración de la pérdida cŕıtica no equiestable, de la propiedad de

atracción de M .
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x ’ = − 0.52 x − 0.5 y
y ’ = − 0.52 y        
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Figura 4.4: Ilustración de una familia de atractores no ES, pero estable para el

sistema correspondiente al valor cŕıtico del parámetro.

Figura 4.5: Ilustración de la definición de familia de atractores que tiene la

propiedad RES.
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x ’ = x (x2 − 0.252)      
y ’ = y (x2 − 0.252) − x2
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Figura 4.6: Las órbitas con punto iniciales cercanos al origen, se aplanan en

dirección del eje “x” y se alargan en dirección del eje “y”.
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x

y

M

λ>0 λ =0

M x

y

Figura 4.7: Las órbitas se alargan en dirección del eje “x” y se planan en

dirección del eje “y”.

ε
δ
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x

γ+
λ′(x)

γ+
λ′(x

′)

x′

A∗

λ,δ

Aλ′

Figura 4.8: Ilustración de la definición de una familia de atractores que tiene

la propiedad CRES.
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δλ,δ
∗

θ=λ

(1,λ)

A

Figura 4.9: Ilustración del ejemplo 24 que trata de una familia de atractores

que tiene la propiedad CRES pero no tiene la propiedad RES.
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x ’ = − x (1 − x2 y5)
y ’ = y (y − x2)      
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Figura 4.10: Ilustración del comportamiento de una familia de atractores que

tiene la propiedad CRES y no tiene la propiedad RES. Arriba λ = 0, abajo

λ = 0.5.
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x ’ = − x (1 − x2 y5)
y ’ = y (y − 1 − x2)  
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Figura 4.11: Ilustración del comportamiento de una familia de atractores que

tiene la propiedad CRES y no tiene la propiedad RES. Arriba λ = 1, abajo

λ = 1.5.
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x ’ = − x (1 − x4 y10)
y ’ = y (y2 − x4)     
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Figura 4.12: Ilustración del comportamiento de otra familia de atractores que

tiene la propiedad CRES pero, no tiene la propiedad RES. Arriba λ = 0, abajo

λ = 0.5.
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x ’ = − x (1 − x4 y10)   
y ’ = y (y2 − (1 + x2)2)
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Figura 4.13: Ilustración del comportamiento de otra familia de atractores que

tiene la propiedad CRES pero, no tiene la propiedad RES. Arriba λ = 1, abajo

λ = 1.5.



CAPÍTULO 5

Teoŕıa de Bifurcaciones.

5.1 Antecedentes.

La presente teoŕıa tiene sus origenes en la Bifurcación de Hopf y se desarrolla a

partir de una de sus posteriores generalizaciones, las Bifurcaciones que surgen

de equilibrios estables, invertiendo en estas últimas el sentido del tiempo y

debilitando la hipótesis referente al valor cŕıtico del parámetro. Con la finalidad

de tener una visión clara de estas cosas, presentamos un breve desarrollo de las

ideas que las originaron.

5.1.1 Bifurcación de Hopf.

En la literatura (por ejemplo, [HK]), se enfoca la Teoŕıa de Bifurcaciones como

el estudio de los posibles cambios en la estructura de las órbitas de una ecuación

diferencial en dependencia de un parámetro, al variar este. Mediante los ejem-

plos que siguen, a pesar de su simplicidad, expresamos esta idea e ilustramos

algo de la terminoloǵıa que hemos definido en el Caṕıtulo 3 y que utilizamos

en el estudio de este problema según nuestro punto de vista.

Ejemplo 27 ( Bifurcación unidimensional, “trinche”). Consideremos la fa-

milia monoparamétrica de ecuaciones diferenciales:

ẋ = −x(x2 − λ) = λx − x3, (5.1)

91
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X

λ

λ=0

Puntos
de
equilibrio

Figura 5.1: Ilustración del ejemplo 27, bifurcación extracŕıtica: cuando λ sale

del valor cŕıtico 0, surgen dos nuevos puntos de equilibrio.

para este caso el espacio fase X es R, el espacio de parámetros Λ es R y

M = {0}. Para λ 6 0 el origen M es asintóticamente estable (AS), para

λ > 0, es inestable (“repulsor”). Para cada valor λ > 0 del parámetro surgen

dos “nuevos” puntos de equilibrios, {±
√

λ} ( asintóticamente estables). Por

lo tanto, tenemos una bifurcación extracŕıtica del equilibrio M (ver la Figura

5.1).

Ejemplo 28 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones dependiente

del parámetro λ,

ẋ = y,

ẏ = −x + λy − y3, (x, y ∈ R, λ ∈ R).
(5.2)

En este ejemplo, el espacio fase X es R2 y M es el equilibrio {(0, 0)} del sis-

tema, este es independiente del parámetro. Para λ 6 0, M es un foco estable (

correspondiendo a una oscilación amortiguada). En efecto, tomando la función

de Lyapunov v(x, y) = 1
2
(x2 + y2) y calculando la derivada total, para λ < 0,

tenemos:

v̇(x, y) = xẋ + yẏ = λy2 − y4 = y2(λ − y2) ≤ 0, (5.3)

con esto demostramos que M es estable y, aplicando el principio de inva-

riancia de LaSalle ([Am] Teor. 18.3 pp. 234), también tenemos que M es

asintóticamente estable para λ ≦ 0. Por otra parte, para λ > 0 el equilibrio
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Figura 5.2: Ilustración del ejemplo 28, bifurcación extracŕıtica: cuando λ sale

del valor cŕıtico 0, surge de M una órbita periódica Cλ cuyo diámetro aumenta

cuando λ crece.

M es un foco inestable (local); corresponde a un oscilador excitado. Para ve-

rificar la inestabilidad de M , calculamos d
dt

(x2 + y2) = 2y2(λ − y2) ≥ 0, para

| y |<
√

λ, según un argumento análogo al principio de invariancia de LaSalle,

intercambiando el tiempo t por −t, tenemos que M es inestable. Para valo-

res de λ tendiendo a 0, las órbitas van hacia M . Para verificar lo anterior,

calculamos nuevamente la variación del cuadrado de la distancia desde los pun-

tos iniciales de las soluciones del sistema (5.2), al conjunto M , para estimar

la variación de esta distancia con respecto al tiempo. Entonces tenemos que
d
dt

(x2 + y2) = 2y2(λ − y2) < 0, para | y |>
√

λ → 0( cuando λ → 0+). Por el

Teorema de Poincaré-Bendixson ( ver [HK],pp. 367 Teor. 12.5 ) , existe un

ciclo ĺımite Cλ, que se colapsa en M cuando λ → 0+ (Ver la Figura 5.2).

Ejemplo 29 (Bifurcación cŕıtica bidimensional). Consideramos el sistema de

ecuaciones lineales en el parámetro λ,

ẋ = y,

ẏ = −x + λy, (x, y ∈ R, λ ∈ R).
(5.4)

El espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ es R y M = {(0, 0)} para

el punto de equilibrio del sistema (5.4), para cualquier λ. Si λ < 0, M es un

foco estable (oscilación amortiguada). Para λ = 0, M es un centro (oscilación

no amortiguada). Y finalmente para λ > 0, M es un foco inestable (oscilación

excitada). (Ver la Figura 5.3). Cada vecindad de M contiene ciclos cuando

λ = 0. Es decir, para λ = 0, M no es aislado de conjuntos invariantes.

En los ejemplos anteriores tenemos que si el tipo de estabilidad del equi-

librio M cambia cuando el sistema está sujeto a pequeñas perturbaciones del
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Figura 5.3: Ilustración del ejemplo 29, bifurcación cŕıtica: para el valor cŕıtico

del parámetro λ = 0, M no es aislado de conjuntos invariantes, toda vecindad

de M contiene una órbita periódica.

parámetro λ alrededor de λ = 0, estos cambios de estabilidad generalmente van

acompañados del surgimiento o desaparición de pequeñas órbitas que se acumu-

lan alrededor del punto de equilibrio M . En relidad, este importante fenómeno

de bifurcación es lo que se conoce como la clásica Bifurcación de Hopf 1 . El

Teorema de Hopf nos da algunas condiciones suficientes para la ocurrencia

de este tipo de bifurcación y se enuncia en el siguiente contexto.

Dado el sistema,

ẋ = F (x, λ), (x : R+ → Rn, F : Rn × R → Rn; λ ∈ R) (5.5)

(con F anaĺıtica en x ). Se supone que x = 0 es un punto de equilibrio para

toda λ ∈ R es decir:

F (0, λ) = 0 (∀λ ∈ R). (5.6)

Separamos F en partes lineal y no lineal:

ẋ = Lλx + f(x, λ). (5.7)

( Lλ es una matriz de n × n independiente de x). Entonces vale:

Teorema 5.1.1 ([Ho],[MM]) Para λ = 0, sean exactamente dos autovalores de

Lλ puramente imaginarios: µ± = ±iβ (β > 0) y suponiendo que las trayec-

torias de µ±(λ) crucen el eje imaginario transversalmente (ver la Figura 5.4).

Entonces existe una familia de soluciones periódicas dependientes del parámetro

1precursores: Poincaré, Andrónov (+ escuela).
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λ que se acumulan en el origen para λ → 0. En general las soluciones periódicas

existen o para λ < 0 (“subcŕıtico”), λ > 0 (“ultracŕıtico”), o λ = 0 (“cŕıtico”).

En los primeros dos casos, existe para cada λ (suficientemente pequeña) exac-

tamente un ciclo (esto no se cumple cuando no vale la condición de transver-

salidad).

α

β

µ

µ

+

−

Figura 5.4: Illustración de la hipótesis de transversalidad del Teorema 5.1.1, de

la bifurcación de Hopf.

En los ejemplos 27, 28 y 29, los autovalores respectivos son: µ = λ para el

ejemplo 27 y, µ±(λ) = λ±
√

λ2−4
2

, con µ±(0) = ±i, µ′
±(0) = 1

2
para los ejemplos

28 y 29. Por lo tanto, la bifurcación de M es del tipo Hopf.

El rasgo común que presenta el punto de equilibrio M de cada una de las

ecuaciones diferenciales en los ejemplos 27, 28 y 29, analizados anteriormente,

es el cambio de estabilidad del punto de equilibrio fijo M cuando λ cambia de

signo de izquierda a derecha sobre el eje real. Tenemos que para λ < 0, M

es estable y, para λ > 0, M es inestable. En los tres casos decimos que a M

exhibe una pérdida cŕıtica de la estabilidad cuando λ cambia de signo (o λ sale

del valor ćıtico del parámetro).

Para el valor “cŕıtico” del parámetro λ (λ = 0 en los ejemplos) puede haber

estabilidad de M( como en los tres ejemplos 27, 28 y 29) o inestabilidad de

M(en los mismos, con la inversión del tiempo, es decir: sustituyendo −t en

lugar de t en las ecuaciones correspondientes). Parafraseando la Definición 29;

decimos que el punto de equilibrio o conjunto invariante M tiene una pérdida

cŕıtica (o ganancia extracŕıtica) de estabilidad en λ = λ0, si para λ = λ0 M es

inestable y para ciertos valores arbitrariamente cercanos a λ0 M es estable. La
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ganancia cŕıtica de la estabilidad de M es equivalente a la pérdida extracŕıtica

de la estabilidad de M , y viceversa.

5.1.2 Bifurcaciones que surgen de equilibrios estables,

en general.

Una extensión del Teorema de Hopf se realizó permitiendo conjuntos invariantes

en vez de ciclos, y reemplazando la condición que se refiere a los autovalores de

la parte lineal, por una condición de cambio (ganancia cŕıtica) de la estabilidad.

En esta dirección estudiaron este problema Marchetti, Negrini, Salvadori

y Scalia en 1976 [MNSS] y Marchetti [Ma]. Ellos demostraron que:

Si el origen 0, del espacio fase es asintóticamente estable (AS) para λ0, y

completamente inestable para ciertos valores del parámetro λn → λ0, entonces

surgen conjuntos invariantes Mn ajenos a M para cada λn tales que d(Mn,0) →
0 para n → ∞. En particular, en el caso del plano, estas serán órbitas periódicas

(debido al Teorema de Poincaré-Bendixon), como en la teoŕıa de Hopf.

Es decir, la pérdida extracŕıtica de la estabilidad implica lo que llamamos,

bifurcación extracŕıtica. Aśı que la existencia de la bifurcación no depende de la

parte lineal del sistema, sino del cambio de estabilidad (esta puede ser resultado

de cambio de signo de partes reales de autovalores pero no necesariamente.)

Este es un fenómeno que se explica mediante otras propiedades más generales

que tienen los sistemas dinámicos. El ejemplo que sigue, refuerza la afirmación

anterior.

Ejemplo 30 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones dependientes

del parámetro λ,

ẋ = y,

ẏ = −x + y3(λ − x2), (x, y ∈ R, λ ∈ R).
(5.8)

El espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ es R y, M el punto

de equilibrio {(0, 0)}, independiente del parámetro. Para λ 6 0, M es AS.

Para demostrarlo, consideremos la función de Lyapunov: v(x, y) = 1
2
(x2 + y2),

calculando la derivada total, tenemos:

v̇(x, y) = xẋ + yẏ = λy2 − y4 = y4(λ − x2) ≤ 0, (5.9)

luego, para λ < 0 de la ecuación (5.9), implica que M es estable. Aplicando el

principio de invariancia de LaSalle ([Am] Teor. 18.3 pp. 234) y considerando
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nuevamente la ecuación (5.9), tenemos también que M es asintóticamente es-

table para λ ≦ 0, puesto que v(x, y) → +∞ cuando ‖(x, y)‖ → +∞. Por otra

parte, para λ > 0 el equilibrio M es completamente inestable. Para verificar

esto, calculamos d
dt

(x2 + y2) = 2y4(λ− x2) ≥ 0, para | x |<
√

λ y, nuevamente,

según un argumento análogo al principio de invariancia de LaSalle, intercam-

biando el tiempo t por −t, tenemos que M es inestable. Para valores de λ ten-

diendo a 0 , las órbitas van hacia M . Para demostrar lo anterior, calculamos

nuevamente la variación del cuadrado de la distancia desde los puntos iniciales

de las soluciones del sistema (5.8), al conjunto M , para estimar la variación

de esta con respecto al tiempo. Aśı tenemos que, d
dt

(x2 +y2) = 2y4(λ−x2) < 0,

para | x |>
√

λ → 0 ( cuando λ → 0+). Por el Teorema de Poincaré-Bendixson

( ver [HK], pp. 367 Teo. 12.5 ), existe un ciclo ĺımite Ĉλ, que se colapsa en

M cuando λ → 0+. (Ver las Figuras 5.5 y 5.6). Por lo tanto, existe una bifur-

cación de Hopf; sin embargo, el Teorema 5.1.1 de Hopf no es aplicable porque

los autovalores del sistema lineal asociado al sistema (5.8), siempre son cero.

En 1994, Seibert y Florio, [SF] extendieron lo anterior en las siguientes

direcciones:

1. A sistemas semidinámicos en espacios métricos arbitrarios, bajo una con-

dición de compacidad asintótica local (LAC) en A, es decir:

Dadas las sucesiones (xn), (λn), (tn) tales que F
[0,tn]
λn

(xn) ⊂ A, tn →
+∞, λn → λ0, entonces el conjunto {F tn

λn
(xn)} es relativamente com-

pacto {F [0,t]
λ (x) := Fλ({x} × [0, t]) = {F t′

λ (x) | t′ ∈ [0, t]} trayectoria por

x con parámetro λ}.

2. Al caso donde la inestabilidad completa es relajada, por ejemplo: el origen

0 (o conjunto invariante M) no es atractor débil (NAD), o sea,

(∃xN)(∃λN), d(xn,M) → 0, λn → λ0 L+
λn

(xn) ∩ M = ∅.

Si M es AS para λ0 y NAD para Λ ( además de satisfacer la condición

LAC) entonces existe una bifurcación extracŕıtica. Tal es el caso de la

transición extracŕıtica de foco a silla.

Ejemplo 31 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones depen-

dientes del parámetro λ,

ẋ = −y(λ − y2),

ẏ = −x − y, (x, y ∈ R, λ ∈ R+).
(5.10)



98 Teoŕıa de Bifurcaciones.

El espacio fase X es R2 y, ponemos a M como el punto de equilibrio

{(0, 0)} del sistema, independiente del parámetro. Para λ = 0, M es un

foco estable. Para demostrarlo, consideremos los autovalores de la parte

lineal del sistema en cuestión. Estos son:

µ±(λ) = −1±
√

1+4λ
2

, µ±(0) = −1, 0 y, µ′
±(0) = 0. Por lo tanto, para λ > 0,

M es un punto silla; y surgen dos focos (puntos que se bifurcan) los cuales

se alejan de M cuando λ se aleja de 0. En este caso el Teorema de Hopf,

no es aplicable porque no se cumple la hipótesis de transversalidad, por el

contrario, tenemos d
dt

µ±(λ)|λ=0
= 0 (ver las Figuras 5.7 y 5.8).

En las demostraciones de la existencia de bifurcaciones para los casos an-

teriores, se utiliza como herramienta el Principio de persistencia de la

estabilidad asintótica el cual enunciamos como sigue:

Cuando un sistema semidinámico Fλ0
involucra un conjunto invariante M

AS (atractor estable), es perturbado ligeramente, aparece en el sistema Fλ per-

turbado, un conjunto invariante AS arbitrariamente cercano al atractor original

(ver, [Se2] y [Yo]). Esto significa que en esencia también se preserva la región

de atracción (no se puede colapsar súbitamente ).

En la ganancia cŕıtica (pérdida extracŕıtica) de la estabilidad asintótica, la

bifurcación extracŕıtica del conjunto invariante M (aislado de conjuntos invari-

antes) ocurre, cuando entre la región de repulsión Rλ del “nuevo” repulsor M

y la región de atracción del“nuevo” atractor M ′
λ brotan los conjuntos Mλ que

se separan de M . (Corresponde al caso MNSS, cuando M = {0} es el origen

del espacio fase e independiente del parámetro.) Ilustramos este Teorema de

dinámica topológica en la Figura 5.9.

En la Figura 5.9, se tiene que, Rλ es la región de λ−repulsión de M , A+
λ0

(M)

es la λ0−región de atracción de M , M ′
λ es un atractor maximal en A+

λ0
, los Mλ

son conjuntos invariantes y cerrados en U\M donde U es una vecindad de M

y se tiene la siguiente relación entre estos conjuntos:

M ⊂ Rλ ⊂ M ′
λ ⊂ A+

λ0
(M).

A continuación presentamos un ejemplo prototipo que a pesar de su simpli-

cidad, ilustra lo que hemos mencionado en el párrafo anterior.
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Ejemplo 32 Bifurcación bidimensional extracŕıtica silla– nodo. Consideremos

la familia monoparamétrica de ecuaciones diferenciales:

ẋ = −x(x2 − λ)

ẏ = −y, (x, y ∈ R, λ ∈ R).
(5.11)

El espacio fase X es R2, y ponemos M = {(0, 0)} para el punto de equilibrio del

sistema de ecuaciones diferenciales (5.11). Para λ = 0, M es un nodo estable;

mientras que para λ > 0 surgen dos nodos estables (−
√

λ, 0) y (
√

λ, 0) y, M

se convierte en un punto silla. El equilibrio M del sistema (5.11), sufre una

pérdida extracŕıtica de la estabilidad (Ver la Figura 5.10).

La conclusión del estudio del problema de la existencia de bifurcaciones a partir

de equilibrios estables, es que siempre que un conjunto invariante M tenga una

pérdida o ganancia de la estabilidad cuando un parámetro alcanza o sobrepasa

un valor cŕıtico para el cual M es aislado de conjuntos invariantes, ocurre una

bifurcación de M , excepto posiblemente en algunos casos muy especiales. Como

los mencionados por Florio y Seibert en [SF1].

Considerando nuevamente los ejemplos 27, 28 y 29 de la subsección anterior,

concernientes a la bifurcación de Hopf, reescalando el tiempo t con −t, tenemos

que el cambio de la estabilidad y la bifurcación extracŕıtica de M se preservan2.

Siguiendo esta linea de investigación, relajando la hipótesis de que para

λ = λ0, M es AS; y en su lugar, suponiendo que para λ = λ0, M sea inestable

en el sentido negativo (completamente inestable). Para evitar la doble negación,

invertimos la escala del tiempo. Entonces tenemos que al poner −t en lugar de t

que para λ = λ0, M es (completamente) inestable en el sentido negativo y para

cada λ 6= λ0 pero λ → λ0 M AS, esto es, una pérdida cŕıtica de la estabilidad

de M y la bifurcación extracŕıtica de M se preserva. Entonces una transición

de inestabilidad completa hacia la estabilidad asintótica de M , va acompañada

de una bifurcación extracŕıtica cuando el conjunto invariante M es aislado de

conjuntos invariantes en el valor cŕıtico del parámetro. Esta conclusión resulta

trivial, pues basta con reescalar el tiempo y se obtiene a partir del resultado en

2En 1984, depués de un seminario que versó sobre la clásica bifurcación de Hopf en la

Universidad Centro Occidental de Venezuela, a Seibert se le ocurrió que este fenómeno de

bifurcación, pudiera estar ligado a ciertos principios (de persistencia) topológicos de natu-

raleza muy general. Ah́ı se pudo haber originado el enfoque que presentamo aqúı y del cual

se derivó la teoŕıa bosquejada en el esquema que presentamos en la introducción de este

trabajo.
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[SF1]; por esta razón, en lo que presentamos aqúı, reemplazamos la hipótesis de

inestabilidad completa por la de mera inestabilidad de M en el valor cŕıtico del

parámetro y para los valores arbitrariamente cercanos a este, suponemos que M

es estable. Aplicando el principio de persistencia de la inestabilidad (ver

Cap. 2) y suponiendo que la familia de atractores satisface la propiedad CRES

definida en el Caṕıtulo 3, demostraremos en la siguiente sección la existencia

de la bifurcación extacŕıtica de M .

5.2 Bifurcaciones que surgen de conjuntos in-

variantes inestables.

5.2.1 La existencia de bifurcaciones extracŕıticas.

Proposición 5.2.1 Sea M ⊂ X un conjunto compacto y positivamente in-

variante. Supongamos además que M es un atractor con región de atracción

A+(M).

Entonces la frontera de la región de atracción, ∂A+(M); es positivamente

invariante.

Demostración. Supongamos que ∂A+(M) no es positivamente invariante.

Sea x ∈ ∂A+(M), entonces existe τ > 0 tal que o F τ (x) ∈ A+(M) o F τ (x) ∈
CA+(M). Sea y := F τ (x). Si y ∈ A+(M), puesto que A+(M) es abierto e

invariante (ver [Sa], pp. 57–58); entonces x ∈ A+(M), luego x 6∈ ∂A+(M), por

lo tanto se tiene una contradicción. Por otra parte, si y ∈ CA+(M), puesto

que CA+(M) es abierto, existe (por continuidad de F con respecto a x ) una

vecindad V ∈ Vx tal que F τ (V ) ⊂ CA+(M) y F τ (V ) ∈ Vy. Pero V contiene

puntos de A+(M); esto contradice que A+(M) es positivamente invariante.

El contenido de la Proposición anterior está impĺıcito en el Teorema 1.8 en [Bh],

pp. 60, para el caso de sistemas dinámicos.

Lema 5.2.2 Sea M ⊂ X compacto y positivamente invariante bajo cierto

sistema semidinámico (X,T, F ). Supongamos que se cumplen las siguientes

hipótesis:

i) Para ǫ > 0, M es aislado de conjuntos invariantes con respecto a la bola

cerrada Bǫ(M), es decir: si M ′ ⊂ X es invariante y M ′ ⊂ Bǫ(M) ⇒
M ′ ⊂ M.
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ii) M es conexo y toda vecindad esférica de M es arco-conexa;

iii) M es un atractor con región de atracción A+(M); y

iv) (∃δ > 0) Bδ(M)\A∗
δ 6= ∅, donde A∗

δ es la componente conexa de

A+
δ (M) := A+(M) ∩ Bδ(M)

que contiene a M .

Entonces existe z∗ ∈ A∗
δ tal que γ+(z∗) 6⊂ Bǫ(M).

Demostración: Elegimos x ∈ M y x′ ∈ Bδ(M)\A∗
δ (existe por la condición

iv)). Aplicando la hipótesis ii), según la cual Bδ(M) es arco–conexa, tenemos

que existe una función continua ϕ : I → Bδ(M), donde I = [0, 1] tal que

ϕ(0) = x y ϕ(1) = x′. Escribimos σ := ϕ(I); por la Definición de la función

ϕ, σ ⊂ Bδ(M). Definimos el conjunto B := {t ∈ [0, 1] ‖; ϕ(t) ∈ A∗
δ}; entonces

B 6= ∅, puesto que ϕ(0) = x ∈ M ⊂ A∗
δ . Por otro lado, ϕ(1) = x′ 6∈ A∗

δ ,

lo cual quiere decir que ϕ−1(B), tiene una cota superior menor que 1. Como

consecuencia de todo esto, incluyendo que A∗
δ ∈ VM , existe t∗ ∈ (0, 1) tal que

t∗ = sup B. Por la continuidad de ϕ, existe z ∈ Bδ(M) para la cual ϕ(t∗) = z;

entonces z ∈ ∂A∗
δ , pues en caso contrario se tiene t∗ 6= sup B, lo cual es una

contradicción. Por lo tanto, z ∈ ∂A∗
δ ∩ Bδ(M) (ver la Figura 5.11).

Por otra parte, ∂A+(M) es un conjunto positivamente invariante (Propo-

sición 5.2.1) y cerrado (se sigue de la Definición de frontera de un conjunto).

Dado que z ∈ ∂A, γ+(z) ⊂ ∂A y también L+(z) ⊂ ∂A, además, γ+(z) y L+(z)

son conjuntos invariantes (ver [Sa], pp 36 y 40). La región de atracción de

M , A+(M) es abierta, entonces ∂A ∩ M = ∅, por ende γ+(z) ∩ M = ∅ y

L+(z)∩M = ∅. En particular, la hipótesis (i) implica que γ+(z) 6⊂ Bǫ(M). El

complemento de la ǫ−vecindad cerrada de M es un conjunto abierto, entonces

(∃z′ ∈ γ+(z))( ∃η > 0) Bη(z
′) ⊂ CBǫ(M) (5.12)

Fijamos z′ ∈ γ+(z) y η > 0 tales que satisfacen (5.12). Para z′, la depen-

dencia continua con respecto a las condiciones iniciales implica que existe δ′

tales que Bδ′(z) ⊂ Bδ(M) y

(∀y′ ∈ Bη(z
′)) (∃y ∈ Bδ′(z)) (∃τ > 0) F τ (y) ∈ Bη(z

′). (5.13)
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En particular,

(∃y∗ ∈ Bη(z
′)) (∃z∗ ∈ Bδ′(z) ∩ A∗

δ) F τ (z∗) ∈ CBǫ(M). (5.14)

La ecuación (5.14) implica que γ+(z∗) 6⊂ Bǫ(M).

El contenido del Lema 5.2.2, lo ilustramos en la Figura 5.12.

Proposición 5.2.3 Sea (X,T, F ) un sistema smidinámico y, supongamos que

se cumplen las siguientes hipótesis:

(i) El conjunto M ⊂ X es no vaćıo, compacto y positivamente invariante

para todo λ ∈ Λ;

(ii) F es LAC sobre W ∈ VM ;

(iii) M es inestable.

Entonces

I(M) ∩ W 6= ∅ (5.15)

Demostración. Sea W ∈ VM , F LAC sobre W y M inestable. A partir de las

hipótesis (iii) e (i), siendo M inestable y compacto existe una vecindad U ∈ VM ,

escogida, sin pérdida de generalidad, de manera que U ⊂ W y entonces

(∃xN ⊂ U)(∃tN ⊂ R+)(∃x∗ ∈ M) : xn → x∗, F tn(xn) ∈ γ+(xn) ∩ ∂U, (5.16)

donde los puntos F tn(xn) ∈ ∂U existen por la continuidad de F con respecto

a t. La suposición (según la hipótesis (i)) que se refiere a que M es compacto

y positivamente invariante, implica que tn → +∞ (ver la Proposición 2.1.5

del Caṕıtulo 2). Por otra parte, F es LAC sobre W ( ver la hipótesis (ii));

de esto concluimos que existe una subsucesión de
{
F tn(xn)

}∞
n=1

, que converge

sobre ∂U ⊂ W . Elegimos esta subsucesión, la depuramos, la reenumeramos y

finalmente la reescribimos de la siguiente manera:
{
F tn(xn)

}∞
n=1

. Sea

yn := F tn(xn), tn ≥ 0 para cada n ∈ N, (5.17)

entonces

∃y∗ ∈ I(M) ∩ ∂U ⊂ I(M) ∩ W tales que yn → y∗; (5.18)

por lo tanto vale la relación (5.15).
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Teorema 5.2.4 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos sobre un es-

pacio métrico X localmente conexo, Λ∗ ⊂ Λ λ0 6∈ Λ∗, λ0 ∈ Λ∗ y supongamos

además que se cumplen las siguientes hipótesis.

i) Existe un conjunto M ⊂ X, no vaćıo, compacto, conexo y positivamente

λ-invariante para todo λ ∈ Λ con las siguientes propiedades:

a) M es λ0-inestable;

b) M es λ-asintóticamente estable para todo λ ∈ Λ∗ ⊂ Λ.

ii) para cada λ ∈ Λ∗, Fλ es LAC en alguna vecindad W ∈ VM .

iii) M satisface la propiedad CRES con respecto a Λ∗.

Entonces existe una bifurcación extracŕıtica de M en λ0, relativo a Λ∗.

Demostración: Sean W ∈ VM , Fλ0
LAC sobre W . A partir de la Proposición

5.2.3, siendo M λ0-inestable (hipótesis i) a)) y compacto, tenemos

Iλ0
(M) ∩ W 6= ∅ (5.19)

Sea ǫ > 0, suficientemente pequeño para que

Bǫ(M) ⊂
◦

W (5.20)

y

Iλ0
(M) 6⊂ Bǫ(M). (5.21)

Para este ǫ fijamos el correspondiente δ ∈ (0, ǫ) según la propiedad CRES.

Siendo el espacio X localmente conexo, existe una vecindad conexa Vδ ∈ VM

tal que

Vδ ⊂ Bδ(M). (5.22)

Debido a (5.21) existe un punto x ∈ Vδ tal que

γ+
λ0

(x) 6⊂ Bǫ(M). (5.23)

Por 5.23 y (5.20) existe t > 0 tal que y := F t
λ0

(x) ∈
◦

W \Bǫ(M). Por la

dependencia continua con respecto al parámetro λ (persistencia de la extensión

dinámica) tenemos que:

(∃N ∈ N )(∀λ ∈ N) y′ := F t
λ(x) ∈

◦
W \Bǫ(M). (5.24)
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Siendo el conjunto M λ-atractor, con región de atracción Aλ, y la familia

de atractores {M,AΛ∗ , FΛ∗} CRES en λ0, más concretamente

γ+
λ (A∗

λ,δ(M)) ⊂ Bǫ(M), (5.25)

vale x 6∈ A∗
λ,δ(M), debido a (5.23). Siendo x ∈ Vδ, esto implica que CA∗

λ,δ(M)∩
Vδ 6= ∅, o sea, ∅ 6= A∗

λ,δ(M) ∩ Vδ & Vδ (ya que A∗
λ,δ(M) ⊂ VM). De esto

concluimos que

∂Vδ
A∗

λ,δ 6= ∅ 3(pues en caso contrario Vδ no seŕıa conexo). Elegimos z ∈
∂Vδ

A∗
λ,δ. Puesto que la familia de sistemas semidinámicos FΛ∗ es LAC en una

vecindad W (hipótesis ii)), aplicando la propiedad de dependencia continua

con respecto a las condiciones iniciales junto con las ecuaciones (5.19) y (5.20)

tenemos,

L+
λ (z) ⊂ γ+

λ (z) ⊂ Bǫ(M) ⊂ W. (5.26)

[La segunda inclusión sigue mediante un argumento elemental a partir de

(5.24), tomando en cuenta (5.21).] Tomamos

M ′
λ := L+

λ (z); (5.27)

este conjunto es ajeno con M , compacto, débilmente invariante y compuesto

de órbitas principales (ver [Sa], Teorema 3.4- (i) y Teorema 3.5 pp.40-41).

El contenido del Teorema 5.2.4 lo ilustramos en la Figura5.13.

5.2.2 La existencia de bifurcaciones cŕıticas.

Definición 46 Un conjunto invariante y cerrado, M ⊂ X exhibe una bifur-

cación débilmente cŕıtica con respecto a una familia de sistemas semidinámicos

FΛ en λ0 ∈ Λ, si cada una de sus vecindades contiene un conjunto cerrado M ′

débilmente λ0-invariante no contenido en M y, para cada λ ∈ Λ′ ⊂ Λ tal que

λ → λ0, M es aislado de conjuntos positivamente débilmente invariantes. Si

en particular, M ′ ∩ M = ∅, este concepto se reduce al de bifurcación cŕıtica.

Definición 47 Una familia de sistemas semidinámicos FΛ es localmente asin-

tóticamente compacto (LAC) en λ0 en un conjunto W , si para cualquier terna

3∂BA := ∂A ∩ B .
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de sucesiones, xN, tN, λN, tales que tn → +∞, λn → λ0, y F
[0,tn]
λn

(xn) ⊂ W

para todo n ∈ N, la sucesión {F tn
λn

(xn)} es un conjunto relativamente compacto.

Teorema 5.2.5 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos definida sobre

un espacio métrico X, localmente conexo. Supongamos además que se cumplen

las mismas hipótesis puestas en el Teorema 5.2.4 excepto ii) y iii), las cuales

reemplazamos por: la familia de sistemas semidinámicos FΛ LAC en λ0 en una

vecindad W ∈ VM y, M no es CRES, respectivamente.

Entonces ocurre una bifurcación cŕıtica o débilmente cŕıtica de M para λ =

λ0. Además existe una órbita principal para Fλ0
.

Demostración: Primero, sea W ∈ VM y según la negación de la propiedad

CRES; fijamos una ǫ > 0 tales que Bǫ(M) ⊂ W y, para cualquier pareja de

vecindades, N ∈ N y Bδ(M) con δ ∈ (0, ǫ), tenemos que

γ+
λ (A∗

λ,δ) 6⊂ Bǫ(M) (5.28)

vale para alguna λ ∈ N , donde A∗
λ,δ está definida como en el Teorema 5.2.4;

la componente conexa de Aλ,δ := Aλ ∩ Bǫ(M) que contiene a M . Fijamos λ

y δ dadas por (5.28). Siendo la intersección de dos conjuntos abiertos, Aλ,δ

es abierto, entonces es localmente conexo (véase [Ku] pp. 163). El conjunto

A∗
λ,δ es una componente de Aλ,δ, por lo tanto es abierto [Ku], entonces es una

vecindad de M .

Luego, definimos los dos siguientes subconjuntos de A∗
λ,δ :

Ae
λ,δ := {x ∈ A∗

λ,δ | γ+
λ (x) 6⊂ Bǫ(M)}, (5.29)

y

Ai
λ,δ := {x ∈ A∗

λ,δ | γ+
λ (x) ⊂ Bǫ(M)}. (5.30)

Ambos conjuntos definidos por (5.29) y ( 5.30) son no vaćıos. Para Ae
λ,δ,

esto es consecuencia de la negación de la propiedad CRES, concretamente de

(5.28); para Ai
λ,δ, es consecuencia de que M es λ−asintóticamente estable (para

λ ∈ Λ′). Los conjuntos Ai
λ,δ y Ae

λ,δ son ajenos, el segundo por definición (ver

(5.29)) y el primero porque M es λ-asintóticamente estable; para la ǫ que hemos

fijado en (5.28), existe η > 0 tales que γ+
λ (Bη(M)) ⊂ Bǫ(M). Tomando en

cuenta que A∗
λ,δ es una vecindad de M , tenemos inmediatamente que, Ai

λ,δ 6= ∅.

A saber, A∗
λ,δ∩Bη(M) 6= ∅, y Ae

λ,δ∩Bη(M) = ∅, por lo tanto Ai
λ,δ∩Bη(M) 6= ∅.
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En el siguiente paso demostraremos que los dos conjuntos definidos por

(5.29) y (5.30) son abiertos: para Ae
λ,δ es consecuencia de la dependencia con-

tinua con respecto a los puntos iniciales, siendo A∗
λ,δ abierto. Para Ai

λ,δ, hacemos

las dos siguientes afirmaciones: primera, que cualquier semiórbita γ+
λ (x) con

punto inicial x ∈ Ai
λ,δ, permanece dentro de la ǫ′- vecindad esférica Bǫ′(M),

para ǫ′ < ǫ; y segunda, esta órbita (en la primera afirmación), depués de un

cierto tiempo τ , queda dentro de Bδ(M).

La segunda de estas afirmaciónes es consecuencia de que M es λ- asintóti-

camente estable.

En efecto, para la δ fija en (5.29) y (5.30), escogemos un α ∈ (0, δ) tales que

γ+
λ (Bα(M)) :=

⋃

x∈Bα(M)

γ+(x) ⊂ Bδ(M), (5.31)

y τ > 0 tales que

F τ
λ (x) ∈ Bα/2(M). (5.32)

Entonces, concluimos que

γ+
λ (F τ

λ )(x)) ⊂ Bδ(M). (5.33)

La primera afirmación se sigue entonces, de la continuidad de las órbitas con

respecto a t: definiendo la función d(t) := d(F t
λ(x),M), esta alcanza un valor

máximo ǫ′ < ǫ sobre el intervalo compacto [0, τ ]. Luego, por la dependencia

continua con respecto a los valores iniciales, cualquier semiórbita γ+
λ (x′), con x′

suficientemente cercano a x, permanecerá dentro de Bǫ(M) durante el intervalo

de tiempo [0, τ ], al término del cual estará en el conjunto Bα(M), por (5.32), y

continuará después en Bδ(M) como consecuencia de (5.31). Esto implica que

x′ ∈ Ai
λ,δ, lo que demuestra que este conjunto es abierto.

Puesto que todo conjunto conexo, como A∗
λ,δ no se puede separar en dos

conjuntos abiertos ajenos (Ai
λ,δ y Ae

λ,δ), existe un tercer subconjunto

A0
λ,δ 6= ∅ (5.34)

de A∗
λ,δ ajeno de Ai

λ,δ y Ae
λ,δ, tales que

A∗
λ,δ = Ai

λ,δ ∪ A0
λ,δ ∪ Ae

λ,δ. (5.35)

Por definición de la primera y tercera componentes de esta unión, toda

semiórbita positiva γ+
λ (x), con x ∈ A0

λ,δ, contiene un punto y = F t
λ(x), t > 0,
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en el conjunto Sǫ(M); si existen más de un punto, existe un primero y este lo

denotaremos con yλ(x), y el correspondiente valor de t para el cual se alcanza

este punto, con tλ(x), más expĺıcitamente:

yλ(x) := F
tλ(x)
λ (x) ∈ Sǫ(M). (5.36)

Ilustramos la demostración hasta este punto mediante la Figura 5.14.

Elegimos una sucesión δN, δn → 0, y una correspondiente sucesión λN,

λn → λ0, tales que vale (5.28) para cada λn, δn en lugar de λ y δ y una co-

rrespondiente sucesión xN tales que xn ∈ A0
λn,δn

, para todo n ∈ N. Los puntos

correspondientes a yλn
(xn) y los tiempos tλn

(xn) los denotaremos en forma

abreviada como yn y tn, respectivamente. Se sigue de la compacidad y la

invariancia positiva de M , que tn → +∞. Luego, por la propiedad LAC en λ0

en el conjunto W ∈ VM , de la familia FΛ, la sucesión yN tiene un punto de

acumulación y∗ ∈ Sǫ(M), el cual podemos suponer sin pérdida de generalidad,

que es el ĺımite de la sucesión yN y lo fijamos.

Probaremos que existe una λ0−órbita principal (es decir que está definida

para todos los valores de t ∈ R) a través de y∗ y que está contenida en Bǫ(M)

Primero construiremos la órbita principal γ̂λ0
(y∗), a través de y∗ ∈ Sǫ(M).

Sea {tm} una sucesión de números reales positivos no acotada. La idea es cons-

truir una sucesión de extensiones sucesivas de γ̂λ0
(y∗), con dominios [−tm, 0),

siendo cada extensión, una extensión hacia atrás de la que le precede.

Para este fin, definimos una sucesión doble de puntos

xm
n = F tn−tm

λn
(xn), con tm < tn. (5.37)

Para todo m fijo, la sucesión resultante en n, contiene un número infinito de

elementos, porque tn → +∞, y esta es relativamente compacta por la propiedad

LAC de la familia FΛ (las semi órbitas γ+
λ0

(xn), por definición de las xn’s, están

contenidas en Bǫ(M), por lo tanto en W ). Podemos por lo tanto suponer que

toda sucesión {xm
N
} converge (mediante una depuración sucesiva de la sucesión

original xN correspondientes a los valores crecientes de m), y denotamos los

respectivos ĺımites por ym. Esto es, para cada m fija

F tn−tm

λn
(xn) → ym, cuando n → +∞, con tm < tn. (5.38)

Entonces, por los Axiomas II y III, vale la siguiente relación para toda

m ≥ 2:

ym−1 = F tm−tm−1

λ0
(ym). (5.39)
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En efecto escribiendo m− 1 en lugar de m en la relación (5.37) y aplicando

el Axioma II, obtenemos

F tn−tm−1

λn
(xn) = F

tm−tm−1+(tn−tm)
λn

(xn) = F tm−tm−1

λn
(F

(tn−tm)
λn

(xn)). (5.40)

Luego, tomando el ĺımite en (5.40) cuando n → +∞ y aplicando el Axioma

III, llegamos a (5.39).

Si definimos y0 = y∗ y t0 = 0, (5.39) vale también para m = 1.

Para cada número t < 0, le asignamos un punto y(t) seleccionando m tal

que −tm < t 6 −tm−1 y definimos

y(t) = F tm+t
λ0

(ym). (5.41)

La independencia de y(t) con respecto de m es consecuencia inmediata de la

propiedad de semigrupo; en particular, ym = y(−tm), y y∗ = y(0). Por la

misma razón, (5.41) se puede extender al caso de un punto arbitrario y(s) con

s < t, en lugar de ym:

y(t) = F
(t−s)
λ0

(y(s)), (5.42)

lo que demuestra que y(·) es una extensión hacia atrás de γ+
λ0

(y∗) y, puesto

que tm → +∞, esta define una órbita principal a través de y∗ y la denotamos

por γ̂λ0
(y∗). Por simples argumentos de continuidad, considerando que y(t) es

el ĺımite de una sucesión de puntos dentro de Bǫ(M) se sigue que la órbita

principal γ̂λ0
(y∗) también está contenida en Bǫ(M). Puesto que ǫ se puede

tomar arbitrariamente pequeña, esto demuestra la existencia de una bifurcación

(posiblemente débilmente) cŕıtica de M . Ilustramos el contenido del Teorema

de la bifurcación cŕıtica mediante la Figura 5.15.

Corolario 5.2.6 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos sobre un es-

pacio métrico, X, localmente conexo y sea el conjunto compacto M ⊂ X. Su-

pongamos además que se cumplen las siguientes hipótesis:

1. M es asintóticamente estable para toda λ∗ ∈ Λ∗, donde Λ∗ ⊂ Λ;

2. M no es asintótimente estable para λ = λ0; λ0 6∈ Λ∗, λ0 ∈ Λ∗;

3. Fλ0
es LAC en una vecindad W ∈ VM ; y

4. M es equiestable en λ0 con respecto a la familia FΛ∗ .
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Entonces existe una bifurcación cŕıtica de M para λ = λ0.

Demostración: Sea W ∈ VM , aplicando la Proposición 4.3.1, el conjunto M es

λ0-estable (exhibe una pérdida equiestable de la atracción). Consecuentemente,

toda vecindad U ∈ VM contiene una vecindad V ∈ VM tal que x ∈ V implica

que γ+
λ0

(x) ⊂ U. Sin pérdida de generalidad, podemos escoger las vecindades

U y V , tales que V ⊂ U ⊂ W y entonces la propiedad LAC implica que el

conjunto ĺımite L+
λ0

(x) no es vaćıo, compacto y débilmente invariante ( ver, [Sa]

Cap.II, Teorema 3.5). Por otra parte, la hipótesis de que M no es λ0-atractor y

el Teorema 6.7 en [Sa] implican que L+
λ0

(x) ∩ M = ∅, para alguna x ∈ V. Esto

y la λ∗-estabilidad asintótica de M para cada λ∗ ∈ Λ∗ que garantiza que M

sea un conjunto λ∗-aislado de conjuntos λ∗-invariantes, implican que M exhibe

una bifurcación cŕıtica.

Corolario 5.2.7 Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos sobre un es-

pacio métrico X localmente conexo. Sea Λ∗ ⊂ Λ con, λ0 ∈ Λ \ Λ∗, λ0 ∈ Λ∗ y

supongamos que además se cumplen las siguientes hipótesis.

i) Existe un conjunto M ⊂ X, no vaćıo, compacto, conexo y positivamente

λ-invariante para todo λ ∈ Λ con las siguientes propiedades:

a) M es λ0-inestable;

b) M es λ-asintóticamente estable para todo λ ∈ Λ∗.

ii) FΛ es LAC en λ0 en una vecindad W ∈ VM .

Entonces existe una bifurcación de M para λ = λ0. La bifurcación puede ser

extracŕıtica o cŕıtica o débilmente cŕıtica.

Demostración: Considerando las hipótesis de este Corolario, si la familia de

atractores {M,A+
Λ∗ , FΛ∗} es CRES el Teorema 5.2.4 implica que el conjunto M

exhibe una bifurcación extracŕıtica. Si la familia de atractores {M,A+
Λ∗ , FΛ∗}

no es CRES, aplicando el Teorema 5.2.5 tenemos que el conjunto M exhibe una

bifurcación cŕıtica o posiblemente débilmente cŕıtica.
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5.2.3 La existencia de bifurcaciones h́ıbridas.

Definición 48 Dada una familia de sistemas semidinámicos FΛ que tiene un

conjunto común M compacto y positivamente invariante, decimos que M tiene

una bifurcación (débilmente) h́ıbrida en λ0, si tiene ambas bifurcaciones: una

(débilmente) cŕıtica y otra extracŕıtica en λ0. Decimos que M exhibe una bifur-

cación simple si solamente exhibe una bifurcación cŕıtica o débilmente cŕıtica o

extracŕıtica pero no h́ıbrida.

Corolario 5.2.8 Suponiendo las mismas hipótesis del Corolario 5.2.7. Si con-

sideramos únicamente una bifurcación simple es decir, solamente bifurcación

extracŕıtica o bifurcación (débilmente) cŕıtica del conjunto M, las condiciones

respectivas dadas en el Corolario 5.2.7 son necesarias y suficientes, o sea,

a) M exhibe una una bifurcación extracŕıtica simple en λ0 si sólo si la familia

de atractores {M,A+
Λ∗ , FΛ∗} es CRES ; y

b) M exhibe una bifurcación cŕıtica o posiblemente débilmente cŕıtica simples

en λ0 si y sólo si la familia de atractores {M,A+
Λ∗ , FΛ∗} no es CRES.

Demostración: Primero demostremos la condición necesaria para el inciso a).

Por contradicción, supongamos que M exhibe una una bifurcación extracŕıtica

en λ0, y que la familia de atractores {M,A+
Λ∗ , FΛ∗} no es CRES, aplicando

el Teorema 5.2.5 tenemos que el conjunto M exhibe una bifurcación cŕıtica o

posiblemente débilmente cŕıtica, lo cual es una contradicción con la hipótesis

de la bifurcación extracŕıtica simple de M en λ0. La suficiencia para el inciso

a), se sigue del Teorema 5.2.4.

Demostración de la segunda parte. La condición necesaria para el inciso

b), se sigue también por cotradicción. Suponiendo que M exhibe una bifur-

cación cŕıtica o débilmente cŕıtica en λ0, y que para ambos casos, la familia de

atractores {M,A+
Λ∗ , FΛ∗} es CRES, el Teorema 5.2.4 implica que el conjunto M

exhibe una bifurcación extracŕıtica en λ0, lo cual es una contradicción con la

hipótesis de bifurcación cŕıtica o posiblemente débilmente cŕıtica simples de M

en λ0. La suficiencia para el inciso b), se sigue del Teorema 5.2.5.

Observación 5 Las bifurcaciones extracŕıtica o (débilmente) cŕıtica de M son

ambas compatibles con las propiedades CRES y noCRES de la familia de atrac-

tores {M,A+
Λ∗ , FΛ∗}, en el siguiente sentido; el Teorema 5.2.4 nos garantiza la
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existencia de la bifurcación extracŕıtica de M en λ0, pero no excluye la posibili-

dad de que exista bifurcación (débilmente)cŕıtica de M en λ0. Análogamente, el

Teorema 5.2.5 nos garantiza la existencia de la bifurcación (débilmente)cŕıtica

de M en λ0, pero, no excluye la posibilidad de que exista bifurcación extracŕıtica

de M en λ0. Esta observación nos motivó a dar la Definición 48, de bifurcación

h́ıbrida de M en λ0. Las bifurcaciones de este tipo, las ilustramos mediante los

dos ejemplos que siguen.

Ejemplo 33 Consideremos el sistema de ecuaciones en el plano, dependiente

del parámetro λ ≥ 0 :

ẋ = x3(x2 − λ)(1 − x2),

ẏ = −λy3.
(5.43)

Para este caso, el espacio fase X es R2, el espacio de parámetros Λ es R+, el

valor cŕıtico del parámetro λ0 = 0 y M = {(0, 0)}, es el equilibrio común de

la familia monoparamétrica sistemas (5.43). Para λ = λ0, M es inestable y

no está aislado del conjunto de puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones

diferenciales (5.43): {(x, y) ∈ R2 | x = 0}. Para λ > 0, la familia de atractores

{M,A+
(0,+∞), F(0,+∞)}, es CRES, luego, el Teorema 5.2.5 implica la existencia

de una bifurcación extracŕıtica de M, en λ = 0, el conjunto de puntos de bifur-

cación, es M ′
λ = {(±

√
λ, 0)}. Sin embargo, no es excluyente la posibilidad de

la existencia de una bifurcación cŕıtica de M para λ = 0 como en este caso.

Este tipo de bifurcaciones pertenece a la clase que hemos llamado bifurcaciónes

h́ıbridas. (Ver la Figura 5.16.)

Ejemplo 34 Consideremos el sistema de ecuaciones en el plano, dependiente

del parámetro λ ≥ 0,

ẋ = (x − λ)2 − (y − λ)2,

ẏ = (x − λ)y.
(5.44)

El espacio fase X es R2, el espacio de parámetros es R+ y M es {(0, 0)},
el punto de equilibrio de la ecuación monoparamétrica (5.44), para toda λ ≥ 0.

Para λ = 0, el conjunto M es inestable y surgen de este órbitas homocĺınicas

(ver la Figura 5.17.)

Para λ > 0, surge de M el conjunto M ′
λ = {(λ, λ), (2λ, 0)} de puntos de

equilibrio de (5.44) ajeno de M . La linealización del sistema (5.44) en (0, 2λ)
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tiene dos autovalores positivos: µ = λ, µ = 2λ y, por lo tanto (0, 2λ) es un

nodo inestable (localmente); en (λ, λ), la linealización del sistema (5.44) tiene

un autovalor µ = 0 de multiplicidad 2 inestable (ver la Figura 5.17).

La familia de atractores {M,A+
(0,+∞), F(0,+∞)}, no es CRES, luego, el Teo-

rema 5.2.5 implica la existencia de una bifurcación débilmente cŕıtica de M,

en λ = 0, como en este caso. Sin embargo, no es excluyente la posibilidad

de la existencia de una bifurcación extracŕıtica, tal como se demuestra en este

ejemplo. Este tipo de bifurcación de M, en λ = 0, es un ejemplo de la que

llamamos, bifurcación débilmente h́ıbrida de M en λ = 0. En M se acumulan

órbitas homocĺınicas.
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x ’ = y        
y ’ = − x − y5
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Figura 5.5: Ilustración del ejemplo 30, arriba para λ = 0, M es asintóticamente

estable y, abajo para λ = 0.25, M es inestable y surge una órbita periódica .
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x ’ = y                    
y ’ = − x − y3 (0.5 − x2)
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Figura 5.6: Ilustración del ejemplo 30, arriba para λ = 0.5 y, abajo para

λ = 0.75. Existe una bifurcación del tipo Hopf, sin embargo, el Teorema 5.1.1

de Hopf no es aplicable porque los autovalores del sistema lineal asociado al

sistema (5.8), siempre son cero. La existencia de la bifurcación no depende de

la parte lineal del sistema, sino del cambio de estabilidad.
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x ’ = y3    
y ’ = − x − y
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Figura 5.7: Ilustración del ejemplo 31, arriba para λ = 0, M es un foco estable.

Abajo, para λ = 0.25, M es un punto silla y surgen dos focos estables.
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x ’ = − y (0.5 − y2)
y ’ = − x − y        
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Figura 5.8: Ilustración del ejemplo 31, arriba λ = 0.5 y, abajo λ = 0.75.

Los focos que se bifurcan se alejan de M cuando λ crece. En este caso el

Teorema 5.1.1 de Hopf, no es aplicable porque no se cumple la hipótesis de

transversalidad.
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Figura 5.9: Ilustración del Teorema de Seibert - Florio, sobre existencia de

bifurcaciones extracŕıticas que surgen de equilibrios estables. La bifurcación

ocurre en el anillo topológico sombreado: M ′
λ \ Rλ, para λ 6= λ0.
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Figura 5.10: Ilustración del ejemplo 32, arriba para λ = 0, M es un nodo

estable. Abajo, para λ > 0 surgen dos nodos estables, M se convierte en un

punto silla (inestable) y exhibe una bifurcación extracŕıtica.
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Figura 5.11: Ilustración de la primera parte de la demostración de Lema 5.2.2,

se obtiene una órbita γ+(z) 6⊂ Bǫ(M) donde z ∈ ∂A∗
δ(M) ∩ σ.
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Figura 5.12: Ilustración del Lema 5.2.2, existe z∗ ∈ A∗
δ tal que γ+(z∗) 6⊂ Bǫ(M).
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Figura 5.13: Ilustración del Teorema 5.2.4 de la bifurcación extracŕıtica: el

conjunto de bifurcación ajeno de M es M ′
λ := L+

λ (z), el cual es compacto,

débilmente invariante y está compuesto de órbitas principales.
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Figura 5.14: Ilustración de la tricotomı́a: A∗
λ,δ = Ai

λ,δ∪A0
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λ,δ, los conjuntos

Ai
λ,δ y Ae

λ,δ, son abiertos. Puesto que el conjunto A∗
λ,δ es conexo, A0

λ,δ 6= ∅.
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Figura 5.15: Ilustración del Teorema 5.2.5 de la bifurcación cŕıtica. Aqúı ilus-

tramos que la órbita principal γ̂λ0
(y∗) construida inductivamente, está con-

tenida en Bǫ(M).
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x ’ = x3 (x2 − 0.25) (1 − x2)
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Figura 5.16: Ilustración del Ejemplo 33 de la bifurcación h́ıbrida. El conjunto

de puntos de bifurcación, es M ′
λ = {(±

√
λ, 0)}. Sin embargo, el Teorema 5.2.5

no excluye la posibilidad de la existencia de una bifurcación cŕıtica de M para

λ = 0.



124 Teoŕıa de Bifurcaciones.

x ’ = x2 − y2

y ’ = x y      
 
 

 
 

−0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

x ’ = (x − 0.25)2 − (y − 0.25)2

y ’ = (x − 0.25) y               
 
 

 
 

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

Figura 5.17: Ilustración del Ejemplo 34 de la bifurcación débilmente h́ıbrida.

Para λ > 0, surge de M el conjunto M ′
λ = {(λ, λ), (2λ, 0)} de puntos de equi-

librio de (5.44) ajeno de M. Esta familia de atractores no es CRES, el Teorema

5.2.5 implica la existencia de una bifurcación débilmente cŕıtica de M, en λ = 0.

Sin embargo, no es excluyente la posibilidad de la existencia de una bifurcación

extracŕıtica.
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5.2.4 Ejemplos diversos.

La importancia que tiene la presente teoŕıa consiste en su aplicación en el

estudio de problemas de bifurcaciones que ocurren en sistemas semidinámicos

definidos sobre espacios de dimensión infinita.

En el siguiente ejemplo haremos uso del Corolario 5.7 de [SADA], con-

cerniente a la teoŕıa de reducción de estabilidad, para verificar la hipótesis de

estabilidad asintótica de un punto de equilibrio en el estudio de su bifurcación

cuando el parámetro es distinto de su valor cŕıtico. En el contexto actual, el

corolario citado se reduce a lo siguiente:

Corolario 5.2.9 Sea F un sistema semidinámico sobre un espacio métrico X;

supongamos que los conjuntos M,Y ⊂ X son cerrados, no vaćıos, positivamente

invariantes, y además, que se cumplen las siguientes hipótesis:

(i) Y es uniformemente estable:

(∀ǫ > 0)(∃δ > 0) γ+(Bδ(Y )) ⊂ Bǫ(Y );

Figura 5.18: Ilustración de la hipótesis (i) del Corolario 5.2.9.

(ii) Y es B−atractor:

(∀A ∈ B)(∀ǫ > 0)(∃t > 0) F [t,+∞)(A) ⊂ Bǫ(Y ),

donde B es la familia de subconjuntos acotados de X;

(iii) M es B′
Y −atractor:

(∀AY ∈ B′
Y )(∀ǫ > 0)(∃t > 0) F [t,+∞)(AY ) ⊂ Bǫ(M),

donde B′
Y es la familia de subconjuntos de X, de distancia acotada respecto

a Y ;
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(iv) el sistema semidinámico (o semigrupo), F es B-acotado, es decir

(∀A ∈ B)(∃β > 0) γ+(A) ⊂ Bβ(M).

Entonces M es B-globalmente asintóticamente estable, o sea,

(∀A ∈ B)(∀ǫ > 0)(∃t > 0) F [t,+∞)(A) ⊂ Bǫ(M)

y además M es estable.

La idea intuitiva del contenido geométrico del Corolario 5.2.9, la ilustramos en

la Figura 5.19. En esta, tenemos la relación M ⊂ Y ⊂ X; las flechas verticales

con sentido hacia Y , ilustran la hipótesis (ii) y las horizontales que apuntan

hacia M , representan la hipótesis (iii). Los conjuntos X e Y son ambos de

dimensión infinita, Y es “de dimensión menor que X”, en el sentido de
◦
Y = ∅.

X

Y
M

Figura 5.19: El conjunto M es B-globalmente asintóticamente estable.

Ejemplo 35 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, a-

coplado y dependiente del parámetro λ,

ut = λuxx,

vt = λvxx + uv, (0 < x < 1) (λ > 0).
(5.45)

Ponemos condiciones de Dirichlet en la frontera,

u(0, t) = u(1, t) = 0

v(0, t) = v(1, t) = 0, (t ≥ 0)
(5.46)
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y condiciones iniciales,

u(x, 0) = ϕ0(x)

v(x, 0) = ψ0(x), (0 ≤ x ≤ 1)
(5.47)

con ϕ0, ψ0 ∈ Ho. El sistema está bien planteado para X = Ho ×Ho, donde

Ho := {χ ∈ L2(0, 1) | χ, χ′son absolutamente continuas,

χ′′ ∈ L2(0, 1) and χ(0) = χ(1) = 0 }.

En lo que sigue, para simplificar la notación escribiremos L2 en lugar de L2(0, 1).

Tenemos que X es un espacio lineal normado, con norma

‖(ϕ, ψ)‖X := ‖ϕ‖Ho
+ ‖ψ‖L2 , (5.48)

y

‖ϕ‖Ho
:= ‖ϕ‖L2 + ‖ϕ′′‖L2 . (5.49)

El conjunto de parámetros para este caso es Λ = R+. Para cada λ ∈ Λ la

λ−solución (uλ, vλ), donde uλ : R × R+ → R, vλ : R × R+ → R,) del sistema

de ecuaciones (5.45) está dada expĺıcitamente por

uλ(x, t) = e−λtAϕ0 (5.50)

vλ(x, t) = e−λtAψ0 +

∫ t

0

e−λ(t−τ)A(Kvλ)(τ)dτ, (5.51)

donde

(Kvλ)(t) := (uλvλ)(t) ∈ Ho,

las funciones ϕ0 y ψ0 se interpretan, en la aplicación f́ısica más común como

distribuciones iniciales de temperatura, dadas en (5.47), y finalmente A es el

operador

A = − d2

dx2
, con dominio D(A) = Ho.

En el contexto actual escribiremos, para cada λ, F t
λ(ϕ, ψ) := (uλ, vλ)(t), para

definir una familia de sistemas semidinámicos en el espacio X.
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Consideremos los conjuntos,

Y = {(ϕ, ψ)|ϕ = 0} (5.52)

M = {(ϕ, ψ)|ϕ = 0, ψ = 0}, (5.53)

del espacio X. Puesto que cada elemento de la familia de semigrupos {e−λtA | λ ∈
Λ} es un semigrupo contractivo en L2(0, 1), también, para cada λ ∈ Λ,

Lvλ = e−λtAψ +

∫ t

0

e−λ(t−τ)A(Kvλ)(τ)dτ,

define un mapeo contractivo en C([0, t],Ho) para t pequeña. Entonces tenemos

que para cada λ ∈ Λ, vλ está bien definida para cada t > 0.

A continuación vamos a verificar las hipótesis del Corolario 5.2.9 para cada

λ ∈ Λ.

(i) Y es λ-uniformemente estable.

Dado ϕλ ∈ Ho, tenemos que

uλ(x, t) = e−λtAϕ =
∞∑

m=1

e−λm2π2tcmsin mπx, (5.54)

cm = 2

∫ 1

0

ϕ(s)sin mπsds. (5.55)

Entonces uλ(x, t) → 0 cuando t → +∞, uniformemente en x, porque

‖uλ(x, t)‖∞ := supx∈(0,1) |uλ(x, t)| decrece monótonamente como función

de t, para cada λ > 0. Por lo tanto, (uλ, vλ) → (0, vλ) cuando t → +∞
uniformemente en X. Ilustramos lo anterior en la Figura 5.20.

(ii) El conjunto Y es B−atractor uniforme en X. Esto se demuestra con el

mismo argumento que en (i).

(iii) El conjunto M es BY −atractor uniforme en Y. En efecto, para F t
λ(ϕ, ψ) ∈

Y, uλ = 0. Por lo tanto, (5.50) implica que, dado ψ ∈ Ho,

vλ(x, t) = e−λtAψ =
∞∑

m=1

e−λm2π2tdmsin mπx,

con

dm = 2

∫ 1

0

ψ(s)sin mπsds.

Entonces vλ(x, t) → M cuando t → +∞ uniformemente en Y . Ilustramos

lo anterior simbólicamente mediante la Figura 5.21.
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X

Y

M

: u = 0

u

v

ϕ

Figura 5.20: La solución (uλ, vλ) → (0, vλ) cuando t → +∞ uniformemente en

X.

(iv) Finalmente, vamos a demostrar que el sistema semidinámico, Fλ es B−a-

cotado. Esto significa que para cualquier conjunto acotado, B ∈ B, no

puede ocurrir algo parecido a lo que ilustramos en la Figura 5.22.

Las órbitas con puntos iniciales en conjuntos acotados estan acotadas. Para

esto, demostraremos que las órbitas estan uniformemente acotadas sobre con-

juntos acotados. En efecto, supongamos que

‖(ϕ, ψ)‖X ≤ R para alguna R > 0,

y consideremos la solución F t
λ(ϕ, ψ) := (uλ, vλ) del sistema (5.45) con uλ(x, 0) =

ϕ(x), vλ(x, 0) = ψ(x), y la función,

wλ(t) :=
1

2

∫ 1

0

v2
λdx. (5.56)

Derivando con respecto a t obtenemos,

ẇλ(t) =

∫ 1

0

(vλvλt)dx =

=

∫ 1

0

vλ(λvλxx + uλvλ)dx =

= λ

∫ 1

0

vλvλxxdx +

∫ 1

0

uλv
2
λdx.
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X

Y

M

: u = 0

u

v

ϕ

Figura 5.21: La solución vλ(x, t) → M cuando t → +∞ uniformemente en Y .

X

Y

M

: u = 0

u

v

(ϕ,ψ)

Figura 5.22: Toda solución con punto inicial en un conjunto acotado conte-

niendo a M , no sale de este.

Luego, integrando por partes,

ẇλ(t) =

∫ 1

0

(λvλxxvλ + uλv
2
λ)dx =

= −
∫ 1

0

λv2
λxdx + [vλxvλ]

1
0 +

∫ 1

0

uλv
2
λdx =

= −
∫ 1

0

λv2
λxdx +

∫ 1

0

uλv
2
λdx ≤

∫ 1

0

uλv
2
λdx,

entonces

ẇλ(t) ≤
∫ 1

0

uλv
2
λdx. (5.57)

Por otro lado,

uλ ≤ |uλ| ≤ ‖uλ‖∞ = sup
x∈(0,1)

|uλ(x, t)|, (5.58)
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entonces

∫ 1

0

uλv
2
λdx ≤

∫ 1

0

|uλ|v2
λdx ≤ ‖uλ‖∞

∫ 1

0

v2
λdx (5.59)

Aplicando 5.58 y 5.59 obtenemos la siguiente desigualdad

ẇλ(t) =

∫ 1

0

−λv2
λxdx +

∫ 1

0

uλv
2
λdx ≤

∫ 1

0

(−λv2
λx + ‖uλ‖∞v2

λ)dx. (5.60)

Haremos una estimación de ‖uλ(x, t)‖∞. Considerando las ecuaciones (5.54)

y (5.55), obtenemos

‖uλ‖∞ ≤
∞∑

m=1

e−λm2π2t|cm|. (5.61)

En la ecuación anterior acotaremos el coeficiente de Fourier, |cm|. Nueva-

mente integrando por partes

cm = 2

∫ 1

0

ϕ(s) sin πsds =

= −[
2ϕ(s)

mπ
cos mπs]10 +

2

mπ

∫ 1

0

ϕ′(s) cos πsds =

=
2

mπ

∫ 1

0

ϕ′(s) cos mπsds.

Otra vez, integrando por partes

∫ 1

0

ϕ′(s) cos πsds =

= [
ϕ′(s)

mπ
sin mπs]10 −

1

mπ

∫ 1

0

ϕ′′(s) sin mπsds =

= − 1

mπ

∫ 1

0

ϕ′′(s) sin mπsds.

Por lo tanto

cm = 2

∫ 1

0

ϕ(s) sin πsds = − 2

m2π2

∫ 1

0

ϕ′′(s) sin mπsds,

de aqúı, utilizando la desigualdad de Hölder:

∫ 1

0

|ϕ′′(s)|ds ≤ ‖ϕ′′‖L2 ,

obtenemos finalmente una cota para los coeficientes |cm|
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|cm| ≤
2

m2π2

∫ 1

0

|ϕ′′(s)|ds ≤ 2‖ϕ′′‖L2

m2π2
,

como consecuencia tenemos

‖uλ‖∞ ≤
∞∑

m=1

2‖ϕ′′‖L2e−λm2π2t

m2π2
≤ 2‖ϕ′′‖L2

π2

∞∑

m=1

1

m2
. (5.62)

Pero

‖ϕ′′‖L2 ≤ R y

∞∑

m=1

1

m2
=

π

6
,

entonces

‖uλ(x, t)‖∞ ≤ R

3π
. (5.63)

De (5.56), (5.57) y (5.63) tenemos

ẇλ(x, t) ≤ 2R

3π
wλ(x, t) (5.64)

de donde concluimos que

wλ(t) ≤ e
R
3π

twλ(0) ≤ R2

3π
e

R
3π

t, t > 0. (5.65)

La desigualdad (5.65) significa que la función wλ(t) correspondiente a la

mitad del cuadrado de la norma vλ(x, t), es de orden exponencial para cualquier

función inicial ψ acotada.

Demostraremos que para cada t suficientemente grande , ẇλ(x, t) ≤ 0, pero

antes, considerando la integral

vλ(x, t) =

∫ 1

0

vλs(s, t)ds, (5.66)

elevando al cuadrado ambos lados de (5.66) y aplicando la desigualdad de

Schwartz obtenemos

v2
λ(x, t) = (

∫ 1

0

vλs(s, t)ds)2 ≤ ‖1‖2
L2‖vλs(s, t)‖2

L2

≤ x

∫ x

0

v2
λs(s, t)ds ≤

∫ x

0

v2
λs(s, t)ds,

v2
λ(x, t) ≤

∫ x

0

v2
λs(s, t)ds ≤

∫ 1

0

v2
λs(s, t)ds
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Por lo tanto,

v2
λ(x, t) ≤

∫ 1

0

v2
λs(s, t)ds, (5.67)

luego, integrando ambos lados de (5.67) sobre el intervalo [0, 1], concluimos que

∫ 1

0

v2
λ(x, t)dx ≤

∫ 1

0

v2
λx(x, t)dx, (5.68)

Para cada t, derivando wλ(t) integrando por partes, y aplicando las desigual-

dades (5.68) y (5.60) tenemos

ẇλ(t) ≤
∫ 1

0

(−λv2
λx + ‖uλ‖∞v2

λ)dx ≤
∫ 1

0

(−λv2
λx + ‖uλ‖∞v2

λx)dx, (5.69)

por lo tanto

ẇλ(t) ≤ (−λ + ‖uλ‖∞)

∫ 1

0

v2
λxdx, (5.70)

Por otra parte, de la desigualdad 5.62 obtenemos

‖uλ‖∞ ≤
∞∑

m=1

2Re−λm2π2t

m2π2
, (5.71)

entonces en (5.71), para cada λ > 0 existe un tiempo Tλ > 0 suficientemente

grande, tales que

‖u‖∞ ≤ λ (∀t ≥ Tλ), uniformemente sobre conjuntos acotados en X. (5.72)

o equivalentemente tomando en cuenta la desigualdad (5.70), expresamos lo

anterior sucintamente de la siguiente manera

(∀λ > 0)(∃Tλ > 0) (∀t ≥ Tλ) (‖u‖∞ ≤ λ ) ẇλ(t) ≤ 0, (5.73)

uniformemente sobre conjuntos acotados en X. Esto implica que que la solución

F t
λ(ϕ, ψ), permanece acotada, para t ≥ 0, tomando en cuenta además que la

función wλ(x, t) es de orden exponencial y que la función exponencial está aco-

tada para 0 ≤ t ≤ Tλ.

Considerando el subespacio

Y = { (0, ψ) | ψ ∈ Ho },
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el sistema reducido es

u = 0, vt = λvxx.

Y es invariante, M = {(0, 0)} es un B′
Y -atractor. Aplicando el Corolario 5.2.9,

resulta que para cada λ > 0 M es B–globalmente asintóticamente estable. Ver

la Figura 5.23.

u

v

(ϕ,ψ)

Y : u = 0

Figura 5.23: El conjunto M (intersección de los “ejes” u y v) es B–globalmente

asintóticamente estable.

Demostraremos que para λ = 0 la solución es inestable.

En este caso el sistema (5.45) queda

ut = 0

vt = uv, (0 < x < 1) (λ > 0),
(5.74)

con condiciones de Dirichlet en la frontera,

u(0, t) = u(1, t) = 0

v(0, t) = v(1, t) = 0, (t ≥ 0)
(5.75)

y condiciones iniciales,

u(x, 0) = ϕ(x)

v(x, 0) = ψ(x), (0 ≤ x ≤ 1)
(5.76)

con ϕ, ψ ∈ Ho. Puesto que ut(x, t) = 0, resulta u(x, t) = ϕ(x). Entonces

vt(x, t) = ϕ(x)v(x, t), de donde v(x, t) = ψ(x)etϕ(x). Por lo tanto el sistema

semidinámico correspondiente a λ = 0, queda definido como

F t
0(ϕ, ψ) := (ϕ(x), ψ(x)etϕ(x)). (5.77)
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Demostraremos que la solución de equilibrio, M, es inestable. Es decir,

(∃ǫ > 0)(∀δ > 0)(∃(ϕ, ψ) ∈ Bδ(M))(∃t∗ > 0) (F t∗

0 6∈ Bǫ(M)) (5.78)

Para esto, fijemos ǫ > 0, y, δ > 0. Sea (ϕ, ψ) ∈ X, una pareja de funciones

iniciales tales que satisfacen

0 < ϕ(x) <
ǫ

3
,

0 < ψ(x) <
ǫ

3
,

0 < |ϕ′′(x)| <
ǫ

3
, x ∈ (η1, η2) ⊂ (0, 1)

con

‖(ϕ, ψ)‖X =

∫ 1

0

ϕ2(x)dx +

∫ 1

0

(ϕ′′(x))2dx +

∫ 1

0

ψ2(x)dx < δ.

Ver la Figura 5.24.

(0, 0) η1 η2

δ

3

2δ

3

δ

ϕψ

1

χ

Figura 5.24: Ilustración de una pareja de funciones iniciales (ϕ, ψ) ∈ X.

Puesto que para t > 0

‖(ϕ, ψ)‖X =

∫ 1

0

ϕ2(x)dx +

∫ 1

0

(ϕ′′(x))2dx +

∫ 1

0

ψ2(x)e2tϕ(x)dx,

existe un T > 0 suficientemente grande tales que,

ψ2(x)e2Tϕ(x) > δ y ‖(ϕ, ψ)‖X > ǫ,

(ver la ilustración de esto en la Figura 5.25) por lo tanto M es inestable. Final-

mente, aplicando el Corolario 5.2.7 para λ = 0 el conjunto M tiene una bifur-

cación cŕıtica, es decir M no es aislado de conjuntos invariantes. Además, para
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λ > 0, M es aislado de conjuntos invariantes por ser atractor, aplicando esto

y el principio de persistencia de la inestabilidad tenemos que M es un atractor

no CRES; las órbitas se alargan en dirección del eje Y, (simbolicamente), ilus-

tramos este fenómeno en la Figuras 5.26 y 5.26 simuladas con MATLAB. El

(0, 0) η1 η2

δ

ϕψ

1

χ
ψ2(x)e2Tϕ(x) > δ

Figura 5.25: Ilustración de una pareja funciones iniciales (ϕ, ψ) ∈ X, con T > 0

tales que, ψ2(x)e2Tϕ(x) > δ y ‖(ϕ, ψ)‖X > ǫ.

conjunto de puntos de bifurcación está dado por

{(ϕ, ψ) | ϕ = 0} ∪ {(ϕ, ψ) | ψ = 0}

Ejemplo 36 Consideremos la siguiente familia de sistemas de ecuaciones di-

ferenciales, que involucra una acción retardada de la segunda ecuación sobre la

primera

ẋ(t) = −x3(t) + x(t)y(t − 1),

ẏ = y3(t) + (x2(t) − λ)y(t) (λ ≥ 0).
(5.79)

Con el propósito de aplicar nuetra teoŕıa, consideramos el sistema semidi-

námico definido por (5.79) sobre el espacio Z̃ = C([−1, 0],R2) en el siguiente

sentido: dada una función inicial ψ ∈ Z̃, sea z(·) = (x(·), y(·)) la correspon-

diente solución del sistema (5.79) [x(·) depende solamente de ψ(0)]. Luego,

denotamos con zt la función definida por

zt(θ) = z(t + θ), θ ∈ [−1, 0],
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con t en el intervalo maximal Iψ = [0, tψ) para el cual existe la solución, y

definimos el semigrupo de transformaciones locales F Iψ mediante

F t′(zt) = zt+t′ (t ≥ 0, t + t′ ∈ Iψ);

en particular, z0 = ψ.

Denotaremos los puntos del espacio Z̃ con z̃, y el origen de Z̃ (la función

identicamente cero) con õ, y escribimos Z̃ como la suma directa Z̃ = X̃ ⊕ Ỹ ,

donde cada uno de los espacios X̃ e Ỹ es una réplica de C([−1, 0],R), y los

elementos de estos espacios los denotamos como x̃ e ỹ, respectivamente. La

relación existente entre los elementos z̃ , x̃ y ỹ pertenecientes a los tres con-

juntos Z̃,X̃ y Ỹ respectivamente, la escribimos como z̃ = (x̃, ỹ). Los origenes

de los respectivos subespacios X̃ e Ỹ , los denotamos õx õy. En los tres espacios

introducimos las normas

‖z̃‖ = sup{|z(θ)| : θ ∈ [−1, 0]};

algo análogo escribimos para, ‖x̃‖ ‖ỹ‖. Aqúı |z(θ)| está definida como |x(θ)|+
|y(θ)|.

Entonces el semigrupo local F Iψ define un sistema semidinámico local sobre

el espacio Z̃ (ver por ejemplo [BO]).

Para aplicar el Corolario 5.2.7 a nuestro caso, ponemos M := {õ} para el

origen del espacio Z̃. Que la familia de sistemas sea LAC, es una consecuencia

directa del del Teorema de Arzelà-Ascoli.

Para λ = 0, M es inestable y aislado; se trata de un conjunto silla, por lo

tanto queda excluida una bifurcación cŕıtica(débil).

Para λ > 0, demostraremos la estabilidad de M siguiendo el argumento,

basado en el Teorema 3.4 [SF3] el cual establece que si un conjunto compacto

positivamente invariante M, es un atractor uniforme relativo a un conjunto

cerrado y positivamente invariante Y que contiene a M , y Y es localmente

estable cerca de M , entonces M es estable.

En este contexto, M es un atractor uniforme relativo a Y si

(∃σ > 0)(∀ǫ > 0)(∃τ > 0) Fτ (Bσ(M) ∩ Y ) ⊂ Bǫ(M),

estabilidad local de Y cerca de M significa que existe una vecindad U de M

tales que

(∀ǫ > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Bδ(M)) F [0,t](x) ⊂ U implies F [0,t](x) ⊂ Bǫ(Y ),
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y estabilidad de M quiere decir que toda vecindad de M contiene una vecindad

de M positivamente invariante.

En este ejemplo, el conjunto Y es X̃ y M es {õ} (como lo hemos puesto

al comienzo), respectivamente. En relación a X̃, el origen, õ, es claro que

es uniformemente asintóticamente estable, por lo tanto se cumple la primera

hipótesis del teorema. Sólo falta demostrar que X̃ es localmente estable cerca de

õ. La segunda ecuación de 5.79 se puede considerar como una ecuación difer-

encial ordinaria no-autónoma con x(t) actuando como una entrada . Primero

demostraremos una propiedad de tipo-estabilidad mediante la función de Lya-

punov v(y) = 1
2
y2, la derivada total con respecto a la segunda ecuación de 5.79,

de esta es

v̇ = y2(x2 + y2 − λ).

Esto implica que |y| decrece a lo largo de las órbitas siempre que el estado y y

la entrada x ambos sean menores que
√

λ/2 en valor absoluto. Denotamos este

conjunto en el espacio (x, y) con U .

Para demostrar la propiedad de estabilidad local en cuestión, definimos la

vecindad, Ũ de õ como

Ũ = {(x̃, ỹ) : ‖x̃‖ <
√

λ/2, ‖ỹ‖ <
√

λ/2}.

La relación entre un movimiento z(t) en el espacio de puntos Z = X ⊕ Y y

el movimiento que le corresponde z̃(t) = zt en el espacio de funciones Z̃ está

dado por z(t) = zt(0), es claro que si el segundo,para cualquier valor dado

de t, pertenece a Ũ , el primero pertenece a U . Entonces también es claro

que mientras z̃(t) ∈ Ũ , ỹ(t) decrece a lo largo de la órbita. De esto se sigue

inmediatamente que X̃ es localmente estable cerca de õ y también el teorema

citado es aplicable y entonces obtenemos la estabilidad de õ.

Las condiciones concernientes a la propiedad de conexidad de las vecindades

de M se cumplen porque el espacio Z̃ es lineal.

Por lo tanto, aplicando el Corolario 5.2.7 y tomando en cuenta la obser-

vación 5.3, concluimos que existe una bifurcación extracŕıtica.



5.2 Bifurcaciones que surgen de conjuntos invariantes inestables.139

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0 100 200 300 400 500 600 700 800

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

Distribucion de u(x)

Tiempo t
Distancia x

0

0.5

1 0 100 200 300 400 500 600 700 800

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Tiempo t

Distribucion de v(x)

Distancia x

Figura 5.26: Ilustración de las soluciones u(x, t) y v(x, t).
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Figura 5.27: Distribución final de temperatura para u y v.



CAPÍTULO 6

Conclusiones.

La tesis desarrolla, en forma sistemática la teoŕıa de una clase de bifurcaciones

en sistemas dinámicos y semidinámicos en espacios generales, que se caracteriza

por la existencia de inestabilidad para cierto valor cŕıtico de un parámetro

y estabilidad para valores cercanos. Por ejemplo, incluye la bifurcación de

puntos o conjuntos silla. En este sentido complementa la otra amplia clase

de bifurcaciones, muy estudiado en el pasado, cuyo prototipo es la bifurcación

de Hopf ( o de Poincaré-Andronov-Hopf), y donde se trata del caso donde hay

estabilidad para cierto valor del parámetro e inestabilidad para valores cercanos.

Ambas teoŕıas juntas dan el resultado de que cualquier cambio de estabilidad

va acompañado de una bifurcación (en el sentido en el cual entendemos el

concepto).

Algunos problemas que quedan por estudiar son los siguientes:

1. Las propiedades de la estabilidad de los conjuntos que surgen de la bi-

furcación de un punto o conjunto silla; concretamente, si estas a su vez

son conjuntos sillas ( ver los Ejemplos 38, 39 y del Apéndice B). Un

posible punto de partida de esta ĺınea de investigación, consiste resolver

este problema para el caso especial de sistemas dinámicos en un espacio

localmente compacto y después abordar el caso general acerca del com-

portamiento de sistemas semidinámicos para tiempos negativos. En el

Apéndice B, presentamos un posible punto de partida.

2. Aplicaciones de esta teoŕıa al estudio de bifurcaciones de sistemas de
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sistemas semidinámicos en dimensión infinita definidos por ecuaciones

diferenciales parciales y ecuaciones diferenciales con retardo.



APÉNDICE A

Teoŕıa general de la prolongación

perturbacional.

Este aspecto de la teoŕıa de sistemas (semi)dinámicos es en realidad un caso

especial de una teoŕıa más general. Por eso, en esta subsección desarrollamos

algunos elementos de una teoŕıa de mapeos de conjuntos a conjuntos, que pos-

teriormente se aplicarán a sistemas dinámicos y semidinámicos. El propósito

es mostrar que el concepto de prolongación y sus derivados, son conceptos de

naturaleza de mapeos arbitrarios que se pueden estudiar en un contexto más

general que el dinámico.

Sea Φ : X → 2X\∅ un mapeo de puntos a conjuntos. Para A ∈ 2X , la

imagen del conjunto A bajo el mapeo Φ está dada por Φ(A) :=
⋃

x∈A

{Φ(x)}, esto

implica que existe el mapeo inducido de conjuntos a conjuntos Φ : 2X → 2X\∅.

En este contexto la evaluación del mapeo Φ en un punto x ∈ X la definimos

como Φ(x) := Φ({x}).
Todos los mapeos Φ en cuestión tienen la propiedad aditiva, según la

siguiente proposición.

Proposición A.0.10 Sean Φ : 2X → 2X\∅, {Ai | i ∈ I} ⊂ 2X donde I es un

cojunto de ı́ndices, entonces Φ(
⋃

i∈I

Ai) =
⋃

i∈I

Φ(Ai).

Demostración. Sea y ∈ Φ(
⋃

i∈I

Ai) ⇔ (∃i ∈ I)(y ∈ Φ(Ai)) ⇔ (y ∈
⋃

i∈I

Φ(Ai)).
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La siguiente proposición implica que el mapeo Φ tiene la propiedad de

monotońıa. La demostración es obvia.

Proposición A.0.11 Si A,B ∈ 2X y A ⊂ B, entonces Φ(A) ⊂ Φ(B).

Definición 49 Sea Φ : 2X → 2X\∅ un mapeo de conjuntos a conjuntos. De-

finimos la prolongación del conjunto A ⊂ X con respecto a Φ mediante

DΦ(A) :=
⋂

ǫ>0

(Φ(Bǫ(A))). (A.1)

Con el propósito de no complicar la notación, de aqúı en adelante escribire-

mos D(A) en lugar de DΦ(A) en el contexto actual y donde no haya confusión,

cuando el mapeo Φ es fijo.

Proposición A.0.12 Sea A ⊂ X. Entonces

(∀ǫ > 0) A ⊂ Bǫ(A). (A.2)

Demostración. Sean ǫ > 0 y x ∈ A, se sigue que

(Bǫ(x)\{x}) ∩ A 6= ∅ ⇔ (∃y ∈ A) 0 < d(x, y) < ǫ ⇒ x ∈ Bǫ(A).

Proposición A.0.13 Sean Φ : 2X → 2X\∅ y A ⊂ X, entonces

⋂

ǫ>0

(Φ(Bǫ(A))) =
⋂

ǫ>0

Bǫ(Φ(Bǫ(A))). (A.3)

Demostración. Primero demostraremos la inclusión “ ⊂ ”, en (A.3). Apli-

cando la Proposición A.0.12, tenemos que

(∀ǫ > 0)(Φ(Bǫ(A))) ⊂ Bǫ(Φ(Bǫ(A))) ⇔
⋂

ǫ>0

(Φ(Bǫ(A))) ⊂
⋂

ǫ>0

Bǫ(Φ(Bǫ(A)));

con esto se concluye la primera parte. La otra inclusión, “ ⊃ ”, en (A.3); se

obtiene por contradicción. En efecto, supongamos que

⋂

ǫ>0

(Φ(Bǫ(A))) 6⊃
⋂

ǫ>0

Bǫ(Φ(Bǫ(A))); (A.4)
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esto es equivalente a las siguientes relaciones,

(∃y) y ∈
⋂

ǫ>0

Bǫ(Φ(Bǫ(A))) ∧ y ∈
⋃

ǫ>0

C(Φ(Bǫ(A))). (A.5)

La segunda relación en (A.5) implica que

(∃ǫ1 > 0) y ∈ C(Φ(Bǫ1(A))). (A.6)

El conjunto, C(Φ(Bǫ1(A))) es abierto, puesto que es el complemento del con-

junto cerrado Φ(Bǫ1(A); por lo tanto

(∃δ > 0) Bδ(y) ⊂ C(Φ(Bǫ1(A))). (A.7)

Fijamos ǫ1 > 0 y δ > 0 de acuerdo con dadas por (A.6) y (A.7) respectivamente;

entonces tenemos

Bδ(y) ∩ (Φ(Bǫ1(A))) = ∅. (A.8)

Por otro lado, la familia de conjuntos {Φ(Bǫ(A)) : ǫ > 0} es una familia de con-

juntos anidados1. Aplicando la Proposición A.0.11 concerniente a la propiedad

de monotońıa del mapeo Φ y la relación (A.8) tenemos que

Bδ(y) ∩
⋂

ǫ>0

(Bǫ(Φ(Bǫ(A)))) = ∅, (A.9)

también, aplicando la Proposición A.0.11

⋂

0<ǫ<mı́n(ǫ1,δ)

(Bǫ(Φ(Bǫ(A)))) =
⋂

ǫ>0

(Bǫ(Φ(Bǫ(A)))). (A.10)

Las dos últimas relaciones (A.9) y (A.10) juntas implican que

y 6∈
⋂

ǫ>0

(Bǫ(Φ(Bǫ(A)))) (A.11)

en consecuencia se obtiene una contradicción con la primera relación en (A.5).

La Proposición A.0.12 implica que el lado derecho de (A.3) en la proposición

A.0.13, es otra forma de expresar la prolongación del conjunto A, en términos

de las ǫ-vecindades de las imagenes de las ǫ−vecindades del conjunto A, bajo

el mapeo Φ. Esto es el contenido del siguiente corolario.

1(∀ ǫ1, ǫ2 > 0) (ǫ1 < ǫ2) ⇒ Φ(Bǫ1
(A)) ⊃ Φ(Bǫ2

(A)).
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Corolario A.0.14 Sean Φ : 2X → 2X\∅ , y ∈ X y A ∈ 2X , entonces

DΦ(A) =
⋂

ǫ>0

(Bǫ(Φ(Bǫ(A)))). (A.12)

Demostración. Es una consecuencia inmediata de (A.1)y (A.3).

En realidad para cada mapeo Φ, la prolongación correspondiente DΦ, es

también un mapeo DΦ : 2X → 2X\∅, donde para cada A ∈ 2X el valor de DΦ en

A se define como: DΦ(A) :=
⋂

ǫ>0(Φ(Bǫ(A))) o equivalentemente, considerando

el corolario A.0.14, DΦ(A) =
⋂

ǫ>0(Bǫ(Φ(Bǫ(A)))). Puesto que para todo A ∈
2X y A ⊂ DΦ(A) obtenemos DΦ(A) 6= ∅. Resulta obvio que el mapeo DΦ es

monótono como consecuencia de la monotońıa del mapeo Φ, es decir: si A ⊂ B

entonces DΦ(A) ⊂ DΦ(A). En efecto, si A ⊂ B

(∀ǫ > 0) Φ(Bǫ(A)) ⊂ Φ(Bǫ(B)).

La propiedad de monotońıa del mapeo Φ, implica que

(∀ǫ > 0)(Φ(Bǫ(A)) ⊂ Φ(Bǫ(B)),

luego, esto es equivalente a

⋂

ǫ>0

(Bǫ(Φ(Bǫ(A)))) ⊂
⋂

ǫ>0

(Bǫ(Φ(Bǫ(B)))),

y aplicando el corolario A.0.14, obtenemos DΦ(A) ⊂ DΦ(B). Como consecuen-

cia de esto se desprende que la prolongación de un conjunto, contiene todas

las prolongaciones de cada uno de los puntos del conjunto en cuestión, por lo

tanto, vale la siguiente relación.
⋃

x∈A

DΦ(x) ⊂ DΦ(A) (A.13)

donde la prolongación de cada punto x ∈ 0A, la ponemos como DΦ(x) :=

DΦ({x}), y la escribimos expĺıcitamente tomando en cuenta la relación (A.12)

reemplazando el conjunto A por el punto x,

DΦ(x) =
⋂

ǫ>0

Bǫ(Φ(Bǫ(x))). (A.14)

Por otra parte, dado un mapeo Φ : 2X → 2X\∅ y A ⊂ X la contención

DΦ(A) ⊂ ⋃
x∈A DΦ(x), no vale en general. Para demostrar lo anterior, con-

sideremos el mapeo Φ : 2X → 2X\∅, definido como Φ(A) = A, para toda
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A ⊂ X. Entonces Φ(A) = A y DΦ(A) =
⋂

ǫ>0(Φ(Bǫ(A))) = A. Si A no es

cerrado, tomamos y 6∈ A\A, entonces y ∈ DΦ(A) pero y 6∈ ⋂
ǫ>0 Bǫ(Φ(Bǫ(x))).

Si A ⊂ X y A = A, tampoco vale en general, DΦ(A) ⊂ ⋃
x∈A DΦ(x), para

cualquier mapeo Φ. Lo anterior lo ilustramos en el ejemplo que sigue.

Ejemplo 37 Sean X = [0, 1] × [0, 1] y A = {0} × [0, 1], entonces A = A.

Definimos el mapeo Φ para cada punto (x, y) ∈ A de la siguiente manera,

Φ(x, y) =





[x, 1] × {y}, si y > 0;

{(x, y)}, si y = 0.
(A.15)

Entonces

Φ(A) =
⋃

p∈A

Φ(p) = [0, 1] × (0, 1] ∪ {(0, 0)},

y,

DΦ(A) =
⋂

ǫ>0

Bǫ(Φ(Bǫ(A))) = [0, 1] × [0, 1]

además,

DΦ(p) = DΦ(0, y) =





[0, 1] × {y}, si y > 0;

{(0, 0)}, y = 0.
(A.16)

Por lo tanto, en este caso

(0, 1) ∈ DΦ(A)\
⋃

p∈A

DΦ(p),

por consiguiente, tenemos que

DΦ(A) 6=
⋃

x∈A

DΦ(x).

(Ver la siguiente figura).

La Proposición A.0.13, nos permite caracterizar los elementos de la prolon-

gación de un conjunto como los puntos que son alcanzados desde puntos

arbitrariamente cercanos al conjunto, mediante la acción del mapeo Φ;

este es el significado de la conclusión del siguiente corolario.

Corolario A.0.15 Sean y ∈ X, A ∈ 2X y Φ : 2X → 2X , entonces

y ∈ DΦ(A) ⇔ (∀ǫ > 0)(∃x′ ∈ Bǫ(A))(Φ(x′) ∩ Bǫ(y) 6= ∅). (A.17)
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Figura A.1: Ilustración: El mapeo Φ no es aditivo.

Demostración. Demostraremos la necesidad de la condición. Si y ∈ DΦ(A),

aplicando el Corolario A.0.14, obtenemos

(∀ǫ > 0) Φ(Bǫ(A)) ∩ Bǫ(y) 6= ∅, (A.18)

de aqúı obtenemos el lado derecho de de la equivalencia (A.17). Para demostrar

la suficiencia, supongamos que y satisface las condiciones el lado derecho de

(A.17); aplicando nuevamente el Corolario A.0.14, y ∈ DΦ(A).

La relación (A.17) nos provee otra forma de escribir la prolongación del

conjunto A, esta es:

DΦ(A) = {y ∈ X | (∀ǫ > 0)(∃x′ ∈ Bǫ(A))(∃y′ ∈ Bǫ(y)) y′ ∈ Φ(x′)} (A.19)

A continuación damos una caracterización más del conjunto, DΦ(A), en términos

de sucesiones. Esta caracterización la expresamos mediante la siguiente propo-

sición.
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Proposición A.0.16 Sea Φ : 2X → 2X\∅, y ∈ X y A ∈ 2X , entonces

y ∈ DΦ(A) ⇔ (∃xN ⊂ X) (∃yN ⊂ X), d(xn, A) → 0, yn → y, yn ∈ Φ(xn).

(A.20)

Demostración. Primero demostraremos la necesidad de la condición, para

esto, sea y ∈ DΦ(A) [según (A.12)]. Entonces, ∀ǫ > 0, y ∈ Bǫ(Φ(Bǫ(A))).

Luego, para cada sucesión ǫN, ǫn → 0 y, para cada n ∈ N, existen xn ∈ Bǫn
(A)

y, yn ∈ Bǫn
(y) tales que yn ∈ Φ(xn). Por lo tanto, tenemos que d(xn, A) → 0,

yn → y, con yn ∈ Φ(xn); lo cual prueba la primera parte. Para demostrar la

suficiencia, supongamos que y satisface el lado derecho de la equivalencia (A.20).

Esto implica que ∀ǫ > 0, ∃N ∈ N, suficientemente grande, tal que ∀n ≥ N ,

xn ∈ Bǫ(A), yn ∈ Bǫ(y) y yn ∈ Φ(xn) ⊂ Φ(Bǫ(A)); es decir, Bǫ(y)∩Φ(Bǫ(A)) 6=
∅, lo cual es equivalentemente a que y ∈ DΦ(A), considerando (A.12)). Esto

completa la prueba de la proposición.

La Proposición A.20 nos provee de otra forma de definir la prolongación

de un conjunto A ⊂ X con respecto a Φ, DΦ(A): nos permite ver que ésta

contiene todos los puntos a los cuales podemos aproximarnos desde

puntos arbitrariamente cercanos al conjunto A, mediante el mapeo

Φ.

A partir de (A.20) de la proposición anterior obtenemos otra forma equiva-

lente de escribir la prolongación del conjunto A, con respecto a Φ, como sigue

DΦ(A) = {y ∈ X|(∃xN ⊂ X) (∃yN ⊂ X), d(xn, A) → 0, yn → y, yn ∈ Φ(xn)}
(A.21)

Por otra parte, la siguiente proposición implica que la prolongación es en rea-

lidad la cerradura de la gráfica del mapeo Φ, en el siguiente sentido:

denotamos con ΓΦ la gráfica del mapeo Φ,

ΓΦ = {(x, y) ∈ X2|y ∈ Φ(x)},

y

(x, y) ∈ ΓΦ ⇔ (∃xN ⊂ X) (∃yN ⊂ X), xn → x, yn → y, yn ∈ Φ(xn), y ∈ Φ(x)

(A.22)

Proposición A.0.17 Sea Φ : 2X → 2X ; x, y ∈ X, entonces

y ∈ DΦ(x) ⇔ (x, y) ∈ ΓΦ.
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Demostración. Sea (x, y) ∈ ΓΦ, considerando (A.21) y (A.22) es claro que

y ∈ DΦ(x). Por otra parte si y ∈ DΦ(x), aplicando nuevamente(A.21), (x, y) ∈
ΓΦ.

Ahora consideramos una familia ΦΛ := {Φλ : 2X → 2X\∅ | λ ∈ Λ} de

mapeos de conjuntos en conjuntos y suponemos que ΦΛ satisface la siguiente

propiedad continuidad con respecto al parámetro:

a) Continuidad U-uniforme con respecto al parámetro (U ∈ 2X):

(∀A ∈ U)(∀y ∈ Φλ0
(A))(∀ǫ > 0)(∃N ∈ N ) (∀λ ∈ N) y ∈ Bǫ(Φλ(A))

(A.23)

donde U es una cierta clase de subconjuntos de X, con una propiedad especial;

por ejemplo, puede ser una familia de conjuntos acotados o compactos.

Estudiaremos la variación de la λ-prolongación de A ⊂ X, DΦλ
(A); cuando

λ vaŕıa en una vecindad pequeña de λ0 N ∈ N .

Definición 50 Sea λ0 ∈ Λ y A ⊂ X. Definimos la prolongación perturbacional

inferior de A en λ0 bajo la acción de la familia de mapeos ΦΛ, mediante

P λ0
(A) :=

⋂

ǫ>0

⋃

N∈N

⋂

λ∈N

Bǫ(Φλ(Bǫ(A))). (A.24)

La relación (A.24) también la podemos escribir como:

P λ0
(A) :=

⋃

x∈A

P λ0
(x) (A.25)

donde,

y ∈ P λ0
(x) ⇔ (∀ǫ > 0)(∃N ∈ N )(∀λ ∈ N) Bǫ(y) ∩ Bǫ(Φλ(x)) 6= ∅.

Tenemos que la prolongación perturbacional inferior de A en λ0, bajo la acción

de la familia de mapeos ΦΛ, es la prolongación de A bajo la acción del mapeo

Φλ0
. Este es el contenido del siguiente teorema:

Teorema A.0.18 (Persistencia inferior de la prolongación) Sea λ0 ∈ Λ

, M ⊂ X y ΦΛ la familia de mapeos de conjunto a conjunto que satisfacen a),

descrita por (A.23), entonces tenemos

DΦλ0
(M) = P λ0

(M).
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Demostración. Probaremos primero la inclusión: P λ0
(M) ⊂ Dλ0

(M). Sea

y ∈ P λ0
(M); entonces de (A.24) obtenemos

(∀ǫ > 0)(∃N ∈ N )(∀λ ∈ N) : Φλ(Bǫ(A)) ∩ Bǫ(y) 6= ∅.

Puesto que λ0 pertenece a cualquier vecindad del filtro de vecindades de λ0, en

particular, λ0 ∈ N , Φλ0
(Bǫ(M))∩Bǫ(y) 6= ∅, es decir, y ∈ Dλ0

(A). Para probar

la inclusión contraria, sea y ∈ Dλ0
(A); esto implica que dado ǫ > 0, por la

Definición 49 vale y ∈ Bǫ/2(Φλ0
(Bǫ/2(A))); elegimos y′ ∈ Φλ0

(Bǫ/2(A))∩Bǫ/2(y)

y aplicamos (A.23) a y′, ǫ/2, Bǫ/2(A) en lugar del conjunto A y tenemos que

(∃N ∈ N )(∀λ ∈ N) : y′ ∈ Bǫ/2(Φλ(Bǫ/2(A))).

Por otra parte, d(y, y′) < ǫ/2. Por la Proposición A.0.10, Bǫ/2(Φλ(Bǫ/2(A))) ⊂
Bǫ(Φλ(Bǫ(A))); entonces, para todo λ ∈ N , y ∈ Bǫ/2(y

′) ⊂ Bǫ(Φλ(Bǫ(A))), es

decir, y ∈ P λ0
(A), lo cual completa la demostración del teorema.

Definición 51 Sea λ0 ∈ Λ y M ⊂ X, decimos que la familia de mapeos ΦΛ de

conjunto a conjunto es de prolongación inferiormente persistente en la pareja

parámetro-conjunto (λ0,M) si Dλ0
(M) = P λ0

(M).

Aplicando el Teorema A.0.18 se concluye que cualquier familia de mapeos

ΦΛ con la propiedade a), es de prolongación inferiormente persistente en toda

pareja parámetro-conjunto (λ0,M), para cualquier λ0 ∈ Λ y M ∈ U .

Definición 52 Sea λ0 ∈ Λ y A ⊂ X, definimos la prolongación perturbacional

superior de A en λ0, bajo la acción de la familia ΦΛ mediante

P̄λ0
(A) :=

⋂

ǫ>0

⋂

N∈N

⋃

λ∈N

Bǫ(Φλ(Bǫ(A))).

De la misma manera que en (A.25), escribimos (A.24) en términos de la

prolongación perturbacional de los puntos del conjunto A como sigue

P̄λ0
(A) :=

⋃

x∈A

P̄λ0
(x)

donde,

y ∈ D̄λ0
(x) ⇔ (∀ǫ > 0)(∀N ∈ N )(∃λ ∈ N) : Φλ(Bǫ(x))

⋂
Bǫ(y) 6= ∅.
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Con la siguiente proposición probaremos que la prolongación perturbacional

inferior está contenida en la prolongación perturbacional superior, pero no lo

contrario. Más adelante probaremos mediante un ejemplo que estos dos con-

ceptos no son equivalentes.

Proposición A.0.19 Sea GΛ = {Gλ ∈ 2X : λ ∈ Λ}, entonces

⋃

N∈N

⋂

λ∈N

Gλ ⊂
⋂

N∈N

⋃

λ∈N

Gλ. (A.26)

Demostración: Sea y ∈
⋃

N∈N

⋂

λ∈N

Gλ, entonces (∃N1 ∈ N ) (∀λ ∈ N1) y ∈ Gλ.

Luego ∀N ∈ N , N ∩ N1 ∈ N . Sea λ1 ∈ N ∩ N1, puesto que λ1 ∈ N1, y ∈ Gλ1
,

obtenemos la relación (A.26).

Teorema A.0.20 Sean λ0 ∈ Λ, A ⊂ X y ΦΛ una familia de mapeos de con-

junto en conjunto, con la propiedad a) . Entonces

P λ0
(A) ⊂ P̄λ0

(A).

Demostración: Dados ǫ > 0, el sistema de vecindades N , N ∈ N para

cada λ ∈ N ponemos Gλ := Bǫ(Φλ(Bǫ(A))) y aplicamos la Proposición A.0.19.

Luego combinamos la definición 52 (aplicada a Dλ0
) con el Teorema A.0.18

para obtener la conclusión del teorema.

Corolario A.0.21 Sean λo ∈ Λ, A ⊂ X y ΦΛ una familia de mapeos de

conjunto en conjunto, con las propiedades a) y b). Entonces

Dλ0
(A) ⊂ P̄λ0

(A)

Demostración. Es una consecuencia de los Teorema A.0.18 y Teorema A.0.20

Definición 53 Sean λ0 ∈ Λ y A ⊂ X decimos que la familia de mapeos ΦΛ de

conjunto a conjunto, es de prolongación superiormente persistente en la pareja

parámetro-conjunto (λ0, A) si Dλ0
(A) = P̄λ0

(A).

En general, la familia de mapeos ΦΛ, no es inferiormente persistente en (λ0, A),

esto lo demostramos mediante el ejemplo 4, considerando la familia de mapeos,

ΦΛ, como la familia de mapeos γ+
Λ , y la pareja (λ0, A) = (0, {0}) ( Ver la figura

2.4).



APÉNDICE B

Bifurcación de Conjuntos silla.

Definimos el conjunto silla de la siguiente manera:

Definición 54 Un suconjunto S ⊂ X se llama conjunto silla si:

(∃U ∈ S)(∀V ∈ S)(∃x ∈ V ) γ+(x) 6⊂ U x ∈ γ+(CU). (B.1)

Ilustramos la definición anterior en la siguiente figura. En esta, las órbitas que

entran corresponden a las que tienen puntos iniciales x′ ∈ CU, y la que sale,

γ+(x), a la mencionada en la definición (54)

Definición 55 Un subconjunto S ⊂ X se llama aislado de conjuntos invarian-

tes si:

(∃U ∈ S)(∀M ′ invariante : M ′ ⊂ U) ⇒ M ′ ⊂ S

Proposición B.0.22 Sea S ⊂ X un conjunto compacto e invariante. Supon-

gamos además que se cumplen las siguientes hipótesis:

(i) F es LAC sobre W ∈ S;

(ii) (∀U ∈ S)(∃V ∈ S) V ⊂ U, V \S es conexo;

(iii) S es aislado de conjuntos invariantes;

(iv) S no es atractor; y

(v) (∃U ∈ S)(∀V ∈ S)(∃x ∈ V ) x ∈ γ+(CU).
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Entonces S es un conjunto silla.

Demostración. Fijamos el conjunto U ∈ S tal que satisface las hipótesis (v),

(i) con U ⊂ W y (iii) con U como en la Definición 54 . Entonces fijamos

también una vecindad abierta, V ∈ S y V =
◦
V , correspondiente al conjunto U ,

seleccionado anteriormente de acuerdo a la hipótesis (ii), en caso contrario (v)

se cumple automáticamente; de tal modo que V ⊂ U . Tenemos de lo anterior,

por la hipótesis (ii), que el anillo topológico V \S, es conexo. Luego, definimos

los conjuntos

E+ := {x ∈ V | γ+(x) 6⊂ U} (B.2)

E− := {x ∈ V | x ∈ γ+(C(U))}. (B.3)

Por continuidad con respecto a las condiciones iniciales, los conjuntos E+ y E−

son conjuntos abiertos. Demostraremos que

E+ ∪ E− = V \S, (B.4)

esto es, que la unión de los conjuntos E+ y E−, cubren todo el anillo topológico

V \S. Procedemos por contradicción suponiendo que, E+∪E− $ V \S; entonces

∃x ∈ V \S ∧ x 6∈ E+ ∪ E−. (B.5)

Sea la x ∈ V \S dada por (B.5) del renglón anterior, lo cual implica que⋃ {γ+
x } ⊂ V \S. Aqúı γ+

x denota las soluciones maximales que contienen x,

y su unión
⋃ {γ+

x }, es invariante [Sa]. Puesto que x 6∈ E+ y x 6∈ E−, entonces

las soluciones maximales que contienen el punto x (γ+
x son conjuntos invarian-

tes) no salen de U , ni entran desde CU : permanecen en U . Por otro lado, por la

hipótesis (iii), S es aislado entre conjuntos invariantes con respecto a U ; esto

implica que
⋃ {γ+

x } ⊂ S, por lo tanto x ∈ S, lo cual es una contradicción. Esto

establece la igualdad (B.4). Ahora bien, de la hipótesis (ii) tenemos que V \S
es conexo, esto implica que la unión del lado izquierdo de (B.4), es no ajena:

E+
⋂

E− 6= ∅. Por lo tanto, (∃x ∈ V \S)(x ∈ γ+(CU))(γ+(x) 6⊂ U), lo cual

implica que el conjunto S es un conjunto silla.

Lema B.0.23 Sea (X,T, F, Λ) una familia de sistemas dinámicos, X un es-

pacio métrico localmente compacto, M ⊂ X invariante y compacto ∀λ ∈ Λ.

Además supongamos que se cumplen las siguientes hipótesis:
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(i) λ0 ∈ Λ;

(ii) ∃(U, V,W ) (W ∈ VM)(V ∈ VW )(U ∈ VV ); y

(iii) M es λ0- aislado de conjuntos invariantes con respecto a U ;

Entonces (∃N ∈ N )(∀λ ∈ N) (6 ∃Mλ
′ λ − invariante Mλ

′ ⊂ V \W ).

Demostración. Sean U , V y W como en la hipótesis (ii). Por ser M un

conjunto λ0−aislado de conjuntos invariantes con respecto a U , no pueden

existir conjuntos λ0−invariantes distintos de M contenidos en V \W . Tampoco

existen conjuntos positiva o negativamente λ0− invariantes contenidos en V \W ;

pues, en caso contrario: si existe un conjunto M ′
λ0

⊂ V \W λ0− positivamente

invariante. Sea x ∈ M ′
λ0

, tomando el conjunto ĺımite positivo del punto x:

L+(x). Este conjunto resulta invariante (ver [Bh]), porque (X,T, Fλ0
) es un

sistema dinámico. Por lo tanto tenemos que L+
λ0

(x) ⊂ M ′
λ0

⊂ V \W ⊂ U ;

con esto exhibimos otro conjunto invariante contenido en U distinto de M. lo

cual contradice la hipótesis (iii). Siguiendo el mismo razonamiento del caso

anterior, concluimos que L−(x) también es un conjunto invariante contenido

en U distinto de M, lo cual de igual manera, contradice la hipótesis (iii). Aśı,

se descartan los posibles conjuntos λ0− (semi)invariantes que pudieran estar

contenidos en U distintos de M . Por otra parte, supongamos que la conclusión

del lema no vale, entonces:

∃λN ⊂ Λ λn → λ0, ∀λn M ′
λn

λn − invariante, M ′
n ⊂ V \W. (B.6)

Sean xn ∈ M ′
n. Puesto que M es compacto y X es localmente compacto, se

puede suponer que V \W es compacto. Entonces sin pérdida de generalidad,

existe x∗ ∈ V \W xn → x∗. Por la argumentación anterior, γ+
λ0

(x∗) 6⊂ V \W.

Luego, la dependencia continua con respecto al conjunto de puntos iniciales y

con respecto al parámetro λ, juntas implican que γ+
λn

(x∗) sale de V \W también

para n grande; es decir cuando, λn → λ0. Esto contradice (B.6). Usando el

mismo argumento para el caso de la órbita negativa, correspondiente al punto

x∗; γ−
λn

(x∗), también sale del anillo V \W , lo cual también contradice (B.6).

Teorema B.0.24 Sea (X,T, F, Λ) una familia de sistemas semi-dinámicos, X

un espacio métrico localmente arco-conexo, M ⊂ X invariante y compacto

∀λ ∈ Λ. Además supongamos que se cumplen las siguientes hipótesis:
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(i) FΛ es LAC en λ0 sobre W ∈ VM ;

(ii) M es λ0−inestable;

(iii) (∃x 6∈ M)(L+(x) 6= ∅)(L+(x) ⊂ M);

(iv) M es λ0- aislado de conjuntos invariantes con respecto; y

(v) (∀ǫ > 0)(∃δ > 0) Bǫ(M)\B∗
δ (M) es conexo.

Entonces se separan de M conjuntos sillas.

En los ejemplos que siguen presentamos tres casos prototipo en el plano que

nos ilustran el contenido del Teorema B.0.24.

Ejemplo 38 Sea la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

dependientes del parámetro λ ≥ 0,

ẋ = λy − x3,

ẏ = −λ(x + y) + y3.
(B.7)

El espacio fase es R2, el espacio de parámetros Λ es R+ y M = {(0, 0)}. Para

λ = 0, M es un conjunto silla y, para λ > 0 M es un foco estable. Los puntos

que se bifurcan son conjuntos silla. Ver la Figura B.1.

Ejemplo 39 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales

que contienen el parámetro λ,

ẋ = y3 − x,

ẏ = (x2 − λ)y + y3.
(B.8)

El espacio fase es R2, el espacio de parámetros Λ es R+ y M = {(0, 0)}. Para

λ = 0, M es un conjunto silla y, para λ > 0 M es un nodo estable. Los puntos

que se bifurcan son puntos silla. Ver la Figura B.2.

Ejemplo 40 Para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales que de-

penden del parámetro λ ≥ 0,

ẋ = λy + x2,

ẏ = −λ(x + y) − y3.
(B.9)

El espacio fase es R2, el espacio de parámetros Λ es R+ y M = {(0, 0)}. Para

λ = 0 M es un conjunto silla degenerada y, para λ > 0 M es un nodo estable

y el punto que se bifurca es un punt silla. Ver la Figura B.3.



157

x ’ = − x3

y ’ = y3  
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Figura B.1: Arriba, para λ = 0 M es un conjunto silla. Abajo, para λ = 0.5

M es un foco estable. Los puntos de bifurcación son puntos silla.
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x ’ = y3 − x    
y ’ = x2 y + y3
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Figura B.2: Arriba, para λ = 0 M es un conjunto silla. Abajo, para λ = 0.5

M es un nodo estable. Los puntos de bifurcación son puntos silla.
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Figura B.3: Arriba, para λ = 0 M es un conjunto silla degenerada (fusión

nodo-silla). Abajo, para λ = 0.5 M es un foco estable. El punto que se bifurca

es un punto silla.
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Leipzig 94, 1–22 (1942).

[Ha] W. Hahn. Theory and application of Liapunov’s direct method. English

edition prepared by Siegfried H. Lehnigk; translation by Hans H. Losen-

thien and Siegfried H. Lehnigk Prentice–Hall, Inc., Englewood.
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