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Pr¶ologo.

En el sentido m¶as general, por bifurcaci¶on en una familia de sistemas din¶amicos

se entiende un cambio cualitativo en el retrato fase cuando un par¶ametro al-

canza o sobrepasa a un cierto valor cr¶‡tico. M¶as espec¶‡flcamente, llamamos

bifurcaci¶on de un punto de equilibrio (o conjunto invariante) el caso donde este

cambio consiste en la aparici¶on de nuevos puntos de equilibrio (o conjuntos

invariantes) que al alejarse el par¶ametro del valor cr¶‡tico, se alejan del punto o

conjunto en cuesti¶on (En un lenguaje intuitivo, se dice que el punto o conjunto

se \escinde" bajo el cambio de par¶ametro). El estudio de este fen¶omeno des-

pert¶o intr¶es a partir del famoso art¶‡culo de E.Hopf (1942), donde se relaciona

la aparici¶on de soluciones peri¶odicas con ciertos cambios en el comportamiento

de la parte lineal del sistema bajo un cambio de un par¶ametro. Las investiga-

ciones posteriores a Hopf usualmente siguieron y siguen tomando como base un

cambio en el espectro de la parte lineal del sistema. Este ¶ultimo es t¶‡picamente

acompa~nado de un cambio (\ganancia" o \p¶erdida") de estabilidad. Esta cir-

cunstancia dio origen a la pregunta, en qu¶e medida un cambio de estabilidad da

lugar a una bifurcaci¶on, independiente de que este se re°eje o no en un cambio

cualitativo en el espectro de la parte lineal. El primer paso en esta direcci¶on

fue dado en 1976 en un art¶‡culo de Marchetti et al, en el cual se prob¶o que

una bifurcaci¶on (en el sentido se~nalado) siempre ocurre cuando hay transici¶on

de estabilidad asint¶otica a la inestabilidad completa (o \repulsor"). En in-

vestigaciones posteriores, estas hip¶otesis fueron sucesivamente debilitadas. El

tema tratado en la presente tesis cae dentro de este contexto, trat¶andose de

reemplazar la condici¶on de estabilidad asint¶otica (luego de una inversi¶on con-

v



vi Pr¶ologo

veniente del sentido del tiempo) por una m¶as d¶ebil que incluye como caso t¶‡pico

a los puntos (o conjuntos) silla. La conclusi¶on principal de todas estas inves-

tigaciones es que la aparici¶on de bifurcaci¶on no depende de las propiedades de

las partes lineales de los sistemas, pudiendo ocurrir aquellos aun cuando estas

no cambian. La verdadera ra¶‡z de muy amplias clases de bifurcaci¶on hay que

buscarla en ciertos principios de persistencia din¶amica, en el caso en cuesti¶on,

la \persistencia de la inestabilidad", es decir, en el hecho de que un estado

de inestabilidad persiste, en cierto sentido, bajo peque~nas perturbaciones del

sistema. Por lo menos esto es el caso para amplias clases de bifurcaciones.

Concretamente, en el presente trabajo se trata de probar la existencia de

bifurcaciones en el caso donde para cierto valor del par¶ametro un punto de

reposo o conjunto invariante es inestable, mientras para otros valores, cercanos,

es estable. Se consideran dos tipos de bifurcaciones (en un sentido amplio):

extracr¶‡ticas, del tipo descrito al comienzo, y cr¶‡ticas, que consisten en la acu-

mulaci¶on de conjuntos invariantes para un determinado valor del par¶ametro.

El objetivo principal consiste en relacionar estas dos clases de bifurcaciones

con dos tipos de comportamiento del sistema cuando el par¶ametro se acerca

al valor cr¶‡tico, seg¶un se cumple o no cierta condici¶on de equiestabilidad gene-

ralizada (\equi" con respecto al par¶ametro), llamada CRES (conexo-relativo-

equiestable). [Esto tiene que ver con el grado de deformaci¶on que sufre el retrato

fase bajo el transito del par¶ametro.] Los dos teoremas principales dicen que

bajo la condici¶on CRES existe una bifurcaci¶on extracr¶‡tica, y en su ausencia

una cr¶‡tica. En ambos casos puede ocurrir simult¶aneamente tambi¶en el otro

tipo de bifurcaci¶on (bifurcaci¶on h¶‡brida). El contexto de la tesis es el de fami-

lias de sistemas din¶amicos o semidin¶amicos en espacios m¶etricos, dependiendo

de un par¶ametro (no necesariamente real, sino variando en alg¶un espacio).
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Introducci¶on.

El estudio de los sistemas din¶amicos tiene su origen en la teor¶‡a de las ecua-

ciones diferenciales con los trabajos de H. Poincar¶e en el siglo XIX. Poincar¶e,

y depu¶es I. Bendixson, estudiaron las propiedades topol¶ogicas de las soluciones

de las ecuaciones diferenciales aut¶onomas en el plano. Una de las principales

motivaciones que propiciaron el surgimiento de los sistemas din¶amicos se debi¶o

a que los precursores de este enfoque (G. D. Birkhofi, entre otros) puramente

topol¶ogico (o m¶etrico) se dieron cuenta de que muchas de las propiedades de las

soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales dependen esencialmente

de las propiedades topol¶ogicas de las soluciones, y no necesariamente de la dife-

renciabilidad (ver por ejemplo, [Bh], [Si] y [Wh]). Los sistemas semidin¶amicos,

a diferencia de los sistemas din¶amicos, son objetos que no toman en cuenta el

pasado, parten del estado inicial del sistema y su evoluci¶on hacia el futuro, es

decir, se presupone la existencia y unicidad de las soluciones para todo el tiempo

t ‚ 0, mientras que para los sistemas din¶amicos, se presupone la existencia y

unicidad para todo t 2 R. Por ejemplo, la ecuaci¶on diferencial _x = ¡x3 deflne

un sistema semidin¶amico, pero no un sistema din¶amico porque las soluciones no

est¶an deflnidas para todo tiempo negativo: \se escapan" en un tiempo negati-

vo flnito. Los sistemas semidin¶amicos est¶an estrechamente relacionados con los

sistemas din¶amicos cl¶asicos (para esto ver [BO] y [Sa]); sus resultados se apli-

can a una clase m¶as amplia de ecuaciones diferenciales que los obtenidos para

los sistemas din¶amicos. Los sistemas semidin¶amicos, tienen su origen en la in-

terpretaci¶on \din¶amica" de las ecuaciones diferenciales funcionales con retardo

y en las ecuaciones diferenciales parciales de evoluci¶on, en contraste con los

1
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sistemas din¶amicos que tienen su origen en las ecuaciones diferenciales ordina-

rias aut¶onomas, estas a menudo ( en el caso de las no lineales) tampoco deflnen

sistemas din¶amicos (ver [BO]). En este trabajo, suponemos la existencia de una

familia continua de sistemas semidin¶amicos, (X; T; ⁄; F ), que dependen de un

par¶ametro ‚, donde ‚ pertenece a un espacio de par¶ametros ⁄. El conjunto ⁄

puede ser un subconjunto de R o Rn, pero tambi¶en puede ser cualquier espacio

m¶etrico o topol¶ogico con la ¶unica condici¶on de la existencia de un elemento no

aislado ‚0 2 ⁄ (que corresponde al sistema F‚0
\no perturbado"). El conjunto

X es un espacio m¶etrico, (X; d) (el espacio fase), T es un semigrupo, de hecho

en este trabajo siempre es R+, y F es un mapeo continuo del producto carte-

siano X £ T £ ⁄ en X. El mapeo F constituye el \elemento din¶amico" del

sistema. Suponemos tambi¶en la existencia de un conjunto invariante compacto

M ‰ X, com¶un para todos los sistemas semidin¶amicos, o sea, independiente

del par¶ametro (por simplicidad).

El problema general que abordamos consiste en investigar cuales son las

condiciones que se deben cumplir para que un cambio en el comportamiento

de la estabilidad ( en el sentido de Lyapunov) del conjunto invariante fljo, M ,

producido por un cambio de par¶ametros, implique una bifurcaci¶on de M; en

el sentido de que surgen de M conjuntos invariantes compactos, M 0
‚ ‰ X;

ajenos de M al salir el valor ‚ de cierto valor cr¶‡tico, del cual vamos a suponer

que siempre sea ‚ = ‚0. (En el cap¶‡tulo 3 daremos la deflnici¶on precisa de

bifurcaci¶on.)

En cuanto al concepto de cambio de estabilidad del conjunto invariante

M , considerando una familia de sistemas semidin¶amicos, en esta tesis distin-

guimos dos formas de como ocurre el cambio de la estabilidad cuando cambia

el par¶ametro. Estas distinciones dependen de si la p¶erdida o ganancia de la es-

tabilidad, ocurren en el valor cr¶‡tico del par¶ametro o fuera de el, es decir, para

F‚0
o F‚, donde ‚ es diferente de ‚0. En primer lugar, decimos que una familia

de sistemas semidin¶amicos exhibe una p¶erdida cr¶‡tica (ganancia extracr¶‡tica)

de la estabilidad del conjunto M , en un valor ‚0 2 ⁄, si M es ‚0-inestable (o

sea, inestable con respecto al sistema no perturbado F‚0
) pero ‚-estable con

respecto a los sistemas perturbados F‚ para algunos valores ‚ arbitrariamente

cercanos a ‚0. An¶alogamente, una familia de sistemas semidin¶amicos exhibe

una p¶erdida extracr¶‡tica (ganancia cr¶‡tica) de estabilidad en un valor ‚0 2 ⁄

con respecto del conjunto M , si M es ‚0-estable (o sea, estable con respecto

al sistema F‚0
) pero ‚¡inestable con respecto a sistemas perturbados F‚, para
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‚ arbitrariamente cercano a ‚0. La idea de utilizar los t¶erminos como p¶erdida

cr¶‡tica (ganancia extracr¶‡tica) o p¶erdida extracr¶‡tica (ganancia cr¶‡tica), surge

porque el espacio de par¶ametros es m¶as general que la recta real, como ya lo

hemos mencionado al principio de esta introducci¶on.

En particular, si el espacio de par¶ametros es el espacio R, de los n¶umeros

reales y ‚0 2 R es el valor cr¶‡tico del par¶ametro, la ganancia de la estabilidad

se llama subcr¶‡tica (supercr¶‡tica) en el sentido en que ‚ crece, si M es inestable

con respecto al sistema semidin¶amico F‚0
y estable con respecto al sistema F‚

para ‚ < ‚0 (‚ > ‚0), respectivamente.

Los casos (m¶as conocidos) donde se presentan los fen¶omenos de bifurcaci¶on

y cambio de estabilidad, son los del \trinche" (\pitchfork") en un sistema unidi-

mensional, donde un equilibrio se escinde en tres y la ganancia de la estabilidad

puede ser sub o supercr¶‡tica, y la bifurcaci¶on de Hopf en un sistema en el plano,

donde se desprende del equilibrio una solucion peri¶odica. La ganancia de la esta-

bilidad puede ser sub o supercr¶‡tica (cambiando ‚ por ¡‚, para ‚ 2 R ). Desde

el punto de vista del comportamiento cualitativo local, el rasgo caracter¶‡stico

es que para el valor cr¶‡tico del par¶ametro el equilibrio es asint¶oticamente es-

table (atractor) o negativamente asint¶oticamente estable (repulsor), mientras

que para valores del par¶ametro cercanos al valor cr¶‡tico el comportamiento de la

estabilidad en torno al equilibrio se invierte (el atractor se convierte en repulsor

o viceversa).

Esta problem¶atica surgi¶o de la cl¶asica bifurcaci¶on de Hopf1, y el enfoque

que seguimos en esta l¶‡nea de investigaci¶on fue iniciado en su forma general

por Marchetti, Negrini, Salvadori y Scalia [MNSS]. Ellos demostraron que si

una familia de sistemas din¶amicos que dependen de un par¶ametro ‚ tienen un

conjunto invariante com¶un M , que es asint¶oticamente estable para cierto valor

‚ = ‚0, y completamente inestable (repulsor) para todos los valores ‚ diferentes

de ‚0, pero cercanos a ‚0, entonces M exhibe una bifurcaci¶on en ‚ = ‚0. En-

tendemos el concepto de conjunto invariante M completamente inestable en el

sentido de repulsor, es decir negativamente asint¶oticamente estable, (como por

ejemplo en el caso del sistema unidimensional, _x = x, el punto de equilibrio,

f0g, es completamente inestable). Los cuatro autores en [MNSS] abordaron

el problema desde el punto de vista m¶as geom¶etrico, en el contexto de un

°ujo en un espacio m¶etrico localmente compacto y relacionaron la bifurcaci¶on

con cierta propiedad de atractores que ahora llamamos \persistencia". Esto

1Precursores: Poincar¶e y Andr¶onov.
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signiflca que el atractor estable (como tal) se preserva bajo peque~nas pertur-

bacionesdel sistema, y el nuevo sistema (perturbado) tendr¶a el atractor estable

cerca del atractor original. De esta propiedad, se deduce que ocurre una bi-

furcaci¶on, siempre que un atractor o repulsor se convierte en su contrario. La

bifurcaci¶on de Hopf en su forma m¶as sencilla ( por ejemplo en el caso del plano),

es de este tipo.

Los autores mencionados probaron el teorema b¶asico de persistencia medi-

ante el m¶etodo de la funci¶on de Liapunov, usando fuertemente la compacidad

local del espacio. De hecho, existe una demostraci¶on m¶as antigua pero al pare-

cer poco conocida de la persistencia, que se encuentra en [Se 2 ] y que adem¶as se

lleva a cabo en el contexto amplio de °ujos no-aut¶onomos y sin unicidad en un

espacio no necesariamente localmente compacto (lo cual permite su aplicaci¶on

a sistemas de dimensi¶on inflnita). El m¶etodo de esta demostraci¶on no requiere

la existencia de una funci¶on de Liapunov.

Este resultado (el de [MNSS]) extiende entonces la bien conocida bifurcaci¶on

de Poincar¶e-Andr¶onov-Hopf (BPAH) (ver [MM], pp. 163 ss), para el caso en el

cual el comportamiento de la estabilidad no est¶a necesariamente determinado

por los autovalores de la parte lineal del sistema. En lo que sigue nos referimos

a la clase de bifurcaci¶ones que surgen de una p¶erdida extracr¶‡tica (ganancia

cr¶‡tica) de la estabilidad consideradas en [MNSS] como bifurcaciones del tipo

AE-CI (es decir, que resultan de una transici¶on de un cambio de la estabilidad

del equilibrio de asint¶oticamente estable a completamente inestable). En [SF1],

Florio y Seibert debilitaron la condici¶on de que el conjunto invariante M sea

completamente inestable (repulsor), requerida en [MNSS]2, por condiciones m¶as

d¶ebiles y adem¶as la teor¶‡a se extendi¶o a sistemas semidin¶amicos, reemplazando

la hip¶otesis de la compacidad local del espacio de estados por la de compaci-

dad asint¶otica del sistema, la cual signiflca que las ¶orbitas de una regi¶on del

espacio de estados van hacia un conjunto compacto. En la teor¶‡a desarrollada

en [MNSS] y [SF1], se usa como herramienta el principio de persistencia de

la estabilidad asint¶otica bajo perturbaciones, para demostrar que existe una

relaci¶on muy estrecha entre la p¶erdida extracr¶‡tica de la estabilidad y la ocu-

rrencia de una bifurcaci¶on del conjunto M . El principio de persistencia de la

estabilidad asint¶otica bajo perturbaciones (ver [Se 2] y [Yo]), lo entendemos

en el siguiente sentido: cuando un ‚0-sistema que tiene un conjunto invariante

M asint¶oticamente estable es perturbado ligeramente (al salir el par¶ametro ‚ de

2De hecho, se refleren a una familia de conjuntos, fM‚ j ‚ 2 ⁄g.
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cierto valor cr¶‡tico ‚0), aparece en el sistema perturbado un conjunto invariante

M 0 asint¶oticamente estable, arbitrariamente cercano al atractor original M y la

regi¶on de atracci¶on permanece esencialmente intacta. A partir de la conexi¶on

de este principio, con el problema de las bifurcaciones del tipo AS{CI, es decir

de las bifurcaciones que surgen de la p¶erdida extracr¶‡tica de la estabilidad en

los trabajos [MNSS] y [SF1], podemos concluir lo siguiente: siempre que un

conjunto invariante M tiene una p¶erdida extracr¶‡tica (ganancia cr¶‡tica) de la

estabilidad cuando un par¶ametro alcanza o sobrepasa un cierto valor cr¶‡tico para

el cual M es aislado de conjuntos invariantes (existe una vecindad de M tal

que todo conjunto invariante contenido en esta vecindad, est¶a contenido en M),

tiene una bifurcaci¶on. (analizados en SF1.) Los resultados mencionados hasta

ahora, estan contenidos en el lado izquierdo del cuadro sinoptico en la Figura

1, mediante el cual ilustramos la teor¶‡a general de bifurcaciones desarrollada

con este enfoque.

En 1994, durante un seminario, P. Seibert sugiri¶o otra direcci¶on en la cual

la bifurcaci¶ones del tipo AE{CI, se pueden generalizar invirtiendo la escala

del tiempo y relajando la condici¶on resultante de la inestabilidad completa (re-

pulsor) para el valor cr¶‡tico ‚0 del par¶ametro. As¶‡ surgi¶o el proyecto de este

trabajo.

En otras palabras, si M tiene p¶erdida cr¶‡tica de la estabilidad, en el valor

‚ = ‚0, nos preguntamos si ello implica que existe una bifurcaci¶on de M en ‚0.

Una primera aproximaci¶on a la soluci¶on correspondiente a un caso espe-

cial, de este problema, se present¶o en [AS1]. Las posibles bifurcaciones del

conjunto invariante M que surgen en este caso, las llamamos bifurcaciones del

tipo I-E por que ocurren cuando existe la transici¶on de inestabilidad cr¶‡tica

a estabilidad extracr¶‡tica de M . Es decir, son bifurcaciones que surgen de la

(ganancia)p¶erdida (extra)cr¶‡tica de la estabilidad del conjunto invariante M .

Una segunda aproximaci¶on al estudio de este problema en esta linea de

investigaci¶on, se presenta en [SF2] con el resultado principal: si el conjunto

invariante M es aislado y tiene ganancia extracr¶‡tica de la estabilidad en ‚0,

entonces M tiene una bifurcaci¶on que puede ser extracr¶‡tica o (d¶ebilmente)

cr¶‡tica. Para demostrar este resultado, los autores introducen otro principio de

persistencia del cual hablaremos m¶as adelante. Las otras hip¶otesis adicionales

bajo las cuales es v¶alido este resultado, son muy generales. La familia de

sistemas puede ser de sistemas din¶amicos o semidin¶amicos deflnidos sobre un

espacio m¶etrico y sujetos s¶olo a la condici¶on de compacidad asint¶otica local. El
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caso m¶as importante considerado en esta direcci¶on es cuando M es aislado de

conjuntos invariantes con respecto al sistema no perturbado (correspondiente

al par¶ametro ‚ = ‚0), y para este mismo valor M es inestable pero no necesa-

riamente completamente inestable (es decir, no repulsor). Este es el caso en el

cual est¶a planteado el problema del surgimiento de la bifurcaci¶on del conjunto

silla cuando M tiene ganancia extracr¶‡tica de estabilidad [Fl]. El caso m¶as

t¶‡pico que se ha encontrado es la partici¶on de la silla en dos, mientras que la

silla original se convierte en un atractor estable que puede ser, por ejemplo un

foco o un nodo.

Por otra parte, as¶‡ como en el caso de la demostraci¶on de la existencia de

bifurcaciones del tipo AE-CI contenidas en las bifurcaciones del tipo E-I (ver

sus generalizaciones en [MNSS]) mencionadas en el p¶arrafo anterior, se utiliz¶o

el principio de persistencia de la estabilidad asint¶otica local como herramienta

para demostrar la existencia de este tipo de bifurcaciones, adem¶as de otras

hip¶otesis como la compacidad asint¶otica, tambi¶en para estudiar el problema

de las bifurcaciones que surgen de la p¶erdida cr¶‡tica de la estabilidad, formu-

lamos otro principio de persistencia, que llamamos principio de persistencia

de la extensi¶on din¶amica ( o prolongaci¶on) o principio de persistencia de la

inestabilidad (este principio se formul¶o por primer vez en [SF2]).

Para establecer el principio de persistencia de la inestabilidad, consideremos

un sistema semidin¶amico (X; T; F ) y un conjunto invariante y compacto M ‰
X. La extensi¶on din¶amica positiva de M con respecto F es, en cierto sentido,

el grado de de inestabilidad de M medido en t¶erminos de lo que Ura[Ur1]

llama la prolongaci¶on positiva de M . La extensi¶on din¶amica positiva (de aqu¶‡

en adelante la llamaremos simplemente extensi¶on din¶amica)3 del conjunto M ,

consiste del conjunto de puntos en X y fuera del conjunto M; que se pueden

aproximar desde de una sucesi¶on de puntos que converge a M; bajo la acci¶on del

semi°ujo F . Por ejemplo, consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

en el plano,

_x = ¡x;

_y = y:

Estas ecuaciones deflnen un sistema din¶amico. El espacio de estados es R2,

3N.P Bhathia observ¶o que al conjunto M n D+(M) o D+(x) n °+(x) se le deber¶‡a llamar

\prolongaci¶on"; pero el concepto estaba ya demasiado arraigado para lo que en este trabajo

llamamos extensi¶on din¶amica, D+(M) n M .
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el conjunto M = f(0; 0)g es el equilibrio del sistema, llamado punto silla,

puesto que el sistema tiene los autovalores §1. La extensi¶on din¶amica de M

es f(x; y) j x = 0; y 6= 0g(Ver la Figura 2). En el cap¶‡tulo 2 estudiamos am-

pliamente c¶omo cambia la extensi¶on din¶amica del conjunto M , cuando cambia

el par¶ametro. Para esto, consideramos una familia de sistemas semidin¶amicos

(X; T; ⁄; F ). Suponemos que para un cierto valor cr¶‡tico ‚0 2 ⁄ del par¶ametro,

el conjunto invariante M es inestable y por lo tanto, la extensi¶on din¶amica de M

es no vac¶‡a (ver proposici¶on 2.1.4). El principio de persistencia de la inestabil-

idad establece que a peque~nos cambios de los par¶ametros ‚ alrededor del valor

cr¶‡tico ‚0, la extensi¶on din¶amica del conjunto M correspondiente a cada valor

de ‚, no puede disminuir bruscamente. Esto se puede interpretar como que

una situaci¶on inestable no puede modiflcarse mediante cambios peque~nos en el

par¶ametro. Lo anterior signiflca que en realidad, si M es un conjunto invariante

inestable, su extensi¶on din¶amica al perturbar el par¶ametro ‚ alrededor de ‚0,

tiene la propiedad de semicontinuidad inferior (es decir, la inestabilidad no es

implosiva). Sin embargo, la extensi¶on din¶amica de M , no tiene la propiedad de

semicontinuidad superior ( es decir, puede ser explosiva).

En el cap¶‡tulo 3, suponiendo la existencia de una familia de sistemas semi-

din¶amicos (X; T; ⁄; F ) y un valor cr¶‡tico del par¶ametro ‚0 2 ⁄, deflnimos los

conceptos de cambio de estabilidad y bifurcaci¶on de un conjunto invariante M

contenido en X, cuando el par¶ametro entra o sale de ‚0.

Adem¶as deflnimos los conceptos de: p¶erdida cr¶‡tica (ganancia extracr¶‡tica)

y p¶erdida extracr¶‡tica (ganancia cr¶‡tica) de estabilidad de M mencionados an-

teriormente.

Finalmente, deflnimos los conceptos de cambios de estabilidad de M, duro

y suave en t¶erminos del radio de inestabilidad. El radio de inestabilidad de M

es una funci¶on del espacio de par¶ametros en R. Para cada ‚ 2 ⁄ esta funci¶on

asocia la distancia del punto en la extensi¶on din¶amica de M (con respecto al

sistema F‚) m¶as alejado de M . Suponiendo que M exhibe un cambio de esta-

bilidad en ‚0, decimos que es duro(suave), si la funci¶on radio de inestabilidad

de M es discontinua (continua) en ‚0. Por ejemplo, para los sistemas din¶amicos

deflnidos por la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias que dependen del

par¶ametro ‚ ‚ 0, _x = ¡‚x + x2, donde el espacio fase X es R, el espacio

de par¶ametros ⁄ es R+ y, M es el equilibrio f0g. Para ‚ = 0, la extensi¶on

din¶amica de M es (0; +1) (M es inestable), mientras que para ‚ > 0, es

vac¶‡a (M es asint¶oticamente estable). El equilibrio M exhibe un cambio de
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estabilidad duro. En general, demostramos que si M exhibe p¶erdida cr¶‡tica de

estabilidad en ‚0 y F‚0
es asint¶oticamente compacto en una vecindad de M ,

entonces M exhibe un cambio de estabilidad duro en ‚0.

La bifurcaci¶on la entendemos como el surgimiento de dos o m¶as nuevos con-

juntos invariantes, del conjunto invariante M com¶un de la familia de sistemas

semidin¶amicos. Dependiendo de que si la separaci¶on de los conjuntos invari-

antes del conjunto M , ocurre en o fuera de el valor cr¶‡tico ‚0 del par¶ametro, le

llamamos bifurcaci¶on cr¶‡tica o extracr¶‡tica o h¶‡brida (si ocurren ambas bifurca-

ciones la cr¶‡tica y la extracr¶‡tica). Un aspecto importante que hay que destacar

de nuestra teor¶‡a, consiste en que en su desarrollo, nos interesa demostrar la

existencia de bifurcaciones bajo condiciones muy generales. Queremos abarcar

todos los casos posibles, independientemente de la genericidad o no genericidad

de estos casos. Las propiedades de los nuevos conjuntos que se separan de M

al entrar o salir ‚ del valor cr¶‡tico ‚0; queda por el momento, aplazado. Los

ejemplos que presentamos en el cap¶‡tulo 4, los hemos escogido de acuerdo con

este enfoque.

El punto medular de este trabajo estriba en el estudio del problema de

c¶omo surgen de un conjunto invariante M el tipo de bifurcaciones deflnidas

en el contexto actual, cuando M exhibe una p¶erdida cr¶‡tica de estabilidad.

Partiendo de este punto de vista, tenemos que existen distintas maneras como

un punto de equilibrio o conjunto invariante M de la familia de sistemas exhibe

la p¶erdida de estabilidad. Una de estas se produce cuando se colapsa la regi¶on

de atracci¶on de un punto de equilibrio o conjunto invariante M al tender ‚ al

valor cr¶‡tico ‚0, como en el caso est¶andar de la bifurcaci¶on de Hopf invertida

mencionada anteriormente. Un ejemplo que presenta esta situaci¶on est¶a dado

por la familia de sistemas de ecuaciones (en coordenadas polares) en el plano:

_r = ¡r(‚ ¡ r2);
_µ = 1; (r > 0):

(1)

El espacio de estados X es R2, M es el punto de equilibrio f(0; 0)g del sistema

correspondiente a r = 0, y ⁄ es R+. El equilibrio M es estable para ‚ > 0

y cada regi¶on de atracci¶on A‚ de M es un c¶‡rculo de radio
p

‚: x2 + y2 < ‚.

Estas regiones de atracci¶on se colapsan en M , cuando ‚ ! 0+. Es claro que

M exhibe una p¶erdida cr¶‡tica de la estabilidad, puesto que para ‚0 = 0, M

es repulsor con respecto al sistema resultante(Ver la Figura 3). Un segundo

caso est¶a caracterizado por la deformaci¶on del retrato fase de ciertas familias
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de ecuaciones diferenciales dependientes del par¶ametro ‚, cuando este se acerca

al valor cr¶‡tico ‚0: Un ejemplo prototipo que nos permite ilustrar este caso est¶a

dado por la familia de sistemas lineales,

_x = ¡‚x + y;

_y = ¡‚y:
(2)

Esta familia de ecuaciones diferenciales, que depende de ‚, deflne una familia

de sistema din¶amicos. El espacio de estados X es R2; el espacio de par¶ametros

⁄ es R+ y M es el punto de equilibrio f(0; 0)g de la familia de sistemas. Para

‚ > 0, el sistema tiene un autovalor de multiplicidad dos, ¡‚ < 0, por lo tanto

M es un nodo impropio estable. Para ‚ = 0, M es inestable y no est¶a aislado

de puntos de equilibrio, de hecho pertenece al conjunto de puntos de equilibrio

f(x; y) 2 R2 j x 6= 0; y = 0g, del sistema correspondiente a ‚ = 0. Por otra

parte, cuando ‚ ! 0+ las ¶orbitas se alargan y se aplanan sobre el eje de las

equis, mientras que para cada ‚ > 0, las correspondientes regiones de atracci¶on

A‚ son cada una todo el plano R2(Ver la Figura 4).

Finalmente, un tercer caso prototipo, ocurre cuando el punto de equilibrio de

una familia de ecuaciones diferenciales, que depende de un par¶ametro ‚, exhibe

p¶erdida cr¶‡tica de la propiedad de atracci¶on, cuando el par¶ametro se acerca

arbitrariamente a un cierto valor cr¶‡tico ‚0, convirti¶endose en un equilibrio no

asint¶otico estable para ‚0. Un ejemplo que muestra esta situaci¶on, est¶a dado

por la familia de sistemas lineales que depende del par¶ametro ‚ > 0,

_x = y;

_y = ¡x ¡ ‚y:
(3)

Como en los ejemplos anteriores, el espacio de estados X es R2, el espacio de

par¶ametros ⁄ es R+ y M = f(0; 0)g es el punto de equilibrio de la familia de

sistemas din¶amicos deflnida por este sistema de ecuaciones diferenciales. Para

cada ‚ > 0 los autovalores correspondientes son ¡‚§
p

‚2¡4
2

; por lo tanto el

equilibrio M es un nodo estable. Para cada ‚ > 0, las regiones de atracci¶on A‚

son todo el plano R2. Para ‚ = 0, los autovalores del sistema correspondiente

son §i; por lo tanto el equilibrio M es un centro. En este ejemplo tenemos

que cuando ‚ ! 0+, las regiones de atracci¶on A‚ no sufren ning¶un cambio

y tampoco las ¶orbitas, sin embargo para ‚ = 0, M pierde la propiedad de

atracci¶on y no es aislado de conjuntos invariantes. (Las soluciones tienden al

origen cada vez m¶as lentamente, ver la flgura 5.)
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Tomando como prototipos los distintos comportamientos que exhiben las

¶orbitas y las regiones de atracci¶on del punto de equilibrio f(0; 0)g de los sistemas

(1),(2) y (3) cuando este tiene p¶erdida cr¶‡tica de estabilidad en ‚ = 0, para

su estudio en el contexto general de los sistemas semidin¶amicos, en el cap¶‡tulo

4, consideramos familias (X; T; ⁄; F ) de estos. Si ⁄0 ‰ ⁄, y suponiendo que

para cada ‚ 2 ⁄0 el conjunto M tiene una regi¶on de atracci¶on A‚ bajo la

acci¶on del sistema F‚. Tenemos una familia de regiones de atracci¶on de M,

A⁄0 := fA‚ j ‚ 2 ⁄0g, y llamamos a la terna fM; A⁄0 ; F⁄0g familia de atractores

de M , donde F⁄0 es la familia de sistemas, fF‚ j ‚ 2 ⁄0g. Por otra parte,

suponiendo que el conjunto invariante M exhibe p¶erdida cr¶‡tica de la estabilidad

en ‚ = ‚0 y ‚0 es un punto de acumulaci¶on de ⁄0, estudiamos c¶omo cambian

las regiones de atracci¶on A‚ y el comportamiento de las ¶orbitas que tienen

puntos iniciales en vecindades esf¶ericas de M arbitrariamente peque~nas (con

respecto a la m¶etrica d del espacio X), cuando ‚ tiende a ‚0. Para esto,

primero introducimos el concepto de equiestabilidad (ES) de M con respecto

a la familia de sistemas fF‚ j ‚ 2 ⁄0g. Esto signiflca que M es estable en el

sentido de Liapunov para cada ‚ 2 ⁄0 y, para cada †-vecindad de M , existe una

–-vecindad de M , tales que para toda ‚ 2 ⁄0, toda ¶orbita con punto inicial en

la –-vecindad de M pemanece en la †-vecindad de M todo el tiempo.

En este cap¶‡tulo demostramos que si ⁄0 es un subconjunto del espacio de

par¶ametros ⁄, el valor cr¶‡tico del par¶ametro ‚0 es punto de acumulaci¶on de ⁄0 y

el conjunto compacto e invariante M es ES con respecto a la familia de sistemas

F⁄0 en ‚0, entonces M es estable (en el sentido de Liapunov) con respecto al

sistema no perturbado F‚0
(o sea, M no pierde la propiedad de atracci¶on bajo

F‚ cuando ‚ alcanza ‚0: ) (Tal es el caso del comportamiento cualitativo de la

familia de sistemas din¶amicos dada por el sistema (3) dependiente del par¶ametro

‚ > 0). Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si M exhibe p¶erdida

cr¶‡tica de estabilidad, M no puede ser equiestable con respecto a la familia de

sistemas F⁄0 en ‚0. Esto implica que el estudio del problema de bifurcaciones

de M , que surgen de la p¶erdida cr¶‡tica de estabilidad hay que hacerlo para las

clases de familias de atractores no ES. Para esto, deflnimos un tipo de atractores

m¶as amplio que el de los ESs: los atractores relativamente equiestables(RES).

Decimos que el conjunto M invariante es relativamente equiestable con respecto

a F⁄0 en ‚0, si es etable en el sentido de Lyapunov y atractor para cada ‚ 2 ⁄0

relativo a las regi¶ones de atracci¶on A‚. Es decir, si para cada †-vecindad de M ,

existe una –-vecindad de M tales que para toda ¶orbita con punto inicial en la
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intersecci¶on de la –-vecindad de M la regi¶on de atracci¶on A‚, esta permanece

en la †-vecindad de M todo el tiempo. Si se cumple esto, decimos que la

terna fM; A⁄0 ; F⁄0g es una familia de atractores relativamente equiestable. Un

ejemplo de una familia de atractores que es RES pero no ES, est¶a dado por la

familia de ecuaciones (1).

Tambi¶en, deflnimos y proporcionamos ejemplos de otra clase de familias de

atractores que no son RES de la siguiente manera. Sea M un conjunto compacto

e invariante, decimos que M es conexo relativamente equiestable (CRES) con

respecto a F⁄0 en ‚0, si para toda †-vecindad de M , existe una –-vecindad de

M tales que, para toda ‚ 2 ⁄0 y para toda ‚-¶orbita con punto inicial en la

componente conexa que contiene a M de la interscci¶on de la –-vecindad de

M con la regi¶on de atracci¶on A‚, permanece en la †-vecindad de M todo el

tiempo. Si se cumple esto, decimos que la terna fM; A⁄0 ; F⁄0g es una la familia

de atractores CRES. En el cap¶‡tulo 4, proporcionamos ejemplos de familias de

atractores que no son RES, pero si CRES. Formalizamos la deformaci¶on de las

¶orbitas mediante la negaci¶on la propiedad CRES; esta es una expresi¶on para la

deformaci¶on de las ¶orbitas.

En el cap¶‡tulo 5, presentamos las contribuci¶ones principales que contiene

este trabajo de tesis. Estas se pueden resumir en lo siguiente, si el conjunto

invariante M exhibe p¶erdida cr¶‡tica de estabilidad en ‚0, entonces M exhibe

bifurcaci¶ones que pueden ser de tres tipos:

1. Extracr¶‡tica: el conjunto M se escinde en m¶as de un conjunto invariante

cuando el par¶ametro ‚ sale del valor cr¶‡tico ‚0, o

2. Cr¶‡tica (tambi¶en a veces llamada \vertical") si para ‚ = ‚0, se acumu-

lan en M conjuntos invariantes M 0 ajenos a M ( si los conjuntos M 0 se

adhieren a M como ¶orbitas homocl¶‡nicas a esta bifurcaci¶on le llamamos

bifurcaci¶on d¶ebilmente cr¶‡tica.)

3. H¶‡brida, se presentan ambas bifurcaciones (d¶ebilmente) cr¶‡tica y extra-

cr¶‡tica a la vez.(En el segundo caso \d¶ebilmente h¶‡brida").

En el caso de bifurcaci¶on extracr¶‡tica, demostramos que si un conjunto

invariante M es asint¶oticamente estable para valores del par¶ametro ‚ cerca de

un cierto valor ‚0 e, inestable para ‚ = ‚0 y si adem¶as M tiene la propiedad

CRES ( conexo relativamente equiestable) entonces M exhibe una bifurcaci¶on
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extracr¶‡tica. En cambio, si la familia de atractores es no CRES, existe una

bifurcaci¶on cr¶‡tica (posiblemente d¶ebil).

Formalmente los resultados son los siguientes:

Teorema 0.0.1 Sea F⁄ una familia de sistemas semidin¶amicos sobre un espa-

cio m¶etrico X localmente conexo, ⁄⁄ ‰ ⁄ y supongamos adem¶as que se cumplen

las siguientes hip¶otesis:

i) Existe un conjunto M ‰ X, no vac¶‡o, compacto, conexo y positivamente

‚-invariante para todo ‚ 2 ⁄ con las siguientes propiedades:

a) ‚0-inestable, para ‚0 62 ⁄⁄, ‚0 2 ⁄⁄; y

b) ‚-estable para todo ‚ 2 ⁄⁄ ‰ ⁄.

ii) para cada ‚ 2 ⁄⁄, F‚ es LAC en alguna vecindad W 2 VM .

iii) M satisface la propiedad CRES con respecto a ⁄⁄

Entonces existe una bifurcaci¶on extracr¶‡tica de M en ‚0, relativo a ⁄⁄.

Teorema 0.0.2 Sea F⁄ una familia de sistemas semidin¶amicos deflnida sobre

un espacio m¶etrico X, localmente conexo. Supongamos adem¶as que se cumplen

las siguientes hip¶otesis:

1. Existe un conjunto compacto y conexo M ‰ X positivamente ‚-invariante

para todo ‚ 2 ⁄;

2. todo F‚ es LAC en alguna vecindad W 2 VM ;

3. M es inestable para ‚ = ‚0 y estable para ‚ 2 ⁄0 ‰ ⁄, con ‚0 2 ⁄0; ‚0 62
⁄0; y

4. M no es CRES.

Entonces ocurre una bifurcaci¶on cr¶‡tica (posiblemente cr¶‡tica d¶ebil) de M

para ‚ = ‚0:

Corolario 0.0.3 Sea F⁄ una familia de sistemas semidin¶amicos sobre un espa-

cio m¶etrico localmente conexo y suponga que se cumplen las siguientes hip¶otesis:
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1. Existe un conjunto compacto M ‰ X;

2. M es asint¶oticamente estable para toda ‚⁄ 2 ⁄⁄, donde ⁄⁄ ‰ ⁄;

3. M no es asint¶otimente estable para ‚ = ‚0; ‚0 62 ⁄⁄, ‚0 2 ⁄;

4. M es equiestable en ‚0 con respecto a la familia F⁄⁄; y

5. F⁄ es LAC en una vecindad W 2 VM .

Entonces existe una bifurcaci¶on (posiblemente (d¶ebilmente)) cr¶‡tica de M para

‚ = ‚0.

Corolario 0.0.4 Sea F⁄ una familia de sistemas semidin¶amicos sobre un espa-

cio m¶etrico localmente conexo y suponga que se cumplen las siguientes hip¶otesis:

1. Existe un conjunto compacto y conexo M ‰ X;

2. M es inestable para ‚ = ‚0;

3. M es asint¶oticamente estable para ‚ tales que ‚ ! ‚0; y

4. F⁄ es LAC en una vecindad W 2 VM .

Entonces existe una bifurcaci¶on de M para ‚ = ‚0: La bifurcaci¶on puede

ser extracr¶‡tica o (posiblemente (d¶ebilmente))cr¶‡tica.

Corolario 0.0.5 Si se considera ¶unicamente una bifurcaci¶on simple (es decir,

o (d¶ebilmente)cr¶‡tica o extracr¶‡tica) y no h¶‡brida, las condiciones respectivas

dadas en el corolario (0.0.4) son necesarias y suflcientes :

Una bifurcaci¶on extracr¶‡tica ([d¶ebilmente] cr¶‡tica) ocurre si s¶olo si (no) se

satisface la propiedad CRES].

Las bifurcaciones (d¶ebilmente)cr¶‡ticas son ambas compatibles con las propie-

dades CRES y noCRES. Lo mismo las extracr¶‡ticas; en caso de bifurcaciones

h¶‡bridas.

Finalmente, tenemos que la p¶erdida cr¶‡tica de la estabilidad de M en ‚ = ‚0,

cuando M es un conjunto silla y aislado de conjuntos invariantes para ‚ = ‚0,

implica la bifurcaci¶on extracr¶‡tica de M . Queda como un problema abierto

demostrar que a su vez los conjuntos que se bifurcan, son conjuntos sillas4(en

un paper futuro).

4
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Nos parece natural abordar el problema anterior para el caso de sistemas

din¶amicos sobre un espacio m¶etrico localmente compacto y despu¶es, para el

caso general de una familia de sistemas semidin¶amicos que satisfacen alguna

propiedad adicional de compacidad asint¶otica. La formulaci¶on precisa de este

problema la proporcionamos en las conclusiones de este trabajo.

Deflnici¶on 1 Un suconjunto S ‰ X se llama conjunto silla si:

(9U 2 S)(8V 2 S)(9x 2 V ) °+(x) 6‰ U x 2 °+(CU);

donde el s¶‡mbolo S, es el flltro de vecindades del conjunto S.
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Figura 1: En el lado izquierdo, ilustramos algunos resultados del problema

de bifurcaciones que surgen de equilibrios estables y, en el lado derecho las

que surgen de equilibrios inestables en conexi¶on con los tipos de cambios de

estabilidad.
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Figura 2: Ilustraci¶on de la Extensi¶on din¶amica del equilibrio M .
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Figura 3: Ilustraci¶on del caso est¶andar de la bifurcaci¶on de Hopf.
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Figura 4: Ilustraci¶on de la bifurcaci¶on cr¶‡tica.
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Figura 5: Ilustraci¶on de la p¶erdida de la propiedad de atracci¶on de un conjunto

invariante.
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CAP¶ITULO 1

Preliminares.

1.1 Familia de sistemas (semi)din¶amicos.

Una familia continua de sistemas (semi)din¶amicos o (semi)grupos continuos,

(X; T; ⁄; F ), consiste de un espacio m¶etrico, por ejemplo lineal normado (X; k k)

(el espacio de estados), el (semi)grupo topol¶ogico ordenado T de los n¶umeros

reales (no negativos, llamado escala de tiempo), un espacio m¶etrico (⁄; ‰) (el

espacio de par¶ametros), y un mapeo continuo

F : X £ T £ ⁄ ! X

(la din¶amica). Deflnimos, para cada ‚ 2 ⁄, el ‚-sistema F‚ : X £ T ! X

mediante

F‚(x; t) := F (x; t; ‚):

Denotaremos la familia (X; T; ⁄; F ) brevemente por F⁄ (:= fF‚ j ‚ 2 ⁄g),

donde F⁄ representa una familia de sistemas (semi)din¶amicos. Suponemos que

la familia F⁄ satisface los siguientes axiomas:

(I) F 0
‚ es el mapeo identidad (‚ 2 ⁄).

(II) F t
‚F t0

‚ = F t+t0

‚ (t; t0 2 T; ‚ 2 ⁄).

(III) F es continuo en T £ X £ f‚0g.

(IV) F es continuo con respecto al par¶ametro ‚, en ‚0, uniformemente en x y

t en subconjuntos B acotados de X y en intervalos acotados, es decir:

19
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(8B 2 B) (8¿ 2 T; † > 0) (9N 2 N )

(8x 2 B; t 2 [0; ¿ ]; ‚ 2 N) d(F t
‚(x); F t

‚0
(x)) < †:

A veces F puede no estar deflnida para todo t 2 T; y sin embargo la teor¶‡a

hace sentido.

La m¶etrica asociada a la norma la denotamos por: d(x; y).

Adem¶as usaremos las siguientes notaciones

Br(x) := fy 2 X j d(x; y) < rg (r > 0; x 2 X)

Sr(x) := fy 2 X j d(x; y) = rg
Br(A) := fx 2 X j d(x; A) < rg (A ‰ X)

Sr(A) := fx 2 X j d(x; A) = rg

donde d(x; A) := inffd(x; y) j y 2 Ag.

Las sucesiones fxn j n 2 Ng, las denotamos simplemente por xN.

Fijamos un elemento ‚0 en ⁄ , y denotamos el sistema de vecindades de ‚0

por N . Al sistema F‚0
lo llamamos no perturbado, y los otros F‚, para ‚ 6= ‚0,

perturbados (con respecto a F‚0
).

El flltro generado por las vecindades esf¶ericas de un punto x o un subcon-

junto compacto M de X los denotamos con Vx y VM , respectivamente. La

familia de conjuntos acotados en X, la denotamos con B.

Las transformaciones F t
‚ : X ! X deflnen para cada t y para cada ‚ las

t-transiciones mediante F t
‚(x) := F (x; t; ‚) para todo x 2 X, y la familia de

funciones punto conjunto de la forma Ft;‚ : X ! 2X ,

Ft;‚(x) := fF t0

‚ (x) j t0 ‚ tg

para toda x 2 X, y para toda (t; ‚) 2 T £ ⁄, deflnen las ‚-semi¶orbitas retar-

dadas. En particular, la ‚-semi¶orbita positiva a trav¶es de x 2 X, la escribiremos

como:

°+
‚ (x) := F0;‚(x) = fF t

‚(x) j t ‚ 0g;

al conjunto l¶‡mite correspondiente a x como L+
‚ (x)

‡
:=

TfFt;‚(x) j t > 0g
·

. En

t¶erminos de sucesiones,

L+
‚ (x) := f y 2 X j 9tN ‰ R+; tn ! +1; F tn(x) ! yg:
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Si A ‰ X, °+
‚ (A) :=

Sf°+
‚ (x) j x 2 Ag. Adem¶as, si x 2 X, t 2 T , A ‰ X,

I ‰ T , escribimos

F t(A) := fF t(x) j x 2 Ag;

F I(x) := fF t(x) j t 2 Ig;

F I(A) := fF t(x) j x 2 A; t 2 Ig;

y an¶alogamente para otros mapeos.

Observamos que como consecuencia del axioma (II), vale la identidad

Ft;‚(x) = °+
‚

¡
F t

‚(x)
¢

que relaciona una ‚-semi¶orbita retardada en x con una ‚-semi¶orbita positiva a

trav¶es de F t
‚(x).

El interior, la cerradura y la frontera del conjunto A, los denotamos por
–
A,

„A y @A respectivamente, y al complemento del conjunto A, por CA.

Deflnici¶on 2 Un (semi-) grupo F T es asint¶oticamente compacto (AC) sobre

A ‰ X si para toda pareja de sucesiones xN ‰ A, tN ‰ T , tal que tn ! +1,

F [0;tn](xn) ‰ A, el conjunto fF tn(xn)gn2N es relativamente compacto.

Deflnimos para cada ‚ 2 ⁄ el conjunto ‚-l¶‡mite L+
‚ (A) del conjunto A,

como el conjunto de los l¶‡mites de todas las sucesiones convergentes de la forma

fF tk

‚ (xk)g1
k=1 donde xk 2 A y tk ! +1.

Ejemplo 1 Un ejemplo de una familia continua de sistemas din¶amicos est¶a

dado por la siguiente familia de sistemas de ecuaciones diferenciales aut¶onomas

que dependen de un par¶ametro:

_x = f(x; ‚); x : R ! Rn; ‚ 2 ⁄; f : Rn £ ⁄ ! Rn; (1.1)

donde ‚ es un par¶ametro en el espacio ⁄, y f : Rn £⁄ ! Rn es continua y Lip-

schitz para cada ‚ 2 ⁄. Supongamos que para cada (x; ‚) 2 Rn £ ⁄ existe una

¶unica soluci¶on ’t(x; ‚) deflnida para todo t 2 R+ que satisface ’0(x; ‚) = x.

Poniendo X = Rn, deflnimos, para cada ‚ 2 ⁄, F t
‚ : X £ R+ ! X mediante

F t
‚(x) := ’t(x; ‚). Entonces se obtiene una familia de sistemas din¶amicos F⁄,

sobre › ‰ X £ R+; con › es un conjunto abierto que contiene a X £ f0g;

suponiendo que (1.1) satisface la condici¶on de dependencia continua correspon-

diente.
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1.2 Conceptos b¶asicos en sistemas (semi)din¶a-

micos.

Deflnici¶on 3 Una funci¶on ` : I ! X, donde I es un intervalo no vac¶‡o

contenido en R, es una soluci¶on del sistema semidin¶amico (X; T; F ) si t 2
I; s 2 R+ y, t + s 2 I implican que

F s(`(t)) = `(t + s):

El intervalo I es el dominio de ` y se denota con D(`): Si x 2 X; la

soluci¶on ` con 0 2 D(`) y `(0) = x se llama movimiento positivo a trav¶es de

x. Cualquier soluci¶on con x en su rango, se llama soluci¶on a trav¶es de x.

Deflnici¶on 4 Una soluci¶on b̀ es una extensi¶on de una soluci¶on `; si

D( b̀) ¾ D b̀ y, b̀ = ` sobre D(`): Una soluci¶on se llama maximal, si para

cualquier extensi¶on b̀ de ` tenemos D( b̀) = D(`):

Proposici¶on 1.2.1 ([Sa], Cap¶‡tulo I, Teorema 4.4.) Para cualquier x 2 X

existe una soluci¶on maximal correspondiente a x.

Deflnici¶on 5 Una soluci¶on maximal se llama principal si su dominio es R.

Deflnici¶on 6 El punto x se llama cr¶‡tico, o un equilibrio o punto de reposo,

si x = F t(x) para todo t 2 R+:

Deflnici¶on 7 Una ¶orbita correspondiente a x es el rango de una soluci¶on ma-

ximal correspondiente a x:

Una ¶orbita se llama principal si la soluci¶on correspondiente es principal.

Deflnici¶on 8 Un conjunto M ‰ X se llama positivamente invariante si para

todo x 2 M; vale °+(x) ‰ M: El conjunto M es invariante si M y XnM son

ambos positivamente invariantes.

Proposici¶on 1.2.2 ([Sa], Cap¶‡tulo II, Lema 2.4.) La cerradura de un con-

junto positivamente invariante, es positivamente invariante. La uni¶on y la

intersecci¶on de conjuntos positivamente invariantes son positivamente invarian-

tes.
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Deflnici¶on 9 Para x 2 X el conjunto H+ := °+(x) se llama envolvente positi-

va o cerradura de la semi¶orbita positiva. Si H+(x) es compacto, el movimiento

positivo correspondiente se llama compacto.

Deflnici¶on 10 Un conjunto M ‰ X se llama d¶ebilmente invariante si para

todo punto x 2 M , existe una ¶orbita correspondiente a x contenida en M .

Proposici¶on 1.2.3 ([Sa],1 c Teorema 3.5.) Si °+(x) es relativamente com-

pacto, el conjunto l¶‡mite L+(x) es no vac¶‡o, compacto y d¶ebilmente invariante.

Adem¶as, todas las ¶orbitas contenidas en L+(x) son principales.
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CAP¶ITULO 2

El principio de persistencia de la

extensi¶on din¶amica.

2.1 La inestabilidad, la primera prolongaci¶on

positiva y el l¶‡mite prolongacional positivo

de un conjunto.

Consideremos un sistema semidin¶amico deflnido sobre un espacio m¶etrico (X; d)

y un conjunto positivamente invariante compacto M ‰ X.

Deflnici¶on 11 Un conjunto invariante M es inestable si

(9U 2 VM)(8V 2 VM) °+(V ) 6‰ U:

Deflnici¶on 12 Deflnimos la prolongaci¶on positiva mediante el mapeo

D+ : X ! 2X ;

donde para cada x 2 X, D+(x) es el conjunto

D+(x) := fy 2 X j 9xN ‰ X; 9tN ‰ R+; xn ! x y F tn(xn) ! yg
=

Tf°+(U) j U 2 Vxg:

25
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Deflnici¶on 13 Deflnimos el conjunto l¶‡mite prolongacional positivo mediante

el mapeo J+ : X ! 2X , donde para cada x, J+(x) es el conjunto:

J+(x) := fy 2 X j 9xN ‰ X; 9tN ‰ R+; xn ! x; tn ! +1
y F tn(xn) ! yg

=
\

f°+(F t(V )) j t 2 R+; V 2 Vxg:

Otra forma ¶util de deflnir la prolongaci¶on positiva de un conjunto, es en

t¶erminos de vecindades, y se obtiene a partir de la siguiente proposici¶on.

Proposici¶on 2.1.1 Sean x; y 2 X y consideremos el mapeo D+ : X ! 2X de

la Deflnici¶on 12, entonces

y 2 D+(x) , 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; 9x0 2 U; 9y0 2 V : y0 2 °+(x0): (2.1)

Demostraci¶on: Primero supongamos que y 2 D+(x), luego, existen xn ! x,

yn ! y tales que yn 2 °+(xn), como en la Deflnici¶on 12. Entonces para cada

pareja de vecindades U 2 Vx, V 2 Vy existe n tal que xn 2 U; F tn(xn) 2 V ,

y se obtiene la necesidad de la condici¶on para y 2 D+(x). Para demostrar la

suflciencia, tomamos un sistema fundamental numerable UN de vecindades de

x, y otro, VN de y; entonces dados U 2 Vx y V 2 Vy como en 2.1, elegimos n tal

que Un ‰ U y Vn ‰ V . Luego, existe xn 2 Un y yn 2 Vn tales que yn 2 °+(xn),

y de aqu¶‡ se sigue que y 2 D+(x).

Como consecuencia de la proposici¶on anterior escribimos

D+(x) = fy j 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; °+(U) \ V 6= ;g
= fy j 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; 9x0 2 U; 9y0 2 V; y0 2 °+(x0)g:

(2.2)

An¶alogamente, enunciamos la siguiente proposici¶on a partir de la cual ob-

tenemos otra forma ¶util de deflnir el l¶‡mite prolongacional de un punto:

Proposici¶on 2.1.2 Sean x; y 2 X y consideremos el mapeo J+ : X ! 2X de

la Deflnici¶on 13, entonces

y 2 J+(x) , 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; 8t > 0 : °+(F t(U))
\

V 6= ;: (2.3)
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Demostraci¶on: Primero suponemos que y 2 J+(x); de la Deflnici¶on 13 tene-

mos que 9xN ‰ X, 9tN ‰ R+ tal que xn ! x, tn ! +1 y F tn(xn) ! y. Esto

implica que 8U 2 Vx, 8V 2 Vy, 8t > 0; existe N 2 N tal que 8n ‚ N : xn 2
U; F tn(xn) 2 V , tn > t. Observemos que existe ¿n ‚ 0 tal que

tn = t + ¿n y F tn(xn) = F t
¡
F tn(xn)

¢
2 °+

¡
F tn(xn)

¢
= °+(xn)

entonces °+(U)
T

V 6= ;. Para probar la suflciencia, tomamos un sistema

fundamental de vecindades de x; Vx y otro de y; Vy. Sean U 2 Vx y V 2 Vy

dadas como en la relaci¶on (A.26); elegimos n tal que B†n
(x) ‰ U , B†n

(y) ‰ V ,

donde †n > 0, existe porque U y V son abiertos, luego por hip¶otesis tenemos

que

(8t > 0) °
¡
F t(B†n

(x)
¢ \

B†n
(y) 6= ;: (2.4)

Esto implica que dado t > 0, 9yn 2 °+
¡
F t(xn)

¢
,

9xn 2 B†n
(x); 9tn = t + ¿ 0

n; ¿ 0
n ‚ 0 : yn := F tn(xn) 2 B†n

(y):

Tomamos una sucesi¶on f†ng con †n ! 0 cuando n ! +1, y aplicando el lado

derecho de la relaci¶on (A.26) para cada n, tomemos que xn ! x, yn ! y y

tn ! +1, puesto que t se puede hacer tan grande como se quiera. Esto prueba

la condici¶on suflciente para que y 2 J+(x).

La proposici¶on anterior, implica que podemos escribir el l¶‡mite prolongacio-

nal positivo de un punto x 2 X como:

J+(x) := fy 2 X j 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; 8t > 0 : °+(F t(U))
\

V 6= ;g: (2.5)

La prolongaci¶on positiva del conjunto M se deflne en t¶erminos de la prolon-

gaci¶on positiva de un punto:

D+(M) :=
[

x2M

fD+(x)j x 2 Mg;

y el correspondiente l¶‡mite prolongacional positivo del conjunto M mediante:

J+(M) :=
[

x2M

fJ+(x) j x 2 Mg:

Deflnici¶on 14 Deflnimos la extensi¶on din¶amica positiva de M mediante

I+(M) := D+(M)nM:
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Si M es inestable, la extensi¶on din¶amica de M con respecto a F es el conjunto

de puntos fuera de M que se pueden aproximar a partir de una sucesi¶on de

puntos arbitrariamente cercanos a M bajo la acci¶on de F .

Para abreviar, de aqu¶‡ en adelante, en lugar de escribir extensi¶on din¶amica

positiva escribiremos extensi¶on din¶amica.

Proposici¶on 2.1.3 ([Bh]) Si el espacio X es localmente compacto, el conjunto

M es inestable si y s¶olo si I(M) 6= ;.

La condici¶on necesaria en la Proposici¶on 2.1.3 vale en general. Con respecto

a la condici¶on suflciente, si vale la siguiente proposici¶on:

Proposici¶on 2.1.4 Si M es inestable bajo F T , y F T es AC en una vecindad

de M , entonces M es inestable si y s¶olo si I+(M) 6= ;.

Demostraci¶on. Sea W 2 VM en la cual F T es AC. La inestabilidad de M

implica que existe una vecindad U 2 VM , que podemos escoger de tal manera

que „U ‰ W , y existe xN ‰ X, xn ! M , °+(xn) 6‰ U para toda n 2 N,

y existe tN ‰ T tal que F tn(xn) 2 @U (por continuidad del semigrupo F T ).

La propiedad AC en W implica que existe y 2 @U y existe una subsucesi¶on,

fF t0

k(x0
k)g, de fF tk(xk)g1

n=0 tal que F t0

k(xk) ! y, por lo tanto y 2 I(M). La

otra implicaci¶on es evidente, pues se sigue de la propiedad de separaci¶on del

espacio.

El ejemplo que sigue muestra que es necesario que F T sea AC en una vecin-

dad de M para que la Proposici¶on 2.1.4 sea verdadera.

Ejemplo 2 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

_x = y;

_y = 0
(2.6)

sobre X = f(x; y) 2 R2 j y 6= 0g Sf(0; 0)g.

Sea M = f(0; 0)g; en este caso I+(M) = ;; a pesar de que el origen es

inestable.

Sin embargo, no hay contradicci¶on con la Proposici¶on 2.1.4 porque el semi-

grupo F T deflnido por (2.6) no es AC para ninguna vecindad de M , pues X

no contiene al conjunto f(x; 0) j x 6= 0g. (ver la Figura 2.1).
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Figura 2.1: Ilustraci¶on del Ejemplo 2

Proposici¶on 2.1.5 Sea M positivamente invariante y compacto. Si y 62 M

y 9fxngn2N, d(xn; M) ! 0, 9ftngn2N ‰ R+, tal que F tn(xn) ! y, entonces

tn ! +1.

Demostraci¶on. En caso contrario, supongamos que la sucesi¶on tN mencionada

en la hip¶otesis contiene una subsucesi¶on acotada, entonces existe una sub-

sucesi¶on t0
N de esta tales que a su vez escogiendo la subsucesi¶on, se puede

suponer que tn ! t⁄ < +1. La continuidad conjunta de F con respecto a t

y x, implican que F tn(xn) ! F t⁄

(x), para alguna x 2 M , con xn ! x: Por lo

tanto, F t⁄

(x) = y 2 M , puesto que M es positivamente invariante. Lo cual es

una contradicci¶on con el hecho de que y 62 M:

Proposici¶on 2.1.6 Sea M compacto, positivamente invariante, inestable y

AC sobre alguna vecindad W 2 VM , entonces vale:

‡
J+(M)

\
W

·
nM 6= ;: (2.7)

Demostraci¶on: La inestabilidad de M implica que existe una vecindad U 2
VM y existe una sucesi¶on xN ‰ X tales que xn ! M y °+(xn) 6‰ U para toda

n. Debido a que M es compacto, se puede suponer que existe x⁄ 2 M y existe

una subsucesi¶on de la mencionada arriba, tales que xn ! x⁄. Tambi¶en se puede

suponer que „U ‰ W , puesto que una vez que tenemos la U de la Deflnici¶on 11,
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para cualquier vecindad de M contenida en U es de igual manera aplicable la

misma Deflnici¶on 11 sin p¶erdida de generalidad. Entonces por la continuidad

de F en t, para cada n existen tiempos tn > 0 tales que

F [0;tn](xn) ‰ U y F tn(xn) 2 @U ‰ „U; (2.8)

Pero adem¶as, dado que por hip¶otesis el sistema semidin¶amico es AC sobre W ,

existe una subsucesi¶on de xN (que se puede suponer sea la misma xN mediante

la renumeraci¶on) que converge en @U ‰ W , es decir, existe

y⁄ 2 @U : F tn(xn) ! y⁄ (2.9)

puesto que @U es un conjunto cerrado (ver [6] pp. 53); por otra parte, siendo

M positivamente invariante, seg¶un la Proposici¶on 2.1.5, tenemos que tn ! +1
de donde se sigue que y⁄ 2 J+(x)

T
W , pero y⁄ 62 M por ende y⁄ 2 J+(M)nM ;

es decir obtenemos (2.7).

Proposici¶on 2.1.7 Sea M ‰ X con las mismas hip¶otesis de la Proposici¶on

2.1.6, entonces

I+(M) = J+(M)nM: (2.10)

Demostraci¶on: Sea y 2 I+(M), entonces y =2 M y 9x 2 M , 9xN ‰ X,

9tN ‰ R+, tales que xn ! x y F t
n(xn) ! y (ver la Deflnici¶on 12). Luego, puesto

que M es positivamente invariante y compacto, tn ! 1 ( ver la Proposici¶on

2.1.5 ), esto implica que y 2 J+(M)nM: Rec¶‡procamente, si y 2 J+(M)nM , de

la Deflnici¶on 13 se tiene que y 2 I+(M):

Corolario 2.1.8 Sea M ‰ X con las mismas hip¶otesis de la Proposici¶on 2.1.6,

entonces

I+(M)
\

W 6= ;: (2.11)

Demostraci¶on: Puesto que (J+(M)
T

W )nM =(J+(M)nM)
T

W , la Propo-

sici¶on 2.1.6 implica que (J+(M)nM)
T

W 6= ; y luego la relaci¶on (2.11 se

obtiene a partir de la relaci¶on (2.10).
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Deflnici¶on 15 1 Deflnimos la prolongaci¶on positiva relativa (PPR) de M con

respecto al conjunto A ‰ X, como

D+
A(M) :='
y 2 A j 9xn d(xn; M) ! 0; 9tn ‚ 0; F [0;tn](xn) ‰ A y F tn(xn) ! y

“

(es equivalente a la prolongaci¶on de M con respecto a la restricci¶on de F a

A £ T ).

Entonces, la extensi¶on din¶amica relativa (EDR) del conjunto M ‰ X, con

respecto al conjunto A ‰ X se deflne como

I+
A (M) := D+

A(M)nM:

Concluimos esta secci¶on con la siguiente proposici¶on.

Proposici¶on 2.1.9 Sea M ‰ X, compacto y positivamente invariante. Su-

pongamos adem¶as que F T es AC en una vecindad A = ”A 2 VM , entonces

D+
A(M) es compacto.

Demostraci¶on. Supongamos que D+
A(M) no es compacto, entonces existe una

sucesi¶on fyngn2N ‰ IA(M) que no contiene ninguna subsucesi¶on convergente.

Luego para cada yn 2 IA(M), n fljo, existe una sucesi¶on, por la Deflnici¶on 15,

fxn;mgm2N; d(xn;m; M) ! 0 (2.12)

y existen

ftn;mgm2N ‰ R+ (2.13)

tales que

yn;m := F tn;m(xn;m) ! yn; para m ! 1: (2.14)

Adem¶as, aplicando la Proposici¶on 2.1.5, tn;m ! +1; para m ! 1:

De esta ¶ultima sucesi¶on escogemos una subsucesi¶on fy0
ngn2N tal que

d(y0
n; yn) < †n; con †n ! 1 cuando n ! 1;

donde adem¶as y0
n := F tn(x0

n), d(x0
n; M) ! 0 y x0

n := xn;mn
es una subsucesi¶on

de (2.12) y t0
n := tn;mn

! +1 es una subsucesi¶on de (2.13). Por otro lado,

1El concepto de prolongaci¶on relativa lo acu~naron T. Ura [Ur], P. Seibert [Se] y N.P.

Bathia [Bh].
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puesto que F T es AC en A = ”A, la sucesi¶on fy0
ngn2N, converge. Entonces, dada

† > 0 escogemos N 2 N suflcientemente grande tal que para

n; m ‚ N : d(y0
n; y0

m) <
†

3
; d(y0

n; yn) <
†

3
y d(y0

m; ym) <
†

3
:

Luego por la desigualdad del tri¶angulo,

d(yn; ym) • d(y0
n; yn) + d(y0

n; y0
m) + d(y0

m; ym) < †:

Esto implica que fyngn2N es una sucesi¶on convergente, por lo tanto toda sub-

sucesi¶on de esta es convergente, lo cual es una contradicci¶on.
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2.1.1 La persistencia de la extensi¶on din¶amica.

Consideremos una familia de semigrupos F T
⁄ que act¶ua sobre el epacio m¶etrico

X. Para cada ‚ 2 ⁄ los s¶‡mbolos D+
‚ (M) e I‚(M) denotan la ‚-prolongaci¶on

positiva y la ‚-extensi¶on din¶amica del conjunto M , respectivamente, deflnidas

en la secci¶on anterior. Suponiendo que M ‰ X es compacto y positivamente

invariante, en esta secci¶on demostraremos que la ‚-extensi¶on din¶amica de M ,

I‚(M), deflnida como un mapeo de puntos a conjuntos:

I(:)(M) : ⁄ ! 2X (2.15)

donde,

8‚ 2 ⁄; I‚(M) := D+
‚ (M)nM:

tiene la propiedad de semicontinuidad inferior en ‚ = ‚0, para el cual, M

es ‚0-inestable. La semicontinuidad inferior, en el sentido de prolongaci¶on con

respecto a ‚: es decir, el cambio de la ‚-extensi¶on din¶amica de M , I+
‚ (M);

producido por peque~nos cambios del par¶ametro ‚ alrededor del valor

‚ = ‚0; no es implosivo; aunque I+
‚ (M); no es semicontinuo en el sentido

ordinario (ver por ejemplo [Sa], p¶ag. 62).

El Axioma IV, concerniente a que la familia F⁄ de sistemas din¶amicos de-

pende continua y uniformemente con respecto al par¶ametro ‚ en ⁄, tenemos

las siguiente proposici¶on.

Proposici¶on 2.1.10 Sea M ‰ X compacto, positivamente invariante, ‚0-

inestable para ‚0 2 ⁄ y, adem¶as, sea F T
‚0

AC en una vecindad W de M .

Entonces

y 2 D‚0
(M) ,

8U 2 VM ; 8V 2 Vy; 9N 2 N : 8‚ 2 N; °+
‚ (U) \ V 6= ;:

(2.16)

Demostraci¶on: La primera ecuaci¶on de (2.2), aplicada a D+
‚0

(M), da la sufl-

ciencia. Para demostrar la necesidad, sea y 2 D+
‚0

(M); entonces, para U 2 VM ,

V 2 VM dadas, aplicando la segunda ecuaci¶on de (2.2), elegimos x0 2 U , y0 2
–

V

tales que y0 2 °+
‚0

(x0). Sea ¿ ‚ 0 tal que y0 = F ¿
‚0

(x0). Puesto que y0 2
–

V ,

V 2 Vy0 . El axioma IV implica que, 9N 2 N tal que 8‚ 2 N , F ¿
‚ (x0) 2 V , es

decir,

8‚ 2 N; °+
‚ (U) \ V 6= ;:
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Deflnici¶on 16 Deflnimos la prolongaci¶on perturbacional fuerte (PPF) en ‚0 2
⁄; mediante el mapeo D+

‚0
: X ! 2X ; y, para cada x 2 X escribimos

D+
‚0

(x) := fy j 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; 9N 2 N : 8‚ 2 N; °+
‚ (U) \ V 6= ;g:

Deflnimos la prolongaci¶on perturbacional fuerte de un conjunto M ‰ X,

como la uni¶on de las prolongaciones perturbacionales fuertes de los puntos del

conjunto M; es decir,

D‚0
(M) := [fD‚0

(x) j x 2 Mg:

Llamamos extensi¶on din¶amica perturbacional (EDP) de un conjunto M ‰ X

en ‚0 2 ⁄, I‚0
(M); a la diferencia D+

‚0
(M)nM; esto es,

I‚0
(M) := D+

‚0
(M)nM:

Proposici¶on 2.1.11 (Principio de persistencia de la extensi¶on din¶amica). Sea

M ‰ X positivamente invariante, compacto, ‚0-inestable para ‚0 2 ⁄ y,

supongamos adem¶as que el semigrupo F T
‚0

es AC, en una vecindad W de M .

Entonces

I‚0
(M) = I‚0

(M): (2.17)

Demostraci¶on. Esto es una consecuencia inmediata de la equivalencia (2.16)

de la Proposici¶on 2.1.10.

Ilustramos el contenido del principio de persistencia de la inestabili-

dad mediante la siguiente flgura.

Deflnici¶on 17 Deflnimos la prolongaci¶on perturbacional semi-fuerte(PPSF)

de x 2 X en ‚0 2 ⁄, mediante el mapeo D0
‚0

: X ! 2X ; y, para cada x 2 X

escribimos,

D0
‚0

(x) := fy j 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; 9N 2 N ; 8‚ 2 N 0 : °+
‚ (U) \ V 6= ;g;

donde N 0 := Nnf‚0g.

Deflnimos la prolongaci¶on perturbacional semi-fuerte de un conjunto M ‰
X en ‚0, como la uni¶on de las prolongaciones semifuertes de los puntos del

conjunto M , o sea,

D0
‚0

(M) := [fD0
‚0

(x) j x 2 Mg:
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Figura 2.2: Ilustraci¶on de la persistencia de la extensi¶on din¶amica.

Llamamos extensi¶on din¶amica prerturbacional semi-fuerte (EDPSF) de un

conjunto M en ‚0 2 ⁄, I0
‚0

(M), a la diferencia de conjuntos, D0
‚0

(M)nM , es

decir:

I0
‚0

(M) := D0
‚0

(M)nM:

Proposici¶on 2.1.12 Sea M ‰ X positivamente invariante, compacto, ‚0-

inestable para ‚0 2 ⁄ y, supongamos adem¶as, que el semigrupo F T
‚0

es AC

en una vecindad W de M . Entonces

I‚0
(M) ‰ I0

‚0
(M): (2.18)

Demostraci¶on. Esto es una consecuencia inmediata de que ‚0 62 N 2 N en

la ecuaci¶on (2.16) de la proposici¶on (2.1.10).

A partir de la proposici¶on 2.1.11 y de las ecuaciones (2.17), (2.18), tenemos

que si M es ‚0-inestable entonces I0
‚0

(M) 6= ;. En los ejemplos que siguen

ilustramos los conjuntos I‚(M); I‚0
(M) y, I0

‚0
(M) para sistemas de ecuaciones

en el plano que dependen del par¶ametro ‚:

Ejemplo 3 Consideremos el sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales

dependiente del par¶ametro ‚ 2 R;

_x = x(x2 ¡ ‚2);

_y = y(x2 ¡ ‚2):
(2.19)
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El espacio fase X es R2; el espacio de par¶ametros ⁄ es R; el valor cr¶‡tico

del par¶ametro ‚0 = 0 y, M = f(0; 0)g es el equilibrio com¶un de la familia

de sistemas (2.19), para toda ‚ 2 R: El origen M es ‚0-inestable, pero no

completamente ‚0-inestable por que este no es aislado de puntos de equilibrio,

pertenece al conjunto de puntos de equilibrio, f(x; y) 2 R2 j x = 0g; del sistema

2.19 para ‚ = ‚0. Adem¶as, I‚0
(M) = I‚0

(M) = I0
‚0

(M) = R2nM . Por otra

parte, para ‚ > 0; I‚(M) = I‚(M) = ?; en esta, la primera igualdad proviene

de la ecuaci¶on (2.17) y la segunda, porque M es ‚- asint¶oticamente estable con

cuenca de atracci¶on, A+
‚ (M) = f(x; y) 2 R j jxj < ‚g. Este ejemplo, ilustra

que en la siguiente relaci¶on,

I‚0
(M) = I‚0

(M) ‰ I0
‚0

(M) = Rnf0g; (2.20)

obtenida de las proposiciones 2.1.11 y 2.1.12, la inclusi¶on no necesariamente

es propia. (Ver la Figura 2.1.1).

Figura 2.3: Ilustraci¶on del ejemplo 3

Ejemplo 4 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales

_x = x
¡
(x2 ¡ 1)2 + ‚2

¢
:

El espacio fase X es R, el espacio de los par¶ametros ⁄ es R; el valor cr¶‡tico del

par¶ametro ‚0 = 0 y, M = f0g es el equilibrio com¶un de la familia de ecuaciones.

Entonces I‚0
(M) = I‚0

(M) = [¡1; 0) [ (0; 1] mientras que, I0
‚0

(M) = RnM .
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Para ‚ 6= ‚0; I‚(M) = RnM; esto signiflca que la extensi¶on din¶amica \explota"

cuando el par¶ametro sale del valor cr¶‡tico, ‚0: Este ejemplo tambi¶en ilustra que

la inclusio¶n en 2.18, en general es propia (Ver Figura 2.4).

Figura 2.4: Ilustraci¶on del Ejemplo 4, la extensi¶on din¶amica \explota" cuando

el par¶ametro sale del valor cr¶‡tico, ‚0 = 0:

Deflnici¶on 18 Deflnimos la prolongaci¶on perturbacional d¶ebil (PPD) en un

punto ‚0 2 ⁄; mediante el mapeo ~D‚0
: X ! 2X , y para cada x 2 X:

~D‚0
(x) := fy 2 X j 8U 2 Vx; 8V 2 Vy; 8N 2 N ; 9‚ 2 N : °+

‚ (U) \ V 6= ;g:

Deflnimos la prolongaci¶on perturbacional d¶ebil (PPD) de un conjunto M en

‚0 2 ⁄ como la uni¶on de las prolongaciones de los puntos de M , o sea,

~D‚0
(M) := [f~D‚0

(x) j x 2 Mg:

y llamamos la extensi¶on din¶amica prolongacional d¶ebil (EDPD) de un conjunto

M en ‚0 2 ⁄, ~I‚0
(M), a la diferencia de conjuntos,

~I‚0
(M) = ~D‚0

(M)nM:

Proposici¶on 2.1.13 Sea M ‰ X invariante, compacto, ‚0-inestable para ‚0 2
⁄; y, F T

‚0
un semigrupo AC en una vecindad W de M . Entonces

I‚0
(M) ‰ I0

‚0
(M) ‰ ~I‚0

(M): (2.21)
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Demostraci¶on. La primera inclusio¶n en (2.21) est¶a dada por la proposici¶on

2.1.12; para demostrar la segunda, sea y 2 I0
‚0

(M). Dados U 2 VM , V 2 Vy;

fljamos N 2 N , como en la Deflnici¶on 17, luego 8N1 2 N , por ser N un flltro

de vecindades de ‚0, N \ N1 2 N , entonces tomamos ‚ 2 N \ N1; esto implica

que °+
‚ (U) \ V 6= ;, puesto que y 2 D0

‚0
(M) y, ‚ 2 N .

En general el conjunto ~I‚0
(M) contiene propiamente al conjunto I0

‚0
(M),

esto lo demostramos mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 5 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales

_x = f(x; ‚); donde f(x; ‚) =

(
x

¡
(x2 ¡ 1)2 + sen2 …

‚
x

¢
; si ‚ 6= 0;

x(x2 ¡ 1)2; si ‚ = 0:

El espacio fase X es R, el espacio de los par¶ametros ⁄ es R. Poniendo el

punto de equiliubrio com¶un de la familia de ecuaciones diferenciales como M =

f0g y, el valor cr¶‡tico del par¶ametro ‚0 = 0. Entonces, I0
‚0

(M) = I‚0
(M) =

[¡1; 0) [ (0; 1] = I‚0
(M), mientras que, ~I‚0

(M) = Rnf0g. Adem¶as,

I+
‚n

(M) = [¡1; 0) [ (0; 1] para ‚n =
1

n
; n 2 Znf0g y I‚(M) = Rnf0g

para ‚n 6= 1
n

y, ‚ 6= 0 (Ver la Figura 2.5).

Figura 2.5: Ilustraci¶on del ejemplo 5, el conjunto ~I‚0
(M) contiene propiamente

al conjunto I0
‚0

(M):
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Considerando las Proposici¶ones 2.1.11, 2.1.12 y la ecuaci¶on (2.21), obtene-

mos el siguiente teorema

Teorema 2.1.14 Sea ‚0 2 ⁄; M ‰ X invariante, compacto, ‚0-inestable y

F T
‚0

un semigrupo AC en una vecindad W de M . Entonces

I‚0
(M) = I‚0

(M) ‰ I0
‚0

(M) ‰ ~I‚0
(M): (2.22)

Demostraci¶on. La igualdad en (2.22) es resultado de la proposici¶on 2.1.11,

la segunda y tercera contenciones resultan de las proposiciones 2.1.12 y 2.1.13

respectivamente.

En general las dos contenciones en (2.22) son propias, esto lo demostramos

mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 6 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales dependiente

del par¶ametro ‚;

_x = f(x; ‚);

donde,

f(x; ‚) =

(
x ((1 ¡ x2)2 + ‚2)

‡
(4 ¡ x2)2 + ‚2sen2 …

j‚j

·
; si j‚j 6= 0;

x(1 ¡ x2)2(4 ¡ x2)2; si ‚ = 0:

El espacio fase X es R; el espacio de par¶ametros ⁄ tambi¶en es R; el valor

cr¶‡tico ‚0 = 0 y, M = f0g es el equilibrio de la familia de ecuaciones difer-

enciales para este ejemplo. Entonces obtenemos I‚0
(M) = [¡1; 0) [ (0; 1] =

I‚0
(M); I0

‚0
(M) = (0; 2] y, ~I‚0

(M) = Rnf0g. (Ver la Figura 2.6).

Mediante el ejemplo que sigue, demostramos que en la ecuaci¶on (2.22) del

teorema 2.1.14, los conjuntos I‚0
(M); I‚0

(M); I‚0

0
(M) y ~I‚0

(M); pueden ser

iguales.

Ejemplo 7 Sean ‚ ‚ 0 y B‚ = f(0; 0)g [ (x; y) j x = ‚; jyj • ‚g. Considere-

mos el sistema de ecuaciones diferenciales dependiente del par¶ametro ‚ ‚ 0;

dx

dt
= d ((x; y); B‚) ;

dy

dt
= 0:
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Figura 2.6: Ilustraci¶on del Ejemplo 6, las dos contenciones en (2.22) son propias,

I‚0
(M) = [¡1; 0) [ (0; 1] = I‚0

(M); I0
‚0

(M) = (0; 2] mientras que, ~I‚0
(M) =

Rnf0g.

El espacio X es R; el espacio de par¶ametros ⁄ es R+; el valor cr¶‡tico del

par¶ametro ‚ = ‚0 y el origen M := f(0; 0)g es un punto de equilibrio fljo e

inestable 8‚ ‚ 0. Para ‚ > 0, surge de M el conjunto B0
‚(:= B‚nM) de puntos

de equilibrio inestables el cual se colapsa para ‚ = ‚0. Para 0 < – < ‚, tenemos

que L+
‚ (B–(M)) ‰ B0

‚. Por lo tanto, en este caso

I+
‚ (M) := f(x; y) j 0 < x • ‚; y = 0g; (‚ > 0);

mientras que,

I‚0
(M) = I‚0

(M) = I0
‚0

(M) = ~I‚0
(M) = f(x; y) j x > 0; y = 0g:

Ilustramos este ejemplo en la Figura 2.7.
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x=l l>00

Figura 2.7: Ilustraci¶on del Ejemplo 7

Para cada ‚ 2 ⁄; asociando la ‚-¶orbita de cada x 2 X; °+
‚ (x); deflnimos

un mapeo de puntos a conjuntos, °+
‚ : X ! 2X : An¶alogamente, para cada

‚ 2 ⁄; asociando la ‚-¶orbita del conjunto A 2 2X ; mediante °+
‚ (A) :=

[

x2A

°+
‚ (x)

(ver, [La], pp.3), deflnimos un mapeo de conjuntos a conjuntos, °+
‚ : 2X !

2X : Para cada ‚ 2 ⁄; reemplazando el mapeo ' por °+
‚ valen en general las

proposiciones A.0.10, A.0.11, A.0.13, A.20, A.0.17; y los corolarios A.0.14 y,

A.0.15 del Ap¶endice A.

Considerando una familia de mapeos °+
⁄ ; la siguiente proposici¶on concer-

niente a la continuidad U-uniforme con respecto al par¶ametro (U 2 2X),

se sigue del axioma IV. La colecci¶on U de subconjuntos de X es una colecci¶on

cuyos elementos tienen cierta propiedad, como por ejemplo, ser acotados.

Proposici¶on 2.1.15 Sean ‚0 2 ⁄ y F⁄ una familia de sistemas semidin¶amicos.

Entonces

(8A 2 U)(8y 2 °+
‚0

(A))(8† > 0)(9N 2 N )(8‚ 2 N) y 2 B†(°
+
‚ (A)):

Demostraci¶on. Sea A ‰ X, y 2 °+
‚0

(A) y † > 0. Puesto que y 2 °+
‚0

(A),

9¿ > 0 y x⁄ 2 A tal que y = F ¿
‚0

(x⁄). Para ¿ > 0, x⁄ fljos y † > 0; por

el Axioma IV 9N 2 N tal que 8t 2 [0; ¿ ], 8‚ 2 N d(F t
‚(x⁄), F t

‚0
(x⁄)) < †.

Esto implica que F t
‚(x⁄) ‰ B†(°

+
‚ (x⁄)) ‰ B†(°

+
‚ (A)). En particular si t = ¿ ,
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y = F ¿
‚ (x⁄) 2 B†(°

+
‚ (A)).

En el contexto de la teor¶‡a general desarrollada en el Ap¶endice A para fami-

lias '⁄ de mapeos, '; de conjuntos a conjuntos, los resultados de esta teor¶‡a son

completamente aplicables a las familias de mapeos °+
⁄ ; porque estas satisfacen

la proposici¶on 2.1.15, la cual es equivalente a la propiedad de continuidad

U-uniforme (U 2 2X) con respecto al par¶ametro expresada mediante A.23.

Para aplicar esta teor¶‡a, formulamos las siguientes deflniciones.

La prolongaci¶on positiva de M (deflnici¶on 12) queda,

D(M) :=
\

†>0

B†

µ
°+

¡
B†(M)

¢¶
:

Es decir,

y 2 D(M) , 8† > 0; 9x 2 B†(M) : y 2 B†

¡
°+(x)

¢
:

Deflnici¶on 19 Deflnimos la prolongaci¶on din¶amica perturbacional inferior(P-

DPI) de M ‰ X en ‚0; bajo la acci¶on de la familia de sistemas semidin¶amicos

F⁄, D‚0
(M); mediante

D‚0
(M) :=

\

†>0

[

N2N

\

‚2N

B†

µ
°+

‚

¡
B†(M)

¢¶
:

Es decir,

y 2 D‚0
(M) , 8† > 0; 9N 2 N ; 8‚ 2 N; 9x 2 B†(M) : y 2 B†

¡
°+

‚ (x)
¢
:

Llamamos extensi¶on din¶amica perturbacional inferior (EDPI) de M ‰ X

en ‚0; I‚0
(M), a la diferencia de conjuntos, D‚0

(M)nM ; es decir,

I‚0
(M) := D‚0

(M)nM:

Deflnici¶on 20 Deflnimos la prolongaci¶on din¶amica perturbacional superior

(PDPS) de M ‰ X en ‚0 bajo la acci¶on de la familia de sistemas semidin¶amicos

F⁄; „D‚0
(M), mediante

„D‚0
(M) :=

\

†>0

\

N2N

[

‚2N

B†

µ
°+

‚

¡
B†(M)

¢¶
:

Es decir,

y 2 „D‚0
(M) , 8† > 0; 8N 2 N ; 9‚ 2 N; 9x 2 B†(M) : y 2 B†

¡
°+

‚ (x)
¢
:
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An¶alogamente, llamamos extensi¶on din¶amica perturbacional superior (EDPS)

de M ‰ X en ‚0; „I‚0
(M), a la diferencia de conjuntos „D‚0

(M)nM; o sea,

„I‚0
(M) := „D‚0

(M)nM:

Considerando los teoremas A.0.18 y A.0.20 del Ap¶endice A, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.1.16 Sea F⁄ una familia de sistemas semidin¶amicos, ‚0 2 ⁄; M ‰
X positivamente invariante, compacto, ‚0-inestable y F T

‚0
un semigrupo AC en

una vecindad W de M . Entonces

I‚0
(M) = I‚0

(M) ‰ „I‚0
(M): (2.23)

Demostraci¶on La igualdad y la inclusi¶on en 2.23, se obtienen del teorema

A.0.18 y del teorema A.0.20 del Ap¶endice A, respectivamente, reemplazando el

mapeo ' por °+.

2.1.2 La persistencia como estabilidad.

Existe otra manera de enunciar el principio de la persistencia de la extensi¶on

din¶amica, esta es a partir del concepto de la E¡equiestabilidad (E{S), que est¶a

motivado por la estabilidad seg¶un Lyapunov, es decir; dada una †{vecindad de

un conjunto invariante M ‰ X, existe una – ¡ vecindad del mismo conjunto

invariante tales que para toda ¶orbita con su punto inicial en la – ¡ vecindad,

permanece en la † ¡ vecindad de M todo el tiempo. Siguiendo esta idea, se

enuncia la siguiente deflnici¶on para un sistema semidin¶amico (X; T; F ):

Deflnici¶on 21 Sean M ‰ X un conjunto compacto, positivamente invariante

y E ‰ X; M es E ¡ estable (E ¡ S) si

(9U 2 VM) (8x 2 U) °+(x) ‰ E: (2.24)

Deflnici¶on 22 Sean M ‰ X un conjunto compacto, positivamente invariante

y E ‰ X; M es E ¡ inestable (E ¡ I) si M no es E ¡ S. Es decir, negando

(2.24) se tiene que M es E ¡ I, si

(8U 2 VM) (9x 2 U) °+(x) 6‰ E: (2.25)
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En t¶erminos de sucesiones la Deflnici¶on 22 es equivalente a la siguiente

proposici¶on.

Proposici¶on 2.1.17 Sea M ‰ X compacto y positivamente invariante E ‰
X, entonces

M es E ¡ I , (9xN ‰ X)(xn ! M) °+(xn) 6‰ E:

Demostraci¶on. Sean M ‰ X y E ‰ X, con M compacto y positivamente

invariante. Primero se demuestra la condici¶on necesaria, para esto se supone

que M es E ¡ I; de la deflnici¶on 22, se tiene que

(8n 2 N)(9†n > 0)(9xn 2 B†n
(M)) °+(xn) 6‰ E: (2.26)

Sin p¶erdida de generalidad, se pueden escoger los n¶umeros positivos †n,

tales que 8n 2 N, †n+1 < †n. Entonces tomando †n ! 0, cuando n ! +1,

la compacidad de M implica que xn ! M y adem¶as de (2.26), °+(xn) 6‰ E;

con esto se obtiene la condici¶on necesaria. Demostraci¶on de la suflciencia, se

tiene por hip¶otesis, una sucesi¶on xN ‰ X tales que xn ! M y °+(xn) 6‰ E. La

convergencia de xN al conjunto M implica que

(8U 2 V)(9N 2 N)(8n ‚ N)(xn 2 U);

adem¶as, por hip¶otesis °+(xn) 6‰ E; entonces se sigue de aqu¶‡ la conclusi¶on.

En el contexto de una familia de ‚-sistemas semidin¶amicos F⁄; si M es E¡S

bajo la acci¶on del ‚{sistema F‚ para ‚ 2 ⁄, se dice que M es (E; ‚){estable

((E; ‚)¡S). Tambi¶en, si M no es (E; ‚)¡S, se dice que M es (E; ‚){inestable

((E; ‚) ¡ I).

Deflnici¶on 23 Sea E ‰ X y M ‰ X compacto y positivamente invariante

8‚ 2 ⁄. El conjunto M es E-equiestable (E ¡ ES) con respecto a la familia de

sistemas semidin¶amicos F⁄ si

(9U 2 VM) (8‚ 2 ⁄) °+
‚ (U) ‰ E:

Deflnici¶on 24 Sean M ‰ X compacto y positivamente invariante; E ‰ X y

L ‰ ⁄. El conjunto M es (E; L)-equiestable ((E; L) ¡ ES) con respecto a la

familia de sistemas semidin¶amicos FL, si

(9U 2 VM)(8‚ 2 L) °+
‚ (U) ‰ E: (2.27)
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Deflnici¶on 25 Sean M ‰ X compacto y positivamente invariante, E ‰ X y

L ‰ ⁄; el conjunto M se llama no E; L){equiestable (no { (E,L){ES)) con

respecto a la familia de sistemas semidin¶amicos FL, si M no es (E; L) ¡ ES.

Esto es, tomando la negaci¶on de (2.27) el conjunto M es no ¡ (E; L) ¡ ES si

(8U 2 VM)(9‚ 2 L)(9x 2 U) °+
‚ (x) 6‰ E: (2.28)

Otra forma equivalente a la deflnici¶on 25, se expresa en t¶erminos de suce-

siones. Esto es el contenido de la siguiente proposici¶on, la cual se demuestra

f¶acilmente cosiderando la expresi¶on (2.28).

Proposici¶on 2.1.18 Sean M ‰ X compacto y positivamente invariante; E ‰
X y L ‰ ⁄. Entonces el conjunto M es

no ¡ (E; L) ¡ ES , (9‚N ‰ L)(9xN ‰ X); xn ! M °+
‚n

(xn) 6‰ E:

Demostraci¶on. La demostraci¶on es esencialmente la misma de la Proposici¶on

2.1.17, salvo que en este caso se tiene un conjunto de par¶ametros. Primero se

demuestra la condici¶on necesaria. Sean M , E y L subconjuntos de X tales que

M es compacto y positivamente invariante. Sup¶ongase que M es no ¡ (E; L) ¡
ES, entonces de (2.28) se tiene que

(8n 2 N)(9†n > 0)(9‚n 2 L)(9xn 2 B†n
(M)) °+

‚n
(xn) 6‰ E:

Deflnici¶on 26 Sean E ‰ X, L ‰ ⁄, ‚0 2 L y M ‰ X compacto y positiva-

mente invariante, entonces M es localmente (E; L)¡ equiestable (L¡ (E; L)¡
EE) en ‚0 con respecto a la familia de sistemas semidin¶amicos F⁄, si

(9U 2 VM)(9N 2 N )(8‚ 2 L \ N) °+
‚ (U) ‰ E:

Con este enfoque el principio de persistencia de la extensi¶on din¶amica se

enuncia mediante el siguiente teorema:

Teorema 2.1.19 Principio de persistencia de la extensi¶on din¶amica. Sea M ‰
X compacto y positivamente invariante 8‚ 2 ⁄ y ‚0-inestable. Entonces

(8y 2 I+
‚0

(M))(8† > 0)(9N 2 N ) M es no ¡ (C(B†(y)); N) ¡ ES: (2.29)
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Demostraci¶on. Sea y 2 I+
‚0(M) y † > 0, entonces 9x 2 B†(M) y existe

¿ > 0 tal que F ¿
‚0

(x) = y0 2 B†=2(y). Para ¿ > 0 anterior y †=2, aplicamos

la propiedad de la dependencia continua y uniforme con respecto al par¶ametro

que satisface la familia F⁄ en ‚0 ( Axioma (IV)), por lo tanto existe N 2 N
tales que (8t 2 [0; ¿ ])(8‚ 2 N) d(F t

‚0
(x)) < †=2, en particular para t = ¿ ,

y00 := F ¿
‚ (x) 2 B†=2(y0), luego, aplicando la desigualdad del tri¶angulo tenemos

d(y; y00) • d(y; y0) + d(y0; y00) < †=2 + †=2 = †;

pero y00 2 B†(y) ) °+
‚ (x) 6‰ C(B†(y)) es decir, M es no-(CB†(y); N) ¡ ES.

2.1.3 El problema desde el punto de vista del control.

2 Consideremos la familia de sistemas F⁄ como un sistema de control y para

‚0 2 ⁄, F‚0
, modela el objeto no controlado para este, M es ‚0{ inestable y

‚ es el control variable. Supongamos adem¶as que los controles manejables se

encuentran en una vecindad N de ‚0: Entonces nos planteamos la siguiente

pregunta: >Qu¶e tan grande debe ser N tal que contenga los controles que

nos permitan estabilizar el sistema? En el contexto de esta teor¶‡a, damos

una condici¶on necesaria, esta es: Si al aplicar un control ‚, la extensi¶on

din¶amica se reduce (en el sentido de que que el sistema se vuelva

\menos inestable"), entonces es necesario elegir el control ‚ fuera de

cierta vecindad N del control cero, es decir, ‚ debe estar alejado del

control cero. La formulaci¶on precisa de la aflrmaci¶on anterior ponemos en el

siguiente Corolario:

Corolario 2.1.20 Dada una familia de sistemas semidin¶amicos continuos, (X;-

T; ⁄; F ); supongamos que se cumple las siguientes hip¶otesis:

1. M ‰ X es compacto, positivamente invariante para toda ‚ 2 ⁄;

2. M es ‚0¡inestable , ‚0 = 0 2 ⁄;

3. y 2 D+
‚0

(M); y

2En el contexto de esta teor¶‡a, Felipe Monrroy-P¶erez, nos sugiri¶o considerar el par¶ametro

‚ como un control. Presentamos en esta subsecci¶on un ejemplo general como respuesta a

esta sugerencia.
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4. ⁄⁄ := f‚ 2 ⁄ j y 62 D+
‚ (M)g.

Entonces 9N 2 N ⁄⁄ \ N = ?. En particular los controles que estabilizan

el sistema, pertenecen al complemento de alguna una vecindad del origen del

espacio.

Demostraci¶on. Por contradicci¶on. Supongamos que existe una sucesi¶on de

valores (‚n) del par¶ametro, tales que ‚n ! 0 y, para cada n, y 62 D+
‚ (M), esto

implica que

(8U 2 VM)(8V 2 Vy)(8N 2 N )(9‚ 2 N) °+
‚ (U) \ V = ;:

Entonces la Persistencia de la inestabilidad implica que y 62 D+
0 (M), lo cual

contradice la hip¶otesis.

Enunciando el contenido del teorema anterior, en t¶erminos m¶as simples,

tenemos que la estabilizaci¶on de un punto de equilibrio o conjunto invariante

(a¶un cuando esta sea parcial), no se puede alcanzar mediante controles arbitra-

riamente peque~nos.

En contraste con esta situaci¶on, una perturbaci¶on arbitrariamente peque~na

puede provocar un efecto muy fuerte en la estabilidad del sistema. Esto lo

ilustramos claramente en el ejemplo que sigue:

Ejemplo 8 Consideremos la familia monoparam¶etrica de ecuaciones diferen-

ciales,

_x = x((x2 ¡ 1)2 + ‚);

tomamos X = R, ⁄ = R, M = f0g.

En este caso, para ‚ = 0, I+
0 (0) = [¡1; 1]; para ‚ > 0, I+

‚ (0) = R. Por

otra parte, para ‚ < 0, I+
‚ (0) =

h
¡

p
1 ¡

p
¡‚;

p
1 ¡

p
¡‚

i
, por lo tanto,

el conjunto anterior se reduce gradualmente cuando ‚ entra al conjunto R¡.

Finalmente el sistema se estabiliza para ‚ = ¡1. Notemos que el sistema se

estabiliza fuera de la vecindad (¡1; 1) de ‚ = 0 (Ver la Figura 2.8).

En el ejemplo que sigue ilustramos el contenido del Corolario 2.1.20 midiante

un sistema de ecuaciones diferenciales en el plano.
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X

M L

l=0l=-1

– --
Ö-l

------
Ö1-

Figura 2.8: Ilustraci¶on del ejemplo 8, el sistema se estabiliza fuera de la vecin-

dad (¡1; 1) de ‚ = 0:

Ejemplo 9 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales

dependientes del par¶ametro ‚:

_x = y3 ¡ ‚x;

_y = x3 ¡ ‚y:
(2.30)

la cual tiene un conjunto invariante com¶un M = f(0; 0)g, suponiendo que el

par¶ametro ‚ es el control variable, analizamos dos casos:

1. Para ‚ = 0; interpretamos el sistema como un sistema libre de control, y

queda,

_x = y3;

_y = x3:
(2.31)

Utilizando el m¶etodo de Wa _zewski, es f¶acil demostrar que el punto de

equilibrio M , del sistema 2.31 libre de control es inestable, este es un

conjunto silla.

2. Para ‚ > 0, el origen M es (localmente) asint¶oticamente estable. Para

estimar la regi¶on de atracci¶on, utilizamos la funci¶on de Lyapunov, V =
1
2
x2 + 1

2
y2: Luego calculamos,

_V = _xx + _yy = (x2 + y2)(xy ¡ ‚) < 0 , ‚ > xy:
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Dada c > 0, sea xy = c, el Corolario 2.1.20, implica que un control ‚ > 0

que estabilice la regi¶on f(x; y) j xy < cg del sistema (2.31) es posible para

‚ > c, pero no para 0 < ‚ • c (Ver la Figura 2.31).




