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1. Introduccidon

Existen procesos en las ciencias y en la industria que pueden ser descritos por mo-
delos matematicos. Algunos de estos modelos estan determinados por un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

5. (t) = Ax(t) + Bu(t) (L.1)
y(t) = Cxlt)

donde A € RV*¥ es la matriz de estado, B € RY*™ es la matriz de entrada y

C € RPN ¢g la matriz de salida. Los vectores x(t) € RY, u(t) € R™ e y(t) € R?

representan el estado, la entrada y la salida del sistema de ecuaciones (1.1). La

solucién del anterior sistema, queda definida por el siguiente par de ecuaciones

t
z(t) = ety +/ AT Bu(r)dr,  t >t (1.2)
t
i’
y(t) = CeMay + C’/ AT Bu(t)dr,  t >t (1.3)
to

que pueden ser facilmente implementadas en MATLAB® por ejemplo. Tipicamen-
te, en operaciones industriales de gran envergadura, el tamano de N al que se le
conoce como la dimensién del sistema X, llega a ser muy grande, facilmente puede
alcanzar un par de millones. Por lo tanto la complejidad del sistema (1.1) sobre-
pasa la capacidad de los actuales programas de andlisis numérico y las soluciones
(1.2) y (1.3) ya no pueden ser calculadas con facilidad.

Esta dificultad de calcular las soluciones del sistema original de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, hace evidente la necesidad de desarrollar una herramienta, un
procedimiento o proceso que al menos nos de como resultado soluciones aproxima-
das que se asemejen en la mejor medida posible a las soluciones (1.2) y (1.3). Esta
herramienta a la que hacemos referencia existe, y se llama Reduccion de Orden
de Modelos (Model Order Reduction) y tiene como objetivo construir un nuevo
sistema de ecuaciones

(1.4)



de menor dimensién que el sistema original (1.1), donde las matrices A € R,
B e R™m (' e RP*" y n < N, de tal manera que la distancia entre los sistemas
(1.1) y (1.4) medida con la siguiente métrica a través de sus correspondientes
Funciones de Transferencia H(s) y H(s)

d(H(s), H(s)) = [|G()lln (1.5)

sea minima, y donde G(s) = H(s) — H(s). La forma explicita de la norma es

2

1G(s)lln = (i /_OO traza[G(iw)]*[G(iw)]dW> : (1.6)

21 J_ o

Model Order Reduction cuenta con 2 corrientes o metodologias para construir este
sistema reducido (1.4) a partir del sistema (1.1). La primera basada en métodos
de Truncamiento que consisten en emplear técnicas de Descomposicién en Valores
Singulares (DVS) para seleccionar las partes predominantes del sistema y elimi-
nar las restantes. De esta corriente, el Truncamiento Balanceado (primeramente
propuesto por Moore[5]) se ha convertido en la eleccién mas popular dentro de
la comunidad que se dedica a la Reduccion de Orden de Modelos, debido a su
sencillez para implementarla en lenguajes de analisis numérico, asi mismo como a
las elegantes propiedades matematicas que se derivan de ella, como por ejemplo
las cotas del error maximo entre los sistemas X y 5 que estén muy bien definidas.
Asi mismo, se garantiza que el sistema reducido (1.4) construido de esta manera
sea estable (todos los valores propios de la matriz A estén en el lado izquierdo del
plano complejo estrictamente). Esta técnica sin embargo es computacionalmente
costosa, ya que se requieren de N3 operaciones para formar el sistema reducido 3.

Por otro lado, tenemos a la corriente formada por los métodos de interpolacién que
emplean técnicas de subespacios de Krylov y que pueden manejar eficientemente
grandes dimensiones de N. La debilidad de estos métodos radica en la carencia de
cotas para el error, y mas aun, del hecho de que no se puede garantizar estabilidad
del sistema reducido 3. Un representante de esta corriente es Acoplamiento de
Momentos (Moment Matching), que tiene como finalidad el acoplar o hacer coin-
cidir el mayor ntimero posible de momentos (de ahi su nombre) de las Funciones
de Transferencia H(s) y H(s) de ambos sistemas ¥ y 3 alrededor de un punto
oeC.

Resulta que no solamente se pueden hacer coincidir momentos de H(s) y de H(s)
en un solo punto o € C, sino en varios o € C, k = 1,2, 3, ...,n. Este hecho, que



es la base de la técnica conocida como interpolaciéon de Hermite, es una condicién
muy dificil de cumplir para sistemas MIMO (abreviacién en inglés de Multiple
Input Multiple Output). Por esta razén es que se introdujo una generalizacién de
esta técnica, conocida como Interpolacion tangencial de Hermite, la cual propone
acoplar los momentos de H(s) y de H(s) de los sistemas (1.1) y (1.4) en varios
puntos de interpolacién {op, € C}, en varias direcciones tangenciales izquierda
{l € R} y derecha {r, € R™*'} k =1,2,3,...,n, de tal manera que se cumpla

H(O'k)rk :ﬁ(ak)m,
IH (0y) =l H (o), (1.7)
lkH/<O'k)7"k :lkl':[’(ak)rk.

La desventaja de esta técnica radica en que el conjunto de datos {{lx}, {7}, {ox}}
k=1,2,3,...,n, no se conoce a priori, forzosamente se tiene que construir iterati-
vamente a partir de una propuesta inicial {{I{}, {r%}, {00} }.

En una tesis reciente de Doctorado [4], se presenta un Algoritmo iterativo, denomi-
nado Algoritmo MIRIAm, en donde se establece que si para una propuesta inicial
de datos {{I}}, {Tk} {02}} k=1,2,3,...,n, este algoritmo converge al conjunto
6ptimo {{éI'}, {bT'}, { Ar}} donde é7 es el transpuesto de la k-ésima columna de
la matriz reducida C’ bT es el transpuesto de la k-ésima fila de la matriz reducida
B, y )\* es la imagen espejo (negativo del conjugado de )\k) del k-ésimo valor
propio de la matriz reducida A, entonces el sistema reducido (1.4) construido bajo
este esquema satisface las condiciones

TH(-Np) = ETH(=X),
H(=A)bE = H(—=\)bE, (1.8)
GTH (=N)bf = e H'(=\)br,

y ademds minimiza la métrica (1.5). En esta tesis, nos enfocamos a buscar un
“buen” conjunto inicial de datos {{I2}, {r%}, {o2}} de tal manera que el algoritmo
MIRIAm convergiera desde este conjunto inicial al conjunto 6ptimo

{4eT 0T}, {=X:}), k = 1,2,3,...,n, y por ende al sistema reducido (1.4) en
una sola iteracion 6 en el menor nimero posible de iteraciones. Para este fin pro-
pusimos un proceso de precondicionamiento basado en este mismo algoritmo que
esta dividido en tres fases, con la esperanza de obtener al final de este proceso un
conjunto inicial {{i?}, {rk} {693} con una posible propiedad de répida convergen-
cia hacia el conjunto éptimo {{¢L'}, {7}, {=A:}} cuando el algoritmo MIRIAm es



usado nuevamente para construir (1.4) a partir de (1.1).

El resto del trabajo de tesis en este documento se encuentra distribuido de la si-
guiente manera. En el Capitulo 2 se proporciona una introduccién a la teoria lineal,
resaltando aspectos y propiedades importantes de sistemas de la forma (1.1). Se le
da una atencién especial a la manera de obtener la Funcién de Transferencia H (s)
cuando se le aplica la Transformada de Laplace £{e} al sistema (1.1). Concluimos
este capitulo con un resultado muy importante al considerar a H(s) como un ele-
mento de los espacios de Hardy.

En el capitulo 3 hacemos un resumen de las principales corrientes o enfoques para
llevar a cabo la Reduccion de Orden de Modelos. Sélo se toma en consideracion un
representante de cada una de las dos corrientes existentes. Para el caso de Trun-
camiento Balanceado, que es el representante de los métodos de Truncamiento, se
explica su funcionamiento basico asi como las propiedades relacionadas a la cota
del error entre (1.1) y (1.4), y a la formacién de sistemas reducidos estables. Para
Acoplamiento de Momentos que es el representante de la segunda corriente, se ha-
ce un estudio mas extenso. Se comienza con la manera de expresar las Funciones
de Transferencia H(s) y H(s) en la forma de series de Taylor usando para esto la
expansion en series de Neumann de (sIy — A) y de (sI,, — A). Se hace especial
énfasis en dos Teoremas (y en su demostracién) que detallan las condiciones bajo
las cuales H(s) y H(s) pueden ser igualadas (acopladas) hasta un cierto nimero
de momentos.

En el capitulo 4 se explica la Teoria matemética necesaria para minimizar la dis-
tancia entre el sistema original (1.1) y el sistema reducido (1.4) representada por
la métrica (1.5). En el final de este capitulo, se muestra el Algoritmo MIRIAm al
que hemos hecho referencia en parrafos anteriores.

En el capitulo 5, presentamos los resultados numéricos de 4 experimentos que lleva-
mos a cabo con la finalidad de poner a prueba el proceso de precondicionamiento
al que hicimos referencia anteriormente. Terminamos este trabajo de tesis en el
capitulo 6, donde discutimos las conclusiones y futuras direcciones derivadas de
esta tesis.



2. Conceptos Basicos de Teoria de Control

Para mostrar la naturaleza de los sistemas de control lineal, se utilizaran dos
ejemplos de sistemas dinamicos, para los cuales se obtienen ecuaciones lineales
de la forma (1.1). Estas ecuaciones forman el punto de partida de las técnicas
de reduccién de orden de modelos dinamicos. Sin embargo, el lector puede estar
interesado en profundizar mucho més en lo referente a la teoria de control lineal
de sistemas, para ello recomendamos la siguiente bibliografia [1,27,28].

2.1. Un ejemplo sencillo, el motor CD

Comencemos con un modelo simple de un motor CD[1] girando una masa inercial,
que muestra el desplazamiento angular w(t) de la masa inercial como la variable
de salida, y el voltaje aplicado vg,(t) como la entrada. El objetivo de este ejemplo
es controlar el desplazamiento angular mediante la variacién del voltaje aplicado.

Kyeai2)

Vistous
i fridion

Inertial
Load J

DC Motor

T(r)
Torgue it
Angulor rote

Figura 1: Un modelo simple de un motor CD girando una masa inercial[l].

En este modelo, se idealiza la dinamica del motor; por ejemplo, el campo magnético
se supone constante. La resistencia del circuito es denotada por R y la inductancia
de la armadura por L. Con este modelo y leyes basicas de la fisica, es posible
obtener ecuaciones diferenciales que describan el comportamiento de este sistema
electromecanico. En este ejemplo, la relaciéon entre potencial eléctrico y fuerza



mecanica es la ley de induccién de Faraday, y la ley de Ampere para la fuerza en
un conductor que se mueve a través de un campo magnético.

El torque 7 visto en la flecha del motor es proporcional a la corriente i(t) inducida
por el voltaje aplicado,

donde K,,, la constante de la armadura, esta relacionada a las propiedades fisicas
del motor, como por ejemplo la intensidad del campo magnético, el nimero de
vueltas del alambre alrededor de la bobina, etc. La fuerza electromotriz (induci-
da), Vfem, s un voltaje proporcional al desplazamiento angular w(t) visto en la
flecha,

Ufem (t) = Kb(,d (t)

donde Kj, la constante de la fuerza electromecanica, también depende de ciertas
propiedades fisicas del motor. Las ecuaciones del motor relacionadas a la parte
mecanica son derivadas usando la ley de Newton, que establece que la masa iner-
cial J multiplicada por la derivada del desplazamiento angular, es igual a la suma
de todos los torques en la flecha del motor,

dw
— = E = —K K
J o : T sw(t) + K (t)

donde Ky es una aproximacion lineal de la friccién viscosa. Finalmente, las ecua-
ciones del motor relacionadas a la parte eléctrica pueden ser descritas por

B
Varp () = Ve (t) = L + Ri(1)

o, resolviendo para el voltaje aplicado y substituyendo para la fuerza electromecani-
ca,

di

Vapp(t) = Ldt

+ Ri(t) + Kyw(t)



Esta secuencia de ecuaciones conlleva a un conjunto de dos ecuaciones diferenciales
que describen el comportamiento del motor, la primera para la corriente inducida,

di R K, 1
% = —zZ(t) - f(«d(t) + zvapp(t) (21)

y la segunda para el desplazamiento angular resultante

dw 1 1 .

dadas las dos ecuaciones diferenciales obtenidas previamente, ahora podemos desa-
rrollar una representacién en el estado-espacio del motor DC como un sistema
dindmico. La corriente i(t) y el desplazamiento angular w(t) son los dos estados
del sistema. El voltaje aplicado vy, es la entrada del sistema, y la velocidad an-
gular w(t) es la salida

(2.3)

Estas ecuaciones describen completamente el estado del sistema x(t) = [i(t), w()]”
y su salida y(t) al tiempo ¢ > 0. El anterior es un ejemplo de un Single-Input-Single-
Output (SISO) sistema dindmico continuo lineal invariante en el tiempo. Se llama
SISO porque tiene sélo una entrada y sélo una salida. Es llamado continuo debido
a la variable t € {R; U0}, y es llamado lineal invariante en el tiempo (LIT) debido
a que las matrices A, B y C no cambian en el tiempo.



2.2. Sistema de control de nivel

Considérese el sistema de control de nivel[2] mostrado en la figura 2. En el sistema,
Q, v Q, son flujos de entrada estables (constantes), y H; y Hs son alturas fijas.
Las cantidades g;1, g2, h1, ho, q1, ¥ qo son consideradas pequenas. Considerando a
gi1 Y Qi como entradas, y hy y he como las salidas, podemos desarrollar el conjunto
de ecuaciones que modelen la dinamica del sistema.

rihwﬂ—:-:t;:]a (r:tlﬂz-—- Q2+ qiz

— J + 2+ 4q,

Figura 2: Sistema liquido-nivel[2].

Las ecuaciones para el sistema son

dh
Cld_tl = (g1 — @) (2.4)
hy — hy
= 2.5
R, ¢ (2.5)
dh
Czd—; = (1 + 9i2 — o) (2.6)
hy
=2 2.7
R, D (2.7)
substituyendo la ecuacién (2.5) en la ecuacién (2.4) resulta en
dh1 1 hl - h2
dh _ L 2.8

eliminando ¢; y ¢qo de la ecuacién (2.6) mediante el uso de las ecuaciones (2.5) y
(2.7) da como resultado

dhg _i hl—hQ h2

o =l 2.
dt 02( R ) (2.9)



definiendo a las variables de estado z; y x5 como

xlzhl
ZEQZ}ZQ

las variables de entrada u; y us como
U1 = ¢qi1
U2 = Gi2
y las variables de salida y; y 42 como
h=h =1
Yo = hy = xo
entonces las ecuaciones (2.8) y (2.9) se pueden escribir como
poo— ——L 1 1
1= "matt T matrt g

oo L (L 1 1
.Z'Q - Rlchl (R102 + RQC2 ):EZ + C2u2.

En la forma estandar de representacién matricial, tenemos
. 1 1 1 0
X2 R1Co _(R1C2 + R2C2) x2 0 Cy U2
que es la ecuacion de estado, y
Y| 10 1
Y2 - 01 i)

es la ecuacién de salida. Las ecuaciones previas se pueden resumir en

y(t) = Ca(t)

las cuales tienen la misma forma que (2.3). Este es un ejemplo de un Multiple-
Input-Multiple-Output(MIMO) sistema dinamico continuo, linealmente invariante
en el tiempo con dos entradas y dos salidas.



2.3. Sistemas Micro Electro Mecanicos (SMEM)

Se pueden encontrar aplicaciones mas complejas en la vida real en donde surgen
sistemas de ecuaciones diferenciales del tipo anterior, por ejemplo en el campo
del diseno de SMEM. En [13] se establece que los SMEM son sistemas integrados
que combinan componentes eléctricos y mecanicos, usualmente son fabricados em-
pleando técnicas de circuitos integrados (CI) y pueden variar en tamano, desde
los micréometros hasta los milimetros. En la forma mas general, los SMEM con-
sisten de micro estructuras mecanicas, micro sensores y micro actuadores, todos
integrados en el mismo chip. Varios ejemplos ilustrativos de modelos SMEM de
gran escala, pueden consultarse en la colecciéon de problemas de referencia Ober-
wolfach[3]. El comportamiento de los SMEM puede ser descrito por un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s) adecuado. Su linearizacién y discretiza-
cién por medio de métodos como el de elemento finito o diferencias finitas produce
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) de la misma forma que
(2.3). El numero resultante de ecuaciones depende directamente de la calidad de
la discretizacién y tipicamente es muy grande, puede alcanzar facilmente el orden
de los millones.

En lo que resta del capitulo se presentaran algunos conceptos bésicos de teoria
de control de sistemas dinamicos lineales, y se pone especial interés en el caso de
sistemas continuos. Para el caso de sistemas discretos el lector puede encontrar
mas informacién en[4,12]. De acuerdo a [4], un sistema dindmico continuo LIT se
puede describir completamente por el siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas
y diferenciales

(2.10)

Aqui t € R, es la variable que corresponde al tiempo, el vector z(t) € RY denota
el estado del sistema, u(t) € R™ es el vector de entrada y y(t) € RP es el vector
de salida. Los arreglos A € R¥V*Y B € RV*™ y C' € RP*¥ son conocidos como la
matriz de estado, de entrada y de salida respectivamente. De la matriz A € RV*V,
el nimero N es conocido como la dimension del sistema.

10



Cuando m = p = 1, entonces la ecuacién (2.10) es la representaciéon matematica de
un sistema dindmico Single-Input-Single-Output (SISO), de otra manera, cuando
m > 1y p > 1, entonces es la representaciéon matematica de un sistema dindmico
Multiple-Input-Multiple-Output (MIMO).

La solucién del sistema (2.10) queda definida por el siguiente par de ecuaciones

t
2(t) = et + / A Bu(r)dr, > b, (2.11)

to

¢
y(t) = Ceay + C’/ GA(t_T)Bu(T)dT, t>t. (2.12)

to

En Ingenierfa Eléctrica, a la ecuacion (2.10) comtinmente se le refiere de la siguiente

forma
Al B
=[]

Si 2(t) = T#(t) donde T es una matriz no-singular, entonces i (t) = TZ(t). Usando
ambas ecuaciones en (2.10) da como resultado

y multiplicando el primer renglén por 7~ da como resultado

Z(t) = T AT (t) + T~ Bu(t)

y(t) = CT(t). (2.13)

Un resultado de algebra lineal establece que las matrices A y T-'AT tienen exac-
tamente los mismos valores propios, por lo tanto (2.10) y (2.13) se les denomina
como algebraicamente equivalentes. Esta propiedad permite trabajar con sistemas
mas sencillos, eligiendo una forma candnica.

11



2.4. Estabilidad

Un sistema dindmico de la forma (2.10) se dice que es estable, o més precisamente
“asintoticamente estable”, si todos los valores propios de la matriz A € RV*¥
vacen en el lado izquierdo del plano complejo, i.e., Re(eig(A)) < 0.

2.5. Alcanzabilidad

Un estado z(t) € RY al tiempo t < oo, es alcanzable desde el estado inicial cero
x(0) = 0, si existe una unica entrada u(t) € R™, tal que z(¢) estd unicamente
determinado por la relacion

x(t) = /Ut A=) Bu(r)dr. (2.14)

En aplicaciones fisicas, en general se tiene energia finita y en este caso debe cumplir-
se que [|u(t)]|3 = [Ju” (t)u(r)dr es acotada. El subespacio X" C RV que consiste
de todos los elementos z(t) que pueden ser alcanzados por (2.14) es llamado el
subespacio alcanzable. La matriz infinita

R(A,B) = [B,AB,AB? ..., ABY! ] (2.15)

se conoce como la matriz de alcanzabilidad. Para propositos computacionales, solo
los primeros N bloques de la matriz de alcanzabilidad son de interés

Rn(A,B) = [B,AB, ..., ABY 1. (2.16)

De hecho, en [13] se muestra que el rango de (2.15) y la expansién de sus bloques
estd determinada por los primeros N términos. Ademas se muestra que

X" = imagen(R(A, B)). (2.17)
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Definicién. Gramiano de Alcanzabilidad. El Gramiano de alcanzabilidad fi-
nito P(t) al tiempo t < oo de un sistema como (2.10) estd dado por

t
P(t) = / ATBBTeA Tdr,  teR, (2.18)
0

en donde BT significa la transpuesta de B. Si (2.10) es estable, entonces tiene
sentido evaluar (2.18) cuando ¢t — co. En este caso

P = lim P(t) = / ATBB A Tdr (2.19)
0

t—o00

y es llamado el Gramiano de alcanzabilidad infinito. Este Gramiano satisface la
ecuacion de Lyapunov para un sistema estable (2.10)

AP+ PAT + BBT =0. (2.20)

Otro concepto importante relacionado con la teoria de control de sistemas es la
energia de entrada.

Definicién. Menor Energia de Entrada. Sea u(t) € R™ una entrada que lleva
al sistema continuo LIT (2.10) del estado cero x(0) = 0 al estado z(t) = T al
tiempo t. Esto significa

¢
f:/ A=) Ba(r)dr. (2.21)
0

La menor energia de entrada €,(Z) requerida para alcanzar el estado T desde el
estado cero después de un tiempo t esta definida como

e(T) = man{||ul|3 | w:[0,t] = R™ y satisface(2,21)}. (2.22)
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2.6. Observabilidad

Observabilidad es la medida en la cual dos diferentes estados Z(t), Z(t) € RY dada
una entrada u(t) € R™ dan como resultado diferentes salidas y(t) € RP.

Definicién. Observabilidad. Sean Z(t),Z(t) € RY dos estados diferentes tales

que Z(t) — z(t) # 0. Si existe un tiempo ¢ y una entrada u(t) € R™ tales que por
un lado

t
7(t) = CeMT(t) + C/ AT Bu(r)dr,  t>0. (2.23)
0
y por otro lado
t
g(t) = Cez(t) + C / AT Bu(t)dr,  t>0. (2.24)
0

de tal manera que y(t) — y(t) # 0, entonces los estados ZT(t) Z(¢) son distinguibles
u observables.

Una matriz importante es la matriz infinita de observabilidad
O(C, A) = [CT, ATCT (AH)TCT, ... (AN HTCT, )" (2.25)

el rango de la matriz infinita de observabilidad O y la expansién de sus columnas,
estan determinados por los primeras N columnas. Entonces para los propositos
computacionales, es de interés la siguiente matriz finita de observabilidad

On(C, A) = [CT, ATCT, (AH)TCT, ... (AN-H)TCT)T. (2.26)

Definicién. Gramiano de Observabilidad. El Gramiano de observabilidad fi-
nito Q(t) al tiempo ¢ < oo de un sistema como (2.10) estd dado por la siguiente
ecuacion

t
Qt) = / A TCTCeNdr,  teR, (2.27)
0

Si (2.10) es estable, entonces

t—o00

Q= lim Q(t) = / ATCTCeM dr (2.28)
0
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y es llamado el Gramiano de observabilidad infinito. Este Gramiano es la solucién
(inica) simétrica definida positiva de la ecuacién de Lyapunov

ATQ+ QA+ CTC =0. (2.29)
Un concepto importante relacionado con la observabilidad, es la energia de obser-

vacion.

Definicién. Energia de Observacién. La energia de la funcién de salida y(t) €

RP al tiempo ¢ causada por el estado inicial Z(¢) € RY con funcién de entrada cero

u(t) = 0, sobre el intervalo [0,t], denotada por €2*(Z) o por |ly(t)||3 es llamada la

energia producida por Z(t) sobre [0,t], y esta expresada como

e (@(t) = lly@)I5 = /0 y" (t)y(t)dt = /0 () et CTCeMT(t)dt. (2.30)

2.7. Controlabilidad

En Ingenieria, un sistema es llamado controlable si es posible alcanzar los objetivos
de control cualquiera que estos sean. Se dice que un sistema es mas controlable
6 menos controlable de acuerdo a la dificultad de ejercer control. A continuacion
se da una definiciéon mas formal.

Definicién. Controlabilidad[14]. Sea un sistema como en (2.10), el sistema

serd controlable si dado cualquier estado z(0) = ¢, existe un tiempo t; > 0y
una entrada u(t) definida en [0,t;] tal que z(¢;) = 0.

2.8. Comportamiento de Entrada-Salida
En algunas aplicaciones, la descripcién del estado del sistema z(t) no es de mucho
interés, sélo el comportamiento de y(t) es de interés cuando u(t) es aplicado a
(2.10). Esto es, en lugar del mapeo
t
u(t) — z(t) = e +/ A7) Bu(r)dr
0

nuestro interés se centra en el mapeo

t
u(t) = y(t) = Cetlag + C/ eA=) Bu(r)dr.
0
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Este tltimo mapeo describe completamente a y(t) sobre el intervalo de tiempo
[0,%). A menudo se estd interesado en tal descripcién sobre el dominio de frecuen-
cias, la manera de hacer esto es a través de la transformada de Laplace L{e}
aplicada a (2.10):

L{i(t)} = L{Az(t) + Bu(t)}
L{y(t)} = L{Cx(1)}.

Como L{e} es un operador lineal, y por la regla de la transformada de Laplace
para la derivada de primer orden, se obtiene

sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s)
Y(s)=CX(s).

Suponiendo el estado inicial 2(0) = 0, entonces

sX(s) = AX(s)+ BU(s)
Y(s)=CX(s),

(2.31)
y substrayendo AX(s) de la primera linea de (2.31) resulta en

sX(s) — AX(s) = BU(s),
que puede escribirse como

(sIy — A)X(s) = BU(s).
Si (sIy — A) es no-singular, entonces

X(s) = (sIy — A)"'BU(s),
y substituyendo esta ultima expresién en la segunda linea de (2.31) resulta en

Y(s) = C(sIy — A)"'BU(s)

H‘(,s )

donde H(s) = C(sIy — A)"'B € CP*™ es conocida como la funcién de transferen-
cia del sistema (2.10). Entonces

H(s): U(s) = Y(s)

define un mapeo y éste describe completamente el comportamiento de Entrada-
Salida del sistema en el dominio de frecuencias.
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2.9. Propiedades de la Funcién de Transferencia

En esta seccion se revisaran algunas propiedades de la funcion de transferencia
H(s), en particular sélo aquellas que seran de importancia en lo que resta de la
tesis.

Definicién. Polos. Para un sistema como (2.10), los valores propios de la matriz
A son llamados polos. En algunas ocasiones también son llamados singularidades.

2.9.1. Transformaciones similares

Es posible cambiar la base en la cual representamos el estado de un sistema de
la siguiente forma: Sea z(t) = Mx(t), donde M € RV*Y es una matriz invertible,
entonces

x(t) = M~ 'z(t), (2.32)
y tomando la derivada con respecto al tiempo, se obtiene
(t) = M1i(t). (2.33)
Entonces, en la representacion de estado-espacio
i(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t),
por lo que, multiplicando la primera linea por M, resulta en
Mi(t) = M Ax(t) + M Bu(t)
y(t) = Cat).
Substituyendo (2.32) y (2.33) en el anterior conjunto de ecuaciones, se obtiene

MM '2(t) = MAM ' 2(t) + M Bu(t)
y(t) = OM~'2(t),

y tomando la transformada de Laplace del anterior sistema, resulta

sZ(s) — 2(0) = MAM~'Z(s) + MBU(s)

Y(s)=CMZ(s). (2:34)

si z(0) = 0, entonces (2.34) se convierte en
sZ(s) = MAM*Z(s) + MBU(s) (2.35)
Y(s)=CMZ(s). (2.36)
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y substrayendo MAM~'Z(s) de (2.35) resulta en
sZ(s) — MAM'Z(s) = MBU(s)
que puede escribirse como
(sIy — MAM 1) Z(s) = MBU(s).
Si (sIy — MAM™") es invertible, entonces
Z(s) = (sIy — MAM ™Y 'MBU(s),
y substituyendo este resultado en (2.36), se obtiene

Y(s) = CM YsIy — MAM™Y " 'MBU(s). (2.37)

Como (sIy — MAM™Y) = M(sIy — AYM~!, entonces (sly — MAM™1)"' =
[M(sIy — AYM™]™" = M(sIy — A)"'M~, por lo cual (2.37) se convierte en
Y(s)=CM Y M(sly — A" YM M BU(s)
= CM*M(sly — A" "M~*MBU(s)
= C(sIy — A)'BU(s)
H‘(’s)
= H(s)U(s).

Conclusién: La funcién de transferencia es invariante bajo la transformacién z(t) =

Mzxz(t).

2.10. Parametros de Markov

Hemos visto que por medio de la transformada de Laplace aplicada a (2.10), po-
demos obtener la relacion

H(s)=C(sIy — A)"'B.
Si A es invertible, entonces
(sIy — A) =sAA - A
= —A+sAA!
= —A([N — 81471),
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y substituyendo este resultado en H(s) obtenemos lo siguiente
H(s)=C|-A(Iy — sA™)]'B
= C(Iy —sA™) (=4)'B.
Usando la expansion en series de Neumann para (Iy — sA™1) "

oo
k

Iy —sAH) 7 =Y (sA™)",

entonces H (s) resulta en

H(s) =Y —C(A™)'(A7'B) 5" (2.38)
k=0 h;:ZO)
H(s) =) hi(0)s", (2.39)

que es la expansién en series de Taylor de H(s) alrededor de sy = 0,s9 € C. El
término hy(0) = —C’(Afl)k(Ale) es llamado el k-ésimo momento de H(s) alre-
dedor de cero.

Si A = A — sqly es también invertible, entonces por un procedimiento similar al
anterior, podemos calcular el k-ésimo momento hy(sg) en so # 0 de la funcién de
transferencia

<1

H(s)=Cl|(s—s0)In—A] B

o0
[

CA™Y (A'B) (s — so)" (2.40)

J

v

k
0 hi(s0)

~ k- ~
donde hy(sg) = —C(A7')" (A7!B) es el k-ésimo momento de H(s) alrededor de
so # 0, sp € C. Un aspecto importante de (2.40) es averiguar como serd su forma
cuando sy — 00, para esto, consideremos nuevamente (sly — A)

(sTy — A) = (Iy — %A)(SIN)
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de tal manera que

H(s) = ClUx — ~A)sIx)] B

— OsTy) NIy — %A) B
1

S

-1

= CCI)(Iv—24) B

y por Neumann

1,1 *
H =C(= Z
(5) =C()Iy D (-4) B
k=0
oy ! CA*B
=y prans (2.41)
k=0 mp
=1
=> pres RIS (2.42)
k=0
donde los my's, k =0,1,2,--- ,00., son los parametros de Markov 6 momentos de

alta frecuencia.

Definicién. Matriz de Hankel. El arreglo H de parametros de Markov

es llamado la Matriz de Hankel y tiene un nimero infinito de renglones y de co-
lumnas.

No es dificil de ver que H puede ser factorizada como el producto de O(C, A) y
R(A, B)

[ CB  CAB CA?B CA®B -]
CAB CA’B CAB CA*B

124 — |CA’B CA3B CA*B CA°B
CA3B CA*B CA°B CASB
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C
CA
H=|CA*| [B AB A’B A*B ..].

CA?

R(A,B)

—_———
O(C,A)
Debido a que ambas matrices O(C, A) y R(A, B) son de rango N, también lo es
‘H bajo la condicién de que X sea alcanzable y observable.

2.11. Espacios de Hardy

Los espacios de Hardy juegan un papel importante en Teoria de Control. Estos
espacios subministran una plataforma para el estudio de funciones analiticas en
Cr ={s € C: Re(s) > a},a € R. Un ejemplo de tales funciones y que son
de interés, son las funciones de transferencia de sistemas continuos LIT. En [4],
después de una explicacién completa considerando a H(s) como un elemento de
los espacios de Hardy, se concluye que

2

1 (®)[l7, = (i /_OO tmza[H(iW)]*[H(iW)]dW) : (2.43)

2m J_o
Este es un resultado muy importante en los capitulos por venir. Para profundizar

mas en el estudio del andlisis complejo y particularmente en espacios de Hardy se
pueden consultar las siguientes referencias [15,16,17,18,19].
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3. Técnicas de reduccién. Dos enfoques diferen-
tes

Las técnicas de reduccion de orden de modelos se pueden agrupar en dos grandes
grupos. Por una parte tenemos al grupo de métodos basados en el Gramiano, que
utilizan la descomposicién en valores singulares (SVD, por sus siglas en Inglés),
que retienen las partes mas dominantes del sistema y descartan el resto. Una técni-
ca representativa de este grupo se conoce como Truncamiento Balanceado. Y por
otra parte tenemos a los métodos basados en interpolacion, que utilizan técnicas de
subespacios de Krylov, donde una técnica representativa de este grupo es conocida
como Acoplamiento de Momentos.

Para el Truncamiento Balanceado se explicaran solamente los conceptos basicos,
sin embargo si se darda una explicacién exhaustiva del segundo método. Antes de
abordar estas descripciones, primero precisaremos matematicamente en que consis-
te el problema objeto de estudio, es decir precisaremos en que consiste la Reduccion

de Orden del Modelo X.

3.1. Definicion del Problema

El problema puede establecerse de la siguiente manera:

Dado el sistema continuo asintéticamente estable LIT

' (t) = Ax(t) + Bu(t)
& {y<t> - Cult .
con funcién de transferencia
H(s)=C(sIy —A)'B (3.2)

donde A € RVN B ¢ RV*m (C ¢ RP*Y y s € C, construir un nuevo sistema
continuo LIT
. (¢
5. fff( )
y(t)

con funcién de transferencia

~

(t) + Bu(t)
(t)

=>

A
. 3.3
p (33

~ ~ =1

H(s)=C(sI, —A) B (3.4)
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de menor dimensién que el original, esto es, calcular las matrices Ae R™*7,
B e Ry (C € R donde n < N y s € C, de tal manera que la distancia
entre las funciones de transferencia (3.2) y (3.4) se pueda medir con la métrica

d(H(s), H(s)) = |G (5)l| e,

(3.5)

siendo G(s) = H(s) — H(s), y (3.5) minima. La forma explicita de la norma es

1

2

1G()]l3

(o).

traza[G(iw)]* [G(iw)]dw)

2

Ejemplo: Del siguiente sistema dindmico original de dimensiéon N = 6, con m = 3

entradas y p = 3 salidas

13412 68456 9,6754
_6,9877 —0,9857 44471
B — |9090 —46612 —13615
19799 —4.4482 —6,8301
18662 28061 2,75
| 44474 —20371 —6,6444
[0,3005  0,4128
0 —09870
0.8155 0,7596
Tl 0 —06572
0 —0,6039
0 01769
02383 —0,6169 0,0923
y(t) = | 02206 02748  1,7298
0,44 0 —0,6086

donde su Funcién de Transferencia es

0,0988 — 0,0448s
0,2539 + 0,0107s
0,0328 — 0,1757s

H(s)

24

0,279 —
0,9542 — 0,6451s
—0,6225 + 0,6014s

14679 —1,3287 —4,8147]
41546 —2.6167 2,7727
73580 —2,6902  6,1452 ”
~1,0269 1,9911  2,3206 | *
11,3474 —1,4048 —2,2738
—2,2407 24679 —1,3837]

0
—0,1318

0,5954

10468 | )
—0,1980

0,3277 |
—0,7371  0,8671 0,1837
—1,7499 —0,0799 0,2908 | 2(t),
09105 0,8985 0,1129
0,25095  —0,2407 + 0,1862s

—0,1892 + 0,4905s
0,2978 — 0,6160s



el sistema reducido de dimensiéon n = 3 con las mismas m = 3 entradas y p = 3
salidas

) -0,6159 -0,1073 0,3217 —0,5250 -0,6399 —0,7172
z(t) = |—0,1044 —0,8471 0,0507 | z(t) + |—0,0889 —1,2980 0,3461 | wu(¢)
0,1481  0,1350 —1,6393 0,1262  0,3105 —0,4594

—0,1244 —0,3067 1,2015
g(t) = | 0,0402 —0,9855 1,3199 | 2(t)
—0,5336 1,1245 —0,0215

con su Funcion de Transferencia

0,1084 — 0,0486s  0,3785 — 0,2432s  —0,2477 + 0,1866s
H(s)= | 0,1136 — 0,007s  0,7818 — 0,6694s —0,4217 + 0,4699s
0,0594 — 0,1738s —0,5715 4 0,6169s  0,3318 — 0,6015s

difiere del original a una distancia

d(H(s), H(s)) = || H(s) — H(s) lln,

N

~

d(H(s), H(s)) = ( ! /00 traza[H (iw) — H (iw)]*[H (iw) — ﬁ(iw)]dw)

2r ) o

d(H(s), H(s)) =0,9382

El anterior es un ejemplo muy sencillo que tiene como objetivo el mostrar numérica-
mente que es lo que buscamos cuando hablamos de reduccién de orden de modelos
dindmicos, sin embargo no es comparable en tamano o dimensién con aquellos
sistemas derivados de aplicaciones reales en las ciencias o en la industria en donde
N puede llegar al orden de millones como se dijo en la seccién 2.3. Unicamente
usamos este ejemplo para que el lector tenga una idea més clara de lo que se per-
sigue cuando deseamos reducir un sistema dindmico original como en (3.1) a uno
como en (3.3).

Una herramienta muy til que sirve para visualizar la cercania del sistema redu-
cido ¥ al sistema original > en un rango de frecuencias para s € C, se provee en

MATLAB®. Esta herramienta es conocida como BODE PLOT, y es un grafico
que muestra la respuesta de ambas Funciones de Transferencia H(s) y H(s) en el
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mismo rango de frecuencias para s € C. Por ejemplo, para un sistema dinamico ori-
ginal(linea negra) de dimensién N = 100 con m = 1 entrada y p = 1 salida, donde
el sistema reducido(linea azul) de dimensién N = 31 con m = 1 entraday p = 1 sa-

lida que lo aproxima y que se encuentran a una distancia de d(H (s), H(s))=0.0297,
tienen el siguiente comportamiento grafico en el dominio de frecuencias

Bode Diagram

T T

Sistema_Original
— Sistema_Reducido

_10 -

_20 -

_30 -

Magnitude (dB)

T T T T T T — T T T T

_50 L L MR | L L MR | L L L
O T T T T

Sistema_Original
— Sistema_Reducido

Phase (deg)

-135k& | | Ll | ol . R . RS !
-1 0 1 2 3

10 10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Para este caso en particular, el comportamiento del sistema reducido es mucho
muy cercano al del sistema original en este rango de frecuencia en especifico. Po-
demos concluir entonces que el sistema reducido de dimension N = 31 es una muy
buena aproximacién del sistema original de dimension N = 100, y por lo tanto
puede ser usado como su substituto en aquellas aplicaciones computacionales que
asi lo requieran.
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3.2. Truncamiento Balanceado

Este método fue primero propuesto por Moore[5], y de entre las técnicas basadas
en el Gramiano, el Truncamiento Balanceado se ha convertido en el método més
popular de reduccién de orden debido a su simplicidad y a las elegantes propie-
dades matematicas que se pueden derivar de él. La idea principal de este método,
radica en llevar al sistema (3.1) a una forma especifica en donde el Gramiano de
alcanzabilidad y el Gramiano de observabilidad son idénticos y diagonales. A esta
forma en especifico se le llama Realizacién Balanceada

01
P=0=§5= (3.6)
ON
donde
01209203220y >0,
Valores Singul‘t;res de Hankel
donde los o4's (k= 1,2,3,..., N) son los Valores Singulares de Hankel del sistema

Y. Para llevar a cabo tal realizacion, primeramente tenemos que calcular la matriz
de transformacion T que simultaneamente diagonalice el Gramiano P y Q. Para
ello, consideremos la representacion equivalente en el espacio-estado del sistema

A|B TAT'|TB
o] -] 6
Si Py Q son las soluciones unicas, simétricas y definidas positivas, de las ecua-
ciones de Lyapunov (2.20) y (2.29), entonces las transformaciones P = TPTT y

Q = T-TQT~! son las soluciones tinicas, simétricas y definidas positivas, de las
ecuaciones de Lyapunov

AP +PAT + BBT =0
SR (3.8)
ATO + QA+ CTC =,

y el siguiente Lema se cumple
Lema 3.2.1. Dado el sistema estable continuo LIT (3.1) que es alcanzable y obser-

vable, con sus correspondientes Gramiano P y Gramiano Q, una transformacion
Balanceada T esta dada por

T=87KTU! y T =UKS Y2 (3.9)
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donde U es el factor de Cholesky de P:
P=UU"

y las matrices K y S, donde S = diag(oy, 02, 03, ...,0N), resultan de la descompo-
sicién espectral de la matriz positiva definida UQUT:

UQU" = KS*K™.
Demostracién: Ver en [20].

El anterior Lema proporciona en forma implicita un procedimiento para calcular
la transformacién 7', y se puede programar facilmente. De hecho, MATLAB cuen-
ta con sus propios comandos para calcular la transformacion T' tomando como
referencia las ecuaciones (3.8). Mds ain, MATLAB tiene una rutina integrada que
calcula directamente la realizacién balanceada del sistema (3.1).

Ahora, supongamos que hemos calculado la realizacién balanceada T y es tal que
012092032 0p2>0p11 > ->0y>0

de tal manera que podemos llevar a cabo la siguiente particién

01

g_ on :[51 0}

On+1 0 SQ

ON

donde S; € R™" agrupa los valores singulares de Hankel mas grandes y signifi-
cativos, i.e., los valores propios del producto PQ que corresponden a un sistema
dominante, donde los estados que son faciles de alcanzar, son al mismo tiempo
faciles de observar, y Sy contiene el resto de los valores que corresponden a un
subsistema débil.

Si (3.7) se representa como

1 >, —1 All A12 Bl
- [ER] o
c G |
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con Aj; € R™" By € R™™ vy (7 € RP*", entonces el Truncamiento Balancea-
do tiene como objetivo construir un sistema reducido como en (3.3) truncando
las partes débiles del subsistema y reteniendo las partes dominantes en las matri-
ces anteriores. Una definicion formal para Truncamiento Balanceado es como sigue

Definicién. Truncamiento Balanceado. Si (3.10) es la representacién estable
balanceada en el estado-espacio del sistema X, entonces

2 A E AH Bl
Y= = , 3.11
[ C ] [ Ch (3.11)
es llamado el n-ésimo truncamiento de X..

El sistema reducido X construido en esta manera, tiene un par de propiedades muy
ilustrativas:

Teorema 3.2.1. Dado el sistema dinamico LIT ¥, el cual es alcanzable, observa-
ble y asintoticamente estable, entonces el sistema reducido X2, construido mediante
Truncamiento Balanceado, tiene las siguientes propiedades:

1. 3 es balanceado y asintoticamente estable.

2. Sean o;, 1 = 1,2,3,..., N., distintos Valores Singulares de Hankel de X, y sea
S tal que tenga Valores Singulares de Hankel oj, j = 1,2,3,...,n.,, n < N. La
norma He de la diferencia entre el sistema original ¥ y el sistema reducido )
esta acotada superiormente por el doble de la suma de los valores singulares de
Hankel descartados:

1% = Slpe < 2(0pp1 4 - + 0n)- (3.12)

Demostracién: Ver, por ejemplo [5,8,13].
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El Truncamiento Balanceado no es recomendable para sistemas originales que sean
muy grandes, ya que requiere la solucién de dos ecuaciones de Lyapunov y, adicio-
nalmente, una descomposicién en valores singulares (SVD). Esto requiere de hasta
O(N?) operaciones, que es mucho muy costoso computacionalmente para sistemas
muy grandes.

3.3. Meétodos basados en Interpolacién

La ecuacién (2.39) provee una manera de expresar H(s) como una serie infinita de
momentos hy(0) alrededor de cero. Si desarrollamos (2.39) tenemos lo siguiente

H(s) = = C(4™'B) - C(A™)(A™'B)s = C(4™) (47 B)s" - (313
C(A) (A7 B)s"
H(s) =ho(0) + h1(0)s + h2(0)s 4 hy(0)s" + . (3.14)

Si suponemos que (3.3) existe y es medible a través de (3.5), entonces (3.4) también
puede ser expresada como una serie infinita de momentos hy(0) alrededor de cero

H(s) =— c:‘({l lé) : ( (AT B)s — C(A™) (A7 B)s” — (3.15)
—C(AY(A'B)s" — ...
H(s) =ho(0) + hy(0)s + ﬁ2(0)32+---+ﬁn(0)s"+.... (3.16)

Los métodos basados en interpolacién, tienen como objetivo construir el sistema
reducido (3.3) con su respectiva Funcién de Transferencia (3.4), de tal manera que
se puedan hacer coincidir el mayor nimero posible de momentos hy(0) y hy,(0) en
(3.14) y (3.16) respectivamente.

Existen 2 métodos basados en Interpolacion mediante los cuales se pueden for-
mar este sistema reducido (3.3) a partir del sistema original (3.1). A saber son el
Acoplamiento de Momentos Explicito y el Acoplamiento de Momentos Implicito.
Explicaremos con detalle en que consiste cada uno de ellos.
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3.3.1. Acoplamiento de momentos explicito

Es posible expresar la ecuacién (3.14) de la siguiente manera

H(s) = ho(0) + h1(0)s + ho(0)s* + - - - + hn(o)si—i-fln_s_l(())snﬂ v

! - ~- .
H(s) = H(s) + R(s) (3.17)

en donde H(s) es llamado el aproximante de Padé de H(s), que es la Funcién de
Transferencia del sistema reducido 3, y R(s) es el residual de H(s). El objetivo
de Acoplamiento de momentos explicito es construir este aproximante H (s) direc-
tamente de cada ilj(o), j=0,1,2,...,n, de la siguiente manera

ho(0) =ho(0) = ~C(A™'B)

71 (0) =ha(0) = —~C(A™)(A7'B)
h2(0) =h2(0) = —C(A™)*(A7'B)
h3(0) =hs(0) = —C(A™")’(A7'B)

Pero resulta que este método no es muy confiable debido a las inestabilidades
numéricas que se presentan durante el célculo de h,(0) = h,(0) a medida que n
crece.

Una manera de superar este problema, es emplear Acoplamiento de Momentos
Implicito, un procedimiento que usa técnicas basadas en los subespacios de Kry-
lov[21] para imponer condiciones en el aproximante H(s) sin tener que calcular
explicitamente ﬁj(O), evitando las inestabilidades anteriormente referidas. Antes
de entrar de lleno a esta técnica de reduccion, definamos primeramente la pro-
yeccién del espacio-estado de un sistema 3, que también es conocida como una
técnica de reduccion de orden.

31



3.3.2. Proyeccion del estado-espacio
Sean V y W dos matrices en RV*" tales que

colspan{V} =V c RY (3.18)
colspan{W} =W c RV, (3.19)

Sea Vz(t) una aproximacién de z(t) en RY, donde z(¢) € R™. Suponiendo que V
y W son ambas de rango completo, tenemos que

y substituyendo lo anterior en (3.1) da como resultado

Vi(t) ZAV2(t) + Bu(t) (3.20)
y(t) =CV(t). (3.21)

De la ecuacion (3.20) el residual, res se define de la siguiente manera
res = VZi(t) — AVz(t) — Bu(t) (3.22)

Si existe una base {wq, wq, w3, -+ ,w,} para el subespacio W tal que la matriz W
se pueda escribir como W = [wy|wa|ws] - - - |w,] , y ademds, si forzamos a (3.22) a
ser ortogonal a cada {wy, wy, ws, -+ ,w,}, entonces como Vz(t) aproxima z(t), se
debe pedir

res L w;, 1=1,2,3,---,n
o en notacién de producto interno

(res,w;) =0, 1=1,2,3,---,n
T

w; -res =0, 1=1,2,3,--- n.

Por lo tanto

W7t . res=0

WTIVi(t) — AVz(t) — Bu(t)] =0

WTVi(t) — WTAV2(t) — W Bu(t) =0
WIVi(t) = WEAV z(t) + WP Bu(t). (3.23)
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Si WTV = E en la ecuacién (3.23) y junto con la ecuacién (3.21), tenemos el
siguiente sistema dindmico continuo LIT, algebraicamente similar

E(t) = Az(t) + Bu(t) (3.24)

9(t) (t)

donde A = WTAV e R*, B=WTB e R™™ (' =CV € RP*™, yn < N. Usual-
mente, en la practica WTV = I por lo cual (3.23) tiene una forma mucho més
simple. Al sistema reducido (3.24) se le conoce como la proyeccién en el espacio-
estado del sistema (3.1). Nétese que z(t) se identifica con z(t).

Ahora que hemos desarrollado la proyeccién en el espacio-estado (3.24), podemos
proceder a la siguiente técnica de reduccion.

3.3.3. Acoplamiento de momentos implicito

Regresemos por un momento a la ecuacién (2.38)
H(s)=—C(A'B) — C(A)(A'B)s — C(A V) (A'B)s* — - -
donde el conjunto
{(A7'B), (A4 'B), (A (A 'B), -}

tiene la propiedad de que la expansion de sus columnas forma el siguiente subes-
pacio de Krylov

K{(A™"),(A'B)} = colspan{(A™'B), (A" ") (A™'B), (A’1)2(A*13)’ )

Una relacién particular entre la matriz V' usada en (3.24), el anterior subespacio
de Krylov £{(A™"),(A7'B)}, y el nimero posible de momentos a acoplar entre
H(s) y H(s), se explica en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1.[22]. Si las columnas de la matriz V, usada en (3.24), forman
una base del subespacio de Krylov K{(A™'), (A™'B)} con rango q (donde q es un
multiplo de m) y la matriz W es tal que la matriz A es no-singular, entonces los
primeros - momentos del sistema original y del reducido coinciden. Se supone que
A es invertible.
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Antes de proceder con la demostracién del teorema, conviene mencionar que es
practica comun escoger W = V cuando se toma en consideracion este subespacio
de Krylov.

N ~ A—1 A~
Demostracién: Sea H(s) = C(sl, — A) B, la funcién de transferencia del sis-
tema reducido con expansién en series de Taylor alrededor de cero

H(s)=-Y @(A—l)i@—lé)j s*, (3.25)

hy;(0)
donde hy(0) es el k-ésimo momento de H(s) alrededor de cero. Por simplicidad,
usaremos la notacion hy y hy para substituir a hg(0) y hi(0). Usando induccién
i) Si k =0, entonces
ho =C(A)°(A7'B)
ho :CAilB.

por otro lado

ho =CV(WTAV) (W' B)

j WTAV) (WTAA'B)

pero A™'B € colspan{V'} ... I ro € R*™ : Vrqg= A"'B, por lo tanto
1

ho =CV(WTAV)  (WT AV ry)
ho =CV (WTAV)  (WTAV) 7

‘I’ J/
ho =CVrg
iLO :CAilB
ho =he.

i7) En seguida, si suponemos que hy = hy, cuando k = L — 1, esto significa que
C(AY (A B) =C(A™) (A B)
1k _
—CV[WTAV) ] (WTAV) " (WTB)

—1.k+1

=CV[(WTAV) ] (W'B).
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y, por lo tanto

(A A=) =v[(wTav) T

que sera nuestra hipétesis de induccién.

W' B)

i71) Finalmente, tenemos que probar que hy; = ﬁkH cuando k +1= 2
CAY A B) =C(AH) T (A1 B)

—oviwTav) T

—CV(WTAV) [(WTAV) ]

—CV(WTAV) ' WTV[(WTAV) ]

(.

WTAV) " (WTB)
k+1 (WTB)
k+1 (WTB)

-~

(A~ (A-1B)
—CVWTAV) ' WT(A Y (A B)
—CV(WTAV) ' WTA4 (A Y (A B)
—CV(WTAV) " WTAA Y (A B)

pero (A" (AB) € colspan{V'} . 3riy € R*™ 1 Vipyy = (A" (A1B)
por lo tanto

Para el momento hy = C(A™1)*(A™!B), podemos desarrollar una expresién equi-
valente

hi, =[(A" (AT B (3.26)



substituyendo (3.26) en (2.38) da como resultado

Z A-TCT)]' Bst (3.27)
—

(ATCT)"B — (A AT Bs - (A7) (ATCT)) B — ..
(3.28)

donde el conjunto
{(ATCT), (A7) (ATTCT), (AT (ATTCT), -}

tiene la propiedad de que la expansiéon de sus columnas forma el siguiente subes-
pacio de Krylov

K{(A™), (ATCT)Y = colspan{(A~TCT), (A~T)(A~TCT), (A*T)Q(A*TCT)’ .

Resulta que, ademas de usar V' como la base del subespacio de Krylov

K{(A™1), (A7 B)}, si seleccionamos a W en (3.24) como la base del subespacio de
Krylov K{(A™T), (A"CT)} de tal manera que W7V = I (biortogonales), enton-
ces ahora un total de L + % momentos de las funciones de transferencia H(s) y

H(s) coinciden. El siguiente Teorema detalla esta circunstancia.

Teorema 3.3.2.[22]. Si las columnas de las matrices V y W usadas en (3.24), son
las bases para los subespacios de Krylov K{(A™'),(A™1B)} y K{(A~T),(A"TCT)}
respectivamente, ambas con rango q (donde q es maltiplo de m y p), entonces los
primeros -- + % momentos del sistema original y reducido coinciden. Se supone

que Ay A son invertibles.

Demostracién: Sea hj como en (3.26), similarmente hj tendra la misma forma
pero con matrices A, B, C. De nueva cuenta, se usard induccién en la demostracion.
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i) Si k = 0, entonces

Por otro lado

ho =[(A"")(ATCT)]' B

ho =[(A™") (A7"C")] B

ho =[(ATCTY B

ho =[(WTAV) T (cv)™)] WTB

ho =[(WTAV) TVTeTY WTB

ho =[(WTAV) " VTATA-TCT) W B,

pero A~TCT € colspan{W} : Fly € R*P : Wiy = ATCT, por lo tanto

ho =[(WTAV) TVT AT WTB
ho =[(WTAV) T (VT ATW)I,] WTB
ho =ITWTB

ho =(Wiy)" B

ho =(A"TCT)'B

ho =h.

i7) En seguida, si suponemos que hy = hy, cuando k = (% + 1) — 1, significa que

(A (ATCT)) B =[(A"TY (ATCT)) B

Podemos ver que

:[((WTAV)_T)k(WTAV)_T(CV)T]TWTB.

Aoy = [wravy D wravy T evyn wr

la cual sera nuestra

(CVYWTAV) (WTAV) ™ W,

hipétesis de induccién.
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iii) Finalmente, debemos probar que hy 1 = hyyy cuando k+1 =144 4
(AT aTem) B =4V (ATen) B
(A AT B =[(WT Ay ST av)y T (ev)T)] wTB
(A AT B =[(WT Ay YT avy T (ev)T)] wTB
(AT AT B =(cv)WTAv) {(wTavy ) wT
(AT AT B =(cv)YWTAV)  (WTAav) Y T wTa A'B
Vro
(AT ATCT) B =(CV)(WTAV) ((WTAV) WYY AV,
(AT A Ten B =V (W av) ) W av) T W av s,
(AT AT e B =(ev)(wTav) Y
(AT ATET) B =(CV)YWTAV) (WTAV) D7,
(A AT B = (V)W AV) (WP AV) ) W Vi
[(A-T)E(a-TeT)"
(AT AT B =[(AT) A (ATTCT)] Vg
(AT HATTCT)) B =(ATTCT) (A (A7 B)
(AT ATCT)] B=(ATTCT) (A B
(AT AT B =AY ATem)] B
(A FR AT B =) FR (AT B

Como los elementos en ambos subespacios de Krylov I, {(A™!), (A™'B)} v
Kp{(A7), (A7*C*)} son matrices, se emplea una generalizacion del algoritmo
de Arnoldi para vectores, llamado algoritmo de Arnoldi para bloques[21], para
construir V' y W.

Arnoldi para bloques, en efecto construye V' y W para cada subespacio de Krylov,
s6lo que para alcanzar la biortogonalidad se requiere de la siguiente operacion

W =wwv) " (3.29)

y se confirma la biortogonalidad.
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ALGORITHM Block Arnoldi

1. Choose a unitary matrix V| of sizen X p
2. Forj=1,2,...,m Do:
3 Compute W; := AV}
4 Fori=1,2,...,j do:
6. W = W; — Vil

7 EndDo

8 Compute the Q-R decomposition W; = V.1 Hj 1
9. EndDo

Figura 3: El algoritmo de Arnoldi para bloques|21].

3.3.4. Interpolacién de Hermite

Resulta que la técnica anterior puede ser extendida para acoplar momentos de
H(s) y de H(s) no solamente alrededor de cero, sino en una multitud de puntos
oj # 0,7 = 1,2,3,--- ,n. Para hacer esto, debemos considerar nuevamente la
ecuacion (2.49) con una pequena modificacion

[e.e]

H(s)= > CAN (A'B)(s o)t  j=1,23,-,n (3.30)

k=0

donde Aj = A —o0;Iy. Para cada j = 1,2,3,--- ,n., la ecuacién (3.28) da surgi-
miento a cada uno de los siguientes subespacios de Krylov

K{(A;Y), (A1 B)} = colspan{(A;'B), (A;))(A;'B), (A1) (A;'B), -}

J

(0)

IC{(flj_T), (flj_TC’T)} = colspan{(fl;TCT), (flj_T)(flj_TCT), (A_T)Q(AJ.—TCT), .

J

Si las matrices V' y W usadas en (3.24) son tales que

colspan{V} D U K{(A;"),(A;'B)} (3.31)
colspan{W} 2 U K{(A;7), (A;7CT)} (3.32)
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entonces el sistema reducido mediante proyeccién del estado-espacio cuya funcién
de transferencia es H(s), interpola a H(s) y a un cierto nimero p; de sus derivadas

en todos los puntos {0y, 09,03, ,0,}, esto es
H(o;) = f](aj), for 7=1,2,3,...,n.
W(O‘j) = W(O‘j), for 1=1,2,3,...,ux — 1.

Esta extensién de la técnica de Acoplamiento de momentos implicito, es conocida
como interpolacién racional de Hermite, también conocida como Acoplamiento de
momentos multipuntuales 6 Aproximacién multipuntual de Padé[26].

3.3.5. Interpolacién Tangencial de Hermite

Para sistemas MIMO, el acoplamiento de momentos es una condicién muy compli-
cada de cumplir. Por lo tanto, Vanderdorpe et al.[23] propuso una generalizacion
llamada interpolacién tangencial de Hermite.

Esta técnica establece que ademés de la multitud de puntos de interpolacién {oy},
k=1,23,---,n, también es necesario contar con adecuadas direcciones tangen-
ciales izquierdas {l; € R?}, y derechas {r; € R™*!}, para que el sistema reducido
H(s) aproxime al original H(s) de mejor manera en los puntos de interpolacién

{O’k}, i.e.

H(Uk)ﬁc Zﬁ(ﬁk)m,

A~

lH (o)) =l H (o), (3.34)
lkH/(O'k)T’k :lkﬁ/(ak>rk

donde las condiciones (3.34) son més débiles que las de acoplamiento de momentos.

Los siguientes dos Lemas[4] proporcionan informacién acerca de las matrices V' y
W usadas en (3.24)

Lema. Sean V € RV y W € RY*" dos matrices de rango completo n de tal
modo que WITV = 1. Sean o4, € C, I, € R>P y 1, € R™! para k =1,2.3,--- ,n
el conjunto de puntos de interpolacién y las direcciones tangenciales izquierda y
derecha respectivamente. Suponer que todos los puntos o son seleccionados tales
que las matrices (oxIny — A) son invertibles. Si para todo k € 1,2,3,--- ,n

(orly — A) "' Bry, € columnspan(V)

_ 3.35
(o Iy — AT) 1CTlg € columnspan(W) (3.35)
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entonces el sistema reducido 3 = (A, B,C) = (WTAV,,, WTB,CV,,) satisface las
condiciones (3.34).

Dada una seleccién de puntos de interpolacion y direcciones tangenciales, las ma-
trices de proyeccién V,, y W, que satisfacen (3.35) se pueden obtener mediante la
solucién de las ecuaciones de Sylvester.

Lema. Sean ay, 1, v I para k = 1,2,3,--- ,n puntos de interpolacion, direcciones
tangenciales derecha e izquierda, respectivamente. Sean W y V' las soluciones de
las ecuaciones de Sylvester

AV, =V, A== Blrq| - |r)

3.36
ATW, — W,AT = —CT[IT) - 1F] (3.36)

donde A = diag(oy,--- ,0,), y asignando W < W(WTV = I)fT (para obtener
WTV = I). Entonces el sistema continuo reducido LIT

A

> = (A B,C)=(WTAV,WTB,CV)
satisface las condiciones (3.34).
La prueba de estos Lemas, asi como mas teoremas que vinculan a las ecuaciones

de Sylvester con los métodos de interpolaciéon de Hermite e interpolacién racional
de Hermite, pueden encontrarse por ejemplo en [22,23] y [24].
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4. Reduccién 6ptima basada en la norma || e ||y,

Dedicaremos este capitulo en desarrollar las condiciones necesarias para minimizar
la norma #H, de la diferencia entre las funciones de transferencia H(s) y H(s).

En la seccién 3.1, propusimos la métrica d(H (s), H(s)) que mide la distancia entre
ambas funciones de transferencia, de tal manera que el problema aqui es minimizar

d(H(s), H(s)) =] G(5) Il

donde G(s) = H(s) — H(s), y la forma explicita de la norma es

1G($)lln> = (% /Oo tmza[G(iw)]*[G(iw)]dw)%- (4.1)

—00

El problema de minimizar la norma 5, es uno de los problemas mas antiguos den-
tro del ambito de reduccién de orden de modelos dindmicos. Este problema tiene
alrededor de 40 anos, y tiene aspectos que atin no han sido resueltos; por ejemplo,
no se ha resuelto el problema de la existencia de un 6ptimo global.

En lugar de encontrar el éptimo global, la mayoria de los métodos de reducciéon
se enfocan en satisfacer solamente las condiciones de primer orden para (4.1) con

respecto al conjunto {{ox},{lk},{rx}}, & = 1,2,3,--- ,n., esto es, resolver si-
multaneamente el conjunto de ecuaciones

0
Doy 1G(s)]l5, =0

0
alr 1G(s)ll3, =0 (4.2)

0
o |G(s) |5, =0
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En [4], se introduce un algoritmo llamado MIRIAm (MIMO Iterative Rational
Interpolation Algorithm). Si este algoritmo converge, es decir, si el algoritmo en-
cuentra el conjunto éptimo {{ot?}, {17}, {r?¥'}}, k = 1,2,3,--- ,n., entonces
proporciona un sistema reducido )y que satisface el anterior conjunto de ecuacio-
nes.

4.1. La norma | e |4,

En esta seccion, se desarrolla una nueva expresion para la norma H,. Antes de
proceder, necesitaremos algunos resultados del analisis complejo.

Teorema 4.1.1. Teorema del residuo de Cauchy. Sea D un dominio simplemente
conexo, y sea C' un contorno simple positivamente orientado que yace dentro de D.
Si F'(s) es analitica dentro de C'y sobre C, excepto en los puntos Ay, Ag, Az, <+, Ay
que yacen dentro de C' entonces

N
/ F(s)ds =2mi» Res[F(s),s =\, k=123, N. (4.3)
c k=1

Demostracién: La demostracion de este teorema se puede encontrar en [26], 6 en
otro libro estandar de andlisis complejo.

Una consecuencia muy conocida del anterior teorema es

; N
1 100
- F(s)ds:;Res[F(s),s:/\k], k=1,2,3,---,N. (4.4)

—100

Ahora podemos proceder con el desarrollo de la nueva forma de la norma H,. Co-
mencemos con el siguiente teorema para sistemas SISO.

Teorema 4.1.2.[4]. Sea H(s) la funcién de transferencia de un sistema SISO
continuo LIT cuyos polos Ai, Ao, A3, -+, Ax son distintos por pares y pertenecen

aC™ ={se€C: Re(s) <0}. Sean ¢, = Res[H(s),s = \¢], k =1,2,3,--- N los
correspondientes residuos. La norma H, de H(s) esta dada por

1H ()I3, = D oiH (=X (4.5)
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Demostracién: Para sistemas SISO, H(s) es una funcién racional, i.e.

N

_ D,
= ; " (4.6)

donde ¢ = Res[H(s),s = M|, k = 1,2,3,--+ , N, son los residuos, y A\ son los
polos de H(s) respectivamente. Entonces

Uﬂﬁr=[§53_AJ* [ﬁés_xk]

k=1 1

de tal manera que la norma de H (s
(s M=—/ H (1)) (1.7)

— [H(zw)] [H (iw)]dw (4.8)

2m

pero como el producto [H(s)]"[H(s)] tiene los mismos polos que H(s), usando
(4.4), la ecuacién (4.8) se convierte en

1H ()|, =) Res {[H(s)]"[H(s)], s = A}

_ i RGS[H<S)7 S = )\k] . SZLTZ[H(S)]*
k=1
N =~ 4
_ ’; Res[H(s), s = A - lim (s )
N , i
-3 R i 3O
N

I
R
Q)
=
=
=
\‘CID
|
>
=z,
>
*
Ead
>
ol

ademas, como || @ ||, es una funcién con valores reales

N
IH ()3, = onH(=A;)
k=1
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Ahora estamos en condiciones de generalizar el teorema anterior para el caso de
sistemas MIMO.

Teorema 4.1.3.[4]. Sea H(s) la funcién de transferencia de un sistema continuo
en el tiempo MIMO (2.10). Entonces la norma H, de H(s) esta dada por

|1H (s)||? = traza {Z H(—A;)b;{c;{} (4.9)

k=1
donde b, = [bk1,~T~ ,brm] es el k-ésimo vector renglén de B = [bl .-+ 0L] v
ck = [C1k, -+ o] es el k-ésimo vector columna de C' = [¢q, -+, en].

Demostracién: Sea H(s) = [Hy| para ¢ = 1,2,3,--- ,p, y | = 1,2,3,--- ,m,
entonces

Hy, Hy -+ Hpy| |Hu Hip -+ Hu

. Hiy, H3 -+ Hjy| [Ha Hy -+ Hyy
Pis)=[HI'H = | .~ 7 ST

Hfm H;m PN H;m le Hp2 o Hpm

Nuestro interés aqui, se centra en la diagonal principal de P(s)
[P

> HyHy

g=1

p
Z H;2Hq2
q=1

, :
> HiwHon
q=1

de tal manera que la traza de P(s) es

p p P
traza{P(s)} = Z HyjHy + Z HyoHep + - + Z Hy o Hom
q=1 q=1

q=1

traza{P(s)} = Z Z HyHy
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y la norma #H, de H(s) serd
1HOB, =5 [ trasalH() [H(s) e
:i /00 traza{P(s)}dw

Z Z Hydw

Oollql

_ZZ 271'/ qldw
=1 ¢g=1

m

IZZ | Ha()1l, (4.10)

donde H(s) es la funcién de transferencia entre la l-ésima entrada y la g-ésima
salida. Ahora usando (4.5) en (4.10)

m P N
HHW, =YD bk, Ha(=A0)
I=1 q=1 k=1
pero ¢y, = cq,bi,, por lo que tenemos ¢y = (cqby,)” = bjycyy,
p

N m
IH ()R, =D > D b Ha (=)

traza{H(—)\*)bz Z}

N
Z traza {H(—X\;)byc;,
k=1

N
=traza {Z H(—/\Z)b,:cZ}
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Ahora podemos desarrollar completamente la forma de la métrica en términos
de la norma H,. Para simplificar, nos referiremos a d(H(s), H(s)) = [|G(5)|l,
simplemente como d. También vale la pena mencionar que la matriz H(s) tiene
relacionados los polos {1, -+, Ay} y los residuos {¢y, -+, ¢n}, y la matriz H(s)

tiene relacionados los polos {A1, -+, A, } y los residuos {¢y, -, én}
d* = ||G(s)|l3,
=5 _Z traza|G(iw)]"[G(iw)]dw
_ % " H (i) — ()] [H (iw) — (i) deo

:tmza{Z[m—A;)—ﬁ e Z H(- /\k)]bTAT} (4.11)

4.2. Interpolacién éptima en || o |4,

En esta seccion estableceremos mateméaticamente el problema de minimizar la dis-
tancia entre las funciones de transferencia H(s) y H(s) usando (4.11). Veamos la
definicién formal del problema.

Definicién del Problema. Dado el sistema dinamico LIT asintéticamente es-
table (3.1), construir un sistema dindmico LIT asintéticamente estable (3.3) de
dimension fija n que minimice la norma H,y de la diferencia entre ellos, i.e.

min  d* = HG(S)HZ2 (4.12)

con respecto a la variable de optimizacién § = [Re(vT), Im(vT)]" € Rm+p+in
donde

T

3 $ 7 2T T
V= [)‘la"' 7An7b17"' bn7017"' ,Cn] (413)
L% 5 5 . . . 1T
con los vectores renglén by, = [by1, - - - , bem] v los vectores columna ¢, = [éig, - - -, Cp)

parak=1,2,3,--- ,n
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4.3. Condiciones necesarias de primer orden

Basados en (4.11) podemos senalar las condiciones necesarias de primer orden para
que d? sea minima. El siguiente teorema sefala tales condiciones.

Teorema 4.3.1. Considérese el sistema dindmico original de la forma (3.1) con
funcién de transferencia H(s). Sea H(s) la funcién de transferencia del sistema
reducido (3.3) dada en una base vectorial propia tal que A = diag(A1, -, \n),

B=[T, ..., BZ}T y C = [é1,-+- &) Si H(s) resuelve el problema de optimizacién
(4.12), entonces se satisfacen las siguientes condiciones
GH (=) = GH(-N),
H(=X0)bt = H(=A\)i (4.14)
CLH (= A0, = GH (= A0)b;
para k =1,2,3,--+ ,n., donde j\k € C~ son los polos de f], by, es el k-ésimo renglon
de B y ¢ es la k-ésima columna C.

Demostracion: La demostracién de este teorema es algo extensa, y puede encon-
trarse en [4], tiene como objetivo resolver el conjunto de ecuaciones

o DG,

ORe(N\,)  ORe(\)
o2 |G(s)llx,

oI  0ImGy)
or GOk, _,
ORe(bw)  ORe(bw)
o _ NG, _
oIm(by)  8Im(by) ’
or G,
ORe(Cq:)  ORe(Cyr) ’
o _AGEh, _

OIm(éy)  OIm(eg,)
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4.4. El algoritmo MIRIAm

Las condiciones (4.14) involucran el acoplamiento de un cierto numero de momen-
tos de ambas funciones de transferencia H (s) y H (s) en los puntos {—Xy, -+, —An 1},
es decir, en las imagenes espejo de los polos del sistema reducido 3. Calcularlos
explicitamente conlleva a inestabilidades numéricas, el remedio para esto es el uso
de técnicas de subespacios de Krylov que imponen condiciones de acoplamiento
de momentos, evitando el procedimiento explicito. Mas atin, el conjunto de datos
{{=M}, {0k}, {é}} no es conocido a-priori, de tal manera que debe ser construido
iterativamente.

Como ya se menciond anteriormente, en [4] se presenta el algoritmo MIRIAm:
Dado un conjunto inicial de puntos de interpolacién {o%}, asi como direcciones
tangenciales izquierdas y derechas {{I2}, {r?}}, si este algoritmo converge, enton-
ces encuentra el conjunto ptimo {{—A.}, {bx}, {éx}} que satisface las condiciones
(4.14), de tal manera que el sistema 3 construido minimiza d(H (s), H(s)). A con-
tinuacién mostramos el algoritmo

MIMO Iterative Rational Interpolation Algorithm (MIRIAm)

1. Seleccionar un conjunto inicial de puntos de interpolacién o = {oy,- -+ ,0,}.

YT:{Tl,"' ,Tn}.

3. Hacer, hasta obtener convergencia:
a) calcular V,, via:
v =(—A+ akIN)_lBrZ, parak=1,---,n.
b) calcular W,, via:
w = (—A* + UZ[N)flC*lk, parak=1,--- n.
¢) W, = W,(W>V,)™" (para obtener W*V,, = I,,).
d) A=W*AV,, B=W*B, C = CV,.
e) calcular la descomposicién en valores propios de A=X0X ~1 donde:
Q= diag(wy, -+ ,wp).
f) asignar o, = —wyi, [I7, -+, l}] = CX, [r1,+ -, 1] = (Xleé)

*

—1 A

4. H(s) = C(sI, — A) B.

2. Seleccionar un conjunto inicial de direcciones tangenciales | = {ly,---,l,}
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5. Resultados Numéricos

5.1. Precondicionamiento

. . . 2 .
En el capitulo anterior vimos que para que d* = || G(s) ||3,, sea minima, entonces

tenemos que construir el sistema dindmico reducido H(s) de tal manera que el
conjunto de condiciones

CRH(=A,) = ¢fH(=Ap),
H(=Ap)bi = H(=A\p)bf
éfH’( )‘*)bk = CkH( 5‘2)6;‘5:

se satisfagan. Tales condiciones involucran conocer el conjunto de direcciones tan-
genciales {{¢T},{bF}} y los puntos de interpolacién {=X:}. En total debemos
conocer al conjunto éptimo {{éX'}, {bT}, {=A:}} k =1,2,3,...,n, para hacer que
efectivamente d? sea minima. La principal desventaja que enfrentamos, es que no
conocemos en primera instancia al conjunto éptimo {{éf }, {bT} {- Ax }} donde ¢
es el transpuesto de la k-ésima columna de la matriz reducida C bT es el transpues-
to de la k-ésima fila de la matriz reducida B, y )\Z es la imagen espejo (negativo
del conjugado de )\k) del k-ésimo valor propio de la matriz reducida A. Estas
matrices A, B, C' son elementos constitutivos del sistema dindmico reducido & que
deseamos construir. Para este fin, proponemos construir iterativamente el conjunto
optimo {{¢T'}, {7}, {=A:}, a partir de un conjunto inicial dado {{lx}, {ri}, {o%}},
usando el algoritmo MIRIAm que al final de cada iteraciéon construye un nuevo
sistema dindmico reducido 3 = (/1,3, C’), para que en la iteracion subsecuente
utilice las imagenes espejo de los valores propios de la matriz A como lo nuevos
puntos de interpolacién {o7¢*" = —eig(A A)*} las columnas de la transpuesta de B
como las direcciones tangenciales derecha {rpe* = l;{} y las filas de la transpuesta

de C' como las direcciones tangenciales izquierda {17t = ¢7'}.

El algoritmo MIRIAm que presentamos al final del capitulo anterior tiene la si-
guiente propiedad: si para un conjunto inicial de datos {{lx},{rx},{ox}} k =

1,2,3,...,n, el algoritmo converge al conjunto éptimo {{¢Z}, {bT}, {=X}}, y por
ende al sistema reducido H (s), entonces resuelve el problema de minimizar la nor-
ma || G(s) H?{Q En este trabajo de tesis nos propusimos buscar un “buen” conjunto
inicial de datos {{lx}, {7}, {ok}} con el objetivo de que MIRIAm convergiera al
sistema reducido 6ptimo H (s) en una sola iteracién 6 al menos en el menor niimero
de iteraciones posibles. Para esto propusimos un proceso de “precondicionamiento”
con la idea de equipar al conjunto inicial de datos {{lx}, {7+ }, {ox}} con una posible
propiedad de répida convergencia hacia el conjunto éptimo {{éf}, {b7}, {=A:}}.
Seamos claros al respecto, aqui “precondicionamiento” no se refiere al concepto
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usualmente encontrado en el algebra lineal numérica, sino a esta posible propiedad
de rapida convergencia que ain debe ser explicada en detalle. Lo cual hacemos a
continuacion.

Dicho proceso de precondicionamiento, al que hacemos referencia, esta dividido en
tres fases o etapas como hemos decidido llamarles. La primera etapa (figura 4), tie-
ne como objetivo formar un sistema reducido, llamado sistema reducido nivel 1 de
dimensién n; con n; < N, empleando para este fin el algoritmo MIRIAm usando
un primer conjunto de datos {{i}},{ri},{oi}, kK =1,2,3,...,ny, provenientes de
un sistema reducido llamado Host A de la misma dimension n; construido mediante
la proyeccién del estado-espacio del sistema original 3. Las matrices V' y W usadas

Host A
Y o
Original System MIRIAm Reduced System
Level 1
N n,

Figura 4: Etapa 1 del proceso de precondicionamiento.

para calcular las matrices reducidas A = WTAV, B = WTB y C = CV de este
Host A, deben ser construidas mediante un procedimiento de Arnoldi para bloques
(figura 3, pagina 36) en conformidad con el teorema 3.3.1., donde V' es una base
del subespacio de Krylov K, {(A™),(A™*B)} y W =V, ¢ en conformidad con el
teorema 3.3.2., donde V' es una base del subespacio de Krylov K,{(A™'),(A™'B)}
y W es una base del subespacio de Krylov K, {(A™T),(ATCT)}. Si fuera el caso
de escoger a V' y W en base a la descripciéon del teorema 3.3.2., entonces se debe
hacer la siguiente reasignacion a la matriz W

W« wwTv)™" (5.1)
para obtener WTV = I (biortogonalidad) y asf entonces poder calcular las matri-

ces reducidas A, B y C del Host A.

En la segunda etapa del proceso de precondicionamiento (figura 5), el sistema redu-
cido nivel 1 de dimensién n; que construimos en la etapa anterior, es ahora usado
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como el punto de partida para formar un conjunto de sistemas reducidos nivel 2
de dimensién n = 1 hasta una dimensién fija n = z determinada por la precision
del computador para calcular las matrices V' y W en relacién al teorema 3.3.1.
6 al teorema 3.3.2. Previamente a la construccion de cada uno de estos sistemas
reducidos nivel 2, es necesaria la construccion de su respectivo Host B mediante
la proyeccion en el estado-espacio del sistema reducido nivel 1 desde donde se les
extraera un segundo conjunto de datos {{l2}, {ri}, {02} k =1,2,3,...,n, para que
el algoritmo MIRIAm trabaje hasta la convergencia a cada uno de estos sistemas
reducidos nivel 2.

Reduced System
Level 1

n,

MIRIAmM

A 4
Reduced Systems

Level 2
n

Figura 5: Etapa 2 del proceso de precondicionamiento.

Creemos que la convergencia es un requisito indispensable para hacer de cada uno
de estos sistemas reducidos nivel 2 excelentes proveedores de conjuntos de datos
“precondicionados” {{lx},{rx},{ox}} & = 1,2,3,..., 2, para ser usados en la si-
guiente etapa.

En la tercera y ultima etapa del proceso de precondicionamiento (figura 6) cada
uno de los sistemas reducidos nivel 2 calculados en la anterior etapa es usado como
fuente de alimentacion para que el algoritmo MIRIAm converja desde el sistema
dindmico original Y hacia cada uno de los sistemas reducidos objetivo de dimen-
siébn n = 1 hasta n = z en una sola iteracién, 6 al menos en el menor niimero de
iteraciones posibles. La idea aqui es usar de cada uno de los sistemas reducidos
nivel 2 las imagenes espejo de los valores propios de A como los puntos de inter-
polacién precondicionados {0}, las columnas de la matriz transpuesta de B como
las direcciones tangenciales precondicionadas derecha {ry}, y las filas de la matriz
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transpuesta de C' como las direcciones tangenciales precondicionadas izquierda
{lx}, kK = 1,2,3,...,2z. Se espera que con utilizar este conjunto precondicionado
b} e}, {ok}}, k=1,2,3,..., 2z, podemos hacer que MIRIAm converja a cada
uno de los sistemas reducidos objetivo S, k= 1,2,3,...,2 en una sola itera-
cion 6 en pocas iteraciones, de tal manera que cada una de las distancias entre el
sistema original ¥ y cada f]k, k=1,2,3,..., 2, sea la minima.

Original System

N

MIRIAM

A
[Targeted Reduced Reduced Systems
Systems Level 2
n n

Figura 6: Etapa 3 del proceso de precondicionamiento.

El proceso de precondicionamiento en conjunto puede verse en la siguiente figura

} HostA |
oM
Original System MIRIAmM Reduced System
Level 1
N n,
A ,
< ' HostB !

MIRIAm MIRIAm
\ J
Targeted Reduced Reduced Systems
Systems Level 2
n n

Figura 7: El proceso de precondicionamiento.
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Para probar la efectividad de este proceso de precondicionamiento, llevamos a ca-
bo 4 experimentos usando 2 problemas de referencia generados aleatoriamente en
MATLAB. El primer problema de referencia consistié en la generaciéon de un siste-
ma dindamico original de dimensién N = 100 con m = 4 entradas y p = 5 salidas,
ie. A € RIOOXI0 B ¢ RIO0x v O ¢ RP¥100 v ¢] segundo problema de referencia
consisti6 en la generacion de un sistema dindmico original de dimensién N = 300
con m = 3 entradas y p = 2 salidas, i.e. A € R390%300 B ¢ R300x3 v ' ¢ R2*300,

El primer problema de referencia fue usado en los primeros 2 experimentos: Model
Order Reduction 1 y Model Order Reduction 2. El segundo problema de referencia
fue usado en los restantes 2 experimentos: Model Order Reduction 3 y Model Order
Reduction 4. En Model Order Reduction 1 y Model Order Reduction 3, los Host
A y Host B fueron calculados en conformidad con el Teorema 3.3.1, con V' como
la base del subespacio de Krylov K{(A™!),(A™'B)} y W = V. A esta forma en
particular de usar a la matriz V' para calcular estos Host A y Host B se le conoce
como 1-sided Arnoldi. Por otra parte en Model Order Reduction 2 y Model Order
Reduction 4, los Host A y Host B fueron calculados en conformidad con el Teorema
3.3.2, con V como la base del subespacio de Krylov K{(A™!), (A7'B)} y W como
la base del subespacio de Krylov K{(A~7), (A"TCT)}. A esta forma en particular
de usar las matrices V' y W se le conoce como 2-sided Arnoldi.

5.2. Resultados numéricos

Model Order Reduction 1. En la primera etapa de este experimento, calculamos
el Host A mediante la proyeccion del estado-espacio del sistema original ¥ usando
para esto a la matriz V' € R'%% en conformidad con el teorema 3.3.1. (1-sided
Arnoldi) donde el rango de V' es ¢ = 68. Este rango en especifico quedo determinado
por la precision a la que decidimos formar a la matriz V. Para esto usamos una
rutina en MATLAB, basada en el algoritmo de Arnoldi para bloques, que en cada
iteracién calcula la norma del producto VIV y la compara contra la tolerancia
tol=1.0000000000001, de tal manera que cuando || VIV ||3> tol entonces se paran
las iteraciones. La matriz V' construida en esta forma es una base muy precisa del
subespacio de Krylov K,{(A™'),(A™'B)}. El Host A producido de esta manera, es
entonces un sistema reducido de dimensién n; = 68, con las mismas m = 4 entradas
y p = b salidas, de donde usamos informacion proveniente de sus matrices reducidas
/1, B , C para formar iterativamente (80 iteraciones) con el algoritmo MIRIAm el
sistema reducido nivel 1 de la misma dimensiéon n; = 68. Cabe mencionar que a
este nimero de iteraciones no observamos convergencia hacia el sistema reducido
nivel 1. El esquema de este experimento esta en la pagina 53.
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En la segunda etapa de este experimento, tomamos como inicio el sistema redu-
cido nivel 1 de dimensiéon n; = 68 calculado en la etapa anterior, para el cual
se le calcularon un conjunto de 60 sistemas reducidos Host B desde la dimensién
n = 1 hasta n = 60 mediante su proyeccion en el estado-espacio. Esto debido a
la precisién con la cual ejecutamos la misma rutina basada en el algoritmo de Ar-
noldi para bloques y que decidimos detener cuando || VIV ||y> tol con la misma
tolerancia tol=1.0000000000001, de esta forma supimos que la matriz V' € R*60
formada mediante esta rutina , era una base muy precisa del subespacio de Krylov
K (A7), (A7'B)} donde A € R%*% y B € R%*4 son las matrices del sistema
reducido nivel 1. De cada uno de estos sistemas reducidos Host B, al igual que en la
etapa anterior, usamos informacién proveniente de sus matrices reducidas A B C
buscando formar iterativamente hasta la convergencia empleando el algoritmo MI-
RIAm cada uno de los sistemas reducidos nivel 2 desde la dimensién n = 1 hasta
la dimension n = 60. Los resultados numéricos de esta etapa se encuentran en la
pagina 54 bajo la etiqueta “Convergence Analysis for the Reduced Systems Level
27, Como dijimos anteriormente, estuvimos interesados en formar hasta la con-
vergencia cada uno de los sistemas reducidos nivel 2, y ademads registrar cuantas
iteraciones le llevaba al algoritmo MIRIAm en converger a cada uno de estos, por
ejemplo: para el sistema reducido nivel 2 de dimensiéon n = 26, MIRIAm si con-
vergi6 (por ello de la marca (o) bajo la etiqueta “yes”) a este sistema reducido en
3 iteraciones solamente. El criterio de convergencia que usamos en todos aquellos
casos en donde MIRIAm si convergio al sistema reducido nivel 2, fue haber me-
dido la distancia minima verdadera que separaba el sistema reducido nivel 1 y su
correspondiente nivel 2 y buscar en iteraciones previas un valor de la distancia que
no se alejara de la minima verdadera en més de 1073, por ejemplo en el mismo caso
del sistema reducido nivel 2 de dimensién n = 26, en la iteracion 3 la distancia
que separaba al sistema reducido nivel 1 y el correspondiente sistema reducido que
MIRIAm habia formado hasta esa misma iteracion , no estaba alejada mas alla de
1072 de la verdadera distancia minima entre el sistema reducido nivel 1 y el sis-
tema reducido nivel 2 al cual MIRIAm convergié en iteraciones posteriores. Esta
precision en la convergencia fue aplicada en toda esta segunda etapa del proceso
de precondicionamiento.

En la etapa 3, usamos de cada sistema reducido nivel 2, informacién proveniente de
las matrices A, B, C' para formar el conjunto “precondicionado” {{lx}, {rs}, {o%}},
kE=1,2,3,...,60, con la finalidad de que MIRIAm convergiera hacia cada uno
de los sistemas reducidos objetivo de dimensién n = 1 hasta n = 60 en una sola
iteracion 6 en el menor ntimero de iteraciones posibles. En esta misma etapa tam-
bién estuvimos interesados en observar cuales eran las dimensiones de los sistemas
reducidos objetivo que si convergian y en cuantas iteraciones lo hacian bajo la

26



misma precisién de 1072 como en la etapa anterior. Los resultados de esta eta-
pa se encuentran en la pagina 54 bajo la etiqueta “Convergence Analysis for the
Targeted Reduced Systems”.

Project Name: Model Order Reduction 1.

Autors: Aaron De La Concha.

Date: 15.07.2010

Data Source: MATLAB.

Remarks: Host A was formed by 1 sided-Arnoldi procedure. Reduced System
Level 1 was formed using MIRIAM with 80 iterations. Every Host B was formed by
C b' I t' 1 sided-Arnoldi. Reduced Systems Level 2 formed using MIRIAM with 300

asa a Ierta a Iem po iterations(when convergence was confirmed), and 500 iterations when doubts about
convergence. Targeted Reduced Systems were formed using MIRIAM with only 50
iterations.

SCHEMATICS:

Original System MIRIAm (80 iterations) [Reduced System
Level 1
> B
e.g N=100 n, =68.

1 sided-Arnoldi

MIRIAm

MIRIAm
\J \ 4
Targeted Reduced Reduced Systems
Systems Level 2
n n
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11
15

16

13

11

20

If yes
iteration one? | which iteration?

no

yes

If yes, which |Convergence

iteration?

11

12
11

14
10

13

12

35

40
14
10

10

Convergence

no

yes
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Model Order Reduction 2. El esquema de este experimento esta en la pa-
gina 57. En la primera etapa de este experimento, construimos las matrices V'
y W en relacién al Teorema 3.3.2., (2-sided Arnoldi) donde V' es una base del
subespacio de Krylov K, {(A™1), (A"'B)} y W es una base del subespacio de Kry-
lov K, {(A™T),(A"TCT)} con una rutina de MATLAB basada en el algoritmo de
Arnoldi para bloques y una tolerancia tol=1.0000000000001, de tal manera que
cuando ||[VTV||y > tol y ||WTW ||y > tol se paran las iteraciones, teniendo asf ba-
ses muy precisas para ambos subespacios de Krylov en cuestién. Al termino de
esta rutina, obtuvimos que V € R0X68 v 11/ ¢ R00X7 hor lo cual decidimos
tomar de cada una de las anteriores matrices las primeras 60 columnas para estar
en concordancia con el valor del rango ¢ (que debe ser el mismo en V' 'y W) al
que se hace referencia en el Teorema 3.3.2. Tras haber formado el sistema reducido
Host A, de aqui mismo usamos informacién proveniente de sus matrices reducidas
A, B y C como un primer conjunto de datos b} {re}, {ok}}, k=1,2,3,...,60,
para hacer que el algoritmo MIRIAm iterara en 80 ocasiones hasta la convergencia
hacia el sistema reducido nivel 1 de dimension n; = 60 con m = 4 entradas y p = 5
salidas.

Para la segunda etapa de este experimento, tomamos como inicio el sistema re-
ducido nivel 1 de dimensiéon n; = 60 calculado en la etapa anterior, y para el
cual se le calcularon un conjunto de 40 sistemas reducidos Host B desde la dimen-
sion n = 1 hasta n = 40 mediante su proyeccion en el estado-espacio. Esto fue
debido a la precisiéon con la cual ejecutamos la misma rutina basada en el algo-
ritmo de Arnoldi para bloques y que decidimos detener cuando |[VIV]| > tol; y
|WTW ||y > toly, donde tol;=1.00000000000001. Escogimos esta tolerancia, ya que
a este valor de tol; la rutina de Arnoldi para bloques era capaz de construir ambas
bases V' y W de los correspondientes subespacios de Krylov K, {(A™'),(A"'B)}
y K (A7), (A"TCT)} donde el rango ¢ en ambas bases era menor que n; = 60.
Resulté entonces, que a esta tolerancia toly, el rango ¢ en ambas matrices fué de
q = 40, por ello de la construccién de los 40 sistemas reducidos Host B. Siguiente,
de cada uno de estos 40 sistemas reducidos Host B, usamos informacién prove-
niente de sus matrices reducidas A, B y C buscando formar iterativamente hasta
la convergencia empleando el algoritmo MIRIAm, cada uno de los sistemas redu-
cidos nivel 2 desde la dimension n = 1 hasta la dimensién n = 40. Los resultados
numeéricos de esta etapa se encuentran en la pagina 58 bajo la etiqueta “Conver-
gence Analysis for the Reduced Systems Level 27. Al igual que en el experimento
anterior, nuestro interés se centro en todos aquellos sistemas reducidos para los
cuales se observo convergencia, asi mismo como anotar cuantas iteraciones necesi-
taba MIRIAm para llegar a esta. Idénticamente al experimento anterior, nuestro
criterio de convergencia se baso en ubicar el nimero de la iteracién en donde la
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distancia del sistema reducido en dicha iteracién y el sistema reducido nivel 1 no
diferia en méas de 1072 de la verdadera distancia minima.

En la etapa 3 de este experimento, de cada sistema reducido nivel 2 formado en
la etapa anterior, usamos informacién proveniente de cada matriz 121, B y C para
formar el conjunto “precondicionado” {{lx},{rr},{or}}, &k = 1,2,3,...,40, con
la finalidad de que MIRIAm convergiera hacia cada uno de los sistemas reduci-
dos objetivo en el menor numero de iteraciones posibles, o si era el caso en una
sola iteracion. En esta etapa, de todos aquellos sistemas reducidos objetivo que
efectivamente convergieron, también lo hicieron sus respectivas contrapartes de la
etapa 2, siendo el sistema reducido objetivo de dimension n = 38 el inico que no
convergié cuando su contraparte si lo habia hecho en la etapa anterior. De hecho
este fue un caso muy peculiar ya que el algoritmo MIRIAm no itero ni una sola
ocasion e ignoramos por completo el motivo de esto. Para esta misma etapa, se
tomo el mismo criterio de convergencia al usar una precisién de 1073 como en la
etapa anterior.
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Casa abierta al tiempo

Project Name: Model Order Reduction 2.

Autors: Aaron De La Concha.

Date: 15.07.2010

Data Source: MATLAB.

Remarks: Host A formed 2-sided Arnoldi procedure. Reduced System Level 1
formed using MIRIAM with 80. Every Host B was formed 2-sided Arnoldi.

Reduced Systems Level 2 formed using MIRIAM with 300 iterations(when
convergence was confirmed), and 500 iterations when doubts about convergence.
Targeted Reduced Systems were formed using MIRIAM with only 50 iterations.
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Este es el grafico que muestra los resultados numéricos correspondientes a la ter-
cera etapa de los proyectos Model Order Reduction 1 y Model Order Reduction 2.

Sistema Dinadmico Original de dimensién 100

comparacion entre métodos

31

26

21

= 1-sided Arnoldi

16 == 2-sided Arnoldi

11

Iteraciones hasta la distancia minima (convergencia).

1 1 21 31 a1 51

Dimensién del sistema reducido

Se puede ver que en promedio (linea azul horizontal) el proceso de precondicio-
namiento basado en la técnica de 1-sided Arnoldi, tiende a reducir el nimero de
iteraciones necesarias para la convergencia hacia cada sistema reducido objetivo
ﬁk, k=1,2,3,...,60, en comparacién con el promedio del proceso de precondi-
cionamiento (linea naranja horizontal) basado en la técnica 2-sided Arnoldi.
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Model Order Reduction 3. El esquema de este experimento esta en la pa-
gina 61. La primera etapa consistié en construir a la matriz V en conformi-
dad con el Teorema 3.3.1. (1-sided Arnoldi) donde V' es la base del subespa-
cio de Krylov K, {(A™),(A™'B)} y W = V. La tolerancia que usamos fue de
tol=1.000000000001 y decidimos parar la rutina de MATLAB cuando [|[VTV ||y >
tol, dando como resultado una base V' € R3%9%% donde g = 69 es el rango de V al
que se hace referencia en dicho Teorema. El sistema reducido Host A fue calculado
de la proyeccion del estado-espacio del sistema original ¥, y desde donde se uso
informacion proveniente de sus matrices A, B y C para construir con el algoritmo
MIRIAm en 60 iteraciones hasta la convergencia el sistema reducido nivel 1 de
dimension ny; = 69 con m = 3 entradas y p = 2 salidas.

En la segunda etapa, debido a la tolerancia tol;=1.000000000001 que usamos para
construir la base V' del subespacio de Krylov K, {(A™!),(A™'B)}, donde A y B
son la matrices del sistema reducido nivel 1, obtuvimos a la matriz V & R9x45
donde ¢ = 45 (rango de V') determinaba el nimero méximo de sistemas reduci-
dos nivel 2 que podiamos formar, en este caso desde la dimensién n = 1 hasta
la dimensién n = 45. Para la formacion de cada uno de estos sistemas reducidos
nivel 2, era necesario entonces calcular su correspondiente sistema reducido Host
B mediante la proyeccion del estado-espacio del sistema reducido nivel 1. Los re-
sultados numéricos de esta etapa se encuentran en la pagina 62 bajo la etiqueta
“Convergence Analysis for the Reduced Systems Level 2”7. Al igual que en los ex-
perimentos anteriores, mantuvimos un estricto control de aquellas dimensiones que
si convergian y en que numero de iteracién lo hacian cuando considerabamos una
precisiéon de 1072 como en los casos anteriores. Debemos mencionar una peculiari-
dad que observamos con el sistema reducido nivel 2 de dimensién n = 39, para el
cual el algoritmo MIRIAm no itero en ni una sola ocasiéon cuando se le alimento
con el conjunto de datos {{I3},{r?},{02}}, k =1,2,3,...,39, provenientes de su
correspondiente sistema reducido Host B de la misma dimensiéon n = 39.

La tercera etapa de este proyecto consistiéo en usar informacién proveniente de
cada uno de los 39 sistemas reducidos nivel 2 calculados en la etapa anterior para
utilizar esta informacién junto con el algoritmo MIRIAm en un maximo de 200
iteraciones y obtener un registro detallado de cuales fueron los sistemas reducidos
objetivo que si convergieron en esta etapa bajo el mismo criterio de convergencia
usando una precisién de 1073, Los resultados pueden observarse en la pagina 62
bajo la etiqueta “Convergence Analysis for the Targeted Reduced Systems”. Un
caso particular lo observamos con el sistema reducido objetivo de dimensién n = 35
que en esta etapa si convergié ain y cuando el correspondiente sistema reducido
nivel 2 de la misma dimensién n = 35 no lo habia hecho en la etapa anterior. Para
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el sistema reducido objetivo de dimensién n = 39, no hubo convergencia ya que
no obtuvimos datos provenientes de su correspondiente sistema reducido nivel 2
en la etapa anterior por el hecho de que el algoritmo MIRIAm no itero en una sola
ocasion como se explico con anterioridad.

Project Name: Model Order Reduction 3.

Autors: Aaron De La Concha.

Date: 15.07.2010

Data Source: MATLAB.

Remarks: Host A formed 1 sided-Arnoldi procedure. Reduced System Level 1
was formed using MIRIAM with 60 iterations. Every Host B was formed by 1 sided-
Arnoldi. Reduced Systems Level 2 formed using MIRIAM with 300 iterations(when

" L]
Casa ablerta al tlem o convergence was confirmed), and 500 iterations. Targeted Reduced Systems were
formed using MIRIAM with 50 iterations (when convergence was confirmed), and

200 iterations when doubts of convergence.
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Model Order Reduction 4. El esquema de este experimento esta en la pagina 64.
En la primera etapa de este experimento construimos a las matrices V' y W como
las bases de los subespacios de Krylov K, {(A™),(A™'B)} y K {(A™T),(A~TCT)}
respectivamente. Para esto usamos la rutina de MATLAB en base al algoritmo de
Arnoldi para bloques que detuvimos cuando ||[VIV|| > tol y |WTW| > tol donde
tol=1.000000000001, teniendo como resultado que a esta tolerancia V € R3%0%% y
W e R399 En base a la descripcién del Teorema 3.3.2., ambas matrices V' y W
deben tener el mismo rango ¢, por ello decidimos que ¢ = 66 seria el valor maximo
que podia ajustarse. El Host A, fue calculado en base a la proyeccion del estado-
espacio del sistema original 3. De este Host A, se uso informacién proveniente de
sus matrices reducidas A, B y C para tratar de formar con 200 iteraciones usando
el algoritmo MIRIAm el sistema reducido nivel 1 de dimensién ny = 66 con m = 3
entradas y p = 2 salidas. Cabe mencionar que a este numero de iteraciones (200)
no hubo convergencia.

En la segunda etapa de este experimento, usamos una tolerancia tol;=1.000000000001
para generar las bases V' y W de los subespacios de Krylov K, {(A™"), (A™'B)} y
K, (A™T) (ATCT) respectivamente, donde A, B y C son las matrices reducidas
del sistema reducido nivel 1 calculado en la etapa anterior. Con este valor de la to-
lerancia tol; obtuvimos que V' € R*42 y 7 € R66*42 por lo cual decidimos tomar
las primeras 40 columnas de ambas matrices para que el rango ¢ = 40 estuviera
en concordancia con la definicion del Teorema 3.3.2. Para esta etapa calculamos
un maximo de 40 sistemas reducidos Host B desde donde se uso de sus respectivas
matrices reducidas A, B y C informacién para iterar buscando convergencia a cada
uno de los sistemas reducidos nivel 2 desde la dimensiéon n = 1 hasta n = 40. Los
resultados numeéricos de esta etapa estan en la pagina 65 bajo la etiqueta “Con-
vergence Analysis for the Reduced Systems Level 2”7 en donde aplicamos el mismo
criterio de convergencia al considerar una precisién de 1073 como en los experi-
mentos anteriores. De esta etapa, solo en 2 casos no hubo convergencia, siendo el
de la dimension n = 40 el més peculiar ya que aqui MIRIAm no itero en una sola
ocasiéon. En la etapa 3, aplicamos el mismo criterio de convergencia al considerar
una precisién de 1073 como en todos los experimentos anteriores. Los resultados
se pueden ver en la pagina 65 bajo la etiqueta “Convergence Analysis for the
Targeted Reduced Systems”. En esta etapa capturo nuestra atencion los sistemas
reducidos objetivo de dimensiéon n = 22 y n = 28 que no convergieron cuando
sus contrapartes en la etapa 2 si lo hicieron. En el caso particular de la dimensién
n = 40, no tuvimos convergencia ya que su correspondiente sistema reducido nivel
2 no fue formado por la inhabilidad del algoritmo MIRIAm de efectuar iteraciones
como se explico con anterioridad.
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Project Name: Model Order Reduction 4.

Autors: Aaron De La Concha.

Date: 15.07.2010

Data Source: MATLAB.

Remarks: Host A formed 2 sided-Arnoldi procedure. Reduced System Level 1
formed using MIRIAM with 200 iterations. Every Host B was formed by 2 sided-
. u Arnoldi. Reduced Systems Level 2 formed using MIRIAM with 300 iterations(when
Casa ablerta al tlem po convergence was confirmed), and 500 iterations. Targeted Reduced Systems were
formed using MIRIAM with only 50 iterations (when convergence was confirmed),

and 200 iterations when doubts of convergence.
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Este es el grafico que muestra los resultados numéricos correspondientes a la ter-
cera etapa de los proyectos Model Order Reduction 3 y Model Order Reduction 4.

Sistema Dinadmico Original de dimensién 300

comparacion entre métodos

91

= 1-sided Arnoldi
== 2-sided Arnoldi

Iteraciones hasta la distancia minima (convergencia).

Dimensién del sistema reducido

Se puede ver que en promedio (linea naranja horizontal), el proceso de precondi-
cionamiento basado en la técnica 2-sided Arnoldi, tiende a reducir el niimero de
iteraciones en que el algoritmo MIRIAm construye cada uno de los sistemas objeti-
vo reducidos ik, k=1,2,3,...,45, en comparacion con el promedio del proceso de
precondicionamiento (linea azul horizontal) basado en la técnica 1-sided Arnoldi.
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6. Conclusiones y Futuras Direcciones

Los métodos de reduccion de orden de modelos dinamicos basados en las técni-
cas de subespacios de Krylov se han convertido en la actualidad en la eleccién
mas popular debido a su capacidad de manejar grandes dimensiones de N para
la construccion eficiente del sistema dindmico reducido 3 a partir del original X.
De estos, acoplamiento implicito de momentos resulta ser la mejor opcién ya que
acopla el mayor nimero de momentos de ambas funciones de transferencia H(s)
y H(s) alrededor de ¢ = 0 € C sin la necesidad de calcularlos explicitamente.
La generalizacién de la anterior técnica es conocida como interpolacion racional
de Hermite, que también acopla momentos de H(s) y de H (s) no solamente en
o =0 € C, sino en una multitud o, € C, k = 1,2,3,...,n, de tal manera que
H (s) sea una mejor aproximacion de H(s) en varios puntos del plano complejo.

Ademas del conjunto de puntos de interpolacién {0y}, también es necesario contar
con un conjunto de direcciones tangenciales izquierda {l;, € R'*?}, y direcciones
tangenciales derecha 7, € R™*! de tal manera que las siguientes condiciones

lkH(O'k) = lkﬁ(gk)7

A~

H(O’k)’f‘k = H(O'k)Tk,
lkHl(O'k)’f’k = lkﬁ/(ak)rk

se cumplan para k = 1,2,3,...,n. La desventaja de esta técnica radica en que
el conjunto {{lx},{rx},{ox}}, k£ = 1,2,3,...,n, que hace que se cumplan las
anteriores condiciones no se conoce en primera instancia, forzosamente debe ser
construido iterativamente. Para este fin se diseno un algoritmo llamado MIRIAm
que si para una propuesta inicial de datos {{I%}, {r2},{o?}}, converge al conjunto
optimo {{é}, {bk}, {=Ai}}, k = 1,2,3,...,n, entonces el sistema reducido H(s)
al que ha convergido minimiza la distancia d(H(s), H(s)) = ||H(s) — H(s)|lu, ¥
hace que el siguiente conjunto de condiciones

~T q * AT 1 q *
G H(=Ap) = &, H(=\p),
H(=N)b = H(=A)bE,
e H'(=N)bi = & H'(=X)bg
sean validas para k = 1,2,3,...,n. En este trabajo de tesis, quisimos poner a
prueba el efecto que tiene un proceso de precondicionamiento para hacer que el
conjunto inicial de datos {{I2}, {r{}, {0} } fuera un “buen” conjunto inicial de da-

tos con la propiedad de que el algoritmo MIRIAm convergiera al sistema dindmico
reducido ¥ a partir del original ¥ en una sola iteracién , o al menos en el menor
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numero de iteraciones posibles. Para este fin llevamos a cabo 4 experimentos basa-
dos en 2 sistemas dinamicos generados aleatoriamente en MATLAB. Los primeros
2 experimentos aplicados al primer sistema dindamico de dimensién N = 100, y
los restantes experimentos aplicados al segundo sistema dinamico de dimensién
N = 300. Del primer grafico comparativo (pagina 59) podemos ver que en pro-
medio, el proceso de precondicionamiento basado en la técnica de 1-sided Arnoldi
tiende a reducir el nimero de iteraciones necesarias en que el algoritmo MIRIAm
encuentra el correspondiente sistema reducido éptimo Se, k=1, 2,3,...,60, de
tal manera que su correspondiente distancia d(X, f]) sea la minima. Este resultado
en particular fue un poco sorpresivo, ya que crefamos que al usar informacién pre-
condicionada proveniente de la técnica 2-sided Arnoldi, hariamos a este proceso
basado en esta misma técnica mucho mas eficiente que su contraparte 1-sided Ar-
noldi. Creemos que esto se debi6 a la limitada cantidad de sistemas reducidos nivel
2 que pudimos formar debido a las restricciones computacionales inherentes que
se tienen cuando se forman las bases V' y W de los correspondientes subespacios

de Krylov K,{(A™), (A7'B)} y K, {(A"T), (A"TCT)}.

En el caso del segundo gréfico comparativo (pagina 66), vemos que cuando usa-
mos datos precondicionados provenientes de la técnica 2-sided Arnoldi, en pro-
medio se necesitan menos iteraciones para formar los sistemas reducidos nivel 2
f)k, k=1,2,3,...,40, en comparacion con la técnica 1-sided Arnoldi que aunque
permite formar mas sistemas reducidos nivel 2 f]k, k=1,2,3,...,45, esta técni-
ca en promedio necesita mas iteraciones. Este resultado esta en concordancia con
nuestras expectativas, ya que creifamos que al usar a las matrices V' 'y W como las
bases de los subespacios de Krylov K, {(A™"),(A™'B)} y K {(A™T),(A"TCT)},
hariamos del conjunto de datos precondicionados provenientes de cada sistema re-
ducido nivel 2, un conjunto tal que haria que el algoritmo MIRIAm iterara en un
menor numero de ocasiones en comparacién de su contraparte 1-sided Arnoldi.

Aunque los resultados en cada par de experimentos aplicados a cada uno de los
2 problemas son contradictorios, tenemos la conviccion de que el proceso de pre-
condicionamiento basado en la técnica 2-sided Arnoldi da mejores resultados en
relacion al nuimero de iteraciones necesarias para construir el sistema reducido
objetivo Se, k= 1,2,3,...,n. Creemos que con este procedimiento en especifi-
co, podemos reducir significativamente el niimero de iteraciones en comparacion
con el procedimiento basado en la técnica 1-sided Arnoldi. Pero para llegar a una
conclusién fundamentada, es necesaria mucha mas experimentacion considerando
ambos casos, con la idea de tener una amplia base de resultados desde donde se
pueda llevar a cabo un estudio estadistico con un alto grado de certeza para ser
concluyentes.
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7. Apéndice

7.1. Subespacios de Krylov

Un subespacio de Krylov K,,(A,b) de dimensién n donde A € RV*N y b € RV es
un subconjunto de RY, K, (A4,b) C RY, que esté expresado de la siguiente forma

K,(A,b) = span{b, Ab, A*b, ..., A" 'b}.

Existe un algoritmo llamado Arnoldi para construir una base del anterior subespa-
cio evitando las inestabilidades numéricas que se pueden presentar si se calcularan

directamente los vectores A7b, j = 0,1,2,...,n — 1, a medida que j crece. Este
algoritmo construye iterativamente una base {vy, va,vs, ..., v,} para el subespacio
K, (A,b) teniendo como inicio al vector v; = ”%”2. El algoritmo se presenta a con-
tinuacion

ARNOLDI ALGORITHM (A, b)

1. Compute v; = ”bﬁ % normalize b

2. Forj=1,...,n,do

3. Compute w; = Av; % calculate the next vector
4. Fori=1,...,7 do N

D. hi; = viw;

6. w; =w; — h;jv; % orthogonalization

7. End

8. If w; =0, STOP, otherwise hjiq; = ||w;|2

0. Vit = ﬁt % mormalization

10. End

En esta tesis, nuestro interés se centré en sistemas MIMO donde A € RN*V,
B e RY*™m vy ¢ € RPN por lo cual el correspondiente subespacio de Krylov que
obtenemos es

K.(A, B) = span{B, AB, A’B, ..., A" ' B}
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para el cual es posible construir una base mediante el uso del Algoritmo de Arnoldi
para bloques, tomando como inicio una matriz unitaria V; € RV*™ que comun-
mente se obtiene al hacer la factorizacion Q-R de la matriz AB. El algoritmo de
Arnoldi para bloques se presenta a continuacién

ALGORITHM Block Arnoldi

1. Choose a unitary matrix V;
[y 2. Forj=1,2,...,m Do:

3. Compute W; = AV}

4 Fori=1,2,...,4 do:

5. H;'j = KTPVJ

0. H"TJ = H"Z; - WHij

7. EndDo

8 Compute the Q-R decomposition W; = V41 Hjy1
9. EndDo

4
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