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Parte 1
PRELIMINARES






Capitulo 1

Introduccion

La tesis trata con procesos de decisién de Markov (PDMs), a tiempo dis-
creto, de horizonte infinito, en espacios de Borel, y con criterio de rendimiento
el costo descontado total esperado (ver [8], [9], [27], [28], [29] v [42]).

Bésicamente, los resultados presentados aqui, se establecen en [19] y [20].

Para un proceso de decisiéon de Markov (PDM) dado, denotaremos su
espacio de estados por X, su espacio de acciones por A; A (z), denotard el
conjunto de acciones admisibles en el estado x (z € X), @ representard su
ley de transicion y ¢ denotara su funcion de costo.

Un PDM se controla a través de una sucesion de decisiones, las cuales se
aplican en cada etapa; esta sucesion de decisiones se le llama politica.

En esta tesis la calidad de las politicas se evalia mediante el criterio de
rendimiento conocido como el costo descontado total esperado.

El problema fundamental de los PDMs, llamado problema de control épti-
mo, consiste en minimizar el criterio de rendimiento sobre el conjunto de
politicas. A la politica que minimiza el criterio de rendimiento se le llama
politica optima y la denotaremos por f*.

En este trabajo, consideraremos PDMs descontados para los cuales existe
una politica (estacionaria) éptima (en [28], se presentan condiciones bastantes
generales que garantizan la existencia de politicas estacionarias 6ptimas para
PDMs descontados).

La evaluacién del criterio de rendimiento en f* es llamada funcion de
valores optimos, y se denota por V*.

Para encontrar la funcién de valores éptimos, aqui empleamos el méto-
do de aproximaciones sucesivas, definido a partir de una relaciéon llamada
Ecuacion de Programacién Dinamica; dicho método es conocido como el Al-
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goritmo de Iteracién de Valores (AIV) (ver [9], [27], [28], [29] v [42]).

Para cada n = 1,2,---, se denotan por V,, y f,, al minimo y al mini-
mizador correspondientes al paso n del AIV, respectivamente.

En la tesis, se estudian los problemas de: unicidad de la politica 6ptima
f*, v la convergencia de {f,} a f* en diversos sentidos (ver [19] y [20]).

La principal motivacién que condujo a los problemas comentados en el
parrafo anterior, surgio6 al estudiar la existencia y caracterizacién de un entero
positivo, conocido en la literatura de PDMs como horizonte de prondstico
(HP) (ver [7], [10], [12], [14], [13], [16]), [17], [18], [24], [33], [29], [38], [42],
[46], [47], [48], [49], [52], [53] ¥ [55]). El HP es un entero positivo N* tal que
la politica de iteracién de valores fy« coincide con f*, i.e., fy« = f*. (En
las aplicaciones el HP ha sido interpretado como un horizonte de planeacién
y se ha trabajado en areas como: control de inventarios, planeacién de la
produccién, el reemplazo de equipo, entre otras).

Cabe observar que la existencia de un HP N* implica que {f,} converge
a f* de forma que el limite f* es alcanzado en N* pasos. Este tipo de con-
vergencia es demasiado fuerte. Ademads, existen problemas importantes en
control en los cuales f, # f* para todon =1,2,---, por ejemplo, el modelo
lineal con costo cuadrético (ver [9]). Por tanto, en este trabajo se estable-
ci6 el problema de estudiar la convergencia de {f,} a f* en diversos sentidos,
menos fuertes que la convergencia mencionada anteriormente.

Por otro lado, la unicidad de f* es una hipdtesis fundamental para es-
tablecer la convergencia de {f,} a f*. Ademds, la unicidad de f* ha sido
una hipétesis importante en la existencia del HP (ver [7], [10], [12], [14], [15],
[16], [17], [18], [24], [33], [29], [38], [42], [46], [47], [48], [49], [52], [53] ¥ [55]),
y también, en el analisis de la continuidad de politicas éptimas en PDMs
descontados (ver Lema 6.11.9 y Teorema 6.11.10 de [42]).

Por lo tanto, otro problema que se plantea en la tesis es el establecimiento
de condiciones que garanticen la unicidad de la politica 6ptima f*.

Las condiciones de unicidad que se proponen en la tesis, son de tipo
estructural, es decir, involucran hipdtesis sobre el espacio de estados X, el
espacio de acciones A, el conjunto de acciones admisibles A (z), z € X, la
probabilidad de transicién ), y sobre la funcién de costo c.

Especificamente, se presentan tres condiciones de unicidad. Dos de esas
condiciones requieren principalmente suposiciones de convexidad, pero la
tercera no necesita de este tipo de suposiciones; sin embargo, en esta ter-
cera condicién se necesitan ciertas relaciones de érdenes estocasticos en (),
y ademas, la funcién de costo ¢ debe alcanzar su minimo, con respecto a las
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acciones, en una unica accién (esta accién podria depender del estado del

sistema).
Las condiciones de convergencia propuestas en el trabajo, esencialmente
requieren la continuidad de ¢, de V*, de V,,,n = 1,2, --- ; asimismo requieren

la continuidad de las integrales

/ Vi) Qdy | ). (L1)

/ V() Q(dy | ). (1.2)

sobre la gréfica de x — A(x).

En el Apéndice B, para PDMs descontados con conjunto de acciones
compacto, y tal que {V,,} converge a V* a una razén «, donde « es un niimero
fijo en el intervalo (0, 1) (de hecho, a coincide con el factor de descuento), se
proporcionan resultados para la deteccién de un minimizador del AIV que
aproxima a la politica optima f*, de manera uniforme sobre compactos.

Los resultados obtenidos son ejemplificados a través del trabajo. Para la
unicidad se muestran una serie de ejemplos para cada una de las condiciones
incluyendo, modelos discretos, un modelo de inventarios y el problema del
regulador lineal. En el caso de la convergencia, también se ilustra con varios
ejemplos.

La tesis se organiza en cuatro partes. La primera de preliminares, donde
se presentan esta introduccion y la teoria basica de PDMs descontados. En
la segunda parte se definen los problemas de interés que se estudiaran en la
tesis y se proporcionan los antecedentes de estos problemas. En la tercera, se
proporcionan los resultados obtenidos y su ejemplificacion. En la cuarta parte
se dan las conclusiones y los problemas abiertos. Finalmente, se proporcionan
dos apéndices en donde se dan algunos resultados bésicos y un algoritmo de
deteccion de una politica aproximante a la politica éptima.
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Capitulo 2

PDMs Descontados

En este capitulo, definiremos lo que se conoce como el problema de de-
cisién de Markov con costo descontado (ver [8], [9], [27], [28], [29] ¥ [42]). El
fin es tener un modelo matematico para definir y resolver los problemas de
interés para este trabajo.

Para la notacion y definiciones de este capitulo, hemos seguido el libro
de Herndndez-Lerma y Lasserre [28]. Las demostraciones de los resultados
presentados aqui, también pueden consultarse en esta referencia.

Definicién 2.0.1 Un modelo de control de Markov, estacionario, a tiempo
discreto, abreviado como MCM, consiste de cinco elementos

(X, A {A(2) [z € X}, Q,0),

donde:

a. X es un espacio de Borel no vacio, es decir, es un subconjunto de
Borel de un espacio métrico separable y completo; X serd llamado el espacio
de estados. Los elementos x € X se llamardn estados.

b. A es un espacio de Borel no vacio, serd llamado el conjunto de acciones
o el conjunto de controles.

c. {A(z) | z € X} es una familia de conjuntos A(x),x € X, tales que para
cada x € X, A(x) es: no-vacio, medible y subconjunto de A. Los elementos de
A(z) son las acciones o controles admisibles cuando el sistema se encuentra
en el estado x € X. El conjunto K de pares de estados y acciones admisibles,
definido por

K={(z,a) |z € X,a€ A(x)},

se supone que es un conjunto medible del espacio producto X x A.

13



14 CAPITULO 2. PDMS DESCONTADOS

d. Q 6 Q(B | z,a) es la ley de transicion o kérnel estocdstico de B dado
(z,a), con B € B(X) y (z,a) € K, donde B(X) denota la o-dlgebra de Borel
de X.

e. c: K — R es una funcion medible y se llamard la funcion de costo.

Observacién 2.0.2 Un MCM
(X, A {A(x) |z € X},Q,¢)

representa un sistema estocdstico controlado que se observa en los tiempos
t =0,1,---. Denotemos por x; y a; el estado del sistema y el control en
el tiempo t, respectivamente. La evolucion del sistema es como sigue: si el
sistema estd en el estado vy = x € X, en el tiempo t y la accion o control
a; = a € A(x) es aplicado; entonces ocurre lo siguiente: se genera un costo
c(x,a) y el sistema se mueve a un nuevo estado iy, de acuerdo con la
distribucion de probabilidad Q(- | x,a) sobre X, es decir,

Q(B|z,a)=P(xyy1 €EBloy=x,0; =a), (2.1)

para B € B(X). Una vez que ha ocurrido la transicion a un nuevo estado, se
elige un nuevo control y el proceso anteriormente descrito se repite.

Sea F el conjunto de todas las funciones medibles f : X — A, tales que
f (z) € A(z) para toda x € X.

Para cadat =0, 1, -, definimos el espacio de historias admisibles hasta
el tiempo t por Hy := X y

Ht = Kt x X =K x Ht—h (22)

t=1,2,---.
Un elemento de H; es un vector, o historia, h; de la forma

ht = ([L'(),(lo, e 7xt—17at—1)xt)7 (23)
donde (z,,a,) € Kparan=0,1,--- ;t— 1,y 2, € X.

Definicién 2.0.3  a. Una politica de control es una sucesion m = {m;} tal
que, para cada t = 0,1,---, m es un kernel estocdstico sobre A dado
Hy, y el cual satisface la restriccion wy(A(zy)|hy) = 1 para todo hy € H,.
Al conjunto de todas las politicas lo denotamos por II.
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b. Una politica de control m = {m;} se dice que es una politica estacionaria
si existe una funcion f € F tal que m(-|hy) estd concentrada en f(xy),
para todo t = 0,1,---; en este caso, identificamos m con f € F, y
referiremos a F como el conjunto de politicas estacionarias.

Denotaremos por P[ la medida de probabilidad inducida cuando se usa
la politica 7, dado el estado inicial zy = x. El correspondiente operador
esperanza se denota por ET (ver [28]).

Dados un modelo de control de Markov

(X, A {A(z) |z € X},Q,¢)

y un conjunto II de politicas admisibles, a continuacion se define el indice
de funcionamiento o funcién objetivo, es decir, una funcién que mide el
rendimiento del sistema cuando una politica dada 7 € II es aplicada y el
estado inicial es x € X.

Definicién 2.0.4 El costo descontado total esperado se define como
V(m,x)=EJ[> a'cla,ap)], (2.4)
t=0

cuando la politica m € 11 es usada, y v € X es el estado inicial. En (2.4),
a € (0,1) es un factor de descuento dado.

Observacién 2.0.5 En algunas situaciones se considera el modelo trunca-
do, es decir, cuando la sumatoria anterior se toma hasta un cierto entero
positivo, digamos N. En el caso a =1 y N = 00, se tiene el criterio llamado
costo total esperado; si tomamos o =1 y N < oo, dividiendo entre N +1 y
tomando el limite superior cuando N tiende a infinito obtenemos el criterio
de costo promedio esperado.

Observacién 2.0.6 En algunos casos el modelo de control tiene elementos
que dependen del tiempo, digamos

(Xt, A, {Au(x) s v € X4}, Q, cr),

en este caso, se llama Modelo de control no estacionario. Es posible trans-
formarlo en un modelo estacionario (ver [27]).
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En muchas aplicaciones la evolucion de un PDM se especifica por una
ecuacion, a tiempo discreto, de la forma:

Ty = F (xt, at;’ft)a (2-5)

t =0,1,--+, zo es el estado inicial dado, y donde {&,} es una sucesién de
variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas, con valores
en algun espacio de Borel S, con densidad comin A, e independiente del
estado inicial zy. En este caso, la ley de transicién estd dada por:

Q(B|za)= /]B (F (2,0, 5)] A(s)ds, (2.6)

donde (z,a) € K, B € B(X), y Ip es la funcién indicadora del conjunto B.
Esta representaciéon incluye en particular, el caso de un sistema de control
determinista, i.e.,

Ti41 = F (I‘t, Gt) s (27)
t=0,1,

Definicién 2.0.7 Una politica 7 se dice que es éptima si
Vr,2) = V*(2), 2.8)
x € X, donde
V*(z) = inf V(m, x), (2.9)

well

x € X. V*, definida en (2.9), es llamada funcién de valores éptimos.

El problema de control éptimo consiste en determinar una politica 6ptima
7* (sl es que ésta existe).

Suposicién 2.0.8 a. El costo de una etapa c es no negativo, semiconti-

nuo inferiormente (s.c.i.) e inf-compacto en K, (recuérdese que c es
inf-compacto en K si el conjunto

{a € A(z) | c(x,a) <35},

es compacto para cualquier v € X y s € R).
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b. El kérnel Q) es fuertemente continuo, i.e.

i (2,a) = / 1 () Q(dy | 2,a), (2.10)

es continua y acotada en K, para cualquier funcion medible y acotada
pw: X — R

c. Eriste una politica 7 tal que V(m,x) < 00, para cada x € X.

Definicién 2.0.9 Las funciones de iteracion de valores se definen como

Valo) = min o) +a [V QU [0a)] (211
acA(x
para todo x € X yn=1,2,---, con Vo (:) = 0.

Observacién 2.0.10 Si la Suposicion 2.0.8 se satisface es posible demostrar
(ver [28]) que, para cadan = 1,2, --- | existe una politica estacionaria f, € F
tal que el minimo en (2.11) se alcanza, i.e.

V@) =clefu@) ta [V QU] o fule)), (212
r e X.

Lema 2.0.11 (/28], Teorema 4.2.3) Supongamos que la Suposicion 2.0.8 se
cumple. Entonces:

a. La funcion de valor éptimo V*, definida en (2.9), es la unica funcion
(en una clase apropiada de funciones) que satisface la Ecuaciéon de Opti-
malidad, i.e., para todo x € X :

acA(x)

V*(z) = min [c (x,a) + a/V* (y)Q (dy | z,a)| . (2.13)
Ademds, existe f* € F tal que:
V@) =l f @) ba [V QU2 f @), (210

x e X,y f* es optima.
b. Para cada x € X, V,, (x) T V*(z) cuando n — +oo.
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Capitulo 3

Problemas

En este pequeno capitulo se plantean los problemas que se analizaran en
esta tesis. Como ya ha sido mencionado, en el trabajo, tratamos con PDMs,
a tiempo discreto, de horizonte infinito, en espacios de Borel con criterio de
rendimiento el costo descontado total esperado. Para tales PDMs, suponemos
la existencia de una politica estacionaria 6ptima, denotada por f*. También,
recuérdese que los minimizadores del algoritmo de iteracion de valores se
denotan por f,,n=1,2,---.

Ademas, como ya se ha dicho en la Introduccion, los problemas que se
plantean han sido definidos a partir del estudio del concepto de Horizonte de
Prondstico (ver Capitulo 4).

Los problemas que se proponen son los siguientes:

I. ESTUDIAR LA UNICIDAD DE LA POLITICA OPTIMA f*.

II. ESTUDIAR LA CONVERGENCIA DE LA SUCESION DE MINI-
MIZADORES {f.} A LA POLITICA OPTIMA f*, Y ANALIZAR
SUS CONSECUENCIAS.

Especificamente se busca establecer criterios generales que permitan ob-
tener la unicidad de la politica éptima y la convergencia, en diversos sentidos,
de los minimizadores del AIV a la politica 6ptima. Ademas, como una con-
secuencia de la convergencia, se buscard establecer criterios que permitan
aproximar la politica 6ptima.

21
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Capitulo 4

Antecedentes

En este capitulo se hace una revision de los resultados, que se han encon-
trado en la literatura, relacionados a los problemas de unicidad de la politica
6ptima f*, y de la convergencia de {f,} a f*.

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 1 se propor-
cionan los resultados que se han encontrado referentes a la Unicidad. En la
Seccién 2 se proporcionan el concepto de Horizonte de Prondstico (HP) y los
antecedentes de convergencia de minimizadores del AIV a la politica 6ptima.

4.1. Unicidad

La primera referencia de unicidad de politicas 6ptimas encontrada en la
literatura, para PDMs deterministas, de horizonte finito, se debe a Richard
Bellman (ver [8]).

En los modelos considerados en [8], principalmente, se consideran suposi-
ciones de concavidad para asegurar la unicidad de politicas 6éptimas. Tam-
bién, en [8] pp. 34 y 35, se proporciona un método (usando el método de
Fibonacci) para aproximar la politica 6ptima cuando ésta es unica.

Por otro lado, la unicidad de las politicas 6ptimas de PDMs de horizonte
infinito ha sido una suposicién fundamental en el estudio de la existencia de
un HP (ver [7], [10], [14], [33], [28],[47], [48] v [49]); también, la suposicién
de unicidad ha sido importante en el andlisis de la continuidad de politicas
6ptimas en PDMs descontados (ver Lema 6.11.9 y Teorema 6.11.10 en [42]).

Como se ha observado en el parrafo anterior, la unicidad se ha supuesto
para obtener diversos resultados; sin embargo, condiciones generales en el

23



24 CAPITULO 4. ANTECEDENTES

contexto que estamos considerando en esta tesis no fueron encontradas. Por
lo tanto, se propone un estudio de la unicidad de la politica é6ptima de PDMs
descontados. Especificamente, lo que se propone es dar una serie de condi-
ciones, de tipo estructural, que impliquen la unicidad respectiva.

4.2. Convergencia

4.2.1. Horizonte de Prondstico

Definicién 4.2.1 Considérese un PDM descontado. El HP se define como
el entero positivo N* tal que N* :=inf{n > 1| f, = f*}, y como N* = o0
si el conjunto anterior es vacio. Recuérdese que fy+ es el minimizador del
AIV en la etapa N* y f* es la politica optima correspondiente.

En las aplicaciones, el HP ha sido interpretado como un horizonte de
planeacién. Se ha estudiado en areas como: control de inventarios, planeacion
de la produccién y el reemplazo de equipo (ver [12], [15], [24], [38], [43], [49],
52), 53] y [55)).

El concepto de HP es un antecedente en el estudio de la convergencia
de minimizadores del AIV a la politica éptima del problema con horizonte
infinito. De hecho, el HP estd relacionado con la convergencia de {f,} a f*,
en la cual, para un cierto entero positivo N*, este entero es justamente el
HP, se tiene que fy+« = f*. Obsérvese que en este caso, fn+- puede emplearse
como politica 6ptima para el problema con horizonte infinito.

PDMs Miopes

Un PDM descontado miope se define como un PDM descontado para el
cual existe el HP y es igual a 1.

Observacion 4.2.2 a. Para PDMs descontados en espacios euclidianos,
en [32] se presentan condiciones, fuera del contexto que estamos tratan-
do, las cuales implican la miopia.

b. Existen ejemplos clasicos de PDMs miopes, algunos de estos son: el
modelo de inventarios presentado en [43] (ver Ejemplo 4.2.6 a conti-
nuacion) y los ejemplos de colas de [5] y [6].

A continuacién presentaremos un par de ejemplos de PDMs miopes.



4.2. CONVERGENCIA 25

Ejemplo 4.2.3 (ver [17])
Las suposiciones que se proponen son las siguientes.

Suposicion 4.2.4 .
a. X =R,
b. A=A(x) =R, z € X.

c. Parax € X ya € A, se define c(x,a) = h(x)+g(a), dondeh: R — R
es una funcion lineal, no negativa e independiente de a y g : R — R es
una funcion medible, con un minimo en a donde @ = ay,

d. Parat = 0,1,--- | x4y = o + g (ar) — &, donde {£,} son variables
aleatorias i.i.d., con valores en S = [0,00), con funcion de densidad de
probabilidad A y con esperanza finita p = FE (£).

Observacion 4.2.5 También se obtiene un ejemplo miope si modificamos
las funciones de la Suposicion 4.2.4 por:

c(z,a) =h(x)+ kig(a), (4.1)

Tep1 = Ty + kag (ar) — &, (4.2)

donde ki, ko son reales no negativos fijos, y g y h son las mismas funciones
de la Suposicion 4.2.4.

Ejemplo 4.2.6 Este ejemplo miope, es un problema de inventarios (ver
[43).

Sean X =R y A= A(x) = [0,00), para todo x € X.

Parat =0,1,---, denotamos por: x; al nivel de existencias al final del
periodo t, a; a la cantidad producida durante el periodo t, &, a la demanda
durante el periodo t, la dindmica del sistema es 1 = x¢ +ar — &, Y la
funcion de costo se define como

¢ (zy,a;) = bay + hEmax {0, z;11} + pE max {0, —z411}, (4.3)

en donde: b es el costo de produccion unitario, h es el costo de almacenamien-
to unitario por exceso de inventario, y p es el costo unitario por demanda no
satisfecha.
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Se supone b,h,p > 0, p > b, y &, t =0,1---, son variables aleatorias
i.i.d., con valores en S = [0,00) y con funcion de densidad A. También
suponemos que i = E[§;] < oo.

El problema consiste en minimizar el costo descontado total esperado. Por
Iteracion de Valores se puede concluir que existe un parametro s (ver [43]),
tal que la politica optima para este modelo es ordenar hasta s, cuando el
niwel del inventario es menor que s, y no ordenar en otro caso. Fs decir,

fi(z) = f*(x), con

0 st T > S,

s—x st xr<8s. (4.4)

rw={

PDMs no Miopes con HP.

Ahora trataremos con PDMs para los cuales existe el HP y éste no es
necesariamente igual a 1.

Cabe observar que los primeros resultados de HP se estudiaron en pro-
blemas de inventarios deterministas.

En la siguiente pagina se proporciona una tabla en la cual, se resumen
los articulos encontrados en la literatura que tratan del HP. En esa tabla se
bosqueja el tipo de modelo y el tipo de costos utilizados. El resultado que se
obtuvo en cada uno de ellos es un teorema de existencia de HP, excepto en
el trabajo de Chand, Sethi y Sorger [15] en donde se obtiene explicitamente
el HP.

Cada autor mencionado en la tabla propuso, para garantizar la existencia
de un HP, un teorema del siguiente tipo:

Teorema 4.2.7 (Teorema de Horizonte de Prondstico)
Bajo la Suposicion H, existe un HP.

Como ilustracién describiremos la correspondiente Suposicién H, para el
modelo de Lundin y Morton [38], pues los modelos anteriores a éste, son casos
particulares del mismo.

El modelo basico de inventarios que utilizaron Lundin y Morton, lo des-
cribimos a continuacién de la tabla (ver pagina 26).
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TABLA:
AUTOR MODELO | COSTO
Wagner/Whitin [53] Determinista Cargo por inventario
mas costo por ordenar
Cargo por inventario
Zabel [55] Determinista | costo por ordenar
mas costo de
produccién marginal
Cargo por inventario
Eppen et al. [24] Determinista mas costo por orden::if
mas costo de produccion
marginal variable
Thomas [52] Determinista | . lgual al anterlgr
incluyendo precios
Igual al de Eppen
Blackburn/Kunreuther [12] | Determinista et al, incluyendo
costos por acumulacion
Lundin/Morton [38] Determinista | Generaliza los anteriores
Costo fijo por ordenar,
Chand/Sethi/Sorger [15] Determinista | costo de almacenamiento
y costo unitario
. .. Costo unitario y de
Smith/Zhang [49] Determinista » ) .
manutencion del inventario
) .. Costo completo
Shapiro [48] Estocéstico descontado y promedio
Puterman [42] Estocéstico Costo completo

descontado
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Modelo Basico de Inventarios
Sean X =R, A= A(z) =1[0,00),2 € X.
Parat=1,2,--- T, donde T" es un entero positivo, sean

a. x; : el nivel de inventario en el periodo t,

b. a; : la cantidad del articulo que se ordena producir en el periodo t,
c. d; : la demanda en el periodo ¢, (d; > 0).

d. x411 = x; + a; — d;: la dindmica del modelo de inventarios.

e. c¢(x,a) : el costo por etapa.

Para definir el costo usado por Lundin y Morton consideremos, para cada

£=0,1,---
. k; + ca;, a; >0
R (4.5

donde {k;} es una sucesién de constantes y a; > 0 (g (a;) define el costo de
producir a; unidades en el periodo t). Entonces, el costo se define como:

cr (T, ar) = gi (ar) + he (), (4.6)

donde, para cada t, hy (x;) = hyxy es el costo de almacenamiento del inventario
z, del periodo t al periodo t + 1, y h, es una constante.

Para Lundin y Morton el correspondiente teorema de HP, para el modelo
bésico de inventarios, se satisface bajo la suposicién siguiente:

Suposicién 4.2.8 [38] Para el modelo bdsico de inventarios, se supone que:
xo = 0 y el problema se resuelve con xp = 0, donde T es el tamano del
horizonte del problema (T es un entero positivo fijo).

Dentro de los resultados encontrados en la literatura referentes a la exis-
tencia de un HP en un contexto estocdstico, esté el resultado de [48]. En este
trabajo se consideran las siguientes suposiciones:

Suposicién 4.2.9 [48]
a. X y A son conjuntos finitos.
b. Existe una politica optima f*, unica.

Otra referencia, donde se tratan hipétesis similares a las de [48], es [28].
También, en [42] se presenta un resultado que permite encontrar el HP pro-
porcionando una cota para el HP.
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4.2.2. Otros Resultados

En esta Seccion se presentan algunos resultados de convergencia de los
minimizadores del AIV a la politica éptima de PDMs descontados. El primero,
es un resultado [45] que muestra la existencia de un punto limite de la suce-
sién de minimizadores {f,} (de hecho el siguiente resultado es valido para
cualquier sucesion {f,}):

Teorema 4.2.10 Supdngase que la multifuncion x — A (x) es Borel medi-
ble y compacta. Entonces, para la sucesion de minimizadores {f,} del AIV,
existe un selector medible f* € F tal que f*(x) es un punto de acumulacion
de la sucesion { f, (x)}, para cada x € X.

El estudio de la convergencia ha sido tratado en [51] para PDMs en espa-
cios euclidianos, considerando conjuntos de acciones compactos y convexos,
y suponiendo concavidad estricta del lado derecho de la ecuacién de progra-
macién dindmica, con respecto a las acciones. (Cabe observar que en [51] se
consideran recompensas en lugar de costos).

Suposicién 4.2.11  a. X CR' y A C R™.

b. La multifuncion © — A(x) es no vacia y continua, y para cada x €
X, A(x) es un conjunto compacto y convexo.

c. Para cadan=1,2,--- sean (,,,( : K — R funciones dadas (recuérdese
que K = {(z,a)|z € X,a € A(z)}). Se supone que (,, y ¢ son continuas
y que C, (z,-) yC(x,-) son funciones estrictamente convexas, para cada
r e X.

Definicién 4.2.12 Definimos T*, T, : X - R, n=1,2,---, como

T* (z) := argmin( (z,a), (4.7)
a€A(x)

T, (z) := argmin(,, (z,a). (4.8)
a€A(x)

e X.

Teorema 4.2.13 Bajo la Suposicion 4.2.11, si ¢,, — ¢ uniformemente, en-
tonces T,, — T* puntualmente. Si ademds X es un conjunto compacto, en-
tonces Y,, — T* uniformemente.
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Capitulo 5

Unicidad

En este Capitulo se proporcionan las condiciones y los resultados que
garantizan la unicidad de politicas 6ptimas de PDMs descontados (ver [20]).
Aqui se dan tres condiciones, 5.2.2, 5.2.4 y 5.2.6, las cuales garantizan la
unicidad de politicas 6ptimas. Esas Condiciones se imponen en los elementos
de los modelos de decision de Markov correspondientes. El resultado principal
de este capitulo es el Teorema 5.4.1.

En 5.2.2 y 5.2.4 se utilizan suposiciones de convexidad principalmente;
mientras que 5.2.6 emplea relaciones de érdenes estocasticos en la ley de
transicion y el hecho de que la funcién de costo alcanza su minimo, con
respecto a las acciones, en una tinica accién la cual puede depender del estado
del sistema.

La Condicién 5.2.6 permite considerar modelos discretos. Estos modelos
quedan excluidos bajo 5.2.2 0 5.2.4, ya que estas condiciones requieren que
el espacio de estados y el espacio de acciones sean conjuntos convexos.

También, se proporcionan varios ejemplos con el fin de ilustrar las Condi-
ciones y probar que éstas no se implican entre si. Entre los ejemplos expuestos,
se incluye el sistema lineal con costo cuadratico [9] y una versién cercana al
sistema de control de inventarios presentado en [9].

5.1. Ordenes Estocasticos
Sea X un espacio de Borel y supéngase que X es completo y parcialmente
ordenado. Denotamos por “ < ” el orden parcial en X. Se dice que una funciéon

g: X — Res no decreciente si x,y € X,z <y implica que g (z) < g (y),

33
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donde < es el orden usual en R.

Definicién 5.1.1 Sea X wun espacio de Borel. Supongase que X es par-
cialmente ordenado. Sean P y P’ medidas de probabilidad sobre el espacio
(X,B(X)). Diremos que P domina a P estocdsticamente si

/ gdP < / gdP',

para toda g : X — R medible, acotada y no decreciente, y se escribe

est

P<P,
cuando esto se cumple.

Si en la definicién anterior tomamos g como la funciéon indicadora de un
intervalo [x,00) se obtiene lo siguiente.

Observacion 5.1.2 Sean P y P' medidas de probabilidad sobre (R, B (R)).

est
En este caso, se tiene que P < P’ si F'(x) < F(x) para todo x € R,
donde F' y F' son las funciones de distribucion correspondientes a P y P,
respectivamente. (Ver [37] p. 127.)

Lema 5.1.3 Sea X un espacio de Borel y supongase que X es parcialmente

ordenado. Sean P y P’ medidas de probabilidad sobre (X,B(X)), tales que
est

P < P'. Entonces, [gdP < [ gdP" para g : X — R medible, no negativa,

no decreciente y (posiblemente) no acotada.

Demostraciéon. Si g es acotada el lema se sigue de la Definicién 5.1.1.
Supongamos que g no es acotada. Sean

gn (%) == g () Ijg<n) () + nligsn) (7)), (5.1)
reX,n=12,---, donde I}j denota la funcién indicadora del conjunto [-].
Obsérvese que, para cadan =1,2,---, g, (-) es no decreciente y

|gn ()' < 2”:

i.e., g, es acotada. Ademéds

Gn (4) < gns1 (1) < g (),
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lim g,, () = g (),

n—oo

est
para cada x € X. Como P < P’, se tiene que

/ gndP < / gud P,

para cadan =1,2,--- . Entonces, ya que g, (-) < g (-),
/gndP§ /gdP’, (5.2)
para cada n = 1,2,--- . Ahora, haciendo n — oo y usando el Teorema de

.2), obtenemos

[1]) en (5
gdP < [ gdP'. (5.3)
Jor<]

Observaciéon 5.1.4 La desigualdad (5.2) en la demostracion del Lema 5.1.3
se cumple, también, en el caso cuando fgdP’ es igual a 0o.

Convergencia Monétona (ver

5.2. Condiciones

Considérese
(X, A {A(x) 1z € X},Q,¢)
un modelo de decisién de Markov fijo. Aqui se dan dos tipos de condiciones
que garantizan la unicidad de la politica éptima de PDMs descontados. El
primer tipo usa principalmente hipétesis de convexidad y el segundo tipo usa
el concepto de érden estocéstico (ver [20]).

Condiciones Convexas

Definicién 5.2.1 Sean Y y Z conjuntos convexos, con Y C R" y Z C R®.
Una funcion u:Y — Z se dice que es convexa si

u((L=Ny+2) <A =Nu(y) + A u(y), (5.4)

para todo v,y € Y y A € [0,1]. En el caso de que se cumpla la desigualdad
estricta en (5.4) para todo y,y' € Y y X € (0,1), decimos que la funcion u
es estrictamente conveza.
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Como es usual, en caso de que y y 3/ sean vectores, i.e., y = (Y1, Y2, ,Yr)
vy =, v, ,y.) la desigualdad y < y' se entiende componente a com-
ponente, es decir, y; < y. para todo i. Similarmente, y < ¢’ se entiende que
y <y yy; <y, para al menos un i.

Condicién 5.2.2  (a) X es un subconjunto convero de R™.
(b) A es un subconjunto convexo de R™.

(c) (1—=XNa+ X € A(1 — Nz + A\2') para cualesquiera z,2’ € X,a €
A(x),d € Ax') y A € [ ,1]. Ademds, suponemos lo siguiente: si

r,y € X, x <y, entonces A(y) C A(x) y A(z) es convexo para todo
x e X.

(d) Q estd inducida por una ecuacion en diferencias

Tppq = F (xhataft)a

t=0,1,--- , donde ' : X x Ax S — X es una funcion medible y
{&,} es una sucesion de elementos aleatorios i.i.d. con valores en algin
conjunto de Borel S C R! con densidad comain A. Ademds, suponemos
que F' (-, s) es una funcion conveza en K para cada s € S ysiz,y € X
conx <y, entonces F (z,a,s) < F (y,a,s) para cadaa € A(y) ys € S.

(e) La funcion de costo c¢ es estrictamente convexa en K; y ademds, si
z,y € X,x <y, entonces c(x,a) < c(y,a), para cada a € A(y).

Observacion 5.2.3 La primera parte de la Condicion 5.2.2(c), i.e.,
(1—=XNa+Xd € A((1 =Nz + \2))

para todo x,2' € X,a € A(x),d € A(2') y A € [0,1], ha sido usada en
[22] y [31] para estudiar la existencia y/o aproximacion de politicas dptimas
en PDMs convezxos (o concavos), i.e., PDMs donde los elementos del modelo
de decision de Markov tienen principalmente suposiciones de convezidad (o
concavidad). La sequnda parte de la Condicion 5.2.2(c) dice que la multifun-
cionz — A(z),r € X es no creciente. También, obsérvese que K es conveza
como una consecuencia de las Condiciones 5.2.2(a) y 5.2.2(c).

Condicién 5.2.4  (a) Igual que la Condicion 5.2.2(a); (b) Igual que la
Condicion 5.2.2(b);
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(c) (1 =X a+Ad € A(1 — AN) z+\2’) para todo x,2' € X,a € A(x),d €
A(2'), y A€ [0,1].
(d) Q estd dada por la relacion
Tpp1 = YT+ 0ar + &,

t=0,1,---, donde {&,} son elementos aleatorios i.i.d. que toman valo-
res en S = R" con densidad A; v y & son matrices reales de dimension
n X n yn X m, respectivamente.

(e) La funcion de costo c es estrictamente conveza en K.

Observaciéon 5.2.5 La Condicion 5.2.4 incluye, en particular, sistemas li-
neales con costo cuadrdtico, i.e., cuando la ley de transicion estda dada como
en la Condicion 5.2.4(d) y la funcion de costo estd dada por

c(r,a) = qz* +ra®,

reX =R, aec A= A(x) =R, para todo x € X y q,r > 0. Obsérvese que
este tipo de modelos estan excluidos en la Condicion 5.2.2, porque ¢ (-,a) no
es mondtona en X, i.e., la Condicion 5.2.2(e) no se cumple.

Una condicion no convexa

La condicién siguiente implica unicidad de la politica éptima de PDMs
descontados; obsérvese que no tiene restricciones de convexidad de ningin
tipo.

Condicién 5.2.6 (a) X es un espacio completo y parcialmente ordenado.
(Por simplicidad denotamos el orden parcial en X por “<”.

(b) Suponemos lo siguiente: si x,y € X, x < y,entonces A (y) C A(x).
(c) Existe f € F, tal que

Q(12.T@) Qa0 (5.5)
para todo x € X,a € A(x). Ademds, suponemos que
c(z, f(z) <c(z,a), (5.6)

para todo v € X ya € A(x),a # f(x). (Obsérvese que, en este caso,
f es la unica politica estacionaria que satisface (5.6).)
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(d) Siz,y € X yx <vy, entonces

est

Q(]za) <Q(]y,a), (5.7)
para todo a € A (y).

(e) Siz,y € X,z <y, entonces c(x,a) < c(y,a), para todo a € A(y).

Observaciéon 5.2.7

(a) Probaremos (ver Seccion 5.4) que, de hecho, f en (5.6) es la tinica politica
optima estacionaria para el correspondiente PDM que satisface la Condicion
5.2.6.

(b) Obsérvese que las Condiciones 5.2.2 y 5.2.4 excluyen los modelos discretos
(i.e., modelos de decision de Markov para los cuales X y/o A son conjuntos
finitos o numerables) ya que esas condiciones necesitan que el conjunto de
estados y el conjunto de acciones sean convexos. Sin embargo, la Condicion
5.2.6 no requiere ese tipo de hipotesis y permite, en particular, trabajar con
modelos discretos (ver los Ejemplos 5.3.14 y 5.5.17).

Lema 5.2.8 Sea (X, A, {A(z)|x € X}, Q, ¢) un modelo de decision de Markov.
Sean S un espacio de Borel, {{,} una sucesion de elementos aleatorios i.i.d.
con valores en S y con densidad comin A, y F : X x A x S — X wuna
funcion medible. St X C R, la transicion () estd inducida por la ecuacion en
diferencias

T = F (24,04, )

t=0,1,---, y existe f € F tal que
F (2,7 (2),5) < F(z,0,5). (5.8)
para todo x € X, a € A(x) y s € S, entonces

est

Q(~|x,a)§Q('|y,a), (59)
conz,ye X yxr<uy.
Demostracién. De (5.8) se sigue que:

Iy [F (2,0,8)] < T—o [F (az,f, s)} ,
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para todo x € X,a € A(zx),s € S,u € R. Por tanto,

/I(OM} [F (z,a,s)] A(s)ds < /I(oo,u] [F (:zr,f,s)] A(s)ds,

r € X,a€ A(zr),u € R. De donde

/[(OO,u} (y> Q (dy ‘ T, CL) < /[(OO,U] (?/) Q (dy ‘ :13,?) )
re X,a€ A(r),u R, ie.,

Qy<ulza)<Q(y<ulaf),
reX,a€ A(x),r € X,u €R, Por lo tanto:

est

Q| f) <Q(|x,a),

reX,acA(r). m

En la siguiente seccién damos varios ejemplos que satisfacen nuestras
condiciones. En cada ejemplo verificamos que la Suposicion 2.0.8 y la corre-
spondiente condicion se cumplen.

5.3. Ejemplos

Ejemplos para la Condicién 5.2.2
Ejemplo 5.3.1 Sean X = A= A(z) =R, para cada x € X, y considérese

t=0,1,---,
c(x,a) =" +1(a), (5.11)

(x,a) e K, y¢: R — R es la funcidn dada por

¥ (a) z{ a20—’1, ;f[[__ll’ll]]_ (5.12)

?

Suposicién 5.3.2
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(a) {&,} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con valores en S = R.
También, suponemos que &, tiene densidad A.

(b) Suponemos que k := [e*A(s)ds es finito y que también satisface: 0 <
ake < 1, donde e es la base de logaritmo natural y o es el factor de descuento.

Sea F': R xR xR — R, dada por (5.10), i. e.,
F(x,a,s) =z +e"+s, (5.13)

x,a,s € R.
Evidentemente, este ejemplo satisface las Condiciones 5.2.2(a), 5.2.2(b) y
5.2.2(c).

Lema 5.3.3 Supdngase que la Suposicion 5.3.2 se cumple. Entonces

(a) La funcion de costo ¢ es semicontinua inferiormente, inf-compacta y es-
trictamente convexa en K; ademds c (-, a) es no decreciente para cada a € R.

(b) El kérnel estocdstico Q) inducido por (5.10) es fuertemente continuo.

(c) Sea f € F dado por f(x) =0, para todo x € X. Entonces V (f,z) < oo,
para todo x € X. (Ast, la Suposicion 2.0.8(c) se cumple.).

(d) F(-,-,s) definida en (5.13) es estrictamente convera para cada s € S y
F (-,a,s) es no decreciente para cada par a,s € R .
Demostracion.

(a) Ya que la funcion 1, definida en (5.12), es continua, se sigue que ¢ es
continua en K.

Ahora, sean x € X ys € R entonces:

{a€ A(x) | c(z,a) <s}=0 si s5<
Ag (x) — [_1, 1] Si § -
[-Vs—e*+1,V5—e"+1] si 5>

Por lo tanto, ¢ es inf-compacta en K .

Sean x,T € X, a,a € A y A € [0,1]. Puesto que la funcion exponencial
es estrictamente convexa en R y 1 es convexa en R, tenemos que:
cAz+(1=NTda+(1=XNa) = N Ly Na+(1-N)a)

< A"+ (1 =N e" + M(a)

+ (1-Nv¢ (@)

= A"+ (a)+ (1= (" + ¢ (a))
= Ae(z,a)+ (1—)N)e(z,a).

€
e (5.14)
(&
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Entonces ¢ es estrictamente convera en K . Ademds, es evidente que si
x <y entonces c¢(x,a) < c(y,a), para todo a € A.

(b) Aplicando el Teorema de Cambio de Variable (ver Teorema 1.6.12, p. 50
en [1]; en el futuro nos referiremos a este teorema como el teorema de C-V)
y como Q (B | z,a) = [Ig(F (x,a,s))A(s)ds,z € X,a € A, B e B(X), se
tiene la siguiente expresion:

Q(B|x,a):/A(s—e“—x)ds,

B
i.e., A(-—x —e”) es una densidad para Q (- | z,a) con respecto a la medida
de Lebesque en R. Puesto que A (+) es continua (ver Suposicion 5.3.2(a)) por
el Lema A.0.6 se concluye que Q es fuertemente continuo.

(¢c) Sea f € F dada por f(x) =0, para todo x € X. Dendtese por c(z, f) :=
clz, f(2),Q( |z, f) = Q( |z, f(x)), v € X. Se sabe que bajo el con-
trol de una politica estacionaria f y tomando el estado inicial x € X, la
sucesion de estados {x;} es un proceso de Markov homogéneo con kérnel de
transicion Q (- | -, f) (ver Proposicion 2.53.5 en [28]). Por lo tanto, para cada
t=0,1,---:

E! e (ar, f)] = / (0, ) Q' (dy | 2, 1), (5.15)
donde
Q' (-] . f) :=/@“<~\y,f>@<dy|x,f>,

t=1,2,---, con Q° (- | z) := la medida de probabilidad concentrada en x €
X. Entonces, usando (5.15), podemos probar por un argumento de induccion
que

El [c(x, [)] = (ke)'e", (5.16)
para cadat =0,1,--- , x € X, donde k fue definido en la Suposicion 5.3.2(b).

Ahora, de (5.16) y la Suposicion 5.53.2(b), tenemos para cada x € X :
V(fzx)= ZatEj:c (x4, f) = (ake)' e® < 0.
t=0 t=0

Por lo tanto, concluimos que V (7, ) < oo, para m={f, f,---}.

(d) Es inmediato que c es estrictamente convera en K. También es posible
verificar que F' (-, -, s) es conveza en K, para cada s € S.

Si x < y entonces, evidentemente, F (x,a,s) < F(y,a,s), para todo
a€ A s €S, entonces F (-,a,s) es no decreciente, para cada a,s € R. =
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Ejemplo 5.3.4 Sean X = A=[0,1] y

Ti4+1 = ft (517)

t=20,1,---, donde £y,&,, -+, son variables aleatorias i.i.d. uniformemente
distribuidas en S = [0,1] .

Definimos al conjunto A (z) como:
A(l’) = [071 _‘1.]7

y ¢(z,a) = ((a),z € X,a € A(z), donde la funcién ¢ : A — R es no
negativa, estrictamente convexa y continua.

Es evidente, en este ejemplo, que ¢ es no negativo, estrictamente convexo y
continuo en K (obsérvese que K es compacto, de hecho es la regién triangular
delimitada por las rectas x = 0,a = 0 y la recta a = 1 — x). Ademés se tiene,
directamente, que ¢ (-, a) es no decreciente, para cada a € A (+), @ inducido
por (5.17) es fuertemente continuo y

M

o<V <
<V(ma) < T,

para todo z € X, y m € II, donde M es una cota para c. Es inmediato
que A (z) es convexo para todo z € X, y que si z,y € X,z < y entonces
A(y) C A(x).

Por otro lado, la inf-compacidad de ¢ se sigue del hecho que A (x) es
compacto para cada z € X. Ademas, la funcién F (z,a,s) = s para cada
z,s € [0,1],a € [0,1 — 2] es convexa en K y no decreciente en la primera
variable.

Finalmente, un calculo elemental permite obtener que

1=Na+X e A((1=Nz+X')=1[0,1—((1 =N z+ )],

siz,’ € X,a€ A(x)=[0,1—2],d € A(2) =[0,1—2], X €]0,1].
En conclusion las Suposiciones 2.0.8 y la Condicion 5.2.2 se cumplen.

Observacion 5.3.5 Obsérvese que en el ejemplo 5.3.4 tenemos que A (x) #
A, para todo x € X.
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Ejemplos para la Condicion 5.2.4

Ejemplo 5.3.6 Un sistema de inventario-produccion.
Sean X =R y A= A(z) = [0,00), para todo x € X. La dindmica de este
sistema estd dada por

Tip1 = T+ ap — &, (5.18)
para t = 0,1,--- . Aqui &y,&,, -+ son variables aleatorias i.i.d. que toman
valores en S = [0,00) y con densidad comin A. Sean ¢ : A — R una

funcion medible no negativa, h y p constantes positivas. La funcion de costo
estd dada por:

~

c(x,a):=y¢(a)+T (z,a), (5.19)
f(w,a):h/_x a(x+a—s)A(s)ds+p/:o (s —(z+a))A(s)ds, (5.20)

donde (z,a) € K

Observacién 5.3.7

(a) En el contexto de inventarios (ver [9] y [28]), para cada periodo t, x; y
a; denotan el monto disponible y el monto ordenado en el inicio del periodo,
respectivamente y &, es la demanda aleatoria durante ese periodo. Ademds,
¢ (a) representa el costo de ordenar a unidades, a € A. Las constantes h
y p representan el costo por exceso de inventario y el costo por unidad por
demanda insatisfecha, respectivamente. El modelo de inventario que presen-
tamos aqui, es una version muy parecida a un modelo cldsico de inventarios
dado en [9] pp. 242-244. La diferencia entre nuestro ejemplo y el modelo
dado en [9] puede verse principalmente en el término ¢ (-) de la funcion de
costo y en la demanda aleatoria & (€ es un elemento genérico de la sucesion
{&,}). En [9], ¢ tiene la forma especifica ¢ (a) =b-a,a € A donde b es una
constante positiva que satisface p > b (obsérvese que ¢ (a) =b-a,a € A no
es estrictamente convera) y ademds & se supone acotada. Aqui, ¢ no tiene
forma especifica, pero se supone que satisface la Suposicion 5.3.8(a) y £ es
una varitable aleatoria no negativa con media finita.

(b) Ezpresiones equivalentes para la funcion de costo en (5.20) son las si-
guientes:

c(xz,a) =p(a)+ hEmax (0, + a — )] + pE [max (0, —z —a)], (5.21)
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(z,a) € K; ademds, dado que para cada par de nimeros reales | y s max (I, s) =

I+s+|l—s] . .
——, se liene que:

E Ellr+a—
~h-p By Bl
(5.22)
donde (z,a) € K y la esperanza en (5.21) y (5.22) es con respecto a €.

cwa)=p(@+h-p"

Suposicién 5.3.8

(a) ¢ (0) =0, hr_{l @ (a) = +00, y ¢ () es continua y estrictamente conveza.
(b) A es continua y E [£] es finita.

Las Condiciones 5.2.4(a)-5.2.4(d) se cumplen evidentemente y ¢ > 0.
Resumimos el resto de las propiedades del ejemplo, en el siguiente Lema.
Lema 5.3.9 Supongase que la Suposicion 5.3.8 se cumple. Entonces

(a) ¢ es s.c.i., inf —compacto y estrictamente convexo en K.
(b) Q, el kérnel inducido por (5.18), es fuertemente continuo.

(c) Sea f(x) =0, para todo x € X. Entonces V (m,x) < oo para cada x € X,
tomando T ={f, f,---}.

Demostracion.

(a) Primero se prueba que ¢ es continuo.

Sean ' € X y ' € A fijos. Sean 2/, € X,a, € A,n =1,2,---, tales
que
/ /
x, —
a, —a,

n — 4oo. Sea M > 0 tal que |z,| < M y |al| < M, para todo
n=1,2,--.

Definimos las siguientes expresiones:
H(z,a) = Ellx+a—¢]],
gn (s) = 2"+ a, — s| A(s),
g(s) = (2" +d = s[) A(s),
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Y _
h(s):=(2M +[s]) A(s),
parar € X;a€ A;se€ S, yn=1,2,--- . Obsérvese que
gn () = g (s),
n — +00,

|90 (s)] < T (s),

para cada s € Sy n =1,2,---. Ademas, de la Suposicién 5.3.8(b) se
tiene que

/E(s)ds:/(2M+\sy)A(s)ds< .

Por lo tanto, por el Teorema de Convergencia Dominada (ver [1]) se
concluye que

H(x;,a:»:E[rx;+a;—§|1=/gn<s>dse/g<s>ds:H<x',a'>,

n — +00.
Entonces H es continua y se sigue de (5.22) que ¢ es continuo en K.

Ahora probaremos que ¢ es inf-compacto en K. Para este fin usaremos
el siguiente limite, para cada x € X :

lim ¢ (z,a) = +o0. (5.23)

a——+00
Para obtener (5.23) obsérvese que, de (5.21), ¢(z,a) > ¢ (a), para
(r,a) € Ky ya que 11111 ¢ (a) = +o0o (ver Suposicién 5.3.8(a)), (5.23)
se sigue.

Ahora, sea s € R y fijese x € X. Obsérvese que
As (z) :={a€ A|c(z,a) <5},

debe ser acotado, ya que si Az (z) no es acotado, existe una sucesién
{al} c Atal que a!! T ooy 0 < ¢(z,al!) <3, para todon =1,2,---.
Pero esto es una contradiccion a (5.23).

Por otro lado, sea {a,} una sucesién en Az (z) tal que @, — a € A,
n — +oo . Por lo tanto, ¢ (z,a,) <3 paratodon =1,2,--- . Entonces
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por la continuidad de ¢ (z,-) se sigue que ¢(z,a) <3, i.e., a € Az (z).
Asi, Az (z) es cerrado. Puesto que Az (x) C R, se concluye que Az (x)
es compacto, i.e., ¢ es inf-compacto en K.

Ahora, se prueba que c es estrictamente convexo en K. Es posible probar
que
Wi (z,a) := hE [max (0,2 + a — &)]

Wy (z,a) := pE [max (0,£ — (z + a))],

(x,a) € K son funciones convexas en K . Lo anterior se debe a que para
cada s € S,

r4+a—s+r+a—s|
2 )

max (0,z +a — s) :=

s—(rta)+|s—(@+a)
5 )

(z,a) € K, son evidentemente funciones convexas en K. Por lo tanto,

ya que @ es estrictamente convexa, se sigue de (5.21) que c(-,-) es

estrictamente convexo.

max (0,s — (x +a)) :=

Sea 1 : X — R una funcién medible y acotada. Tomamos (zy, ax) € K
tal que (zg,ar) — (r,a) € K| k — +o00. Asi para cada k =0,1,--- |
usando el Teorema de C-V, tenemos:

/u(y)Q(dylxk,ak) = /[0 )u(ﬂck+ak—s)A(s)d$ (5.24)

= /I(—oo,xk—i—ak} (l) K (l> A (l'k +ay — l) dl
(5.25)

Es facil probar que (ver ejercicio 4, p. 3 en [1]):

(—o0,z 4+ a) C liminf (—oo, zx + ax| C
lim sup (—o0, x; + ax] C (—oo0,z +al.
(5.26)
Por lo tanto, {I(_Oowﬁak]} converge a I(_og 4] casi dondequiera (c.d.q.),
con respecto a la medida de Lebesgue m en R.
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Sea 6 € R una cota para pu, i.e.,

()] <6,

para todo x € X. Se definen las expresiones:

M (°) I—ooptar) () 1 () A (g + ap =),
n() = Lcoomta Jp()A(x+a—-),
Gk () = Ol compray () A (v +ar — ),
§(> = HI oo;t-‘ra]()A(x—i_a’_)
(x,a), (zr,a;) € K, para todo k = 1,2, ---. Obsérvese que {n,} v {gx}

convergen, respectivamente, a ny g c.d.q. con respecto a m. Ademads,
para cada k = 1,2,---, |0, (-)| < gk (-). Entonces, usando el Teorema
de C-V obtenemos que

para cada k = 1,2,---. Por lo tanto, usando el Teorema de Convergen-
cia Dominada (versién generalizada, ver [44] p. 92) obtenemos que

/nku)dH/n(z)dz

/ /L(Z)A(xk+ak—ldl—>/ WA (2 +a—1)dl,
(—oo,z+a] (—o00,z+al

(5.27)
k — oo. Entonces de (5.25) y (5.27) se obtiene que @ es fuertemente
continuo.

k— oo, ie.,

Témese f (z) = 0, para todo x € X y dendtese 1 := E[£].

Si z < 0, entonces

¢(z, f) =pE max (0, —z)] < p(—x) + up. (5.28)
Si x> 0, tenemos:

c(x, f) = hE [max (0,2 — &) + pE [max (0,§ — x)] < hx + up. (5.29)
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Por lo tanto, de (5.28) y (5.29) obtenemos:

c(z, ) < r' ||+ fip, (5.30)
para todo x € X, donde 7’ := max {p, h} y directamente, por induccién
obtenemos:

Ef [c (@, )] < v' x|+t (') + fip, (5.31)

para cualquier z € X yt=0,1,---
Ahora para cada x € X, usando (5.31):
Vel e,

) < r’ t <
fa:_; o]+ (') + fip) = 1_&+(1_a)2+1_a 0,

entonces se encuentra que V (m,x) < oo param = {f, f,---} yz € X.

Con lo que se completa la demostracion. m

Ejemplo 5.3.10 El problema del regulador lineal (ver [9]). Se considera el
sistema lineal escalar simple:

Tpp1 = yxp +0a; + &, t=0,1,---, (5.32)
con costo cuadrdtico
c(r,a) = qz* + ra’. (5.33)
(z,a) € K. Aqui, suponemos que X = A = A(z) =R, para todo x € X.

Suposicién 5.3.11
(a) v0 #0, y ambos q y r son positivos.

(b) Las perturbaciones &, t = 0,1,--- son variables aleatorias i.i.d. con va-
lores en S = R. Ademas, suponemos que &, tiene una densidad continua A,
esperanza cero y varianza finita o > 0.

Claramente este ejemplo satisface que ¢ > 0 y ademas, este costo es semi-
continuo inferiormente en K. También, claramente las Condiciones 5.2.4(a)-
5.2.4(d) se cumplen.

Lema 5.3.12 Bajo las Suposiciones 5.3.11, tenemos que:

(a) c es inf-compacto y estrictamente convexo en K.
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(b) Q(-|z,a),z € X,a € A(x), inducido por (5.32), es fuertemente conti-

nuo.

(c) V(mz)<oo,x€ X, dondem={ff,--}yflr)=-3z, recX

Demostracién.

(a)

Sean r € X,5 € R. Entonces

{a€ A(z)|c(z,a) <5} =0 si 5<qx?
RO YRR 0 eaen O

Por tanto, se tiene que ¢ (-, -) es inf-compacta.

Ahora, la funcién de costo ¢ (-, -) es estrictamente convexa debido a que
las funciones y; (z) = qz®,2 € Ry y»(a) = ra? a € R son funciones
estrictamente convexas.

Sean B € B(X) y (z,a) € K. Entonces
Q(B|x,a):/IB(’yx+5a+s)A(s)ds:/A(l—('yx+5a))dl,
B

donde la tdltima igualdad se debe al Teorema de C-V. De la Suposicion
5.3.11(b), se sigue que A (- — (yx + da)) es continua en (x, a). Entonces,
por el Lema A.0.6 obtenemos que () es fuertemente continua.

Sea f(r) = —%x,v € X. Obsérvese que c(z, f) = 122,z € X, donde

l:=q+ rg—z. Ahora,

Ellc@ ) = 1[vQUy|z.1)
- Z/ <7I+5<—%>$+5>2A(S>d8
= lo*,

donde 02 := E [¢]] .

Procediendo de esta manera, se prueba que

Ea{ [c(zy, f)] = lo®
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=23 .
Por lo tanto

V(f,z)= iatEg{f [c (x4, f)] = 12° +702§:ozt < 00,
=0

t=1

para todo x € X . Entonces V (7, ) < oo, para todo = € X, tomando

W:{fmfa"'}'

Ejemplos para la Condicién 5.2.6

Observacion 5.3.13 Obsérvese que cada ejemplo en esta seccion satisface
lo siguiente.

(a) La funcion de costo c(-,-) es no negativa y acotada superiormente.
(b) La funcion de costo c es continua en K .

(¢) Los conjuntos de restricciones A(x),x € X, son compactos. Entonces c
es inf-compacto en K .

Por lo tanto, la Suposicion 2.0.8(a) y la Suposicion 2.0.8(c) se cumplen.

Ejemplo 5.3.14 Sean X = {0,1},A = A(z) = {a,b},x € X. Sean p, 0,7,
y B numeros fijos en el intervalo (0,1) tales que describen la ley de transicion
como Sigue:

Q{03 10,a) = p, Q{1}]0,a) =1—p, (5.35)
Q{0}11a) = o Q({1}[1,a)=1-0, (5.36)
Q{0}10,0) = 9, Q({1}]0,0) =14, y (5.37)
Q{03 11,0) = 8, Q1Y [1,0)=1-7. (5.38)

La funcion de costo estd dada por: ¢(0,a) = 1, ¢(0,b) = 2, ¢(1,a) = 4,
c(1,b) = 3.

Suposicién 5.3.15 Suponemos que o < p, 3 <9, 9 < p, y o < [.
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Es evidente que las Condiciones 5.2.6(a) y 5.2.6(b) se cumplen y que
@, definido en (5.35)-(5.38), es fuertemente continuo. También, ¢ (-, d) es no
decreciente, para cada d € A. Definiendo

f0)=a, y f(1)=0, (5.39)

obtenemos que

c(0,f(0)) =c(0,a) =1<2=1¢(0,b),

c(1,f(1)=c(1,b)=3<4=c(l,a).

Por lo tanto f es el minimo de la funcién de costo ¢ sobre las acciones y de
hecho, f es tnica.

Lema 5.3.16 Bajo la Suposicion 5.3.15, la ley de transicion QQ, definida en
(5.35)-(5.38), satisface:

(a) Q(- |z f(x)) 2tQ(~|:p,d), para todo x € X yd e A(x).

est
(b) Siz,y e X yao <y, entonces Q (- |z,d) < Q(-|y,d), para todo d €
Aly).

Demostracién. Primero, obsérvese que de (5.35)-(5.38) se obtiene:
Q((—oo,u] |z,d) =0siu<0, yQ((—o0,u] | z,d)=1siu>1, (5.40)

paratodor € X yd € A; ademéassi0 <u < 1:

Q((—o0,u] [ 0,a) = p, (5.41)
Q ((—oo,u] | 0,b) = 9, (5.42)
Q((—o0,u] | 1,a) = o, (5.43)
Q((_Ooaqu?b) = 0 (5'44)

(a) Ya que ¥ < p (ver Suposicién 5.3.15) y de (5.40), (5.41) y (5.42),
tenemos que

Q ((_Oovu] | 07?(0)) = Q ((—OO,U] | O,CL) > Q ((—OO,U] | 07 b) )
(5.45)
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para todo u € R. Por lo tanto,

Q(10.7(0)<Q(0,0),

(ver Observacién 5.1.2). De la misma manera, obtenemos que ¢ < f3,
implica

QUILTMW) CQ(|1a).

(b) Por otro lado, como ¢ < p, y utilizando (5.40), (5.41 ) y (5.43) se tiene
que

est
Q(10,a) <Q(-|1,4a),
y B <49, (5.40), (5.42) también (5.44) implican que
est
Asi, si x,y € X tales que x < y, entonces
est
para todo d € A.
Con lo que queda demostrado el resultado. m
Ejemplo 5.3.17 Sea £ un numero positivo fijo tal que € < % Sean
X:{1727"'}a

A=A(2) = [e,1/2],

xr=1,2,---. La ley de transicion se define por:
a\¥la
a) = (1- —> e 5.46
QUy}wa)=(1-2)" = (5.46)
r,y=1,2---,ya€ A. La funcion de costo se define por:

cwa={, 1, L o
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Obsérvese que, para este ejemplo, las Condiciones 5.2.6 (a), 5.2.6(b) y 5.2.6(¢e)
directamente se cumplen. Sea

fla)= % (5.48)

para todo x € X. Obsérvese que, para cada x € X, ¢ (x,?(ac)) =1l<l4a=
c(x,a), para todo a € A, a # f (). Por lo tanto, f definido en (5.48) es la
unica politica estacionaria en la cual se alcanza el costo minimo.

Lema 5.3.18 (a) Q definido en (5.46) es fuertemente continuo.
(b) Sea f definido en (5.48). Entonces

Q( 12 F) < Q| wa),
para todo x € X y a € A.

(c) Sixz,y€ X,z <y, entonces

est
Q( | 1‘7(1) < Q( | yua)a
para todo a € A.

Demostracién.

(a) Sea z € X un estado fijo. Sea v : X — R una funcién medible y

acotada. Se define -

T():=) uyl,
y=1
| € I, donde I es el intervalo de convergencia de T. Obsérvese que
debido a que u es acotada, T" es una serie de potencias la cual converge,
en particular en (0,1) i.e., (0,1) estd contenido en el interior de I . Por
lo tanto T" es continua en (0,1) (ver Teorema 3.109 en [50]). Sea

z

L(z)=1-—

():=1-2,

z € [8, %] Obsérvese que L es (obviamente) continua en [5, 1} vy T es

continua en
1 1 €
L — =|1—-——1—-— 1).
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Se sigue que
T, (z):= (T o L) (z)=T(L(z)),
z € [ 1} es continua en el intervalo [ 1} entonces como x se tomo ar-

bitrario obtenemos que T, es continua en [5 ] para todo x € X.

Por otro lado, sea {(x,,a,)} C K tal que
(xn,an) — (T,a) € K,

cuando n — 4o00. En particular, como x, — ¥, n — +00 y ya que X
estda dotado con la topologia discreta, obtenemos que existe un entero
positivo kg tal que x,, = T, para todo n > ky. Por lo tanto, es posible
suponer, sin pérdida de generalidad, que x,, = 7, para todon = 1,2, - - -
y (Z,a,) — (T,a), n — +oo.

Ahora, de (5.46):

[e’¢) a, o] y—1 a,
S u@ QU Ta) ==Y uly) (1-2) = ZTr(an).
y=1 y=1

(5.49)
pero, a, € [6 —] para cada n, y 1% es continua en el intervalo [ , 2}.
Entonces, obtenemos que

lim 7 (a,) = ngE(a):iu(y)Z(l—Z)y_l (5.50)

= Y uwQy}|z.a), (5.51)

y se concluye que ) es fuertemente continuo.

Por medio de céalculos directos tenemos, para cada x € X y a € A,

Q ((—OO,U] ‘ xua) =0,

Q((—o0.u] | ,a) = Z]: (-9 e () I CED
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sijg<u<jg+lyjg=1,2,---.
Sea f definido por (5.48) y sea € X fijo. Entonces, de (5.52) se
concluye que si a € [6, %],

Q ((_Ooau] ‘ l‘,a) < Q ((—oo,u] ’ x,f(:v)) )

est

para todo u € R y a € A. Entonces, Q (- | z, f (z)) < Q (- | z,a) para
todo a € A.

(¢) De manera similar a la prueba de (b) podemos verificar, usando (5.52),

est
que si z,y € X,x < y entonces Q (- | z,a) < Q(-|y,a) para cada

a€ A
]
Ejemplo 5.3.19 Sean X = R, A = A(z) = [-n,n],z € X. La ley de
transicion estd dada por:
Tpp1 = T} +cosa; + &, (5.53)
parat=0,1,--- y la funcion de costo se define por:
c(x,a) =g (x) ((a — )’ + 1) , (5.54)

con (x,a) € Kyg:R—R se define por

2 si x> 1,
glx)=4<¢ Va+1 si xz€]l0,1], (5.55)
1 st <0 .

Suposicién 5.3.20 {&,} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. que
toma valores en S = R. Suponemos también que &, tiene una densidad con-
tinua A.

Para este ejemplo, 5.2.6(a) y 5.2.6(b) se cumplen evidentemente. Ademaés
5.2.6(e) es una consecuencia del hecho que g, definido en (5.55), es no decre-
ciente en x. Un calculo elemental muestra que el minimo 1inico, con respecto
a las acciones, en (5.54) ocurre en a = 7, i.e., tomamos f (r) = , para todo
x € X. Definiendo

F(x,a,s):= 2%+ cosa+ s, (5.56)
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(r,a) € Ky s € S, es directo que F (z,7,s) = miEF (x,a,s), para cada
ac

reXyseSy F(x,a,8) < F(y,a,s), para z,y € X,z < y y para cada
a € Ay s e S Porlo tanto, del Lema 5.2.8, tenemos que

Q(|x>?) 21562("1‘7@)?
reX,a€eAy

Q(lz,a) Q| ya),

para z,y € X,x < y,a € A. Finalmente, (5.53), el Teorema de C-V, la
Suposicién 5.3.20 y el Lema A.0.6 permiten obtener que

Q(B|x,a):/IB(x3+cosa—|—s)A(s)ds:/A(s—(x3+cosa))ds,

B

paraz € X,a € Ay B € B(X), concluyendo que @ es fuertemente continuo.
Entonces, las Suposiciones 2.0.8 y 5.2.6 se cumplen.

Observacion 5.3.21 Obsérvese que en el ultimo ejemplo, también

F(x,—7,s) = miilF (x,a,s), (5.57)
ac
para cada x € X ys € S, i.e., el minimo de F con respecto a las acciones no
es necesariamente unico. Ademds, ya que g (definido en (5.55)) y w(z) =
23,2 € R no son converas en R, se sigue que c y F (+,+,5),s € R definida en
(5.54) y (5.56) respectivamente, no son convexas en K.

Ejemplo 5.3.22 Sean X =R, A=1[0,00) y A(z) =[0,e "],z € R. La ley
de transicion estd dada por:

xt+1 == ewtiat + £t7 (558)
parat =0,1--- y la funcion de costo estd dada por
c(z,a) =e?, (5.59)

reX yacA(x).

Suposicién 5.3.23 {¢,} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con
S =R y con densidad continua comin A.
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En este caso, se puede probar que la ley de transicién @), inducida por
(5.58), es fuertemente continua y que 5.2.6(a), 5.2.6(b), 5.2.6(e), 5.5, 5.6, y
5.7 se cumplen con f(r) = e™® 2 € R. Entonces, la Suposicién 2.0.8 y la
Condicion 5.2.6, se cumplen.

Observaciéon 5.3.24 Como en el Ejemplo 5.53.4, en el Ejemplo 5.3.22 tam-
bién se satisface que A (x) # A, para todo x € X. Ademds, es directo verificar
que el Ejemplo 5.3.4 satisface la Condicion 5.2.6; pero, notese que el Ejemplo
5.3.22 no satisface 5.2.2 (en particular, obsérvese que K no es convezo).

5.4. El Teorema de Unicidad

Teorema 5.4.1 (a) Las Condiciones 5.2.2, 5.2.4 y 5.2.6 no se implican
entre st.

(b) Supdngase que 2.0.8 se cumple. Entonces existe una unica politica dpti-
ma, bajo cada una de las Condiciones 5.2.2, 5.2.4, 0 5.2.6.

Observaciéon 5.4.2 Antes de probar el Teorema 5.4.1 obsérvese que de la
Suposicion 2.0.8 se asequra la existencia de una politica optima estacionaria
(ver, Lema 2.0.11) y que del Teorema 5.4.1(b) obtenemos que esta politica
es unica.

Empezamos con dos Lemas que usaremos en la prueba del Teorema 5.4.1.

Lema 5.4.3 Supongase que la Suposicion 2.0.8 se cumple. Cada una de las
Condiciones 5.2.2 y 5.2.6 implican que V,, () es no decreciente, para todo
n=1,2,---. Por lo tanto, V* () es no decreciente.

Demostraciéon. La prueba se hara por induccion. Obsérvese que la prue-
ba de que Vj () es no decreciente es la misma bajo cada una de las Condi-
ciones 5.2.2 0 5.2.6 (recuérdese que bajo la Condicién 5.2.6, por simplicidad,
también denotamos por “ <” al orden parcial en X). Sean z,y € X, x < y.
Puesto que ¢(z,a) < ¢(y,a) para todo a € A(y), entonces

min c¢(z,a) < min c(y,a), 5.60
Join (z,a) i (y.a) (5.60)

(recuérdese que A (y) C A(x)).
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Por lo tanto Vi (z) < Vj (y), i.e., V4 () es no decreciente. Supdngase que
la Condicién 5.2.2 se cumple y que V,, (-) es no decreciente para un entero
positivo n. De las Condiciones 5.2.2(d) y 5.2.2(e) tenemos que

c(z,a) <c(y,a), y (5.61)

F(z,a,s) < F(y,a,s), (5.62)

para todo z,y € X, conx < yya € A(y), s € S. Ya que V,, (:) es no
decreciente, de (5.62) obtenemos que

Vo (F(x,a,s)) <V, (F(y,a,s)), (5.63)

para todo x,y € X, conz <yya€ A(y), s € S.
Usando (5.61), (5.63) y la monotonicidad de la integral se sigue que

c(x,a)—i—oz/Vn(F(x,a,s))A(s)ds§

c(y,a) + « / Vi (F(y,a,8))A(s)ds, (5.64)

para todo z,y € X, conx < yy a € A(y). Tomando el minimo con respecto
a a, en cada lado de la desigualdad (5.64), tenemos que:

Vo () < Vg (y) (5.65)

z,y € X, con x <y, i.e., V,11(-) es no decreciente. Por lo tanto, V,, () es no
decreciente, para todon =1,2,--- .

Ahora, bajo la Condicién 5.2.6, supéngase que V,, (+) es no decreciente
para algin entero positivon. Siz,y € X, x <y, sesigue que ¢ (z,a) < ¢ (y,a)

est
yQ(|z,a) <Q(|y,a), para todo a € A(y). Entonces, como V,, () es no
negativa y no decreciente, usando el Lema 5.1.3 obtenemos que

c(:c,a)—l—a/Vn(z)Q(dz]x,a) Sc(y,a)—i—oz/vn(z)Q(dz|y,a), (5.66)

r,y € X,x <yya€c A(y). Tomando el minimo con respecto a a en ambos
lados de (5.66) obtenemos que V,,11 () < Vi1 (v), 2,y € X, 2 < y. Se sigue
que V,, (+) es no decreciente para n = 1,2,--- .

Ya que para cada z € X, V,, (z) — V*(z),n — oo, (ver Lema 2.0.11(b)),
se sigue que para cada una las Condiciones 5.2.2 0 5.2.6, V* (+) es no decre-
ciente. m
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Lema 5.4.4 Supongase que 2.0.8 se cumple. Bajo cada una de la Condi-
ciones 5.2.2 y 5.2.4 se tiene que V,, () es convexa, para todon = 1,2,--- .
Por lo tanto, V* () es convexa.

Demostracién. La prueba se hard por induccién. Usando el Lema 1 de
[34] junto con el hecho de que ¢ es estrictamente convexa obtenemos que V; es
estrictamente convexa. Esta demostracion es la misma bajo cada Condicién
5.2.2 0 5.2.4.

Supéngase que la Condicién 5.2.2 se cumple. Supdngase que V,, (-) es
convexa para algtin entero positivo n > 1. Verificaremos que

/Vn(y)Q(dylx,a),

(z,a) € K, es convexa en K. Este hecho junto con (2.11), la Condicién 5.2.2(e)
y el Lema 1 en [34], permiten concluir que V,, 41 (+) es convexa.

Témese 2,7 € X, a € A(x),a € A(T) y A € [0,1]. Entonces de la
convexidad de V,, (+) tenemos que

v [Vawelysa)+1-8 [Vweuy |z 667
— )\/Vn(F(x,a,s))A(s)der(l—)\)/Vn(F(T,a,s))A(s)dS
- /[AVn (F (2,a,8)) + (L — NV, (F (T,a,)] A (s) ds (5.68)
> /vn (AF (2,a,5) + (1 — A) F (7,7, 5)) A (s) ds. (5.69)

Pero, por la Condicién 5.2.2(d) y la monotonicidad de V;, (+) (ver Lema 5.4.3)
obtenemos que

/Vn (AF (z,a,8)+ (1 = \) F (%,a,s)) A(s)ds (5.70)
> /Vn (FAx4+ (1 =NZT,da+(1—=XN)a,s))A(s)ds (5.71)

_ /vn<y>Q(dyyA;c+(1—A)z,Aa+(1—A)a>. (5.72)

Entonces, de (5.67)-(5.72) obtenemos que

/Vn<y>Q<dy|x,a>,
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(xz,a) € K, es convexa en K.

De la misma manera, como en la iltima demostracién, es posible verificar
que, bajo la Condicién 5.2.4, V,, (+) es convexa, para cada n > 1. Nétese que
en este caso no necesitamos la monotonicidad de V,, (+) en (5.70). Ahora, si la
transicion estd definida por una funcién F lineal, se tiene que (5.69) es igual
a (5.71). Con esto la convexidad de V;, (+) se sigue de nuevo de (5.67)-(5.72).

Finalmente, del Lema 2.0.11(b), obtenemos que para cada una de las
Condiciones 5.2.2 0 5.2.4, V* (-) es convexa. m

Ahora se puede demostrar el teorema de unicidad.

Demostracién del Teorema 5.4.1. (a) La Condicion 5.2.2 no im-
plica la Condicion 5.2.4, ni la Condicion 5.2.6. El Ejemplo 5.3.1 satisface
la Condicién 5.2.2 pero la ley de transicién (5.10) es aditiva y no lineal.
Por lo tanto, la Condicién 5.2.4 no se cumple. La Condicion 5.2.6 tampoco
se cumple porque en la funcién F (z,a,s) = =+ e* + s, x,a,s € R, en el
Ejemplo 5.3.1 no se alcanza el minimo sobre a € R, para cada z y s € R.

La Condicion 5.2.4 no implica la Condicion 5.2.2, ni tampoco la Condi-
cion 5.2.6 El ejemplo 5.3.10 satisface la Condicion 5.2.4, pero no la Condicién
5.2.2. De hecho la funcién de costo dada por:

c(x,a) = q* +ra’, (5.73)

x,a € Ry qy r constantes positivas, no es monétona en la variable x € R.
También, para el ejemplo 5.3.10 la Condicién 5.2.6 no se cumple por que,
tomando 6 > 0 :

Iglei[g (vx 4+ da+s) = —o0,

para cada x,s € R y ademas como se ha observado la funciéon de costo dada
en (5.73) no es monotona en x € R.

La Condicion 5.2.6 no implica la Condicion 5.2.2, ni la Condicion 5.2.4.
Ambas Condiciones 5.2.2 y 5.2.4 requieren que el espacio de estados X sea un
conjunto convexo. Pero, lo anterior no es verdadero para los ejemplos 5.3.14
y 5.3.17.

(b) La prueba se divide en tres partes. En cada una de ellas suponemos
que la Suposicién 2.0.8 se cumple. Por lo tanto, existe f* € F tal que es
optima.

(i) Supodngase que la Condicién 5.2.2 se cumple. Igual a la prueba de que

/Vn<y>Q<dy|x,a>,
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(r,a) e K;n=1,2,--- es convexa en K., en el Lema 5.4.4, es posible probar
que

/VWWQWMw),

es convexa en K. En particular, para cada z € X :

/VWMQMMxJ,

es convexa en A (z).
De la Condicién 5.2.2(e), para cada x € X, c¢(z,-) es estrictamente con-
vexo; se sigue que

dao+a/vwaMwa

es estrictamente convexa en A (x), para cada x € X. Entonces usando la
Proposicién 6 del Capitulo 2 en [4], concluimos que f* es unica.

(ii) Supdngase que la Condicién 5.2.4 se cumple. De nuevo como en la
prueba de (i) y similar a la demostracién del Lema 5.4.4, cuando

/mewan»,

n=1,2,--- es convexa en K se puede probar que

/vwawmna,

es también convexa en K. Entonces, como en (i):

C@?+Q/VWMQWMHQ,

es estrictamente convexa y entonces el resultado se sigue.
(iii) Supdngase que la Condicién 5.2.6 se cumple. Sea xz € X. De la
Condicién 5.2.6(c) obtenemos que existe f € F, tal que

est

acAx)y

c(z, f(z)) = alel}qi(I}c)C (x,a) < c(z,a), (5.75)
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para a € A(z),a # f ().
Entonces, de (5.74) y (5.75) usando que V* (-) es no negativo y no decre-
ciente y del Lema 5.1.3 se tiene que

(0.7 @) +a [V @)Qy] 7 (@) <
c(x,a)+oz/V* () Q(dy | z,a), (5.76)
para x € X, a € A(z),a # f (x). Por lo tanto

Ve (z) = mm{q%@+a/vqwgmmxﬂﬂ

a€A(x)

_ dLT@D+Q/VWwQwaJ@», (5.77)

x y de (5.76) y (5.77) obtenemos que f es éptima y tinica (de hecho

|
I m
T2 o



Capitulo 6

Convergencia

En este capitulo resolvemos el problema de la convergencia de mini-
mizadores del AIV a la politica éptima de PDMs descontados de horizonte
infinito.

El capitulo estd basado en [19].

Para un PDM descontado, recuérdese que los minimizadores del algoritmo
de iteracion de valores se denotan por f,,n = 1,2,--- y la politica éptima
se denota por f*.

Los resultados principales de este capitulo son los Teoremas 6.1.6 y 6.2.12.
En tales teoremas se presentan los resultados de convergencia puntual y con-
vergencia uniforme sobre compactos de {f,} a f*.

Una suposicion que usaremos en este capitulo de convergencia es la si-
guiente:

Suposicién 6.0.5 Supongase que la Suposicion 2.0.8 se satisface y que f*,
dada en (2.14), es unica.

6.1. Convergencia Puntual de Minimizadores

En esta seccién se presentan las suposiciones y el teorema que aseguran
la convergencia puntual de minimizadores del AIV de PDMs a la politica
Optima.

Notacién 6.1.1
a. Paracadaz € X, A(z) == Avey () ={a € A(x) | c(z,a) < V* (2)},

donde V* es la funcion de valor,

63
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b. Para cada (z,a) € K,

Gy (z,a) :=c(x,a) + a/Vn_l (y)Q(dy | z,a), (6.1)

para cadan =1,2,--- , donde V,,_; es la funcién dada en (3),

c. Para cada (z,a) € K,
G (w.a) = c(e.a) +a [V (1)Qdy] 7,0).

Observacion 6.1.2 Obsérvese que como la funcion de costo c es inf-com-
pacta sobre K, entonces A (x) es compacto, para cada v € X. Ademds, para

cadax € X yn=12---, fu(x) y f*(x) pertenecen a;l($).

Suposicién 6.1.3  a. Para cada x € X, c(x,-), es una funcién continua

sobre A(x).

b. Para cada x € X,

/Vn(y)Q(dy|x7')’n:1’2>"'a (62)

/ V' (5)Qdy | 7). (6.3)

son funciones finitas y continuas sobre A (x).

Observacion 6.1.4 La continuidad requerida en la Suposicion 6.1.3 trivial-
mente se cumple para PDMs con espacio de acciones finito o numerable.
Posteriormente, se presentan algunos ejemplos de PDMs con espacio de es-
tados y espacio de acciones no numerables para ilustrar (en particular) la
Suposicion 6.1.3.

El siguiente Lema se usarda en la prueba del Teorema 6.1.6 abajo, su
prueba se sigue del Teorema de Dini (ver [35]).

Lema 6.1.5 Seax € X fijo y seal’ C A(x) un conjunto compacto no vacio.
Si la Suposicion 6.1.3 se satisface, entonces G, (z,-) — G (x,:), n — 00,
uniformemente sobre I'.
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Demostracién. Sea x € X fijo. Se sabe que V,, T V*(ver Lema 2.0.11b) y
de la Suposicién 6.1.3: G, (z,-) ,n =1,2,--- ,G (x, ) son funciones continuas
sobre I'. Entonces, G,, (z,:) T G (z,-) y por el Teorema de Dini ([14] p. 239),
se tiene que G, (z,-) — G (z,-), n — 0o, uniformemente sobre I'. =

Ahora, presentamos el primer teorema de convergencia de minimizadores.

Teorema 6.1.6 Si la Suposicion 6.1.3 se satisface, entonces {f,} — f*
puntualmente.

Demostracién. Supéngase que existe un x € X tal que f, (z) /4 f* ().
Sea {fn, ()} una subsucesién de {f, (z)} y € > 0 tal que

d(fn, (), f* () 2 € >0, (6.4)

para todo entero k.
Ya que A (z) es un conjunto compacto (ver Observacién 6.1.2 ), podemos

~

tomar g (v) € A(z) y una subsucesion {fn, ()} de {fn, ()}, tal que

~

iy () = g (2) € A() (6.5)
cuando | — +00. Ademds, obsérvese que
A(fuy, (), f* (2)) = d(g (), f" (2)) (6.6)
cuando [ — o0o. Entonces de (6.4) se tiene que:
d(g(z), f*(z)) > e (6.7)

Obsérvese que por el Lema A.0.2 (ver Apéndice A) y el Lema 6.1.5 (con
['=A(x)):
lim Gy, (2, fn, () = G (z,9(x)). (6.8)

l—+o00

Ademas, para cada [ > 1,

Gy, (2, fuy, () = Vg, () (6.9)

(ver Observacién 2.0.10).
Se sigue de (2.14), (6.8), (6.9) y del Lema 2.0.11b que:

Jim Gy (@, fuy, (2) = V" (2)
= Gz, f(2))
= G(z,9(x)). (6.10)
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Pero, por la unicidad de la politica 6ptima f*, se tiene que

fr(x) =g (x),

lo cual es una contradiccién a (6.7). Por lo tanto,

fo(2) = " (2),

n — oo, para cada xr € X. m
Ahora, se presenta un corolario que proporciona casos especiales del Teo-

rema 6.1.6. Esos casos estdn relacionados con el concepto de HP (ver [10],
[14], [33], [29], [46], [47], [48] v [49]).

Corolario 6.1.7 Supdngase que las integrales (6.2) y (6.3) son finitas. Si
A es un conjunto finito o numerable, entonces para cada v € X existe un
entero positivo N* (z) tal que f, () = f*(x), para todo n > N*(z).

Demostracion. Sea x € X fijo. Supongase que A es un conjunto finito o
numerable con la métrica discreta. Ya que en este caso la Suposicion 6.1.3 se
satisface trivialmente se sigue que f, () — f*(z), n — oo. Entonces existe
un entero positivo N* (z) tal que f, () € {f* (z)}, para todon > N* (x) (en
la métrica discreta se tiene que {f*(z)} es un conjunto abierto). Entonces,
fn () = f*(x), para todo n > N* (x). Como x es arbitrario, el resultado se
sigue. ®

6.2. Convergencia Uniforme de Minimizadores

En esta seccién se presentan las suposiciones y el teorema que aseguran
la convergencia uniforme, sobre conjuntos compactos, de minimizadores del
ATV de PDMs descontados a la politica éptima.

Notacién 6.2.1 Sea ¢ C X un conjunto compacto no vacio
K. :={(z,0) eK|zecc,acA)

Las condiciones que nos garantizan la convergencia uniforme de mini-
mizadores son las siguientes.

Suposicién 6.2.2  a. La multifuncion © — A (x) es semicontinua supe-
riormente (s.c.s.) y, para cada x € X, A(x) es un conjunto cerrado.
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b. c(-,-) es una funcién continua en K.
c. Vo (o), n=1,2,---, y V*(-) son funciones continuas en X.

d. Las integrales
[vwa-) (6.11)

n=12---y

[viway - (6.12)
son funciones continuas finitas en K.

Lema 6.2.3

a. La Suposicion 6.2.2a implica que K es un conjunto cerrado en X x A.
Ademds, si J es un conjunto cerrado no vacio en K, entonces J también es
un conjunto cerrado en X x A. R

b. Si J es un conjunto cerrado no vacio en X x Ay JJ C X x A es un
congunto compacto tal que J C J, entonces J es un conjunto compacto.

Demostraciéon. a. Bajo la Suposicién 6.2.2a, K es un conjunto cerrado
en X x A como una consecuencia de la Proposicién 7, p. 110 [2] (ver también
la Proposicién D3 en el Apéndice D, p.182 [28]). Por otro lado, ya que J es
un conjunto cerrado en K se sigue que J = KN F , para algin conjunto F
cerrado en X x A. Por lo tanto, J es un conjunto cerrado en X x A (ver
Teorema 7.2, p. 77 [21]).

b. Obsérvese que J = J N J y que J es cerrado en X X A, entonces J es
cerrado en J. Ahora, puesto que J es un conjunto compacto se tiene que J
es un conjunto compacto. m

Lema 6.2.4 Sea ¢ C X un conjunto compacto no vacio. Si la Suposicion
6.2.2 se cumple, entonces K. es un conjunto cerrado en X x A.

Demostracién. Sea ¢ C X un conjunto compacto no vacio. Considere-
mos una sucesion

{(Tn,an)} C Kga

(x,a) € K,



68 CAPITULO 6. CONVERGENCIA

tales que (zp,a,) — (z,a). Obsérvese que =z € ¢. Ademas, c(x,,a,) <
V*(x,), para todon =1,2,-- -, de la Suposicién 6.2.2 se tiene que ¢ (z,a) <
V* (), entonces a € A (z) . Asf, K, es un conjunto cerrado en K. Finalmente,
del Lema 6.2.3a, resulta que ]IA{§ es un conjunto cerradoen X x A. m

Suposicién 6.2.5 a. El espacio de controles A es un conjunto compacto.
b. Para cada x € X, A(x) es compacto.

c. El costo c es estrictamente no acotado, i.e., existen sucesiones de con-
guntos compactos no decrecientes X, T X y A, T A tales que A, =
X, x A, es un subconjunto de K, y

lim inf c¢(z,a) = +o0, (6.13)

n—oo(z,a)EAS,
donde AS denota el complemento de A,,.

Observacién 6.2.6 El modelo lineal con costo cuadrdtico claramente satis-
face la Suposicion 6.2.5¢ (ver [28] y el Ejemplo 6.3.5 dado mds adelante).

Lema 6.2.7 Sea ¢ C X un conjunto compacto no vacio. Si las Suposiciones
6.2.2a, 6.2.2b y 0.2.2c y, ademds, una de las suposiciones 6.2.5a, 6.2.5b,
0 6.2.5¢ se satisfacen, entonces K. es un conjunto compacto.

Demostracion. Se suponen 6.2.2a, 6.2.2b y 6.2.2c. Sea ¢ C X un con-
junto compacto no vacio. Obsérvese que, del Lema 6.2.4, K. es un conjunto
cerrado en X x A. Entonces en cada caso de la demostracién se aplicara el
Lema 6.2.3b con J = K y con un conjunto adecuado J C X x A.

Primer caso, si la Suposicién 6.2.5a se cumple, como K¢ C J := ¢ x A con
¢ y A conjuntos compactos, entonces K. es un conjunto compacto.

Segundo caso, si la Suposicién 6.2.5b se cumple, obsérvese que

A () = UpecA () |

lo que implica que A () es un conjunto compacto si ¢ es un conjunto compacto
(ver [4] p. 72). Como
K.CJ:=¢xA(s), (6.14)

entonces K. es un conjunto compacto.
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Tercer caso, si la Suposicion 6.2.5¢ se cumple es posible probar que existe
un entero positivo ng tal que K. C A,,,. Por contradiccién, supongamos que
para cada n = 1,2,---, existen (z,,a,) € K¢ tales que (z,,a,) ¢ A,y
obsérvese que

c(zp,a,) < V*(2,) < L:=supV”*(z) < +o0, (6.15)

TES

paratodon=1,2,---.

Entonces,
lim supc (2, a,) < L. (6.16)
Finalmente, como
inf c(x,a) <c(x,,an), (6.17)
(z,a)EAS,
para todon =1,2,--- , entonces
+o0 = lim( iI)lfA ¢ (z,a) < limsupc (2, an) , (6.18)
n—oo(x,a)cEAS, n—oo

lo cual es una contradiccién a (6.16). Entonces, existe ng tal que
H/{g cJi= A,
Por lo tanto, ]IA{.; es un conjunto compacto.

Corolario 6.2.8 Supongamos que las Suposiciones 6.2.2a, 6.2.2b y 6.2.2¢
se satisfacen. Entonces, cada una de las suposiciones 0.2.5a, 0.2.5b, 0 6.2.5¢
implica que la multifuncion x — A (x) es s.c.s.

Demostracion. Para cadan =1,2,--- sean x,,r € X tales que
Ty — T, (6.19)
n — oo, sean a, € A(w,),n = 1,2,---. Definamos ¢ = {z,} U {z},

obsérvese que ¢ es compacto. Ya que K. es un conjunto compacto (ver Lema
6.2.7) y (zp,a,) € K. entonces existen una sucesién {(@ny, @) Yooy v (z,0) €
Kg tales que

(T, any, ) — (x,0), (6.20)

si k — oo. En particular obsérvese que a € A (x) , entonces por el Lema A.0.5
r— A(x)ess.cs. m



70 CAPITULO 6. CONVERGENCIA

Lema 6.2.9 Supdngase que la Suposicion 6.2.2 se satisface y que también
una de las Suposiciones 6.2.5a, 6.2.5b, o 6.2.5¢ se satisface. Entonces f* es
una funcion continua.

Demostraciéon. Supongamos que f* no es una funcién continua en un
punto, digamos en z. Entonces, existen una sucesion {z,} en X y un punto
xr € X tales que

Ty, — T, (6.21)
pero
[ (@) 7 7 (2). (6.22)
Entonces, existen € > 0 y una subsucesién {x,, } de {x,} tales que
d(f* (wn,), [" (7)) > ¢, (6.23)
para todo k. Sean y,, = f*(z,),k = 1,2,---. Observemos que y,, €
A(zy,),k=1,2,---. Ahora, como z — A (z) es compacto valuada y s.c.s.,

existen una subsucesion {ynkl} yy € A (x) tales que

Yni, = Y- (6.24)

Si hacemos k — +00 en (6.23) obtenemos:

d(y, f*(z)) = e (6.25)

Ademas
1% <$nkl> =c <$nkl,ynkl> + oz/V* (y) @ <dy | xnkl,ynkl> , (6.26)
entonces, usando la Suposicion 6.2.2 obtenemos que
V@) =c(eg) +a [ V) QU 2.), (6.27)
haciendo [ — +o00 en 6.26; pero
V@) =clef @) o [V QU | f @), (029

implica que f*(x) = y por la unicidad de la politica éptima, esto es una
contradiccién a (6.25). Por lo tanto, f* es una funcién continua. m
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Lema 6.2.10 Sea © C K un conjunto compacto no vacio. Si la Suposicion
6.2.2 se cumple, entonces {G,} converge uniformemente a G sobre ©.

Demostracién. Supéngase que © C K es un conjunto compacto no
vacio. Obsérvese que G,, T G puntualmente en © y G,,, n =1,2,---, GG son

funciones continuas. Entonces, por el Teorema de Dini se tiene que ([35] p.
239), G, (+,-) — G (-, -) uniformemente en ©. m

Lema 6.2.11 57 la Suposicion 6.2.2 se satisface y una de las Suposiciones
6.2.5a, 6.2.5b, o 6.2.5¢c también se satisface, entonces para cada conjunto
compacto no vacio § C;\X se tiene que: para cualquier € > 0, existe § > 0 tal
que para cada (x,a) € K. si

|G (z, f* () — G (z,a)] <4, (6.29)

entonces

d(f*(x),a) <e. (6.30)

Demostracién. Sea ¢ C X un subconjunto compacto, no vacio, arbi-
trario fijo. La prueba es por contradiccion. Supdéngase que existe € > 0 tal
que para cualquier 6 > 0 existe (x5, a5) € K¢ que satisface

’G(l’g,f* (x(;)) —G(l’g,a(;)’ <0, (631)
y
d (f* (x(;) ,a(;) > E. (632)
Sean § = %,n =1,2,--- . Entonces, existe (z,,a,) € ]Kg tal que
. 1
|G (.In, f (xn)) -G (xm an)| < ﬁa (633)
y
d(f* (xn),an) > ¢, (6.34)
para cadan = 1,2, - . Entonces, ya que ]Kg es un conjunto compacto, existe

una subsucesion {(z, , an, )} de {(zn,an)} y (z,a) € K., tal que (s Ay ) —
(r,a), cuando k — oo y para cada k =1,2,-- -,

G (@ £ () — C (g iny)] < —. (6.35)
ng
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Bajo la Suposicién 6.2.2, si k — oo en (6.35), se tiene que:
G (2,0) = G (x, f* (). (6.36)

Esto implica que
a= f*(x) (6.37)

(recuérdese la unicidad de f*).
Ademas, de (6.34), para todo k =1,2,---,

d(f* (Tn,),an,) > e (6.38)

Asi, si hacemos k& — oo en la ultima desigualdad y usando el hecho de
que f*(xn,) — f*(z) (ver el Lema 6.2.9),

d(f*(z),a) >, (6.39)

lo cual es una contradiccién a (6.37). =
Ahora, se probara la convergencia uniforme, sobre conjuntos compactos
de minimizadores del AIV de PDMs descontados a la politica éptima.

Teorema 6.2.12 Si la Suposicion 6.2.2 y una de las Suposiciones 6.2.5a,
6.2.5b, 6 6.2.5¢ se satisfacen, entonces { f,} — f* uniformemente sobre com-
pactos.

Demostracion. Sea ¢ C X un subconjunto compacto no vacio fijo. Apli-
cando el Lema 6.2.10 con © = K, se tiene que G, (-,-) — G (+,-) uniforme-
mente en K.. Obsérvese que f,, (x) minimiza a G, (x,-) en A(x) y f*(z) es
el inico minimizador de G (z,-) en A(x), para todo = € ¢ y para todo n.
Entonces,

0 < Gz fulx) =Gz [ (2))
< (l’ fa () = Gn (2, fn( )
Gy (z, " (2)) — ( [ (2))
< 2( 51)1pK |G (z,a) — Gy, (x,a) (6.40)

para todo x € ¢ y para todo n.
Sea € > 0. Por el Lema 6.2.11 podemos elegir 4 > 0 tal que para todo
(z,a) € K, si
|G (z, f* () — G (z,a)] <6, (6.41)
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entonces

d(f*(z),a) <e. (6.42)

Ademas, el Lema 6.2.10 garantiza la existencia de un entero positivo R
tal que
2 sup |G(x,a) — G, (z,a)| <0, (6.43)

(z,a)eK.

cuando n > R. En consecuencia, de (6.40) y (6.43),sin > R :
|G (2, [* (x)) = G (@, fu (2))] <0, (6.44)

para todo x € <.
Combinando (6.44), (6.41) y (6.42) es posible obtener que

d(f*(x), fu(2)) <e, (6.45)

para todo n > Ry para todo x € <. Asi, f, — f* uniformemente en ¢. Como
¢ es arbitrario, el resultado se sigue. m

Observacion 6.2.13 En [30] se dan condiciones que asequran la convergen-
cia de V(mn,+) a V*(+), donde mp, = {fn, fn,--+},n=1,2,-+- | para el caso
de recompensas acotadas y no acotadas, tales resultados se obtienen bajo la
hipdtesis de que A(x) es compacto para cada x € X.

6.3. Ejemplos

En esta seccion se presentan tres ejemplos que ilustran la teoria desarro-
llada en este Capitulo.

Observacién 6.3.1 Consideremos PDMs que satisfacen las Suposiciones
2.0.8, 6.0.5, 6.2.5a, 6.2.5b y que las integrales (6.11) y (6.12) son finitas.
Con respecto a la continuidad, requerida en las Suposiciones 6.2.5¢ y 6.2.5d,
para Vy,n = 1,2+ V* y las integrales (6.11) y (6.12), obsérvese lo sigu-
rente:

a. La continuidad mencionada, trivialmente se cumple para modelos dis-
cretos (i.e. PDMs para los cuales X y A son conjuntos finitos o nu-
merables).
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b. Para modelos acotados (i.e. PDMs con funcion de costo acotada y con-
Juntos de acciones admisibles compactos), la continuidad de las inte-
grales (6.11) y (6.12) se sigue directamente de la continuidad fuerte de
la ley de transicion Q). St ademds, la multifuncion x — A\(I) es contin-
ua, entonces la continuidad de V,,n =1,2,--- y de V*, es una conse-
cuencia inmediata del Teorema del Mdzimo (ver Proposicion D.3(c) p.
130 en [27]), usando la continuidad de la funcion de costo c, las inte-
grales (6.11) y (6.12) y las ecuaciones de optimalidad (2.11) y (2.13).

c. En [20] se han presentado dos condiciones de convexidad (ver Condi-
ciones C1y C2 en [20]), cada una de las cuales garantizan que V,,n =
1,2, V* ylas integrales (6.11) y (6.12) son funciones convezas (ver
Lema 6.2 p. 433 y su demostracion en [20]). Si ademds X, A y K son
conjuntos abiertos, entonces la continuidad requerida en las Suposi-
ciones 6.2.2¢ y 6.2.2d.

Ejemplo 6.3.2 Un modelo de inventarios. Sean M > 0, X = A = [0, M],
Ax)=[0,M —z],z€ X, y

Tir1 = [xt + a; — gt]Jr s (646)

t=0,1,---, donde z* := maz{0, z} y {&} son variables aleatorias, i.i.d. que
toman valores en S = [0,00), y con densidad comin A. Sea £ un elemento
genérico de la sucesion {&,} .

Suposicién 6.3.3  a. A, es una funcion de densidad continua y acotada.
(Obsérvese que la correspondiente funcion de distribucion G de & es
una funcion continua.)

b. ¢ es una funcion no negativa, continua y estrictamente convexa en K
(Obsérvese que K es un conjunto compacto en este Ejemplo); también,
c es una funcion creciente en la primera variable.

Lema 6.3.4 a. Este ejemplo satisface las Suposiciones 2.0.8, 6.0.5, 6.2.5a,
y 6.2.5b.
b. La Suposicion 6.2.2 se cumple.

Demostracion. a. Claramente, este Ejemplo satisface las Suposiciones
2.0.8a, 2.0.8c. Con respecto a la Suposicion 2.0.8b, obsérvese quesi pp: X — R
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es una funciéon medible y acotada entonces:

[ @ty 2.0) = u©) 1= G lo+ @)+ [ Bz (00 0) Ao +a = ) du
(6.47)
(z,a) € K.

Como G es una funcién continua se sigue que x (0) [1 — G (z + a)] es una
funcién continua en (z, a) . Ahora, como u es una funcién acotada y A es una
funcién continua y acotada se sigue del Teorema de Convergencia Dominada
que

/ Tomag (1) 1 () A (2 + @ — u) du (6.48)

es una funcion continua en K. Por lo tanto,

/u(y) Qdyl-,) (6.49)

es una funcién continua en K.

Obsérvese que es posible verificar que el Ejemplo satisface la Condicién
5.2.2, entonces la unicidad de la politica 6ptima se cumple.

Finalmente, obsérvese que las Suposiciones 6.2.5a, y 6.2.5b se cumplen
trivialmente.

b. Primeramente obsérvese, que para cada z € X, A (x) es un conjunto
cerrado. Ahora, ya que c es acotado se sigue que, para cadan =1,2,--- |V,
y V* son funciones acotadas y son medibles de la Suposicién 2.0.8 (lo cual
se cumple del inciso a) conjuntamente con el Lema 2.0.11. Entonces, de la
acotacion de V,, y V* se sigue que las integrales (6.11) y (6.12) son finitas y
la continuidad fuerte de () permite concluir que (6.11) y (6.12) son continuas
en K. Finalmente, la multifuncién x — A (z) es continua (i.e. x — A (z) es
s.c.s. y s.c.i.). Por lo tanto, la continuidad de las integrales (6.11) y (6.12), la
continuidad del costo ¢, y la Proposicién D.3(c) p. 130 en [27] implican que
V., v V* son continuas. m

Ejemplo 6.3.5 Consideramos el Ejemplo 5.5.10

Este ejemplo claramente satisface la suposicién ¢ > 0 y ademés es semi-
continuo inferiormente en K.
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Observacién 6.3.6 Se ha probado en el Ejemplo 5.3.10 que se satisfacen la
Suposiciones 2.0.8, 6.0.5 y la Condicion 5.2.4. Este ejemplo también satisface
las Suposiciones 6.2.2a, 6.2.2b y 6.2.5c. Se verifico que

W(z) =1(2*+ (a/ (1 - a)) 0”) ,

conl:=q+r (‘?2/52), x € X es una cota superior para V, (z),n=1,2,-
y V*(x),z € X. De hecho, W (x) =V (f,z),x € X para f(z) = — (7/) z,
r € X. Ya que
7 -~ 2 2 ZO[O-Q
W(y)Q(dy\a:,a):l[(fyx—iréa) +a}—|—1_a<oo, (6.50)

(z,a) € R?, se sigue que las integrales (6.11) y (6.12) son finitas. Finalmente,
como para este Ejemplo la Condicion 5.2.4 se cumple, se sigue que V, vy
V* son convezas en R y las integrales (6.11) y (6.12) son convexas en R?,
entonces las Suposiciones 6.2.2¢ y 6.2.2d se cumplen.

Ejemplo 6.3.7 Sean X = A= A(z) = R. Consideremos
J;t+1:xt+a’?+£ta t:()Jl?”'a (651)

con costo
c(z,a) =h(x)+g(a), (6.52)
donde h (z) = e%,g(a) =2a* +a+1, z,a € R.

Suposicién 6.3.8 Las perturbaciones &, t = 0,1,--- son variables aleato-

rias i.1.d. con valores en S = R. Ademds, supongase que £, tiene una densidad
Ay

k= /eSA (s)ds < o0, (6.53)
con 0 < ak < 1.

Observacion 6.3.9 Claramente ¢ es no negativo (de hecho, h(zx) > 0,z €
X yg(a) >5/8,a€ A)y continuo; ademds las Suposiciones 6.2.2a y 6.2.2b
se satisfacen. La inf-compacidad de ¢ en K y la Suposicion 6.2.5¢ se siguen
del hecho que

lim g (a) = al_i)moog (a) = +o0. (6.54)

a——+00
También, este Ejemplo satisface la Condicion C1 de [7] (obsérvese que
este Ejemplo no satisface la Condicion C2 de [7]). Por lo tanto, la Suposicion
0.0.5 se sigue.
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Lema 6.3.10 a. Q) definida por (6.51) es fuertemente continua.
b. Eziste m € 11 tal que V (m,x) < 0o, para cada x € X.
Demostracion. a. De (6.51) y del Teorema de Cambio de Variable
obtenemos que

Q(B|x,a):/]B [m+a2+s}A(s)ds:/A(s—(m+a2))ds, (6.55)

B

para x € X,a € Ay B € B(X). Por lo tanto, de la Suposicion 6.5.8 y del
Ejemplo C.6 en el Apéndice C de [11] resulta que Q es fuertemente continuo.

b. Sea f € F dado por f(x) = 0, para todo x € X. Entonces, se puede
demostrar por induccion que

El e (2, )] = Ke” + 1, (6.56)

para cadat = 0,1,--- yx € X, donde k se definio en la Suposicion 6.3.8.
Ahora, de (6.56) y de la Suposicion 6.3.8, tenemos que para cada x € X :
et n 1
Cl-—ak 1-o«

V(f,x)= iatEgc(xt, f) < 0. (6.57)
=0

|
Observaciéon 6.3.11 Finalmente, similar al Ejemplo anterior (ver Obser-

vacion 6.3.6) las Suposiciones 6.2.2c y 6.2.2d se siguen de los Lemas 3.9b y
6.2 (y sus demostraciones) de [20)].
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Capitulo 7

Conclusiones y Problemas
Abiertos

En este capitulo se mencionan las conclusiones de esta tesis y los proble-
mas abiertos que se han detectado a partir de los resultados obtenidos.

7.1. Conclusiones

En esta tesis consideramos PDMs descontados, en espacios de Borel, con
las siguientes caracteristicas: (a) son de horizonte infinito;(b) tienen funcién
de costo no negativa y (posiblemente) no acotada;(c) tienen al menos una
politica estacionaria éptima, caracterizada por la Ecuacion de Programacion
Dindmica; y (d) la funcién de valores 6ptimos se aproxima mediante el Al-
goritmo de Iteracion de Valores.

Las consecuencias obtenidas en el trabajo son las siguientes.

Primero en el Capitulo 5 se obtuvo:

I. LA UNICIDAD DE LA POLITICA OPTIMA.

Dicha unicidad, fue obtenida para PDMs que satisfacen una de tres posi-
bles condiciones ajenas.

Estas condiciones imponen restricciones en los elementos de los modelos
de control de Markov considerados.

Dos de las condiciones, presentan hipotesis de convexidad en los elementos
de los modelos de control respectivos. Esencialmente, estas condiciones de
tipo convexo, implican que el lado derecho de la Ecuacion de Programacion

81
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Dinamica es una funcion estrictamente convexa con respecto a los controles,
de donde se obtiene la unicidad de la politica 6ptima.

La tercera condicién no tiene hipdtesis de convexidad en los elementos de
los modelos de control considerados, pero impone ciertas hipétesis de 6rdenes
estocasticos en la ley de transicion y también requiere que la funcion de costo
tenga un minimo Unico con respecto a los controles. Lo anterior implica que
el lado derecho de la Ecuacion de Programacion Dindmica también esta or-
denado teniendo como minimo tnico, el minimo de la funcién de costo; de
aqui se obtiene la unicidad de la politica 6ptima.

En el trabajo se presentan diversos ejemplos que cumplen las condiciones
de unicidad. Entre estos ejemplos se encuentran algunos modelos discretos
(i.e. PDMs con espacios de estados y de controles, ambos conjuntos finitos
y/o numerables), el problema del regulador lineal y un modelo de inventarios.

La siguiente consecuencia se aplica a PDMs descontados para los cuales
existe una politica estacionaria éptima tnica, y fue desarrollada en el Capitu-
lo 6.

II. CONVERGENCIA DE MINIMIZADORES DEL ALGORITMO DE
ITERACION DE VALORES A LA (UNICA) POLITICA ESTACIO-
NARIA OPTIMA.

Dicha convergencia fue obtenida en los sentidos puntual y uniforme sobre
compactos.

Esencialmente, para el desarrollo de II, fueron necesarias hipdtesis de
continuidad en la funcién de costo, en la funcién de valores 6ptimos, en las
funciones de iteracion de valores. También fue necesaria la continuidad de las
integrales involucradas en el lado derecho de la Ecuaciéon de Programacion
Dinamica, asi como de las integrales involucradas en el lado derecho de las
ecuaciones del Algoritmo de Iteracion de Valores (la continuidad requerida
en el caso de las integrales es continuidad sobre la grafica de la multifuncién
r— A(x)).

Una de las principales herramientas en la obtencién de los resultados
de convergencia de la tesis fue el Teorema de Dini. Las hipdtesis de este
teorema quedan validadas debido a las hipotesis de continuidad mencionadas
en el parrafo anterior, y al hecho de que cuando la funciéon de costo es no
negativa, las funciones de iteracion de valores forman una sucesién creciente
que converge a la funcién de valores 6ptimos.

La teoria desarrollada se ilustra con diversos ejemplos.
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Primero se presenta un ejemplo de inventarios con espacios de estados
y de controles, ambos compactos y con funciéon de costo acotada. Para este
ejemplo las hipotesis de continuidad son obtenidas a partir de la continuidad
fuerte del kérnel de transicién y del teorema conocido en la literatura como
el Teorema del Maximo.

También se presentan el problema del regulador lineal y un modelo con
dindamica no lineal y con costo no cuadratico y no acotado. Para estos ejem-
plos las hipétesis de continuidad se cumplen debido a que todas las fun-
ciones para las cuales se requiere continuidad, resultan ser funciones convexas
definidas en conjuntos convexos y abiertos, contenidos en espacios euclidia-
nos.

Finalmente, cabe senalar que a partir de las convergencias puntual y
uniforme sobre compactos de los minimizadores del algoritmo de iteracion
de valores a la politica éptima, es posible pensar en extender el concepto
conocido en la literatura de PDMs como Horizonte de Pronéstico (HP). Esta
extension se puede obtener a partir de la definiciéon de convergencia, ya sea
puntual o uniforme sobre compactos. En efecto, supéngase que {f,,} denota
la sucesiéon de minimizadores del algoritmo de iteraciéon de valores y f* la
politica éptima correspondiente. Si { f,,} converge a f*, uniformemente sobre
compactos, dado un compacto ¢, contenido en el espacio de estados, y € > 0,
existe un entero N(g,¢) tal que {f,} pertenece a la e-vecindad de f* para
todo n > N(s,e) y para todo = € ¢. Entonces, tal entero N(c,¢) fungiria
como la extension del HP.

La siguiente consecuencia fue desarrollada en el Apéndice B.

I11. DETECCION DE UNA POLITICA QUE APROXIMA A LA POLITICA
OPTIMA

Los requerimientos para III, fueron: (a) la convergencia uniforme sobre
compactos de {f,} a f*; (b) la unicidad de cada {f,} (n =1,2,---); (c) la
compacidad de los conjuntos de controles admisibles; y (d) contar con una
tasa de convergencia para la convergencia de las funciones de iteracion de
valores a la funcion de valores 6ptimos; esta ultima hipdtesis se garantiza en
el apéndice suponiendo costo acotado.

Dado un conjunto compacto ¢, contenido en el espacio de estados, y dado
e > 0, la convergencia uniforme de {f,} a f* sobre ¢, garantiza la existencia
de un entero positivo N (s, £) tal que d (fn() (z) , f*(2)) < € paratodo z € ¢
(d denota la métrica en el espacio de controles). En este sentido, fy(q) ()
aproxima a f*(z) para todo x € q.



84CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS

En el Apéndice B, es presentado un algoritmo que permite detectar tal
entero N (¢, €) y la correspondiente fy( ) aproximante.

También en el mencionado Apéndice se proporciona un ejemplo para ilus-
trar la teoria desarrollada.

7.2. Problemas Abiertos

En esta seccién se mencionan algunos problemas abiertos que han sido
observados a partir de los problemas que se han tratado en esta tesis.
Como primer problema se plantea la posibilidad de:

I. Establecer los resultados de unicidad de la politica éptima y de la
convergencia puntual y uniforme sobre compactos, de la sucesion de
minimizadores del algoritmo de iteracién de valores a la politica 6ptima,
al caso de PDMs descontados con funcién de costo no necesariamente
no negativa.

En esta situacion, por ejemplo, podria no aplicarse el Teorema de Dini,
el cual se utiliz6 para demostrar la convergencia de f, a f*.

Otro problema importante es:

I1. Establecer los resultados de unicidad y de convergencia, correspondien-
tes, para PDMs con otros criterios de rendimiento, por ejemplo, para
el criterio de costo promedio esperado (ver la Observacién 2.0.5).

Observacién 7.2.1 Para el problema de costo promedio, podria utilizarse
el hecho de que con kérneles con minorantes el caso de costo promedio es
equivalente a un problema con costo descontado (ver [23] y [25]). También,
podrian utilizarse resultados que estudian el problema de costo promedio via
problemas de costo descontado (ver [26] y [40]).

También se plantea lo siguiente:

III. En el Apéndice B, dado un compacto ¢ € X y € > 0, se proporciona
un algoritmo para detectar un entero positivo N (s,€) v fn(s,e), que
aproxima uniformemente a f* en ¢, pero no se han dado cotas para tal
N (s, ¢) . Por lo tanto, se propone estimar el nimero de iteraciones del
Algoritmo para determinar N (g, ).
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Apéndice A
Resultados Basicos

Lema A.0.2 Sea Y un espacio métrico. Supongase que gn,qg : Y — R son
funciones continuas para cada n = 1,2,---. Entonces g, (z,) — g(2) para
cada z € Y y sucesion z, — z, si y solo si {g,} converge a g uniformemente
sobre conjuntos compactos.

Demostracién. Supdéngase que ¢, (2,) — ¢ (z), para cada z € Y y suce-
sion z, — z, pero no tenemos una convergencia uniforme sobre algtin sub-
conjunto compacto ¢ C Y. Entonces, existe € > 0, también una sucesion de
enteros ny < ng < --- y una sucesion de puntos yi € ¢,k = 1,2,---, tales
que

|Gy, (Yk) — 9 ()| > &, (A1)

para cada & > 1. Es posible suponer sin pérdida de generalidad que y; —
y € ¢ (recuérdese que ¢ es un conjunto compacto). De la hipétesis, se sigue
que gn, (yx) — ¢ (y); por la continuidad de g, se tiene que

|Gy, (k) — 9 ()| < gy, (Y) — 9 W) + 19 (y) — g (yx)| — 0, (A.2)

k — o0, lo cual es una contradiccién a (A.1).

Ahora, supéngase que g, — ¢g uniformemente sobre conjuntos compactos
y zn — z; entonces ¢ := {z,} U {z} es compacto, asi que g, — ¢ uniforme-
mente sobre ¢; entonces

|gn (2n) = 9 (2)] < lgn (20) — g (20)| + 19 (20) — g (2)] (A.3)

y la continuidad de g, se tiene que g, (z,) — g (2), n — 0. m
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Observacion A.0.3 El Lema A.0.2 es un caso particular del resultado 7.5
del Capitulo XII en [21]. De hecho, el Lema A.0.2 se cumple cuando g, y g
estdn definidas en un espacio topoldgico Y (1° numerable) y toman valores
en un espacio métrico Z (ver [21]).

Presentamos un resultado de multifunciones. La definicién y otras carac-
terizaciones de multifunciones se pueden ver en el Apéndice D de [28].

Definicién A.0.4 Sean X y Y espacios de Borel (no vacios). Sea ¥ una
multifuncion de X aY. U es s.c.s. en X si{x € X |V (x)NF # 0} es ce-
rrado en X para cualquier conjunto cerrado F' C Y.

Lema A.0.5 Sean X yY espacios de Borel (no vacios). Sea ¥ una multi-
funcion de X a'Y. Supdngase que U (x) # 0 es compacto para cada x € X.
Entonces U es s.c.s. si y solo si, para cada x € X y para cualquier sucesion
xr, — x en X y cualquier sucesion {y,} tal que y, € ¥V (z,), n = 1,2,--- |
existe una subsucesion {y,, } de {yn} yy € V(x) tal que y,, — y.

Demostracién. Supéngase que ¢ € X, x, - zen X y vy, € ¥ (x,),
para todo n = 1,2, ---. Por las hip6tesis sobre x — ¥ (z), de la Proposicién
5, p. 72 en [3], se sigue que U, ¥ (2) es un conjunto compacto, donde ¢ es
el conjunto compacto definido como

¢ = {xy,xg,--- } U{x}. (A4)

Asi, debido al hecho que para cada n, y, € U,V (2), existe una subsuce-
sion {y,, } de {yn} v y € Y tales que y,, — y. Ya que ¥(z) es compacto
también es cerrado. Por lo tanto,

Gr(V)={(z,y) |z X,y ¥ (2)} (A.5)

es cerrado (ver Proposicién 7, p. 110 [1]; o Proposicién D3 en el Apendice D,
p. 182 [11]). Entonces, ya que (T, , Yn,) € Gr (V), para todo k, y (Tn,, Yn, ) —
(z,y) en X x Y, entonces (z,y) € Gr (V), i. e. y € ¥ (z).

Reciprocamente, sean F' C X un conjunto cerrado y

rpn€{re X |V(z)NF #0D}, (A.6)

n=1,2,--- tal que x,, — T en X. Entonces, para cada n, sean: y,, € ¥ (x,)N
F, {yn, } una subsucesién de {y,} y y € ¥ (T), tales que y,,, — y. Obsérvese
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que para cada k, y,, € ¥V (x,,)NF C F'y F es cerrado en X, entonces y € F.
Asi, ye U (Z)NF.Porlotanto, 7€ {r € X |V (z)NF #0}. m

El lema siguiente (ver Ejemplo C.6 en el Apéndice C en [28]) se ha usado
para probar algunos resultados concernientes a la propiedad de que el kernel
() es fuertemente continuo.

Lema A.0.6 Sean X yY espacios de Borel. Sea P un kérnel estocdstico de
X dado Y y supongase que existe una medida o-finita m sobre X tal que,
para cualquier y € Y, P (- | y) tiene una densidad p (- | y) con respecto a m,
es decir,

P<B|y>:/3p<x|y>m<dx>, (A7)

para todo B € B(X), y € Y. Sip(x|-) es continua en Y para cualquier
x € X, entonces P es fuertemente continua.

Una forma maés precisa del lema anterior, que hemos usado, es la siguiente:
Lema A.0.7 Consideremos un PDM con modelo de control de Markov
(X, A {A(z) |z € X},Q,c¢).
Supongase que X = R, y que Q esta inducida por la ecuacion en diferencias
Ter1 = g (T4, ar) + &4, (A.8)

donde &,,t = 0,1,--- | son variables aleatorias con valores en S = R, con
funcion de densidad A continua, y g es una funcion real definida en K.
Entonces Q) es fuertemente continua.

Demostracién. Se sigue del Teorema de Cambio de Variable y del Teo-
rema de Scheffé (ver [11]). m
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Apéndice B
Un Algoritmo de Deteccion

En este Apéndice se consideran PDMs descontados, para los cuales { f,,} —
f* uniformemente sobre compactos; especificamente, se suponen las hipétesis

6.2.2 y 6.2.5b.
Para tales PDMs, el Teorema 6.2.12 garantiza que dado ¢ C X compacto
y € > 0 existe un entero positivo N (s, ¢), tal que

d(free (@), f* (1) <,

para todo x € <.
El objetivo del Apéndice es describir una forma de detectar uno de tales

enteros N (g, ¢).

Suposicién B.0.8  a. El conjunto de acciones admisibles A (z), x € X,
es compacto.

b. El costo c esta acotado, esto es, existe M > 0 tal que:
0<c(x,a) <M, (B.1)
para cada (z,a) € K.
c. Para cadan=1,2,---, el minimizador f, es unico

Observacién B.0.9 Del acotamiento de ¢ es posible demostrar que (ver

[28)) .
Vi (@) =V (@)] < 7= = O (n), (B.2)

n=12--
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Notaciéon B.0.10 Seanx € X yn=1,2,---.

a. Sea d la métrica sobre el espacio de controles A. Para cada ¢ > 0,
B. (fn (x)) es la e—vecindad de f, (x) sobre A (z), i.e.

Be (fn (2)) = {a € A(z) [ d(a, fn (z)) <e}. (B.3)
B¢ (fn (x)) es el complemento de B (f, (z)) con respecto a A (z), i.e.
B (fu () ={a € A(x) [ d(a, fu(z)) = €} (B.4)
Sea ¢ C X un conjunto compacto no vacio y sea £ > 0.
b. K. :={(z,a) e K|z €¢,a € A(x)}.
c. K,:={(z,a) eK|zeg,ae B(f,(x))}, donden=1,2,---
d. Consideramos también
D, (x,a) = Gy (z,a) =V, (2), (B.5)
(r,a) e Kin=1,2,---y
D (z,a) =G (z,a) — V" (), (B.6)
(z,a) € K.
Lema B.0.11 Para cadan =1,2,---, f, es continua.

Demostracion. Se sigue de la unicidad de f,; la prueba es similar a la
demostracién de que f* es continua (ver Lema 6.2.9). m

Lema B.0.12 Sean ¢ C X un conjunto compacto no vacio ye > 0. Si las Su-
posiciones 6.2.2 y 6.2.5b se cumplen, entonces K,, es un conjunto compacto,
para cada n = 1,2,---. Ademds, K. es un conjunto compacto. (Obsérvese
que K,, C K, para todon =1,2,---).

Demostracion. Sea ¢ C X un conjunto compacto no vacio y sea € > 0.
Fijemos un entero positivo n. Primero se demuestra que K,, es un conjunto
cerrado en X x A. Sean (xy,a;) € K,, k = 1,2,--- | tales que (xy,a;) —
(z,a) € K. Obsérvese que = € ¢. Ademés, ar, € BS(f, (zx)), k= 1,2,--- .
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Como f, (-) es una funcién continua, se sigue que f, (xy) — f, (z) cuan-
do k — oo. Entonces, d (ag, fn (xx)) > € para todo k = 1,2,--- | implica
d(a, fn (x)) > g, por lo tanto a € B (f,, (x)). Asi, K, es un conjunto cerrado
en K y del Lema 6.2.3a, se sigue que K,, es un conjunto cerrado en X x A.
Obsérvese que A () = UzecA () es un conjunto compacto (ver [4], p. 72).
Como
K, Csx A(s), (B.7)

y del Lema 6.2.3b (con J =¢x A(s)), se sigue que K, es un conjunto
compacto.

Ahora, sean (z,,a,) € K, para cadan = 1,2,---, tales que (z,,a,) —
(z,a) € K. Asi, como ¢ es un conjunto compacto, entonces = € ¢. Por lo tanto
(z,a) € K, i.e., K es un conjunto cerrado en K. Puesto que K. C ¢ x A (<),
se sigue que K. es un conjunto compacto. m

El siguiente teorema nos da un criterio para detectar uno de los enteros
N(s,e) (nétese que en la demostracién del teorema se necesita el hecho de
que {f,} converge uniformemente sobre compactos a f*).

Teorema B.0.13 Sean ¢ C X un conjunto compacto no vacio y € > 0
arbitrario fijo. St las Suposiciones 6.2.2 y B.0.8 se satisfacen, entonces existe
un entero positivo N (s, €) tal que se cumple al menos una de las condiciones:
Kn@ey =00

inf Dy (x,a) > O (N (s,¢)). (B.8)

(zva)eKN(C’s)

Demostracién. Supdéngase que existe € > 0 y un conjunto compacto no
vacio ¢ C X, tal que K, #0 y

inf D, (z,a) <O (n), (B.9)
(z,0)€Ky
para todo n.
Asi, para cada n, sea (x,,a, (x,)) € K,, tal que

inf D, (z,a) = D, (zp,an (x,)) . (B.10)

(z,a)€Ky,

Obsérvese que la relacién (B.10) es vélida, ya que para cadan =1,2,-- -,

D, (-,+) es continua y K, es un conjunto compacto no vacio (ver Lema
B.0.12).
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Entonces, de (B.9) y (B.10), se sigue que
0 < D, (zn,a, (x,)) <O (n), (B.11)

para todo n. Sean y, := a, (z,,) € A(z,), n=1,2,---. Puesto que (z,,y,) €
K, , K, C K, para todo n y K es un conjunto compacto (ver Lema B.0.12);
existe una subsucesion {(x,,,vn,)} de {(zn,yn)} v (2,y) € K. tales que
T, — TY Y, — Y. Como (T, ,Yn,) € K,,,

d (Ynyor r (Tn,)) 2 €, (B.12)
para todo k. Si K — oo, en la desigualdad anterior, obtenemos
d(y, " (x) > €, (B.13)

entonces y # f* (x). (Obsérvese que del Teorema 6.2.12, f,, — f* uniforme-
mente en ¢. De la Suposicién 6.2.2 y Lema A.0.2, se sigue que f,, (z,,) —
[ (x), k— +o00.)

Ahora, probaremos que D, (+,-) converge a D (-, -) uniformemente en K.
Ya que V,, (z) T V* (z); entonces, para el ¢ > 0 dado, existe un entero positivo
N tal que
€
57
para todo n > N; y para todo x € ¢ (ndtese que de la Suposicién 5.3.15d y
el Teorema de Dini, se sigue que V,, converge a V* uniformemente sobre ¢).
Del Lema 6.2.10 (con © = K,) existe un entero positivo Ny, para el mismo
e > 0, tal que

Vo () = V™ (2)] < (B.14)

™

|Gy (z,0) — G (x,a)] < =, (B.15)

\V)

para todo n > Ny y para todo (7, a) € K. Sea N = max { Ny, N}. Entonces,
para todo n > N y para todo (z,a) € K,

|Dy, (z,a) — D (x,a)] = |Gp(z,a) =V, (x) — G (x,a) + V" (2)]
< |G (xz,a) — G (z,a)|
+ Vi () = V™ (2)]
< g (B.16)

donde (B.16) es vélida debido a (B.14) y (B.15).

Por lo tanto, D, (-, -) converge a D (-,-) uniformemente en K.
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Ahora, consideremos
0 < Dy (s Yny,) < O () (B.17)
k=1,2,---. Por el Lema A.0.2, y ya que

lim O (ng) =0, (B.18)

k—o0

es posible obtener, usando k — oo en (B.17), que
D (z,y) = 0. (B.19)

De la unicidad de la politica f*, se concluye que y = f* (x). Esto es una
contradiccién a (B.13). Esto completa la demostraciéon del Teorema. m

Observacién B.0.14 Sean ¢ C X wun conjunto compacto no vacio y € >
0. Bajo las Suposiciones del Teorema B.0.13 se tiene que existe un entero
positivo N (s,€) (el cual por simplicidad denotaremos por N ) tal que:

1. KN:(Z);é

| inf Dy (z,a) > O(N). (B.20)

(z,a)eKpn

Obsérvese que bajo i o i1 se obtiene que

d(fn(x), f*(x) <e (B.21)

para todo x € <.

En efecto, si se cumple i, entonces BE(fy (x)) = 0 para todo x € <
(recuérdese que < es distinto del vacio), es decir, B: (fn (z)) = A(x) para
todo x € . De donde se obtiene (B.21).

Supéngase que ii se cumple. Sean v € ¢ y a € BE(fn (z)). Entonces,
usando (B.5), (B.6), el Lema 2.0.11b, (B.2) vy ii, tenemos
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D (z,a) = c(x,a)+a/V*(y)Q(dy|x,a)—V*(x)
> c(x,a>+a/v*<y>@<dy|x,a>—vN<as>
¢ a>+a/v*<y>@<dy\x,a>—a/w1<y>Q<dy\x,a>

ta / Vaes () Q (dy | 2,a) — Vi (2)

Dy (z,a) + a / V* (y) — Vs (9)] Q (dy | . 0)
Dy (z,a) —aO (N — 1)
(

>

> inf Dy (z,a) —aO (N —1)
(z,0)eRKpn

= inf Dy(x,a) —O(N)
(z,0)eKpn

> 0.

Como D (x,a) > 0, se sigue que a no es dptima para x.
En particular, (z, f* (z)) ¢ Ky, es decir, f*(x) € B.(fy (z)) o equiva-
lentemente

d(fn(2), " (z)) <e.

Como x € < es arbitrario, se sigue (B.21).

Usando la Observacién B.0.14 podemos proponer el siguiente Algoritmo
para detectar un N que cumpla (B.21).

Algoritmo B.0.15 Sean ¢ C X compacto y no vacio, y € > 0,
1. Tomese n = 1.
2. 81 K, = 0, entonces parar y f, es una e-aproximacion de f* ens. En
otro caso continuar.
3. Calcular:
inf D, (z,a).

(z,a)€Ky

4. Si ( iglf D, (z,a) > O (n), entonces parar y el correspondiente mini-
x,a)EKy,

mizador f, es una e-aprorimacion para f* en . En caso contrario ir al paso
stquiente.
5. Incrementar n en una unidad y regresar al paso 2.
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Ejemplo B.0.16 Considérese:
a. X =A=][0,1].
b. A(z) =10,1—xz],z € X.

¢. Tipq = | +a, — &7, donde {€,} es una sucesion de variables aleato-
rias i.i.d., que toman valores en S = [0,00), con densidad comin A
continua y acotada.

d. c(z,a) =+ [a—%(l—x)f, para (x,a) € K.

El factor de descuento es a = %

Observacién B.0.17 Este ejemplo satisface las hipdtesis 2.0.8, 6.0.5, 6.2.5a,
6.2.5b, 6.2.2 (ver Ejemplo 6.5.2).

Lema B.0.18 El Ejemplo B.0.16 satisface las Suposiciones B.0.8.

Demostracién. Las Suposiciones B.0.8a y B.0.8b son inmediatas. Para
B.0.8c, obsérvese que el costo es estrictamente convexo, entonces por un
argumento similar a la prueba de que f* es unica, se puede concluir que f,
es Unica para cadan=1,2,---. =

Lema B.0.19 Siec = 02 y ¢ = [0,}1], entonces N (¢,e) = 1; es decir,
d(fi(z), f*(x)) <0,2 para todo = € g.

Demostracion. Sea x € ¢. Calculos directos muestran que
Vi(z) ==, (B.22)

con

fi(z) = , (B.23)
entonces

Ki = {(z,0) eK|z€cacBg,(fix)}

- {(x,a)€K|x€ [O,ﬂ,a—%(l—x)

> 0,2} ., (B.24)
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por lo tanto, se obtiene que

min D (z,a) = —

(z,0)€Ky 25
S Mo
11—«
B 1
27
Asi,
1—2z
fl (.I') - 9 )

es una (= 0,2) aproximacién de la politica 6ptima, para todo x €¢. m
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