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Resumen

La falta de datos en las variables explicativas de los modelos lineales generalizados es un problema
comun que se ha estudiado por muchos anos y se han propuesto diversos métodos para enfrentarlo.
Entre estos métodos, un procedimiento basado en modelos como lo es maxima verosimilitud,
representa una metodologia de estimacion de parametros sélida y flexible, ya que la funcién
de verosimilitud estd disponible en forma computable. Sin embargo, para lograr esto ultimo, es
necesario modelar adecuadamente las distribuciones conjuntas tanto de las variables explicativas
parcialmente observadas, como de las correspondientes variables indicadoras de pérdida de datos.
En este trabajo, se propone una nueva metodologia basada en modelos para el andlisis de regresion
de modelos lineales generalizados cuando las variables explicativas parcialmente observadas son
categdricas. La propuesta consiste en usar construcciones con cépulas pareadas bivariadas como
una herramienta versatil para facilitar el modelado de distribuciones conjuntas multivariadas de
alta dimensién. De esta manera, los parametros del modelo pueden ser estimados maximizando la
funcién log-verosimilitud mediante el uso del algoritmo EM via ponderaciones. Para la estimacion
de los errores estandares se usa el método de matriz de informacion observada.

Con el fin de comparar el desempeno de la metodologia propuesta con otros enfoques ya
bien establecidos, incluyendo anélisis con casos completos e imputacién multiple, se llevaron a
cabo varios experimentos de simulacién bajo diferentes escenarios de pérdida de datos, tanto
aleatoria como no aleatoria. Adicionalmente, se realizaron simulaciones con variables respuesta
tipo Binomial, Poisson y Normal, utilizando para ello diversas estructuras de dependencia entre
las variables explicativas con datos faltantes y entre las variables indicadoras. Ademds, para ilustrar
la viabilidad practica de los métodos planteados, se realizo el modelado de datos del ensayo clinico
E1684 sobre un melanoma en fase III, y esto se compard con lo obtenido mediante imputacion
multiple y con el software LogXact. También se efectuaron los correspondientes andlisis de
sensibilidad y diagnésticos para evaluar las suposiciones hechas acerca del modelo. Los resultados
de las simulaciones y de la aplicaciéon muestran que la metodologia aqui propuesta es robusta
y flexible, representando una alternativa competitiva a las técnicas tradicionales. Finalmente, se
plantean como temas de investigacion a futuro, tanto la mejora computacional del método como

la inclusién de variables explicativas continuas con datos faltantes.



Capitulo 1

Introduccion

Tarde o temprano (usualmente temprano) todo analista estadistico se encontrard con datos
faltantes en los conjuntos de datos a analizar. Tradicionalmente, un conjunto de datos es una matriz
rectangular, donde los renglones representan, dependiendo del contexto, unidades experimentales,
casos, observaciones o sujetos, mientras que las columnas representan variables explicativas o
variables respuesta para cada unidad experimental. Las entradas de la matriz suelen ser niimeros
reales que representan las categorias o los valores cuantitativos de las variables para los sujetos
correspondientes. En un conjunto de datos tipico algunas de dichas entradas para las variables
explicativas carecen de valores medidos (datos faltantes) por muy diversas razones. Pero, ;por
qué los datos faltantes son un problema? Porque los métodos estadisticos estandar y la mayoria del
software estadistico disponible han sido desarrollados para analizar conjuntos de datos completos;
esto es, los modelos presuponen que todos los casos tienen informacién en todas las variables
incluidas en el andlisis, que si no toma en cuenta a los datos faltantes, puede generar estimadores
sesgados y poco eficientes (Horton and Kleinman, 2007). Por ejemplo, Van Buuren (2012) afirma
que el procedimiento estandar para los casos con valores faltantes es eliminarlos. Para ilustrar esto,
cita que Hand et al. (1994) publicaron una coleccién de pequenios conjuntos de datos encontrados
en la literatura estadistica. Pero sélo 13 de los 510 conjuntos de datos en la coleccion tienen un
cédigo para identificar a los datos faltantes. Para el resto, el problema de los valores faltantes
probablemente ha sido “resuelto” de alguna manera. Sin embargo, Van Buuren descubrié que
cierto conjunto de datos completo de 34 sujetos en el libro de Hand, originalmente se componia
de 39 sujetos. Entonces concluye que es razonable asumir que la eliminacion de casos con valores

faltantes ocurrié silenciosamente en muchos de los otros conjuntos de datos.



1.1. Clasificacion de los datos faltantes

Rubin (1976) introdujo un sistema de clasificacién para datos faltantes que ain hoy en dia es
ampliamente usado en la literatura estadistica. De su trabajo resultaron los llamados mecanismos
de pérdida de datos que abordan de manera conceptual la siguiente cuestion: el hecho de que una
variable tenga datos faltantes jestd relacionado con los valores subyacentes de alguna o algunas de
las variables en el conjunto de datos? Entender estos mecanismos es crucial ya que las propiedades
de los diferentes métodos para manipular datos faltantes estan estrechamente relacionadas con el
tipo de mecanismo de pérdida presente en el conjunto de datos.

Considérese el conjunto de datos de observaciones independientes {x;,z;,y;}, coni=1,...,n
mostrado en la Figura 1.1, donde x; es un vector de variables explicativas completamente
observadas, z; es un vector m-dimensional de variables explicativas parcialmente observadas, y
y; es la variable respuesta observada. Sea r; un vector m-dimensional de variables indicadoras de
datos faltantes, cuya k-ésima componente r;; es igual a 1 si la k-ésima componente de z; es valor
observado y 0 si es valor faltante, con £ = 1,...,m. Debido a que la falta en una observacién
ocurre al azar, r es un vector aleatorio y se le asociara una distribucion de probabilidad conjunta
dada por f.(r|w;v), donde w = (x,z,y) v v es el vector de pardmetros que caracteriza a la

distribuciéon conjunta.

X z1 Z9 Zm Yy T1 T2 T'm
1| e e — - e 1 0 0
2| e o ° ° 1 1 1
3|e — - ° 0 O 1
41 e — o — e 0 1 0
5| e — - - e 0 O 0
6| e — ° . ° 0 1 1
7| @ @ ° — ° 1 1 0
n|e e - ° ° 1 0 1

Figura 1.1. Conjunto de datos con valores observados (e) y valores faltantes ().

El primer mecanismo de datos faltantes es el completamente aleatorio (MCAR, por sus siglas en
inglés), y se define como aquel en el que la probabilidad de que falte un valor en cierta variable es
totalmente independiente de los valores de todas las variables en el conjunto de datos; es decir, de

manera formal fi.(r|w;v) = f(r|v). Aunque MCAR es un supuesto bastante restrictivo y pareciera



poco practico, hay ocasiones en que es razonable; por ejemplo, cuando los datos son eliminados
porque una variable en particular es muy costosa de medir. Aqui la estrategia consiste en medir
dicha variable s6lo para un subconjunto aleatorio de la muestra completa, implicando que los datos
son MCAR para el resto de la muestra. A modo de ejemplo de simulacién, supéngase que la variable
indicadora 7y, tiene una distribucién dada por f(ri|w;p) = p™(1 — p)'="*, i.e. Bernoulli(p) con p
constante, entonces la pérdida de datos en su variable explicativa correspondiente z, es MCAR.

El segundo mecanismo de datos faltantes es el ignorable o aleatorio (MAR, por sus siglas en
inglés), y se define como aquel en el que la probabilidad de que falte un valor en cierta variable es
independiente de los valores de la variable misma, aunque podria o no depender de los valores de
las demas variables; esto es, f.(r|w;v) = f(r|x,y;v). Ahora bien, en el caso de que tampoco haya
dependencia de r con ninguna de las demas variables nos remite al mecanismo MCAR; es decir,
MCAR sélo es un caso particular de MAR, donde éste 1ltimo es menos restrictivo. Nétese que a
pesar de su nombre, MAR no significa que los datos faltantes sean una muestra aleatoria simple
de todos los datos, como sucede con el mecanismo MCAR. Un problema practico importante con
el mecanismo MAR es que no existe manera para validarlo; esto es, no se puede verificar si la
probabilidad de valores faltantes en cierta variable es independiente de sus propios valores porque,
precisamente, no estan disponibles. El término ignorable se refiere al hecho de que para realizar
un analisis de datos con valores faltantes MAR no es necesario modelar el mecanismo de pérdida
subyacente, o en otra palabras, se puede ignorar dicho mecanismo de pérdida. Como ilustracién,
supéngase que la variable indicadora ry, tiene una distribucién dada por f(rg|w;p) = p"(1—p)'~"*,
con p = exp(x + y)/(1 + exp(x + y)), entonces la pérdida de datos en su variable explicativa
correspondiente z; es MAR.

El tercer mecanismo de datos faltantes es el no-ignorable o no-aleatorio (MNAR o NMAR, por
sus siglas en inglés), y se define como aquel en el que la probabilidad de que falte un valor en cierta
variable depende de los valores de la variable misma, y podria o no depender de los valores de
las demds variables; esto es, f.(r|w;v) = f(r|w;v). Inferencias validas bajo MNAR generalmente
requieren especificar un modelo plausible para el mecanismo de pérdida de datos, de ahi el término
no-ignorable. Al igual que con el mecanismo MAR, no hay manera de verificar si la pérdida de
datos es MNAR sin conocer los valores de dichos datos. Por esta razén, un componente clave en
un analisis con datos faltantes MNAR es hacer un analisis de sensibilidad, lo cual implica ajustar

diferentes modelos del mecanismo de pérdida para examinar que tan sensibles son los resultados



a los diferentes modelos propuestos. Como ejemplo de este mecanismo de pérdida, supdngase
que la variable indicadora 7 tiene una distribucién dada por f(ry|w;p) = p™(1 — p)'~"*, con
p =exp(x + 2z, +y)/(1 + exp(x + 2 +y)), entonces la pérdida en z;, es MNAR.

A modo de ilustracion adicional, considérese el conjunto de datos mostrado en la Tabla 1.1.

Tabla 1.1. Eliminacién de valores de z

bajo los tres mecanismos de pérdida.

| z

z z | MCAR MAR MNAR

8 9 - - 9
84 13 13 - 13
84 10 - 10
8 8 8 -
87 7 7 - -
91 7 7 7
92 9 9 9 9
94 9 9 9 9
94 11 11 11 11
96 7 - 7 -
99 7 7 7 -
105 10 10 10 10
105 11 11 11 11
106 15 15 15 15
108 10 10 10 10
112 10 - 10 10
113 12 12 12 12
115 14 14 14 14
118 16 16 16 16
134 12 - 12 12

En las tres ultimas columnas de la tabla anterior se reproduce la misma variable z pero
con ciertos valores faltantes, los cuales fueron eliminados de acuerdo a los siguientes modelos
de censura. Sea r la variable indicadora de z, entonces f(r|x,z;p) = p"(1—p)'™", donde p = 0.75

para MCAR,

0 si <90 _J 0 st 2<8
p_{ 1 Si .T>90 para MAR, y p_{ 1 Si Z>8 para MNAR

Los datos faltantes se han estudiado por décadas y se han propuesto docenas de métodos para
enfrentar el problema. Muchos de estos métodos son actualmente de uso generalizado, mientras
que otros son ahora poco mas que pies de pagina historicos. A continuacion se describen de manera

breve algunos de los métodos tradicionales desde los més simples hasta los mas elaborados.



1.2. Métodos basados en eliminacion

1.2.1. Analisis con casos completos

Conocido en inglés como complete-case analysis o listwise deletion es el método por defecto para
tratar datos incompletos en muchos paquetes estadisticos, incluyendo SPSS, SAS y Stata. La
funcién na.omit () hace lo mismo en S-PLUS y R. El procedimiento elimina todos los casos con uno
o mas valores faltantes en las variables bajo andlisis. Su principal ventaja es la conveniencia ya que
no requiere técnicas complejas. Si la pérdida de datos es MCAR, este método produce estimadores
insesgados de medias, varianzas y coeficientes de regresion. Ademas, bajo MCAR, genera errores
estandares que son adecuados para el subconjunto de datos reducido, pero a menudo son mayores
con respecto al conjunto de datos completo, ya que el tamano de la muestra es un componente clave
en el calculo de los mismos. Una desventaja de este método es que es potencialmente dispendioso.
No es raro en aplicaciones reales que mas de la mitad de la muestra original se pierda, especialmente
si el nimero de variables es grande. Es claro que una submuestra muy pequena podria degradar
seriamente la habilidad para detectar los efectos de interés (Van Buuren, 2012).

Si el mecanismo de pérdida no es MCAR, un analisis con casos completos puede generar
estimadores bastante sesgados de medias, coeficientes de regresiéon y correlaciones. Little and
Rubin (2002) muestran que el sesgo en la media estimada se incrementa con la proporcién de datos
faltantes. Schafer and Graham (2002) hacen simulaciones que ilustran el sesgo del método bajo
MAR y MNAR. Sin embargo, ellos también afirman que este método no siempre es malo, ya que si
un problema de datos faltantes puede ser resuelto eliminando sélo una parte pequena de la muestra,
entonces el método puede ser bastante efectivo. Sin embargo, muchos metodoélogos son cautelosos
de dar consejos acerca del porcentaje de casos incompletos por debajo del cual es razonable utilizar
esta estrategia. Little and Rubin (2002) argumentan que es dificil formular reglas generales dado
que las consecuencias de usar casos completos dependen en mas que sélo la proporciéon de datos
faltantes. En el contexto de andlisis de regresién, este procedimiento posee algunas propiedades
unicas que lo hacen atractivo en situaciones particulares. Hay casos en los cuales un analisis con
casos completos puede proveer mejores estimadores que atn los procedimientos mas sofisticados.
Por ejemplo, el método puede producir estimadores insesgados de coeficientes de regresion bajo
cualquier mecanismo de datos faltantes, siempre y cuando la pérdida de datos esté en funcion de

las variables explicativas y no de la variable respuesta (Little, 1992).



1.2.2. Analisis con casos disponibles

Este método también llamado en inglés available-case analysis o pairwise deletion intenta mitigar
la pérdida de informacion que se produce con el método de casos completos. La idea detréas de este
método es calcular el vector de medias y la matriz de (co)varianzas usando todos los casos con
valores disponibles. Esto es, la media de cierta variable Z; se calcula con todos los casos con valores
observados en 77, la media de una variable Z se calcula con todos los casos con valores observados
en Zs, v asi sucesivamente. Para calcular la covarianza y la correlacion entre dos variables Z; y Zs,
todos los casos que tengan valores observados tanto en Z; como en Z, seran utilizados. Después,
las matrices con los estadisticos resultantes se introducen a una rutina de andlisis de regresién, de
analisis factorial o de cualquier otro procedimiento de modelado.

Los paquetes SPSS, SAS, Stata, S-PLUS y R, entre otros, contienen procedimientos con alguna
opcion para realizar andalisis con casos disponibles. El método es simple, usa toda la informacién
disponible y produce estimadores consistentes de medias, covarianzas y correlaciones bajo el
mecanismo de pérdida MCAR. Sin embargo, los estimadores pueden ser sesgados si la pérdida de
datos no es MCAR. Ademas, existen problemas computacionales. La matriz de correlaciones puede
no ser definida positiva, que es una condicién para la mayoria de los procedimientos multivariados.
Correlaciones fuera del rango [—1, +1] pueden ocurrir, lo cual es un problema originado por el uso
de diferentes subconjuntos de casos para calcular las covarianzas y las varianzas. Tales problemas
son mas severos para las variables altamente correlacionadas (Little and Rubin, 2002).

Otro problema es que no es claro cual tamano de muestra deberia ser usado para calcular los
errores estandares. Por ejemplo, considérese un analisis de regresion que usa como entrada una
matriz de covarianzas obtenida con este método. En este caso no hay un tamano de muestra
unico aplicable a la matriz de covarianzas completa. Consecuentemente, no existe una manera
directa para calcular los errores estandares, por lo que los paquetes de software estadistico utilizan
diversas técnicas para aproximarlos. Algunos paquetes toman un tamano de muestra promedio,
pero es probable que este enfoque produzca errores estandares subestimados para unas variables
y sobrestimados para otras (Little, 1992). Aunque usar tanta informacién como sea posible es
ciertamente una buena idea, el propio analisis de una matriz por pares requiere técnicas sofisticadas
de optimizacion y férmulas complejas para calcular los errores estandares. De este modo, la
simplicidad atractiva del anélisis con casos disponibles como un método general para tratar datos

faltantes se pierde, lo cual limita su utilidad como una buena alternativa (Van Buuren, 2012).



1.3. Métodos basados en imputaciéon simple paramétrica

1.3.1. Imputacién de la media

Conocida en inglés como unconditional mean imputation, toma el camino aparentemente atractivo
de imputar (sustituir) los valores faltantes de cierta variable con la media aritmética de los valores
observados de la misma. Los metodélogos a menudo atribuyen a Wilks (1932) esta vieja idea
(citado en Enders, 2010, p. 42). Esta estrategia es atractiva porque genera conjuntos de datos
completos que pueden ser analizados con metodologia convencional, por lo que la comodidad es
una de sus principales ventajas. Otro beneficio de esta técnica es que hace uso de todos los
datos que los métodos basados en casos completos podrian descartar. Sin embargo, es claro
que imputar valores en el centro de la distribucién reduce la variabilidad de los datos. Como
consecuencia se reducen los errores estandares, las varianzas, covarianzas y las correlaciones.
A modo de ilustracion, considérese la siguiente férmula para calcular la covarianza muestral:
0z, = Y il(z1i — fiz,)(22i — fiz,)]/(n — 1). Casos con valores faltantes ya sea en Z;, en Z, o
en ambas, atentdan la magnitud de la covarianza muestral asi calculada, ya que Z; y Z5 al ser
imputadas con la media contribuyen con ceros en el numerador de la férmula anterior. Algo similar
ocurre con las correlaciones que tienen a las covarianzas como numerador: p = 6z,2,/07,62,.
Little and Rubin (2002) proporcionan férmulas de ajuste que producen estimadores insesgados de
varianzas y covarianzas con pérdida de datos MCAR, pero estas correcciones terminan generando
estimadores que son idénticos a los obtenidos con el método de casos disponibles. De hecho,
estudios de simulacion sugieren que la imputacién de la media es posiblemente el peor método
disponible para el manejo de datos faltantes. Consecuentemente, bajo ninguna circunstancia este

método es defendible y deberd evitarse (Enders, 2010).

1.3.2. Imputacion por regresion

Llamada en inglés conditional mean imputation, este método reemplaza los datos faltantes con
valores estimados a partir de ecuaciones de regresiéon. También conocida como método de Buck
(Buck, 1960), al igual que la imputacién de la media, tiene una larga historia de cerca de 55 anos
(citado en Little and Rubin, 2002, p. 63). La idea bésica detras de este enfoque es intuitivamente
simple: usar la informacién de unas variables para imputar a otras. Como las variables tienden a

estar correlacionadas, tiene sentido generar imputaciones que toman informacién de las mismas.



El primer paso del proceso de imputacion es obtener un conjunto de ecuaciones de regresion
por medio de un analisis con casos completos. El segundo paso es generar valores estimados para
los datos faltantes a partir de dichas ecuaciones, y asi obtener un conjunto de datos completo. Por
ejemplo, considérese un conjunto de datos hipotético de tres variables con valores faltantes 77,
Zo y Zs3. Sin incluir los casos completos ni los casos incompletos en las tres variables, habra seis
patrones posibles de datos faltantes a tomar en cuenta: casos con valores faltantes en (1) sélo Z;,
(2) sblo Zs, (3) s6lo Zs, (4) Z1y Zs, (5) Z1y Zsy (6) Z2 y Zs. En la Tabla 1.2 se muestra el

conjunto de las ecuaciones de regresién para los seis patrones de datos faltantes.

Tabla 1.2. Conjunto de ecuaciones de regresién.

Patrén de datos faltantes Ecuaciones de regresion
Z1 21 = Bo + Brz2 + Bazz
Zo 22 = Bo + P21 + Bazs
Z3 23 = Bo + P121 + Baz2
2y Za 21 = Po + Prz3, 22 = Po+ Piz3
Zyy Zs Z1 = Po+ Prz2, Z3=Po+ P12
Zyy Zs 29 = Bo + Pr21, 23 =Po+ Biz1

Una manera facil de calcular los coeficientes de regresion es usando las entradas del vector
de medias y de la matriz de covarianzas muestrales previamente estimadas mediante el analisis
de casos completos. Aunque suena tedioso construir ecuaciones de regresién para cada patrén
de datos faltantes, un algoritmo computacional llamado sweep operator puede automatizar este
proceso.

De acuerdo a Enders (2010), aunque la imputacién por regresién es superior a la imputacién
de la media, también genera sesgos. El hecho de que los valores imputados queden ubicados
directamente sobre el hiperplano de regresiéon, implica una sobreestimacion de las correlaciones
entre las variables, ademaés de la pérdida de variabilidad, con la consecuente subestimacién de las
varianzas, covarianzas y errores estandares, aunque esto en menor grado que con la imputacion
de la media. La magnitud de los sesgos en las varianzas y covarianzas es predecible y se han
propuesto ajustes correctivos para estos pardmetros. Bajo el mecanismo de pérdida MCAR estas
correcciones proporcionan estimadores consistentes de la matriz de covarianzas, significando que
los estimadores estdn cerca de sus verdaderos valores poblacionales conforme el tamano de la
muestra se incrementa. Sin embargo, no hay razén para hacer un esfuerzo adicional aplicando

estas correcciones, ya que mejores métodos estéan disponibles (Enders, 2010).



1.3.3. Imputacion por regresion estocastica

Este método también usa ecuaciones de regresién para sustituir los datos faltantes con valores
estimados, pero con el paso extra de anadir a cada valor estimado un término residual normalmente
distribuido. Sumando residuales a los valores imputados se restablece la pérdida de variabilidad de
los datos y elimina los sesgos asociados con el esquema de imputacion por regresion estandar. De
hecho, ambos métodos de imputacion por regresion son los tinicos que proporcionan estimadores
insesgados bajo el mecanismo MAR. Consecuentemente, éste es el tinico de los métodos ya vistos
que posiblemente todavia tenga algin mérito. Aunque, al igual que cualquier técnica de imputacién
simple, la imputacion por regresion estocastica también subestima los errores estdandares.

El proceso de construccién del conjunto de ecuaciones de regresion es idéntico al descrito en el
método de imputacién por regresion estandar, con la salvedad de que cada ecuacion de regresion
requiere su propia distribucién residual. Cada distribucién residual es una curva normal con media
cero, pero la varianza difiere a través de los patrones de datos faltantes, ya que es igual a la
varianza residual de la regresion. En patrones que tienen dos o mas variables con valores faltantes,
la distribucién residual es normal multivariada con un vector de medias cero y una matriz de
covarianza igual a la matriz de covarianza residual de la regresién multivariada. Por ejemplo,
reconsidérese el patrén de datos faltantes de la Tabla 1.2 donde tanto Z; como Z, tienen valores
faltantes. Este patron requiere residuales de una distribucién normal multivariada con una matriz
de covarianza igual a la matriz de covarianza residual de la regresion de Z; y Z5 en Zs.

Para clarificar y comparar los tres métodos basados en imputacion simple paramétrica,
considérese de nuevo el mismo conjunto de datos hipotético de dos variables x y 2z visto
anteriormente, y reproducido en las dos primeras columnas de la Tabla 1.3. En la tercera columna
aparece de nuevo z pero sin sus diez primeros valores, los cuales fueron eliminados en funcién de
los valores de x ubicados por debajo de la mediana de su distribucién. Con esto se simula una
pérdida de datos bajo el mecanismo MAR (Enders, 2010).

Primero se utilizé imputacion de la media para sustituir los valores faltantes de z con la media
aritmética de los diez ultimos valores de z (columna 4). Después, mediante un andlisis con casos
completos se hizo una regresion lineal de la z en z, obteniéndose la siguiente ecuacion de regresion:
Z = —2.0646 4+ 0.1234 x. Con esta ecuacion se obtuvieron los valores estimados de z que sirvieron
para imputar sus valores faltantes (columna 5). De la regresién anterior se obtuvo una varianza

residual de 6.65 que sirvié para generar 10 residuales aleatorios de una distribucién normal con



Tabla 1.3. Ejemplo ilustrativo de los métodos de imputacién simple paramétrica.

x z z Imputacién Imputacién  Residual Imputacién
incompleta | de la media por regresion aleatorio estocdstica
9 - 11.7 7.56 1.69 9.25
84 13 - 11.7 8.31 -2.30 6.00
84 10 - 11.7 8.31 1.23 9.54
85 8 - 11.7 8.43 3.60 12.02
87 7 - 11.7 8.68 -4.21 4.47
91 7 - 11.7 9.17 -0.32 8.85
92 9 - 11.7 9.29 2.09 11.38
94 9 - 11.7 9.54 -0.63 8.91
94 11 - 11.7 9.54 1.92 11.45
96 7 - 11.7 9.79 -1.05 8.74
9 7 7 7.0 7.00 - 7.00
105 10 10 10.0 10.00 - 10.00
105 11 11 11.0 11.00 - 11.00
106 15 15 15.0 15.00 - 15.00
108 10 10 10.0 10.00 - 10.00
112 10 10 10.0 10.00 - 10.00
113 12 12 12.0 12.00 - 12.00
115 14 14 14.0 14.00 - 14.00
118 16 16 16.0 16.00 - 16.00
134 12 12 12.0 12.00 - 12.00

media cero y varianza igual a 6.65 (columna 6). Finalmente, se usé la ecuacién de regresion
estocastica 2 = —2.0646 + 0.1234 x + e, donde el término adicional e representa a los residuales
aleatorios obtenidos anteriormente (columna 7).

Con el fin de visualizar el impacto que causan los tres métodos de imputacién simple
paramétrica en la recuperacién de la variabilidad de los datos, en la Figura 1.2 se muestran los
diagramas de dispersién del ejemplo previo. Notese que con la imputacion de la media los valores
imputados quedan ubicados sobre una linea horizontal, lo cual implica que la correlacion entre x
y 2z es nula para estos casos. En consecuencia, este método de imputacion atenta las medidas de
asociacion generando un sesgo en los estimadores bajo cualquier mecanismo de pérdida de datos.
No sorprende que dicho sesgo se incremente conforme la proporcion de datos faltantes también lo
hace. En cuanto a la imputacién por regresion se observa que los valores imputados se ubican en
una linea con pendiente diferente de cero. Esto implica que la correlacién entre x y z es maxima
en estos casos. Por lo tanto, este método de imputacion conlleva al problema opuesto que la
imputacion de la media; es decir, sobrestima las medidas de asociacién generando también sesgos

bajo cualquier mecanismo de pérdida de datos. En referencia a la imputacion estocastica se ve
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Figura 1.2. Diagramas de dispersién del ejemplo ilustrativo.

de inmediato como este método preserva hasta cierto punto la variabilidad original de los datos.
Esto sugiere que la regresion estocdastica genera estimadores insesgados bajo el mecanismo MAR.
Aunque este pequeno ejemplo ilustrativo no provea evidencia convincente en este sentido, varios

autores han usado técnicas analiticas para demostrar que este es el caso (Enders, 2010).

1.4. Métodos basados en imputaciéon simple no paramétrica

1.4.1. Imputacién Hot Deck

Esta es una coleccion de técnicas que imputan los datos faltantes con valores de otros casos
“similares” en la misma muestra. Estadisticos del Bur6 de Censos en Estados Unidos desarrollaron
originalmente este método para tratar con datos faltantes en bases de datos de dominio publico, y
este procedimiento también tiene una larga historia en aplicacién de encuestas (Scheuren, 2005).
Histoéricamente, el término hot deck se refiere a la vieja practica de usar tarjetas perforadas para

almacenar datos en una computadora. Con respecto a datos faltantes, se referia a seleccionar
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valores de remplazo de una pila de tarjetas (deck) que estén actualmente en uso (hot). En contraste,
el calificativo cold deck se referia a usar una pila de tarjetas con datos de otra muestra.

Se han propuesto diversas variaciones dentro de esta metodologia. Entre ellas estan hot deck
por muestreo aleatorio simple con reemplazo y hot deck dentro de grupos, que en una de sus
formas més simples, sustituye cada dato faltante con un valor aleatorio de un grupo de casos con
valores similares en variables correspondientes. Por ejemplo, considérese una encuesta poblacional
en la cual algunos encuestados se rehtsan a declarar su ingreso. Este procedimiento clasifica
a los encuestados en grupos de caracteristicas demograficas similares tales como género, edad,
raza o estado civil. Entonces se reemplazan los ingresos faltantes con un valor aleatorio de la
distribucion de ingreso de los encuestados que comparten las mismas caracteristicas demograficas.
Otras variaciones disponibles son hot deck del vecino més cercano y hot deck secuencial ordenado
por una variable explicativa, entre otras.

La imputacion hot deck generalmente preserva las distribuciones univariadas de los datos, y no
atenua la variabilidad de los datos imputados con el mismo grado que otros métodos de imputacion.
Sin embargo, hot deck no esta hecho para estimar medidas de asociacién y puede producir sesgos
sustanciales en estimadores de correlaciones y coeficientes de regresién (Schafer and Graham,
2002). Al igual que otros procedimientos de imputacién, hot deck subestima los errores estdandares
al sustituir los datos faltantes con valores que ya estan en la misma muestra, lo cual reduce la
variabilidad. En consecuencia, se aumenta la posibilidad de cometer un error del Tipo I; es decir,
es posible que con la manipulaciéon de datos faltantes se incremente la probabilidad de detectar

una diferencia cuando ésta en realidad no existe.

1.4.2. Imputacién Cold Deck

Con este método se intenta mitigar la reduccién de variabilidad que se produce por el uso de
valores de la misma muestra. Hay situaciones donde puede ser posible el uso de otros conjuntos
de datos como proveedores de valores que sirvan para imputar datos faltantes en el conjunto de
datos a analizar. La situacion mas probable donde la imputacién cold deck podria ser posible
es en encuestas. También hay estudios donde los investigadores separan conjuntos de datos para
realizar pruebas de modelos tanto exploratorias como confirmatorias. Esto es, el conjunto de
datos completo se separa en dos subconjuntos: uno para el analisis exploratorio y el otro para

confirmar los resultados de dicho analisis. En esta circunstancia, el conjunto de datos parcial que
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sirvio para el andlisis confirmatorio puede servir como el “cold deck” para imputar datos faltantes
en el subconjunto exploratorio y viceversa. Con este método también se subestiman los errores

estandares, aunque en menor medida que con hot deck imputation.

1.4.3. Last observation carried forward (LOCF)

Este método de imputacién generalmente se aplica en estudios longitudinales. Como su nombre
lo indica, este procedimiento imputa datos faltantes repetidos con el valor que inmediatamente
les precede. La suposicién subyacente es que la observacién més reciente es el mejor estimador
para valores faltantes subsecuentes. A modo de ilustracion, en la Tabla 1.4 se muestran cuatro
ciclos de datos longitudinales de una muestra pequena de casos. Nétese que la tltima observacion
registrada de cada caso se usa para imputar los valores faltantes en los ciclos subsecuentes. Esta

estrategia se aplica a los casos con abandonos permanentes o intermitentes.

Tabla 1.4. Datos longitudinales imputados mediante LOCF.

Datos originales Datos imputados
Caso Ciclol Ciclo2 Ciclo3 Ciclo4 ‘ Ciclol Ciclo?2 Ciclo3 Ciclo 4
1 50 53 - - 50 53 53 53
2 47 46 49 51 47 46 49 51
3 43 - - — 43 43 43 43
4 55 - 56 59 55 55 56 59
5 45 45 47 46 45 45 47 46

La opiniéon convencional es que LOCF produce estimadores conservadores de las diferencias
entre grupos, ya que incorpora valores que no cambian en el tiempo. Sin embargo, estudios
empiricos han mostrado que esto no es necesariamente cierto. De hecho, este esquema de
imputacion realmente puede exagerar diferencias grupales. Es probable que LOCF produzca
estimadores sesgados bajo cualquier mecanismo de pérdida de datos. La magnitud del sesgo
es dificil de predecir y depende de caracteristicas especificas de los datos. LOCF necesita ser
complementado con un método de analisis estadistico propio que distinga entre datos reales y
datos imputados, pero tipicamente esto no se hace (Molenberghs and Kenward, 2007).

A pesar de su uso frecuente en ciencias médicas y de la salud, como el hecho de que la
Administracion de Alimentos y Medicamentos de Estados Unidos considere a LOCF como el
método preferido de andlisis, un creciente niimero de estudios empiricos sugieren que este enfoque

es una estrategia pobre para tratar con datos longitudinales faltantes. De hecho, el Panel de
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Manejo de Datos Faltantes en Ensayos Clinicos de Estados Unidos recomienda que LOCF no
deberia ser usado como el primer método para manejar datos faltantes, a menos que los supuestos
subyacentes estén cientificamente justificados (Van Buuren, 2012). Existe un método similar a
LOCF conocido como next observation carried backward (NOCB), el cual imputa valores
faltantes repetidos con la observacién que inmediatamente les sucede. Resultados de simulaciones
tienden a apoyar el uso de NOCB sobre LOCF, aunque ambos comparten defectos similares.

La Tabla 1.5 muestra un resumen de algunos de los métodos antes descritos. En ella se
identifican los mecanismos de pérdida de datos que cada método debe cumplir para generar
estimadores insesgados de la media, de los coeficientes de regresion y de correlacién. También
se identifican las propiedades de los errores estandares por método. Como se puede ver, ambos
métodos de eliminacién siempre requieren pérdida MCAR, mientras que las imputaciones por
regresion y por regresion estocdstica son las inicas que pueden proporcionar estimadores insesgados
bajo MAR, siempre y cuando el modelo esta correctamente especificado. Por otro lado, LOCF es

incapaz de proveer estimadores consistentes, aun bajo MCAR.

Tabla 1.5. Resumen de los mecanismos de pérdida supuestos para obtener

estimadores insesgados segtin el método empleado para los datos faltantes.

Estimadores insesgados

Método Media  Regresion Correlacion Error estandar
Casos completos MCAR  MCAR MCAR sobrestimado
Casos disponibles MCAR  MCAR MCAR ambiguo
Imp. de la media MCAR - - subestimado
Imp. por regresion ~ MAR MAR - subestimado
Imp. estocastica MAR MAR MAR subestimado
LOCF - - - subestimado

Todos los métodos anteriores comparten el defecto de proporcionar errores estandares
inconsistentes. Por ejemplo, el problema central con los métodos de imputacion simple es que
las inferencias basadas en datos imputados no toman en cuenta la incertidumbre que anade la
imputacion. Esto se debe a que las técnicas de andlisis estandar no pueden distinguir entre los
valores imputados y los valores reales. En consecuencia, los errores estandares son sistematicamente
subestimados. Existen varias estrategias para corregir este problema en ciertas situaciones,
tales como las técnicas de remuestreo (e.g., bootstrap, jackknife, etc.). Pero una solucién maés

conveniente es utilizar imputaciéon multiple (Van Buuren, 2012).
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1.5. Meétodos de vanguardia

1.5.1. Imputacién Mdiltiple

Propuesta inicialmente por Rubin (1987) dentro del 4&mbito de las encuestas, imputacién miltiple
(MI, por sus siglas en inglés) consta de tres etapas: (1) la etapa de imputacién crea miltiples copias
del conjunto de datos con valores faltantes, e imputa cada una con diferentes valores plausibles,
(2) la etapa de anélisis estima de manera individual los pardmetros de interés de cada conjunto
de datos imputado, y (3) la etapa de combinacién obtiene un estimador global de cada parametro
agrupando adecuadamente los estimadores individuales. De esta manera, y a diferencia de la
imputacion simple, la imputacién miltiple anade otra fuente de incertidumbre que es capturada
por los errores estandares, lo cual evita la subestimacion sistematica de los mismos. Las tres etapas

de imputacién multiple se muestra de manera grafica en la Figura 1.3.

Etapa de Etapa de Etapa de
imputacion andlisis combinacion

A 4

Y
Y
Y

Y

Conjunto de  Conjuntos de  Estimadores Estimador

datos con datos con individuales global
valores valores de cada de cada
faltantes imputados parametro parametro

Figura 1.3. Esquema grafico de las tres etapas de imputacién multiple.

Conceptualmente, la etapa de imputacién es una version iterativa de la imputacién por
regresion estocastica, aunque su base matematica descansa fuertemente en principios de estimacion
Bayesiana, como el método Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés).

Para esta etapa los metododlogos han propuesto varias estrategias, entre las que se destacan dos.
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La primera es Joint modeling (JM) o también llamada data augmentation. Se basa en el supuesto
de que los datos pueden ser descritos mediante alguna distribucion multivariada explicita. Asi, las
imputaciones se obtienen a partir de la distribucion ajustada. En principio, puede usarse cualquier
distribucion multivariada, pero el modelo normal multivariado es por mucho el mas ampliamente
utilizado (Schafer, 1997). Actualmente, JM es més aplicado al manejo de variables continuas con
datos faltantes. Este método esta disponible en paquetes de software estadistico como PROC MI en
SAS, S+MissingData en S-PLUS y norm en R, por mencionar sélo algunos.

La segunda estrategia es fully conditional specification (FCS), también conocida como sequential
regressions o chained equations. A diferencia de JM, el modelo multivariado estd implicitamente
especificado por medio de un conjunto de modelos condicionales univariados. Las imputaciones son
creadas a partir de la iteracién de los modelos condicionales. El método requiere la especificacién
de un modelo de imputacion para cada variable incompleta, y crea imputaciones variable por
variable de una manera iterativa, adecuando el modelo de imputacion con el tipo de distribucion
de la variable en cuestién. Por ejemplo, el algoritmo puede usar una regresion lineal para imputar
variables continuas, una regresion logistica para imputar variables binarias, una regresion Poisson
para imputar variables contables, y asi sucesivamente. De esta manera, FCS se ha convertido en
una buena alternativa a JM para tratar variables tanto continuas como categoricas con valores
faltantes. Esta técnica ha sido implementada en paquetes tales como Missing Values en SPSS,
IVEware en SAS, ice en Stata y mice en R, entre otros.

FCS es similar a JM en algunos casos especiales. Por ejemplo, la imputacion mediante FCS
usando regresiones lineales para puras variables continuas, es idéntica a la imputacion bajo el
modelo normal multivariado de JM. Por otro lado, existen diferencias entre ambas metodologias.
FCS no puede usar atajos computacionales como el sweep operator, por lo que los calculos son méas
intensivos que bajo JM, lo cual lo hace mucho mas lento computacionalmente. Ademés, JM tiene
mejores bases tedricas que garantizan su convergencia. Sin embargo, FCS permite una tremenda
flexibilidad de crear modelos multivariados, especificando facilmente modelos mas alla de los tipicos
conocidos. FCS puede usar métodos de imputacion especializados que son dificiles de formular en
JM como parte de una distribucion multivariada. Los métodos de imputacion de FCS preservan
las caracteristicas nicas en los datos (Van Buuren, 2012).

Como su nombre lo dice, el objetivo de la etapa de andlisis es analizar los conjuntos de datos

imputados obtenidos de la etapa de imputaciéon previa. En esta etapa se aplican los mismos
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procedimientos estadisticos que usualmente se usan con datos completos. Desde un punto de vista
procedimental, la iinica diferencia es que cada analisis se realiza varias veces, una por cada conjunto
de datos imputado. De esta manera, la etapa proporciona varios estimadores y errores estandares
por cada parametro de interés. La etapa de andlisis es tal vez la parte menos compleja del proceso
de imputaciéon multiple, por lo que no requiere mayor explicacion.

Para la etapa final de combinacién de resultados se cuenta con las llamadas reglas de Rubin
(Rubin, 1987). Supéngase que el conjunto de datos original con valores faltantes fue imputado M
veces, generandose M conjuntos de datos imputados con sus respectivos M estimadores diferentes.
Sea ), el estimador del parametro de interés 6 obtenido del analisis del conjunto de datos imputado
k (con k=1,...,M), y sea Vj la varianza estimada de 0. Entonces, el estimador global de 6 es
la media de los estimadores individuales: § = M~ Zkle ék, mientras que la varianza global de
0 esta dada por Var(f) = W + (1 + M~1)B, donde W es la media de las varianzas individuales:
W =M1 Vi, v B es la varianza entre imputaciones: B = (M — 1)~ >V (6, — 0) (8, — 6)7.
Dividir la varianza en dos componentes —dentro y entre imputaciones— es analogo a lo que se
hace en analisis de varianza (ANOVA). ANOVA divide la variacién en dos fuentes: la atribuida a
una variable explicativa (i.e., variabilidad entre grupos) y la variacién residual que resta después
de tomar en cuenta a la variable explicativa (i.e., variabilidad dentro de grupos) (Enders, 2010).

Imputacion multiple se ha convertido rapidamente en una técnica popular para manipular
datos faltantes, especialmente por su flexibilidad y relativa facilidad de implementacién y uso en
paquetes como SPSS, SAS, Stata, S-PLUS y R, entre otros. Sin embargo, tiene varias desventajas:
(i) debido a la aleatoriedad involucrada en el proceso de imputacién, cada vez que se aplica al
mismo conjunto de datos produce diferentes resultados que pueden llevar a diferentes conclusiones,
(ii) requiere muchas decisiones no triviales por parte del usuario como jcuantos conjuntos de datos
imputados generar?, jcuantas iteraciones realizar dentro y entre cada conjunto de datos?, jcudles
distribuciones a priori utilizar?, ;cémo preservar las interacciones durante la imputacion?, etc., y
aunque la mayoria de éstas son tomadas por defecto en los paquetes de software estadistico, el
usuario debe revisar con cuidado si las elecciones por defecto son las apropiadas para su propoésito,
(iii) siempre hay una incompatibilidad potencial entre el modelo de imputacién y el modelo de
analisis, lo cual puede causar sesgo en los resultados; por ejemplo, mientras que el modelo de
imputacion puede ser estrictamente lineal, el modelo de andlisis puede contener interacciones

o términos no lineales, (iv) no existen criterios estadisticos para diagndsticos, pruebas graficas,
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seleccion de variables, etc., y a pesar de que se han propuesto algunos criterios empiricos en este
sentido, desde el punto de vista frecuentista ain no hay un consenso sobre ellos; por ejemplo,
estd el criterio de que las variables que aparezcan en al menos el 50 % de los multiples modelos
parsimoniosos, seran las que se queden en el modelo final (Wood et al., 2008), y (v) es dificil

introducir modelos para el mecanismo de pérdida MNAR.

1.5.2. Méaxima Verosimilitud

Establecida de manera formal por Fisher (1922) (citado en McCullagh and Nelder, 1989, p. 11),
la idea bésica detrds del método de estimacion por méxima verosimilitud (ML, por sus siglas en
inglés) es la siguiente. Sea w un conjunto de datos con distribucién paramétrica f(w]|f), donde
0 es el pardmetro que la caracteriza. La funcién de verosimilitud L(0|w) es cualquier funcién de
¢ proporcional a f(w|f), mientras que la funcién log-verosimilitud [(6|w) es el logaritmo natural
de L(O|w). Entonces, el estimador de maxima verosimilitud 0 es el valor de 0 que maximiza a
L(0|w), o equivalentemente, a [(]w); es decir, I(0]w) > 1(0|w) V6. Esta idea estd esquematizada
en la Figura 1.4, donde se muestra el perfil de una funcién de verosimilitud para el caso especial

de un sélo parametro 6.

Lmaaf

L(B]w) o< f(w|6)

0

Figura 1.4. Esquema de maxima verosimilitud.

Siguiendo con la misma notacién usada en la seccién 1.1, y sabiendo que L(@|w,r) es
proporcional a f(w,r|@), lo que resta es especificar de manera adecuada a la distribucién conjunta

f. Bajo el mecanismo de pérdida de datos MNAR, dicha especificacion se puede establecer como
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el siguiente producto:

f(z,y.rlx; 0, B,v) = f,(z]x; ) f,(y|x,2;:8) fe(r|x,z,y;v), (1.1)

donde o, B y v son vectores de pardmetros que caracterizan a f,, f, vy fr, respectivamente. Dado
que x esta completamente observada se puede considerar como no aleatoria sujeta a modelado.
Por otro lado, bajo el mecanismo de pérdida de datos MAR, f, puede ser ignorada y la Ecuaciéon
(1.1) se reduce a
F(z,ylx; 0, B) = fulalx; ) fy(ylx. 7 B). (1.2)
La cuestién clave que motivé este trabajo de investigacién es que de las Ecuaciones (1.1) y
(1.2) surge la necesidad de modelar apropiadamente la distribucién conjunta f,, y en su caso f;.
Una propuesta ya dada en este sentido es la siguiente. Para reducir el nimero de parametros
indeseables e a estimar, Lipsitz and Ibrahim (1996) propusieron expresar la conjunta f, como un

producto de distribuciones condicionales univariadas:

fZ<Z|X; a) = f(zm‘zla ceey Zm—1, X am) f(Zm—1|Zl7 sy Zm—2, X am—l) e
f(22]21, %5 00) f(21]x; ), (1.3)
donde a, kK = 1,...,m, es un vector de parametros que caracteriza a la k-ésima distribucion

condicional. El modelo dado por la Ecuacién (1.3) estd completamente especificado cuando cada
distribuciéon condicional correspondiente a z; esta especificada de acuerdo a las caracteristicas
de zj. Sin embargo, a falta de distribuciones condicionales propias, Lipsitz and Ibrahim (1996)
proponen aproximar cada condicional univariada en la Ecuacién (1.3) mediante regresiones. Por
ejemplo, si z; es dicotomica, entonces su distribucién condicional es aproximada con una regresion
logistica dejando a las variables explicativas restantes como los regresores. De manera similar, si zj
es continua, entonces su distribucién condicional es aproximada con una regresion lineal dejando
también a las variables explicativas restantes como los regresores.

De manera andloga al modelo expresado por la Ecuacién (1.3), Ibrahim et al. (1999b)

propusieron especificar la distribucion conjunta f,. de la siguiente manera:

fe(xlwiv) = flrmlr, oo rme1, W Um) f(Tmet|T1, oo T, Wy V1) -+ -
fralr, wivg) f(ri|w; ), (1.4)
donde v, k = 1,...,m, es un vector de parametros que caracteriza a la k-ésima distribucion

condicional. De nuevo, a falta de condicionales univariadas propias, Ibrahim et al. (1999b)
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proponen aproximar cada condicional univariada en la Ecuacién (1.4) mediante regresiones
logisticas para las variables binarias 7, dejando a las restantes variables explicativas en el
componente lineal de cada modelo logistico.

En cuanto al modelado de la distribucién f,(y|x,z;3) también presente en las Ecuaciones
(1.1) y (1.2) no hay mayor problema, ya que se asume que la variable respuesta univariada y
sigue una distribucion probabilistica perteneciente a la familia de dispersion exponencial; y por lo
tanto, f, se puede especificar completamente mediante modelos lineales generalizados. Este tema
se retomara con mayor detalle en el siguiente capitulo.

Méaxima verosimilitud ha probado ser el método por excelencia para analizar datos faltantes
en una amplia variedad de situaciones. Si los modelos para f,, f, v fr estdn correctamente
especificados, este método es capaz de generar estimadores insesgados y eficientes bajo cualquier
mecanismo de pérdida de datos. Con respecto a MI tiene varias ventajas: (i) cada vez que se aplica
al mismo conjunto de datos produce los mismos resultados, (ii) su aplicacién es més directa ya
que requiere menos decisiones por parte del usuario, y en este sentido, se puede ver como una
metodologia més “transparente”, (iii) no existe conflicto potencial entre imputacion y anélisis ya
que todo esta hecho bajo un sélo modelo, (iv) existen criterios estadisticos bien establecidos para
diagndsticos, pruebas graficas, seleccién de variables, etc., y (v) es posible modelar el mecanismo
de pérdida de datos MNAR.

Por otro lado, la implementacién y uso de maxima verosimilitud para datos faltantes
generalmente requiere software mas especializado. Muchas de las recientes innovaciones en software
han ocurrido dentro del marco del Modelado de Ecuaciones Estructurales (SEM, por sus siglas en
inglés), cuya metodologia es conocida como direct mazimum likelihood (DML) o full information
mazximum likelihood (FIML). Como su nombre lo dice, FIML obtiene los estimadores de los
parametros maximizando la funcién de verosimilitud con la incorporacién apropiada de los casos
con valores faltantes. La nocién general de FIML fue bosquejada por Hartley and Hocking (1971).
Este marco provee de un vasto nimero de métodos de analisis tales como correlacion, regresion,
ANOVA, andlisis factorial, etc. Algunos paquetes de software estadistico que se han implementado
bajo esta metodologia son sem en Stata, AMOS en SPSS, EQS, LISREL, PROC CALIS en SAS, lavaan
en R, y tal vez el mas completo actualmente Mplus. Los paquetes anteriores tienen diferentes
capacidades entre ellos, pero las caracteristicas que comparten es que estan disenados solo para

modelos lineales bajo el supuesto de normalidad multivariada y mecanismo de pérdida de datos
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MAR, a excepcién de Mplus cuyas ultimas versiones incluyen modelos lineales generalizados con
datos MNAR sin el supuesto de normalidad multivariada.

Una segunda estrategia para manejar datos faltantes con maxima verosimilitud fuera de SEM,
es utilizar el algoritmo EM. Este algoritmo genera estimadores del vector de medias y de la matriz
de (co)varianzas, las cuales pueden ser usadas para obtener estimadores de los pardmetro de
interés. El algoritmo EM se ha implementado en varios paquetes de software estadistico como
Amelia II, SPSS, SAS, S-PLUS, LISREL, y Mplus. Los fundamentos bésicos de este algoritmo se
trataran con mayor detalle en el siguiente capitulo.

Este trabajo de investigacion tiene como objetivo general proponer una metodologia basada en
maxima verosimilitud para el modelado adecuado de las distribuciones conjuntas f, y fr, cuando
la variable respuesta y pertenece a la familia de dispersion exponencial y estda completamente
observada. Para lograrlo se propone el uso de funciones copula como una estrategia alternativa
conveniente para modelar las distribuciones conjuntas. Ademas, se sugiere especificar la funcién
de verosimilitud mediante ponderaciones y aplicar el algoritmo de estimacion EM. Esto ultimo

para variables explicativas categéricas con datos faltantes tanto MAR como MNAR.
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Capitulo 2

Modelos lineales generalizados y el

algoritmo EM

2.1. Introduccién a los modelos lineales generalizados

Los modelos lineales generalizados (GLM, por sus siglas en inglés) fueron formulados por Nelder
and Wedderburn (1972) para disponer de una teorfa unificadora de varios métodos estadisticos.
En principio, un modelo lineal general es aquel que establece que el valor esperado de una
variable respuesta normalmente distribuida, esta en funcién lineal de una combinacién de variables
explicativas con un vector de parametros desconocidos. Por otro lado, los GLM son en esencia una
extension natural de los modelos lineales generales, que permiten que la variable respuesta tenga
otras distribuciones probabilisticas, ademéas de la normal, y que su valor esperado sea una funcién
no lineal de las variables explicativas y los parametros. A través los anos los GLM fueron ganado
popularidad como herramienta de modelado estadistico, debido a su flexibilidad en el manejo
de una gran variedad de distribuciones y a su amplia disponibilidad en paquetes de software
estadistico comercial.

En un GLM se asume que la respuesta univariada y sigue una distribucién perteneciente a la

familia de dispersion exponencial cuya funcion de probabilidad puede ser escrita como

fy(y;9,¢) = exp{[yd — b(9)]/a(p) + c(y; )}, (2.1)

para algunas funciones especificas a(-), b(-) y ¢(+). Si el pardmetro de dispersién o de escala ¢ > 0
es conocido, entonces la Ecuacién (2.1) es un caso especial llamado familia exponencial lineal

con pardmetro canénico o natural ¥ (Lindsey, 1996). Por ejemplo, si y ~ N(u,c?), entonces y
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sigue una distribucién que pertenece a la familia de dispersion exponencial ya que la funcién de

probabilidad normal puede ser escrita de la forma

fy(yipo?) = mir_a exp{—(y — 1)?/20%}
= exp{lypn — p?/2]/0” — 3[y*/o? +log(2mo?)]},

donde ¥ = p, a(p) = o2, b(I) = p?/2 = 9?/2 y c(y;p) = —5ly*/0® + log(2m0?)].
Un GLM también postula que g = E(y) estd relacionado con un vector de variables explicativas
x = (1,z1,...,2,)" por medio de una funcién de enlace monétona y diferenciable g(-) de la
siguiente manera
g(p) =n =x"p,
donde B = (fo, b1, ..., Bp) es el vector de coeficientes de regresién, y n es el llamado componente

lineal del modelo. Notar que pu = g~'(n). Por ejemplo, para la distribucién Poisson se tiene que

fy(yim) =e P /y! = exp(ylogpu — p —logy!),

donde ¥ = log i, a(p) = 1, b(9) = pu = €® y c(y; ) = —logy!. Dado que para esta distribucién
y es el numero de ocurrencias de un evento, es necesario que g = E(y) > 0. Dos relaciones que
cumplen con esta restriccién son g = exp(n) = explg(p)] y u = n* = [g(n)]?, de las cuales se
obtienen dos funciones de enlace posibles para la distribucién Poisson: g(p) = log 'y g(p) = /.
Ahora bien, cuando una funciéon de enlace para una distribucion dada es igual al pardametro
canoénico de dicha distribucion, se dice que tal funciéon de enlace es la candnica. Entonces, la liga
candnica para la distribucién de Poisson es la logaritmica ya que g(p) = log pu = 9.

Hay algunas otras distribuciones que pertenecen a la familia de dispersién exponencial como la

binomial:
fy(y;p,n) = (n) pY(1 —p)"Y =exp {y log (—p ) +nlog(l — p) + log (n)} :
y 1-p y

donde ¥ = log[p/(1 — p)], a(p) = 1, b(¥) = —nlog(1 — p) = nlog(1 +¢”) y c(y; ¢) = log (). En

caso de que n = 1 esta es la distribucién Bernoulli. También se tiene la distribucién gamma:

7)\ A1
A\ = ATl
fY(Y7 Ys ) F()\)y €
y(=v/A) +log(v/A
exp{ ( /)1/A0g( / )+AlogA+Alogy—logy—logf(k)],

donde ¥ = —v/A, a(p) = 1/A, b(9) = —log(v/A) = —log(—=13) y c(y;p) = Alog(Ay) — logy —

logI'(A). Notese que si A = 1 esta es la distribucién exponencial.
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La funcién log-verosimilitud escrita en forma candnica queda expresada como

19, p;y) =log[fy(y; 9, ¢)] = [y¥ — b(9)]/alp) + c(y;¢),

de donde se obtiene
ol Y- b'(9) 0%l B _b”(ﬂ)

- alp) T 07 aly)

A partir de los siguientes resultados conocidos
ol ol \? 0%
E{—|= E(— ) =-E|(=—
(819) 0y (00) <aq92> ’

E(y) — V/(9)
) 0 T e T aw

se tiene que

o bien
p=Ey)=b) vy Var(y)=E(y - p)’ =a(p)t'(9).
Dado que 0”(1) depende de p via b'(9¥) y a(p) es independiente de p, es comin expresar Var(y)
como Var(y) = a(p)V (), donde V(u) es la llamada funcion de varianza. Si g(p) es la funcién
de enlace candnica, entonces se cumple que V() = [¢'(n)] 71
En la Tabla 2.1 se muestran algunos de los resultados obtenidos para cuatro distribuciones que

pertenecen a la familia de dispersién exponencial.

Tabla 2.1. Caracteristicas de cuatro distribuciones de la familia de dispersion exponencial.

Normal N(u,0?)  Poisson P(y) Binomial B(p,n) Gamma G(v, \)
y (—00, 00) {0,1,2,...} {0,1,...,n} (0, 00)
v [ log log[p/(1 —p)] =7/A
a(y) o2 1 1 1/A
b(v) 9?2 e’ nlog(1 + e%) —log(—1)
c(y; ) —3ly*/0® +1og(2m0?)]  —logy! log (}) Aog(Xy) —logy —log I'(\)
p(9) =v'(V) 0= p e’=p  ne’/(1+e”)=mnp —1/9 =X/
g(p) =9(u) p log 11 log[/(n — p)] —1/p
Vi) =1[g' ()" 1 [ (1 — p/m) p?
Var(y) = aV o’ 1 np(1 - p) Yk

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que la funcién a(y) es de la forma a(p) = ¢/m,

donde m es un peso conocido a priori que usualmente es igual a 1. Las inferencias estadisticas
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acerca del vector de pardmetros de regresion B es uno de los principales objetivos en la teoria de

los GLM. Al aplicar el método de maxima verosimilitud para la estimacién de 3 se tiene que

oL _ ol o on
o3 09 on 9B’

donde
ol 1 8_77

X

Y

siendo X la matriz de disefio cuyos renglones son los vectores x!. Entonces, la funcion score es

de la forma

ol 1 09

y dado que a(yp) es tipicamente una constante, las ecuaciones de verosimilitud para 3 pueden ser

expresadas en forma matricial como
XTAly - ) = 0, (2.2)

donde A = diag(09¥/0mn). Generalmente estas ecuaciones son no lineales en 3 y se requiere de un
procedimiento iterativo para obtener ,é Una expansion en series de Taylor de primer orden de las

ecuaciones de verosimilitud en ,é conduce al procedimiento Newton-Raphson (Ibrahim, 1990):

AU =Y+ [XT(AVA — AH)X]X"A(y — p) (23)

p=B"’
donde V = diag(b'(¥)), H = diag(y — p) y A = diag(9%9/n?). Por lo tanto, la matriz de

informacién observada para (3 queda expresada como

N 1 .
I(B) = —XT(AVA — AH)X. (2.4)
2
Cuando se usa una funcién de enlace canonica resulta que n = ¥, A = diag(l) = Iy

A = diag(0) = 0, por lo que las Ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) se simplifican a
XT(y - /‘l’) = 07

B = B0 4 (XTVX) Xy — o
1

1(8) = ;XTVX, (2.5)

respectivamente. Asi, los estimadores de los errores estandares se obtienen de la raiz cuadrada de

Moo -

los elementos en la diagonal principal de I7(3).
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2.2. Fundamentos del algoritmo EM

El algoritmo EM (acrénimo de Expectation—-Maximization) es un método iterativo de optimizacion
que permite obtener estimadores de maxima verosimilitud en un amplio rango de aplicaciones,
especialmente en aquellas con ausencia de datos donde otros métodos iterativos tal como el
Newton-Raphson tienden a ser muy complicados. La formulacién general del algoritmo fue
establecida por Dempster et al. (1977). En cada iteracién del algoritmo EM hay dos etapas
llamadas Ftapa E (Expectation) y FEtapa M (Maximization). Los conjuntos de datos con
valores faltantes o censurados, asi como los modelos con distribuciones truncadas, ocurren con
frecuencia en situaciones practicas, dando como resultado modelos con funciones de verosimilitud
complicadas. Sin embargo, el desarrollo del algoritmo EM y toda su metodologia relacionada,
junto con la disponibilidad actual de mayor poder de computo, han hecho que el analisis de tales
modelos sea mucho mas factible que en el pasado. Por ello, el algoritmo EM ya se ha convertido
en una herramienta estandar dentro del repertorio estadistico.

A continuacién se describe de manera breve la formulacion general del algoritmo EM. Sea
x un vector de variables completamente observadas y sea z un vector de variables parcialmente
observadas, cuya distribucién conjunta estd dada por f(x,z|@), donde 6 es el vector de pardmetros

que la caracteriza. Asi, la distribucién marginal de x estd dada por (Robert and Casella, 2010):

x16) = [ f0x,216) da

Entonces, la distribucién condicional de Z dado x es f(z|x;0) = f(x,z|0)/f(x|0), de la cual
resulta f(x|0) = f(x,z|0)/f(z]x;0) o, equivalentemente, L(0|x) = L(0|x,z)/f(z|x;0). Tomando
logaritmos en esta tltima expresion nos conduce a la siguiente relacion entre las funciones log-

verosimilitud:

1(0]x) = E[l(0)[x, 2] — Ellog f(z|x; 8)],

donde el valor esperado es con respecto a f(z|x;0). Aunque en el algoritmo EM el objetivo es
maximizar [(0]x), sélo el primer término del lado derecho sera considerado.

Para comenzar la primera iteracién del algoritmo EM se da un valor inicial 8, con el cual
en la etapa E del algoritmo se calcula Q(0]0)) := E[I(0)[x,z, 8()]. Después, en la etapa M del
algoritmo se lleva a cabo la maximizacién de Q(8]0®)) con respecto a 8; esto es, se elige 81 tal
que Q(OM]0©) > Q(0]6)) para todo 6 sobre el espacio de pardmetros. Entonces ambas etapas

E y M se ejecutan de nuevo, pero esta vez reemplazando 8 con el valor actual 8. De esta
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manera las etapas E y M en la (¢ + 1)-ésima iteracién del algoritmo quedan definidas como:
Etapa E: Se calcula Q(0]6") := E[I(0)|x, z, 89)].
Etapa M: Se maximiza Q(8]0%); i.e., se elige 8%V tal que Q(8¥+Y|01)) > Q(6]6W) V6.

Asi, las etapas E y M del algoritmo se ejecutan alternadamente de manera iterativa hasta que la
diferencia 81 —0® o bien L(8*+Y)— L(0®), sea menor o igual a una cantidad arbitrariamente
pequena elegida de antemano como tolerancia para logar la convergencia. Dempster et al. (1977)
demostraron que la funcién de verosimilitud para datos incompletos L(@) es no decreciente después
de cada iteracion del algoritmo EM; es decir, L(@%Y) > L(6W) parat = 0,1,2,.... Por lo tanto,
la convergencia debe ser obtenida mediante una sucesién de valores de verosimilitud acotados
inferiormente.

El algoritmo EM tiene varias propiedades atractivas con respecto a otros algoritmos iterativos
tipo Newton para encontrar estimadores de maxima verosimilitud. Algunas de estas ventajas son
las siguientes. Es numéricamente estable ya que en cada iteracion se incrementa la verosimilitud.
Bajo ciertas condiciones generales tiene convergencia global segura; es decir, iniciando desde un
punto arbitrario 89 la convergencia siempre estd cerca a un méaximo local, salvo una eleccién
desafortunada de 8 o por alguna patologia local en la funcién de verosimilitud. Es relativamente
facil de programar ya que no requiere la evaluacién de derivadas; ademads, como no se tienen
que guardar grandes matrices, tampoco se requiere demasiado espacio de memoria, por lo que
generalmente puede ser implementado en computadoras estandar. Dado que a un problema de
datos faltantes lo convierte en uno de datos completos, la etapa M puede ser implementada
usando herramientas de optimizacion convencionales. El trabajo analitico requerido es mucho més
simple que con otros métodos, ya que solo la esperanza condicional de la funcién log-verosimilitud
necesita ser maximizada; aunque cierta cantidad de trabajo analitico puede ser requerida durante
la implementacién de la etapa E, en muchas de las aplicaciones esto no es demasiado complicado.
El tiempo demandado por cada iteracién es generalmente bajo, lo cual suele compensarse con
el alto nimero de iteraciones requeridas. Observando el incremento mondétono en verosimilitud
durante las iteraciones, es facil monitorear la convergencia y detectar errores.

Por otro lado, algunas de las desventajas del algoritmo EM con respecto a otros métodos tipo
Newton son las siguientes. No cuenta con ningin procedimiento propio para obtener estimadores de

los errores estandares, aunque esta desventaja puede ser superada usando la metodologia apropiada
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y especialmente asociada con el algoritmo para este proposito. Puede converger lentamente atin en
aplicaciones aparentemente simples o con una fraccion importante de datos faltantes. Al igual que
los métodos tipo Newton, el algoritmo EM no garantiza convergencia a un maximo global cuando
hay multiples maximos; ademads, en este caso el estimador obtenido depende en gran parte del
valor inicial. En algunas aplicaciones la etapa E del algoritmo puede ser analiticamente intratable,
aunque en tales situaciones existe la posibilidad de recurrir a versiones modificadas del algoritmo

con metodologia Monte Carlo.

2.3. El algoritmo EM via ponderaciones

El algoritmo EM basado en ponderaciones fue propuesto inicialmente por Ibrahim (1990)
para estimar parametros por maéaxima verosimilitud en modelos lineales generalizados con
variables explicativas categéricas tipo factores parcialmente observadas y una variable respuesta
completamente observada. Aunque en dicha propuesta se asume que el mecanismo de pérdida de
datos en las variables explicativas es MAR, el método se puede generalizar facilmente para resolver
problemas con datos faltantes bajo el mecanismo MNAR.

Para especificar la funcién log-verosimilitud por medio de ponderaciones, lo primero es obtener
a partir del conjunto de datos original con valores faltantes y n casos, un conjunto de datos
aumentado a N casos y que incluya una columna de ponderaciones w. Para ello, se sigue un
procedimiento andlogo al mostrado en la Figura 2.1 con variables dicotémicas como caso especial.
Una vez obtenido el conjunto de datos aumentado, la funcién log-verosimilitud esperada para
el i-ésimo caso del conjunto de datos original, puede expresarse como una suma de funciones

log-verosimilitud ponderadas de los (i, ¢)-ésimos casos del conjunto de datos aumentado; es decir,
E[L(0) (%1, Ziobe, i 1i] = Y wig [lig(0)[%i,Zig, i, T, (2.6)
q

donde ¢ es el numero de todos los patrones posibles de z;, 0 < w;, < 1y Zq w;q = 1. Por
ejemplo, de la Figura 2.1 se tiene que E[l5(0)|Xa, Z2,0bs; Y2, Ta] = wa1 [l21(0)|x2, 221, Y2, Ta] +

wao [l22(0)|X2, 222, Y2, T2, donde wy 1 + wy 2 = 1. De manera andloga para l4(0), ls(0), etc.
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Conjunto dedatos original Conjunto de datos aumentado

cao X z, z, Yy I, I, cao X z, z, y I, r,|w
1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 11
2 0 — 1 0 0 1 — { 2 0 0 1 0 0 1 |W,
3 1 1 0 1 1 1 3 0 1 1 0 0 1 |W,
4 0 — — 1 0 O 4 1 1 0 1 1 1|1
5 0 1 1 0 1 1 5 0 0 0 1 0 0 |W,
6 1 0 — 1 1 0 6 0 0 1 1 0 0 |W,
: 7 0 1 0 1 0 0 |W;
n 8 0 1 1 1 0 0 |W,
9 0 1 1 o0 1 1|1
0 1 0 0 1 1 0 |Wy
11 1 0 1 1 1 0 |W,
N

Figura 2.1. Procedimiento para aumentar un conjunto de datos via ponderaciones.
Asi, la etapa E del algoritmo EM en la (¢ + 1)-ésima iteraciéon queda como (Ibrahim, 1990):
Q1) = Sl
i=1
= iE[li(o)‘Xi;Zi,obsvyiariag(t)]
i=1

(26)
= Z Z wz(,tg [lz,q(e) |Xi7 Zi,q7 Yi, T4, H(t)]a (27)
=1 gq

()

donde las ponderaciones w; , pueden ser calculadas mediante el teorema de Bayes utilizando el

valor actual del vector de pardmetros 8% = (a®), 3®) v®):

w§fq) = f(zi,q|yiari;xi; e(t))
Bayes  J (Ui TilZig; X3, B9, V) (2 g]xi5 M)
Zq f (Wi vilzi g3 %0, BO,vO0) f(24 4|5 V)
def f(Zi g5 Yi i |X33 Oé(t)a ,3(t)> V(t))
S, (Zigs vis vilx; @@, B0, )
(1.1) fz(zi,q Xi;a(t)) fy(yi‘xiazi,q§ﬁ(t)) fr(ri\Xi,Zi,q,%V(t))
a Eq fa(Zi g% 00) fy(yil%i, 2i,0; BY) fe(rilxi, 2ig, yi; v V)

(2.8)

Nétese que la etapa E del algoritmo EM dada por la Ecuacién (2.7) toma la forma de una funcién
log-verosimilitud para datos completos ponderados, por lo que realmente en esta etapa sélo se

requiere el cdlculo de las ponderaciones w por medio de la Ecuacién (2.8). Por otro lado, de la
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Ecuacién (1.1) se tiene que [(0) = l(ea, B,v) = l(a) + [(B) + [(v); asi, el modelo dado en la

Ecuacién (2.7) también puede ser expresado como

QOI69) = 33wl [,,(6)/6)
i=1 gq

= P hale) + ) + a0

n

=ZZw lig l0”+22w LigBN0O] 33w [1,(v)[60)]

=1 gq

— 3 Ell(@)6?)+ Y EL(8)/6) +ZE )6%)]
=1 i=1

= ) Qial6V) + > Qi(Bl6") + Z Qi(v]6")
i=1 i=1 i=1

= Qa(a|6Y) +Qp(Bl6") + Qu(v0Y), (2.9)

donde las variables involucradas (x,z,y,r) se han omitido para simplificar la notacién.

Una vez calculadas las ponderaciones w en la etapa E del algoritmo, lo que resta hacer para
completar la (¢ + 1)-ésima iteracion, es que en la etapa M se lleve a cabo la maximizacién de la
funcién dada por la Ecuacién (2.9), esto con el objetivo de actualizar el valor de los pardmetros
involucrados a, B y v, usando para ello el valor de las ponderaciones recién calculadas. Para
lograr esto, se pueden maximizar por separado las funciones Qq, Qg y @, aplicando métodos de
optimizacién que permitan la inclusiéon de ponderaciones (Ibrahim et al., 1999b). De esta manera,
mientras que en la etapa E del algoritmo se van actualizando las ponderaciones con los pardmetros
obtenidos, en la etapa M se van actualizando los pardmetros con las ponderaciones calculadas, y
asi sucesivamente de manera iterativa hasta lograr la convergencia deseada.

Para la optimizacién de (g se sigue un procedimiento analogo al desarrollado en la secciéon 2.1,

por lo que ahora las ecuaciones de verosimilitud para 8 quedan expresadas como (Ibrahim, 1990):
X"WA(y — p) =0, (2.10)

donde X es la matriz de disefio aumentada N x (p+ 1) que consiste de las observaciones completas
y del conjunto extra de observaciones imputadas y ponderadas, W = diag(w) es la matriz diagonal
de ponderaciones N x N, siendo N el tamano del conjunto de datos aumentado segin se muestra

en la Figura 2.1. Una expansion en series de Taylor conduce de nuevo al procedimiento Newton-
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Raphson, por lo que las ecuaciones iterativas para 3 quedan establecidas como

BHY = g0 4 [XTW(AVA — AH)X|'X"WA(y — p) (2.11)

B=p"’
donde todas las matrices y vectores involucrados corresponden al conjunto de datos aumentado

de tamano N. Cuando se usa una funcién de enlace canénica, A =1y A = 0, por lo que las

Ecuaciones (2.10) y (2.11) se reducen a

XTW(y - l"l’) = 07

I@(H—l) - B(t) + (XTWVX)_leW(y _ 'u‘)lﬁ:ﬁ(t) , (212)

respectivamente. Por otro lado, para la maximizacién de las funciones @), y ), es necesario
modelar apropiadamente las distribuciones conjuntas f, y f:, lo cual es para este trabajo de
investigacion el tema central, que se abordara con mayor detalle en el capitulo siguiente mediante
una novedosa propuesta al respecto.

El algoritmo EM no cuenta con algiin procedimiento propio que le permita generar estimadores
de los errores estandares para los parametros obtenidos. Para solventar esta carencia se tiene
que recurrir a métodos externos especialmente disenados para tal propdsito, tales como las
aproximaciones bootstrap de Efron (1979), o los métodos de Louis (1982), de Baker (1992), de
Oakes (1999), entre otros (citados en McLachlan and Krishnan, 2008, pp. 130-131). Ibrahim (1990)
recomienda utilizar el método de Louis (1982) ya que sélo involucra cantidades que son obtenidas
directamente del propio algoritmo EM via ponderaciones. En particular, y dado que el interés
primordial es obtener los errores estandares sélo para los parametros de regresiéon 3, ya que o'y
v son considerados parametros indeseables pero necesarios para obtener 3, la expresion para la
matriz de informacion observada implica cantidades que son calculadas durante la estimacién de
B segin se muestra a continuacién (Ibrahim, 1990):

R 1 . 1
I(8) = —X"W(AVA - AH)X - - X"WA’H*(I- W)X, (2.13)
@ @

donde T es la matriz identidad de tamanio N. Asi, la matriz asintdtica de covarianzas es I~1(3).
Cuando se usa una funcién de enlace canodnica la matriz de informacién observada dada en la
Ecuacién (2.13) se simplifica a

1(8) = Lxrwvx — %XTWHQ(I - W)X. (2.14)
© @
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Si el parametro de dispersién ¢ es desconocido, entonces éste puede ser estimado por méxima

verosimilitud y su estimador se sustituye en I(3).

2.4. Diagnosticos

Similar a un escenario sin datos faltantes, las suposiciones hechas acerca de un GLM en particular
pueden ser evaluadas mediante el calculo y andlisis de los residuales de cuantiles aleatorizados
propuestos por Dunn and Smyth (1996). Bajo el GLM asumido tales residuales son independientes
y normalmente distribuidos, lo cual permite la revisiéon de gréficas estandar para diagnosticar la
calidad del ajuste. Si la respuesta Y es discreta, los residuales de cuantiles aleatorizados r; de y;
estan definidos por
ri = & (w),

donde ®(+) es la funcién de distribucién acumulada normal estdndar, y u; es una variable aleatoria
uniforme en el intervalo (a;, b;] con a; = F(y; — 1) y b; = F(y;). Por ejemplo, si Y es dicotémica

con valores 0 y 1, entonces su funcién de probabilidad esta dada por

Fi) = vy wigig + (1= u) Y wig(l —pyy),
q q

o bien
doowig(l—p;,) st y=0
f(yi):{zqw,q K o =1
q l,qpi,q S1 yl -
donde p, , = % Mientras que su funcion de distribucién es de la forma
0 sioy; <0
Fy) = 2_,Wig(1—pg) si 0<y <1
Do Wig =1 sty >1
Por lo tanto, si y; = 0 entonces a; = 0y b = > wiy (1 —p,;,), ¥y si yi = 1 entonces

a; =2 wig(l—p;i) y by = 1.
SiY es continua, entonces F'(y;) estd uniformemente distribuida en un intervalo unitario, y los

residuales de cuantiles aleatorizados estan definidos por
ri = @7 (F(ys))-

Por ejemplo, si Y es exponencial, entonces

A 0 st y; <0
F i) = .
(3) {zqwi,qu—exp<—yi/m,q>1 Sy >0
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Capitulo 3

Modelado con funciones cépula

Como se menciond anteriormente, este trabajo de investigacion tiene como objetivo primordial
proponer una metodologia basada en verosimilitud para el modelado adecuado de las distribuciones
conjuntas f, y fr, cuando la variable respuesta y pertenece a la familia de dispersion exponencial.
Ante esta necesidad y dado que en la literatura estadistica hay muy pocas propuestas de modelos
para distribuciones conjuntas, y las pocas que hay son para un limitado tipo de marginales, es
oportuno sugerir el uso de funciones copula como una alternativa, ya que por varios anos las copulas
han proporcionado una estructura general unificadora y han sido una poderosa herramienta en
el modelado multivariado. Una de las caracteristicas mas atractivas de las funciones cépula en el
modelado conjunto es permitir que las marginales correspondientes tengan diferentes distribuciones
probabilisticas, tanto discretas (e.g., binomial, multinomial, poisson, etc.) como continuas (e.g.,

normal, gamma, beta, etc.).

3.1. Conceptos preliminares

Una copula es una funciéon que relaciona o “copula” una distribucién conjunta multivariada con
sus respectivas distribuciones marginales univariadas. El teorema de Sklar aclara este hecho
estableciendo que dado un vector aleatorio Z = (Zy,...,%,,) con distribucién conjunta F y

distribuciones marginales F1, ..., F},, respectivamente, entonces existe una cépula C'
C:(0,1)" = (0,1)| F(z1,...,2m) = C[Fi(z1), ..., Fu(zm)] Y z1,...,2m € R. (3.1)

De manera inversa, dada una copula C'y funciones de distribucién univariadas Fi, ..., F,,, entonces

F(z1,...,2m) = C[Fi(z1), ..., Fin(2n)] define una funcién de distribucién conjunta con marginales
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Iy, ..., F,,, las cuales siendo continuas determinan unicidad para F', mientras que si son discretas,
determinan unicidad para F' en el rango Fy X - -+ X F,.

Una cépula biwariada es una funcion C' : (0,1)2 — (0,1) | F(z1,22) = C[Fi(21), Fa(22)]
que satisface las siguientes propiedades: (i) para todo vy = Fi(z1) y va = Fy(29), ambos
en (0,1), se tiene que lim, 1 C(vy,v2) = v3_; y limy,0C(vy,v2) = 0, con j = 1,2,
(ii) para cada vy,vs,u; y ug, todos en (0,1) tales que v; < v y w3 < wuy, se tiene que
C(va,u) — C(vg,uy) — C(vy,u2) + C(v1,u1) > 0. Debido a esta propiedad algunos autores se
refieren a la cépula C' como bi-creciente o cuasi-mondtona; ademas, una copula también es
creciente en cada uno de sus argumentos, y (iii) para todo (vi,ve) en (0,1)? se cumple que
W (vy,v9) := max{v; + vy — 1,0} < C(v1,v2) < min{vy, v} 1= M(vy,v9).

Como una consecuencia de la tercera propiedad y del teorema de Sklar se satisface la
desigualdad W[Fi(z1), Fa(22)] < F(21,22) < M[Fi(z1), F2(29)], conocida como desigualdad de
las cotas de Fréchet-Hoeffding y las funciones W y M como las cotas inferior y superior,
respectivamente. También se puede establecer la continuidad uniforme de las copulas en su dominio
via una condicién de Lipschitz en (0,1)?; es decir, para todo (vy,v2) y (u1,uz) ambos en (0,1)?
se establece que |C'(vq, ug) — C(vy,u1)| < |vg — v1| + |ug — uy|. Esto implica que la representacién
grafica de una cépula es una superficie continua s = C(u,v) dentro del cubo unitario (0,1)3 y
situada entre las gréficas de las cotas de Frechet s = W(u,v) y s = M (u,v) como se muestra en la
Figura 3.1, en la cual se incluyé como caso especial la grafica de una cépula importante llamada

cépula producto o independiente s = I(u,v) = uv (Nelsen, 2006).

******************************************

S s=Wu,v) s s=M(uv) s s= M(uyv)
\
; ‘(\ ; \\ \\\
AN
AN\
u u \ u
v % v

k\ E

U u U

Figura 3.1. Graficas y diagramas de contorno de las copulas W, Il y M.

Con una extensién apropiada de su dominio a R?, toda cépula bivariada es una funcién de

distribucién conjunta con marginales uniformes en (0, 1); es decir, si C' es una cépula en (0, 1)?,
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entonces se puede extender a R? por medio de F~ definida como

FC($,y) =

Asi, F¢ es una conjunta con marginales uniformes U(0, 1). De hecho, con bastante frecuencia es
ttil pensar en las cépulas como la restriccién a (0,1)? de funciones conjuntas cuyas marginales
)

son U(0,1). En la Figura 3.2 se muestra la grifica de z = Fo(x,y), donde C(x,y) = l(z,y) = zy

como caso especial.

<0 o y<0
(z,y) € (0,1)?
y>1, 2 €(0,1)
r>1, ye(0,1)
r>1 y y=1

z= Fc(xy)

ANV
SV LY

IAVAVAWAY
INAVAVAVAN
ANV
AV

Figura 3.2. Gréfica de z = Fo(x,y).

A continuacién se establece un resultado importante con respecto a las derivadas parciales
de las cépulas. Si las funciones de distribucién marginales Fi(z1),..., Fn(zn) v la cépula

Cy.m[Fi1(21), .., Fin(zn)] son diferenciables, entonces usando la regla de la cadena se tiene que la

funcién de densidad conjunta f, puede ser expresada como

8sz(21, ce

, Zm)

fz(zla"-azm) = 621"'82m



(9 @mflcl...m [Fl (Zl), e ,Fm(zm)]
(9_21 { OF5(z3) -+ - OF,(2m) }fZ(ZZ)fm(Zm>

0 {am— Crom [Fi(21), - ,Fm(zmﬂ} D f ) fuen)

OF(z1) OF(29) -+ - OF(2m) dz

OMCn [F1(21), -+, Frn(2m)]

= OF\ (1) - - OFm(2m) fi(z1) - fn(2m)

= Crem [F1(21)s ooy Fn(zm)] f1(21) - - frn(2m), (3.2)

donde fi(z1),..., fm(zm) son funciones de densidad marginales y c;...,,, es la llamada funcion de

densidad de la copula Ch...,. Para el caso bivariado la Ecuacién (3.2) se reduce a

J2(21, 22) = c1o[Fi(21), Fo(22)] f1(21) fa(22). (3.3)

Como consecuencia, se tiene que la funcién de densidad condicional fi» puede convenientemente

expresarse de la forma

_ Ja(21, 20)
A e

Por otro lado, en la literatura estadistica no existen modelos para distribuciones conjuntas

= ca[F1(21), Fa(22)] f1(21)- (3.4)

multivariadas discretas, por lo que una de las principales metodologias propuestas en este sentido
es la presentada por Song (2000). En esta metodologia se establece que dado el vector aleatorio
discreto Z = (Zy, . .., Zy,), su funcién de probabilidad conjunta f, se obtiene aplicando la derivada

de Radon-Nikodym a la Ecuacién (3.1) con respecto a la medida de conteo, resultando la expresion

falzrso o zm) = D Y (=DM O (kg ), (3.5)

k1=1 km=1

donde uj1 = Fj(zj) y ujo = Fj(z; — 1), 7 =1,...,m. En el caso bivariado (3.5) se simplifica a
fa(21,22) = Cu[Fi(21), Fa(22)] — Cia[Fi(21), Faz2 — 1)) —
Cia[Fi(z1 — 1), Fa(2a)] + Cro[Fi(z1 — 1), Fy(22 — 1)],
por lo cual, la funcién de probabilidad condicional fi2 queda expresada como

L fZ(ZhZQ)
fie(zrlze) o= fa(22)
= {Cu[Fi(2), Fa(2)] — ClFi(21), Fa(z — 1)] —

Cra[Fi(21 — 1), Fa(22)] + Cra[Fi(21 — 1), Fa(za — 1)]}/ fa(22).
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El modelo dado por la Ecuacién (3.5) contiene 2™ términos, lo que lo hace computacionalmente
inmanejable para m > 4. Para evitar este inconveniente de tener que sumar tantos términos con las
no tan accesibles copulas multivariadas, en la siguiente seccion se propone el uso de la metodologia
llamada construccion con cépulas pareadas (PCC, por sus siglas en inglés), en la cual se destaca
la ventaja de que sélo requiere el uso de familias de cépulas bivariadas para el modelado de

distribuciones conjuntas multivariadas.

3.2. Construcciones con cépulas pareadas (PCC)

3.2.1. PCC para variables continuas

Las PCC para variables continuas fueron establecidas formalmente por Aas et al. (2009). La
funcién de densidad conjunta de un vector aleatorio continuo Z = (Zi,...,7Z,) puede ser

factorizada como un producto de funciones de densidad condicionales de la siguiente manera

fz(Zla ceey zm) = fl\Q...m(Zl|22; cee 7Zm) f2\3...m(22|237 ey Zm) e fm—1|m<zm71|zm> fm(zm)7 (36)

donde cada factor del lado derecho tiene la forma general f;;(z;|v) siendo v un subconjunto de
z, mientras que j son los subindices de los elementos de v. Sea v, cualquier elemento escalar de v
y v\, el subconjunto de v que no incluye a v, (i.e., v\s := v \ {vp}), con 2z; no perteneciente a v.
Panagiotelis et al. (2012) establecen que cada factor en la Ecuacién (3.6) estd dado por

Finpn (251 Vns vnvin)

fii(zlv) = Tupn(on|van)

donde al numerador se le puede aplicar el resultado de la Ecuacién (3.3) para obtener

cin\h[E5n (251 V\n) s Eapn(Onlvan)] fine(Zivan) fape(Onlvin)
Tapn (U] van)

fii(zlv) =
=l Eine(zi Vi) Fapa (Ol van)] fine(zi1van), (3.7)

cuya funcién de densidad de la cépula pareada (bivariada) Cjy\p se define como

PCinpnlFjpn(2i[Van)s Fupa(valvan)]
aFjl\h(zj |V\h) thl\h(Uhlv\h)

a0 (251 V\n), Fapn(On|van)] =

Joe (1996) demostrd que los argumentos de la cépula pareada en la Ecuacién (3.7) son funciones

de distribucion condicionales que pueden ser evaluadas como

OC inp\n[Fj\n (25| V\n)s Enpn(Un]vin)]
th\\h(”h“’\h)

Fk|\h(uk|v\h) = ) (3-8)
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donde uy = z; o bien uy = vy.

La Ecuacién (3.7) puede ser aplicada recursivamente a cada producto en la Ecuacién (3.6)
hasta que la funcién de densidad conjunta f, quede factorizada como el producto de m(m — 1)/2
copulas pareadas y m funciones de densidad marginales. Como ejemplo ilustrativo, considérese el

vector continuo z = (21, 22, 23) cuya funcién de densidad conjunta puede ser factorizada como

fz(21,22723) = f1\23(21|2’2,2’3) f2\3(22|23) f3(23),

donde f3(z3) es la funcién de densidad marginal de z3, y de acuerdo a la Ecuacién (3.4)

f2|3(22|23) = 023[F2(22), F3(23)] f2(22)7

con una apropiada funcion de densidad de la copula pareada co3. Por otro lado, si se elige v, = 2o

entonces v\, = z3, y aplicando la Ecuacién (3.7) y de nuevo la Ecuacién (3.4) se obtiene

fri23(21]22, 23) = cros[Fus(z1]23), Fojs(22]23)] fi3(21]23)

= C12|3[F1|3(21|Z3),F2|3(22\Z3)] 013[F1(21)7F3(Z3)] f1(21)7

para copulas pareadas cjg3 y ¢13 apropiadas. De manera andloga, también se pudo haber elegido

vy = 23 por lo que v\;, = 23, y en consecuencia se tendria que

fi2s(21]22, 23) = cugFip(21]22), Fyja(2s]22)] fij2(21]22)

= Cl3|2[F1|2(21|Z2),F3|2(Z3|22)] 012[F1(21)7F2(Z2)] f1(21)7

donde ¢;3)7 es diferente a la cg3 de la primera descomposicién. Finalmente, utilizando todos estos
resultados se encuentra que la funciéon de densidad conjunta f, puede expresarse como el producto

de tres copulas pareadas y las tres funciones de densidad marginales correspondientes:

folz1,22,23) = cuap[Fus(21l2s), Fays(22123)] cas[Fi(z1), Fi(23)] cas[Fa(22), F3(z3)] x
fi(z1) fa(z2) f3(23)

= ciga[Fija(21122), Faja(2s22)] cia[Fi(21), Fa(z2)] cas[Fa(z2), F(23)] X
fi(z1) fa(za) f3(23).

En resumen, bajo ciertas condiciones de regularidad apropiadas, una funcién de densidad
conjunta m-variada puede ser expresada como un producto de m(m — 1)/2 cépulas pareadas

y de m funciones de densidad marginales. Ademas, queda claro que por su propia naturaleza
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PCC es un procedimiento iterativo, y que dada una factorizacion especifica, aiin hay muchas re-
parametrizaciones diferentes; es decir, como v, puede ser cualquier elemento de v en la Ecuacion
(3.7), hay muchas maneras en las cuales una funcién de densidad conjunta puede ser descompuesta
de este modo. Sin embargo, lo mas practico es encontrar un conjunto de descomposiciones donde los
argumentos de las cépulas pareadas puedan ser calculados usando la Ecuacién (3.8). Las diferentes
maneras en las cuales una funcién de densidad conjunta puede ser descompuesta para satisfacer
esta ultima condicién, se presentan sistematizadas en términos de modelos graficos llamados vines

(Bedford and Cooke, 2001a,b, 2002).

3.2.2. Teoria de graficas: vines

Una grdfica o grafo es un par ordenado G = (N, A) que consiste de un conjunto de nodos N y de un
conjunto de aristas A, donde cada elemento a € A es un subconjunto de dos elementos de N. Un
camino de longitud n en G es una sucesion de aristas (ag, as, ..., a,) en la cual aristas consecutivas
comparten un nodo comun. Un camino cerrado es aquel en el que coinciden el primero y el ultimo
nodo. Un ciclo es un camino cerrado que no admite repeticién de nodos ni aristas. Un grafo G es
conezxo si para cada par de nodos diferentes (n;,n;) existe al menos un camino posible entre n; y
n;. Un drbol T' es un grafo conexo que no tiene ciclos. Un bosque B es un conjunto de arboles.
Bedford and Cooke (2001a,b, 2002) introdujeron un importante grafo denominado regular
vine (R-vine), el cual es una sucesién de érboles con m nodos iniciales B = (T, Ty, ..., Ty—1),

T, = (N;, Ay), i =1,2,...,m — 1, conectados bajo las siguientes condiciones:
(i) Ny ={1,2,...,m} (El arbol 1 tiene nodos 1,2,...,m).
(ii) Parai € 2,...,m —1,N; = A,y (El nodo del arbol ¢ es la arista del drbol i — 1).

(iii) Para i € 2,...,m — 1,Va = {n;,n,} € A;, se cumple que n; N ny tiene sélo un elemento,
i.e. #(n; Nng) = 1 (Si dos nodos en el arbol i estdn conectados por una arista, las aristas
correspondientes en el drbol i — 1 deben tener un nodo comin (condicion de proximidad)).

m—2
Como el nimero de posibles R-vines en m dimensiones es enorme [m! /2 - 2("2") , muchos
autores prefieren utilizar dos casos especiales de R-vines llamados drawable vines (D-vines) y

canonical vines (C-vines), los cuales se definen de la siguiente manera (Stober, 2013). Un R-vine

B = (T1,Ts,...,T,_1) es llamado
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» D-vinesiVi=1,...,m—1, con n € N;, se cumple que #{a € A;|n € a} <2 (El nimero de

aristas que conectan a cada nodo es a lo més de dos).

» C-vinesiVi=1,...,m—1, se cumple que 3 n € N; tal que #{a € A;n € a} =m —i (En

el arbol 7 existe un unico nodo conectado a m — ¢ aristas).

En la Figura 3.3 se muestran las graficas de un D-vine y de un C-vine en 4 dimensiones (4 nodos

iniciales) que consisten de 3 arboles y 6 aristas.

O O O OO OR
N N
O
O L O © ()
€ T
GO
D-vine C-vine

Figura 3.3. Graficas de un D-vine y de un C-vine en 4 dimensiones.

Retomando el ejemplo ilustrativo de la subseccién 3.2.1, se establecié que una de las opciones
para la descomposicién de la funcion de densidad conjunta en términos de copulas pareadas queda

expresada como

fz(Zl, 22, 23) = C13|2[F1|2(21|Z2), F3|2(Z3|Z2)] 012[F1(21), F2(22)] 023[F2(Z2); F3(23>] fl(Zl) f2(22) f3(23)7

o bien, reordenando los factores y obviando sus argumentos se tiene que

f2 =11 J2 [5 c12 a3 cazpo. (3.9)

Si se comparan los subindices en el lado derecho de la Ecuacién 3.9 con la parte correspondiente

de los dos primeros arboles 17 y T, del D-vine de la Figura 3.3, se pueden establecer en general
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las siguientes relaciones. Los nodos del primer arbol corresponden a las funciones de densidad
marginales de las variables involucradas, mientras que las aristas de los arboles corresponden a
las copulas pareadas necesarias para la factorizacion de una funcién de densidad conjunta dentro
de la metodologia PCC. Ademas, a partir del segundo arbol los nodos de éstos corresponden a las
aristas del arbol que les precede. Por otro lado, los nodos de los arboles sirven para etiquetar a las
aristas que los unen; por ejemplo, en el arbol T3 del D-vine los niimeros no repetidos en los nodos
132 y 24|3 son el 1 y el 4 que forman la parte condicionada de la arista que los une, mientras
que los nimeros repetidos 2 y 3 forman la parte condicionante de dicha arista, i.e., 14|23. Nétese
que el método grafico basado en vines no es estrictamente necesario para aplicar la metodologia
PCC, pero ayuda en mucho a identificar eficientemente las diferentes descomposiciones por medio
de copulas pareadas, sobre todo cuando el nimero de variables a modelar es relativamente alto.
Bedford and Cooke (2001a,b) generalizaron una funcién de densidad conjunta m-variada en
términos de un R-vine, mientras que Aas et al. (2009) la particularizaron en términos de un

D-vine como

m—1m—j

fz(zla"‘a ka H H sz-l—]\z—i—l Litj— 1[F\z+1 Sitg— 17Fz+]|z+1 Sii— 1]

7=1 =1
donde el indice j identifica a los drboles, mientras que 7 identifica a las aristas en cada arbol. Aas

et al. (2009) también la particularizaron en términos de un C-vine como

m m—1m—j
falz1, o 2m kaH HCJJJrZIl =1 =1 Fivin,.. ]
7=1 =1

Aplicar la estructura C-vine podria ser muy adecuado cuando se sabe de antemano que una
variable en particular es clave para las interacciones en un conjunto de datos. En tal situacion
uno podria decidir colocar dicha variable en la raiz del C-vine, tal como aparece la variable 1 en
el arbol T del C-vine de la Figura 3.3.

Continuando con el ejemplo ilustrativo anterior para el vector aleatorio z = (21, 29, 23), existen
en general seis maneras de permutar zy, 2o y 23, pero solo tres de las seis permutaciones ofrecen
diferentes descomposiciones para f,, que son a la vez D-vine y C-vine. Estas tres permutaciones con
estructura D-vine se muestran a continuacién con subindice D, mientras que sus permutaciones
equivalentes con estructura C-vine se muestran con subindice C'. El simbolo ~ denota equivalencia

entre permutaciones en el sentido de que ofrecen la misma descomposicién para f,.
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(1) (21, 22,23)p ~ (23,22, 21)p ~ (22,21, 23)c ~ (22, 23, 21)c generan la factorizacion
Je = J1 J2 [3 c12 ca3 C13)2-

(2) (21,23, 22)p ~ (29,23, 21)p ~ (23,21, 22)c ~ (23, 22, 21)c generan la factorizacion
Je = J1 f2 [3 c13 a3 C12)3-

(3) (22,21,23)p ~ (23,21, 22)p ~ (21, 22, 23)c ~ (21, 23, 22)c generan la factorizacién
Je=f1 f2 f3 c12 c13 Co3|1-

A modo de ilustracién adicional considérese el vector aleatorio continuo z = (21, 22, 23, 24)-
Su funcion de densidad conjunta f, puede ser expresada mediante una estructura D-vine de la

siguiente manera (ver Figura 3.3):

Jz = f1 fo f3 Ja c12 co3 C34 C13|2 C24|3 C14/23,

o bien, con una estructura C-vine como

Jz=J1 [2 [3 Jaci2 c13 cia C23]1 C24|1 C34[12-

En este caso con cuatro variables, hay en total 24 permutaciones que proporcionan igual niimero
de descomposiciones diferentes, de las cuales 12 son D-vine y 12 son C-vine, y ninguna de las
descomposiciones D-vine es igual a alguna descomposicion C-vine, o viceversa. De hecho, no hay
otras descomposiciones posibles R-vine. Como dato adicional, en el caso de cinco variables hay 240
posibles descomposiciones diferentes mediante PCC, de las cuales 60 son D-vine, 60 son C-vine y
120 tienen estructura R-vine que no son D-vine ni C-vine. En general, para m variables hay en
total m!/2 D-vines diferentes y el mismo nimero de C-vines también diferentes.

Mientras que los autores usualmente han restringido la clase de R-vines a las subclases anteriores
de C-vines y D-vines, los algoritmos desarrollados por Diimann (2010) hacen a la clase completa
de cépulas R-vine mds accesible (citado en Stéber, 2013, p. 22). Las técnicas computacionales
presentadas por Difimann han sido desarrolladas aiin mas y estan disponibles para profesionales e
investigadores en el paquete VineCopula (Schepsmeier et al., 2012) del lenguaje estadistico R (R
Core Team, 2014). Mientras que este paquete y mucha de la literatura sobre el tema consideran la
metodologia PCC sélo para distribuciones donde todas las marginales univariadas son continuas,
el principio es més general. Panagiotelis et al. (2012) presentan una discusién pionera del método

PCC basado en una estructura D-vine para datos discretos, la cual se vera a continuacién.

42



3.2.3. PCC para variables discretas

Utilizando una notacién similar y un procedimiento andlogo al de PCC para variables continuas,
la funcién de probabilidad conjunta de un vector aleatorio discreto Z = (Z1, ..., Z,,) puede ser

factorizada como un producto de funciones de probabilidad condicionales de la siguiente manera

fz(zla ceey Zm) = f1\2...m(zl|z27 ceey Zm) f2|3...m(22’237 BRI Zm) U fmfl\m(zm—lyzm) fm(zm)a (310)

donde cada factor del lado derecho tiene la forma general f;;(z;|v) siendo v un subconjunto de
z, mientras que j son los subindices de los elementos de v. Sea v, cualquier elemento escalar de v
y v\, el subconjunto de v que no incluye a vy, (i.e., v\, :== v\ {v3}), con z; no perteneciente a v.
Panagiotelis et al. (2012) establecen que cada factor en la Ecuacién (3.10) estd dado por
fjh|\h(2j |V\h7 Uh|V\h)
fi(z1v)
G Tupn(Vnvin)

1 1 G4 . .
Zz‘jzo 2 iy—o (=) Einpa (25 — 45[Vyn, vn — in[vin)
fh\\h(Uh|V\h)

donde al numerador se le puede aplicar la Ecuacién (3.1) para obtener
1 1 i . .
=0 2ain—o (=) Cinpa[Fipn(z5 = i51vn), Fapalvn — infvin)]
fh\\h(vh|v\h>

que es el andlogo discreto de la Ecuacion (3.7), y puede ser aplicado recursivamente a la Ecuacién

)

fii(zlv) =

: (3.11)

(3.10) para descomponer la funcién de probabilidad conjunta en términos de cépulas pareadas. Los
argumentos de la cépula pareada en la Ecuacion (3.11) son funciones de distribucién condicionales
que pueden ser evaluadas mediante la expresion
Fepn(ue — iklvin) = ACinpalFipn(zivan)s Fapn(vnvin)] —
CinpalEina(z51vin)s Enpn(on = vin)l}/ fapn (nlvan),

donde uj, = z; o bien u, = vy, y es el andlogo discreto de la Ecuacién (3.8).

Si se considera que Z = (71, ..., Z,,) es un vector aleatorio de m variables categéricas, entonces
la funcién de distribucién marginal correspondiente a Z; (j = 1,...,m) esta dada por
0 sioz<1
F(z) = S st 1<2<y (3.12)
1 si 2z >0y,

donde |z] = max{l € Z|l < z} es la funcién piso, Z es el conjunto de los enteros, b; es el nimero
de niveles posibles que la j-ésima variable puede tomar, y g;; := Pr{la j-ésima variable toma el -

ésimo nivel posible}. La presencia del vector de variables explicativas completamente observadas x

43



en cada probabilidad marginal de f, puede ser modelada usando un modelo logistico multinomial

de la siguiente manera:
T
exp(a, + aﬂx)

qji = a; )
Y exp(aye + af x)

donde aj; y ayj son los pardametros del factor j y nivel I (I =1,...,q;). Para evitar redundancia,

(3.13)

Qja; Y Qg se han igualado a cero. La razén para modelar con cépulas pareadas la funcién de
probabilidad conjunta sélo del vector z dado el vector x, y no modelar la conjunta del vector
completo (z,x), es que para mantener esta metodologia propuesta lo més general posible, el

vector x puede ser continuo, pero en este caso el método PCC es sélo para variables discretas.

De manera analoga, dado que r = (rq, ..., r,,) es un vector aleatorio de m variables dicotémicas,
entonces la funcién de distribucién marginal correspondiente a r; (j = 1,...,m) estda dada por
0 si r<0
Fi(r)=¢ 1—p; si 0<r<1 (3.14)
1 si r>1,

donde p; := Pr{r; = 1} es la probabilidad de que la j-ésima entrada de z sea un valor observado.
La presencia del vector w en cada probabilidad marginal de f, puede ser modelada usando un
modelo logistico binomial de la siguiente manera:

exp(v]w)

= T 3.15
Pi 1+ eXp(VjTW)’ ( )

donde v; es el vector de pardmetros de la j-ésima variable indicadora.
Como cépula pareada basica para la aplicacion de la metodologia PCC se eligié a la familia

Frank, la cual se define como

C(vy,v9; p) = —%log {1 + lexp(—puv1) — 1][exp(—pvg) — 1] } |

exp(—p) — 1

donde p # 0 es el pardametro que controla la dependencia entre las marginales. La eleccion de
la cépula de Frank es apropiada ya que es de las pocas familias capaces de capturar el rango
completo de dependencia. Este incluye la cépula cota inferior de Fréchet cuando p — —oo, la
copula cota superior de Fréchet cuando p — oo, asi como la coépula producto que ocurre cuando
p — 0 definiendo al modelo independiente vyvy. Ademas, a diferencia de la cépula Gaussiana que
también captura el rango completo de dependencia, la cépula de Frank es mas facil de programar
y permite que el tiempo de ejecucion del cédigo que la contiene sea mucho mas breve. De hecho,
para este proyecto se codificé en C++ la cépula de Frank mediante el paquete Repp (Eddelbuettel

and Francois, 2011). El cédigo guardado en el archivo frankC. cpp quedo de la siguiente manera:
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#include <Rcpp.h>
// [[Rcpp::export()]]
Rcpp: :NumericVector frankC(Rcpp: :NumericVector u, Rcpp::NumericVector v,
double rho)
{
Rcpp: :NumericVector £C;
if (rho==0) fC = uxv;
else fC = (-1/rho)*log(1+(exp(-rho*u)-1)*(exp(-rho*v)-1)/(exp(-rho)-1));

return fC;

Panagiotelis et al. (2012) proporcionan un algoritmo para obtener la funcién de probabilidad
conjunta de un vector de variables aleatorias discretas m-variado usando la metodologia PCC con

estructura D-vine. El algoritmo se puede generalizar a estructuras C-vine o R-vine. Dado el vector

aleatorio discreto Z = (Z4,...,Zy,,), por simplicidad y sin pérdida de generalidad se asume que
Z; (j=1,...,m) € N. En el algoritmo se utilizardn las siguientes definiciones:

F" = F(%)

Ff = Fj(z; — 1),

fi= F‘+ R

C;rjﬂ ]+1(F] 7F+1710J j+1)s

C;r;H C; ]+1( j g+17 Pj j+1)7

Cii =Gy ja(F7 EL i ),

Ci i =G5y (Fy Fig; py ),

donde Fj(-) debera ser evaluada segin la Ecuacion (3.12), y p; j+1 es el parametro que caracteriza
a la copula pareada de Frank.
El algoritmo que se describe a continuacién se representa de manera grafica en la Figura 3.4

con cinco variables aleatorias como caso especial.

1. Para 7 =1,...,m, evaluar

Fr

7

Fyy

I
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2. Paraj=1,..
Cir

Jj Jj+1

cir

JJ+b
Cj Jjt+1 y
=

J j+1

.,m — 1, evaluar

3. Para j=1,...,m — 2, evaluar

a) P}Tj+1 = (C] j+1 C;r;+1)/fj+1a
Fﬂjﬂ = (C_] 1 ]'_;+1)/fj+1 y
fili+1 = Fjlj—&-l - Fﬂjﬂ'

b) F+2|g+1 (CJ+1 2 = O3 i) [ Fins

Fg_+2|g+1 (CJH 2 = O jua) [ iny

Fivalirr = Filiayin = Fiiane

ab a b _
¢) O i (Fijn Fpayjn ), com a0 € {4, =
4. Parat=3,... m—1yj=1,...,m—t, evaluar
+- ) ) )
) Fy Jli+1l.g+t—1 (C] jHt—1]j+1...j+t—2 Cj j+t71|j+1...j+t72)/fJ+t—1\J+1...J+t72a

J_IJH JHt—1 (CJ JHt—1]j+1...j+t—2 Oj'_;+t71|j+1,,,j+t72)/fj+t71\j+1...j+t72 y
Filjtgee—1 = Fj\j+1...j+t—1 - JTj—i—l...j—i—t—l'
b) F+t|j+1 JHt—1 (C]H JHtlj42. 5+t -1 Cj_++1 j+t|j+2...j+t71)/fj+1\j+2-~j+t*1’
Fj_+t|j+1...j+t71 = (Cj+1 GAt|j+2. -1 Cj_+_1 j+t|j+2...j+t—1)/fj+1\j+2~~j+t*1 y

fj+t\j+1.~j+t—1 = Fj+t|j+1...j+t—1 - Fj+tlj+1...j+t—1~

c) Co

a b _
§ g+l I(Fj\jJrl...jthfl’ Fj+t|j+1...j+t—1)’ con a,b € {+,—}.

5. Evaluar
F1|2 m o (01 m|2..m—1 01 m|2..m— 1)/fm\2...m—17
12 = (Cl ml2..m—1 " f;l\z,,,m_l)/fmu...m& y
frgm = 1|2 m 1_\2...m'

6. Finalmente, evaluar la funcién de probabilidad conjunta m-variada

fz(Zh cee Zm) = fa- HZL:;), fle...k—l : fl\Z...m*
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Variable 1 Variable 2 Variable 3 Variable 4 Variable 5
F*, F*, F*, F*, F*, F, F*, F+
F F F F F F F ;
1 2 2 3 3 4 4 5
f f f f f f
! Y @ 2 Y 3 8 Y 4 4 Y
Copula 12 Copula 23 Copula 34 Copula 45
C++12 C+-12 C++23 C+-23 C++34 C+-34 C++45 C+-45
C_+12 C _12 C_+23 C _23 C_+34 c _34 C_+45 c _45
I:T1|2 ) I:+3|2 FJ_r2|3 ) I:+4|3 FJ_r3|4 ) I:+5|4
12 F 32 23 F 43 34 F 54
12§, 1:3 23 | f4|3 34 4 f5|4
Cépula 13|2 Cépula 24|3 Copula 35|14
C++13|2 C+.13|2 C++24|3 C+_24|3 C++35|4 C+_35|4
-+ -- -+ -- -+ - -
C 13)2 C 132 C 243 C 24|3 C 35|14 C 35(4
FT1|23 ) F+4|2 I:J_r2|34 ] I:)f5|3
F 123 F 423 F 2|34 F 5|34
123 -4l2 2341 5134
Cépula 14|23 Cépula 25|34
C:++14|23 C+_14|23 C++25|34 C+_25|34
C_+14|23 c _14|23 C_+25|34 c _25|34
FT1|234 ) I:Jr5|23
1]234 F |23
1|234 @

A 4

Copulalb|234
Ctt Cc*

15|234 >~ 15]234

-+
C 15234

c

15234

F

.
1]2345
1]2345

(s Y

f

12345 —

f, f

f

f

f

2 '3j2 '4|23 '5234 '1]2345

Figura 3.4. Representacion grafica de la estructura D-vine del algoritmo para cinco variables.
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Como ejemplo ilustrativo de la aplicacion del algoritmo, considérese el vector de variables
aleatorias categéricas z = (21, 29, 23), donde z; € {1,2}, 25 € {1,2,3} y 23 € {1,2,3,4}. Sea X
la matriz de diseno del vector de variables explicativas completamente observadas x, entonces de

acuerdo a la Ecuacién (3.13) se tiene que

= exp( ?(11) P e);p( o) U=1.2 gy = e);p( as)) l=123
1+ exp(Xouy) 1+ exp(Xaw) 1+ > exp(Xag,)
Mientras que de la Ecuacién (3.12) se obtiene
e P D
Fi(z) = s 1<z<2 F(z) = ™ N
e 211 si 2> 9 (7] @21 F g2 st 2<2<3
o 1 si z2>3
0 st z2<1
qs1 si 1<2<2
Fy(z) = q31 + @32 si 2<z2<3
31t qz2tgsz st 3<z2<4
1 si z>4

Después, siguiendo los pasos del algoritmo anterior se evalia lo siguiente.

Ff =Fi(y), Fy =Fiz-1), fi=F-F, j=123.

C’12 —CIQ(FlavFQb;pH)? avbe {+7_}
023 —023(F2a>F?l,);p23)7 CL,bE {_'_7_}'

1|2 (O Cf_z_>/f2, Ff\z (01_2+ - 01_2_)/f2= f1|2 - 1|2 F1_|2
Fjfy = (035" = Cy5")/fo, Fyy= (05 = Cy57)/fo, faj2 = Fyjy — iy

Cilgp = Ciz2(Fijo, F§\2;013|2), a,b e {+,—}.
1|23 (CEE 13|2>/f3|27 Ff|23 <013T2 fs;ﬁ)/f3l27 f1|23 - 1|23 F17\23

fa(21,22,23) = fo- J3i2 * f123-

Donde los parametros a estimar son: ai, @1, Qga, Q31, Oz, Qi33, P12, P23 Y Pi3j2- Mediante un

procedimiento analogo y usando las Ecuaciones (3.14) y (3.15) se puede estimar fy.(rq,7r2,73).
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Capitulo 4

Simulaciones, aplicacion y resultados

4.1. Simulaciones

Para la validacién del desempeno de la metodologia aqui propuesta, a la que llamaremos mdxima
verosimilitud con copulas pareadas (PCML, por sus siglas en inglés), se establecen las siguientes
pautas generales para aplicarlas a diferentes escenarios con conjuntos de datos simulados mediante

elementos del disefio y andlisis de experimentos. (Box et al., 2005).

Eleccién de factores y niveles
Los siguientes factores y niveles que conformaran los diferentes escenarios de validacion, se eligieron

entre los de mayor influencia para el desempeno de PCML.

A: Tamarno del conjunto de datos (nimero de observaciones) con niveles 500 y 1000,
B: Cantidad de variables explicativas con datos faltantes con niveles 37 y 5+,
C: Tipo de variables explicativas con datos faltantes con niveles dicotomica'™ y tricotémica'™.
D: Proporcién de datos faltantes con niveles 30 % y 50 %™.
E: Mecanismo de datos faltantes con niveles MAR™ y MNAR™.
Eleccién del tipo de diseno experimental
Para explorar los efectos que tienen los cinco factores de dos niveles cada uno sobre el desempeno de

PCML, una réplica completa de un disefio factorial 2° requeriria validar 32 escenarios diferentes,

lo cual seria computacionalmente muy demandante. Es por ello que se eligié utilizar el diseno
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factorial fraccionado 2°/4 = 25/2% = 2572 que s6lo requiere probar los ocho escenarios mostrados
en la Tabla 4.1 sin limitar la base de inferencia y con viabilidad computacional. De las cuatro
fracciones posibles se opté por usar la principal, ya que es la que tiene a todos los factores en sus

niveles altos.

Tabla 4.1. Disefio factorial fraccionado 2°~2.

Factor
Escenario A B C D=AB E=AC
1 - - = + +
2 + - - - -
3 - 4+ - - +
4 + + = + -
5 - - + + -
6 + - + - +
7 - + + - -
8 + + + + +

Para verificar la robustez de la cépula de Frank, se generaron vectores de variables explicativas
con diversas estructuras de dependencia a partir de una cépula Gaussiana multivariada mediante
la funcién rCopula del paquete copula (Hofert et al., 2015). La funcién rCopula genera un vector
v = (V1,...,Vmy1) de variables aleatorias continuas con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1),
de las cuales la primera se tomé como la variable explicativa completamente observada x, mientras
que las restantes se discretizaron para formar el vector de variables explicativas parcialmente

observadas z = (21, ..., 2,). Un ejemplo en particular de discretizacién es el siguiente:

0 si Vit+1 S 1/3
ZiG=1,..m) = & 1 si 1/3<v;; <2/3
2 st v >2/3,

obteniéndose m variables tipo factor de tres categorias cada una como caso especial. Después se
realizaron 100 réplicas de lo siguiente. Se generod la variable respuesta y tipo Binomial, Poisson
o Normal con funciones de enlace logistica, logaritmica e identidad, respectivamente, y donde
a los coeficientes de regresion B = (By, b1, .., Bme1) se les asigné un valor fijo de antemano.
De esta manera, se obtiene un conjunto de datos completo (DC) {z,z,y} al que ain no se
le han eliminado valores, y cuya regresion inicial hara el papel de regresion de referencia con
la cual se compararan los resultados de regresiones posteriores con datos faltantes. Usando el
mismo método descrito anteriormente para obtener el vector z, se generd el vector de variables

dicotémicas indicadoras de datos faltantes r = (rq,...,r,,) simulando los mecanismos de pérdida
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de datos MAR y MNAR. El paso siguiente fue eliminar los valores de las variables explicativas
21, ..., Zm correspondientes a los ceros de sus variables indicadoras respectivas rq, ..., 7,,. Una vez
que el conjunto de datos con valores faltantes en z estuvo disponible, se le aplicé un andlisis de
regresion utilizando tres metodologias diferentes: (i) casos completos (CC) como método estandar
de comparacion, esto mediante la funcién glm en R, (ii) imputaciéon multiple (MI) como método de
validacién, esto mediante 30 imputaciones con el uso las funciones mice, with y pool del paquete
mice (Van Buuren and Groothuis-Oudshoorn, 2011), y (iii) PCML bajo los mecanismos MAR y
MNAR como la metodologia aqui propuesta sujeta a validacion.

Para aplicar maxima verosimilitud se recurrié al algoritmo EM via ponderaciones, y en
consecuencia lo primero que se tuvo que obtener fue el conjunto de datos aumentado con su
respectiva columna de ponderaciones w, segiin el procedimiento mostrado en la Figura 2.1. El
criterio de convergencia usado para el algoritmo EM fue que la diferencia entre estimadores
sucesivos de los coeficientes de regresién B fuera menor de 107%. En la etapa E del algoritmo
se calculan las ponderaciones w por medio de la Ecuacién (2.8). En la etapa M del algoritmo se
actualizan los valores de los coeficientes de regresién 3 mediante la Ecuacién (2.12). En esta misma
etapa se modelaron las distribuciones conjuntas f,(z|x; ), y en su caso f.(r|x,z,y;v), utilizando
PCML a través al algoritmo de la Figura 3.4. De esta manera, ya fue posible actualizar los valores
los parametros a y ¥ maximizando sus funciones log-verosimilitud respectivas mediante la funcién
nlminb en R.

Con respecto a la estimacién de los errores estandares de los coeficientes de regresion 3, en el
caso de los métodos DC y CC estos se obtuvieron directamente de la funciéon glm, siendo iguales a
los obtenidos mediante la Ecuacién (2.5). En cuanto al método MI se usaron los que proporciona
la funcién pool, que a su vez utiliza las reglas de Rubin para calcularlos. Para PCML se utiliz6 el
método de Louis (1982) dado por la Ecuacién (2.14).

Los ultimos calculos hechos dentro de las 100 réplicas, fueron los relativos a los sesgos y a los
errores cuadraticos medios de los estimadores de los coeficientes de regresion 3. El sesgo en valor
absoluto se define como B = |3 — ,é |, donde 3 son los valores fijos asignados de antemano a los
coeficientes, mientras que B son los estimadores puntuales obtenidos. Sea SE los errores estandares
de los estimadores, el error cuadritico medio de la estimacién se define como MSE = B? + SE?
(Ibrahim et al., 1999b). Finalmente, como tltima etapa del proceso, se obtuvieron los promedios

dentro de las 100 réplicas de todos los resultados anteriormente descritos. Para la ejecucién de los
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cédigos en R, se utilizé una PC de escritorio HP Pavilion Slimline de 32 bits, con procesador Intel
Core 2 Duo E4300 con Tecnologia Intel Viiv de 1.8 GHz, sistema operativo Windows Vista Home
Premium 2007, memoria RAM DDR2 de 2 ntucleos con 1 GB cada uno.

En la Tabla 4.2 se muestran los resultados obtenidos para una respuesta con distribucion
Binomial, una estructura independiente entre las variables explicativas y las variables indicadoras,
y establecido el escenario niimero ocho de la Tabla 4.1. Se resaltan en negritas los valores minimos
de los errores estandares, los sesgos y los errores cuadraticos medios entre los métodos CC, MI,
PCMLuar y PCMLu~ar. El comportamiento fue similar para los siete escenarios restantes. En las
Tablas 4.3 y 4.4 se muestran los resultados para respuestas Poisson y Normal, respectivamente,
con estructuras independientes entre las variables explicativas y las variables indicadoras, y un
escenario adicional que quedd establecido de la siguiente manera. El tamano del conjunto de datos
fue de 1000 observaciones, con una variable explicativa continua completamente observada, y con
tres variables explicativas dicotémicas parcialmente observadas, mientras que la proporciéon de
datos faltantes fue del 30 % bajo el mecanismo MNAR.

En simulaciones adicionales se utilizaron las siguientes estructuras de dependencia para las
variables explicativas y las variables indicadoras, respectivamente:

T Z1 Z9 Z3
z 1.00 0.50 0.55 0.60
z; 0.50 1.00 0.65 0.70
zo 0.55 0.65 1.00 0.75
zz 0.60 0.70 0.75 1.00

1 T2 T3

r1 1.00 0.50 0.70

re 0.50 1.00 0.90

rs 0.70 0.90 1.00
En las Tablas 4.5, 4.6 y 4.7 se muestran los resultados obtenidos para respuestas con distribucion
Binomial, Poisson y Normal, respectivamente, usando las estructuras de dependencia anteriores,
y un escenario que quedd establecido de la siguiente manera. El tamano del conjunto de datos
fue de 1000 observaciones, con una variable explicativa continua completamente observada, y con
tres variables explicativas dicotémicas parcialmente observadas, mientras que la proporcion de
datos faltantes fue del 30 % bajo el mecanismo MNAR. También se resaltan en negritas los valores

minimos de los errores estandares, los sesgos y los errores cuadraticos medios entre los métodos

CC, MI, PCMLaar y PCMLaxar.
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Tabla 4.2. Simulacién con respuesta Binomial y estructura independiente.

Método Bo=3 B1=-25 2 =15 By, =-15 B3, =1 B3, =-05
Estimador DC 3.0246 —2.5694 1.5119 —1.5884 1.1084 —0.5074
CC 2.9255 —2.5412 1.4967 —1.6282 1.0900 —0.4748
MI 3.3241 —2.3190 1.3131 —1.5053 1.1357 —0.3541
PCMLumar 3.3233 —2.3691 1.3226 —1.4995 1.1664 —0.3373
PCMLu~ar 2.6947 —2.3310 1.3646 —1.4840 1.1089 —0.3323
Error estandar DC 0.3899 0.3860 0.3076 0.2483 0.2776 0.2477
CC 0.5541 0.5084 0.3989 0.3489 0.3726 0.3410
MI 0.4391 0.3843 0.3228 0.2707 0.2983 0.2692
PCMLuar 0.4927 0.4443 0.3542 0.3026 0.3252 0.2959
PCMLu~ar  0.4293 0.3983 0.3159 0.2673 0.2922 0.2652
Sesgo DC 0.0246 0.0694 0.0119 0.0884 0.1084 0.0074
CC 0.0745 0.0412 0.0033 0.1282 0.0900 0.0252
MI 0.3241 0.1810 0.1869 0.0053 0.1357 0.1459
PCMLuar 0.3233 0.1309 0.1774 0.0005 0.1664 0.1627
PCMLu~ar 0.3053 0.1690 0.1354 0.0160 0.1089 0.1677
Error cuadratico DC 0.1526 0.1538 0.0948 0.0695 0.0888 0.0614
medio CC 0.3125 0.2601 0.1591 0.1381 0.1469 0.1169
MI 0.2978 0.1805 0.1391 0.0733 0.1074 0.0938
PCMLuar 0.3473 0.2145 0.1569 0.0916 0.1334 0.1140
PCMLu~ar  0.2775 0.1872 0.1182 0.0717 0.0972 0.0984
Método B41 =0 ﬂ42 =-1 ﬂg,l =0.5 ﬂ52 =2 561 =-2 662 =25
Estimador DC —0.0006 —1.0304 0.5207 1.9954  —1.9379 2.6459
CC 0.0780 —0.9647 0.5712 1.9382  —1.9156 2.5655
MI —0.0581 —1.0054 0.5209 1.8274  —1.8875 2.6414
PCMLuar —0.0464 —1.0135 0.5541 1.8326  —1.8696 2.6636
PCMLu~ar 0.0088 —0.9830 0.5145 1.9338  —1.8347 2.6506
Error estandar DC 0.2604 0.2637 0.2426 0.2886 0.2446 0.4233
CC 0.3635 0.3699 0.3051 0.4250 0.3180 0.6705
MI 0.2890 0.2933 0.2444 0.3500 0.2570 0.5813
PCMLuar 0.3181 0.3222 0.2631 0.3773 0.2772 0.6065
PCMLu~ar  0.2786 0.2872 0.2465 0.3048 0.2513 0.5154
Sesgo DC 0.0006 0.0304 0.0207 0.0046 0.0621 0.1459
CC 0.0780 0.0353 0.0712 0.0618 0.0844 0.0655
MI 0.0581 0.0054 0.0209 0.1726 0.1125 0.1414
PCMLuar 0.0464 0.0135 0.0541 0.1674 0.1304 0.1636
PCMLu~ar  0.0088 0.0170 0.0145 0.0662 0.1653 0.1506
Error cuadréitico DC 0.0678 0.0705 0.0593 0.0833 0.0637 0.2004
medio CC 0.1382 0.1381 0.0982 0.1844 0.1083 0.4538
MI 0.0869 0.0860 0.0602 0.1523 0.0787 0.3579
PCMLuar 0.1034 0.1040 0.0721 0.1704 0.0938 0.3946
PCMLu~ar  0.0777 0.0828 0.0609 0.0973 0.0905 0.2883

Tiempo medio de ejecucién (min): 2.7 (MI), 3.3 (PCMLwMaRr), 25.4 (PCMLMNAR).
Promedio de iteraciones del algoritmo EM: 10 (PCMLwMaRr), 78 (PCMLMNAR).
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Tabla 4.3.

Simulacién con respuesta Poisson y estructura independiente.

Método Bo=1 pB1=—-05 p[o, =0 pg, =—-1 p4, =05
Estimador DC 1.0199 —0.5143  0.0056  —1.0034 0.4766
CC 1.0209 —0.5127  0.0051 —1.0144 0.4775
MI 1.0670 —0.5116  0.0078  —0.9873 0.4700
PCMLuar 1.0687 —0.5130  0.0072  —0.9868 0.4690
PCMLu~ar  1.0221 —0.5154  0.0089  —1.0056 0.4817
Error estandar DC 0.0580 0.0790  0.0455 0.0513 0.0468
CC 0.0705 0.0947  0.0550 0.0587 0.0552
MI 0.0612 0.0806  0.0496 0.0516 0.0485
PCMLumar 0.0627 0.0842  0.0490 0.0535 0.0492
PCMLu~xar  0.0613 0.0817 0.0476 0.0530 0.0482
Sesgo DC 0.0199 0.0143  0.0056 0.0034 0.0234
CC 0.0209 0.0127 0.0051 0.0144 0.0225
MI 0.0670 0.0116  0.0078 0.0127 0.0300
PCMLuar 0.0687 0.0130  0.0072 0.0132 0.0310
PCMLu~xar  0.0221 0.0154  0.0089 0.0056 0.0183
Error cuadratico DC 0.0038 0.0064  0.0021 0.0026 0.0027
medio CC 0.0054 0.0091  0.0031 0.0036 0.0036
MI 0.0082 0.0066  0.0025 0.0028 0.0033
PCMLmar 0.0087 0.0073  0.0025 0.0030 0.0034
PCMLu~ar  0.0042 0.0069 0.0023 0.0028 0.0027

Tabla 4.4. Simulacién con respuesta Normal y estructura independiente.
Método Bo=1 p1=-05 B2,=0 pB3 =-1 p4, =05
Estimador DC 0.9906 —0.4831  0.0093  —0.9939 0.4922
CcC 0.9842 —0.5098  0.0180  —0.9808 0.4993
MI 1.0449 —0.4893  0.0184  —0.9888 0.4961
PCMLmar 1.0451 —0.4890  0.0190  —0.9889 0.4954
PCMLm~ar  0.9917 —0.4840  0.0209  —0.9992 0.5012
Error estdndar DC 0.0793 0.1076  0.0631 0.0631 0.0630
CC 0.0952 0.1254  0.0735 0.0737 0.0738
MI 0.0835 0.1093  0.0678 0.0661 0.0664
PCMLwmar 0.0871 0.1157  0.0680 0.0678 0.0681
PCMLm~xar  0.0838 0.1121 0.0658 0.0656 0.0657
Sesgo DC 0.0094 0.0169  0.0093 0.0061 0.0078
cC 0.0158 0.0098 0.0180 0.0192 0.0007
MI 0.0449 0.0107  0.0184 0.0112 0.0039
PCMLwmar 0.0451 0.0110  0.0190 0.0111 0.0046
PCMLm~xar  0.0083 0.0160  0.0209 0.0008 0.0012
Error cuadratico DC 0.0064 0.0119  0.0041 0.0040 0.0040
medio cC 0.0093 0.0158  0.0057 0.0058 0.0054
MI 0.0090 0.0121  0.0049 0.0045 0.0044
PCMLmar 0.0096 0.0135  0.0050 0.0047 0.0047
PCMLurxar  0.0071 0.0128 0.0048 0.0043 0.0043
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Tabla 4.5. Simulacién con respuesta Binomial y estructura dependiente.

Método Bo=1 pB1=—-05 p[o, =0 pg, =—-1 p4, =05
Estimador DC 0.9964 —0.4999  0.0375  —1.0227 0.4776
CC 1.0112 —0.5155  0.0339  —1.0240 0.4840
MI 1.0728 —0.4848  0.0109  —0.9492 0.3883
PCMLuar 1.0554 —0.4707  0.0135  —1.0047 0.4390
PCMLwu~ar 1.0012 —0.4951 0.0274 —1.0242 0.4807
Error estandar DC 0.1440 0.2805 0.1621 0.1694 0.1757
CC 0.1705 0.3348  0.1936 0.1982 0.2084
MI 0.1476 0.2843  0.1789 0.1805 0.1885
PCMLumar 0.1538 0.3054  0.1802 0.1837 0.1938
PCMLu~xar  0.1496 0.2830 0.1731 0.1814 0.1886
Sesgo DC 0.0036 0.0001  0.0375 0.0227 0.0224
CC 0.0112 0.0155  0.0339 0.0240 0.0160
MI 0.0728 0.0152 0.0109 0.0508 0.1117
PCMLuar 0.0554 0.0293  0.0135 0.0047 0.0610
PCMLu~ar  0.0012 0.0049 0.0274 0.0242 0.0193
Error cuadratico DC 0.0207 0.0787  0.0277 0.0292 0.0314
medio CC 0.0292 0.1123  0.0386 0.0398 0.0437
MI 0.0271 0.0810  0.0321 0.0352 0.0480
PCMLuar 0.0267 0.0941  0.0327 0.0338 0.0413
PCMLu~ar  0.0224 0.0801 0.0307 0.0335 0.0359

Tabla 4.6. Simulacién con respuesta Poisson

y estructura dependiente.

Método Bo=1 pB1=—-05 o, =0 pg, =—-1 p4, =05
Estimador DC 1.0108 —0.5227 0.0083  —0.9986 0.4909
CC 1.0129 —-0.5318 —0.0051 —0.9891 0.4923
MI 1.0625 —0.4873 —0.0189  —0.9351 0.4422
PCMLumar 1.0463 —0.4981 —0.0078  —0.9832 0.4787
PCMLu~ar  1.0137 —0.5224 0.0037  —0.9984 0.4935
Error estandar DC 0.0426 0.0952 0.0562 0.0603 0.0570
CC 0.0505 0.1152 0.0688 0.0724 0.0691
MI 0.0430 0.0988 0.0646 0.0666 0.0653
PCMLumar 0.0442 0.1032 0.0633 0.0659 0.0635
PCMLu~xar  0.0441 0.0996  0.0598 0.0633 0.0606
Sesgo DC 0.0108 0.0227 0.0083 0.0014 0.0091
CC 0.0129 0.0318 0.0051 0.0109 0.0077
MI 0.0625 0.0127 0.0189 0.0649 0.0578
PCMLuar 0.0463 0.0019 0.0078 0.0168 0.0213
PCMLu~ar  0.0137 0.0224  0.0037 0.0016 0.0065
Error cuadratico DC 0.0019 0.0096 0.0032 0.0036 0.0033
medio CC 0.0027 0.0143 0.0048 0.0054 0.0048
MI 0.0057 0.0099 0.0045 0.0086 0.0076
PCMLumar 0.0041 0.0107 0.0041 0.0046 0.0045
PCMLu~ar  0.0021 0.0104 0.0036 0.0040 0.0037
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Tabla 4.7. Simulacién con respuesta Normal y estructura dependiente.

Método Bo=1 B1=-05 B2,=0 B3, =-1 B4, =05
Estimador DC 1.0025 —0.4969 —0.0233  —0.9966 0.4945
CC 0.9937 —0.4765 —0.0241 —1.0037 0.4873
MI 1.0633 —0.4799 —0.0561 —0.9170 0.4146
PCMLumar 1.0462 —0.4738 —0.0427 —0.9754 0.4608
PCMLu~ar  1.0059 —0.4978 —0.0272  —1.0006 0.4980
Error estdndar DC 0.0653 0.1301 0.0746 0.0806 0.0830
CC 0.0770 0.1552 0.0893 0.0945 0.0984
MI 0.0669 0.1348 0.0842 0.0883 0.0930
PCMLumar 0.0689 0.1420 0.0836 0.0884 0.0927
PCMLunar  0.0680 0.1374  0.0798 0.0860 0.0889
Sesgo DC 0.0025 0.0031 0.0233 0.0034 0.0055
CC 0.0063 0.0235  0.0241 0.0037 0.0127
MI 0.0633 0.0201 0.0561 0.0830 0.0854
PCMLuar 0.0462 0.0262 0.0427 0.0246 0.0392
PCMLu~ar  0.0059 0.0022 0.0272 0.0006 0.0020
Error cuadratico DC 0.0043 0.0169 0.0061 0.0065 0.0069
medio CC 0.0060 0.0246 0.0086 0.0089 0.0098
MI 0.0085 0.0186 0.0102 0.0147 0.0159
PCMLwmar 0.0069 0.0209 0.0088 0.0084 0.0101
PCMLu~ar  0.0047 0.0189 0.0071 0.0074 0.0079

De acuerdo con los resultados obtenidos y mostrados en las tablas anteriores, se puede observar
que, por obvias razones, con DC se obtienen los menores errores estandares y errores cuadraticos
medios, ya que DC es aplicado al conjunto de datos completo. Por el contrario, con el método CC
se generan los mayores errores estandares y errores cuadraticos medios, como consecuencia de la
eliminacion completa de una gran cantidad de informacion 1til para el analisis. Sin embargo, con
CC también se obtienen muchos de los estimadores menos sesgados, y aunque esto a primera vista
pudiera sorprender, no deberia ser asi, ya que como bien se menciono en la subseccién 1.2.1, Little
(1992) establece que CC puede producir estimadores insesgados de coeficientes de regresiéon bajo
cualquier mecanismo de datos faltantes, siempre y cuando la pérdida de datos esté en funcion de
las variables explicativas y no de la variable respuesta, como fue el caso de las simulaciones hechas.

Los estimadores de los coeficientes de regresion que fueron generados con los métodos MI
y PCMLumar con estructura independiente son similares, con lo cual queda validado el correcto
desempeno de PCMLuar propuesto en este trabajo, tomando en cuenta que el método MI ya
esta bien establecido en cuanto a la estimacion de parametros para el caso de pérdida de datos

tipo MAR. Por otro lado, con la inclusién del mecanismo de pérdida de datos mediante el método
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PCMLun~ar con estructura dependiente, se obtienen estimadores ligeramente diferentes. También
se observa que los métodos MI y PCMLwu~ar tienden a producir los menores errores estandares.
Notese el hecho destacable que con el método PCMLu~ar con estructura dependiente se obtienen

los menores sesgos y errores cuadraticos medios en su gran mayoria.

4.2. Aplicacién

El conjunto de datos reales utilizado como ejemplo para ilustrar la viabilidad practica de PCML,
proviene del estudio clinico E1684 sobre el melanoma en su fase III realizado por el Grupo
Oncoldgico Cooperativo del Este (ECOG, por sus siglas en inglés). Los resultados de este estudio
usando el método de casos completos fueron publicados por Kirkwood et al. (1996). En el estudio
se involucraron a 285 pacientes que después de su cirugia fueron asignados aleatoriamente a uno
de dos tratamientos: observacion o alta dosis de interferén. El interferon alfa-2b es un tratamiento
postoperatorio de quimioterapia. Los resultados de este estudio sugirieron que el interferon tiene
un efecto significativo en la supervivencia libre de recaida, que es el periodo de tiempo entre el
inicio del tratamiento y la recaida por el cancer. Esto lleva a la Administraciéon de Alimentos y
Medicamentos de los Estados Unidos (FDA, por sus siglas en inglés) a aprobar este tratamiento
como una terapia coadyuvante estandar para pacientes con melanoma de alto riesgo.

La variable respuesta dicotomica de interés es la recaida que consta de dos niveles: 1 si el
paciente ha recaido dentro de los primeros 0.55 afios después del inicio del tratamiento (69 %) y 2
si no lo ha hecho (31 %). Todos los valores censurados en el conjunto de datos original excedieron
de 0.55 anos. Las variables explicativas consideradas en el andlisis se describen a continuacion,
denotando con maytsculas a las variables discretas tipo factor. edad: variable continua sin datos
faltantes de la edad del paciente en anos, con un valor minimo de 17.04, un valor méximo de
78.73 y una media de 47.12 anos. A esta variable se le aplico una transformacion de escala para
estandarizarla con una media de cero antes del andlisis. GENERO: variable dicotémica sin datos
faltantes del género del paciente que consta de dos niveles: 1 si es masculino (60%) y 2 si es
femenino (40 %). TRATAMIENTO: variable dicotémica sin datos faltantes del tratamiento asignado
al paciente que se compone de dos niveles: 1 si es observacién (49 %) y 2 si es interferén (51 %).
TAMANO: variable continua del tamaiio del tumor primario en cm? con 19 % de datos faltantes, la
cual fue discretizada en su mediana con dos niveles: 1 si es menor que la mediana (40 %) y 2 en otro

caso (41 %). TIPO: variable dicotémica del tipo de tumor primario con 12 % de datos faltantes y
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dos niveles: 1 si es de propagacion superficial (54 %) y 2 de otros tipos (34 %). BRESLOW: variable
continua del grosor de Breslow o profundidad del tumor en mm con 10 % de datos faltantes, la
cual fue categorizada en dos niveles: 1 si es mayor o igual a 2.5 mm (48 %) y 2 en otro caso (42 %).
El conjunto de datos tiene en total una proporcién del 29 % de informacién faltante en las tres
ultimas variables explicativas antes descritas.

La Tabla 4.8 muestra los estimadores de los coeficientes de regresion junto con sus respectivos
errores estandares, valores—p y niveles de significancia (Sig) dados por los métodos CC, LX, MI
y PCMLuar. Aqui LX se refiere al paquete de software estadistico LogXact version 10 propiedad
de la compania de biotecnologia Cytel Inc. (www.cytel.com). Esta compania ofrece servicios de
investigacion clinica, consultoria estratégica y soluciones integrales de software para el diseno y
analisis de estudios clinicos. En el software LX las variables explicativas parcialmente observadas
deben ser categdricas y se asume que son de tipo MAR, por lo que no incluye la capacidad de
modelar el mecanismo de pérdida de datos para aquellos casos de variables con valores faltantes
MNAR. Por otro lado, se basa en la Ecuacién (1.3) propuesta por Lipsitz and Ibrahim (1996)
para el modelado de la distribuciéon conjunta de las variables explicativas con datos faltantes.
Con respecto a la distribucion de la variable respuesta completamente observada, esta puede ser
Binomial, Poisson o Normal. Para las variables explicativas completamente observadas no hay
restriccion en cuanto a su tipo de distribucion. La versién 10 del software soporta un méaximo de
50 variables explicativas, de las cuales hasta 10 pueden ser dicotomicas con valores faltantes. Para
la estimacion de los parametros utiliza el algoritmo EM via ponderaciones propuesto por Ibrahim
(1990), mientras que para la obtencién de los errores estandares usa el método de Louis (1982).

De acuerdo con los resultados mostrados en la Tabla 4.8, se puede observar que el software LX
presenta cierta deficiencia en la estimacién del Intercepto ya que lo reporta como no significativo,
mientras que con los otros tres métodos si lo es. Por otra parte, con los métodos LX, MI y PCMLwuar
se confirma que el tratamiento con alta dosis de interferén si es efectivo en el decremento de la
proporcion de pacientes que recaen. Sin embargo, con el método CC dicho tratamiento aparece
como no significativo, por lo que se podria concluir de manera errénea que la terapia con interferén
no es efectiva en incrementar la supervivencia de los pacientes con melanoma. Esto muestra que la
pérdida de informacién relevante ocasionada con el método CC puede generar sesgo e ineficiencia

en la estimacion.
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Tabla 4.8. Resultados del ejemplo ilustrativo de aplicacion.

Variable Método Estimador Error estandar valor—p Sig
Intercepto CC 1.2541 0.4145 0.0025  **

LX 1.2858 0.7904 0.1038

MI 1.0030 0.3439 0.0039  **

PCMLwmar 0.9998 0.3728 0.0073  **
edad CC 0.0080 0.0120 0.5081

LX 0.0094 0.0101 0.3509

MI 0.0091 0.0102 0.3714

PCMLwmar 0.0091 0.0111 0.4133
GENERO- CC —0.3015 0.3233 0.3510

LX —0.1161 0.2672 0.6639

MI —0.1230 0.2685 0.6472

PCMLmar  —0.1195 0.2936 0.6841
TRATAMIENTO, CC —0.5545 0.3225 0.0856  °

LX —0.6009 0.2651 0.0234 *

MI —0.6037 0.2666 0.0244 *

PCMLmar  —0.6045 0.2908 0.0376  *
TAMANO, CcC 0.2222 0.3321 0.5035

LX 0.2800 0.3049 0.3583

MI 0.2886 0.2942 0.3277

PCMLwmar 0.2885 0.3027 0.3405
TIPO2 CC —0.0278 0.3379 0.9344

LX —0.0246 0.3024 0.9351

MI —0.0279 0.3044 0.9272

PCMLmar  —0.0200 0.3111 0.9489
BRESLOW, CcC —0.1355 0.3522 0.7004

LX 0.0393 0.3078 0.8983

MI 0.0583 0.3006 0.8464

PCMLwmar 0.0603 0.3224 0.8516

valor-p < 0.01 (**), valor—p < 0.05 (*), valor-p < 0.1 (°).

Un componente clave en el estudio de estos datos es llevar a cabo un analisis de sensibilidad para
evaluar la robustez en contra de las desviaciones del modelo MAR mediante la comparacion del
sesgo introducido cuando se emplean mecanismos MNAR. En esta aplicacién, dichos mecanismos

MNAR se especificaron de la siguiente manera:

fe(rlw;v) = f(r|w;v),

donde w = (x,z,y), x = (edad, GENERO, TRATAMIENTO), y z define el mecanismo de pérdida
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de acuerdo con los siguientes modelos: 1) z = (TAMANO), 2) z = (TIPO), 3) z = (BRESLOW),
4) z = (TAMANO + TIPO), 5) z = (TAMANO + BRESLOW), 6) z = (TIPO + BRESLOW), 7)
z = (TAMANO + TIPO + BRESLOW). La Tabla 4.9 muestra los estimadores de los coeficientes
de regresion junto con sus correspondientes errores estandares y valores—p para los siete modelos
MNAR anteriores. Tanto los estimadores como los errores estandares parecen ser suficientemente
robustos con respecto al cambio del mecanismo de pérdida, lo cual podria sugerir que los datos
son tipo MAR. Sin embargo, existen ciertas discrepancias en la variable TIPO para los modelos 2

y 4, indicando la presencia de un mecanismo de pérdida MNAR relativamente débil.

Tabla 4.9. Resultados del analisis de sensibilidad para los siete modelos MNAR.

Variable Modelo Estimador Error estandar valor—p
Intercepto 1 1.0183 0.3497 0.0036
2 0.9487 0.3674 0.0098
3 1.0158 0.3727 0.0064
4 0.9453 0.3583 0.0083
5 1.0284 0.3504 0.0033
6 1.0487 0.3443 0.0023
7 1.0479 0.3231 0.0012
edad 1 0.0092 0.0107 0.3908
2 0.0092 0.0108 0.3953
3 0.0092 0.0111 0.4084
4 0.0090 0.0107 0.4004
5 0.0092 0.0107 0.3876
6 0.0092 0.0108 0.3916
7 0.0092 0.0103 0.3702
GENERO, 1 —0.1150 0.2793 0.6806
2 —0.1225 0.2870 0.6694
3 —0.1222 0.2930 0.6767
4 —0.1264 0.2819 0.6539
5 —0.1169 0.2787 0.6750
6 —0.1255 0.2853 0.6601
7 —0.1175 0.2708 0.6644
TRATAMIENTO, 1 —0.6001 0.2761 0.0298
2 —0.6059 0.2855 0.0338
3 —0.6073 0.2903 0.0365
4 —0.6112 0.2807 0.0295
5 —0.6024 0.2753 0.0287
6 —0.6103 0.2844 0.0319
7 —0.6018 0.2692 0.0254

Continta en la pagina siguiente.
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Tabla 4.9. Continuacién de la pagina anterior.

Variable Modelo Estimador Error estandar valor—p
TAMANO, 1 0.3170 0.2897 0.2738
2 0.2855 0.2951 0.3333
3 0.2902 0.3019 0.3365
4 0.3510 0.2918 0.2291
5 0.3209 0.2887 0.2664
6 0.2938 0.2939 0.3176
7 0.3209 0.2813 0.2540
TIPO, 1 —0.0248 0.2990 0.9339
2 0.0789 0.3015 0.7935
3 —0.0198 0.3109 0.9491
4 0.0825 0.2969 0.7812
5 —0.0262 0.2989 0.9301
6 —0.0649 0.2988 0.8282
7 —0.0727 0.2881 0.8009
BRESLOW, 1 0.0497 0.3058 0.8708
2 0.0811 0.3166 0.7979
3 0.0347 0.3219 0.9141
4 0.0611 0.3118 0.8446
5 0.0321 0.3055 0.9164
6 0.0013 0.3023 0.9966
7 0.0231 0.2883 0.9362

La Figura 4.1 muestra las graficas de los residuales de cuantiles aleatorizados correspondientes
al modelo MAR anteriormente propuesto para ajustar los datos del melanoma. Las gréficas (a) y
(b) sugieren que el supuesto de normalidad estdndar de los residuales se cumple, y adicionalmente
muestran la presencia de un valor atipico. Por otro lado, las gréficas (c¢) y (d) plantean que el
supuesto de independencia entre los residuales es razonable, ya que las correlaciones no siguen
un patrén definido ni son significativas (se mantienen dentro del intervalo de significancia al 95 %
representado con las lineas punteadas). Entonces se puede concluir que el modelo MAR asumido

ajusta razonablemente bien a los datos.

61



f(r)

00 01 02 03 04 05

ACF

00 02 04 06 08 10

(a) Histograma y densidad estimada

—— Estimada
..... N(O,l)
N [ I I I |
-4 -2 0 2 4
r

(c) Autocorrelaciones

Lag

Cuantiles residuales

Partial ACF

62

0.00 0.05 0.10

-0.10

(b) Gréfica de cuantiles normales

Cuantiles tedricos

(d) Autocorrelaciones parciales

I
5 10 15 20

Lag
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha presentado la metodologia PCML de modelado de distribuciones conjuntas
basada en cépulas para el analisis de modelos lineales generalizados con la presencia de variables
categoricas parcialmente observadas. PCML consistio en especificar distribuciones conjuntas tanto
para las variables explicativas con datos faltantes como para sus respectivas variables indicadoras
usando la técnica reciente de construccion con cépulas pareadas, y enlazando las distribuciones
marginales a un componente lineal en términos de variables discretas o continuas completamente
observadas. Se implemento el algoritmo EM via ponderaciones para estimar simultdneamente los
coeficientes de regresion en el modelo lineal generalizado y los parametros caracteristicos de las
distribuciones conjuntas. Un resultado derivado del mismo procedimiento fueron las ponderaciones
estimadas, lo cual permitié la formulaciéon de un modelo de evaluaciéon usando residuales de
cuantiles aleatorizados. La inclusion de mecanismos de pérdida de datos en el modelo también
permitio el desarrollo de una estrategia para llevar acabo analisis de sensibilidad que ayudaran a
distinguir entre modelos MAR y MNAR.

Con los resultados obtenidos mediante simulaciones y por medio de la aplicaciéon a datos
reales, se puede constatar que PCML es una alternativa competitiva, robusta, flexible y con
buen desempeno bajo diversos escenarios de conjuntos de datos. En comparacién con otros
métodos establecidos como imputacién multiple, se destaca su capacidad de modelado de
mecanismos de datos faltantes cuando la pérdida de éstos es no aleatoria o MNAR. La técnica
de construccién con copulas pareadas empleada en este trabajo tiene la ventaja de una gran
flexibilidad en la especificacién de distribuciones conjuntas. Ademas, es capaz de detectar una

amplia variedad de estructuras de dependencia mas alld de asociaciones lineales y mondtonas,
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y es computacionalmente factible dado que sélo requiere m(m — 1)/2 cépulas bivariadas para
una distribucién m-dimensional a ser construida. Las simulaciones mostraron que los tiempos
promedios de ejecucién del algoritmo EM hasta lograr la convergencia bajo el modelo MAR, fueron
similares a los de imputacién miltiple. Sin embargo, bajo el mecanismo MNAR, los tiempos medios
de ejecucién fueron alrededor de ocho veces mayores que bajo MAR. La mejora computacional en
este sentido es una oportunidad de investigacion a futuro.

Se deja como tema de investigacién posterior, la posibilidad de especificar la funcién de
verosimilitud en base a integrales multivariadas, ya sea para variables explicativas sélo continuas
o discretas y continuas combinadas con pérdida de datos MAR o MNAR. Ademas, proponer algin
método numérico para evaluar dichas integrales. Para este caso, la especificacion correcta de la

funcion log-verosimilitud esperada involucra integrales multivariadas de la forma

El(0)|xi,2i, yi, ri] = /f(Zi,q|Xi,yi,Ti;9) 1 4(0)|%i, Zi g, i, v3] dZ4 g

Ibrahim and Weisberg (1992) propusieron aproximar tales integrales mediante métodos de
cuadratura Gaussiana, donde las integrales son discretizadas y en consecuencia el modelo (2.7)
es restaurado, permitiendo asi la aplicacién del algoritmo EM mediante ponderaciones. Una
segunda opcion es la presentada en Ibrahim et al. (1999a) donde utilizan una versién Monte Carlo
del algoritmo EM. Asumiendo cierta distribuciéon paramétrica de las variables explicativas, un
muestreador de Gibbs puede ser usado para generar una serie de N muestras de dicha distribucién,
que posteriormente serdn utilizadas en el modelo (2.7) con ponderaciones iguales a 1/N. Esta
técnica es computacionalmente muy demandante, dado que dentro de cada iteracion del algoritmo
EM una gran cantidad de muestras deben ser tomadas de la distribucién (e.g. 2000), y el nimero
de observaciones en el conjunto de datos aumentado puede llegar a ser bastante elevado si IV es

grande.
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Apéndice A

Cédigo en lenguaje R

FHEHHHHHHEHEHEHEH RS R R R
#
MODELADO DE DISTRIBUCIONES CONJUNTAS PARA MODELOS
LINEALES GENERALIZADOS CON DATOS FALTANTES

#
#
#
#
CODIGO EN LENGUAJE R PARA REALIZAR ANALISIS DE REGRESION LOGISTICA #
AL CONJUNTO DE DATOS REALES OBTENIDO DEL ESTUDIO CLINICO E1684 #
MEDIANTE LOS CUATRO METODOS SIGUIENTES: CC, MI, PCMLyyz Y PCMLyar  #
#
#
#
#

#
#
#
#
#
#
#
# LUIS CARLOS PEREZ RUIZ (2018)
#

#

FHEHHEHE R R R R

FHE R
# #
# MACRO PARA COMPILAR LA COPULA DE FRANK EN C++ #
# #
AR

library (mice)
library (Rcpp) ; sourceCpp ("frankC.cpp")

HHE R R R R
# #
# MACRO PARA ANADIR AL CONJUNTO DE DATOS LAS VARIABLES INDICADORAS r #
# #
AR R R R

E1684 <- read.table("E1684.txt" header=T)
G <- data.frame(xl = El684$age,
x2 = factor (E1684$sex),

x3 = factor (E1684$trt),

zl = factor (E1684$size,labels=c(1,2)),
z2 = factor (E1684$type,labels=c(1,2)),
z3 = factor (E1684S$bres,labels=c(1,2)),
y = El684$failcens)

G <- transform(G,xl=scale (G$x1))
n <- nrow(G)
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rl <- rep(l,n); rl[which(is.na(G$zl)==T)] <- 0
r2 <- rep(l,n); r2[which(is.na(G$z2)==T)] <- 0
r3 <- rep(l,n); r3[which(is.na(G$z3)==T)] <- 0
G <- data.frame(G,rl,r2,r3)

R R R R

# #
# MACRO DE REGRESION CON EL METODO DE IMPUTACION MULTIPLE (MI) #
# #

FHEEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHEEH

imp <- mice(G,m=50,meth=c("","","","logreg", "logreg",b "logreg","","","","") ,printFlag=F)
fit <- with(data=imp,exp=glm(y~x1+x2+x3+z1+z2+z3,family=binomial (1link=logit)))

pol <- pool (fit)

MI.sum <- summary (pol)

HHHEHHEHHEHHEHHEHEEHHEHHEHHEHHEHHEHHEH
# #

# MACRO PARA COMPLETAR Y PONDERAR AL CONJUNTO DE DATOS #
# #
HHEHEHHHHEHEHEHEHHHHEHRHE SRR

A <- data.frame(xl = G$x1,

x2 = as.numeric(levels (G$x2)) [G$x2],
x3 = as.numeric (levels (G$x3)) [G$x3],
z1l = as.numeric(levels (G$zl)) [G$Szl],
z2 = as.numeric (levels (G$z2)) [G$z2],
z3 = as.numeric (levels (G$z3)) [G$z3],
y = GSy,

rl = G$rl, r2 = G$r2, r3 = GS$r3)

nzl <- nlevels(G$zl); Lzl <- as.numeric (levels(G$zl))
nz2 <- nlevels(G$z2); Lz2 <- as.numeric(levels (G$z2))
nz3 <- nlevels(G$z3); Lz3 <- as.numeric (levels(G$z3))

num <- numeric()

X1 <- num; X2 <- num; X3 <- num; Z1 <- num; Z2 <- num; Z3 <- num

Rl <- num; R2 <- num; R3 <- num; YY <- num; WW <- num

TFF <- num; FTF <- num; FFT <- num; TTF <- num; TFT <- num; FTT <- num; TTT <- num
tff <- 0; ftf <- 0; fft <- 0; ttf <- 0; tft <- 0; ftt <- 0; ttt <- 0
c<-0

for(i in 1:n){
if(is.na(A$z1l[i])==F & is.na(A$z2[i])==F & is.na(A$z3[i])==F){
c <- c+l
X1l[ec] <- AS$x1[i]; X2[c] <- AS$x2[i]; X3[c] <- AS$x3[i]
Z1l[c] <- AS$z1[i]; Z2[c] <- A$z2[i]; Z3[c] <- A$z3[i]
Rl[c] <- AS$rl[i]; R2[c] <- AS$r2[i]; R3[c] <- ASr3[i]
YY[c] <- A$y[i]; WW[c] <- 1
}
else if(is.na(A$z1[i])==T & is.na(A$z2[i])==F & is.na(A$z3[i])==F){
for(j in 1l:nzl){
c <- c+l; tff <- tff+l; TFF[tff] <- ¢
X1l[ec] <- AS$x1[i]; X2[c] <- A$x2[i]; X3[c] <- AS$x3[i]
Z1l[c] <- Lzl[j]; 2Z2[c] <- A$z2[i]; Z3[c] <- A$z3[i]
Rl[c] <- AS$rl[i]; R2[c] <- AS$r2[i]; R3[c] <- ASr3[i]
YY[c] <- AS$y[i]; WW[c] <- 1/nzl
}
}
else if(is.na(A$zl1l[i])==F & is.na(A$z2[i])==T & is.na(A$z3[i])==F){
for(j in 1:nz2){
c <- c+l; ftf <- ftf+l; FTF[ftf] <- c
X1[c] <- A$x1[i]; X2[c] <- A$x2[i]; X3[c] <- A$x3[i]
z1[c] <- A$z1[i]; 22[c] <- Lz2[j]; 23[c] <- A$z3[i]
Rl[c] <- AS$rl[i]; R2[c] <- ASr2[i]; R3[c] <- ASr3[i]
YY[c] <- AS$y[i]; WW[c] <- 1/nz2
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else if(is.na(A$zl[i])==F & is.na(A$z2[i])==F & is.na(A$z3[i])==T) {
for(j in 1:nz3){
c <- c+l; fft <- £ft+l; FFT[fft] <- c
X1[c] <- AS$x1[i]; X2[c] <- AS$x2[i]; X3[c] <- AS$x3[i]
Zl[c] <- A$z1[i]; Z2[c] <- A$z2[i]; Z3[c] <- Lz3[j]
Rl[c] <- AS$rl[i]; R2[c] <- AS$r2[i]; R3[c] <- AS$r3[i]
YY[c] <- AS$y[i]; WW[c] <- 1/nz3
}
}
else if(is.na(A$z1[i])==T & is.na(A$z2[i])==T & is.na(A$z3[i])==F) {
for(j in 1l:nzl) {
for(k in 1:nz2){
c <- c+l; ttf <- ttf+l; TTF[ttf] <- c
X1l[ec] <- A$x1[i]; X2[c] <- A$x2[i]; X3[c] <- A$x3[i]
Zl[c] <- Lzl[]j]; 22[c] <- Lz2[k]; Z3[c] <- A$z3[i]
Rl[c] <- AS$Srl[i]; R2[c] <- AS$r2[i]; R3[c] <- AS$r3[i]
YY[c] <- A$y[i]; WW[c] <- 1/(nzl*nz2)

}
}
else if(is.na(A$z1[i])==T & is.na(A$z2[i])==F & is.na(A$z3[i])==T) {
for(j in 1:nzl) {
for(k in 1:nz3){
c <- c+l; tft <- tft+l; TFT[tft] <- ¢
X1l[ec] <- AS$x1[i]; X2[c] <- A$x2[i]; X3[c] <- AS$x3[i]
Zl[c] <- Lz1l[3j]; 22[c] <- A$z2[i]; Z3[c] <- Lz3[k]
Rl[c] <- AS$rl[i]; R2[c] <- AS$r2[i]; R3[c] <- ASr3[i]
YY[ec] <- ASy[i]; WW[c] <- 1/ (nzl*nz3)

}
}
else if(is.na(A$zl1l[i])==F & is.na(A$z2[i])==T & is.na(A$z3[i])==T){
for(j in 1:nz2){
for(k in 1:nz3){
c <- c+l; ftt <- ftt+l; FTT[ftt] <- ¢
X1[c] <- AS$x1[i]; X2[c] <- A$x2[i]; X3[c] <- A$x3[i]
Z1l[c] <- A$z1[i]; 2Z2[c] <- Lz2[j]; 2Z3[c] <- Lz3[k]
Rl[c] <- AS$rl[i]; R2[c] <- AS$r2[i]; R3[c] <- ASr3[i]
YY[c] <- ASy[i]; WW[c] <- 1/ (nz2*nz3)

}
else({
for(j in 1l:nzl){
for(k in 1:nz2) {
for(l in 1:nz3) {

c <- c+l; ttt <- ttt+l; TTT[ttt] <- ¢
X1l[ec] <- AS$x1[i]; X2[c] <- A$x2[i]; X3[c] <- AS$x3[i]
Zl[c] <- Lzl1l[j]; 22[c] <- Lz2[k]; Z3[c] <- Lz3[1]
Rl[c] <- AS$rl[i]; R2[c] <- AS$r2[i]; R3[c] <- ASr3[i]
YY[c] <- AS$y[i]; WW[c] <- 1/(nzl*nz2*nz3)

<- matrix(c(X1,X2,xX3,21,22,23,YY,R1,R2,R3,WW) ,c)

<- data.frame(xl = M[,1], x2 = factor(M[,2]), x3 = factor(M[,3]),
zl factor (M[,4]), z2 = factor(M[,5]), z3 = factor(M[,6]), v = M[,7],
rl factor (M[,8]), r2 factor (M[,9]), r3 factor(M[,10]), w = M[,11])

<- nrow (D)

<- model .matrix (~x1+x2+x3,data=D); dX <- dim(X) [2]
<- model .matrix (~x1+x2+x3+z1+z2+z3,data=D)

PARA EL CASO MAR SE DEBERA USAR LA SIGUIENTE MATRIZ DE DISENO:

<- model .matrix (~x1+x2+x3,data=D); dY <- dim(Y) [2]
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# PARA EL CASO MNAR SE DEBERA USAR LA SIGUIENTE MATRIZ DE DISENO:
Y <- model .matrix (~x1+x2+x3+z1+z2+z3+y,data=D); dY <- dim(Y) [2]

In <- rep(0,N)

Iw <- which(D$w!'!=1)

Iw2 <- matrix(which (D$w==1/2),2)
Iw4 <- matrix(which (D$w==1/4) ,4)
Iw8 <- matrix (which (D$w==1/8),8)

Dzl <- as.numeric (levels(D$zl)) [D$z1l]; Drl <- as.numeric(levels (D$rl)) [DS$rl]
Dz2 <- as.numeric (levels (D$z2)) [D$z2]; Dr2 <- as.numeric (levels (D$r2)) [D$r2]
Dz3 <- as.numeric (levels (D$z3)) [D$z3]; Dr3 <- as.numeric (levels (D$r3)) [D$r3]

# _________________________________________________________________________________________
R R R R
# #
# MACRO DE REGRESION CON EL METODO DE CASOS COMPLETOS (CC) #
# Y DE INICIALIZACION DE PARAMETROS #
# #

R R R

CC <- glm(y~x1+x2+x3+z1+z2+2z3,family=binomial (1link=logit) , data=G)

BO <- CC$coef[l]; Bl <- CCS$coef[2]; B2 <- CCS$coef[3]; B3 <- CCScoef[4]
B4 <- CC$coef[5]; B5 <- CC$coef[6]; B6 <- CCScoef[7]

DO <- 1; D1 <- 1; D2 <- 1; D3 <- 1; D4 <-1; D5 <-1; D6 <- 1

rol2 <- 0.5; ro23 <- 0.5; rol3.2 <- 0.5

Rol2 <- 0.5; Ro23 <- 0.5; Rol3.2 <- 0.5

all <- rep(0.5,dX); a2l <- rep(0.5,dX); a3l <- rep(0.5,dX)

nl <- rep(0.5,dY); n2 <- rep(0.5,dY); n3 <- rep(0.5,dY)

fz <- rep(1/8,N); fy <- rep(1/8,N); fr <- rep(1/8,N)
tol <- le-9

HHHEHHEHHEHHBHHEHHEHHEHHEHHEH
# #
# MACRO DE LAS FUNCIONES LOG-VEROSIMILITUD A MAXIMIZAR #
# #
HHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHEH

logV.z <- function (p) {

rol2 <- p[l]; ro23 <- p[2]; rol3.2 <- p[3]
all <- p[(4+0*dX) : (3+1*dX)]

a2l <- p[(4+1*dX) : (3+2*dX) ]

a3l <- p[(4+2*dX) : (3+3*dX) ]

eXall <- exp(X%*%all); qll <- eXall/(l+eXall)
eXa2l <- exp(X%*%a2l); q2l1 <- eXa2l/(l+eXa2l)
eXa3l <- exp(X%*%a3l); g3l <- eXa3l/(1l+eXa3l)

Flz <- function(z) {
I10 <- which(z < Lz1l[1])
I11 <- which(z >= Lzl[1l] & z < Lzl1l[2])
I12 <- which(z >= Lz1[2])

F[I10] <- O
F[I11] <- gll1[I11]
F[Il2] <- 1
F
}
F2z <- function(z) {
I20 <- which(z < Lz2[1])
I21 <- which(z >= Lz2[1] & z < Lz2[2])
I22 <- which(z >= Lz2[2])

F[I20] <- 0

F[I21] <- g21[I21]
F[I22] <- 1

F
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F3z <- function(z) {
which(z < Lz3[1])
Lz3[1] & z < Lz3[2])
Lz3[2])

}

I30 <-
I31 <-
132 <-

F[I30]
F[I31]
F[I32]
F

which(z >=
which(z >=

<-0

<- q31[131]

<-1

Flp <- Flz(Dzl); Flm <- Flz(Dzl-1)
F2p <- F2z(Dz2); F2m <- F2z(Dz2-1); £f2 <- F2p-F2m
F3p <- F3z(Dz3); F3m <- F3z(Dz3-1)

Cl2pp
Cl2pm
Cl2mp
Cl2mm

Fl.2p
F3.2p

Cl3.2pp <-
Cl3.2pm <-
Cl3.2mp <-
Cl3.2mm <-

F1.23p <-

logL.z <-

<- frankC(Flp,F2p,rol2); C23pp <- frankC (F2p,F3p,ro23)
<- frankC(Flp,F2m,rol2); C23pm <- frankC (F2p,F3m,ro23)
<- frankC(Flm,F2p,rol2); C23mp <- frankC(F2m,F3p,ro23)
<- frankC(Flm,F2m,rol2); C23mm <- frankC (F2m,6F3m,ro23)

<- (Cl2pp-Cl2pm)/£f2; Fl1.2m <- (Cl2mp-Cl2mm)/£2
<- (C23pp-C23mp) /f2; F3.2m <- (C23pm-C23mm)/f2; £3.2 <- F3.2p-F3.2m

-sum(logL. z)

logV.r <-

function (p) {

frankC(F1.2p,F3.2p,r0l13.2)
frankC(Fl1.2p,F3.2m,ro0l3.2)
frankC (F1.2m,F3.2p,ro0l3.2)
frankC(Fl1.2m,F3.2m,r0l3.2)

(C13.2pp-C13.2pm) /£3.2; F1.23m <- (C13.2mp-C13.2mm)/£3.2; £1.23 <- F1.23p-F1.23m

D$w*log (£2*£3.2*£1.23)

Rol2 <- p[1l]; Ro23 <- p[2]; Rol3.2 <- p[3]
nl <- p[(4+40*dY) : (3+1*dY)]
n2 <- p[(4+1*dY) : (3+2*dY) ]
n3 <- p[(4+2*dY) : (3+3*dY)]

e¥nl <- exp(¥%*%nl); pl
eYn2 <- exp(Y¥%$*%n2); p2
eY¥Yn3 <- exp(¥%$*%n3); p3

Flr <- function(r) {

}

I10 <-
I11 <-
I12 <-

F[I10]
F[I11]
F[I12]
F

which(r <
which(r >=
which(r >=

<0
<- pl[I11]
<1

F2r <- function(r) {

}

I20 <-
I21 <-
122 <-

F[I20]
F[I21]
F[I22]
F

which(r <
which(r >=
which(r >=

<-0
<- p2[121]
<1

F3r <- function(r) {

I30 <-
I31 <-
I32 <-

which(r <
which(r >=
which(r >=

<- e¥nl/(l+e¥nl)
<- e¥n2/(1+e¥n2)
<- e¥n3/(1l+e¥n3)
0)

0 &r<1l)

1)

0)

0 &r<1)

1)

0)

0 &r<1)

1)
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F[I30] <- O
F[I31] <- p3[I31]
F[I32] <- 1
F
}
Fl.p <- Flr(Drl); Fl.m <- Flr(Drl-1)
F2.p <- F2r(Dr2); F2.m <- F2r(Dr2-1); £.2 <- F2.p-F2.m
F3.p <- F3r(Dr3); F3.m <- F3r(Dr3-1)

cl2pp <- frankC(Fl.p,F2.p,Rol2); c23pp <- frankC(F2.p,F3.p,Ro23)
cl2pm <- frankC(Fl.p,F2.m,Rol2); c23pm <- frankC(F2.p,F3.m,Ro23)
cl2mp <- frankC(Fl.m,F2.p,Rol2); c23mp <- frankC(F2.m,F3.p,Ro23)
cl2mm <- frankC(Fl.m,F2.m,Rol2); c23mm <- frankC(F2.m,F3.m,Ro23)

Fl1.2.p <- (cl2pp-cl2pm)/£.2; F1.2.m <- (cl2mp-cl2mm)/f.2
F3.2.p <- (c23pp-c23mp)/£.2; F3.2.m <- (c23pm-c23mm)/£f.2; £.3.2 <- F3.2.p-F3.2.m

cl3.2pp <- frankC(Fl.2.p,F3.2.p,Rol3.2)
cl3.2pm <- frankC(Fl.2.p,F3.2.m,Ro0l3.2)
cl3.2mp <- frankC(Fl.2.m,F3.2.p,Rol3.2)
cl3.2mm <- frankC(Fl.2.m,F3.2.m,Ro0l3.2)

F1.23.p <- (cl13.2pp-cl3.2pm)/£.3.2; F1.23.m <- (cl3.2mp-cl13.2mm)/£f.3.2
£.1.23 <- F1.23.p-F1.23.m

logL.r <- D$w*log(f.2*f.3.2*%f.1.23)
-sum(logL.r)

HHEHEHHEHEHHEHS R R
# #
# MACRO DE LA ETAPA E DEL ALGORITMO EM #
# #
R R

while (DO>tol & D1>tol & D2>tol & D3>tol & D4>tol & D5>tol & D6>tol) {

B <- as.matrix(c(BO,B1l,B2,B3,B4,B5,B6))
fy[Iw] <- dbinom(D$y[Iw],1l,exp(Z[Iw,]%*%B)/ (l+exp(Z[Iw,]%*3%B)))
In[Iw] <- fz[Iw]*fy[Iw]*fr[Iw]

for(Ii in 1:2)({
DSw[IwW2[Ii,]] <- In[Iw2[Ii,]]/(In[Iw2[1,]]+In[Iw2[2,]])
}
for(Ii in 1:4){
DSw[Iw4[Ii,]] <- In[Iw4[Ii,]]/(In[Iwd[1l,]]+In[Iwd[2,]]+In[Iw4[3,]]+In[Iw4([4,]1])
}
for(Ii in 1:8){
DSw[IwW8[Ii,]] <- In[Iw8[Ii,]]/(In[Iw8[1,]]1+In[Iw8[2,]]1+In[Iw8[3,]]1+In[Iw8[4,]]+
In[Iw8[5,]1]+In[Iw8[6,]]+In[Iw8([7,]]+In[Iw8[8,]])

}
ST
z MACRO DE LA ETAPA M DEL ALGORITMO EM z

z######################################z
B #

§ ESTIMACTON DE LOS PARANETROS DE REGRESTON DE LA RESFUESTA Y

MO <- BO; M1l <- Bl; M2 <- B2; M3 <- B3; M4 <- B4; M5 <- B5; M6 <- B6

BE <- glm(y~x1+x2+x3+z1+z2+2z3,family=binomial (link=logit) ,weights=w,data=D)
B0 <- BES$coef[l]; Bl <- BE$coef[2]; B2 <- BEScoef[3]; B3 <- BES$coef[4]

B4 <- BES$coef[5]; B5 <- BE$coef[6]; B6 <- BEScoef[7]

DO <- abs(M0-B0O); D1 <- abs(M1-Bl); D2 <- abs(M2-B2); D3 <- abs(M3-B3)

D4 <- abs(M4-B4); D5 <- abs(M5-B5); D6 <- abs (M6-B6)
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epz <- nlminb(c(rol2,ro23,ro0l3.2,all,a2l1,a3l),logV.z)

rol2 <- epz$par[l]; ro23 <- epz$par[2]; rol3.2 <- epz$par[3]
all <- epz$par|[ (4+0*dX) : (3+1*dX)]
a2l <- epz$par[ (4+1*dX) : (3+2*dX)]
a3l <- epz$par|[ (4+2*dX) : (3+3*dX) ]

eXall <- exp(X%*%all); qll <- eXall/(l+eXall)
eXa2l <- exp(X%*%a2l); q2l1 <- eXa2l/(l+eXa2l)
eXa3l <- exp(X%*%a3l); g3l <- eXa3l/(1l+eXa3l)

Flz <- function(z) {
I10 <- which(z < Lz1l[1])
I11 <- which(z >= Lzl[1l] & z < Lzl1l[2])
I12 <- which(z >= Lz1[2])

F[I10] <- O
F[I11] <- gll1[I11]
F[I1l2] <- 1
F
}
F2z <- function(z) {
I20 <- which(z < Lz2[1])
I21 <- which(z >= Lz2[1] & z < Lz2[2])
I22 <- which(z >= Lz2[2])

F[I20] <- 0
F[I21] <- g21[I21]
F[I22] <- 1
F
}
F3z <- function(z) {
I30 <- which(z < Lz3[1])
I31 <- which(z >= Lz3[1] & z < Lz3[2])
I32 <- which(z >= Lz3[2])

F[I30] <- 0
F[I31] <- g31[I31]
F[I32] <- 1
F
}
Flp <- Flz(Dzl); Flm <- Flz(Dzl-1)
F2p <- F2z(Dz2); F2m <- F2z(Dz2-1); f2 <- F2p-F2m
F3p <- F3z(Dz3); F3m <- F3z(Dz3-1)

Cl2pp <- frankC(Flp,F2p,rol2); C23pp <- frankC(F2p,F3p,ro23)
Cl2pm <- frankC(Flp,F2m,rol2); C23pm <- frankC(F2p,F3m,ro23)
Cl2mp <- frankC(Flm,F2p,rol2); C23mp <- frankC(F2m,F3p,ro23)
Cl2mm <- frankC (Flm,F2m,rol2); C23mm <- frankC(F2m,F3m,ro23)

Fl.2p <- (Cl2pp-Cl2pm)/£f2; Fl.2m <- (Cl2mp-Cl2mm)/£2
F3.2p <- (C23pp-C23mp)/£f2; F3.2m <- (C23pm-C23mm)/£f2; £3.2 <- F3.2p-F3.2m

Cl3.2pp <- frankC(Fl.2p,F3.2p,rol3.2)
Cl3.2pm <- frankC(F1l.2p,F3.2m,ro0l3.2)
Cl13.2mp <- frankC(Fl.2m,F3.2p,ro0l3.2)
Cl13.2mm <- frankC(Fl.2m,6F3.2m,ro0l3.2)
F1.23p <- (C13.2pp-C13.2pm)/£3.2; F1.23m <- (C13.2mp-Cl13.2mm)/£3.2; £1.23 <- F1.23p-F1.23m

fz <- £2*£3.2*f1.23
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epr <- nlminb (c(Rol2,Ro023,R013.2,nl1,n2,n3),logV.r)

Rol2 <- epr$par[l]; Ro23 <- epr$par[2]; Rol3.2 <- epr$par[3]
nl <- epr$par[ (4+0*dY) : (3+1*dY) ]
n2 <- epr$par[ (4+1*dY) : (3+2*dY)]
n3 <- epr$par|[ (4+2*dY) : (3+3*dY) ]

eYnl <- exp(¥%*%nl); pl
eYn2 <- exp(¥%$*%n2); p2
eYn3 <- exp(¥%$*%n3); p3

Flr <- function(r) {

<- e¥Ynl/(l+e¥nl)
<- e¥Yn2/(1l+e¥n2)
<- e¥n3/(1+e¥n3)

I10 <- which(r < 0)
I11 <- which(r >=> 0 & r < 1)
I12 <- which(r >= 1)
F[I10] <- O
F[I11l] <- pl[Il1]
F[I12] <- 1
F
}
F2r <- function(r) {
I20 <- which(r < 0)
I21 <- which(r >= 0 & r < 1)
I22 <- which(r >= 1)
F[I20] <- O
F[I21] <- p2[I21]
F[I22] <- 1
F
}
F3r <- function(r) {
I30 <- which(r < 0)
I31 <- which(r >= 0 & r < 1)
I32 <- which(r >= 1)
F[I30] <- 0
F[I31] <- p3[I31]
F[I32] <- 1
F
}
Fl.p <- Flr(Drl); Fl.m <- Flr(Drl-1)
F2.p <- F2r(Dr2); F2.m <- F2r(Dr2-1); £.2 <- F2.p-F2.m
F3.p <- F3r(Dr3); F3.m <- F3r(Dr3-1)
cl2pp <- frankC(Fl.p,F2.p,Rol2); c23pp <- frankC(F2.p,F3.p,Ro23)
cl2pm <- frankC(Fl.p,F2.m,Rol2); c23pm <- frankC(F2.p,F3.m,Ro23)
cl2mp <- frankC(Fl.m,F2.p,Rol2); c23mp <- frankC(F2.m,F3.p,Ro23)
cl2mm <- frankC(Fl.m,F2.m,Rol2); c23mm <- frankC(F2.m,F3.m,Ro23)

Fl1.2.p <- (cl2pp-cl2pm)/£.2; F1.2.m <-
F3.2.p <- (c23pp-c23mp)/£f.2; F3.2.m <-

(c1l2mp-cl2mm) /£.2
(c23pm-c23mm) /£.2; £.3.2 <- F3.2.p-F3.2.m

cl3.2pp <- frankC(Fl1.2.p,F3.2.p,R013.2)
cl3.2pm <- frankC(Fl1.2.p,F3.2.m,Ro0l3.2)
cl3.2mp <- frankC(Fl1.2.m,F3.2.p,R013.2)
cl3.2mm <- frankC(Fl1l.2.m,F3.2.m,Ro01l3.2)
F1.23.p <- (c13.2pp-cl3.2pm)/£.3.2; F1.23.m <- (cl3.2mp-c13.2mm)/£.3.2

£.1.23 <- F1.23.p-F1.23.m

fr <- £.2%£.3.2%£.1.23
}
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R
# #
# MACRO PARA ESTIMAR LOS ERRORES ESTANDAR DE LOS PARAMETROS DE REGRESION #
# #
FHHEHEHH R R R R R R

<- D$y
<- exp(2%*%B)/ (l+exp (Z%*%B))
<- exp(Z%*%B)/ (l+exp (Z%*%B)) "2

8%

<- diag (D$w)
<- diag(as.vector(d))
<- diag(as.vector(y-m))

m< =

I <- t(Z)%*IWE*IVS*SZ - t(2Z)$*IWS*S (HS*%H) $*% (diag(dim (W) [1]) -W) $*%2
C <- solve(I)

EMV <- B; E.E <- sqrt(diag(C)); V.Z <- EMV/E.E; V.P <- 2*(l-pnorm(abs(V.Z)))

R

# #
# MACRO PARA DESPLEGAR LOS RESULTADOS #
# #

FHHEHHEHHEHEEHHEHHEHHEH

cat ("METODO DE CASOS COMPLETOS (CC):\n")

CC.sum <- summary (CC); print(CC.sum)

cat ("x1 (desestandarizada): Estimate =", round(CC.sum$coef[2,1]/sd(E1684$age),5),
", Std.Error =",round(CC.sum$coef[2,2]/sd(E1684%age),5),"\n")

cat ("METODO DE IMPUTACION MULTIPLE (MI):\n")
print(data.frame (Estimate=round (MI.sum[,1],5),Std.Error=round (MI.sum[,62],7),
z.value=round (MI.sum[,3],4) ,P.value=round (MI.sum[,5],5)))
cat ("x1 (desestandarizada): Estimate =",round(MI.sum[2,1]/sd(E1684$age),5),
", Std.Error =",round(MI.sum[2,2]/sd(E1684$age),5),"\n")

cat ("METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD CON COPULAS PAREADAS (PCMLyy) :\n")
print (data.frame (Estimate=round (EMV,5) ,Std.Error=round(E.E,7),
z.value=round(V.Z,4) ,P.value=round(V.P,5)))
cat ("x1 (desestandarizada): Estimate =", round(EMV[2]/sd(El1684$age),5),
", Std.Error =",round(E.E[2]/sd(E1684%age),7),"\n")

cat ("METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD CON COPULAS PAREADAS (PCMLyaz) :\n")
print (data.frame (Estimate=round (EMV,5) ,Std.Error=round(E.E,7),
z.value=round(V.Z,4) ,P.value=round(V.P,5)))
cat ("x1 (desestandarizada): Estimate =",round(EMV[2]/sd(El684$age),5),
", Std.Error =",round(E.E[2]/sd(E1684%age),7),"\n")
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