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INTRODUCCION 

En conexi6n con la teoría cuhtica de  campos, K. O. Friedrichs I 
[FI se plantea  el  problema  de  resolver  la  ecuaci6n 

dificultad es  obtener Q ( t )  en t6rminos  del  operador H ( t ) .  U. 

Magnus [Mag21 encontr6 la soluci6n  dando un mktodo  recursivo  para 

la evaluacibn  de n ( t )  en forma de  una  serie  de  multiconmutadores y 

obteniendo 

donde [ H  R I =H R -H H y los  tbrminos  omitidos son integrales 

mdlt  iples ~ l t i c o n m u t a d o r e s  de R, de orden  cada vez  mayor. 

Esta expresi61-1, que  se llamard  la  .f6rmula  de  Friedrichs-Magnus, 

es el  an&logo  continuo  de la f6rmula  de Baker-Campbell-Hausdorff: 

1'&x-2.."1 2 2 l.. .. - ..I . . . .-LA" "" .. 

" 

z = x+y+zIx,yl+~( [x,yl  ,y]+[  [x,yl ,XI )+. . . . 1 1 ( 4 )  

Esta f6rmula  se de'huce al tratar  de  escribir eXeY como e , donde 

x,y son elementos de un dlgebra no  conmutativa. K. O. Friedrichs 

prob6' que  tal z es un elemento  del  dlgebra  de Lie  generada por 

z 

(x, y) .  

En base a (4) es posible  dar . una soluci6n  heurística al 

problema (1)-(2) de la siguiente  manera: sea O = so < S 1 <. . . < S n 

= t una partici6n  del  intervalo [O, t I . Si consideramos H( t )  .. 

constante  e igual a H(si) en intervalo [si - l,sil y definimos 

los  operadores 

. 
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U ( t )  = e n 
H(s ) A s n  $(S,  )As 

n 
- n-l . i , 

donde A s l  = S -S resulta  que U ( t )  --$ U(t) si m& A s l  -+ O. j 
Ahora  bien, A".denotamos la z de ( 4 )  por x#y y usamos esta 

operacibn # en (5) tenemos  que 

1 I 1-1' ; n 

- . . . . . . ~ . "  " ~. . " 

y de %qui que U ( t 1  = exp Q ( t )  donde 

Q ( t )  = 1 ím (H(s ) A s  #. . . # H ( s l ) A s i ) .  
m& A s  + O 

1 
n n  

La serie (4) puede  no  converger atín para  el  caso m& senc i 1 lo 

pueden dar condiciones  simples  de  convergencia  de (3) cuando t es 

suficientemente  pequefio. Para  condiciones de convergencia en todo 

seflalar  que B. Mielnik y J. Plebañski [ M P I  obtuvieron un 

acercamienEaF3iAs  efectivo  para la f6rmula.  continua* ~ -~ (vease. ~ .. la " > L  

ecuaci6n (3.17) 1. ~. 

. ." _= *.-=.. " 

,. 

~ . 
Las f4r-3). __ y ( . 4 1 . , . h a n  sido  aplicadas a diferentes.- . .. - . ~ _  c:ampos L- . "" .-* i..: : - .  : 7 I p .  - : . .  . .. - .I 

de la matedtica y, la fisica; por ejemplo a la teoría de grupos 

[HMSl], .[HIS21 y [Kul),  ecuaciones  diferenciales  parciales (ver 

[Sll) y a la teoría  de ecuaciones  diferenciales  ordinarias  no 

lineales  (v6anse [ S 2 1  y [HSWI 1. Una lista  extensiva  de sus 

aplicaciones a la física se encuentrk en R. M. wilcox  [will y en 

S. Steinberg  [S21. En los  tíltimos afíos las  aplicaciones  de estas 

f6rmulas  se han incrementado  considerablemente  debido a que se han' 

desarrollado  nuevos  &todos  alg6braicos  que  permiten  manejar  estas 

fdrmulas  mejor (ver [M']) y sobre  todo por el uso de la 
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computadora  para  el  c&lculo  de  los  coeficientes  (ver IGRI 1 y para . ~- 
. .  

. .  

la manipulacibn  de  simbolos  (vCanse  [Mac] y [PRFI). 

El prop6sito  de  esta  tesis  ser&  el  de  introducir  estructuras 
~ .. 

matemdticas  que nos permitan  poner la fdrmula (3) bajo un 

fundamento  matemAtico riguroso. Para  esto  se  recurrir6 a los 

siguientes pasos. En el  primer  capítulo  se  revisar&  el-  caso 
5 

discreto  basado  en  el  tratamiento  de  las  Blgebras  de  Lie  libres 

que  nos  permitidm  deducir la f6rmula  de Baker-Campbell-Hausdorff. 

En base a esto,  en  el  segundo  capítulo  se  abordara  el  caso 

continuo a travCs  de la construccibn  de  diversos  espacios  que  nos 

permitirh la extensi6n  de  los  resultados m& importantes  del  caso 

discreto  para  series  de  integrales  similares a ( 3 ) .  Finalmente, 

en el  tercer  capítulo  se terminarh de  establecer,  para  el  caso 

continuo, las analogías  con el caso  discreto  culminando  en  la 

obtenci6n  de la f6rmula  de-Friedrichs-Magnus. 
.~ .* 
-2 .~-= ~- ~ - . ". .~I "- 

_ a  ~ 7 .  ., - . . .  . ,., : I _  . ?  ?..l . . ,  . , , Y * ? .  ...t. 
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EL CASO DISCRETO 

En este  capít.ulo exponemos  someramente la manera clbica de 

obteqer la f6rmula  de Baker-Campbell-Hausdorff para algebras 

de  Lie  libres. Se tratara bkicamente de un resumen,  adaptado a 

nuestras  necesidades, de la teoria  hecha  explícita en la 

referencia [Jl en sus @ginas 3, 6 y 167-174. Se harh  especial 

dnfasis en  los  teoremas  de  Dynkin-Specht-Wever,  Friedrichs y 

Baker-Campbell-Hausdorff, ya que sus extensiones  para  el caso 

continuo conformarh la parte  fundamental para lograr los 

objetivos  de esta tesis. 

Definici6n' l.;-. Sea. A uh ,algebra  sobre un campo F. Se dice  que A 

(xy)z+(yz)x+(zx)y = o.  (1.1) 

Si A es asociativa una manera  de  darle  la estructura de  algebra 

de  Lie  es usando el conmutador, o pro.ducto de  Lie, de la siguiente 

forma: si x,y E A: 

Ir, y1 = xy-yx. ( 1. 2) *., 
L. 

El algebra de Lie  resultante se denota por A 
L- 
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. ~- 
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Definición 2. -~ - Un Blgebra (de Lie)  libre  generada por un  conjunto ~. j~ 

X consiste "de un par (3, i) ((32, i)) formado por un algebra (de 

Lie) 3 (3Y) y una funci6n i de X en 3 (32) tal que0 si 8 es 

cualquier  fupci6n de X en un Blgebra (de Lie) 'U entonces  existe un 

mico homomorfismo 8' de 9 (32) en 41 tal que 8 = 8 ' o i .  

* 

Una  forma  de  construir 32 es  usando  el  producto  tensorial  de la 

siguiente  manera:  tomemos  el  espacio  lineal A sobre F generado por 

X. Ahora  formemos  el  dlgebra 1 ibre 

Entonces 32 ser& la suwlgebra generada por el  subconjunto X en el 

algebra de  Lie SFL. Un elemento a E 9 es un elemento  de  Lie si 

a E 3Y. 

Para nuestro  desarrollo sera  suficiente  restringir  nuestra ~ .. - ., r. 
. . 

~ - "-_- . -~ 

atenci6n al caso  de un conjunto  finito X = (x , x  . , x  1. 

Entonces "-..-L. 

.. . 

1 2'" -. "- r 
-. 

r veces 
" .- ~- ~ __ " - ". A = FeFe.. . teF " I *42" .- 
" . I 

y el  algebra  de Lie  generada por X se indica  simplemente  como I 
u I 

9 = F{xl,x2,. . . , x  1. El Blgebra 9 es graduada con A = A@&@. . . @A 

( m  veces)  como  el espacio de  elementos homogheos de  grado m. Una 
r m 

I 
base para M es el  conjunto  de  monomios  de  la  forma x xi . . . x  

para i, = 1 ,..., r. Asi, dim A = r . 
m i 

1 2  m 
i 

m 
P 

" 

Consideremos la coleccibn  de  combinaciones .lineales de 

elementos  de  Lie de la forma 

5 

" 

(1 .4 )  



' f = 1.2, .Z . .r, :y con. m = 1 I 2, .-1 . . La ' identidad  de  -;lacobi '-,( 1:l) ' 

muestra-  que--este~."subespacio- .V es una sub algebra^ de =.-9 .+ Como V 
J :  

- 
L 

l 

. .  contiene a cada x E X se  sigue  entonces  que V = 9% Como  adem& 1 

todo ' !eleniento-'  de-%FE '+S --una.-suma--de  .'elenlentog-- horho&ném--:de 336" 1 

tenemos  entonces  que un elemento  es  de Lie si y sdlo  si sus partes 

homogheas son elementos de Lie.  Vemos  tambidn  que  si a es un 

elemento  de  Lie  el  cual  es  homogbneo  de  grado m entonces a es  una 

combinacidn de elementos de la forma (1 .4 ) .  

Sea 9' el  ideal  bilateral A@(A@A)e). . . de 9. Un elemento  de 9 

esta  en 9' si y s6lo  si  es  una  combinacidn  lineal  de  monomios 

x . . . x con m 1. Como  los  diferentes  monomios  de  este  tipo 
1 1 '  
1 m 

forman una  base  para S' tenemos una transformaci6n 1 ineal U. de 9' 

en 9Y tal  que 

A continuaci6n estableceremos  dos  criterios  importantes  para 

decidir  si  un  elemento  de S es  de  Lie. 

Teorema  de  D?nkin-Smxht-Wever.- Si es de característica  cero, 

entonces un elemento homogheo a de  grado m > O es un elemento  de 

Lie si y s610 si Ua = m a ,  donde O est&  definido por (1.5). 

Demostraci6n 

.C. 

* 

! 

La condici6n  es  evidentemente  suficiente.  Ahora sea a un 
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elemento.,  de .:Lie 'el .teual.. es %homog6neó d e  :.grado..:.m. ' I  UsziPemos 

induccibn - sobrxx:m.. .- Hemos  visto  '-que. ..a es ...una.. combinzici6n de 

terminos de -la -forma- -(-1.4-)-.- Por- lo  tanto,  es  suficienie.  probar 
! 

= m[. . pl l ,x iJ , .  . . , x  . 
1J 

Definamos el mapeo diagonal  del  algebra 9 en el algebra 3e3 

como el  homomorfismo, 6, tal  que a  cada elemento xi de X le asigna 

6Xl = X1@l+l@Xi. (1.7) 

Tech*:* -Bl!&HWfkh 7 S e a , k : #  eF H."i;{y. .~ ,x  bl+~l~-di&W.ti.~- 

generada por los 3ri sobre un campo  de  característica  cero. 

Entonces a E !F es un elemento  de  Lie  si y s610 si ba = ael+lea, 

donde 6 est&  dada ,por (1.7). 

r 

Demostraci6n 

Tenemos que [ael+lea,b@l+l@bl = [a,bJ@l+l@[a,b] lo cual  implica 

que  el  conJunto  de  elementos  que  satisfacen 6a = ael+l@a es una 
" 

suwlgebra de pL. Esta  incluye  los xl, por lo tanto  contiene  a 

92. 
* 

Inversamente, sea yl, y=, . . . una base  para %Y. Por la 



. 

kl k2 
k 

" 

construcci6n.de 9 los  elementos y,  y2 . . . y ,  , con m arbitrario y 

k L O forman una base  para 9. Por io taito  los  productos 

m 

. 

1 

[Y, Y2 * l1 12. . . y:.) forman una  base  para YF?. Tenemos ._I_.  ,-__ 

km) = (y1el+ley1)  (y2el+ley2) . . . (y  el+leym) kl k2 
k 

m 

m 

k k  k k,-1 k2 k k,  k2-1 k 
= Y, ' Y2 '. . . y  %l+k y y2 . . . ym eyl+kg, y2 . . . ym @y2+ m m 

m 1 1  

kl kz k -1 . . .+k y y2 . . .ym ey +*, I 

m 1  I 

donde * representa una combinaci6n de  elementos W i c o s  de  la 

J, J2 Js I1 l2 It forma y  y . . .ys @yl y, . con Cll > 1. Se sigue  que,  para 

que 6a sea  una  combinaci6n  de  elementos  btsicos  de  la  forma 

1 2  .yt 

kl k2 4 J2 J s  
Y,  Y2 - f Y p  Y ley,  Y, . Ys es  necesario  que en la  expresi6n 

k 

para a en  terminos de la base  escogida  solamente haya elementos 

con un kl = 1 y los de& k = O con kl k2 
k 

base Y,  Y2 - * Ym 
m 

J , 
" - .+"? . 

coeficientes  distintos  de  cero.  Esto  significa que. a :es:--ur&i": 
I' 

.. . 

li 

Usaremos  ahora  el  criterio  dado por el teorema  de  Friedrichs ! 

para  derivar  la f6rmula  de Baker-Campbell-Hausdorff. Para  esto 

necesitamos  extender  el  dlgebra 9 = F{x,,. . . , x  1 al filgebra 9 de 

series  de  potencias  formales en los x 

- 
.r 

k: 

Recordemos que Am es el  subespacio  de 9 de  elementos  homog6neos 
.* . 

de  grado m. Sea 5 la suma directa  completa  de  los  espacios A( I ; 

luego  los  elementos de 5 son expresiones  de  la  forma 

http://construcci6n.de


multiplicacibn  escalar esth definidas de manera  natural,  en  base . ~ : .. 

--  I 
a (1.81, componente a componente. La multiplicaci6n  en 5 esta 
dada por "el  producto  de  Cauchy" 

m 

k=O 

donde 

c = a b +albk-i+. . . +a b E Alk. 
k O k  L O  - 

Como  es de esperar, 9 es un hlgebra. Mtss aún,  el  subconjunto 

de 5 de  elementos Zal tales  que al = O si f 2 m para m = O, 1.2, . . . 
es una subalgebra  que  puede  ser  identificada con 9. El 

subconjunto 5"' de  los  elementos  de  la forma al+al+l+. . . , con a k 

homog6neo  de  grado k, es  un  ideal  bilateral  de 5. Definimos una 

la valuacibn  implica  el  criterio m u y  simple  de  que  la  serie 

x +x +. . . converge si y s610  si ¡xl I 4 O. ' ,Claramente,  la 

suwlgebra 9 .es  densa en F. 
1 2  

Si . la  característica  de C es  cero y z E F"), entonces 

lz"l 4 O, por lo  que  las  series 

9 



- -. , ". .".,". 1 

2 3  
exp -z = l+z+-"3--3. . . z z  

2! 3! (1.10) 

Y 

. ~ . .  ~ . .. 

z z  2 3  
log(l+z) = 2" +- -. . . 2 3  - . . 

convergen  en 9. Un calculo  directo  muestra  que 
- 

exp(log(l+z)) = l+z y log(exp z )  = z. 

Eliss aún, 

exp z exp z = exp(zl+z2) si t zl, z21 = O (1.12) 
1 2 

Y 

log(l+zl)(l+z2) = log(l+zl)+log(l+z2)  si  [zl,z21 = O. (1.13) 

Usando  la 

obtenemos el 
Q) 

construccibn  anterior, a partir  del algebra %Y 

algebra  de  series de potencias  formales !3&. Si 
- 

a = Z a con al E Mi, entonces  Z(alml) y Z( leal 1 son elementos 

de de3 que  denotaremos por ael y lea,  respectivamente. Las 

i=o 1' - 

I 

Tambih, en  caso de característica  cero se satisface 

-~ Por 9f denotaremos  al  subconjunto de 5 de  elementos  de  la forma 
. B1+b2+. . . donde bi es un elemento  de  Lie  en Mi. Es claro  que 

es una suMlgebra de SL, y a sus elementos  les  llamaremos  desde 
ahora elementos  de  Lie. El homomorfismo  diagonal 6 de d en ped 

tiene una extensi6n a un  homomorfismo  de 5 en Ye9 al  que tambih 
- 

denotaremos por 8. Finalmente, el teorema  de  Friedrichs  tambien' 

se  cumple para 6 de 5 en 9e3 en- el caso  de  característica  cero. 
- 

a 

'3 . '  



__ 

Tomemos  ahora r = 2 y denotemos  los  dos  generadores por x y y _ _  - ~ . - . ~ .  .. - 
~ .. .. . .. ." " 

de tal modo  que 3 = F(x,y) y F de  característica  cero. 

Consideremos  el  &lemento exp  x  exp  y de 5 al que  podremos  denotar 
por 1+z, donde z E 3 y de  esta  forma  tener -( 1)  

exp x  exp  y = l+z = exp w donde w = log(l+z) (1.14) 

a 

Teorema  de Baker-Campbell-Hausdorff.- El  elemento 

w = log(exp x exp  y) es un elemento  de  Lie,  esto  es w E 32. 
- 

" 

Demostraci6n 

Tenemos  que 

de (1.13): 

= log(  (1+z)el)+log(  le( l+z) ) = (log( l+z) )el+lQblog( l+Z) 

Por lo cual log(l+z) satisface la condici6n  de  Friedrichs y por 

tanto, log(l+z) E E. , 
e. 

Ahora que sabemos que Y = log(l+z) es un elemento  de  Lie, 

podemos  obtener una f6rmula  explícita para, 61 por el  teorema  de 

Dynkin-Specht-Wever.  Tenemos 
- 

11 



Y 

Por lo  que 

Como bste es un elemento de  Lie,  podemos  aplicar  el  operador O a 

los  t6rrninos  de  grado k y obtenemos k veces la parte homoghea de 

grado k de  este  elemento, con lo cual resulta la  siguiente 

expresi6n  de log(l+z) como  elemento  de  Lie 

( - 1 F  = e  c [ . . . [x,  XI,. . . ,XI, y], . . . ,y], . . . ,y], . . . , y]. " n 

p l * q i  m(x(Pi+Ql)) P l ! Q l ! .  - .Pm!Pm! 
Calcukndo 'los primeros tbrminos  de  .esta serie se obtiene 

expresidn a la que  se le suele llamar la f6rmula  de 

Baker-Campbell-Hausdorff. 
.. - 

A. 
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- .  .. - - .. 
I 

Q . I .  EL CASO CONTINUO 

En este  capítulo  construiremos . diversos  espacios  que  nos 

permitirb extender  los  resultados m& importantes  del  capítulo 

- anterior al caso  continuo. El nombre  de  continuo se  debera a que 
e 

las  funciones  que  usaremos  para  definir  los  espacios en que 

trabajaremos tendrh dominios  construídos a partir de un intervalo 

cerrado  de  los  reales. 

g l. - PFtELIktINAREs 

Sean F = R 6 C y S el  grupo  de  permutaciones  de orden n. n 

n! 
" 
". 5- ~ ~ c y i *  

.. . ~ , 
- ,  . ." I =l 

. " -%, . . - ~ - ~ ~ .  _. . - - . .  

con r E F y ei E S-;, y adem& o' * ck si j * k. Las operaciones 

algebraicas en FS se definen de  la siguiente manera:  la suma de 

dos  elementos de FS est& dada por 

i J 

n 

n 

nl n! nl 

*. 

si S € F, la  multiplicaci6n por el  escalar S est& dada por 

nl n! 

- 
y finalwente,  el  producto  de  dos  elementos  de F s n  esti  dado por 

13 



en el  que Q Q denota el  producto  usual  (composici69)'.  de 
1 '  

permutaciones  de S calculado  de  derecha  a  izquierda. 
n 

f 
I l  

Las operaciones  definidas  anteriormente  le dan  a FS la 

estructura  de un algebra  asociativa  con  unidad  sobre F, como  es 

fhcil  de  comprobar. La identidad  en FS es la permutaci6n 

n 

n 

identidad  de S la  cual  denotaremos  simplemente por 1.  
n 

1) 
Sean ahora X un espacio  lineal  sobre F, t > O y n E W. 

Designamos por $(T",X) el  espacio  lineal  de funciones 

a : Tn c Rn X, donde T = [O,  tl c R. Cada  permutaci6n c E S 

puede  ser  identificada con el siguiente  operador  lineal  sobre 

n 

en concordancia con el  convenio de  evaluaci6n  del  producto  de  dos 

permutaciones- de"dere&a a  izquierda. La regla (2.1) se extiende 
L " ". . - 

a  los  elementos  de" FS linealmente,  es  decir,  de  la  siguiente 
b n 

manera: si a E s(T".x) entonces 

[ zrici]a = 1 ricia. 
n!  

i - 1  i =l 

Denotemos por C a la siguiente  permutacibn  cíclica  en S 
1 ,k n 

(2.2) 

Definamos ahora dos  elementos  especiales D y En de FSn L 

D = l(1-C )(l-C 1. .. (1-C (2.3) 

n 

n -  n 1 , 2   1 9 3   1 . n  

I 

Y 
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". " 

. .  . " . . ~ ~ .  . . 

~~ I 
.i ~ E l(1-C-' )(l-C-' ).:.(l-C-'.), - (2.4) 

~~ - n  - 1 ,n 1 ,n-1 1,a 
" - n . " . _ _  .. ~ - .. 

. " - .~ 
-. . ..~ . 

"" - . . - 

en los  que 1, recordemos,  denota  la  permutaci6n  ident.idad. En 

particular,  si B es un algebra  asociativa  sobre F, H E $ ( T , B )  y 

3C( t i ,  . . . , t ) = H ( t l ) .  . . H( t 1 tenemos  que D corresponde al 

siguiente  arreglo  de  Lie  (v6ase ["I, Hg. 247) 

D (H(ti ,..., t 1) = D (R ( t l ) .  . . H ( t  1) 

. _" .~ -."" -_,. . _. - " . .. ~ ~ -._ d"~ . -. -.. - - 

n n n 

n n n n 

= - 1[ ... [ [ R ( t l ) , H ( t z l l , R ( t ~ ) l  ,..., R ( t  11.  (2.5) 

Como se ve, "D, corresponde  a  la  transformaci6n  lineal O dada  en 

el  capítulo  anterior  para  el  caso  discreto. La propiedad m& 

importante  que  tienen  los  objetos D. y En es la  de  ser 

proyecciones, es decir, 

n n 

n 

D2 = D (2.6) 
n n 

Y 

n n (2.7) 

Una prueba &SI%pda para (2.6) se encuentra en [MKS] (pQ. 365). 
" .~ 

Las permutaciones C serh de gran relevhcia  en la  teoría 
1 ,k 

subsiguientep-para poder -manipularlas  de una manera  adecuada  se 

dan a continuaci6n una- proposicidn y varios  corolarios  que 

sintetizan sus propiedades m& importantes. 

e"&. - 
"~ " _ "  __ . .. " 

1 ~ _ _ _  ."" __ - " . .  " . " . j - . .  ." ~ ._I" - . .  

A4 

" 

Promsición I. - Sea , m  > O - y sean il <. . . < 1 unos m enteros 
m 

positivos  cuaiesquiera. Tomemos ahora a los f -m enteros 

positivos  menores  que f distintos  de.-los  anteriores  y  llam6mosles 

m 

m 

i <. . .< ii '. Entonces 
D+l 

m 

Demostraci6n 
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La' demostrhci6n*.ser& -por .,inducci6n sobrb. . m  7 supondremos que..'- 

f :L 2.: El-::caso:-.f :::= 1 ,  : convlniendolgue -C -; = 1,: ser&dnmedia?o" - 
1 ,1- 

de aqukl. 0 :. 

1 1 
I 

PaPa-m = -3 - la3 i~a3dad+a%e*  ya:.pue.*porL.C2: 21.- \ 

c -  - 1 2 ... i l  1. 
l P í 1  [il 1 . . . i l -1 

Supongamos  que vale  - para m = k. ProMmoslo para m = k+l . 
sean f l  <. . . < ik+l junto con f k+2 <. . .< f í  los primeros k+l ik+l 

enteros  positivos. Por la hip6tesis  inductiva 

. . . k k+l 
c ... c = [: ... 

l , í l  l , ik  k " * '1 'k+2 i í  ik +l 1 
k 

N6tese que il +l < f k  < ik+l. Por lo  tanto 
k 

1 ... k k+l 
c ... c c 

[ik 
... 

l , i l  1 , i  k 1 , í   k+ l  . * .  il ik+2 
k 

Corolario 1 . 1 . -  C . . .C 
1 *2 

Corolario 1.2. - Sean n L m > O y sean il <. . . < i m unos .m enteros 

positivos menores o iguales que n. Tomemos ahora a los  n-m 

enteros positivos menores o iguales que n distintos de los 

anteriores y l l a s h o s l e s  iwl <. . . < in. Entonces 

*. 

- 
c ... c 2 ... m me1 ... 

1,11 a , í  m I r-1 



~. 

" 

Demostrac16n 1 ' .  
%lo- -esr_prec-lsb...-obser--que, 1 X "para k E f +1 por. lo  :que". 

k m 
I 

nos  encontramos  con lo previsto por la proposici6n-l. 
U 

Conservando  la  notacidn del corolario  anterior  se  obtienen  los 

siguientes  resultados. 

i 

Corolario l. 3. - 

c ... c c ... c 1 ... m m+l 
Wl 1 , i  m 1 ,2   1 ,m= [I 1 ... 1 m 1 m + l  . * -  ... 1 n I. 

Corolario 1.4.- C . . . C  C . . ..C = C .. .c . 
n 1, l1   1 , i   1 .2   l .n  piBl+1 1 , i  m 

Corolario l. 5. - 

formas  que  nos Serb Blas lLtiles  posteriormente. 

Corolbio l. 7. - 

[cl ,n]   1,r'   1,2  1, i  1,11 1,n-m 1,2  1, i  
I n l *  L l  

I c-l f l  fl . . . c-l = e-l . . . c-l e-l . . .c-l 

Sea N ( t )  el dlgebra  conmutativa sobre F de  funciones  de 

sF(r".,F) que  se  anulan  en  casi  todo T" = [O, tl". Es fhcil de 

comprobar que FS (N ( t )  ) = N ( t ) :  En particular 

n 

n n  n 



I 

92. - ALGEBRAS DE RANGO COMINWY'.ESPACIOS LINEALES ORDENADOS DE 

.. . RANGO CONTINUO 

i 
Def  iniciÓn 2. - Sea A ( t ) ,  para  cada n = 1 . 2 , .  . . , un subespacio 
lineal  del  espacio de. Banach L de funciones  definidas  en 

Tn = [ O ,  t In y con  valores  en F; sea ademis Ao( t 1 = F. Al conjunto 

n ,  

P 

de  sucesiones  infinitas 

se le llama  un  Blgebra  de  coeficientes si satisface 

1) para  cada Q E Sn y a E An(tl, tenemos  que cra E A n ( t ) ,  

1i)'dados a E Ak(t)  y b E Ap(t), la  funci6n aob es  un  elemento de 

1 

I 

A ( t l ,  donde 
k+a 

(aobl(t . . . , t 1 = a ( t l , .  . . , tk )b ( tk+i , .  . . , t . 1. (2.9) 
.~ - 7-4- k+m k+m 

funciones  en L esto  es, (2.9) se cumple  en casi todas  partes de 

T". Esta  convenci6n se ,seguir& de  aquí  en  adelante. 
~~ ;z? . 

Y 

continuas  de n variables,  entonces A( t )  = n A ( t )  es  un  Blgebra 

de  coeficientes. El concepto  de  "8lgebra  de  coeficientes"  se usa 

n 
n-O 

en la definici6n  de  series  de  Volterra, las cuales son aplicadas 

frecuentemente  en  la  soluci6n  de  problemas en sistemas y teoría  de 

18 



operaciones  algebraicas en A ( t )  esth definidas  de  la  siguiente 

manera:  si a ,  b E A( t ) ,  esto  es, a = {a  1 b = { b  Y 
c 

n n=O' n n=O 

ab = (cnInd m 

n 
donde cn = kzOakObn-k. 

Como puede  comprobarse,  las  operaciones  definidas  de esa  manera 

son cerradas en A ( t ) .  Tambi6n  es  facil  de  ver  que con ellas A ( t )  

es un algebra  asociativa  con  unidad  sobre F. 

Tomando  en  cuenta (2.8) la siguiente  definicibn  no  presenta 

problema alguno. 

coeficiente  ordenado  de  grado n si 

E a  = a, (2.10) 
n 

donde E , recordemos,  est& dado por (2.4). 
n 

N6tese  que  esta  definici6n  es  el antilogo  continuo  del teorema 

de Dynkin-Specht-Wever. 

Por eJemplo, si a ( t l .  t2) = tl-t2 E A2(t)  entonces a ( t l ,  t2) es 

un coeficiente ordenado de grado dos  que 

1 = $a(tl,t2)-a(t2,tr)) = - ( t  -t - ( t 2 - t l ) ) '  1 
2 1 2  

= t l - t2  = a ( t l ,  t2) 

19 



Pero: no  necesariamente  todo^ elemento.- de.- A> 2 ( t )  1. . debe - ser uno - de 

entonces 6ste no &tos;- porejempl0,si- -b(-t1;t21- = t-+3 "zG .A ...tT 3 - 

es un coef  ic3ente  ordenado  de  grado  dos ya que 

Sea A ( t ) .  el conjunto  de  coeficientes  ordenados  de  grado n en 

A ( t ) ,  si n L 2. Observemos  que A ( t )  es  subespacio  lineal  de 

A ( t ) ;  esto  se  deduce  de  que E', = E P P r  (2-7)s y por lo tanto 

. n 

n n 

n n 

A (  
n 

t )  = 

Definición 4. - El espacio  lineal  ordenado A ( t )  es la sucesi6n 

infinita  de  espacios  lineales n A  ( t ) ,  con Ao(t)  = (0 )  y 

Al ( t )  = Al ( t ) .  A cada  elemento  de A ( t )  se le  llamar& una sucesi6n 

de  coeficientes  ordenados. 

OD 

n=O 
n 

Por la  definici6n  de  sucesi6n  de  coeficientes  ordenados y el 

hecho  de  que, por (2.71, $ = E se obtiene  la  siguiente 

proposici6n. 

n n" 



El operador E es un "ordenador"  que  "fuerza" a los  elementos , 

del  dlgebra A ( t )  a adquirir la estructura  de una sucesi6n  de 

coeficientes  ordenados. El concepto  de  ordenador, asi como  el 

anhlisis  de  otros  ejemplos,  puede  encontrarse  en [ M P I .  

Sea C un  espacio  de  Hilbert  sobre  el  campo F y A el  dlgebra  de 

operadores  continuos  sobre C, es  decir, A es  el  dlgebra  de 

transformaciones  lineales  continuas  que  van  del  espacio C en s í  

mismo.  Siguiendo la manera  de  proceder  en  el  capitulo  anterior 

construyamos,  como  en (1 .21 ,  el  dlgebra  libre d = F@AQ(A@A)@.. . y 
su extensi6n a las series  de  potencias  formales a. Recordemos  que 

para  tratar  problemas  de  convergencia  de  series  en 2 hemos 

definido  una  valuaci6n  dada por ( 1 . 8 ) .  L a s  dlgebras d y 2 son 

asociativas  con  unidad. Para evitar  cualquier  conf'usi6n  entre  el 

producto  usuai  de  operadores  definido  en A con  el  producto  libre 

dado  en las dos  últimas  denotaremos a este  último por o. 

Dado  que C es  un  espacio  de  Hilbert,  tiene  definida  una  norma a 

partir  de su producto  interior. Esta norma  permite a su vez 

definir  una  norma estbdar en el  dlgebra  de  operadores A que da 

lugar a una mbtrica.  Sea,  pues, R : R + A una funci6n  continua y 

que  se  anula s6l0 en un conjunto  finito  de  puntos  del  intervalo 

T = [O ,  t l .  Induciendo a partir  de  la  norma  de A la norma  en  los 

espacios homogheos A@. . . @A (vbase 1 KO1 1 1 legamos a que  todo 

producto  de la forma H(tl)o.. .oH(t 1 es una  funci6n  continua  de n 

variables. Si tomamos a E A ( t )  tendremos  que la funci6n  de n 

variables  reales an( tl, . . . , t )R(ti)o. . . oN(t 1 es  integrable  sobre 

T~ = [ o , ~ I " .  Por  lo  tanto la integral' 

n 

n n 

n n 
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t t 
So.. .Joan( t l ,  . . . , t n )H(t l )o. .  .OH( t n )d t l .  . . dt n (2.12) 

est&  definida  y es un elemento  homogbneo  de  grado n en 2. 

Con todo  esto  definimos 

Definición 5.- EI 

de 2 de  elementos 

Q o *  z 

a + [ So..  . .f a ( t l , .  . . , t )H( t l )o . .  .OH( t Idt l . .   .d t  , (2.13) 
O O n  n n n 

n= 1 

donde E A ( t ) .  
W 

&lgebra  de rango continuo d ( t )  es el subconjunto 

que se  pueden  dar  de la forma 

t 

d( t 1 es  una  subhlgebra  de 2 como es f &ci 1 de  comprobar. En 

particular,  la  multiplicacibn  es  cerrada en d ( t )  por (2 .9 )  y la 

definici6n del  producto  de  Cauchy  de  dos  series. 

W 
t t 

@(a)  = ao+ 1 S,.. . S  O n  a ( t l , .  .. , t  n )H(tl)o,..oH(t n ) d t l . .   . d t  n (2 .14)  
n= 1 

@ es un epimorfismo entre Blgebras  asociativas con unidad  como  es, 

de  nuevo,  fBcil  de  comprobar. 

N6tese  que  como B es continua  y  nula s610 en un  conjunto  finito 

de  puntos  de [ O , t I  se tiene  que,  para  cualquier n, si para  toda 

S E ( 0 , t l  ocurre  que 

entonces  necesariamente a = O (en L 1. Luego  todo  elemento  de 

d ( t )  se escribe  de una manera  única  de la forma dada por (2.13) .  

22 
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Y como 4 es de  antemano un epimorf  ism0  entre A( t )  y d( t )  tenemos 

la siguiente  proposici6n. 
I 

Def  iniciÓn 6. - El espacio  lineal  ordenado  de rango continuo A (  t )  

es el subconjunto de elementos  de d ( t )  

O0 
t t c so. . . s u ( t l ,  . . . , t )H( tilo. . . oH(t ) d t l .  . . d t  

n= 1 
O n  n n n 

(nbtese, u = O )  con E A ( t ) .  A cada elemento  de h(t) se 

lo llamara un  elemento  ordenado. 

00 
O 

En otras  palabras h(t) = 4(A ( t ) ) ,  por lo  que h(t) es  subespacio 

lineal de d ( t ) .  

El espacio h ( t )  ser&  para  nosotros  el m& importante  de  todos 

los mencionados  antes  ya  que  todo  elemento  ordenado  podrd, por un 

empleo  adecuado  del  teorema  de  Fubini,  ser  reescrito en la 

siguiente  forma 
QD I[ ...[ U p l  ,..., t n ) [ . . . [ H ( t l l , H ( t , ) l  ,..., H ( t  n IIdt l . . . d t  n 

n=l n 

(el  producto  de  lie [ - 1  est&,  desde  luego, referido al producto 

libre o) .  

Finalmente,  para  poder  abordar  problemas  de  convergencia en A, 

el  Algebra  de  operadores, darnos a continuaci6n l a s  siguientes 

def  iniciones. 



Definición 7. - El dlgebra de  coeficientes  COnJkrgenteS U ( t )  es el 

conjunto  de  elementos a = W 
E A ( t )  tales  que la serie 

donde I es el  operador  identidad,  converge  absolutamente en A. 

W 
t t 

=(a) = aoI+ 1 S,. . .Joan( tl,  . . . , t n )R(t l ) .  . . H(tn)dtl . .  .d t  . (2.16) 
n- 1 n 

Def iniciÓn 8. - El espacio lineal  de  coeficientes  ordenados 

convergentes Y ( t )  es Y ( t )  = h(t)nU(t); L esto es, las sucesiones  de 

coeficientes  ordenados  tales  que la serie (2.15) converge 

absolutamente en A. A cada elemento  de Y (  t )  se le llamar6  una 

sucesibn  de  coeficientes  ordenados  convergentes. 

53. - EL ÁLCEBRA DE COEFICIENTES  FINITO DIWENSIOW 

Construiremos a continuaci6n un dlgebra  de  coeficientes 

particular  que sera de  utilidad  para  obtener la f6rmula de 

Friedrichs-Magnus. 

Sea la funci6n  escal6n 



y las  funciones de n variables 

(2.17) 

para 1 S f , j  S n con f at j .  Adem&, sea Bl(tl,. . . , t  n ) = 1. 

Notemos  que 8 = 1-8 en  casi  todo Rn. 

Se define An( t )  como el subespacio  lineal  del  espacio L sobre 
i , J  J P l  

f 
P 

R generado por las  restricciones a T" de el y las  funciones 

en donde ? M  = (i, ,... ,i,,n+i;,.. . , m i 8 )  Y 

3" =: (jl,. . . , j , ,  mj;, . . . , m j 8  ) y se  extiende por linealidad en 10s 

de& productos  posibles. 

Observemos  que  cada An(t )  es un espacio  lineal  de  dimensibn f 

finita. 

Un elemento  distinguido  de  este  espacio  es 

en(tl,. . . , f,) = e +. . . +e 
1,2 n-1 , n (2.18) 

I 

. $  
! 
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CAPITULO 3 

LA FORMUU DE FRIEDRICE-MACNUS 

En este  capitulo  terminaremos  de  extender  los  resultados  del 

caso  discreto  en  el  caso  continuo  que  hemos  construido y 

finalmente  obtendremos  la  fdrmula  de  Friedrichs-Magnus  la  cual  es 

el  antilogo continuo a la  f6rmula  de Baker-Campbell-Hausdorff. 

Usaremos,  pues,  la  notaci6n  del  capitulo  anterior y los conceptos 

del  primer  capitulo. 

4 l. - EL CRITERIO DE FRIEDRJCHS 

Siguiendo  los pasos de  la  secci6n 2 del  capitulo 1, tomemos el 

producto  tensorial  del,  dlgebra d consigo  misma,  esto  es, &d y su 

dlgebra  formal  asociada =d. Los elementos  de A d  son  de  la forma 
- 

w n  

(3.1) 

donde d = c ( a  eb 1 con c Q F y a , b son  elementos 
m, n-r n , r  m n-m n,. I n-r 

homogbneos  de d de  grados,  respectivamente m y n-m. Cuando el 

elemento d no  es  nulo  lo  llamaremos un elemento  homogdneo  de 

grado ( f ,  j ) .  Es inmediato  que  todo  elemento  de a se  escribe  de 
1,J  

una manera hica como una serie (3.1) de  elementos  homog4neos  de 

distintos  grados ( f ,  j ) .  El producto  libre o dado en 2 se 

relacionara  con el  nuevo  producto Q dado  en A d  de  la  manera 

usual,  es  decir, si a, p, x,  8 est- en 3 se tendrti 

- 

(aoB)m(zo6) = (aw)o(Pe)  (3.2) 
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subhlgebra 

forma 

d(t)ed(t) de w. d(t)apd(t) consta  de  elementos  de  la 

n-1 

n n-r 

(H( t )o. . . oH(t ))dtl.. . dt + 
n - m + l  n n 

con los a E A ( t ) .  N6tese  que  cada  integral  de (3.3) es un 

elemento homogheo de  grado (n-m, m). 
n, n 

Sea @' : A ( t )  -+ d(t)ed(t) funci6n  tal que, si a = {an}:* esta 

en A( t )  , entonces 

dt,. . . d t  
n 

O' es un homomorfismo  entre  dlgebras  asociativas con unidad,  esto 

sencillo  de  comprobar. 

Finalmente,  tenemos A : d( t )  -+ d(t)ed(t) homomorfismo  que  hace 



conmutativo el siguiente  diagrama 

Otra  manera de decir  lo  mismo  es A = (P’ 04” ( 0  denota 

composici6n). Arin nds concretamente 

.[ao+ c.. .(an(tl,. . , t  n l H ( t l ) o . .  .oH(t n ) d t l . .  . d t  n 
n= 1 1 

d t l . .  . d t  (3 .4)  

A es un homomorfismo  entre  hlgebras  asociativas con unidad,  debido 

a que es composici6n  de 4’ y (P-’ que  lo  son. Por otro  lado, A 

resulta  ser el  -logo continuo  del mapeo diagonal 6 definido por 

(l. 7) en el capítulo 1. 

n 

L 

Finalizarnos  esta  secci6n  exponiendo  el  criterio  de  Friedrichs 

que  es  la  importante  realizaci6n  continua  del  teorema  de 

Friedrichs. 

Teorema 1 (Criterio  de  Friedrichs1.- Un elemento a de d ( t )  est6 

en h ( t ) ,  es  decir, es un elemento  ordenado, si y s610 si 

Aa = a 6 ~ l + l m x .  

Demostraci6n 
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n- 1 

dtl .  . . dt n 

Aplicando A dada por (3 .4)  obtenemos 

dt l . .  . d t  
n 

Por el teorema de Fubini podemos reordenar cada una de las 

integrales  múltiples de tal manera que las variables  conserven  su 

índice ordenado en cada a . Procediendo a s í  obtenemos 
n 

. . . o(H(  t )@l+l@H( t 1 ) ) a t l .  . . d t  

De ( 2 . 5 )  tenemos 

n n n 



H( t2)@l+l@R( t2) 1,. ... H( t n )@l+l@H( t n ) Idti. ... dt n . : -  

El producto  de  Lie [*I est& desde  luego,  referido al producto 

_ ~ _ "  

libre O. Y como por induccibn  puede  probarse  que I 

I 

continuamos  aplicando  esta"propiedad " 

.. -~ - 

' I  I 

... ,R( t 1 Idti.. . dt el+le 
n n 

. . .  Por (2.5) de  nuevo: ~. 

dtl.. .dt @l+l@ 
n 1 
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I dtl. . . dt . I  

n 

Por el teorema  de  Fubini  otra  vez: 

1 dtl.. . dt el+l@ n 

m 
t t 

[[al(tl)Zf(tl)dtl+ [ f . . .I E n n  (a (tl,. . . , t n ))H(tl)o.. .oH(t n 1 
n=2 

O O 

dtl. . . dt n 1 
= c.. . [an(tl,. . . , t n )B(tl)o. . . oH(t n )dtl.. . dt n el+l@ 

=l 1 
OD 

1 d.. .on(tl,'. . . , t n )H(tl)o.. .oR(t n )dtl.. .dt li 
n= 1 

m .~ 
t t n 

A(a) = ao(lel)+ [f .. .It n(tl,...Dt ) vo(R(t )el+leH(t 1) 
O 

n 
m' 1 

I m 
n= 1 

dtl. . . dt n 

1 



obtenemos,  continuando " - . 

.~ . ~.~ 

-ao( lo1 I+ 

#S =m 
J 

d t l . .  . d t  n = O . ". 

Esto  implica  inmediatamente  que a. = O. Por otro lado,  puede 

1 

notarse  que  cada  integral mfiltiple de la  expresidn  anterior 

representa un elemento homogheo de  distinto  grado ( i , f )  en A d .  

Lo cual  nos  lleva  directamente'a que la anulaci6n  de la expresibn.,, : - - ~ ."" ~ ~ ... _ _  . . 

se  verifica  cuando y s610 -cuando  se da la de  cada integral- - -- ~ . ~ .. 

- 

maltiple. Luego entonces .. 
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#S =m 
J 

- o  ( 3 . 5 )  

para n t 2 y para m entre 1 y JI-l. Para  proseguir el dlisis, 

explicitamente, f l  <. . .< i e i  <. . . < in, todos  ellos 

distintos y cuya  reunidn  es Jn. Luego,  podemos  emplear el 

lenguaJe de permutaciones  para  expresar  aquella,  esto  es 

n-m n--1 

#S =m 
J 

1 < . . . e 1  
1 n-m 

<. . .<l  
',-m+ 1 n 

1 ... n-m n--1 ... n 
... f f i 

n-m n-m+l' 
* 

Aplicamos el corolario 1.3 del capítulo 2 para  continuar 

Sustituyendo  esto en (3.51 obtenemos 
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c ... c 
n l,i 1,2 1, n-m 

n-m 

Aplicamos,. a continuacibn, el teorema  de  Fubini a la integral 

anterior  para  que l a s  variables t i  conserven su indice  ordenado en 

el  producto  de  los R(t) 

. . . c-l c-l . . . c-l 
1,  n-r  1,2  1,i l,il n-m 

oH(t 1 dt l...dt = O 
q I n  

1 
Conviniendo que .n Citl-k+2 = 1 ,  otra forma de  presentar  la 

k=2 

ecuaci6n  anterior es 
L 

nzi >. . .>i  a1 
n-r 1 

Denotando 
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Y 

llegamos a que  la  integral  anterior se anula, s e m  lo convenido, 

cuindo y s610 cuando Q ( a  ) = O. Como esto  debe  verificarse 

para cada una de l a s  integrales  múltiples  arrivamos,  pues,  al 

siguiente  sis,tema  infinito  de  ecuaciones 

n,m n 

{Q ( a  1 = O, para n 2 2 y m entre 1 y n-l. 

Las ecuaciones  de  este  sistema  no  son  independientes  entre sí. 

Para reducirlo,  apliquemos  el  corolario 1.7 del  capítulo 2 y 

n.m n 

veremos  que 

Q = (e )Q 
n, 1 1,n n,n-1 

luego,  tenemos  el  sistema  reducido,  denotando por 1 la  funci6n 
mayor entero  menor o igual,  siguiente 

~ ~ ~ "_ . . . . .  I__ ~- . - 

(u ( a  = O, para n 2 2 y m entre y n-I. (3.61 

A partir  de  61  debemos  llegar a que E (a ) = an para n I 2. Una 

forpa de  expresar lo anterior, m&  til a nuestros  prop6sitos,  es 

n,m n 

n n  

("E,-n)an = O para n h 2. Recordemos  que 

Exponemos a continuacih la  estrategia a seguir. E¡ lector  estar6 

de  acuerdo  en  que  si  logramos  establecer - las identidades. 
- ~ - -  "" . "~  __ ................... 

~, . 
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i 

siguientes: 

Para n impar: 

Para n par: 

n/2-1 

l=l 

habremos, en virtud del sistema de  ecuaciones (3.61,  logrado 

nuestro  objetivo. 
" - ~- 
Daremos la .demostraci6n  para el  caso  impar;  para  el caso par, 

. . . . - -" . . - . " __ I" 

la forma de  proceder es d l o g a  y, por esto, se omitir&. 

Antes  de pasar a la demostraci6n  propiamente  dicha  advirtamos 

que  debido al convenio por el  cual C 1.1 = 1 podemos  reescribir 

'n, r 
de la siguiente manera-," &-adecuada a nuestros  prop6sitos 

(para m = n-1 la primera  ~sumatoria  se reducid, por convenio, a - . - 7  -- 

'. 



i=l 

. 

n 1 n .  

n l,n-k+l+l.- TI 'l;i-k+2 
c-l - -1 Asi := 

k=i+l - .  k=2 - k=2 - 

i=l 

Cambiando en la  segunda  sumatoria  el- contadm-ipor-n-i obtenemos 

P I  n-1 

" " " 



n-1 

n-1 r 
>"".' *'l. -1 J, + 

1,  J1-1 

" 

r I 

1 =1 
&Jl-l>. . .>Jizz 

1 = l  
&l >. . . >1  z2 

1 1 

"____ . .- - . ". _.__ -. - ._ -~ 

' Cambiando  en  la  segunda  sumatoria  doble  el  contador f por i -1  

obtenemos 

n-1 7 

1 =1 

n 

Cambiando  ahora  los  índices Ik por Jk tenemos 

- .  , '  . 

. ,  . 
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n 7 

n-1 7 

n-1 7 

n 
(-.I)" n c-l 

1 ,  n-k+2 
k=2 

= -(n-l)+ r i =2 

c-l ."J,-, 1 ,  J, 

n 
. . . c-l +(-1)"l n c-l 1 ,  n-k+2 

k=2 

nkJi-l>. . .>JIZZ 

.. .. , 
(-1p-l fl c-l 

n 

1 ,  n-k+2 
k=2 
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n -  
( - 1 p - l  n c-i 

k=2 
1 ,  n-k+2 

n " 

x -a' 

De  todo lo anterior  concluimos,- a E h i t ) .  
n 

Definamos,  como  en  la  seccibn 2 del  capitulo 1, tanto para -4 

2 X X" exp x = e + x + 4 . .  . +- +. . . 2! n! 

Y 

2 3  n 
log(e+x) = x-2 x +x- -. * .+(-I)"+' = "... n (3.7) 

donde e representa  al  elemento  identidad en cada Blgebrh,  esto  es, 

,1 si se  trata  de 2 y le1 si  es &d. Recubrdese que si x est6  en 

.el  ideal  bilateral d = Ae4AeA)e ... entonces  tanto exp x como "(1) 

log(l+x) convergen,  esto  es, son elementos  de a. Recukrdese 

tambibn que- para rasos de convergenciazse - d m -  las: identidades 

exp(log(l+r)) = l+x y log(exp x) = x;  de&, si m y  = yox 

entonces exp x oexp y = exp(x+yl x .  Y 

. 



En lo  que sigue  nos  interesar6  primordialmente la serie log. 

El  problema de  aplicar  lo  dicho en el p&rrafo anterior a l a s  

. Algebras d ( t )  'y d ( t ) d ( t )  acontece  al  examinar la convergencia en 

- - ellas mismas;- si -+Sta se-da--los-problemas desaparecen. Para los 

elementos  de d( t ) de' la forma 1+p con p en d( t 1 (l) = A( t)d" se 
- ." . ~ ; da . u n  importantisimo caso de convergencia en d( t )  bajo la serie 

lcf que se  examina a continuacibn. 

- ." . .  

Demostraci6n 

"-a" . - . -. . . . " . - "" _" -. . ." 

fl = Ir.. . bl,n( t i , .  . . , t )H(tl)o.. .oH(t ) d t l . .  .dt 
n n=l O 

n n 

con b = a para  toda  n L 1. Las potencias  sucesivas  de p 1 

1,n  n 

estarhn  dadas por 
* 

OD 

p.= c r ' .  
n=m O 

las  que por ser 

expresiones  de la for-ma 

t 

J t m ,  n 
( t i , .  . . , t n )H( tilo. .  .OH( t n I d t i . .  . dt n 

d ( t )  dlgebra  estarhn en d ( t ) .  N6tese  que la 

componente  homogbnea  de  menor grado en debe  de  ser al menos de 

grado m. Por lo  tanto,  de (3.7) tenemos  que log a es 

d t i .  . . d t  

el  cual  evidentemente se encuentra en d ( t ) .  . n 

.. ' .  
i , '.\ 
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Por ser A homomorfismo  entre  algebras  asociativas con unidad se 

tendri  que  si  para  un a E d(t) se tiene log a E d(t)  entonces 
. 

A(log a) = log[Aa) ~(3.8). - -  . " 

Hasta -ahora  hemos . tomado a t fijo; . ~- Sin embargo,'  conviene 

considerar a los  elementos  de  d(t) y .d( t )&U(t) .  como funciones- en -. 

t .  Luego-podemos, por ejemplo,  utilizar .la derivada con respecto 8: 7 -  

t ,  dt' la cual se aplicara  como es natural  componente a componente 
en  cada  elemento.  .Esta  derivada m necesariamente se encontrara 

t 

en los  espacios respectivos.d(t1-6 d(t)@d(t) pero se hallar6 en a - 

6 m respectivamente.  Finalmente,  para  la  derivada del producto 

tensorial  de  dos  elementos a ( t ) - y  p ( t )  de  d(t) se 'dar&,  como  puede.. 

comprobarse;r-la  conocida regla y.? T. 

(3.9) " 

. - .. ." .. . 
A continuaci6n se prueba  el  -logo  continuo  del  teorema  de 

. " " .- . . - . " ..- ". 

Baker-Campbell-Hausdorff. 

Teorema 2. - Sea R( t )  una funci6n  continua  de R en  los  operadores 

acotados de un espacio  de  Hilbert G y que se anula s610 en  un 

conjunto  finito  de  puntos. Sea V ( t )  la  solucibn  de 

\ 

donde-I denota-  al. operador identidad.  Entonces,  si U(t) tiene  un 

logaritmo n(t3 dado-por la serie: (3.71 (poniendo.. L en lugar .de e) . * 

y que ~dsta  converge  absolutamente  .en A entonces resuita que, . 

existe  un  elemento # ( t )  de af(t) (esto  es, "una sucesi6n  de 

coeficientes  ordenados 

que n ( t )  = X*( t .)).  - 

. .  

convergentes - y -  f inito  dimensionales) - tal 
- "_ 

/ .- -. 
. .  

, ' .  -. 
L , , .  

. I .  

, I  
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Demostracibn 

La solucibn U(t) de (3.10) est&  dada por la  serie 

a( t)  = 1+ B(tl)dtl+[ f R(tl)oB(t2)dtldt2+ c , o  o 
. 
" "" ~ 

(3.13) 

lo  cual se ' comprueba  derivando  componente a componente. Al 

reescribir  (3.13) en la forma 
1 

d t l . .  . dt (3.14) 

se  vuelve claro que a( t )  esta en a ' ( t ) .  Y por la  proposicibn 1 

tenemos  que log a( t)  E $ ( t ) .  Derivemos a(t)@a(t) usando  (3.9): 

n 

y por (3.12)  tenemos,  continuando: 

".. 

- 

. ,  
43 



permite sin mfis deducir  que 

De donde  que por el  criterio  de  Friedrichs  o(t) = iog-a(t) est&  en 

A f ( t ) .  Tomando  la  preimagen  de w ( t )  bajo @ y llam6ndola # ( t )  se 

tiene  que + ( t )  = @ - l ( w ( t ) )  esta  en A f ( t ) .  Pero afin hay m&, dado 

encuentra a d e a  en ¶If ( t )  de  lo  cual  concluimos  que #( t )  E $( t )  y 

Si H ( t )  y V ( t )  cumplen  lo  pedido por el teorema  anterior  es 

f&cil  conseguir una expresih para t )  en  terminos de R( t 1. 

Recordemos  que V ( t )  est6  dada por 

m 

luego aplicando  la  serie log directamente a U ( t )  obtenemos, ' 

calculando  hasta  el segundo tthnino, que n(t)  es 
' .  

44 
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Como  los  coeficientes  asociados a R(t) son ordenados  esto brmite, 

por el  teorema  de  Fubini,  reescribir  la  serie  anterior  en  la forma 

Y finalmente,  integrando  obtenemos 

expresibn a la  que se le suele  llamar la f6rmula  de 

Friedrichs-Magnus. 

En [Will se-calcula hasta  el  termino  de  orden &,Para obtener 

los t4rminos  de mayor orden  es m& conveniente usar la  expresi6n 

para R obtenida en [ M P I :  . .  

D 

d t l . .  . d t  
n (3.17) 

donde 8 esta  dado por (2.18). El siguiente  teorema  nos  da  las 

propiedades m i c a s  que  satisface  el  operador R. 
n 

Teorema 3. - Sea H( t 1 una funci6n  continua de R en  los operadores 

acotados  de un espacio  de Hilbert y que se anula s610 en . u n  

cOn3mto finito  de  puntos. Sea U(t;s)  la  familia a dos  pardmetros 



' 

.. . 
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CONCLUSIONES 

Se ha  probado  que si H( t )  es  continua y se  anula s610 en un 

conjunto  finito  de  puntos  de R entonces, si la  soluci6n  de la 

ecuaci6n  diferencial 

tiene un logaritmo n ( t )  dado por la serie 

2 3  n 
log( I+x) = X" +- -. . . +(-l) - +. . - x x  n+l X 

2 3  n 

y que  dsta  converge  absolutamente,  entonces N t )  esta  dado por la - 
serie  de  integrales  de  productos  de  Lie  siguiente 

Entre  los  problemas  que  faltarían por resolver  se  encuentra  el 

de  determinar  condiciones  de  convergencia  global, esto es  en  todo 

t L O, y absoluta para la  serie  anterior. En otro  orden,  sería 

importante  determinar si los espacios  lineales M t ) ,  A ( t )  y P ( t )  

son  dlgebras  de  Lie  bajo  el  conmutador  definido a partir  del 

producto' de la s  ilgebras  respectivas  en las que  se  hallan 

contenidos. 

Estas y otras  cuestiones m& que  permanecen  abiertas  serían 

abordadas  en  trabajos  posteriores. 
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