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INTRODUCCION

En conexién con la teoria cuéntica de campos, K. 0. Friedrichs

[F] se plantea el problema de resolver la ecuacién .-

du _

3 = H(t)u(t) (1)
en la forma

U(t) = exp Q(t) (2)

donde U(t),H(t) son operadores y U(0) = I es la identidad. La
dificultad es obtener Q(t) en términos del operador H(t). W.
Magnus [Mag2] encontré la solucién dando un método recursivo para

la evaluacién de Q(t) en forma de una serie de multiconmutadores y

obteniendo
t t t
Q(t) = J'H(t )dt1+ J‘O,I’o [H(t ), H(t )]dt dt +..., t=0, « (3)

donde [H H] "111112—}12111 y los términos omitidos son integrales

multiples ‘de’ multiconmutadores de H, de orden cada vez mayor.
Esta expresién, que se llamard la férmula de Friedrichs-Magnus,
es el andlogo continuo de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff:

[

- ga x+y+-—{x y]+ ([[x,y] yl+[x, y1,x1)+.. (4)

Esta férmula se deduce al tratar de escribir e*e’ como e°, donde

X,y son elementos de un &algebra no conmutativa. K. 0. Friedrichs
probé que tal z es un elemento del dlgebra de Lie generada por

{x, y}.

En base a (4) es posible dar una solucién heuristica al

problema (1)-(2) de la siguiente manera: sea 0 = S, <5 <...< 'sn

= t una particién del intervalo [0O,t]. Si consideramos H(t)

constante e igual a H(s‘) en el intervalo [51-1’51] y definimos

los operadores




Un( t ) = eH( s.n) Asn e"( sn-i )Asn—l éH( si )Asl ( 5/)

de As = s -5
don 1 R T R

1

resulta que Un(t) -3 U(t) si max Asl — 0.
o - .
Ahora bien, si’ denotamos la z de (4) por x#y y usamos esta
operacién # en (5) tenemos que T
U (t) = exp(H(s )As #H(s JAs #...%#H(s )As))
n - n n n-1 n=-1 - 1 1
y de aqui que U(t) = exp Q(t) donde

Q(t) = 1im (H(s )As #.. .#H(si)Asl).
max As — 0 npoon

La serie (4) puede no converger adn para el caso mas sencillo
de matrices 2x2 (ver [B], [C] y [H]). Si H(t) es una matriz, se
pueden dar condiciones simples de convergenclia de (3) cuando t es
suficientemente pequefio. Para condiciones de convergencia en todo
t =z 0 véanse [Mag2], [NW1], [NW2], [We] y [Wic]. Es importante

sefialar que B. Mielnik y J. Plebafiski [MP] obtuvieron un

e T -

acercamiento—més efectivo para la férmula continua (véase 1la

ecuacién (3.17)).

Las férmulaa—(3).y (4) bhan sido aplicadas a diferentes.campos

de la matematica y, la fi;ica; por ejemplo a la teoria de grupos
(véanse [A], [Lal, [Ly] y [Magl]), teoria del control (véanse
[HMS1], - [HMS2] y [Kul), ecuaciones diferenciales parciales (ver
[él]) y a la teoria deb ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales (véanse [S2] y [HSWI). Una lista éxtensiva de sus
aplicaciones a la fisica se encuentra en R. M. Wilcox [Will] Yy en

S. Steinberg [S2]. En los dltimos afios las aplicaciones de estas

férmulas se han incrementado considerablemente debido a que se han

desarrollado nuevos métodos algébraicos que permiten manejar estas

férmulas mejor (ver [MP]) y sobre todo por el uso de la
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computadora para él calculo de los coeficientes (ver [GR]) y para

la manipulacién de simbolos (véanse [Mac] y [PRF]).

El propdsito de esta tesis serd el de introducir estructuras

matematicas que nos permitan poner la férmula (3) bajo un
fundamento matematico rigurdso. Para esto se recurrird a los
siguientes pasos.’ En el primer capitulo se revisard el caso
discreto basado en el tratamiento de las 4lgebras de Lie libres
que nos permitiran deducir la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff.
En base a esto, en el segundo capitulo se abordard el caso
continuo a través de la construcclién de diversos espacios que nos
permitiran la extensién de los resultados méds importantes del caso
discreto para series de integrales similares a (3). Finalmente,

en el tercer capitulo se terminaran de establecer, para el caso

continuoi_ las analogias con el caso discreto culminando en 1la

[ Lo . N
§ L -ty

S 4 P —_— o - . -
obtencién de la férmula de Friedrichs-Magnus. =

gk N R



CAPITULO~1:
EL CASO DISCRETO

En este cap_it_ulo exponemos someramente la manera clésica de
obtener la J férmula de Baker-Campbell-Hausdorff para 4lgebras
de Lie libres. Se tratarad basicamente de un resumen, adaptado a
nuestras necesidades, de 1la teoria hecha explicita en 1la
referencia [J) en sus paginas 3, 6 y 167-174. Se hara especial
énfasis en los teoremas de Dynkin-Specht-Wever, Friedrichs y
Baker-Campbell-Hausdorff, ya que svus extensiones para el caso
continuo conformardn 1la parte fundamental para lograr los

objetivos de esta tesis.
§1.: ALGEBRAS :DE.-LIE:{ LIBRES::.5

Definicion 1.~ Sea A un ‘algebra sobre un campo F. Se dice que A
es -un =Algehra:-de:.d.ie.:s8l1 s susuultiplicacidén...satisface. das .
condiciones (x,y,z € 4) -

= 2

(xy)z+(yz)x+(zx)y = O. | (1.1)

Si A es asociativa una manera de darle la estructura de algebra
de Llie es usando el conmutador, o producto de Lie, de la siguiente
forma: si x,y € A:

ix,yl = xy-yx. (1.2)

El algebra de Lie resultante se _denota por AL.



Defini'ciénrzi.ﬁ- Un algebra (de Lie) libre generada por un conjunto
X consiste de un par (%,i) ((%%,i)) formado por un algebra (de
Lie) ¥ (¥%) y una funcién i de X en ¥ (F£) tal que‘»“‘lsi 9; es
cualquier funci6én de X en un algebra (de Lie) U entonces existe un
tnico homomorfismo 8’ de ¥ (F¥) en U tal que 6 = 0’ oi.

Una forma de construir ¥¢ es usando el producto tensorial de la
sigulente manera: tomemos el espacio lineal M sobre F generado por
X. Ahora formemos el algebra libre

¥ = FoMe(MeMe. ... (1.3)
Entonces $£ sera la subAlgebra generada por el subconjunto X en el
dlgebra de Lie 9‘!_. Un elemento a € ¥ es un elemento de Lie si

a e %2

Para nuestro desarrollo serd suficiente restringir nuestra

atencién al - caso de un conjunto finito X = {x.x,....x}.
Entonces  —m. o
r veces
I 1 S
sk M = FoFe...oF

| SRR i aiieren -

y el algebra de Lie generada por X se indica simplemente como

3

¥ = F{xl.xz,. .. ,xr}. El Algebra ¥ es graduada con .4{. = MoMe...oM

(m veces) como el espacio de elementos homogéneos de grado m. Una

base para Jt_ es el conjunto de monomios de la forma X X ...X
1 2 m

para 1, =1,...,r. Asi, dim #_ = r.

Consideremos 1la coleccién de combinaciones .lineales de

elementos de Lie de la forma -

[ [[x‘l,xlz].,xio],...,x‘-] (1.4)

B ——




" 1J = 1,2, A,y cy conm = 1,2, .00, La’identidgd' de “Jacobl-(1.1) ‘'
~muestra que "este _subespacio.-V €s. una subilgebra.-de ‘:91_.1: Como V
contiene a cada x € X se sigue entonces que V = F£. Como ademas
todo ‘elemento de-'F¥£ “és ~una—suma—de ‘elenentos—homogéneos ~de “Lid " :
tenemos entonces que un elemento es de Lie si y s6élo si sus partes
homogéneas son elemenios de Lie. Vemos también que sl a es un
elemento de Lie el cual es homogéneo de grado m entonces a es una
combinacién de elementos de la forma (1.4).

Sea ¥’ el ideal bilateral MHe(MeM)e... de F. Un elemento de ¥
estd en ¥ sl y s6lo si es una combinacién lineal de monomios

X ...X , con m zZ 1, Como los diferentes monomios de este tipo
1 m

forman una base para ¥’ tenemos una transformacién lineal O de ¥’

en 3£ tal que

Ox = x
1 1’

O[x“‘!é j E T [1" j e ,xjjonn‘ > T v(l.s_S) )

La’ propiedaddue: -necesttamos~del’- dbperador'-® 8s que ~parm—toda '~

a,b e §¢

- . Olaghl m HasblHaGhlo: (1.8) 5

(ver [J], pag. 169).

A continuacién estableceremos dos criterios importantes para

decidir si un elemento de ¥ es derLie.

Teorema _de in-Specht-Wever.- Si F es de caracteristica cero,

entonces un eleinento homogéneo a de grado m > O es un elemento de

~

Lie si y s6lo si Oa = ma, donde O esta definido por (1.5).

Demostracién

ILa condicién es evidentemente suficiente. Ahora sea a un

6




elem’ehto-* de -'Lie “el >tual ~es -homogéneo -de ::grado:'m. + Usdiemos
induccién sobré-m. . Hemos visto .que .a es . una. comblnacién de
términos de la forma {1.4).- Por lo tanto, es suficiente pr‘clabar

que-:0a ‘= ma paraa como-en {1.4) 1" Tenemos -por-{1.6) -}

0[. . [x11’x‘z]’ fe ,xi-] = [0 . [xtll"xi,‘,]f e ,xlri] ’ﬁ_]"’ ,,
[L i [xll.-xiz], o ,xi-;:],Oxl-]
= (nr--l)[... [xil.xle],...,ﬂn:+[... [x'1’x12]'“”x‘n]

Definamos el mapeo diagonal del Algebra ¥ en el 4lgebra Fe¥
como el homomorfismo, &, tal que a cada elemento X de X le asigna

éSxi = x‘01+1exl. (1.7)

I

La sigulerite-icaracterizaciin ‘par=:elementosde e ‘no ‘Tequiere -

de da reduccisn areal ementos homogéneos:o=.

Tedrena: :de -Priedriths:h SeacF &F F(!*;{%:.‘.g,xr}x del 2ial gebre ral 1 gyt
generada por los ‘x‘ sobre un campo de caracteristica cero.

Entonces a € ¥ es un elemento de Lie sl y sélo si da = ael+lea,

donde 8 esta dada por (1.7).
Demostracién

Tenemos que [a®l+lea,bel+1eb] = [a,blel+1ela,b] lo cual implica

-

que el conjunto de elementos que satisfacen 3a = a®l+il®a es una

subdlgebra de 9L. Esta incluye los X, por lo tanto contiene a

g2 .

-

Inversamente, sea Y, »¥, .. una base para J&£. Por la




P k k k . )
construccién de ¥ los elementos yliy:;..ymn, con m arbitrario y .

ki z0 formanr una base para . Por lo tanto 1los productos

k1 kz k 11 12 1
(y -]Q y1 y2 e ynn] forman una base para ¥8¥. Tenemos _ =

1 y2 °e 'y- -

[ k, k, k-] k, k, ke
é Y ¥,y ) = (y131+1ey1) (y2@1+ley2) ...(ym@1+1@yn)

k1 kz k_ k-1 k k|Il k1 k2-1 kn
=Yy, ¥, ¥, el+k1y1 y, ---¥, ®y1+k2y1 y, ¥, ®y2+
k k k -1
stk y 'y 2.y ™ ey +%,
m1 2 n n

donde * representa una combinacién de elementos béasicos de la

j1 ja js 11 12 lt. :
forma y, yz R & ey1 Y, ...y, con 21! > 1. Se sigue que, para
que Jd8a sea una combinacién de elementos basicos de la forma
k1 k k J j2 J

2 [ ) 1 s ‘
y, v, ...yn el y lc&y1 y, ...y es necesario que en la expresién

para a en términos de la base escogida solamente haya elementos

k k  k
base ylly:...y_' con un k‘ =1 y los demas kj =0 con
coeficienténs’fiﬁi"fStintos de cero. Esto significa que a “es:auna = 7753 077
combinaciéh:b;t’fﬁeal de los yl, por lo tanto=a € ‘¥&. . LB N EA R FeBAE nme et P e ]

%20~ LA FORMULA DE BARER-CAMPBELL=HAUSDORFF— T-ii-idel 2o . = 27
Usaremos ahora el criterio dado por el teorema de Friedrichs
para derivar la férmula de Baker-Campbel 1-Hausdorff. Para esto
necesitamos extender el &algebra ¥ = F{xl,...,xr} al algebra F de

series de potencias formales en los xx.

Recordemos que lt_ es el subespacio de ¥ de elementos homogéneos

de grado m. Sea F la suma directa completa de los espaclos M_;

luego los elementos de ¥ son expresiones de la forma



http://construcci6n.de

donde a es de grado {. 05»La; igualdad, 1la adicién y 1la

multiplicacién escalar estan definidas de manera natural, en base . . __ . .

a (1.8), componente a componente. La multiplicacién en F esta

dada por "el producto de Cauchy”
* | ] ©
1=0 3=0 k=0

= +ab +...+ab € M.
& = 2 b 1 k-1 k O k

donde

Como es de esperar, F es un Algebra. Mas ain, el subconjunto
de ¥ de elementos za‘ tales que a = Osiizmparam=20,1,2,...

es una subalgebra que puede ser identificada con &. El

subconjunto g de los elementos de la forma a‘+a +..., con a

i+1 k

homogéneo de grado k, es un ideal bilateral de F. Definimos una

valuacién;engi;tomando

. -(i+ﬂ (1 9) -

0l =0ydal =2'st a*0yace g bero aué ¥

e T ey 1 = = gy o

Esta cumple

(i) |al t-O:ffgf 0 si y s6lo si a = 0.
(ii) labl = |allb].

(111) la+bl = méx(lal, Ibl).

Dados a,b € ¥ definamos d(a,b) = la-b|. Es sencillo verificar que
d es una métrica para ¥ y que, bajo esta métrica. las operaciones
algebraiéas son continuas. La propiedad no arquimediana (iii) de
la valuacién implica el criterio muy simple de que la serie

x;+x5+... converge si y sélo si x| — 0. - ‘Claramente, la

subdlgebra ¥ es densa en 3.

"'(1)

Si. la caracteristica de F es cero y z e ¥ entonces

iz"l — 0, por lo que las series

0
E a = ao+a1+'. IR & I 8}:*:-'**‘-&—:—*:;::;;




2 3
~~~~~~~~~~ exp z = 1+z+§~,—+§‘—!-+ (1.10)
y
'22 23
log(i+z) = z5 4z ~... (.10

convergen en F. Un calculo directo muestra que
exp(log(1+z)) = 1+z y loglexp z) = z.
Mas aun,

exp z exp z, = exp(zl+zz) si [21,22] =0 (1.12)
1og(1+21)(1+z2) = log(1+zl)+log(1+zz) si [21’221 = 0. (1.13)

Usando la construccién anterior, a partir del 4lgebra %e¥

obtenemos el 4lgebra de series de potencias formales %e%. Si
[+

a= 1§oax' con a € '“1’ entonces Z(aiel) y 2(1@al) son elementos

- de %eF que denotaremos por a®l y 1®a, respectivamente. Las

funciones .a. +».a®1, a  lea son monomorfismos.y _homeomorfismos de

¥ en ¥e3. . Sesgumple que [ael,1eb] = O para cudlesquiera.a, bz’ ¥,

También, en caso de caracteristica cero se ‘satisface

exp(ael) =-{exp-a)el y exp(lea) = 1eexp a, ¥ se-obtlenen-férmulas. - . -

similares para la funcién log.

2

Por ¥¢ denotaremos al subconjunto de F de elementos de la forma

'bx+b2+'°' donde bx es un elemento de Lie en '“i' Es claro que T

es una subdlgebra de 51_, y a sus elementos les llamaremos desde

ahora elementos de Lie. El homomorfismo diagonal & de ¥ en ¥o¥

tiene una extensién a un homomorfismo de % en FoF al que también

denotaremos por §. Finalmente, el teorema de Friedrichs también’

se cuﬁple para 8 de F en FeF er el caso de caracteristica cero.

10




Tomemos ahora r = 2 y denotemos los dos generadores por x y Y.

de tal modo que ¥ = F{x,y} y F de caracteristica cero.

Consideremos el %iemeﬁto exp x exp y de F al que podremos denotar

(1)

por 1+z, donde -z € ¥ y de esta forma tener

exp x exp y = 14z = exp w donde w = log(1+z) (1.14)

-

Teorema de Baker-Campbell-Hausdorff.- El elemento -

w = log(exp x exp y) es un elemento de Lie, esto es w € Fe.
Demostracién

Tenemos que
8(exp x exp y) = (exp 8x)(exp 3y) = (exp(xel+iex))((exp(yel+iey))

de (1.12):

(exp(x®1))(exp(lex)) (exp(yel) ) (exp(iey))

((exp x)e1)(1eexp x)((exp y)eol)(1leexp y)

= ((exp x)@1)((exp y)o1)(1eexp x)(loexp y)

((exp x exp y)o1)(1le(exp x exp y))

7 S g

Por lo tantop=de-{1.14)

3(1+z) = ((1+2)el1)(1e(1+2)).

i Zoan giF e B smiepd e owue

¢

Lbmwl dwd ]

e —_—— S R R i i o~ - SO = 1T S~ S0 SE- PO S S

Asi - -

3(log(1+z)) = log 8(1+zil= log(((1+z)e1)(1e(1+2)))

de (1.13): |

= log((1+z)e1)+log(1e(1+z)) = (log(1+z))el+lelog(1+z)

Por lo cual log(1+z) satisface la condicién de Friedrichs y por

tanto, log(1+z) e F¢. .

Ahora que sabemos que w = log(1+z) es un elemento de Llie,

podemos obtener una férmula explicita para é1 por el teorema de

Dynkin-Specht-Wever. Tenemos

11
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rlgwf exp xiexp y-i= % xpy? ; ¢on ptg > 0 - -

Pyq p!q!
y
p, 9, P, 49 p q
" = x'y'x %y ®x" ", conp+q >0.
: ] [} | ] ] [}
P-4, P.'a 'p,ta,! Pt
Por lo que
p,. 9. P_ ¢4
log(1+z) =F T (D" 'x'y'x"y", con p,tq > 0. -
[ ] ] ] : .
m P9, m pP,*q,° P 4. °

Como éste es un elemento de Lie, podemos aplicar el operador 0 a
los términos de grado k y obtenemos k veces la parte homogénea de
grado k de este elemento, con lo cual resulta la sigulente

expresién de log(1+z) como elemento de Lie

log(1+z)
pl ql qlll
| S |
) R LN T T e e
mp,q m(z(pi+q;)) pl!qll...p_)q_! '

Calculando los primeros términos de esta serlie se obtiene

x+y+%[ x,yl +-1—21-[ ix,yl,y] +T;"[ [x,y],x]+...

A

£1.18)

expresién a la que se le suele 1llamar 1la férmula de

Baker-Campbell-Hausdorff.

Y
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CAPITULO 2 R

° - EL CASO CONTINUO

En este capitulo construiremos diversos espacios que nos
perﬁitiran extender los resultados mas importantes del capitulo
anterior al caso continuo. El nombre de continuo se debera a que

las funcliones que usaremos para definir los espacios en que

trabajaremos tendran dominios construidos a partir de un Intervalo !

cerrado de los reales.
§1.~ PRELIMINARES
Sean F=R6Cy Sn el grupo de permutaciones de orden n.

Definicion 1.-El Algebra de permutaciones &éfﬁ“gigﬁghfggj”fg:j“gg e

TR AR R o R A R e kP AEE A DL e 4l TR i

el conJuntéZﬂe“sﬁmas formales del tipo siguiente: - S e T

n!
WA A - Eria‘"

R TN ~

1=1 e s ...,»._;,*:ti——r_»:« i e e e

con r, € Fy o, € S:, y ademéis 03 # 4% si j # k. Las operaciones
algébraicas en FSn se definen de la siguiente manera: la suma de
dos elementos de I-"Sn estd dada por

nt n! n!

re+Yseoe = r +s )o
z 11 ) 11 L i x) i’
1=1 1=1 1=1

si s € F, la multiplicacién por el escalar s esta dada por

n!

n!

s Yyro = ¥ (sr)c,

1t 1771
1=1 1=1

-

y finalmente, el producto de dos elementas de FSn estad dado por

13




| O L nt - n!{ n! o ' B
- -] Lre JESJO‘_‘ = ¥ E(risj)(oioj).

i=1 =1 1=1 j=1

T e

en el que oo denota el producto usual (composiciéﬂ.)"_ de

permutaciones de Sn calculado de derecha a izquierda.

Las operaciones definidas anteriormente le dan a i-"Sn la

estructura de un algebra asociativa con unidad sobre F, como es

[ aeaan

facil de comprobar. La identidad en FSn‘ es la permutacién

identidad de Sn la cual denotaremos simplemente por 1.

Sean ahora X un espacio 1lineal sobre F, t >0 y nel
Designamos por ?f’(T“,X) el espacio lineal de funciones

a: T"cR"—> X, donde T = [0,t] c R. Cada permutacién ¢ € S |

puede ser identificada con el siguiente operador lineal sobre

F(IX) !
| ‘ tra(ti. e t_n) = a(to-u)’ cen ’t;r(n')!); R 4205
Como (0‘102)3 =M¢_r—1-(a'za), la regla de aplicacitn {2.1) se -encuentra - — ===~ T "_

en concordancia con el convenio de evaluacién del producto de dos

£ — -

permutacionés de derecha a 1zquierda. La regla (2.1) se extiende
a ‘los elementos de* FSn linealmente, es decir, de la siguiente .
manera: si a € ¥(T",X) entonces ‘ ’
n! n!
Y rola= zriola.
i=1 i=1

Denotemos por C1 a la siguiente permutacién ciclica en'Sn

k

: i

_ {12 k-1 k :

CI,k = [k 1 ' k-2 k—l]' (2.2) | . .

Definamos ahora dos elementos especiales Dn y E.‘n de I-’Sn i

Dn = %(1—01,2)(1-01,3). .. (1—Cl,n) (2.3)

14




E = 1(1-c’* y1-¢?
n E i,n" 1,n-

1 2 .

). (1-671), - 2.4

en los que 1, recordemos, denota la permutacién identidad. En

particular, si B es un algebra asociativa sobre F, H e ¥(T,B) y

Rt ,..., t) = H(tl) .. H( tn) tenemos que D corresponde al

siguiente arreglo de Lie (véase [MP), pag. 247)

D(R(t ,...,t)) D (H(t )...H(t ))
n 1 n n 1 n

Al... LLA(E ), H(E )1 E(E )], ... H(E ). (2.5)
= |

Como se ve, nDn corresponde a la transformacién lineal O dada en
el capitulo anterior para el caso discreto. La propiedad més
importante que tienen 1los objetos D;. y En es la de ser

proyecciones, es decir,

pP°=D (2.8)

n n
y .
E=E. (2.7)

n n

Una prueba €sbozada para (2.6) se encuentra en [MKS] (pag. 365).

Las permutaciones C1 X serdn de gran relevancia en la teoria

subsiguientgg-apgra poder manipularlas de una manera adecuada se

dan a continuacién una’ proposicién y varios corolarios que

5

sintetizan sus propiedades mas importantes.
Proposicion 1.- Sea m >0 "y sean i <..<1i unos m enteros
positivos cuaiesquiera. Tomemos ahora a los 1_—m enteros

positivos menores que 1- distintos de‘los anteriores y llamémosles

i <...< i . Entonces
el 1
n
1 2 m. m+l 1_ -
Con %y =i 1. i i i
1 n m-l 1 m+l 1
Demostracién
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La’ démostracién“sera’por ~induccién sobre. m 7y supondreémos - que.:”

11 ‘z 2.7 El’caso- 4 1= 1, > conviniendo.“que ‘01:1~ = 1,7 ser&inmediato -

o

de aquél. o -

Pafa-m = -1 1a'igualdad-vale’ya:quepor-{2:2)-}

011 - 2... 11 )
"1 i 1...1-1
1 1

Supongamos que vale para m = K. Probémoslo'par?& m = k+1.

’ <...<
Junto con ih 1‘ los primeros IM

Sean I <...< i
1 2
k+1

k+1 1

enteros positivos. Por la hipétesis inductiva

1 ... k k+1 lk
01,1 "'01.1 =i ... 1 i R |
1 k k 1 Tk+2 1

Nétese que iiku < ik < iku' Por lo tanto

1 . k k+1 1k
C1,1 : 01.1 1,1 = |4 i i i Cx,x
1 k+1 k 1 k+2 1 +1 kel

) 113: veee koadertraoo o4 o] [i} 42 <. ktmi {

(M i3, ;'°‘11;+1 S SCRLIREEEE SRt B

(1 .2 ... k¥l - k¥2 _... 1
=j’1!}: i §f <f - 1k?u P

k41 Tk 7T 1 ke2 70T

» ket m

Corolario 1.1.-C _...C = 12 ... m1n)

v 1,2 1,n .. 271
Corolario 1.2.- Sean n=m > 0 y sean 11 <...< 1_ unos m enteros
positivos menores o iguales que n. Tomemos ahora a los n-m

‘enteros positivos menores o iguales que n distintos de los

anteriores y llamémosles .im1 <...< in. Entonces

_ft 2 ...m m1l ... n
Con Gy = [1 i ..o i 1 ... 1'_]'
] 1 1 = :

[ T +1

167
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Demostracién -
Sé6lo espreciso.observar que. Jk £ k para-k = 1_+1 por.. lo -que.--

nos encontramos con lo previsto por la proposicién-1.

Conservando la notacién del corolario anterior se obtienen los

siguientes resultados.

Corolario 1.3.-

_{T ... m m1 ... n
01,1 "'Cx,x 01,2"‘01,- - [1 AU B | RS | ]
1 n 1 m m+l n
Corolario 1.4.- 01,1 "’01,1 01,2....01." = Cx’1 "'01,1 .
1 nm nt+l n
Corolario 1.5.-
c cC. ¢ c =¢C c .C [ ]"
1,1 1,1 1,2 1,n 1,1 71,1 1,2 1,n-m| 1,n
1 i m = mtlavri n .

Reescribimos —a - -cont inuacién—tos ~dos:~corviarios~antertores-~en—

formas que nos seran mas Gtlles posterlormente.

~

-1 -1 -1

Corolario 1.8.- ¢ }-...c'c? ...c* =¢c? c?
1,n 1,2 1,1 1,1 1,1 1,1
| 1 n n+l
Corolario 1.7.-
C » c--1 C—: C—i cl! = 0-1 ' ctc?! C—x
[1,n 1, " 71,2 1,1 "7 1,1 1,n-m =~ 1,2 1,1 "1,
n 1 n mt+l

Sea Nn( t) el &l gebra conmutativa sobre F de funciones de
F(,F) que se anulan en casi todo T" = [O,t]". Es facil de
comprobar que an‘(Nn(t)) = Nn(t)f En particular -

E (N (1)) c N (1), (2.8)
n n n
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resultado_ quev seré. de utilidad mas adelante.

v ' |
§2.~ ALGEBRAS DE RANGO CONTINUOJY ESPACIOS LINEALES ORDENADOS DE

RANGO CONTINUO

Definicion 2.- Sea An(t). para' cada n=1,2,..., un subespaclo
lineal del espacio de- Banach Lp de funciones definidas en
T" = [0,t]" y con valores en F; sea ademas Ao(t) = F. Al conjunto
de sucesiones infinitas
w
-] .
A(t) = nEoA“(t) = {{a“}lmo: a e An(t)}

se le llama un 4algebra de coeficientes si satisface
i) para cada o € Sn y ae An(t), tenemos que ca € An(t),
ii) dados a € Ak(t) y b e A_(t), la funcién acb es un elemento de

A (t), donde
k+m

ot ). (2.9 i

(asb)Ct,,...,t, ) = alt,....t)b(t,, o

= k 1

Dado que 4 (t) c L entenderemos que (2.8) es una lgualdad como

funciones en L , esto es, (2.8) se cumple en casl todas partes de

fchoi g -

y Estawcronvencién ‘se,seguira de aqui en adelante.

5

Por ejemplo, si An(t) es el espacio de funciones reales
. o : B
continuas de n variables, entonces A(t) = nAn(t) es un &Algebra
n=0

de coeficientes. El concepto de “algebra de coeficientes” se usa
en la definicién de series de Volterra, las cuales son aplicadas

frecuentemente en la solucién de problemas en sistemas y teoria de

control (véase [R]). ' o
© _ ‘ .
Sea A(t) = A (t) un 4lgebra de coeficientes. las
n=0 n
18




operaciones algebraicas en A(t) estan definidas de la sigulente

. LB )
manera: sl a,b € A(t), esto es, a= {an}n=o, b = {bn}n=°l Yy
a,b € A(t), y « € F, entonces - 9 -

n n n

[+

atb = {an+bn} n=0

[
xa = {“a}n=0

o
{ cn} n=0

ab

donde ¢ = X aob .
n k=0 k n-k

Como puede comprobarse, las operaciones definidas de esa manera
son cerradas en A(t). También es facil de ver que con ellas A(t)

es un algebra asociativa con unidad sobre F.

Tomando en cuenta (2.8) la siguiente definicién no presenta

problema alguno.

Definicion 3.- Sea nz 2. A un elemento a € An(t) se le llama un
cbeficiente ordenado de grado n sl
Ear= a, (2.10)
n
donde E;, recordemos, est& dado por (2.4).
Notese que esta definicién es el andlogo continuo del teorema

de Dynkin-Specht-Wever.

Por ejemplo, si a(t1't2) = t1_t2 € Az(t) entonces a(ti,tz) es
un coeficiente ordenado de grado dos ya que

= |L1-c? I PPRPES
Eé(a(ti,tz)) = Ei(l 01’2)]a(t1,t2) = 5(1 01.2)(a(t1,t2))

1 I PP .
i(a(tx’tz)—a(tz’tr)) = §(t1 t2 (t2 t1))

tl-tz = a(tl’ tz)
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Pero: no necesariamente todo- elemento- de"A;2 (t) - debe - ser uno- de -

éstos,- por—ejemplo,— si““b(‘tl‘;.*tz)‘* = t:"-ﬂ:;‘e 'Aé"(t? - entonces - éste no -

es un coeficdente ordenado de grado dos ya que

; v o= Loy i :_m.,q.A';-;\.l.-‘-"—-a-‘ @t y) = o
E (b(tt ) = S{(bltist Y-bltiit 1) = st Wt =(t¥t)) =0

Sea A (t) el conjunto de coeficientes ordenados de grado n en
n
A(t), si nz 2. Observemos ‘que An(t) es subespacio lineal de
n
An(t); esto se deduce de que E: = En, por (2.7), y por lo tanto

An(t) = En(An(t)).

Definicion 4.~ El espacio lineal ordenado A(t) es la sucesién
. .-}

infinita de espacios 1lineales nl\n(t), con Ao(t) = {0} y
n=0

A1(t) = A1(t)' A cada elemento de A(t) se le llamara una sucesién

de coeficientes ordenados.

Desde-duego . A(t) -es-subespacie :lineal-de:4A(td. +.
Definsmos ahora el ~operador E : A(t) — A(t), como 1la

transformacién lineal tal que, si_a = {an}‘:‘m‘:en A(t), se tiene que

. | o
- +E(a) = '{bn}n=o (2.11)

en donde bo =0 Yy b1 =a y si nz?2 entonces

b(t,...,t ) =E(al(t,...,t)).
n 1 n n n 1 n

Por la definicién de sucesién de coeficientes ordenados y el
hecho de que, por (2.7), E: = En,_ se obtiene 1la siguiente

proposicién.

‘Promsicién 2.- El operador E es_una proyeccién, esto es I;'2 =E, y

ademads Rango E = A(t).
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El operador E es un “ordenador” que "fuerza” a los elementos
del 4lgebra A(t) a adquirir la estructura de una sucesién de
coeficientes ordenados. El concepto de ordenador, asi como el

analisis de otros ejemplos, puede encontrarse en [MP].

Sea G un espacio de Hilbert sobre el campo F y A el algebra de
operadores continuos sobre &, es decir, A es el A4lgebra de
transformaciones lineales contlnuas que van del espacio G en si
mismo. Siguiendo la manera de proceder en el capitulo anterior
construyamos, como en (1.2), el &algebra libre 4 = Fede(As4d)e... y
su extensién a las series de potencias formales 4. Recordemos que
para tratar problemas de convergencia de series en 4 hemos
definido una valuacién dada por (1.8). Las 4lgebras £ y £ son
asociativas con unidad. Para evitar cualquier confusién entre el
producto usual de operadores definido en A4 con el producto libre
dado en las dos dltimas denotaremos a este uGltimo por o.

Dado que G es un espacio de Hilbert, tiene definida una norma a
partir de su producto interior. Esta norma permite a su vez
definir una norma estandar en el &lgebra de operadores A que da
lugar a una métrica. Sea, pues, H: R —5 4 una‘funcibn continua y
que se anula s6lo en un conjunto finito de puntos del intervalo
T = [0,t). Induciendo a partir de la norma de A la norma en los
espacios homogéneos Ae®...®4 (véase [K8]) llegamos a que todo
prqducto de la forma H(tl)e...oH(tn) es una funcién continua de n
variables. Si tomamos a e An(t) tendremos que la funcién de n
variables reales an(t1”'"tn)H(t1)°"'OH(tn) es integrable sobre

T" = {0,t]”. Por lo tanto la integral

21




t t
.. e 2.12
'Io...Ioan(tl,....tn)H(tl)o. oH(tn)dt1 dtn ( )
est& definida y es un elemento homogéneo de grado n en 4.

Con todo esto definimos

Definicion 5.- El 4lgebra de rango continuo #(t) es el subconjunto
de 4 de elementos que se pueden dar de la forma
t t

a+ Zfo' T2 (t,. ..t JH(E Jo.. oH(t )dt ...dt , (2.13)

(-]
donde {an}n=o e A(t).

4(t) es una subalgebra de 4 como es facil de comprobar. En
particular, ia multiplicacién es cerrada en «£(t) por (2.9) y 1la

definicién del producto de Cauchy de dos series.

Definamos la funcién & : A(t) — A(t), si a = {an}:_o e A(t),

por

: t t .
o(a) = a+ ZIJ‘O...J‘oan(tl,...,tn)H(tl)er..eH(tn)dtl...dtn (2.14)
n=

® es un epimorfismo entre Algebras asociativas con unidad como es,

de nuevo, facil de comprobar.

Nétese que como H es continua y nula s6lo en un conjunto finito
de puntos de [0,t] se tiene que, para cualquier n, si para toda

s € (0,t] ocurre que

8 )
Jb"'Jban(tl""’tn)H(ti)o'"OH(tn)dtt"'dtn =0
entonces necesariamente a = 0 (en Lp). Luego todo elemento de

A(t) se escribe de una manera Unica de la forma dada por (2.13).
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Y como & es de antemano un epimorfismo entre A(t) y 4(t) tenemos

la siguiente proposicién.

Proposicidn 3.- A(t) y d4(t) son isomorfas como d4lgebras

asociativas con unidad. El isomorfismo est4 dado por &.

Definicion 6.~ El espacio lineal ordenado de rango continuo A(t)

es el subconjunto de elementos de 4(t)
-]
t t
nzifo. e (.t Rt Jo. . oH(t )dt .. .dt

(nétese, u = 0) con.{un}:=o € A(t). A cada elemento de A(t) se

lo llamard un elemento ordenado.

En otras palabras A(t) = ®(A(t)), por lo que A(t) es subespacilo

lineal de A(t).

El espaclio A(t) serd para nosotros el mas importante de todos
los mencionados antes ya que todo elemento ordenado podré&, por un
empleo adecuado del teorema de Fubini, ser reescrito en 1la

siguiente forma

(-]
t t
Zfo....J‘o u (t,...,t ) [...[H(t ),H(t )], ... B(t)]dt .. .at_
n=1 n

(el producto de lie {[-] estd, desde luego, referido al producto

libre o).

Finalmente, para poder abordar problemas de convergencia en A4,
el &lgebra de operadores, damos a continuacién las sigulientes

definiciones.
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Definicion 7.- El algebra de coeficlentes convergéntes u(t) es el

conjunto de elementos a = {an}:_o € A(t) tales que la serie
00 .
t t
a01+n;fo. o Sa (t ..t A ). H(E)dt . ..dt,  (2.15)

donde I es el operador ildentidad, converge absolutamente en 4.

U(t) es subdlgebra de A(t); de nueva cuenta, es el producto de
Cauchy de dos series el que nos garantiza la cérradura de la

multiplicacién en U(t).

Definamos ahora la funcién Z: u(t) — 4, si

a= (an}:so € U(t), pbr
-]

t t
E(a) = a°I+nZI.ro. o fqa (t, ...t JH(E ). . H(t )dt....dt . (2.186)

Definicion 8.- El espacio 1lineal de coeficientes ordenados
convergentes £(t) es £(t) = A(t)ni(t); esto es, las sucesiones de
coeficlentes ordenados tales que 1la serie (2.15) converge
absolutamente en A. A cada elemento de £(t) se le llamard una

sucesién de coeficientes ordenados convergentes.
§3.~ EL ALGEBRA DE COEFICIENTES FINITO DIMENSIONAL
Construiremos a continuacién un 4lgebra de coeficientes
particular que serd de utilidad para obtener la férmula de

Friedrichs-Magnus.

Sea la funcién escalén

24
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1sit>0

9(1.')=0 si t=0

:

y las funclones de n variables

GI’J(tl,...,tn) = e(tl-tj) (2.17)

para 1 s i,j s ncon i # j. Ademas, sea 81(t1""'tn) =1,
Notemos que 6‘ 3 = 1--9J , &0 casl todo R".
Se define A:(t) como el subespaclo lineal del espacio Lp sobre

R generado por las restricciones a T de Bl y las funclones

n

oA A(t,...,t ) =8 ,

1,5 1 n 103 ), LR N
en donde 3=(11,...,1k) y 9=(jl"“"]k) con 1 sksnly se
cumpla que ip < lpﬂ y si ip = Ip+1 eptonces _1p < jpﬂ. La

multiplicacién entre elementos de A::(t) y A:(t) se define de la

misma forma que (2.9), esto es, se define para e:;{;j\ € Af‘(t) y

0%, /J\, € A;(t) como
oA Aoex, A, = 67\;'/\,,,
1,3 17,3 )
en donde Y = (i,...,1,n+1",...,n+i") v
_ 1 k 1 r
4> = (jl....,Jk,mj;,...,mJ;) y se extiende por linealidad en los

demés productos posibles.
Observemos que cada A:;( t) es un espacio lineal de dimensién
finita.

Un elemento distinguido de este espacio es

en(tl,...,gn) = 91’2+...+en_1.n (2.18)
® ¢

Obsérvese que i An(vt) es un Algebra de coeficientes a la que
n=0

llamaremos el 4&algebra de coeficientes finito dimensional y
se denotara por Af(t). Los otros espacios, para este caso, se
denotaran por A:(t),A‘(-t),f'(t),a‘(t),u‘(t) y £(t). Por otro

lado, como A:(t) c A:(t), también A:(t) es de dimensi6n finita.
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CAPITULO 3
LA FORMULA DE FRIEDRICHS-MAGNUS

En este capitulo terminaremos de extender los resultados del
caso discreto en el caso continuo que ‘hemos construido y
finalmente obtendremos la férmula de Friedrichs-Magnus la cual es
el anadlogo continuo a la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff.
Usaremos, pues, la notacién del capitulo anterior y los conceptos

del primer capitulo.
§1.- EL CRITERIO DE FRIEDRICHS
Siguiendo los pasos de la seccién 2 del capitulo 1, tomemos el

producto tensorial del &Algebra 4 consigo misma, esto es, 484 y su

dlgebra formal asociada ded. Los elementos de @4 son de la forma

oo n
Zd (3.1)
B, n-M
n=0 m=0
donde d =c¢c (aeb ) con c eFy a,b son elementos
m,n~N n,m m n-m n,m m n-m

homogéneos de & de grados, respectivamente'm y nm. Cuando el
elemento dl,J no es nulo lo llamaremos un elemento homogéneo de
grado (i,j). Es inmediato que todo elemento de Zed se escribe de
una manera Unica como una serie (3.1) de elementosbhomogéneos de
distintos grados (i, j). E}@ producto libre © dado en. & se
relacionard con el nuevo producto © dado en 48d de la manera

usual, es decir, si «,B8,7,8 estan en 4 se tendra

(aoB)e(708) = (asy)o(Bes) (3.2)
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Abusando de 1la notaclén tensorial consideremos ahora la

sub&lgebra 4(t)ed(t) de dod. J(t)ed(t) consta de elementos de la

forma
’ t t
a, (101) + Ioai'o(ti)(ﬂ(tl)el)dtl + Ioao.I(ti)(1eH(t1))dt1+

0 .
t t

Z [J.o' .. Jloan,o(tf iees tn)((H(tl)e. . .eH(tn))el)dtl. . .dtn+

n=2

n-1
t t
) Io, , .Ioan’-(tl, coost )AL Jo. . oH(t ))e

n=1

(H(t )e"'OH(tn))dt1"'dtn+

n-m+1

t t :
J'o. i .Ioan'n(ti, ...t )(1e(H(t Do. . oH(t ))dt ...dt_

(3.3)

con los a _ € Ah(t)' N6étese que cada integral de (3.3) es un

elemento homogéneo de grado (n-m, m).
Sea ®' : A(t) — d(t)ed(t) funcién tal que, sl a = {ah}:=° esta
en A(t), entonces

o (a) = ao(101)+

o
t t
nZJo' . .Ioan(tl. ...t )(H(E Je1+16H(t ))o. .. ofH(t Jel+1eH(t ))

dt_...dt

1 n

®' es un homomorfismo entre &Algebras asociati?as con unidad, esto

sencillo de comprobar.
Finalmente, tenemos A : A(t) — 4(t)ed(t) homomorfismo que hace
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conmutativo el siguiente diagrama

A(t)
A(t) - o A

@’ A(t)ed(t)

Otra manera de decir 1lo mismo es A = Q’oﬁ'l (¢ denota

composicién). Adn mads concretamente

® t t
A acarnz1 fo. ) 'Ioa“(t" co. ot DH(E Jo...oH(t )t ...dt

= a0(101)+

0
t t
ZJ‘ J’ a (t,...,t )(H(t ol+1eH(t )e...o(H(t Jel+1sH(t ))
n=1"0 o" n » »
dt ...dt ' ' | (3.4)
1 n

A es un homomorfismo entre algebras asociativas con unidad, debido
a que es composicién de & y Q‘i que lo son. Por otro lado, A
resulta ser el andlogo continuo del mapeo diagonal & definlido por

(1.7} en el capitulo 1.

Finalizamos esta seccién exponlendo el criterio de Friedrichs
que es la Importante realizacién continua del teorema de

Friedrichs.

Teorema 1 (Criterio de Friedrichs).- Un elemento o de A(t) esta
en A(t), es decir, es un elemento ordenado, si y sélo si
Ax = ael+lea.

Demostracién
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=») SI a € A(t) entonces existe a = {an}:=° € A(t) tal que
a = ®la), péro como a esta en A(t) ocurre que a = E(a), esto por

(2.11) es a =0ya = E;(an) para n = 2. De donde que

« t t
« = &(a) = ZIO...Ioan(ti,...,tn)H(tl)e...oH(tn)dtl...dtn.
n=1

t ® t t
= J.al(ti)ll(tl)dt1+ ZI I E(a(t.,...t )H(t)o...cH(t)
0 n=2 0 [o]
at....dt_

Aplicando A dada por (3.4) obtenemos
t

Ax = J.oal(tl)(H(t1)01+1@H(t1))dt1+

a0
t t
) Io. . .J‘OEn(an(tl, .ot ))H(E Jel+18H(t Do, . . o(H(t Jel+1eH(t )
n=1

dt_...dt
1 n

Ppr el teorema de Fubini podemos reordenar cada una de las
integrales miltiples de tal manera que las variables conserven su
fndice ordenado en cada a. Procediendo asi obtenemos

t

- Ioal(tl)(n(tl)e1+1en(tl))dt1+

[ <]
\ 3 t
) J'o. . .J.oan(t1, .-.t )D ((H(t Jel+1eH(t )o. ..
n=2

...o(H(t )el+leH(t )))dt ...dt
n n 1 n

De (2.5) tenemos

t
= Joai(ti)(n(tl)eluau(tl))dt;
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LY

[}
t t
1
Vs J‘o...Jloan(ti,....,tn)[...[H(t1)®1+1@11(t1).
nz=2

H(t Yel+1eH(t )],...,H(t Jel+leH(t )]dt ...dt
2 2 n n 1 n

El producto de Lie [:] est4, desde luego,

libre o.

referido al producto

Y como por induccién puede probarse que

[...[H(t Yel+1eH(t ), H(t )el+leH(t )],... , H(t el+ieH(t )]
1 1 2 2 n n

= [... [H(ti).H(tz)],..,.H(tn)]Q1+1e[.. . [H(tf)'H(tz)]""’H(tn)]

continuamos aplicando esta propledad

t

J

o]

a1(t1)(H(t1)Q1+1QH(t1)),d.t1+

® 1 t t e TIITTIGRS T e
Lif, [t s el

n=2

1el...[H(t ), H(t )],.. . H(t )])dt_...dt
1 2 n 1 n

n=2
...t )]dt ... dt ]@1+1e
n 1 n

[I:al(tl)ﬂ(ti)dtl+ le‘l I: .J‘:a;(ti, ot

S

cen 'H(tn)]dtf . .dtn]

. Por (2.5) de nuevo:

(o]
n=2

dt ...dt ]elﬂn
1 n -

. ‘
t R t t -
[J‘oal(tl)ﬂ(tl)dt; ) 51 Io...loan( oot L

JH(t )]el+. TTEZed emeo i 2T

. [ACt),H(t)],

(RCE), AL,

o0
t t t :
[I a (t At )dt + ZIO ‘Ioaix(ti' co t)D (H(E Do, . 0H(t)) -




t t t
‘[oai(t1)H(t1?dtl+ ) L. X .J-Oan(t1: ...t )D (H(t Jo...CH(t )

n=2
dat ...dt ]
1 n

Por el teorema de Fubini otra vez:

t ' ® . t
= J.oax(ti)ﬂ(tl)dtli» ZIO . 'IoEn(an(tx' ...t DHCE Do, . . GH(E )

n=2

dt ...dt ]elﬂe
1 n
[}

L 4 t t
J-al(tl)li(tl)dt1+ ZIO i .IoEn(an(ti,....tn))H(ti)e. . .oH(t )

n=2

dtf - dtn]

-]
t t
- Zf...ja(t,...,t)ﬂ(t Jo...oH(t )dt ...dt |el+le
o on 1 n 1 n 1 n
=1

o0

t t
ZIo...Ioan(tl,‘...,tn)ﬂ(t;)e...eH(tn)dtl...dtn_ A
n=1

= ael+lea
«) Sea a = ®(a), a= (an}:___o € A(t), como de costumbre. ‘Por

hipétesis A(a) = a®l+lea. Antes de igualar, desarrollemos A(a)

® t t n
A(a) = a (1e1)+ ZIO i .Ioan(tl....,tn)-Dla(H(t_)ehleH(t_))
n=1
dt_...dt
t
= ao(101)+J.°a1(t1)(H(t1)01+1®}1(t1))dt1+
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n-1

Zj Ia (t,, [Ln oH(t ) e1+-§_:1 SE,:CJ,. egn\sjon(tp)]e

. #S =m
= 3

Lgs oH( tq)]] +1@ ]_]loH( t_)]dtl. . .dtn - N
3 o= o

Jn=(1....,n} y tanto &1, como cada subconjunto SJ Y. Jn\SJ.“ o

considerados como conjuntos ordenados. Tomando en cuenta que
ao( 181) = 3001 = laao,_ e integrando separadamente y reagrupando
obtenemos, contlnuéndo »

= a®1+1w_ao( 1@1)+ - o 7 Rl S A i U

L] t ¢ n-l»
Z_[o...joan(tl,..._.f?) ¥ Z [ m oH(tp)]eLgs oH(t )]]
n=2 - LT _::’—::J_:_!! n J J :

dt_...dt

1 n

Y ahora si, aplicando la hip6tesis podemos cancelar a®l+lex en la

— e D e

expresién antei'ior e igualar lo restante a cero

-a, (121)+
(-] n-1 ]
Z ZI Ia (t T )szc.r [ J - eH(tp)]e ]E]s eH(tq)]]
n=2 m=1 J J
#SJ—-

dt ...dt =0

1 n L .
Esto implica inmediatamente que a, = 0. Por otro lado, puede
notarse que cada integral miltiple de la expresién anterior

representa un elemento homogéneo de distinto grado (i,J) en ded.

Lo cual nos lleva directamente-a que la anulacién de la expresién._._ .

se verifica cuando y s6lo cuando se da la de cada integral ... _ .

miltiple. Luego entonces . - .
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t t
...laf(t,...,t) n eH(t )]eLn oH(t )] dt_...dt
Io J‘o n 1 " sch [ €J \s P YGes 4 1 "
J n n J J
) #S =m
J
=0 o | (3.5)
para nz 2 y paré. m entre 1 y n-1. Para proseguir el anilisis,

nos interesamos ahora en la sumatoria que se encuentra bajo el

signo de Iintegral. Primeramente, tenemos que para cada Sj se

tiene Jn\Sj = (11, cees in_n) Yy SJ = {In-mﬂ’ N in); mas

explicitamente, I <..< e <...< 1, todos ellos
1 . n-m n-m+l n

distintos y cuya reunién es Jn. Luego, podemos emplear el

lengua je de permutaciones para expresar aquélla, esto es

) M eH(t )]OL" oH(t )]
sjcy L'ved s, P es, 1

#S =m
J
1 ... nrm nml ... n n-n n
= NMeA(t )le] 1 o
i ... 1 i R | =1 P q=n-m+1
1 n-m n-m+1 n
B PR S |
1 n-a
<...<1
n-m+1 n
H(t )]
q

Aplicamos el corolario 1.3 del capitulo 2 para continuar

M oH(t)
q=n~mp+l 1

Sustituyendo esto en (3.5) obtenemos
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t L
[ ]a et % €y oCy Gy Cina
0 o . 1 n-m

151 <...<i Sn
1 n-m

p=1 zn-m+l

n-m n
neH(t‘p) ® . n eH(tq) dt....dt =0

Aplicamos, a continuacién, el teorema de Fubini a la integral
anterior para que las variables t:l conserven su indice ordenado en

el producto de los H(t)

t t | ‘ -1 1 1 1
II c! ...ctltct! ...c
1,n-m 1,2°1,1 1,1
0 [o) n~-n 1

[an(ti.....tn)] [ﬁoﬂ(tp)}a[ n QH(tq)]dti...dtn =0
q

=1 =n-m+i

1
Conviniendo que ] 0;11_1“2 =1, otra forma de presentar la
=2 ’

ecuacién anterior es

t tin-m 1 1 s
II "CInI—k+2 C11 "‘Cxt
o olk=2 ' ’“n-m *T1

=1 n-m+l

n~m n
(an(tl, vy tn)) [ n eH(tp)]o[ n eH(tq)]dtl. . .dt:n =0
q= .
Denotando

1,1

©
3
B
]
._.Q'
’:.. [ ]
t
Ql
-
[
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llegamos a que la integral anterior. se anula, segin lo convenido,
cuando y s610 cuando o-n._(an) = 0. Como esto debe verificarse
para cada una de las integrales maltiples arrivamos, pues, al
_ siguiente sistema infinito de ecuaclones

{o l.(an) =0, paranz 2y mentre 1 y n-1.

Las ecuaciones de este sistema no son independientes entre si.

Para reducirlo, apliquemos el corolario 1.7 del capitule 2 y

veremos que

¢ =(c‘; Yo

n,1 ,N n,n-1

luego, tenemos el sistema reducido, denotando por [] la funcién-

mayor entero menor o igual,ﬁ ‘sirgriliente

_ 1
{o‘n‘_(an) =0, paran 2 2 y m entre [n—;—-] y n—1. (3.8)

A partir de é1 debemos llegar a que En(an) =a para n z 2. Una-

forma de expresar lo anterior, mas Gtil a nuestros propésitos, es

(nEn—n)an = 0 para n = 2. Recordemos que

n
n
= _r1 = _ay1-1 -1 -1
nE = Q-c | ) =1+7} (1) E ¢, ..-0,
1=2 i-1 1

k=2
nZ >...>) =2
3 -1 jl

Yy, por ende,

n

nE -n = -(n-1)+ X (-1t c;‘ : ...c;’
l=2 ’J“'I "1

n= >...>) Z2
ji-1 j1

Exponemos a continuacién la estrategia a seguir. El lector estara

de acuerdo en que si logramos establecer . las 1identidades. |

“
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’siguientes:

Para n impar: °

[n/ 2]

i - n
nE -n = Z [(—1)‘(n—1)nc” +-1)"'1 o ¢ ]0'
: k

=2 1,1-k+2 k=1 +1 1,n-k+i+1] n,n-i
1=1 - e .
Para n par:
n/2-1
' 1 1 4 1, 1
N - - — . n— -
- 3 — . +(~ C
nE.'n n Z [( 1) (1) "61,1-k+2 (-1)7 1 7 1,n—kﬂ+1]
ey k=2 k={+1

' n2 n|™? 1
G UACE S L

habremos, en virtud del sistema de ecuaciones (_3.6), logr'ado.

nuestro objetivo.

ol

Daremos la demostracién para el caso impar; para el caso par,

1# forma de proceder es anadloga y, por esto, se omitira.
‘Antes de pasar a la demostracién proplamente dicha advirtamos
que debido al convenio por el cual C1 1 podemos reescribir

P, . de la sigulente manera, mis adecuada a nuestros propésitos

n,
p = ¢! .t
n,m 1,) 1,)
n-m~1 1
nx}j >...>) =2 =l >...>1 22
n-m—1 1 Lo n-m 1

~1 ~1
01.1 "'01,1

n-m 1

(para m = n-1 la primei'a sumatoria se reducira, por convenioc, a

1).

Para n impar:
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[r/2]

i n
1 ~1 n-{ ~1
Z [(_1) (n_i)kl_._'zcl,l-k+2+(-1) 1 “ Gl,n-kﬂﬂ]cn,n-i

k=1+1
i=1 -

[r2] -

i n -
1 -1 -1t -
B Z [(*1?(11—1)&];[201’,_1,2*( neLm 01,9-k+1+1]

k=1+1
1=1

~

i
-1
C .
Lkl}z 1,1-k+2 pn.n—l
= ) I
A

Como consecuencia -del -corolario 1. 1 del ;ca.pitu_lo -2 ‘tenemos que .

[+ . )2 : :
c = 1, ~ Adenés
1,1~-k+2 .
sk.= P '
n : 1 n

1 -1

Asi

c- - c- . c .
" 1,}_1~k+.l+1 ~kl;[2 1,l>-k+2 k]=12 1,:{_-1:1»2 o

k=1+1

[r2] ¢
. i ) .
3 Jevtenantinel e,
1=1 =2
[n/zl i ‘[n/ 2] |

i
[ n-{ -1
Z (-1) (H‘I)Pn.n_l"' Z ‘_1) 'ikgzci,n-k+2pn,n-i
1=1 1=1

Cambiando en la segunda sumatoria el contador—1i por m—i obtenemos
[n/2] K nei )
= _qyt . 4y} ) -1 ,
z D'ne, L+ Y D LA
1=1 1=[ns2]+1

Ahora bien, como consecuencia del corolario 1.6 del capitulo-
n .

2 tenemos  que Asf

ct = p
l‘x=2v 1‘,n—k+2pn.l n,n-1" -

[n/ 2]

n-1
- Z(-u‘(n-npn'n_; Z -0 e,
1=1

1=[ns2]e1.
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i
~
I
—
-

S
~—
u
[
N
h~)
]

i=1
n-1
=Z(—1)‘(n-n D e AL
1=1 ot o
R >1122
B c! -1
R 1,1 1,1
i
n-1 i
=Y (-D'(n-1)
1=1
nzjl-l

B

1, v N a1
(-1) (n-1) E - _531’1 .',,‘_'01,1
=1 1 1

=l >...>1 =2
i 1

[

Cambiando en la segunda sumatoria

obtenemos
n-1 )
=) DD ¢! ...ct +
1.11_1 1.11
1=1
an‘_1>...>jlzz
n
1-1 -1 -1
Z(I) (n—i+1) 01,1 "'01,1
1-1 1
1=2

nZ1 >...01 22
i-1 1

Cambiando ahora los indices 1k por jk tenemos

n-1
= _1y -1 -1
Z( 1) (n-1) g CLJ ...CLJ +
) i-1 . 1

1=1 =y >...>j Z2
n a e ®
I 3
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n
Z (-1) Y (p-141) g ct! ...Cc
1=2 . omEy ool .) =2
1

= -(n-1)+) (-1)'(n-1) c

1=2
nZ}

n-1
Z -0 m-ie1) Z c? ..ct
1=2 ' '

nZ >...>) 22
] -1 ‘11

0™ et
k=2 1,n-k+2
n-1
= —(n—1)+z (-1 (n-1)+(-1)" " (n-1+1)
i=2
¢t ...t -t ac"
1,j‘_1 1,]1 k=2 1,n-k+2
nzji-1>' . .>jlzz
n-1 .
= —(n-1)+z (-1)"‘[(-1)(n-1)+n-1+1]
1=2

n
: ~1 ~1 n-1 ~1
g c ...Ch (-1 e
E IS IR T N 7t n-ke2

nZ >...2) =2
Jl-l Jl

1=2

- n-1
= —(n-1)+E (-1)1-1(-n+1+n-1+1) ¢! ..CT o+
1,) 1,)
: 1-1 1
s |

n
n-1 ~1 .
(-1) nzcl ,n=-k+2 4 N
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n-1 ’
= —(n—1)+§ (-1 é cl! ..ol
1,) 1,)
ryry . i-1 i

>...>) Z2 ;
nzji-l . jl

n
n-1 ~1
-1 kljzcl ,n~k+2

| - __
-1 ' -1 -1

=-(n—1)+Z(-1)‘ ¢t ...cC
13,0 T,

1=2
l L) '

= k- | -

De todo:1o anterior concluimos;- a € A(t). ‘- ' ’."'i;

§2.-"1.A FORMULA DE FRIEDRICHS—-MACNUS = -

Definamos, como en la seccién 2 del capitulo 1, tanto para £ ' B

como para ded, las series

x2 xn
expx=e+x+2! ...+h—!-+,...
y .
x2 x3 nel xn
log(e+x) = x—§-+§--...+(—1) FRLEE (3.7)

donde e representa al elemento identidad en cada 4Algebra, esto es, -
‘1 si se trata de 4 y 1el sl es #8d. Recuérdese que si x esta en
‘el ideal bilateral 4'") = Ae(A®A)e... entonces tanto exp x como
log(1+x) convergen, esto es, son elementos de 4. Recuérdese
también que_ para casos. de converéencia: se -dan- las: identidades
exp(log(1+x)) = 1+x\ y loglexp x) = x; ademids, si xoy = yox
entonces exp x oexp y = exp(x+y) ~. y

log(1+x)o(1+y) = log(1+x)+log(1+y).
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En lo que sigue nos interesara primordialmente la serie log.

El ﬁroblema de aplicar lo dicho en el parrafo anterior a las

.. .Algebras A(t)'y A(t)ed(t) acontece al examinar la convergencia en

- ~ ellas mismas;— sl ésta se-da-los-problemas desaparecen.

= .amfﬂ“’ se

elementos de JA(t) de la forma 1+8 con B ‘en 4(t)

1

Para los

. da un importantisimo caso de convergencia en &£(t) bajo la serie

lcs que se examina a continuacién.

' oposicion-1.~ Para toda a« en #(t) de la forma

I fa (t,...,t)H(t)o..

n-l 0

== 7se tiene que log a esta en A(t).

.

Demostracién

Tenemos que a = 1+8 con

.0H(t )dt ...
n 1

II"'

n=1"0
con l:vl'n =a para toda n =z 1.

estarén dadas por expresiones de la forma

= ni[:. . .J:b_’n(t

,t JH(t do..
n 1

. tn)H(tl)e. .

.oH(t )dt ..
n 1

.0H(t )dt_..
n 1

las que por ser J4(t) Algebra estaran en A(t).

componente hombgénea de ‘menor grado en B" debe de ser al menos

grado m. Por lo tanto, de (3.7) tenemos que log « es

dt
n

.dt
. n

.dt
n

log a = Zj' I[Z( (G Pl alt oot )AL Do. . 0R(E )

n=1 0 o]

dt_...dt
1

el cual evidentemente se encuentra en A(t). .
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Pér ser A homomorfismo entre Algebras asocliativas con unidad se
tendra que si para un « € 4(t) se tiene log a € A(t) entonces

Hasta -ahora “hemos tomado a t fijo. - Sin embargo, - conviene
considerar a los elementos de A(t) y A(t)ed(t). como fﬁncionesv en
t. Luego podemos, por ejemplo, utilizar la derivada con respecto a

t la cual se aplicara como es natural componente a componente

d_
» dt'
"en cada elemento. .Esta derivada no necesariamente se encontrara
en los espacios respectivos. A(t)- 6 L{t)ed(t) pero se hallars en &

6 ded respectivamente. Flnalmente, para la derivada del producto

tensorial de dos elementos a{t)-y B(t) de 4(t) se dara, como puede . -

comprobarse;,--la conocida regla -:::f,:.

2Halt)eB(1)) = F-a(t)ep(t)+alt)odA(t) (3.9)

A(log a) = log(Ba) (3.8) -

3

A cohﬁﬁ(a.cién se prueba el andlogo continuo def mt;éremé; 'de

Bé.ker—Campbel 1-Hausdorff.

Teorema 2.~ Sea H(t) una funcién continua de R en los operadores
acotados de un espacio de Hilbert G y que se anula s6lo en un

conjunto finito de puntos. Sea U(t) la solucién de

. % = H(t)U(t), U0) = I (3.10)

donde I denota al operador identidad. Entonces; si U(t) tiene un

logaritmo Q(t) dado-por la serie  (3.7) (poniendo I en lugar .de e)

y que ésta converge absolutamente .en A entonces resulta que,
existe un elemento y(t) de £(t) (esto es, "una sucesién de

coeficientes ordenados -convergentes -y  finito: dimensionales) - tal

que Q(t) = E(p(t)). - f.;f.
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Demostracién

La soluci6n U(t) de (3.10) esta dada por la serie -

-

' t t t .
U(t) = 1+J H(tl)dtl+j‘ J' “H(t JA(t)dt at +
1] 00

t e ot . o [
““‘[ *H(t,)H(t )H(t)dt dt at+... (3.11)
00 0 '

Para continuar examinemos la ecuacién "diferencial” en 4 asociada

da(t) = B(t)oa(t), al0) =1 = == (3.12)

La solucién de (3.12) es andloga a (3.11) y es

t t .t
- 1
a(t) = 1+J‘on(t1)dt1+jojo H(t,)oH(t )dt dt +

L.t .t
J‘ J‘ 1J‘ 2H(t1)on(t2)oli( t )dt dt dt +... (3.13)
0070 e e

lo cual se comprueba derivando componente a componente. Al

reescribir (3.13) en la forma

{

t ® t t
at) = 1e[Htpat+ T [...[ 0 ..o H(t)o...oH(t)
L] n=2 0 0

dti"'dtn (3.14)
se vuelve claro que «a(t) esta en L), ¥ por la proposicién 1
tenemos que log a(t) e 4 (t). Derivemos a(t)ea(t) usando (3.9):
Tea(tiea(t)) = SaltIealt)+alt)eqalt)
y por (3.12) tenemos, continuando:
= (H(t)oa(t))ea(t)+a(t)e(H(t)oa(t))
= (H{t)el+leH(t))o(a(t)eal(t))

Luego se tiene que
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‘dif(a(t)ea(t)) = (H(t)el+1eH(t))o(a(t)ea(t)), a(0)ex(0) = lel
lo que éomparac}o con (3.12) y teniendo en cpenta (3.14) nos

permite sin mi&s deducir que
Aa(t)) = a(t)eal(t) (3.15)

Flnalmenté,. sl w(t) = log a(t) entonces aplicando sucesivamente
(3.8) y (3.15) tenemos

Aw(t)) = M(log «(t)) = log(A(a(t))) = log(a(t)eal(t))
log((a(t)e1)o(1ealt))) = loglalt)el)+log(lea(t))

(log a(t))el+ielog alt)

w{t)el+lew(t)
De donde que por el criterio de Friedrichs w(t) = log a(t) esta en
aT(t). Tomando la preimagen de w(t) bajo & y llamandola yp(t) se

tiene que y(t) = Q-I(w(t)) estd en AT(t). Pero atn hay mas, dado

" que se tendrd que S($(t)) = M(E) = log U(t) entonces Wlf) se

encuentra ademis en ilt(t) de lo cual concluimos que Y(t) e l’t(t) y

() = (L),

Si H(t) y U(t) cumplen lo pedido por el teorema anterior es
facil conseguir una expresién para f(t) en términos de H(t).

Recordemos que U(t) estad dada por

o
u(t) = I+r11(t1)dt1+ Zr
o .

t
[0, o 0,y D ..HCE Dat .. .at,
n=2" 0 0 .

luego aplicando la serie log directamente a U(t) obtenemos,

calculando hasta el segundo término, que Q(t) es

~ .

t L 2 ’
= 1y .
act) = IOH(t)dt+ Iofo[e"z z]ll(tl),ﬂ(thz)»c_i_‘_tldtfzf. i
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Como los coeflicientes asociados a Q(t) son ordenados esto permite,

por el teorema de Fubini, reescribir la serie anterior en la forma

a(t) = Jﬂ(t)dt-l-— ‘” [1 2-5][11(1: ) H(t)1dt dt +.

Y finalmente, integrando obtenemos

t t Lt
a(t) = IH(t)dt+% J'Illﬂ(ti).li(ta)]dtidtzt .. (3.18)
[o] Yoo

« -t

expresién a la que se le suele llamar la férmula de

Friedrichs-Magnus.

En [Wil] se-calcula hasta el término de orden 4.---Para obtener :
los términos de mayor orden es mas conveniente usar la expresién

para Q obtenida en [MP]:

: _ (- 1)n l-en
act) f j [ n][...[H(ti).H(tz)]....,H(tp)]

n=1 0 (o]

dat ...dt (3.17)
1 n

donde en est4d dado por (2.18). El siguiente teorema nos da las

propledades basicas que satisface el operador Q.

Teorema 3.- Sea H(t) una funcién continua de R en l;sw operadores
'acotado.s de un espacio de Hilbert.b Y que se anula sélo en un
. conjunto finito de puntos. Sea U(t;s) la familia a dos paréametros
que satisface | _ .A

du(t,s) = H(t)U(t,s), U(t,t) =1
dt .

kY

Entonces, si existe Q(t,s) de manera que

I

Q(t,s) = log U(t,s) . . _ « R
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1) ate,t) =0

g) a(t,s)eals, #)_= a(t,r)

gdor\de xBy est4 dada por (1.15).

ge tlepen para Q las sigulentes propisgadet

I

*
o
‘
ks
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CONCLUSIONES

“

Se ha probado que si H(t) es continua y se anula s6élo en un
conjunto finito de puntos de R entonces, si la solucién de la

ecuacion diferencial

= H(t)U(t), U(0) =1

Q.IQ.
&l &

tiene un logaritmo Q(t) dado por la serie

. x ‘1 x
log(I+x) = x-5 +5 —...+(-1)" = 4.,
2 3
y que ésta converge absolutamente, entonces Q(t) esta dado por la

serie de integrales de productos de Lie siguiente

t t . t
a(t) = Iﬂ(t)dt+% J.f1[H(t1),H(t2)]dt1dt2+....
’ 0 00

Entre los problemas que faltarian por resolver se encuentra el
de determinar condiciones de convergencia global, esto es en todo
t 2 0, y absoluta para la serie anterior. En otro orden, seria
importante determinar si los espacios lineales A(t), A(t) y 2(t)
son 4algebras de Lie bajo el conmutador definido a partir del
producto de las 4algebras respectivas en las que se hallan

q

contenidos.

Estas y otras cuestiones més que permanecen abiertas serian

abordadas en trabajos posteriores.
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