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Introduccion

Los espacios L, no-conmutativos, también conocidos como ideales de
Schatten, son una herramienta fundamental en Andlisis Matematico y sus
aplicaciones. Sobresalen sus usos recientes en Probabilidad Cudntica y Teoria
Cuéntica de la Informacién, véanse por ejemplo las referencias [4], [5], [7] ¥
[17]. Sin embargo, hasta donde sabemos, no existe una monografia autocon-
tenida que incluya una construcciéon elemental, directa y completa de estos
espacios. La construccion que se encuentra en el libro de R. Bathia [1], que es
la que desarrollamos en este trabajo, se encuentra dispersa en varios ejercicios
y diferentes capitulos junto con otros resultados importantes sobre matrices,
lo cual dificulta su lectura. El propdsito principal de este trabajo es llenar
este hueco, por lo menos en el caso de espacios de Hilbert de dimensién finita,
es decir sobre matrices complejas n x n. En el caso de dimensién infinita el
lector puede consultar [9]. Para ilustrar su utilidad en Teoria Cudntica de
la Informacion, desarrollamos en detalle la aplicacién que realizan E. Lieb y
E. Carlen en [4] y [5], donde obtienen algunas desigualdades tipo Minkowski
que permiten dar una demostracién corta de la subaditividad de la entropia
de von Neumann, una desigualdad fundamental en Teoria Cuéntica de la
Informacion. Una de las consecuencias mas importantes de la subaditividad
fuerte es la célebre cota de Holevo para la informacién accesible, al respecto
véanse por ejemplo las referencias [11], [16] y [13].

Este trabajo también es una breve introduccién a la teoria de matrices
estocdsticas y transformaciones completamente positivas en dimensién finita.
Nuestra aportacion principal es la ordenacion del material y la demostracién
detallada de todos los resultados que en [1], [4] y [5] aparecen s6lo enunciados
sin demostracién o como ejercicios para el lector.

En el Capitulo 1 incluimos el concepto de mayorizacién y matrices es-

tocasticas. El Capitulo 2 contiene una demostracién de las propiedades de
la norma en L,(#) donde H es un espacio de Hilbert de dimension finita.
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El material de estos dos capitulos es una introduccion elemental y direc-
ta a los espacios L, no-conmutativos en dimensién finita. En el capitulo 3
desarrollamos en detalle la demostracion de Carlen y Lieb de la subaditivi-
dad fuerte de la entropia de von Neumann usando una desigualdad tipo
Minkowski. Incluimos un apéndice que contiene una introduccién elemental
de las transformaciones completamente positivas, la definiciéon y propiedades
elementales de la entropia de von Neumann y algunos resultados que se usan
en los capitulos anteriores.



Capitulo 1

Mayorizaciéon y matrices
biestocasticas

1.1. Mayorizacion

Seax = (1, ...,7,) € R*, denotaremos por z* y ' a los vectores obtenidos
a partir de x reordenando las coordenadas en forma decreciente y en forma
creciente respectivamente, es decir:

(i) #* = (2f,...,2}) donde zt > x> ... >zt
(ii) =t = (2, ..., 21) donde ! <2l < .. <al.

Obsérvese que

x;:a:i—j-s-l j: ]_7...,77/.

Definiciéon 1.1.1. 5i x,y € R™ decimos que x es mayorizado por y si se
cumplen las condiciones:

k k
ij < Zyj, para cada 1 <k <n y (1.1)
7=1

7j=1

n n
domo= Dy (12)

7j=1 j=1

y en este caso escribiremos x < y. A la dltima igualdad le llamaremos condi-
cion de la traza, funcion que definiremos mds adelante.
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Ejemplo 1.1.2. Siz; >0y > 7  x; =1, entonces

n n

<l) l) < (1, ) < (1,0,...,0).

Demostracion. La mayorizaciéon x < (1,0, ...,0) es clara, pues la desigualdad

k
Zxﬁ <1
j=1

se cumple para cada 1 < k < n y también se tiene

k

k
ij = in =1.
j=1

=1

Para demostrar la otra mayorizacién procederemos por induccién sobre
n. Si n = 1 tenemos sé6lo un sumando y por tanto

1
—:121’1.
n

Por hipdtesis de induccion, dados x4, ..., z, tales que 2?21 x; = 1 entonces
para cada 1 < k < n se tiene que

k

) =2

Jj=1 Jj=1

Sean xy,...x,, T,y tales que

» =1, (1.3)

de esto tenemos que
n
j=1

Noétese que
ﬁ < —1
"= n

Y
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pues si xi 41 > 57 entonces como x{ > ﬂ > xi 41 > -7 tendriamos que
n+1 n+1
Z e Z n+1 b
'
lo cual contradice (1.3). Sean ;" = ——<—, 1 < j < n. Entonces 3" =1

P ]1J

y por la hipotesis de inducciéon para cada 1 < k < n, tenemos que % <

ot
E ~ k k
> =1 xji — 2:; Sl equivalentemente > i1 xj <> =1 x? para cada

1 <k<n. Entonces usando (1.4), obtenemos

ko ok 1 PN TS a
n+1_ﬁ<1_n+1>Sﬁ(l_%“)_ﬁg%gg%

para cada 1 < k < n + 1. Esto termina la demostracion. O

La nocién de mayorizacién ocurre naturalmente en varios contextos, por
ejemplo, en Fisica la relacion z < y indica que = es un estado mas caodtico
que y, pensando a x como un proceso estocdastico, esto es, cada x; es la
probabilidad de encontrarse en el estado .

Otro ejemplo ocurre en Economia, si x1,...,%, , Y1,..., Y, denotan los
ingresos de n—individuos, entonces xr < y significa que hay una distribucion
mas equitativa en el estado x que en el estado y. El ejemplo anterior ilustra
este hecho. A

Por otra parte, recordemos que T; = zt

n—jt1, entonces

n n k n—k
I IR IR IS D I
=1 Jj=1 j=1 j=1

j=k+1

De aqui se sigue la relacién

k n n—k
ol =Y "2, ar, 1<k<n, (1.5)
7j=1 7=1

que usaremos en la demostracion de la siguiente
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Proposicién 1.1.3. z < y si y sdlo si

k k
IEES SR ETEIID 3EES 30

Demostracion. Veamos que la condicién es suficiente. Notese que
n n n
T_ o .
E T; = E T = E x;.

Esta relacion indica que la condicién de la traza se cumple.
Usando (1.5) y la condicién de la traza tenemos que para cada 1 < k < n,

n

k n—k n n—k k
PR EDIED SRS WED I ED PNt
j=1 j=1 j=1 j=1

Esto demuestra que x < y.
El reciproco se demuestra de manera andaloga. O

Denotaremos por e al vector (1,1, ..., 1). Para cualquier subconjunto I de
{1,2,...,n}, e; denotara el vector correspondiente a la funcién indicadora de
I y |I] su cardinalidad.

Si z € R" definimos la traza de  como

n
x) :ij = (z,e),
J=t

donde (-, -) es el producto interior en R".

Proposicién 1.1.4. Sea © = (x1,--- ,2z,) € R, para cada 1 < k < n, se
tiene que

sz = max(z, er).

|=k

Demostracion. Procederemos por induccion sobre n. Si n = 1 claramente

tenemos

Tt = max(x er).
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Supongamos que se cumple para n, esto es,

k

xj = gl‘ax(x ey, V1<k<n. (1.6)
j=1

Demostraremos que (1.6) vale paracada 1 < k <n+1.Seal <k <n+1,
usando la hipétesis de induccién para I € {1,--- jk—1} y L C {k,--- ,n}
tenemos que

ij—Zx = maX (x er) +ay = ‘r‘nax (x7e1)—|—|m‘ax<x er)

—‘r%ai(x €Y, JC{1,~~~,n+1}. O

Ahora tenemos la siguiente

Proposicién 1.1.5. = < y si y sdlo si para cada subconjunto I de {1,2,....n}
eriste J C {1,2,...,n} tal que |I| = |J|,

(z,er) < (y,ey) y Tr (z) = Tr (y).

Demostracion. Supongamos que para cada I C N = {1,2,...,n} existe J C
N tal que |J| = |I],

(z,er) <(y,e;) y  Tr(z)=Tr(y).
Tomando méaximo tenemos que

(x,er) < ‘mﬁx<y,ej)

es decir,

k
ZL'e[ E

y también se cumple

k
max(z, er) E
[1|=k —

Entonces

||M?r
kw—

k
> <
7j=1

Esto demuestra que z < y. El reciproco se demuestra de manera analoga. [
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Definicién 1.1.6. Diremos que un vector v € R" es submayorizado débil-
mente por un vecltor y i

k k
ijgz:yj k=1,2,...,n,
j=1 j=1

en este caso escribiremos x <, v.
Diremos que un vector v € R" es supermayorizado débilmente por

un vector y st
k k
) 0 —
g T; > g Y, k=1,2,...,n,
j=1 j=1

en este caso escribiremos x <% .
Proposicion 1.1.7. Algunas propiedades de la mayorizacion.
(i) x <y siysdlo six <,y, r<y.

(ii) Si o es un nimero no negativo , entonces x <, Yy = ar <, ay;
Tz <Yy = ar <* ay.

(1ii) x <,y sty sélo si —x <Y —y.
(iv) Para cualquier o € R, x < y entonces ax < ay.

Demostracion.

(i) Si & < y, la relacién = <, y se cumple por la definicién 1.1.1, sin la
condicién de la traza. La relacién x <“ y se cumple por la Proposicién 1.1.3.

Ahora supéngase que las relaciones & <¥ y y x <, y se cumplen. Bas-
tard demostrar que la condicién sobre la traza se cumple. Tomando k& = n,
por la submayorizacion, tenemos que

T =Y et € Y =Ty
j=1 j=1

por otra parte; de la supermayorizacion, se tiene que

Tr (z) = Zx} > Z:yjT = Tr(y).
7j=1 7j=1

Esto demuestra que x < .
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(i) Siz <yy a>0 tenemos que

n n

> ()t =a (Z ) < af Zyj 22 ay;)*,

1=1 7=1

de donde se obtiene que ax <, ay. La demostracién de la otra implicacién
es similar.

(iii) Recordemos que para x' tenemos

equivalentemente,

Por otra parte para (—z)" tenemos que

(—2)] < (—2)} < < (—2)],

entonces (—ZE); = —xj- para cada 1 < j < n y por lo tanto (—z)" = —zt. La
desigualdad
k k
{ {
DTS,
j=1 j=1
se cumple si y solo si
k k
-2z =)
]:1 ] 1

equivalentemente Z?Zl(—x); > Z?Zl( ) o bien —x <¥ —y.

(iv) La condicién de las trazas es evidente. Si @ > 0 la afirmacién se sigue de
(i7) y de la identidad Tr(az) = oTr(z), que se cumple para cada o € R.
En el caso a < 0 usamos (ii) y (4i7) para obtener ax <, ay y azx <¥ ay.
Entonces el resultado es consecuencia de la equivalencia en (i). ]

Cada una de las relaciones <, <., <“ es reflexiva y transitiva, pero ningu-
na define un orden parcial. Por ejemplo, six < y y y < x, s6lo podemos decir
que Py = xz, donde P es la matriz asociada a una permutacién o € S,
este ultimo es el grupo de permutaciones de un conjunto de n elementos. Tal
matriz estd definida por

1 sij=0(
széa(i)j:(pij):{ 0 21;7&08
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Denotaremos también P € S,,. Tenemos una relacion de equivalencia si defin-
imos x ~ y cuando x = P,y, para alguna permutacion o € S,,. La reflexividad
se obtiene tomando P = [; ademas, si x ~ y y x = Py para una matriz de
permutacién, como P! es también una matriz de permutacién podemos es-
cribir x = P~y y se obtiene la simetria y ~ z. Por otra parte, como el
producto de permutaciones es una permutacién, si se cumple que z ~ y y
y ~ z, escribiendo x = Py = P(Qz) se tiene que = ~ z, lo cual demuestra
la transitividad. Si denotamos por R, = R"/ ~, entonces claramente <
define un orden parcial en RY . Esta relacion también es un orden parcial
sobre el conjunto {z € R" : 1 > --- > x,}. La misma afirmacién se cumple

para las relaciones <, y <“. Para x,y € R" definimos

x\/y = (:1:1Vy1,$2\/y2,...,:1:n\/yn)
TNy = (T1AYLT2 A Yo,y Tn A Yn)

donde z; V y; = méax(x;,y;) y ¢; A y; = min(z;,y;). Por otra parte, sean
T =1zV0, lz| =z A (—x), = =—zVO0.

Nétese que ™ es el vector obtenido al reemplazar las coordenadas negativas
de x por ceros, |z| = (|z1], ..., |za]), es decir es el resultado de tomar el valor
absoluto en cada coordenada del vector y =~ toma los valores negativos del
vector .

Con las definiciones anteriores tenemos el siguiente resultado, que carac-
teriza la mayorizacion sin involucrar el reordenamiento de las coordenadas.

Teorema 1.1.8. Sean z,y € R", entonces se cumplen

(i) x <,y siy sdlo si para cualquier t € R

n

n
=T <> (-1
7=1 j=1
(1) © <y siy sdlo si para cualquier t € R

n

Y (t—z)t < Z (t =)™

=1
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(7ii) v <y siy solo si para cualquier t € R

D lap =t <>y — .
P -1

Demostracion.

(i) Supéngase x <, y y tomese t > xf, entonces tenemos que (z; — )" =0
V7 y claramente se cumple que

n

» (-t < Z(yj — )"

J=1

Supongamos ahora que xtﬂ <t< xi para algin 1 < k < n y por

conveniencia escribamos xi 41 = —00, entonces
n k k
D=t =D (-t = 3wy~ th
j=1 7=1 1=1
k k
<>y —th <) (-7
1=1 j=1
n
<>yt
j=1

Reciprocamente; supongase que

n

Z(xj—tﬁgi(yj—tﬁ Vi € R,

j=1

Sit= y,ﬁ entonces yf > y% > ..> y,ﬁfl > t, v tenemos que

n k k
S = Y- = Yk
j=1 J=1 j=1

Por otro lado
k k n n
j=1 j=1 J J=1
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Por lo tanto se debe tener que z <, y. Esto demuestra (7).
(i1) Por el inciso (ii7) de la Proposicién 1.1.7 sabemos que = <¥ y & —x <,
—y. El resultado se sigue al tomar —t € R y aplicar (7).
(1ii) Basta recordar que |z| = (z*+27), aplicar el inciso (i) de la Proposicién
1.1.7 y los incisos (i) y (i) de esta proposicion. O

Corolario 1.1.9. Six <y en R” y u < w en R™, entonces (x,u) < (y,w)
en R™™™. Ademds x < y si y sdlo si (x,u) < (y,u), para cualquier u.

Demostracion. Supongamos que x < y en R" y u < w en R™. Sean & = (z, u)
y ¥ = (y,w). Parat € R

n—+m

Do 1E—t =
j=1
n m n+m
<Dy =t Y et =) 15— 1,
j=1 i=1 j=1

por (4i7) de la proposicién anterior tenemos que (x,u) < (y, w).

Ahora, si & < y por lo mostrado anteriormente se sigue que (z,u) < (y, u)
para toda u. Supongamos que (z,u) < (y,u). Por (iii) de la proposicién
anterior

n m
g =t + Y w1
j=1 i=1

n n+m n n+m
Sz =t Y Juy =t < gyt > fuy .
j=1 j=n+1 j=1 j=n+1
Luego
n n
D a =t <>y -,
7j=1 7j=1
se sigue asi la mayorizacién x < . O]

1.2. Matrices biestocasticas

En la presente seccion definiremos el concepto de matriz biestocdstica
y demostraremos algunos resultados que relacionan a estas matrices con la
mayorizacion. Al conjunto de matrices cuadradas de tamano n x n lo deno-
taremos por M,,.
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Definicién 1.2.1. Una matriz A € M,,, es btestocdstica si cumple
ai; > 0 Vi j=1,2,....n (1.7)

D ay =1, Vi=1,2,...,n (1.8)
i=1

D ay =1, Vi=1,2,...,n. (1.9)

J=1

Y decimos que A € M,, es bisubestocdstica si a;; > 0 para toda 1,7,
> aij < 1 para toda j y > a; <1 para toda i.

Definicién 1.2.2. Para A € M,,. St o € S, el conjunto

{a1001), @20(2) - - -, Gnom) }
se le llama diagonal de A.

Definicion 1.2.3. Una transformacion lineal A : C* — C" preserva posi-
tividad si para vectores con coordenadas no negativas la imagen correspon-
diente es un vector con coordenadas no negativas.

Definicién 1.2.4. Si A € M,, decimos que preserva traza si Tr (Az) =
Tr (z) para cualquier x € C".

Definicién 1.2.5. Para A € M, decimos que es unital (o que preserva
unidad) si Ae = e; donde e = (1,1,...,1).

Proposicion 1.2.6. Una matriz A € M,,, es biestocdstica si y solo si preser-
va positividad, preserva traza y es unital.

Demostracion. Supongamos que A € M,, es matriz biestocastica.

(¢) Sea z € C™ tal que z; > 0, para toda j =1,...,n. Tenemos

n n
Az = (Z ai;T;, ...,Zan]ﬁcj) = (Y1, e, Yn)-

Como z; > 0y a;; > 0, para toda ¢, j se sigue que y; = 2?21 a;;x; > 0 para
toda i = 1,...,n por tanto, A preserva positividad.
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(77) Calculamos:

Tr (Az) = zn: (zn: aijxj> = nl x; (Z:: aij> = Zn:xj = Tr (z),

1=1 7j=1 j=

tenemos asi que se cumple Tr (Az) = Tr (z), es decir A preserva traza.

(#7i) Finalmente,

Ae=A(1,...,1) = (Zalj,.. ,Zam) — (L1, 1) =e
j=1 j=1
Es decir, A es unital.
Reciprocamente:
(¢) Por la Definicién 1.2.3, tomando e; = (0,---, 1 ,---0) tenemos que el
J
vector Ae; = (a1, asj,- - ,an;) tiene coordenadas no negativas para cada j.

Entonces a;; > 0 para cada 1 <14,j7 <n.
(17) Por la Definicién 1.2.4, para cada vector 2 € C" se tiene la identidad
n n n
Tr (Az) = Z (Z az-ij) = ij = Tr (z),
=1 Nj=1 j=1
tomando z = ¢; = (0,---,_1 ,---0) se tiene Y ., a;; = 1, para toda j =
J
1,2,...,n.
(73) Por la Definicién 1.2.5 tenemos que
n n
(Zau,...,zam> — (L.
7j=1 7j=1

de donde se obtiene
n
> e =1
7j=1

para toda i =1,...,n. Esto demuestra que la matriz es biestocastica. O]
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Proposicién 1.2.7. (i) Las matrices biestocdsticas n x n forman un con-
Junto convexo y cerrado bajo la multiplicacion de matrices y la toma de
adjuntos.

(i1) Toda matriz asociada a una permutacion o € S, es biestocdstica y es
un punto extremo del conjunto de matrices biestocdsticas.

Demostracion. (i) Sean A, B matrices biestocasticasy t € [0, 1] , mostraremos
que la matriz

Q=(1-t)A+1tB

es biestocdstica. Para o € C" tal que x; > 0 para toda j = 1,...,n se tiene
Qr = (1—t)Az + tBux.

Como A, B preservan positividad, se sigue que () también preserva la posi-
tividad.
Usando las propiedades de la traza se obtiene que

Tr(Qr) = (1—-t)IrAv+tTrBez = (1 —¢)Trx +tTrax = Tra.

Por tanto, () preserva la traza.
Aplicando @ a e = (1,1, ...,1) se obtiene que

Qe =(1—t)Ae +tBe =e.

Por la Proposicion 1.2.6 obtenemos que () es una matriz biestocdstica.
Veamos ahora que el conjunto de matrices biestocasticas es cerrado bajo
el producto y toma de adjuntos.
Sean A, B matrices biestocasticas y sea P = AB, tenemos que

Tr Px = Tr ABx = Tr Bx = Trx,

pues A, B preservan traza.

Sea x € C" con z; > 0, 1 < j <n. Como Bz preserva positividad, para
y = Bx se tiene y; > 0 para toda j = 1,...,n, y como A también preserva
positividad tenemos que (Pz); = (Ay); > 0 para toda j = 1,...,n por lo
tanto, P preserva positividad.

Como A, B son unitales se sigue que

Pe = ABe = Ae = e.
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Por la Proposicion 1.2.6, esto demuestra que P es biestocastica. Ademas
para cada matriz biestocdastica A, se tiene que

A = AT = (@) = (a;),

de aqui se sigue que A* es biestocastica.
(1) Supongamos que P, = (p;;) es una matriz asociada a la permutacién
o, tenemos
pij > 0,

ZL pij = 1 para toda ¢,
S piy =1 para toda j.

Es decir, es matriz biestocastica. Para ver que P, es un punto extremo,
por (i7) podemos suponer que P = tA+(1—1)B, es decir, p;; = ta;;+(1—t)b;;,
con 0 <t <1.Como p;j =0sij#0c(i)y ay,biy; >0, entonces a;; = b;; =0
sij # o(i). Como Ay B son matrices biestocasticas, esto implica que a;q(;y =
bis(;y = 1 para cada 1 < i < n. Entonces P = A = B, lo cual demuestra que
P es un punto extremo. O

Lema 1.2.8. Sea N un conjunto finito. Si I,J C N, tales que |I| + |J| =
|N|+ 1 entonces I N J # 0.

Demostracién. Supongamos que I N.J = (). Como I U.J C N, entonces
|I U.J| < |N|. Por otro lado [T U .J| = |I| + |J] = |N| + 1, tenemos una
contradiccion. O]

Teorema 1.2.9 (Frobenius-Konig). Sea A una matriz de tamario n x n.
Toda diagonal de A tiene un cero si y solo si A tiene una submatriz de tamano
s X t idénticamente cero, con s+1=n+ 1.

Demostracion. Siguendo la demostracién en [14]. Supongamos que A tiene
una submatriz nula de tamano s X ¢, con s +t = n + 1. Entonces sobre
la interseccién de renglones iy,19,...,75 y columnas ji, js,...,J; hay ceros.
Luego, para toda o € S, tenemos que o(i1),...,0(is) es nuevamente un
conjunto con s elementos. Asi por el Lema 1.2.8 al menos un elemento o (i;)
se encuentra en el conjunto {ji,...,j:}, luego la correspondiente diagonal
{@1501)s - - -, Ano(ny} tiene un cero.

Ahora, supongamos que toda diagonal de A tiene un cero. Procedamos
por induccién sobre n, la dimension del espacio. Si n = 1, el resultado se
sigue.
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Supongamos que se cumple para matrices de tamano n X n. Sea A una
matriz no nula de tamano (n+1) x (n+1). Seleccionemos una entrada a;; = 0
y sea A la matriz obtenida de quitar el renglén y la columna correspondientes
a tal entrada. Como A es una matriz de tamafio nxn con todas sus diagonales
con un cero, por hipétesis de induccién A tiene una submatriz nula de tamafio
s1 X ty con sy +t; = n + 1. Consideremos la matriz original A y mediante
permutaciones de renglones y columnas

51 t

S1 X | O

A — _
w\y | z

Toda diagonal en X la podemos completar con las diagonales en Z para
obtener diagonales en A. Supongamos que X tiene una diagonal sin ceros.
Luego toda diagonal en Z tiene un cero. Asi, todas las diagonales en X
tienen un cero o bien, todas las diagonales en Z tienen un cero. Digamos
que todas las diagonales en X tienen un cero, entonces por hipdtesis de
induccion X tiene una submatriz idénticamente cero de tamano p X ¢ con
p+ g = s; + 1. Finalmente, A tiene una matriz nula de tamano p x (¢ + )
donde p+ (¢g+t) =t +s+1=n+2. O

Corolario 1.2.10. Toda matriz A biestocdstica tiene una diagonal sin ceros.

Demostracion. Supongamos que A tiene todas sus diagonales con un cero.
Entonces por el Teorema de Frobenius-Konig, A tiene una submatriz idénti-
camente cero de tamafio s X t con s+t =n+ 1. Como A es biestocastica se

tiene que

n n n n

Zaij = ZZCLU = Z]_ =n.

ij i=1 j=1 i=1
Pero la suma de los renglones y las columnas de A correspondientes a los
renglones y las columnas de la matriz nula no tienen términos comunes y
suman s+t > n. Esta contradiccién demuestra que A tiene una diagonal sin
Ceros. [

Teorema 1.2.11 (Birkhoff). El conjunto de matrices biestocdsticas de
tamano n X n es un conjunto convero y sus puntos extremos son matrices de
permutacion.
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Demostracion. Siguiendo la referencia [1]. En el Teorema 1.2.7 demostramos
una parte, falta ver que todo punto extremo es una matriz de permutacion.
Para esto demostraremos que toda matriz biestocastica S puede escribirse
como combinacién lineal convexa de matrices de permutacion.

Procedamos por induccion sobre k, el nimero de entradas positivas de
la matriz biestocastica S. En general se tiene que £ > n; si kK = n, en-
tonces S es una matriz de permutacion. Por el Corolario 1.2.10, S tiene
una diagonal sin ceros. Supongamos que S no es matriz de permutacion,

sea & = min{si,(1),.- ., Snom)} ¥ P la matriz de permutacién asociada a o.
Como S no es de permutaciéon entonces x < 1. Sea
T— 1 (5-2p)
= —xP,).
11—z 7

1" es una matriz biestocastica, pues:

. { L(siy—) sio(i)=j

(s — 2byp) = R
1_x(33 20o(1)1) — sio(i) # 7,

tij =
para ambos casos resulta que ¢;; > 0. Ahora, tenemos que

1 1 .
Ztij:1—xzsij_1ixz6g(i)j:1—x_1fx:1’ v
i

Y

1 1 .
Ztij = Zm(sij — 20,(1);) = 1— 2 Z}:Sm - % =1 Vi

J J

Ademads T tiene una entrada nula mas que S pues suponiendo = = s;(;)
para algin 1 < i < ny que o(i) = j, entonces
1 1

T i = @0atg) = (515 = si) = 0.

ti =
" 1-— 1_5ij

Asi, por hipétesis de induccién T = >, pi P, donde >, p, = 1 y para
cada ¢, P, es matriz de permutacién. Luego

S=(1-2)T+aP,=aP,+(1-2)>_ pP,
t

cony (I—-z)p+ax=0—-2)>,p+2z=1. O
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Teorema 1.2.12. Una matriz A € M,, es biestocdstica si y solo st Ax < x
Vr € R™.

Demostracion. Supéngase que Ax < x V. Tomando

tenemos que Y - a;; = 1Vj=1,2,...,ny ademds por la Proposicién 1.1.3
para cada 1 < j < n, se obtiene a;; > 0 para 1 <1 <n.
Por otro lado, por (iii) del Teorema 1.1.8 eligiendo = = e se tiene

n n
E E aij —1
i=1 | j=1

gZu—t\ para toda t € R.

Sit =1 obtenemos Y 7, |37 ai; — 1

es nulo para cada 4, en consecuencia 2?21 a;; = 1 para toda i = 1,...,n. esto
demuestra que A es una matriz biestocdstica.

Supongamos ahora que A es biestocastica. Como las matrices de per-
mutaciones son biestocdasticas y '<’ es relacién de equivalencia siempre que
x = Py para alguna P € 5, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que r1 > ... > T, YY1 > Yo > ... > Y, con y = Ax.

Ahora, para 1 < k£ < n tenemos la identidad

< 0. Se sigue que |y 7 aj; — 1

k

k n n k
PRSI BUEIED BP DL
j=1

j=1 s=1 s=1 j=1

Si escribimos t, = Z?Zl ajs tenemos que 0 < t; < 1. Asi que

k k
YIS DD 3 A Z% DI sz

Jlsl s=1 j=1
—ths sz—Zt—l) s — Tg) Zt
s=1 s=k+1

es negativo para toda 1 < k£ < n. Ademads cuando & = n debemos tener
igualdad, pues A es biestocastica. Por tanto y < x. O
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Recordemos que para un operador A su norma estd definida como

|A]| = sup [|Az].

llzl|=1

Proposiciéon 1.2.13. Si A es una matriz biestocdstica, entonces, todos sus
valores propios tienen mddulo < 1, 1 es valor propio de A y ||A|| = 1.

Demostracion. Sea A una matriz biestocdstica, por la Proposicién 1.2.6 es
unital y, por lo tanto, 1 es valor propio de A con vector propio asociado
e=(1,1,...,1).

Por el Teorema 1.2.12 tenemos que Az < z, para toda x € R". Sea x
vector propio de A con valor propio asociado A, entonces Ax < x y por el
inciso (7i7) de la Proposicién 1.1.8, lo anterior se cumple si y s6lo si para toda
teR

k

dla); =t <>y —tl, 1<k <n,

Jj=1 Jj=1

tomando ¢ = 0 se obtiene que

k k
A gl <D Jayls 1<k <n.
j=1 j=1

en consecuencia |\| < 1. Finalmente, de la proposicién 1.2.7, |A|* = A*A es
biestocastica, luego por la proposicion 1.2.6 cumple que es unital, entonces
1 es valor propio de |A[*.

Ahora, veamos que « es valor propio de |A[? si y sélo si § =/« es valor
propio de |A|. Como [|A4|| < 1, usando el Lema de la raiz cuadrada A.2.4
tenemos que

Al =T+ (I — A*A) + (I — A*A)* + ...
Sea h vector propio de |A[?, se sigue que

|Alh = Th+ ¢ (I — A*A)h + co(I — A*A)*h + . ..
=1h+c (1 —a)h+c(1 —a)*h +--- = (a)’h.

Y por A.2.5, tenemos
Al = [TA[ ]} = s:1(|A]) = 1. O
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Recordemos que |z| = (|z1], ..., |zn]) ¥ para vectores x, y € R" escribire-
mos r < y siempre que x; < y; para todat=1,...,n.

Proposicion 1.2.14. Si A € M,, es matriz biestocdstica, entonces

|Az| < A(|x|) Vr € R".

Demostracién. Notese que |Az| = (‘22:1 ay;T; > anja:j‘). Para ca-

g sans

da k con 1 < k < n, tenemos que

n

E :aijj

=1

n

n
<Y oy = arglay-

Esto demuestra la proposicion. ]

Proposicion 1.2.15. Toda submatriz cuadrada de una matriz biestocdstica
es una matriz bisubestocdstica. Toda matriz bisubestocdstica puede ser dilata-
da a una matriz biestocdstica. Fs decir, si By, es matriz bisubestocdstica
entonces la dilatacion A puede ser elegida de tamano a los mds 2n X 2n.
De hecho, si R es la matriz diagonal cuya 1—ésima entrada es la suma del
1—ésimo renglon de B y C' es la matriz diagonal cuya j—ésima entrada es la
suma de la j—ésima columna de B, entonces

A= (Ifc I;ﬁ) (1.10)

es una malriz biestocdstica.

Demostracion. Sea A una matriz biestocdstica. Consideremos la matriz B
tal que b;; = a;; para i € {i1,...,ik} v J € {ji,---.Jk}, £ < n; donde
{i1,...,1,} son los renglones de Ay {ji,...,Jn} sus columnas . Claramente
b;j > 0. Luego

k k n
Zbij = Zaij < Zaij =1, para toda i;
=1 i=1 =1

andlogamente ) . b;; < 1, para toda j, asi B es matriz bisubestocastica.

Ahora, sean R = (r;;) donde r;; = Y7 by, r; = 0 para toda i # j y
C = (cij), donde ¢;; = >3 byj v ¢;; = 0 para toda i # j. Consideremos la
matriz A como en (1.10). Tenemos que
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2n
Za” me%—z —714j) wa+(1—2b>:1 Vi=1,...,n
j=n-+1 1
o bien,
2n
Za” Z — ¢ij) Z bﬂ—l—thZ > by
Jj=1 j=n+1 j=n+1
:1—2@#2%:1 Vi=n+1,...,2n.
t=1 t=1

Andlogamente, ) . a;; =1 para toda j =1,...,2n. Asi, A es biestocasti-
ca. O

Proposicion 1.2.16. El conjunto de todas las matrices bisubestocdsticas de
tamano nXn es un conjunto convero y sus puntos extremos son matrices que
tienen a lo mds un 1 en cada renglon y cada columna y las entradas restantes
cero.

Demostracion. Denotemos por B al conjunto de matrices bisubestocasticas.
Sean A, B € B y sea 0 <t < 1, entonces

(1) [tA+(1—t)B]~-:taij+( —t)bi; > 0. Vi, j.
(i7) zn:(tA+(1—t —tZaU 1—t)zn:bij
: §t+(1—t):1 : V7,

andlogamente > (A + (1 — {)B);; < 1 para toda i. Asf la matriz Q =
tA+ (1 —t)B es bisubestocdstica.

Ahora, supongamos que P es una matriz con a lo mas un 1 en cada
renglén vy cada columna, veamos que es punto extremo. Supongamos

con A, B € B tales que A # By 0<t<1. 8Sip;; =0, tenemos que a;; =0
implica que b;; = 0. Luego a;j, b;; > 0. Entonces 0 = ta;; + (1 — t)b;; no se
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puede cumplir para 0 < ¢ < 1 pues tenemos términos estrictamente positivos
en el lado derecho. Si p;; =1 de (1.11), tenemos

1 =ta;; + (1 — )b

con a;j,b;; > 0 pues si a;; = 0 entonces b;; > 1 lo cual no puede suceder,
andlogamente si b;; = 0. Si a;; = 1 entonces b;; = 1, luego A = B = P. Si
0 < ay,b;; <1 tenemos t = ;—:szj Supongamos que a;; — b;; > 0, entonces
1 —b;; < ai; — byj, de donde a;; > 1, lo cual no puede suceder. Si a;; — b;; < 0,
entonces 0 < t = al;bgjj < 0. Esto demuestra que t = 0 o bien t = 1 en (1.11).

Ahora, para demostrar que todo punto extremo de 8 es una matriz con
a lo mas un 1 en cada rengléon y cada columna, veremos que toda matriz
B € %5 se puede escribir como combinacion lineal convexa de tales matrices.
Sea B € B, por la Proposicion 1.2.15 podemos dilatar a B en

B I—-R
a=(, %0 1)
Luego, por el Teorema de Birkhoff A =", AP, con Y, A, = 1 y P, matrices

de permutacion. Cada submatriz ); de una matriz de permutaciéon P; tiene
a lo mas un 1 en cada renglén y cada columna y tenemos

NQ, X

ASII, B = Zt /\tQt' ]

Proposicion 1.2.17. Una matriz B con entradas no negativas es bisub-
estocdstica sty solo si existe una matriz biestocdstica A tal que by; < a;; para
toda i,7=1,...,n.

Demostracion. Supongamos que A = (a;;) es matriz biestocastica tal que
bi; < a;j para todas ¢,j = 1,...,n, para una matriz B = (b;;). Entonces

Zn:bijgi:aijzl, ijl,...,n;
=1 i=1

analogamente Zj bjj <1 paratodat=1,...,n.
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Supongamos ahora que B es bisubestocastica. Por la Proposicion 1.2.16,
existen {Q,}Y_; puntos extremos del conjunto de matrices bisubestocdsticas
y0<t,<1talesque) t,=1y

N
B = Zthn.
n=1

Para cada (), existe una matriz biestocdstica, de hecho una matriz de per-
mutacién P,, tal que qg-” < pZ(;L), con 1 < i,j < n, basta colocar los 1 que
faltan. Tenemos que

N N
by =Dty <D taply = ay Vi,j=1,..,n.
n=1 n=1
Por el Teorema de Birkhoff A = (a,;) es una matriz biestocdstica. O

Proposicién 1.2.18. (i) Sean v = (11, 22),y = (y1,72) € R?, existe 0 <
t <1 tal que

(@1, 22) = (ty1 + (1 = )y, (1 — t)y1, +1yo)
sty solo st x < y.

(ii) Sean x,y € R™ tales que x se obtiene promediando cualesquiera dos
coordenadas de y como en (i), dejando fijas a las demds coordenadas.
Entonces x < y.

Demostracion. Demostremos (7). Supéngase que y; = méx (yi, y2), entonces

r1 = i+ 1=y <tyi+1 -ty =y
ze = (L=t)hyr +tya < (1 =ty +ty1 =y

Asi tenemos que max(xy, z2) < max(y;,y2) es decir z < y. El otro caso se
demuestra de manera similar.
Reciprocamente, si x < y entonces como x% < x{ < y% y x%%—xg = yh—y%,
tenemos que z1 = 5 + (y¥ — 25) > 3. Consecuentemente existe ¢ € [0, 1] tal
N A N A O 2o A 2 E o)
quezy =tyy + (1 =ty y a3 =yy +y5 — tyy — (1 — t)ys = tys + (1 — t)yy.
Esto demuestra el reciproco en el caso cuando :zﬁ =xy y% = 41, los casos
restantes se demuestran de manera similar.
La demostracién de (ii) es similar a la primera parte de la demostracién

de (). O
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Definicion 1.2.19. Diremos que una transformacion lineal T sobre R™, es
una t—transformacion si existen 0 < t <1 e indices i, j tales que:

@ J

Proposicion 1.2.20. Si T es una t—transformacion, entonces es combi-
nacion lineal convexa del operador identidad y alguna matriz de permutacion
P. Luago T es biestocastica y Ty < y para toda y € R™.

Demostracion. Notese que una t—transformacién es una combinacién con-
vexa de la aplicacién identidad y alguna permutacion P € S, en efecto,

Ty - (yla e Yi—1, tyl + (1 - t)yj7 Yit1s - Yj—1, (1 - t)yl + ty]? Yj1yeees ?/n)
(tId+ (1 —t)P)y.

Luego por la Proposicién 1.2.7 tenemos que 7T’ es biestocastica. Asi, del Teo-
rema 1.2.12 se sigue el resultado. [

Teorema 1.2.21. Para toda x,y € R", las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(i) © <y;

(ii) El vector x se obtiene a partir del vector y mediante un nimero finito
de t—transformaciones;

(15i) x pertenece a la envolvente convexa de todos los vectores obtenidos al
permutar las coordenadas de y;

(iv) © = Ay para alguna matriz biestocdstica A.

Demostracion. Probaremos (i) = (4i) por induccién sobre la dimensidn.
El caso n = 2 se sigue del inciso (i) de la Proposicion 1.2.18.
Supongamos que la conclusion se cumple para dimensiones hasta n — 1.
Sean z,y € R". Los vectores 2+, y* se pueden obtener a partir de z, y mediante
permutaciones P € 5,,. Cada permutacion es producto de transposiciones
T € 5, v cada transposiciéon es una t— transformacion, pues tomando t = 0
en la definicion 1.2.19 obtenemos

Ty =TYy = (yl: o i1 Yk Yj+15 -0 Y5 Yk+1, ;yn)
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x1 > z9 > ... > z, y que
Y1 2> Y2 2 oo 2 Yne

Siz <y, entonces x; <y y ny, < Y0y =y 5 7 < nry, de donde
se ve que y, < x; < . Elijamos 1 < k < n tal que y, < x1 < yp_y
entonces x1 = ty; + (1 — t)yg, para alguna 0 < ¢ < 1. Sea Tj la siguiente
t—transformacion

Tiu = (tuy + (1 — t)ug, ug, ..., ug_1, (1 — t)ug + tug, Ugyr, ..y ) Vu € R,

Notese que la primer coordenada de Tiy es x1. Sean

'TI = (’T27 e ,Z’n) y, = (yQa vy Yk—1, (1 - t)yl + tyk7 Y41 ey yn)

Mostraremos que z’ < y'. Como y; > ... > yp_1 > ty; + (1 — )y = 21 >
To > ... > @y, 512 < m < k—1 entonces se tiene Z;":Q y; > 2212 z;. Y para
k< m < n se tiene

Z Zy] 1_tyl+tyk +Zy]
Jj=

j=k+1

:Zyj—t?/1+tyk—yk22yj—ty1— (1 =1ty
J=1 j=1

m m m

!

:E yj—:vlzg zj—$1:E ;.
j=1 j=1 j=2

Si m = n, tenemos Y7, x; = >_7_,y;. Hemos demostrado que ' < y/"

Por la hipdtesis de induccion, existe un nimero finito de t— transforma-
ciones Ty, ..., T, € R" ! tales que ' = (T - - - T5)y'. Y podemos considerar que
cada T} es una t—transformacién en R” que no mueve la primera coordenada,
es decir

(L Ty = (T - Do) (21, ¢) = (21,27) = 2.

Esto demuestra que (7) implica (7).

Que (i7) = (iii), se sigue de la Proposicién 1.2.20, donde cada factor
Ty = (tId+(1—t)P;)y define una matriz biestocéstica, luego por la Proposi-
cién 1.2.7 se tiene que (ii7) = (iv).

La implicacién (iv) = (i) es consecuencia del Teorema 1.2.12. O

Recordemos que una matriz U es unitaria si U*U = [ = UU".
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Proposicién 1.2.22. (i) Si U = (u,j) es una matriz unitaria, entonces la
matriz (Jui;]?) es biestocdstica, diremos que es matriz uni-estocdstica y se
llamard ortoestocastica st U es ortogonal real.

(i) Si x = Ay para alguna matriz biestocdstica A, entonces existe una
matriz ortoestocdstica B tal que x = By.

Demostracion. (i) Supéngase que U = (u;;) es matriz unitaria. De las iden-
tidades U*U = (324, Trauny);; = 1y UU* = (305, uatiye);; = I, se obtiene

ij

respectivamente
n n
> gug = Juggl? =1 para toda j =1,....n (1.13)
k=1 k=1
n n
Zuiku_ﬂg = Z lug > =1 para toda i =1,...,n. (1.14)
k=1 k=1

Y también tenemos T u;; = |u;;|* > 0 para toda 4,5 = 1,...,n. Por lo tanto,

|Un|2 |U12|2 |U1n|2
A= .

‘UMP ‘un2’2 ’unn‘Q

es biestocastica.

(1) Siguiendo la demostracién en [10]. Supongamos que x = Ay para al-
guna matriz biestocastica A, entonces por el Teorema 1.2.21 el vector x se ob-
tiene a partir de y mediante un nimero ntimero finito de t—transformaciones,
es decir, x = T115...T,,y. Para demostrar que 1175...T,, = (Wg) para alguna
matriz ortogonal real W, procederemos por induccién sobre el nimero de
t—transformaciones. Supéngase que n = 1, la dimensién de la matriz es arbi-
traria. De la Definicién 1.2.19 tenemos que T} = ¢/ +(1—¢)P; para0 <t <1
y alguna matriz de permutacién P;. Omitiendo las entradas donde 77 actia

como identidad, escribiremos
t 1-—1
Tl_[l—t y ] (1.15)

Definamos una matriz unitaria real U, que actia como identidad en aque-
llas entradas donde 7} lo hace y mediante la matriz

Uz[ﬂﬂ_t _‘/\}?} (1.16)
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en las entradas donde 7} no actia trivialmente. Tenemos que U*U = [ =
UU*yqueT) = (Ufj) Para hacer el paso inductivo, supéngase que el produc-
to de n t—transformaciones para matrices de tamano d X d, con d arbitraria,
es ortoestocdstico y considérese el producto 1175...7,11. Supongamos que
para 1 <k < n+ 1y cualquier y € C", la t—transformacion 7),,9_ actia
sobre la coordenada k y alguna coordenada d; > k en y. Luego T, actia
sobre la primer coordenada y la coordenada d; > 1 de y. Sea P la matriz cor-
respondiente a la trasposicion de las componentes 2 y d; de cualquier vector
Y, entonces

t 1—t 0
PT, P=|1-t ¢ 0 (1.17)
0 0 I,

donde I; 5 es la matriz identidad de tamano (d — 2) x (d — 2). Como el
producto 1175...T;, actia como la identidad en la primer columna y el primer
renglén podemos definir la matriz A de tamano (d — 1) x (d — 1) como

TTy...T, = [é H (1.18)

Si omitimos el primer rengléon y la primer columna de la matriz T\75...7T,
obtenemos T(T5...T} de tamanio (d—1) x (d—1) tales que T}T5...T} = A. Por
hipétesis de induccién existe una matriz de tamano (d—1) x (d—1) ortogonal
U = (Uy) tal que Aj; = UZ. Defiimanos la matriz U’ obtenida mediante
U'" = P'UP' donde P’ es la matriz que traspone las primer coordenada y
la coordenada d; — 1 de vectores y, de manera similarmente definimos A’
mediante A’ = P’AP'. Entonces Aj; = U’?j. También tenemos

10

Multiplicando la ecuacién anterior por PT,, 1 P obtenemos, de (1.15) y la
identidad P? = I que

13 1—-t 0
PTlTQ...Tn+1P: |: 2 ~ :| y (120)

(1-t8 t A

donde & es la primer columna de A’ y A es la matriz de (d —2) x (d-1)
que resulta cuando la primer columna de A’ es removida. Sea U la matriz de
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(d —2) x (d — 1) que resulta cuando la primer columna de U’ es removida y
sea U la primer columna de U’. Definimos una matriz de d x d por

v Vi —V1-1 0
| Vi—ti Vti U

V' es una matriz ortogonal. Para ver esto comprobamos que las columnas de
V' son unitarias y ortogonales. Para la primer columna tenemos

Vit =ti-d=vV1=1, (1.22)

y de manera similar para la segunda columna. Las columnas restantes son
unitarias pues son columnas de la matriz unitaria U'. Para la ortogonalidad
entre columnas, tomando las dos primeras

(VH(=V1—t) + (V) (V1 = t)i- i = 0. (1.23)

Para las columnas restantes sabemos que @ es ortogonal a las columnas de U.
En consecuencia tenemos PT\T;...T,,, P = (Vgij), entonces definiendo W =
PV P tenemos que W es una matriz ortogonal tal que T175... 7,11 = (W?;),
lo cual completa la induccién. Usando nuevamente el Teorema 1.2.21 se sigue
el resultado. O

(1.21)

Recordemos que una matriz A es hermitiana si A = A*, donde A* = A?
es la matriz adjunta de A.

Teorema 1.2.23 (Lema de Schur). Sea A € M,, una matriz hermitiana;
sea diag (A) el vector cuyas coordenadas corresponden a los elementos a;; de
A y sea M(A) el vector cuyas coordenadas corresponden a los valores propios
de A especificados en cualquier orden. Entonces

diag (4) < A(A).

Demostracion. Dada A matriz hermitiana, por el Teorema espectral existe
una matriz U unitaria tal que diagonaliza a A, podemos escribir

A = Udiag (M(A))U”
de aqui tenemos

n —_— n JEE—
Do AT D Ui AT

A= : : : (1.24)

n —_— n —_
D iy UnjAjUTy oo Dy Ung Al
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Asi que

dlag (A) = (Z ulj)\ju_lj, Ceey Z un]/\]u_nj) s (125)
i=1 i1

entonces podemos escribir a; = 7. [ui;|*A;. Esto implica que diag (4) =
SA(A), donde S es la matriz S = (Ju;|?), que es biestocdstica por la parte
() de la Proposicién 1.2.22. Ahora, una aplicacién de la parte (i) del Teorema
1.2.21 nos permite concluir que diag (A) < A(A). O

Teorema 1.2.24 (Principio del maximo de Ky Fan). Si A(A)* denota
el vector de wvalores propios ordenados en forma decreciente de una matriz
hermitiana A, entonces para toda k =1,2,...,n

k k

DN =mix ) (x;, Axy), (1.26)

J=1 J=1

donde el mdzimo es tomado sobre todas las k—uplas de vectores ortonormales
{z1,--+ ,x1} en C".

Demostracion. Sea {xq,...,xx} un conjunto ortonormal en C", que podemos
completar a una base {z1,...,%k,...,z,} en C". Si (a;;) es la matriz de A
respecto de esta base, entonces

n

=1

Por lo tanto,

(wp, Azy) = <iUk:> Zail$i> = Zail (Tg, 1) = Q. (1.28)
i—1 i—1

Por el Lema de Schur, tenemos diag (A) = ((x1, Az1) ..., (Tn, Azy)) < AMA).
Por la proposicion 1.1.4 se sigue que

k

k
> ay, Azy) <N 1<k<n. (1.29)

j=1 j=1
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En particular, si {zy,...,2x} es un subconjunto ortonormal de vectores
propios de A tales que Az; = \;z;, entonces

k k k
Z (z;, Ax;)* Z (zj, \jz, ¥ = Z)\f 1<k<n. (1.30)
7=1 j=1 7j=1

Es decir, la suma se satura alcanzando su maximo. Esto demuestra que

k k
méxz (xj, Ax;) = Z/\j 1<k<n (1.31)
J=1 =

]

Notese que lo anterior se cumple para toda 1 < k < n y sobre algin
conjunto ortonormal {z;}¥_,, tenemos

k k k
Z )\? = méxz zj, Ax;) > Z z;, Az;)t = Z ajj. (1.32)
j = j=1 j=1

Ademas si k = n el maximo del lado izquierdo se alcanza en la base ortonor-
mal {z1,---,x,} de los vectores propios de A y la desigualdad anterior se
convierte en igualdad. Asi, el principio de mayorizacién de Ky-Fan es equi-
valente con el Lema de Schur.

Proposiciéon 1.2.25. Sean A, B matrices hermitianas, entonces para toda
k=1,...n

Z (A+ B) Zj Z X (B). (1.33)

Demostracion. Usando el Teorema 1.2.24 y tomando méximos sobre un sub-
conjunto ortornormal {xl, -zt en C"

k
Z/\j(A%—B) :maxz zj, (A+ B)x;) —maXZ( (xj, Ax;) + <xj7ij))

=1

< méxz (mj, Az;) + méXZ (xj, Bxj)

j=1 j=1

:zk:Aj(A)+zk:Aj(B). O
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Dada una matriz A de tamano n X n, decimos que B es la raiz cuadra-
da de la matriz A si B- B = Ay el valor absoluto |A| se define mediante
la relaciéon |A| = vV A*A. A los valores propios de la matriz |A|, tomando
en cuenta sus multiplicidades, se les llaman valores singulares de A, que
denotaremos por s;(A4),...,s,(A) v los tomaremos ordenados en forma de-
creciente.

Proposicion 1.2.26.

(a) Para cualquier matriz A, sea A la matriz:

~ 0 A
i-(%0)

Entonces, A es hermitiana y sus valores propios son los valores singulares de
A junto con sus negativos.

(b) Para cualesquiera matrices A, B y todo k =1,2,...,n se cumple
k
D si(A+B) <> si(A)+ ) s(B).
7j=1 7j=1 7=1
Demostracion.

(a) Efectivamente A es hermitiana pues

(Z)*=<?4* é>*=<j* ﬁ):ﬁ, (1.34)

ya que A* = A. Sea A un valor propio de ;L con vector propio (X7, X3)

0 A X, . X3
(A* 0)<X2>_)\<X2>. (1.35)
Tenemos que AX, = AX; y A*X; = AX5, como A es hermitiana se sigue que
A € R, luego
|A|2X2 - A*AXQ - /\A*Xl - )\Q.XQ.
Por tanto |A| = v/A2 es valor singular de A. Reciprocamente, si W*AQ = S es

la descomposicion en valores singulares de A, es decir S = diag (s1(A), ..., s,(4)),
W es la matriz unitaria cuyas columnas W; son los vectores propios de A*A
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y @ es la matriz unitaria cuyas columnas (), son los vectores propios de AA*
correspondientes a los valores propios s?(A), para 1 < j < n. Entonces, para
cada j tenemos que

AQj = s A)W;, y AW, = 5;(A)Q;,

es decir, s;(A) y —s;(A) son valores propios de A con vectores propios aso-
ciados (W}, Q;) v (=W}, Q).

(b) Sean
- 0 A =~ 0 B
i=(% o) m=(% 1)

Por la Proposicién 1.2.25 tenemos que

k k

Y MA+B) < Zk: A(A) + ) A(B).

7j=1 7j=1 7j=1
Pero por el inciso anterior, para 1 < k < n podemos escribir
k
Y si(A+B) <> si(A)+ ) si(B). 0
7=1 7=1 7=1

pues los negativos de los valores propios de |A| aparecen después de la posi-
cion n.

En la proposiciéon anterior, tomando k& = 1 tenemos
81(A + B) S Sl(A) + Sl(B),

que es la desigualdad del tridngulo para operadores sobre un espacio de di-
mension finita, con la norma de operadores. Esto es

1A+ Bl < [[All + 1Bl
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Capitulo 2

Normas simétricas sobre C"

2.1. Normas en C"

Comencemos tomando las p-normas sobre C". Para cada z = (x1,...,2,) €
CTL

n 1/p
el = (zw) b<p<oo
7j=1

[|2]|oo = max |z,
1<i<n

Para 1 < p < oo estas funciones definen normas en C”.
Veamos que ||x||o = lim, , ||z]|,- Notese que |zix| < ||z]|o para toda
1 <k <n, en consecuencia )7 | |z;/” < n||z|%,. Como la funcién u — u'lP

1/p
preserva el orden, se obtiene que (2?21 |x]~|p) < (n||z||,)"/?. Entonces

n 1/p
im nf (Z |xj|p) <timinf 0ol = oo (2)
]:

Tenemos asi una desigualdad. Ahora como siempre se cumple
2ll5e < |21l + - - + Jaal”,

1/p 1/p
tenemos que <||:1:||€0) < | 2= lz;[” ) . Tomando el limite superior

cuando p — oo obtenemos la otra desigualdad. A continuacién probaremos
algunas propiedades de la familia de p—normas.
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Proposicién 2.1.1. Para toda v € C" y toda 1 < p < o0 se cumplen:

(i) Propiedad del mddulo o calibracion: ||x||, = || |z]||,-

(11) Propiedad de monotonia: ||x||, < ||y|l, siempre que |z| < |y|.

(iii) Propiedad de simetria: ||z||, = ||Px||, VP, donde P es una matriz de

permutacion.

Demostracion. (i) Sea x € C" y 1 < p < oo entonces

n 1/p n 1/p
] [, = (ZH%‘\ \p) = (Z !%!”) = [|z]p-
7j=1

i=1

Para p = 00; || 2] ||ee = méxi<j<p | |2i] | = méxi<icn |25 = |2 oo-

(ii) Sea x € C", supongamos que |z;| < |y;| para toda j = 1,2,...,n.
Entonces para toda 1 < p < oo se cumple que |z;[? < |y;|P para cada
j = 1,2,...,n. Sumando las coordenadas tenemos que > [z;[P < > |y;[".

Como la funcién v — u'/? e s mondtona tenemos que

], = (Z !%!”) N < (Z ij!”> N = [[9llp-

J J
Para p = oo, si |z;] < |y;| para toda j = 1,2,...,n entonces ||z|. =
max; |7;| < mdx; [y;| = méx [y oo

(ii1) Sean z € C* y P € S,,, como P es matriz de permutacién entonces

Px = (x(,(l), . ,:L"(,(n)). Sea 1 < p < 0o, calculamos
n 1/p n 1/p
1P, = (Z!%u)!p> = (Z\%‘!”) = [lllp-
=1 =1
Ahora si p = oo calculamos ||Px||o = max; |2,(;)| = max; |z;] = ||#|l. O

Observese que si suponemos el espacio de dimension infinita y que estd dota-
do de la p-norma, se trata del espacio ¢,. Las primeras dos condiciones en
la Proposicién 2.1.1 se cumplen claramente pues las sucesiones son absolu-
tamente convergentes. Por el Teorema de reordenamiento de series la tltima
condicién en la Proposicién 2.1.1 se cumple, por lo tanto la proposicién tam-
bién es valida en £,,.
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Proposicién 2.1.2. Una norma en C™ es calibrada si y sélo si es mondtona.

Demostracion. Supongamos que || - || es mondtona. Sea z € C" entonces
lz| < ||z|| y por la monotonia de la norma tenemos que [lz|| < |||]|].
Por otro lado, ||z]| < |z|, asi por la monotonia de la norma se tiene que

| |z| ]| < ||=|| por lo tanto || - || es una norma calibrada.
Reciprocamente, supongamos que ||-|| es una norma calibrada. Sean z,y €
C™ tales que |z;| < |y;| para toda j =1,2,...,n, si tomamos x; = t;y,; para

y; # 0 entonces |t;| < 1. Luego

]| = 1(try1, - - tayn)
B 1+t1 1-t 1+t
- hn 9 Yiy-- ey 9

1 + t1

1—1¢
S ||(Z/1>?/2> e 7t’nyn)|| + Tlu(_ylay% s 7tnyn)||

= H(ythyQ---; tayn)l] < <[y, y2- -, taya)ll < (1592 un)|l-

Donde para la primer desigualdad se aplicé la desigualdad del triangulo y la
calibracién sobre el primer sumando y se continu6 con el procedimiento para
las coordenadas restantes. [

Ejemplo 2.1.3. Consideremos las siguientes normas en R2.

a. ||z|la = |z1] + |za| + |21 — 22| cumple la propiedad de simetria pero no la
calibracion, pues

|1 Pzlla = |2| + [21] + |22 — 21] = [|2[]0-
Por otro lado tomando ©1 = —1, x5 =1
[zl e =I=LDI=1=1+ 1+ ][ =1 = [1]| =2 # 41 = ||z,

b. ||z||y = |z1| + |v1 — 22| no es simétrica ni calibrada. Tomando z = (—1,2)
lzllo=1—=1+]-1=2[=4#5=[2|+ 2= (=D] = ||Pz]},
el flo = 1T= Tl + =1 =21 =2 # 4 = [l]l-

c. ||z|lc = 2|z1| + |z2] no es simétrica pero si es calibrada. Consideremos
= (1,2)

[1Pzlle = [1(2, Dlle = 212 + 1] = 5 # 2[1] + |2] = ||l
el lle = 20 ol [+ 1 o] [ = fl2le
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2.2. Normas simétricas y calibradas

Por la propiedad de calibracion vista en la seccién anterior, las normas
simétricas y calibradas en C" estan determinadas por aquellas en R”.

Definicién 2.2.1. Una funcion @ : R® — R, es simétrica y calibrada si
(i) ® es una norma.
(i1) ®(Pz) = ®(z) para toda x € R" y toda P € S,,.
(iit) ®(e121,...,602s) = P(21,...,2,), donde e, = %1, j=1,2,...,n.
(iii) ®(e1) = ®(1,0,...,0) =1 (® esta normalizada).

Por la condicién (i) una funcién simétrica y calibrada estd determinada
por sus valores en R’}

Definicién 2.2.2. Sea x € R" y supdngase que sus coordenadas son orde-
nadas de tal forma que |x1| > |z2| > -+ > |z,|. Para k =1,2,...,n definimos

D (a) = D Il (2.2

Es sencillo ver que es una norma y por las propiedades del médulo la
funcion ® ;) es simétrica y calibrada; nos referiremos a esta funcién como la
norma de Ky Fan. Ademds

) () = lollec, Py () = ll[]1-

Usaremos también || - ||y para denotar a la norma de Ky Fan, nétese el uso
del paréntesis para no confundirlas con las p—normas.

Proposicién 2.2.3.

(i) Toda funcion simétrica y calibrada es continua.

(i) Sea ® una funcion simélrica y calibrada. Entonces para toda z € R™,
7)o < @(x) < [[]]1.

(iii) Toda funcion ® simétrica y calibrada es mondtona en R.

(iv) Sean x,y € R" tales que |z| < |y|, entonces ®(x) < O(y).



2.2 Normas simétricas y calibradas 37

Demostracion.

(i) Dada una funcién ® simétrica y calibrada, por (i) de la Definicién 2.2.1 ®
es una norma sobre R". De aqui se obtiene la continuidad.

1) Sea x € R"™. Supongamos que ||z|loc = MdXi<i<y, |T;| = 2, para alguna
(1) pong q <j<n |7 ;P g
k€ {1,2,...,n}. Entonces de que ® sea norma, la propiedad (iv) de la
Definicién 2.2.1 y la Proposicién 2.1.2 implican que

H:EHOO = |$k’q)(07 "'707 1707 70) - q)(()) ...,0,37]{;,0, 70) S CI)('I')

Por otro lado, nuevamente por las propiedades de una norma, la calibracién
y normalizacién tenemos que
O(z) = (21, ..., xn) < O(21,0,...,0) + ... + (0, ..., x,)
= ®(|z1],..,0) + ... + (0, ..., |zy|)
= |z1|P(1,0,---,0) + ... + |2, |P(0,---, 1) = ||z||1,

asi tenemos ||zl < @(z) < ||z||;.

(iii) Sean z,y € R tales que z; < y;, j = 1,---n, equivalentemente |z| <
ly|. Asi por la Proposicién 2.1.2 se sigue el resultado.

(iv) Es consecuencia del inciso anterior. O

Consideraremos funciones ¢ : R" — R™, cuyo dominio es todo R" o
bien un subconjunto de este espacio que es convexo e invariante bajo la
permutacién de sus coordenadas. Retomando el concepto de la mayorizacién
presentado en el capitulo anterior, ahora introducimos la siguiente

Definiciéon 2.2.4. Diremos que una funcion ® : R® — R™ es tsotona si

T <y = O (z) <, D(y). (2.3)
y fuertemente isotona si

T <, Y = O(x) <, P(y). (2.4)

Sim =1 la submayorizacion <, en el lado derecho de (2.3) se convierte en
desigualdad. En este caso las funciones isotonas también se llaman Schur—
convexas o bien S—convexas.
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Definicién 2.2.5. Una funcion ® : R® — R™ es mondtona creciente si
r<y = ®(z) < 2(y).

Definicién 2.2.6. Una funcion ® : R* — R™ es convexa si para todos
z,y € R"”

O(tr + (1 —t)y) < tP(z) + (1 —t)P(y) para toda 0 <t < 1.

Definicién 2.2.7. Una funcion real f definida en un intervalo I es convexa
st dados a; > 0 para j = 1,2,...,n tales que Zj a; = 1, entonces

f (i aﬂj) < En:ajf(tj) vt el (2.5)

J=1

La funcién f(t) = —In(¢) es convexa, luego usando la desigualdad (2.5)
y leyes de logaritmos tenemos

In (2”: ajtj) > zn:aj In(t;) = En:ln(t?j) =In (ﬁ t;]) .
=1 =1 =1 =1

Aplicando la funcién exponencial obtenemos

n

Z (Ijtj 2 ﬁ t?j. (26)
j=1

j=1
Esta es la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica.

Teorema 2.2.8. (i) Sean z,y vectores con coordenadas no negativas. En-
tonces © <,y st y sélo si x = By, para alguna matriz bisubestocastica B.

(i7) Sean z,y € R™. Entonces v <, y si y sdlo si existe un vector u tal
que T <u yu<y.

Demostracion. Siguiendo la referencia [1]. Si z,u € R" y x < u, se sigue que
x <, u. Si ademds u < y, recordemos que la relacién <, es transitiva, por lo
tanto z <, y.

Supongamos ahora que z,y son vectores no negativos y * = By para
alguna matriz bisubestocastica B. Por la Proposiciéon 1.2.17, podemos en-
contrar una matriz A biestocdstica tal que b;; < a;; para todos i, j. Entonces
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= By < Ay. Tomando u = Ay, por la Proposiciéon 1.2.21 tenemos que
u<y. Asl, x <, y.

Reciprocamente, sean x,y vectores no negativos tales que x <, y. De-
mostraremos que existe una matriz biestocastica B tal que x = By. Six = 0,
podemos elegir B = 0, y si x < y por el Teorema 1.2.21 podemos elegir B
biestocéastica y el resultado se sigue. Supongamos que no pasa ninguno de los
caso anteriores. Sea r = min{zy,...,z,} y sea s = Try — Trz. Tenemos que
s > 0. Sea m un entero positivo tal que r > 2. Ahora, dilatamos los vectores
x,y en vectores en u,v € R""™ como

u=(Z1,...,Tp,8/m,...,s/m)
v= (Y1, Yn,0,...,0).
Como r < z; para todo j = 1,...,n. Tenemos para algin 1 < my <m
n+{m—mo) n+(m—mo) n
1 C 1 Try —Trx
> ui_zﬁ ) E_Zm(m_mo)T
i=1 ZTL+1 =
_m—mo 1 mo
e Z;yﬁ Z Z T

n+{(m—mo)

=1

i=1
Por lo que 2% uf < 3% o} paratoda k =1,...,n +m. Por otro lado
n+m n n+m Tl‘y Tr n—+m
Zui:in—l—Z Zxﬁ—m —Zv]
i=1 i=1 izl

Entonces, u < v. Asi por el Teorema 1.2.21 existe una matriz A biestocas-
tica de tamano (n+m) x (n+m) tal que u = Av. Luego, sea B, «, submatriz
de A (situada en la esquina superior izquierda de A), por la Proposicién
1.2.15, B es bisubestocéstica. En consecuencia x = By.

Sean x,y € R” tales que x <, y. Escogemos ¢ > 0 tal que x + te,y + te
son positivos, donde e = (1,1, ..., 1). Nétese que seguimos teniendo z +te <,
y + te. Entonces, por lo mostrado anteriormente = + te = B(y + te), para
alguna matriz bisubestocastica B. Luego, por la Proposicion 1.2.17 existe una
matriz biestocdstica A tal que b;; < a;; para todos ¢,7 = 1,...,n. Entonces
r +te = A(y + te) = Ay + te pues A es biestocdstica y preseva unidad.
Entonces tomando u = Ay tenemos x < uy u < y. O
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Teorema 2.2.9. Sea ® : R® — R™ wuna funcion convera. Supdngase que
para toda P € S, eriste P' € S, tal que

O(Pzx) = P'd(x) Vo e R™. (2.7)

Entonces ®© es isotona. Si ademds ® es mondtona creciente entonces es
fuertemente isotona.

Demostracion. Sean z,y € R” tales que < y. Por la parte (7ii) del Teorema
1.2.21 existen matrices de permutacién Pi,..., Py € S, y ndmeros reales
positivos ti, ..., tx con Zj t; =1 tales que = = Zj t;P;y. Por la convexidad
de @ y la propiedad (2.7) tenemos que

o) = (S k) < raien) - X era

Escribiendo z = >, 1; P/®(y), se tiene que ®(x) < z y por (i) del Teorema
1.2.21, z <, ®(y). Por lo tanto ®(z) <, ®(y).

Ahora, si & ademds es mondtona creciente. Sean x,y tales que = <, y.
Por el Teorema 2.2.8, existe u € R" tal que z < u < y. Asi, por la monotonia
tenemos que () < ®(u) y ®(u) <, P(y). Esto prueba que ® es fuertemente
i1sotona. [l

Proposicién 2.2.10. Sean z,y € R". Siz <, y entonces ®(z) < ®(y) para
toda funcion ® simétrica y calibrada.

Demostracion. Sea @ funcién simétrica y calibrada. Por ser norma, ® es
convexa; luego se cumplen las condiciones del Teorema I1.3.3 en [1]. Tenemos
que P es fuertemente isotona. Por la definicién 2.2.1 tenemos que la subma-
yorizacién ®(z) <, ®(y) se vuelve la desigualdad, es decir ®(z) < ®(y). O

Proposiciéon 2.2.11. Si para toda k = 1,2,....,n y para toda x,y € R"
Py(z) < Pyy(y), entonces ®(x) < ®(y) para toda funcion ® simélrica y
calibrada.

Demostracion. Supéngase que ®y(x) < @)(y) para toda k =1,2,...,n por
la Definicién 2.2.2 tenemos que |z| <, |y|, entonces de la Proposicién 2.2.10
se tiene que para toda ® funcién simétrica y calibrada ®(|z|) < ®(|y|). En
consecuencia ®(z) < ®(y) por la propiedad de calibracin. O
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Proposicién 2.2.12. Para cada k =1,2,....n y cada v € R"
P y(x) = min {|Jully + k||v]|e : . = u+v}. (2.8)

Demostracion. Supongamos que z € R’} pues para calcular ®)(2) debemos
tomar el orden en las coordenadas |zi| > |z3| > -+ > |x,]. Siz = u+ v
entonces por las propiedades de norma y de la Definicion 2.2.2

Py () =Py (u +v) < Puy(u) + Puy(v) < |ully + Py (v)
<[l + Ellv]]oo-
Ahora tomando
% - xt, x% - xi, ,xt — xi, 0,...,0)
t,a:t, ey xi, xiﬂ, ),

tenemos que v +v = ot y

n
luly =)

k
xﬁ - xi‘ = Zxﬁ S Oy () — k)
7=1

7j=1

lolloe =25,
por lo tanto ®y(z) = [lully + k[|v]|e alcanzando el minimo. Asi ¢y (x) =
min {||u||; + £[|v]|co : = u + v}. O

Teorema 2.2.13. Sean p,q numeros reales tales que p > 1 y % + % = 1.

Entonces para toda funcion simétrica y calibrada ® y x,y € R"™ se cumple
(|- y|) < [@(j)]7 [@(|y|)]. (2.9)

Demostracion. Para cada j = 1,2,...,n tomando ¢, = |z;|?, to = |y;|%,
a; = 1/p, ay = 1/g; por la desigualdad (2.6) se tiene que

l%‘ . p . q )
|$j-yj|§Q+M Vi=1,2,..,n.
p q
Como @ es funciéon mondtona y por las propiedades de norma tenemos

O(|z-y|) < @ (% n %) < Q(Lf!”) N ‘P(!j\q)'
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Ahora, para toda t > 0 reemplazamos a x por tx y y por t 'y, tenemos que

ataP) | O(leyl) _ e

¢ p q
O(lz-y|) < " P ;‘D(val )+ . ([yl).
Veamos que
py11/P oyi/a _ o J 8 2P t* q
[@(|[")] " [2(ly[)] —rggl{p@ﬂ [7) + . O(Jy| )}-

Sea p(t) = a% + b%, con a,b,t > 0, entonces
O (t) = atP™! — bt

Entonces el punto critico de esta funcién es t = (a'b)'/P4 = g~ 1/Papl/ra,
Como ¢''(t) = a(p — 1)t?2 + b(q + 1)t 92 > 0 para toda ¢ > 0, tenemos
que en t = a~'/P1p1/P9 1a funcién tiene un minimo. Evaluando en la funcién
original obtenemos

—1 1 —1 1 _
o(a~ /P L7y = a(a [papteaye (o MPpHPe)
p q
1/ppl 1/ppl
— ¢ /pb /q —|— a /pb /q e al/p bl/q.
p q

Por lo tanto si a = ®(|z|?), b = ®(|y|?) tenemos que

O(|z - y[) < min {%@(W) + %‘P(It‘lqu)} = (@(|2)"" (@(ly")"".

t>0
O

A la desigualdad (2.9) le llamaremos desigualdad de Holder para funciones
simétricas y calibradas. Si tomamos p = 2 obtenemos lo que llamaremos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones simétricas y calibradas

O(lz - yl) < (@(1)) " ((|y?) .

Si ® = ®(, larelacién en (2.9) se vuelve la desigualdad de Holder ya conocida
para la p-norma en C™:

n n 1/p n 1/‘1
S oy < (z m-v) (z w) |
=1 j=1 j=1
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Proposicién 2.2.14. Sean p,q,r € Ry tales que 119 + é = % Entonces para
cada funcion simétrica y calibrada ® y cada x, y € R™ se cumple

[@ (|2 - y[")]" < [@(|2[P)] P [@(|y|7)]. (2.10)

Demostracion. Sean t; = |z;|P, to = |y;|% a1 = r/p, as = r/q para j =
1,2,...,n, por la desigualdad (2.6) tenemos

T T T r T .
g - " = (g [?) 7P (Jys|7)/e < ];\l‘j!p + 5|yj!q Vi=1,.,n
Por la monotonia de ¢ y las propiedades de norma

(|- y|") < gwx\p) + gcbuy\q).

Ahora cambiando x — tz, y — t~ 'y, tenemos

rt—4

tl’
Oz y") <—@(|jxf) + ——d(|y|?) para todo ¢ € R,.
p

Sea ¢(t) = "ra + "™=b, entonces ¢'(t) = rt*"'a — rt7¢7'b y tenemos que

t = (a~'b)"/P9 es el tinico punto critico, de hecho la funcién tiene un minimo

global en este punto, pues ¢''(t) = r(p — 1)t*=2 4+ r(g 4+ 1)t=¢*2b > 0 para

toda t € R, . Evaluando la funcién original en el punto critico obtenemos
N R D el

w((a‘lb)r/m) = » a+ . b=a"Pp/e,

es decir mint>0{%a + %b} = a"/P b/, Asi, tomando a = ®(|z") y b =

O (|y|7) se sigue el resultado. O

Teorema 2.2.15 (Desigualdad de Minkowski). Sea ® una funcion simétri-
ca y calibrada, sea p > 1, entonces para toda x,y € R™ se cumple

(@2 + )] < [@(|2 )] + [B(|y )] (2.11)
Demostracion. Sea p =1, por las propiedades de | - | y de norma para ®

O(jz +yl) < O(jz] + [y[) < O(|2]) + (Jy])-



44 Normas simétricas sobre C"

Sean p > 1y g > 0 tal que %%— % = 1. Sean z,y € R", entonces para cada
3 =12,...,n; tenemos que

25 + ;" =la; + yjlle; + P
<|wjllz; + yi P+ lyillz; 4y P

es decir |z + yP < |z||z + yP~ + |y||z + y[P~!. As{ para ® funcién simétrica
y calibrada, por la Proposicién 2.2.3 y la desigualdad (2.9) tenemos

(| +yl") < O(|zllz +yP~) + @(|yllz +yI")
< @ (|2 )]V [@ (|2 + y D)+ [@(|y )] [(a+ y| D)
= {[ @M + [@(y"]77} (@ (|2 +yP)" 7.

Luego, dividiendo entre (®(|z + y|?))"? y como % =1- % tenemos

U)oy + [y . O
@ 1P < [([P)]T + [@((yl)]

Notese que si @ = @,y tenemos

n 1/p n 1/p n 1/p
(zww) s(zw) +(zw) |
=1 j=1 =1

la cual es la desigualdad de Minkowski para p-normas sobre espacios de di-
mensién finita.

(@ (e -+~ =

Proposiciéon 2.2.16. Sea ® una funcion simétrica y calibrada, definamos

®W)(z) = [®(|zP)]'/?; entonces ®P) también es una funcion simétrica y
calibrada.
Demostracion.

(i) Veamos que ®®) es norma. Por ser ® simétrica y calibrada cumple con
el Teorema 2.2.15. Entonces ®®) satisface la desigualdad del tridngulo. Que
P (N z) = A\0W (2) y que P > 0 se demuestran directamente.

(ii) Sea P € S,, entonces |Pz|P = (|lzom),..., |[Towm[P) = Plz|’. Por la

simetria de ® tenemos

O (Pz) = [®(|Paf)]? = [@(Pla”)]'? = [@(|2]")]'? = 0P ().
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(14i) Sean &; = £1 para j = 1,2,...,n. Entonces

P (&1, .0, Gun) =[R( 1217, oy [Ena[?)]HP
=[@(Ja1[?, vy [ [P)] VP = @) ().
(1v) Calculamos:

%) (1,0,...,0) = [®(|(1,0,...,0)[")]/? = [®(|1]*,0,...,0)]"? = 1. O
Proposicién 2.2.17. Seanr, p > 1 y ®, la p—norma en C", entonces CI>§,T) =
D,

Demostracion. Sea x € C", calculamos:

(2 \:W)””] :

B)(@) = (@, (Jal"))" =

p

I
(]
j—
8
[
<
3
S—
|
—
~
hS]
3
I
KA
=
3
—~
&
SN

Definicion 2.2.18. VU se llama funcion simétrica calibrada cuadrdtica
o simplemente Q-norma si para alguna funcion simétrica y calibrada ® se
tiene que ¥ = ®? . Es decir

U(x) = [®(|z[*)] 7. (2.12)
Proposicién 2.2.19. (i) Una p-norma es una Q-norma si y sélo sip > 2.
(i1) Para cada k =1,2,....,n; @Ei% (x) es una Q-norma st y solo sip > 2.
Demostracion.

(i) Sea @, la p-norma en C". Si p > 2, entonces ®» es una norma simétrica y
calibrada; y tenemos que

By (ja?)? = ().

Entonces ®, es una ()-norma.
Reciprocamente, si ®,(z) = ®(|z|*)2 con ® una funcién simétrica y cali-
brada, entonces

[SIES

B(|2P)? = By (x) = D (|2]) .

Esto implica que ®(|z|*) = ®(]z|*) para toda + € C". Pero una funcién
simétrica y calibrada estd completamente determinada por sus valores en R’} .
Entonces & = Cbg y como ®, no define una norma para 0 < ¢ < 1, se sigue
que p > 2.
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(ii) Notese que

k 1/p
B () = (Z w) parak =1,2,..,m,
j=1

es una p-norma para k = 1, n. El resultado se sigue por un argumento seme-
jante al del inciso anterior. O]

Definicién 2.2.20. Para una norma ® en C", su funcion dual de ® se define
como

P'(z) = sup, (z, )] (2.13)

Proposiciéon 2.2.21. Si ® es una norma, entonces su funcion dual @' es
una norma.

Demostracion. De la definicién 2.2.20 se tiene ®'(z) = supg,—; [(,y)| >
|{(z,y)| > 0. Sea A € C, calculamos

O'(Ax) = sup [(Az,y)| = || sup [(z,y)| = |A[®' ().
o (y)=1 D (y)=1

Por las propiedades del supremo y del médulo tenemos

'z +y)= sup [{z+y,u)= sup [(z,u)+ (y,u)]

D(u)=1 P(u)=1

< sup {[{z, )| + [y, w} < sup [{z,u)|+ sup [{y,u)|
D(u)=1 d(u)=1 P(u)=1

—' () + P'(y) 0

Nétese que por las propiedades del supremo @' sigue siendo una norma
incluso cuando ® sea una funcién sobre C" que no cumple la desigualdad del
triangulo.

Proposicion 2.2.22. Si ¢ es una funcion simétrica y calibrada entonces @'
también lo es.

Demostracion. Por la proposicion anterior sélo basta ver que cumple las
propiedades de simetria, calibracién y normalizacién. Sea P € S,,, sabemos
que P! € S, entonces
o' (Px) = sup (Px,y)|= sup [(z,P"y)|= sup [{z,2)|
o(y)=1 D(y)=1 ((P*)~t2)=1

= sup [{x,z)| = ().
d(z)=1
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Sean §; = £1, para j = 1,2, ..., n, denotemos por £ a la matriz diag (&1, ..., &)-
Entonces

D' (&21, . Enn) = sup |[(Ex,y)| = sup [(z,&"y)]

®(y)=1 ®(y)=1
= sup [(z,2)| = sup [{z,2)| = P'(z).
P(¢-12)=1 P(z)=1

Sea e; = (1,0,...,0), entonces

®'(e;) = sup |{e,y)| = sup |yi| = 1.
O(y)=1 O(y)=1

Pues por la Proposicién 2.2.3 inciso (ii) se tiene que |yi| < ||yllec < @(y) ¥
estamos tomando ®(y) = 1; de donde supgy)— |y1]| < 1. Por otra parte como
®(e;) =1 el supremo se alcanza en y; = 1. O

Proposicion 2.2.23. Dada una norma ® en C* se cumple
(z, )| < ®(x)P'(y) para toda z,y € C". (2.14)

Demostracion. Sea z € B = {x : ®(x) = 1}; de la definicién 2.2.20 tenemos
P(2)P" () = supg(y=1 [{z,2)| > [z, 2)|. Sea 2 = 3(n entonces z € By, por
lo tanto

(0-507)| < 2 o2l = ')

Entonces, por la linealidad del producto interior tenemos

1 1
—_— = — < d'(y).
() [{y, z)] () {2, 9) < ¥'(y)
Multiplicando por ®(z) se sigue el resultado, siempre que ®(z) # 0. Para
el caso ®(x) = 0, la relacién (2.14) se cumple con igualdad pues por las
propiedades de norma de ® se tiene que ®(z) = 0 si y s6lo si z = 0. ]

Proposicién 2.2.24. Sean ®, una p-norma, p,q € R tales que 1 < p < oo
y % + % =1, entonces &, = P,

Demostracidn. Consideremos (C, || - ||,)" = (C™, ] - ||;). Sea p: C* — C un
funcional lineal acotado; por el Lema de Riesz existe un tinico y € C" tal que
p(x) = (z,y). Por otra parte tenemos

lylly = lloll = sup |p(z)[ = sup [(z,y)| = P, (y). .

llzllp=1 Pp(z)=1
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Proposicién 2.2.25. Sean ®,V normas en C*. Si
O(x) <c¥(x) Vo e C"yalguna ¢ > 0, (2.15)
entonces
V'(z) < c®'(x) VoeCr. (2.16)

Demostracion. Si ¥(z) = 1, entonces ®(x) < c. Esto demuestra que By C
Bg, con B = {x: ®(z) < ¢}y By ={z: ¥(z) =1}. Luego

U'(x) = sup [{z,y)| < sup [{z,y)]= sup [(z,y)|
T(y)=1 ®(y)<c e y)<1
= sup [{x,cz)| =c sup |(z,2)] = cP'(2). O
a(2)<1 a(2)<1

Definicién 2.2.26. Una funcion ® simétrica y calibrada es una Q'-norma
st es el dual de una (Q-norma.

Por las proposiciones 2.2.19 y 2.2.24 tenemos que para 1 < p < 2 las
p-normas son ejemplos de ()’-normas.
Proposicién 2.2.27.
(i) Si ® es una norma tal que ® = ¥', entonces © es la norma euclidiana.
(ii) Si ® es una Q-norma tal que es (f-norma también, entonces ® es la
norma euclidiana.
Demostracion.

(i) Como @ es norma, se cumple la Proposicién 2.2.23, es decir
z,y)| < ®(x)®'(y), para toda z,y € C".

Tomando y = z y del hecho que ® = &' tenemos que (Py(z))? = [{z,z)| <
O (z)®(z) = ®(x)?, de donde Py(x) < ®(z). De la Proposicién 2.2.25, toman-
do ¢ =1 se tiene que ®(x) = ¥'(z) < P,(z) = Po(x), se obtiene asi la otra
desigualdad.

(ii) Como ® es Q—norma entonces ® = ¢!?, para una funcién simétrica y
calibrada . Como ® es ()'-norma entonces ® = (¢(?)', para una funcién
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simétrica y calibrada . En cualquier caso tenemos funciones simétricas y
calibradas, entonces por la Proposicion 2.2.3 se tiene que

B(z) = [p(|a])]"” = ¢ (x) < 21 (2) = Ba(a).
@

Por otro lado, del hecho que ¢®)(2) < 52) () = ®o(z), por la Proposicién
2.2.25 tomando ¢ = 1 tenemos que ®y(x) < (@ (z))" = @(z). Por lo tanto
® es la norma euclideana. O

Proposicién 2.2.28. Para cada k =1,2,...,n la funcion dual de la norma
de Ky Fan estd dada por

1
Dy (x) = max {||xHOO, EH:EHl} para toda x € R". (2.17)

Demostracion. Como @4y es simétrica y calibrada, por la Proposicién 2.2.22
<I>’(k) también lo es. Asi, por la Proposicion 2.2.3 se tiene que

[2llec < @y () < [l]]1-

Por otro lado, usando la Definicién 2.2.2 se cumple que ®)(z) < k|||,
entonces de la Proposicién 2.2.25 se tiene que ®{,(z) > E(|zll) =

k=!|x]|;. Entonces
[2]loe <P () y k2]l < (@),

de donde méx {||2]|o0, 1 [z][1} < Dy (2).
Ahora, supongamos que

1
|2]| 00 < EH$H1 para toda 1 < k < n, (2.18)
implica que
1
|]| 0o < Eq)(k)(x) para toda 1 < k < n. (2.19)

Tenemos asi que: (i) max{||z||w, £l|z|1} = [z, para toda 1 < k < n;
y (i) la desigualdad ||z < fllz]1, para toda 1 < k < n junto con la
Proposicién 2.2.25 implican que & (z) < =(||zlle)” = zllz]l1 para toda

%
1 < k < n. De esto se sigue que

1 , 1
Py (2) < E||x||1 = max{||z|| oo, E||:1:||1} para toda 1 < k < n.
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Resta demostrar que (2.18) implica (2.19). Procederemos por induccién
sobre n, la dimension del espacio. Para n = 1, no hay nada que demostrar.
Supongamos que (2.18) implica (2.19), vale para toda n y veamos que se
cumple para (n + 1). Supongamos

n+1
ko) <zl = |ayl, para toda 1 < k < n+1.
7j=1
Luego
n+1 n
(k —1)|x1] §Z|xj|:Z]xj+1], para toda 1 < (k—1) < n.
7j=2 7j=1

Usando la hipdtesis de induccion obtenemos que
k—1
(k= 1)z < Z |41 para toda 1 < k < n.
j=1
Sumando |z;| en ambos lados se obtiene
k-1 k
klxy| < Z |zj41| = Z 25| = Py () para toda 1 <k <n+1.
i=0 j=1

Como se queria. O

Proposicién 2.2.29. Consideremos 1 = a1 > ag > -+ > «,, > 0. Dada una
funcion ® simétrica y calibrada en R™, la funcion

\I’(.%) = q)(al‘mlyiw--;anm‘nH) (220)
es simétrica y calibrada.

Demostracion.
i) U(z) = ®(oqlzi]Y, ..., anlza]¥) > 0 para toda z € R™.
(1)
Sea A € R, entonces
\I/()\:L‘) = CI)(O‘1|/\I1|¢7 ceey O‘n|)‘xn|¢) = (I)(|/\|041|5L‘1|¢, R |/\|O‘n|xn|¢)
= (M@ (ar]zi ], ..., anlzal') = [A[P(2).
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Sean z,y € R"; por las propiedades de monotonia y de norma de ® se tiene
que
U(x 4 1y) =P(ay|zr + ¥, ... anlzn + yal)
<®(ai|m|f +arlyilh - anlralt + anlyal?)
<B(ay|zi]h, .. anlaa]t) + Plarylh, .. ., anlyalY)
=U(z) 4+ U(y).
Esto demuestra que ¥ es una norma.

(i) Sea P € S, y entonces
\I,(P$) = q)[P(al’%H? e an‘wn‘i)] = q)(OJl’%H; cee 70571‘1'71“) = \IJ(,I')
Esto demuestra que ¥ es simétrica.

(7ii) W es calibrada. Sea & = (&1,&,...,&,) donde & = +1parak =1,2,...,n,
entonces

U(lx) = (o€ Y, ..o anl&uanl¥) = @zl . .. apla,|Y) = V()

(iv) ¥ es normalizada. Sea 1 = (1,0,...,0) y sabemos que oy =1
U(ey) = U(L,0,...,0) = D(ay]1],0,...,0) = a1 P(1,0,...,0)
= &(1,0,...,0) = L. 0

2.3. Normas en C" unitariamente invariantes

En esta seccién C™ denotard el espacio de Hilbert C" dotado del producto

interno (-, -) y con la norma asociada ||-||. Si A es un operador lineal sobre C"
denotaremos por ||A]| a la norma de dicho operador, la cual se define como
[A[l = ‘SlulleAJJH- (2.21)

xll=

Para cualquier operador A sobre C", su médulo se define por [A| = (A4*A)Y/2
donde (A*A)'/? es la rafz cuadrada positiva del operador positivo A*A.
Proposicion 2.3.1. Si U, V son operadores unitarios sobre C" entonces
UAV|=V*|AV. (2.22)
y s(A) =s(UAV). Ademds
[A[l = [T AV (2.23)
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Demostracion. Sean Uy 'V operadores unitarios, entonces

UAV?=(UAV(UAV)= (VA UNUAV)=V* A IdAV
=V APV = V* A VV* AV = (V¥ A V)2

Como tenemos operadores positivos se sigue que |[U AV| = V*|A| V. Ahora,
sea A valor propio de |[U AV| con vector propio x, de la relacién (2.22) tenemos

VAV =|UAV|x = )z,

como V' es unitario se sigue que X es valor propio de |A| con vector propio
asociado y = V.
Para x € C", de la relacién (2.22) resulta que

U AV = VA Va|® = (V*|A] Ve, V] A| V)
= (VV*A| Ve, |A| V) = (|A| Va, |A|Va).

Como V' es unitario se tiene que ||Vz|| = ||z||; ademas || |A]| = [|4]|, por lo
tanto

[A[l =[[U AV 0

Una norma en los operadores sobre C" que satisface la propiedad (2.23)
se llama unitariamente invariante. Denotaremos a tales normas mediante
|| - ]|| v las normalizaremos de manera que |||diag (1,0,---,0)||| = L.

El siguiente Teorema relaciona las normas unitariamente invariantes con
las funciones simétricas y calibradas, mediante los valores singulares.

Teorema 2.3.2. (i) Sea ® una funcidn simétrica y calibrada sobre R". De-

finimos la funcion ||| - |||e sobre M,, como sigue
1Allle = ®(s(A)). (2.24)
Entonces ||| - |||e es una norma unitariamente invariante.
(11) Sea ||| ||| una norma unitariamente invariante. Definimos la funcion
Q1. sobre R™ mediante
@y () = [||diag ()]]]. (2.25)
Donde diag (z) es la matriz diagonal con entradas x1,2s, ..., x,. Entonces

D). es una funcion simétrica y calibrada.
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Demostracion.

(i) De la proposicion anterior tenemos que s(U AV') = s(A). Entonces
T AV][|e = 2(s(U AV)) = D(s(4)) = [[|All|a

Como @ es funcién simétrica y calibrada, entonces para toda A € M,, se
tiene que |||Al|le = ®(s(A)) > 0. Sean A € M,, y a € C entonces

Hled[lle = 2(s(ad)) = @(lafs(4)) = |a|@(s(A)) = |l [[|A]l|e-
Veamos que para toda A, B € M,, se cumple
1A+ Bllle < [[[Allle + || B]l[e-

Por la Proposicion 1.2.26 tenemos que

k k

> si(A+B) < Zsj(A) +) _s;(B),

j=1 7j=1 7=1

de donde s(A + B) <, s(A) + s(B). Asi, por la Proposicién 2.2.10 tenemos
que
D(s(A+ B)) < B(s(A) + s(B)) < (s(A)) + B(s(B)).

Esto demuestra que ||| - |||¢ es una norma.

(i) Como [||-||| es norma, entonces para toda z € C* se tiene que &y (z) =
|||diag (x)||| > 0. Sean z € C" y « € C resulta que

D)1 () = |||diag (az)||| = [||or diag (z)|[| = |e| |||diag (2)[|| = o] Py ().
Sean z,y € C" tenemos

@)y (x +y) = ||[diag (x + y)||| = [||diag (z) + diag (y)]||
< |[|diag (=)|]| + [||diag (¥)[|| = @y (@) + Ly (y)-

Notese que las matrices P € S, y las matrices de la forma
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son unitarias para 6; € R, j=1,--- n. Sea P, € S, entonces como ||| - |||
cumple la identidad (2.23) tenemos que

(I)m.m(P:L‘) :|||diag (Ig(l),xff@), . ,:lfg(n))||| = |||Pd1ag (I)]dm
=|||diag (z)||| = @ ().
Sean 0; = 0,m, entonces §; = £1 para j = 1,2,...,n. Sea v € C", se tiene
que
D)1 (§x) = |[|diag (§x)[|| = [|€ diag (z)Id||| = |||diag (z)|| = @y (2)-
Sea e; = (1,0,...,0), calculamos
P (er) = |||diag (e1)[|] = 1. O

Las funciones simétricas y calibradas construidas en la seccién anterior
conducen a varios ejemplos de normas unitariamente invariantes. Dos clases
de tales normas son

(1) Las p-normas de Schatten. Para 1 < p < oo

n 1/p
HAMZﬂEMNb:[Ej@AAW9 (2.26)
[A]lso = [Is(A)lloc = s1(A) = [|A]] (2.27)
(2) Las k-normas de Ky Fan
HAWMZQwW$®)=§:%@ﬂ para L <k <m.  (2.28)

Hemos visto que para la norma de Ky Fan [|[A||q) = ||4]l~ = [|A]] ¥
|Allmy = ||Alls = || |A][ls = Tr (JA|), donde Tr (A) denota la traza del ope-
rador A. En la base que diagonaliza a |A| tenemos que

T AP)E = (30 ay)

Entonces, como la traza es invariante bajo cambios de base, esto demuestra
que
!
[All, = Te(|A]7)>.
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Para A, B matrices complejas n x n, el producto interno se define medi-
ante
<A, B>HS = TY(A*B) .
Este producto interno provee a M, con una estructura de espacio de Hilbert.
La norma inducida por este producto interno es

A\ 3 1 3
[Allms = Te(44)® = Te((AP)* = (S (s5(4)?)” = 1Al
J
si usamos la base que diagonaliza a |A| para calcular la traza. Entonces la
norma Hilbert-Schmidt coincide con la 2—norma de Schatten. Esta norma
también se llama norma de Frobe{liQus. Sila matriz asociada a A tiene entradas

a;; entonces ||A|2 = (ZZ] |az-j|2) . Asi la norma ||- || es la norma euclidiana

del operador A pensando a éste como vector en C**. En el préximo capitulo
usaremos la estructura de espacio de Hilbert inducida por el producto Hilbert-
Schmidt.

El siguiente Teorema nos dice la importancia de las normas de Ky Fan.

Teorema 2.3.3 (Dominacién de Ky Fan). Sean A, B € M,;; si || Al|x) <
| Bl para k =1,2,...,n. Entonces

AN < [I1B]]

para todas las normas unitariamente invariantes ||| - |||.

Demostracion. Sea ||| - ||| una norma unitariamente invariante y ® := &
la funcién simétrica y calibrada asociada. Por la descomposicién en valo-
res singulares, para cualquier matriz A se tiene que diag (s(A)) = W*AQ,
donde W y @ matrices unitarias, en consecuencia |||A]|| = [|[|[W*AQ||| =
|||diag (s(A))]||. Por otra parte, del Teorema 2.3.2 tenemos que |||A||| =
1Alle = @y (s(A))-

Sean A, B matrices de tamano n x n. Si ||Al|x) < ||Bl|x) para k =

1,2,...,n; por la ecuacién (2.28) tenemos que
k k
Z s;(A Z para toda 1 < k < n.
7=1 j=1
Entonces s(A4) <, s(B). Por la Proposicién 2.2.10 se tiene que

A[]] = @y (s(A)) < @y (s(B)) = [I[BIII- O
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Recordemos que de la Proposicién 2.2.3 se cumple que ||z]|0 < P(x) <
||z||1 para toda x € C™ y toda funcién simétrica y calibrada ®. Entonces por
el Teorema 2.3.2 tenemos que [|Al|o = [[A]] < [||A]|| < [|Al|@n) = |A]]1, para
toda A € M,,,, v toda norma unitariamente invariante ||| - |||.

La dualidad en el espacio de normas unitariamente invariantes se define de
la siguiente manera. Si ||| ||| es una norma untariamente invariante, entonces
su norma dual es

I[All" = sup |Tr(A"B)].

1BIlI=1
Es facil demostrar que ||| - ||| es una norma unitariamente invariante.
Proposicién 2.3.4. Si ® es funcion simétrica y calibrada en R™ y || - ||¢ la
correspondiente norma unitariamente invariante en M, (C). Entonces ||-||p =
|- flar-

Demostracion. Noétese que

| Tr(A"B)| < Tr|A*B| =) s;(A*B).
j=1

Por la Proposicién IV.2.5 en [1], tenemos que

n

s B) <Y 5i(A)s(B).

J=1

Entonces
1Al < @'(s(A)) = [|Alls-

Reciprocamente,

| Aller = @'(s(4)) = sup { 3 s;(A)ys : y € RY, (y) =1}

= sup{ Tr(ding(s(A))diag(y) : [[ding(y)]lo = 1}
< |diag(s(A))[lo = 1Al =

Corolario 2.3.5. Dadas A y B matrices complejas n X n, entonces
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(i) |Tx (A*B)| < ||A[|| |I1BIII"
(ii) [|Al, = [|All, si 5+ =1.
Demostracion. Esuna consecuencia inmediata de la proposicién anterior. [J

Denotaremos por L,(C") al espacio de Banach (M, (C), || ||,) v L,(C")*
denotard a su dual.

Proposicién 2.3.6. Si % +% = 1, la transformacion Tr (A-) : L,(C") —
L,(C™)* es una isometria suprayectiva.

Demostracion. Por el inciso (i) de la proposicién anterior se tiene que Tr(AB) <
|All,||Bl|4 para todo B € L,(C") Entonces Tr(A-) es un funcional lineal con
norma || Tr(A-)[| < [|All,-

Reciprocamente, si f es un funcional lineal sobre L,(C") entonces tenemos
que la funcién definida para u,v € C* mediante c¢(u,v) := f(|v){(ul]), es una
forma sesquilineal sobre C* x C" y ademads

e, v)] = 1 (o)) < LAY Culll, = 1 el (T 123l )7,

u

donde u = . Pero no es dificil ver que para vectores unitarios se tiene

|
(Tx[ o) (@l )

s

= 1. Entonces tenemos que

[eCu, )] < [[Fllluflflv]]-

Es decir la forma sesquilineal ¢ es acotada en C". Por lo tanto existe un
operador A tal que f(Jv){ul) = c(u,v) = (A*u,v) = Tr(A*|v)(u|) para todo
u,v € C". Esto implica que f(z) = Tr(A*z) para todo x € M, (C). O
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Capitulo 3

Desigualdades tipo Minkowski
y subaditividad fuerte de la
entropia cuantica

3.1. Normas L?(L?) y concavidad/convexidad

El contenido de este capitulo se encuentra en las referencias [4] y [5].
Hemos ordenado el material de una manera un poco diferente y completado
todos los detalles en las demostraciones. Iniciamos con la definicién de ciertos
funcionales ®, ,, ¥, ,, T, , v determinaremos condiciones sobre p, ¢ para las
cuales se obtiene concavidad o convexidad.

Denotaremos por H,, al conjunto de matrices hermitianas de tamano nxn
y usaremos H para el conjunto de matrices positivas. Para m, n € Z7,
podemos identificar operadores sobre C* @ C™ con matrices de tamaifio mn x
mn y usaremos H,,,,, para referirnos al conjunto de matrices hermitianas sobre
el producto tensorial C" @ C™.

Definicién 3.1.1. Para numeros p, ¢ > 0 y un entero positivo m, definimos
D, , sobre el producto cartesiano de m— copias de H, mediante

n’

B, (A1, Ay = H (iAﬁ)l/p .

q
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Definicién 3.1.2. Para nimeros p, ¢ > 0 y cualesquiera dos enteros posi-

4 ) . + 4
tiwos m, n. Definimos ¥, , sobre el conjunto H ~mediante

Uy, o(A4) = [|(Trz A7) 7], (3-2)
donde Tro(+) denota el operador de traza parcial (ver Apéndice).

Definicién 3.1.3. Para cualquier matriz fija B € M, (C) y ndmeros p, ¢ >

0. Definimos Y, , g sobre el conjunto H}, mediante

Y,.q8(A) = Tr [(B* A* B)Y/"]. (3.3)
En adelante, escribiremos simplemente T, , en lugar de T, , .

Definicién 3.1.4. Sean U, V' espacios vectoriales. Una funcion f : U XV —
R es conjuntamente concava si, para Ay, Ay € U, B1,Bs € V y0<t<1 se
cumple que

SAL 4+ (1 =) A5, tBr + (1 = 1) By) >t f(A1, Br) + (1 — t) f (A3, B).
Decimos que | es conjuntamente convexa si —f es conjuntamente concava.

Definicién 3.1.5. Si V, W son espacios vectoriales sobre R, f:V — W y
k € R. Decimos que f es una funcion homogénea de grado k st

f(Av) = A f(v) para toda A > 0 y toda v € V. (3.4)

Proposicién 3.1.6. St f : V — R una funcion homogénea de grado 1.
Entonces f es convexa si y sdlo si el conjunto de nivel Q = {x € V : f(x) <
1} es convezo.

Demostracion. Supongamos que [ es convexa. Sean z,y € €2, entonces f(z) <
1y f(y) < 1. De la convexidad de la funcién

fle+ (1 =t)y) <tf(e) + A=) f(y) <t +(1-1) =1

Asi tz + (1 —t)y € , es decir el conjunto es convexo.
Reciprocamente, supongase que {2 es un conjunto convexo. Nétese que €2

es absorbente, pues para z € V' \ 2 se tiene que f(x) > 1, entonces tomando
X

A= o) tenemos que Ax = 7w € Q.

1
T
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Definamos Py : V' — R, mediante
Po(z) =inf{t > 0: % e Q}=inf{t >0: f(z) <t}
Veamos que éste funcional es homogéneo. Sea o > 0, entonces

Po(az) = inf{t > 0: flaz) <t} =mt{t>0: f(x) < é}
=inf{at’ >0: f(z) <t'} =abf{t’ >0: f(z) <t'} = aPy(z).

Sea G(z) = {t > 0 : f(z) < t}. G(x) # 0, pues el mismo f(r) es un
elemento del conjunto si f(z) > 0. En caso contrario, si f(z) < 0 cualquier
t > 0 funciona. Asi, tomar infimo tiene sentido.

Sean s,r > ( tales que a = rz € Q y b = s(—x) € Q, pues este conjunto
es absorbente. Tenemos que 0 = sf;TJ’:b € Q. Sizx e Qyt < 1; entonces
tr=(1—1)-04at €.

Sea t € G(x) y s > 1, entonces @ < 1, por lo tanto ¥ € €2. Mds aiin,
£ €1, de donde st € G(z). Tenemos que inf G(z) = Po(x).

Si Po(z) € G(z), tenemos que G(z) = [Pa(r),00), es una semirecta
cerrada; de lo contrario G(z) = (Pq, 00) es abierto.

Sean s > Po(z) y r > Pa(y), asf que 7, % € Q. Luego, por ser {2 convexo

T -+ s T r
A R )
T+ S r+ss r+st

Ademads r+ s > Po(z+y). Asi que, tomando infimo sobre 7, s se cumple que
Po(x) + Pa(y) < Pa(z +y).

Usando esto, supongamos que z,y € €. Sean f(x) > 0y f(y) > 0,
de lo contrario usamos la homogeneidad de la funcién. Entonces, usando la
homogeneidad y la sublinealidad de P, obtenemos que

fltz + (1= t)y) < Po(tz + (1 - t)y)
=tinf{s > 0: f(x)
<tf(z) + (1 =) f(

< tPo(x) + (1 = 1) Paly)
<st+(l—t)yinf{s' >0: f(y) <5}
y)-

[

Proposicién 3.1.7. Sea B € M,, fija. Para toda A € H la funcion Y, , es
una homogénea de grado q > 1.
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Demostracion. Sea A > 0. Entonces

T, 0 4) = T (5 OAP DY) = T (5 45)9] =
=Tr [)\q(B*APB)Q/p] = \Tr [(B*APB)q/p} =AY, (A4). O

A continuacién daremos la prueba de la concavidad/convexidad del fun-
cional Y, ,, la cual se divide en dos casos, asaber 1 <¢g<p<2y1<p<2
para p < q.

Lema 3.1.8. Para B € M,,(C) fija. Si 1 <p <2 yq>p, entonces
T,.q(4) = Tr [(B* 47 BY],
es convexa sobre HT.
Demostracion. Sea A € H| se tiene que AP > 0. Sea h € C", entonces
(h, BFAPB h) = (Bh, A’Bh) > 0.

Sean r = ¢q/p > 1y r' tales que £ + % = 1. Tenemos que |B*APB||, =
[Tr(B*APB) " = [an(A)}l/r. Por otro lado, por dualidad podemos es-
cribir
|B*APB||, = sup Tr[B*A’BY].
¥, <1
Y>0

Dado que, para 1 < p < 2, la funcion A — AP es convexa en operadores;
asi también B*APB lo es. Como tomamos Y > 0 tenemos que Tr[B*APBY|
es convexa. Asi || B*APB||, es el supremo de una familia de funciones convexas
y por tanto es convexa. Como Y, ,(A) = (||B*APB||,)" y para r > 1 la r-
ésima potencia de una funcién positiva y convexa es convexa, se obtiene que
T, 4(A) es convexa. O

Para el caso ¢ < p la demostracién es mas complicada y necesitamos los
siguientes lemas.

Lema 3.1.9. Para todar > 1 y toda c,x > 0 se tiene que %cﬂ—%x’" >cam !
Y

1 T
c:—inf{ f +(r—1)x:x>0}.

T zr—1
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Demostracion. De la relacion entre la media aritmética y la media geométrica

(2.6) tomando ¢; = ¢", ty=a"ya; =r"", ap =1—r"' ==L y como z > 0,
tenemos que

Consideremos la funcién f(z) = == + (r — 1)z. Nétese que f(c) = c, de
donde

r =1

1 T
c:—l'nf{ ° +(T—1)x:x>0}.

Ademds si 0 < 7 < 1, entonces f''(¢) < 0 y alcanza un valor méximo.
Entonces ¢ seria un supremo. ]

Lema 3.1.10. Si B € B(H), fija y A € H. Entonces los operadores B* AP B
y AP/?2B B* AP? tienen el mismo conjunto de valores propios, ademds

Y,.4(A) = Tr [(AP2B B* AP/?)3].
Demostracién. Sean B € B(H) fijay A € H}. Nétese que
B* AP B = B* AP2AP2 B = (AP? B)* A2 B > 0, (3.5)
API2B B* AP/2 = API2 B(AP/? B)* > 0.

Tenemos que ambos operadores son positivos, tienen espectro real y son
. . 2 _ — =
funciones del mismo operador, AP/?B. Sean f1(z) = z-Z, fi(z) = Z - 2,

tenemos que fy(z) = f1(2). Entonces por el Teorema del mapeo espectral

o(f2(AP2B)) = fo(o(AP2B)) = |o(APB)P
= fi(o(A"2B)) = o(f1(A"?B)).

Ahora, usando la base que diagonaliza a A?/2B tenemos

Ty () = T [(B AP BY] = 37 ()77 = 37 P17

J

— Z fl()\j)q/p — Tr [(AP/QB B*Ap/?)q/p}. -
J

En el siguiente Lema demostramos una férmula que nos da una variante

de T 4.
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Lema 3.1.11. Sea A € Hf, r =p/q > 1. Entonces
1 1
T,.o(A) = —inf{Tr [AP/QBX B*AP? ¢ (r 1)X]} ,
r

donde el infimo es tomado sobre todas las matrices X € HY. Si el infimo se
reemplaza por supremo la formula es vilida para g < 1.

Demostracion. Sea C = (AP/2 B)*. Por continuidad podemos asumir que
C*C' > 0. Tomamos, para toda X > 0
¢ {C*X (r— 1)X} : (3.7)

Para r > 1, existe un minimizador X. Sea Y = X!, como es un cambio de
variable minimizar la expresion (3.7) respecto a X es lo mismo que minimizar

T [C*YC’ + (r — 1)Yr%11] respecto a Y. Equivalentemente por ciclicidad y
linealidad de la traza, se tiene que

Tr [CCY + (r—1)Y 1] (3.8)

Como X > 0, se sigue que Y > 0, podemos reemplazar ¥ por Y +¢D, con D

-1
autoadjunto. Entonces Tr [C'C* (Y + ¢D) + (r — 1)(Y + ¢D)=1]. Derivando
respecto a t, segin la regla del Teorema A.3.4 se tiene que

%Tr [CC* (Y +tD)+(r — 1)(Y + (D)= 1}

t=0

t=0

Tr [CC*D — Y71 D]
Tr [(CC* —Y+=1)D] = Tt [D(CC* — Y1)].

)

Tr [CC*D — (Y +tD)=1D]
[
[

Ahora,

0="Tr [D(CC* —Y+1)] =(D,CC* — Y1),

para todo D autoadjunto. Por lo tanto, CC* = Y71, asi que Y = (cCcH)=* '

Sustituyendo en (3.8)

T [CC Y + (r=1)Yr1] =T [CC* (CC*) ™+ + (r = 1)((CC™)~
= Tr [(CC*)' ™71 + (r — 1)(CC*)V7]
=rTr [(CC*)Y"]
=rTr [(BAY2AVPB)Y =7, ,(A).

r—1 =1
T )r—l]
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Y se sigue el resultado. La correspondiente férmula para % < 1 se de-
muestra de manera andloga. [

Lema 3.1.12. Si f(x,y) es una funcidn conjuntamente convexa. Entonces
g(z) = inf, f(z,y) es conveza. El enunciado sigue siendo vdlido cuando cam-
biamos convexa por concava y tomamos supremo en lugar de infimo.

Demostracion. Sean xg, 1y 0 < A < 1. Sea € > 0. Elegimos g, y; tales que

f(@o,90) < g(xo) +2 y flw,11) < g(w1) +e.

Entonces
g((L = Nz + Azy) = igff((l — N)zo + Az1,9)

< F((1 = Nao + A1, (1= Nyo + Ayn)
< (1 =N f(xo,90) + Af (21, 41)
< (1= Ng(zo) + Ag(xy) + 2¢. O

Un caso especial de este Lema se tiene para una funcién convexa en
R" xR™ dada por f(z,y) = h{(x—y)+g(y), donde h, g son funciones convexas
en R”. Entonces inf, f(z,y) se llama convolucién infima de las funciones h, g.
La concavidad de la funcién, cuando cambiamos infimo por supremo, aparece
en el siguiente hecho fisico: Cuando se combinan dos sistemas fisicos y permite
el flujo de calor entre ellos de tal forma que la energia total = se conserva, la
energia se distribuye de tal forma que la entropia es maximizada. Entonces
la entropia dada por

S(x) = sup{Si(z —y) + S2(y)},
y
es nuevamente una funcién coéncava de la entropia total de x, como toda
entropia debe ser.

Lema 3.1.13. Si Ry, Ry, S1, Sa, 11, Ty son operadores positivos sobre un
espacio de Hilbert H y supongamos que RiRy = RoRy, 5150 = 9557, 11Ty =
15T, ademds

Ry > 5 +1, Ry > S, +15.

Entonces, para 0 <t <1

RIRY ' >SSy P+ TiT) *. (3.9)
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Demostracion. Sea E el conjunto de ¢ € [0, 1] para los cuales la desigualdad
(3.9) se cumple; E es un conjunto cerrado y claramente contiene a 0, 1.

Veamos en primer lugar que de % estd en E, luego usaremos esto para

mostrar que es un conjunto convexo. Sean x, y € H, entonces usando la des-
igualdad del tridngulo, la desigualdad de Schwarz y la relacién (2.6) tenemos
que

\<x, (5,725, + T11/2T5/2>y>\
1/2 ~1/2 1/21/2
< [z, S128, )| + [z, T2 T, %y))|
1/2 1/2 1/2 1/2
< IS 1S5 2y || + |22 ||| Ty Py |

1/2 1/2
< ISl + a2 (1S 2yl + 173 2y
1/2 1/2
X, 5’1x l‘ T133>) (<y> 52$> + <y7T2y>)

(
(ac 5'1+T1:1:) i ((y,Sg+T2y))1/2
< (=, Rlx) ((y,Rg >)1/2.

I

Como T; + S; < R; para i = 1,2; se tiene que T + S < R, para i = 1,2.
Entonces R; estd acotado por abajo y por tanto es invertible. Asi, tomando
u, v eH

‘<u, RVA(SV28M? AT RV v>‘

_ ‘<R1_1/2u, (SM/28L12 4 TPl o/ v>‘
i| 1/2

IN

(BT, RY?u) (BP0, Ry %)
= [(u,u)(v,v)]l/g =1.

_1/2(511/255/2 —|—T11/2T21/2 _1/2H < 1. Como los ope-
radores dentro de la norma son positivos y como R;, Ry conmutan, entonces
el producto Rf1/4Rf1/4 [(511/2521/2+T11/2T21/2)R;1/4R;1/4} es normal; ademds
tienen los mismos valores propios. De la normalidad, tenemos que el radio
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espectral p coincide con la norma. Asf

—1/4 —1/4, 1/2 q1/2 1/2/11/2y p—1/4 1,—1/4
[y e CR R i T Vo |
i (R2—1/4R1—1/4(511/2821/2 4 T11/2T21/2)R2—1/4R1—1/4)

o <R1—1/4(511/2S;/2 i T11/2T21/2)R2—1/4R1—1/4R2—1/4>
= o (BRSPS T R, R )
= (RS T R )

< HR;1/2(511/2521/2 + TPV RV < 1.

Por lo tanto Ry 'Ry (S128y + 1Ty RV RTY* < I; de donde
(SV253/% 4 TH*1?) < RYPRLZ,

Esto muestra que % cE.
Ahora, supongamos que p,q € F, es decir
1- 1- 1-
RIRY > SIS+ TUT}
1- - -
RIRLT > 59609 4TI,

Por lo mostrado anteriormente, tenemos que

1/2

(RERL™) (RIRLY ) > (s757) '/ (susi-)'/?

+ (1) (e

Por la conmutatividad y que (AB)Y2? = AY2BY2 en este caso, tenemos

que 1 (p+q) estd en E. Ademds p = ap+ (1 —a)p, ¢ = Bq+ (1 — ()g entonces
Lp+q) = ()p+ (1 — %2)q. Por lo tanto el conjunto E es convexo.

2

]

Teorema 3.1.14 (Lieb). St X € B(H) es fijo. Para cada nimero real 0 <

t <1, la funcion
f(A,B) = Tr [X*A'X B,

es conjuntamente concava para parejas de operadores positivos.
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Demostracion. Sean A, B € B(H) operadores positivos. Sean L4, Rp los
operadores de multiplicaciéon definidos para toda X mediante La(X) = AX
y Rp(X) = X B. Son operadores positivos pues

(X, La(X)) =Tr (X La(X)) =) (e, X"AX ¢;) = Y (Xej, AX e;) > 0.
J J

Andlogamente para Rp(X).

Supongamos que A, Ay, By, By son operadores positivos; sean A = A; +
As v B = By + By. Sean Lga, La,, La, los operadores de multiplicacién
por la izquierda inducidos por A, A;, As. Andlogamente, sean Rp, Rp,, Rp,,
los operadores de multiplicacion por la derecha inducidos por B, By, Bs.
Tenemos que Ly = L4, + L4, vy Rp = Rp, + Rp,; ademdas conmutan entre
si, pues La, Rp, (X) = (A1 X)B, = Rp,La,. Entonces, del Lema anterior
tenemos

LYy Ry '+ LY Ry ' < LYRy" para 0 <t < 1.
Equivalentemente, usando el producto Hilbert-Schmidt

Tr (X*AIXB™") + Tr (X*ALX B, ") <Tr (X*A'XB'™)
=Tr (X*(Al -+ AQ)tX(Bl + BQ)I_t).

En consecuencia, por linealidad de la traza

1 1 A +A, Bi+B
if(A1,B1)+§f(A27Bz)§f( 12 27 12 2)-
Luego, para 0 < A <1

AM(AL B+ (1 =A)f (A2»Bz)

— ATr (X*ALX B ) + (1= \)Tr (X* 45X B) Y

= %Tr (X*(zAAl)tX(zABl) )+ %Tr (X*(2(1 = M) A) X (2(1 — N)By)' ™)
L(2MNAL F2(1 = M) Ao\t 2AB) + 2(1 — \)By\ 1+t

<Tr (X ( . )X( . ) )

Ty (X*(AAl (1= N)A) X (ABy + (1 — A)Bz)H)
= F(AA; + (1= A)Ag, ABy + (1 — \)By). -
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Proposiciéon 3.1.15. FExiste un isomorfismo natural ¢ entre los espacios
HRK y LH,K) de manera que al tensor elemental h @ k le corresponde
la transformacién que envia a cada u € H en (h,u)k. Denotaremos a esta
transformacion mediante el simbolo |k)(h|. Esta es una trasformacion lineal
de rango uno y todas las transformaciones de rango uno pueden obtenerse de
esta manera.

Demostracion. La demostracién de que la transformacién h @ k — |k)(h| es
un isomorfismo es directa. Sea S una aplicacion lineal de rango uno de la
forma que se pide en el enunciado. Sea 0 # k € Ran(S) y u € H arbitraria.
Entonces S(u) = f(u)k. Es facil ver que f € H*, pues f(u+ av)k = S(u +
av) = S(u) + aS(v) entonces f es lineal. S es acotada, i.e., ||S(u)|| < c||u]|
lo cual implica que |f(u)| < ﬁ”u” Por el Lema de Riesz se tiene que existe
h € H tal que f(u) = (h,u)k. O

Proposicién 3.1.16. El espacio L(H,K) es un espacio de Hilbert con el
producto interno (A, B) = Tr A*B. El conjunto de proyectores |f;){e;| para
1<i<myl<j<n forman una base ortonormal para este espacio. FEn-
tonces la funcion @ mencionada en la proposicion anterior es un isomorfismo
entre espacios de Hilbert, es decir (p™'(A), ¢~ (B)) = (A, B)

Demostracion. Sea eq,...,e, una base ortonormal para H y fi,..., f,m una
base ortonormal para C. Entonces {e; ® f;} es una base para H ® K. Este
elemento se define como la forma bilineal

(e; @ f3)(z,y) = (e, v)ulfs v)xc.
Identifiquese cada elemento de L(H, IC) con su matriz respecto a esa base;
sea

(e, ® f;) =|f) el paratodal <i<nyl<j<m, (3.10)

donde |f;){e;| actia sobre x € H como |f;){e;|x = (e;, z)f;. La matriz aso-
ciada a este operador es F;, la cual tiene 1 en el j-ésimo rengldn y la i-ésima
columna y el resto de sus elementos son cero.

Podemos escribir A = (a;;) = >~ a;iEji, entonces

90*1(14) :glfl (Z ajiEji> = Z ajigpfl(Eji) = Zaji(fi R 6]‘)
:Z (Z ajifj) ®e = Z(Ael) X e;.

i %
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Ahora

<90—1(A)7 80_1(B)>® = <Z(A€i) ® e, Z(Bezv) ® ei/>

. il

= Z(Aeiﬂ Bei'>’C <€i: ei’)?—[ = Z<A6i,Bei>K

i’ %

=Tr [A* B] = <A, B>£(7~L,IC)' [
Denotaremos simplemente por £(H) a L(H,H).

Proposicién 3.1.17. Sea ¢ la trasformacion inducida por el isomorfismo
©:HQH" — L(H) de manera que el siguente diagrama conmute

HROH —— L(H)

A®B* P(ARB")

HOH —5— L(H).
Entonces, para toda X € L(H), la correspondencia @ cumple
(i) 9(A® B*)(X) = p(A® B¢~ (X)).
(i) p(A® B*)(X)=AXB.

Demostracion.

(i) Tomamos X € L(#H). Entonces ¢ 1(X) € H@H* vy A® B'p }(X) €
H ® H* aplicamos ¢ y obtenemos ¢(A ® B*¢ (X)) = ¢(A ® B*)(X) pues
el diagrama conmuta.

(ii) Si{e;}" , es una base de H, entonces p(AQB*)(X) = p(A®B*p (X)) =
P(A® B (3, Xei @ ei)) = 32, 0(AXe; © B'e;) = 3 [AXNe;)(B'e;| =
AX (3, |eiY{ei]) B=AX B. O

Proposicién 3.1.18. Si A, B € L(H) son operadores positivos. La conca-
vidad de A' @ BY¥' : HQH* — HQ H* es equivalente a la concavidad de
X — Tr(XA'X*BY),



3.1 Normas L?(LY) y concavidad/convexidad 71

Demostracion. Como A, B son positivos entonces son autoadjuntos asi como
sus potencias. Luego por la proposicién anterior

Tr (XA'X*B'") =(X, A'X"B'™") ) = (X, 8(A" @ B") (X)) 0y,
= 1 (X), ¢ " [B(A"® B (X)] )09,
= <¢_1(X), 90_1 [90 (At & Bl_t@_1<X))} >H®’H*
= (¢ (X), A" @ B0 (X)) -
Asf la concavidad /convexidad de una funcién equivale a la de la otra. [
Lema 3.1.19. La transformacion sobre H x Ht definida mediante

., 1
(A, X) — Tr (AWB FBAW) : (3.11)
es conjuntamente convexa para toda 1 < r < p < 2 y conjuntamente concava
para toda 0 <p<r <1

Demostracion. Escribiremos la expresion (3.11) de una forma mds conve-
niente. Definamos

A 0 0 0
<[4 4] e ]33]
Entonces
AP0 0 B* Al 0 0 0
D * 1-r _
k=10 wlle S <8 0]
_ AP B*X'="B 0
o 0 0|

Luego, por la ciclicidad de la traza se tiene que

Tt (KZPK*Z'"")=Tr (ZPK* Z'7" K)

AP B*X'""B 0 R
=Tr { 0 OD:Tr(APBX1 B)
=Tr (AP AP B*X'"B) = Tr (AP? B*X'™"B A"/?)
1
= Tr (AW B*—XT_IBApﬂ) :

por lo tanto, de la Proposicién 3.1.18 se tiene la convexidad (concavidad). O
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Teorema 3.1.20. Para 1 < g < p < 2, T, , es convera sobre H}. Para
0<p<qg<1,7,, esconcava en HY.

Demostracion. Por el Lema 3.1.19, la transformacién Tr [AUQ B* =B AP/Q] ,
es conjuntamente convexa para 1 < r < p < 2. Por los lemas 3.1.11 y 3.1.12,
tomando r = p/q tenemos que YT, ,(A) = infy f(A4, X), donde f(A, X) es
conjuntamente convexa en A y X. Luego, por el Lema 3.1.12, se sigue que
T, 4 es convexa. La concavidad se demuestra de la misma forma. O]

Teorema 3.1.21. Para 1 < p < 2 y toda ¢ > 1, ¢, , es conjuntamente
conveza en (HT)™. Para 0 <p < q <1, ®,, es conjuntamente concava en
(HL)™.

Demostracion. Definamos las matrices de tamano mn x mn como sigue

Ay 0 I0..0
0 A I0 0
Entonces,
(1 1 I [A? 0] [r o 0
B* AP RB =
0 0 0| |0 Ar 1T 0 0
(A 4 4+ AP, 0
I 0 .. 0
Asi,
(AP 4o+ AP/ 0
0 ... 0

Entonces, Tr [(%*Q/pgé’)q/p} =Tr [(27:1 A?)q/p} = (D), 4(41, ..., 4n))"
Por lo tanto, del Teorema 3.1.20, el lado izquierdo es céncava (convexa) en

A y el lado derecho es homogéneo de grado ¢. El resultado se sigue de la
Proposicién 3.1.6. O
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Lema 3.1.22. Para p > 2,

D, (A1, Ay, ..., Ay ZA P , (3.12)

q
no es convexra ni concava, para cualesquiera valores p # q.

Demostracion. Sean A, B € H. Consideremos

o, ,(tA, B) = ‘ (P AP + BP)H?

q

) _ 1Bl
49/ =0

Tenemos que

(tpAp + Bp)l/p

®,,(tA, B)isy (‘

y por el Teorema A.3.4

d 1
- [T (2 AP + BP)Y/P]

t=0
= é [Tr(tpAp + Bp)a/pﬁ’l i (Tr(tpAp + Bp)q/p) ‘

‘t:O t=0

1

= Z|B|r S (TT[ (= ar) + )"

q t=0

1
= —||BH;QTT {tplAp (g(tpA” 4 Bp)a/p1> ]

q p =0
_ 1 1—qqtp71 PRI-P| — E 1—q P RI-P
= MBI = =T [47B] = — || BTy [47B77].

Asi, la expansién de Taylor para @, , es

®y4(tA, B) = ||Bllg + —||B||1 “Tr [APBTP] + O(t).
Ahora, tomando A como A, Ay y Al;Az tenemos que
1 1 A+ A
§<I>p7q(tA1, B) + §®p,q(tA2, B)-9d,, (t%7 B> (3.13)

1 1
—HB|| [ Tr(A}BY7) + STr(A}B"™7)  (3.14)

~rr((A52) )] + o)
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Ahora si p > 2, entonces la funciéon X — XP no es convexa en operadores
(ver Ejemplo V.5.4, pg. 147, en [1]). Entonces podemos encontrar A;, A, €
H! y un vector unitario v tal que

P
%(U,Aﬁ’v) + %(U,Agv) — <v, (#) v> < 0. (3.15)

Sin embargo, como X +— Tr X? es convexo, por ser norma y cumplir con la
Proposicién 1.2.26, existe necesariamente otro vector unitario w tal que si
reemplazamos v por w la desigualdad en (3.15) se invierte.

Por lo tanto, para ¢ > p, tomamos B = |v)(v|, sustituyendo en (3.14) y
recordando que Tr (X |v)(v|) = (v, X v). Entonces la cantidad a la derecha
en (3.14) no es otra cosa que (3.15), y asi el lado izquierdo de (3.14) es
estrictamente negativo. Esto demuestra que ®,, no puede ser convexo para
tales p,q. Como (3.15) es un sumando de una traza y Tr X? es convexa,
entonces existe w tal que cambiando v por w, la expresién en (3.15) cambia
de signo, asi vemos que la concavidad no se cumple.

Para q < p, tomamos B = (¢ + |v)(v])~! para algin & pequeno, tal que
B?P es escencialmente la proyeccién ortogonal sobre span({v}), entonces
procedemos como anteriormente se hizo. O

Una consecuencia de la concavidad/convexidad de ®, , se obtiene escri-
biendo a la traza parcial como un promedio. Sea A un operador positivo
sobre ‘Hy ® Ho. Supongamos que la dimensién de Hs es N. Fijemos una
base ortonormal para Hs, digamos {e;, es ..., ex}. Con respecto a ésta base
definimos los operadores unitarios y autoadjuntos

Uiy = I — lei){eil — leg)(e;] + les) (es] + [ej) (el
Vi =1 = 2leg) (e,

con i # j. Observamos que (U;;) es una matriz de permutacién, la cual
traspone las entradas (i,7), (j,4). Por otro lado, (V;;) es un operador que
cambia el signo a la entrada (i,7). En ambos casos tenemos operadores uni-
tarios y autoadjuntos.

Sea G el subgrupo del grupo de operadores unitarios en Ho que es gene-
rado por la familia {I, (U;;), (Vi;)}. Cada operador W en este grupo actia
mediante

We; = (=1)"Wey),
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donde o es una permutaciéon sobre un conjunto de N elementos y s es alguna
aplicacién s : {1,2,..., N} — {0,1}. El orden del grupo es #(s) - #(Sy) =
2N N1

Proposicién 3.1.23. Si X € B(H) es tal que XW = WX para todo W € G.
Entonces X =al.

Demostracion. Sea {ey,es,...,ex} base ortonormal de H,. Para j fijo

XWe;=X ((-1)De,) = (1) Dz esy = (—=1)°DD (2po())er
k/

Por otra parte,
WX €j =W Z.Z'kjek = ZxkjWek = Zl’k](—l)s(k)eg(k)
k k k
Sea k' = o(k). Como WX = XW comparamos

(—1)*0) Z(%(k)am)ea(k) - Zl"kj(—l)s(k)@a(k) = 0.
k

k

De donde, para toda ¢ € Sy y para toda k tenemos que (1)S(j)$a(k)a(j) -
(=1)*®zp,. Si k es tal que s(j) # s(k), entonces para toda o se tiene
—To(k)o(j) = Tkj. Tomando o = id, entonces z;; = 0. Si j = k, entonces
o(j) = o(k) y en consecuencia Zo(j)o(;) = ¢j;. Asi X =al. ]

Lema 3.1.24. Sea G el grupo generado por {1, (U;;), (Vij)} como se definieron
anteriormente. Sea A € B(H, ® Hz). Entonces

1
2N N1

Y TWHAIRW) = %(TTQA) ®1. (3.16)
weg

Demostracion. Sea e; ® f; € Hi ® Ha, donde e;, f; son elementos bésicos;
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entonces
1 *
lae s Y Iew)Ale W) e, )
weg

— 2N1N! Z <ez- @ Wf, Ale; ® ij)>

wWeg
— Z< O fote Ales @ (<10 o))
_ l
- 2NN'1 Z<€z®f]7 €z®f] > <€Z7T7"2A62>

= N<6Z (%9 fj,TTQA € & fj> = N<6Z &® fj, TroA® I(ei X fj)>
Para el caso general usamos la linealidad del producto interior y de la traza

sobre elementos en el producto tensorial h = Z aie;  fj. O]

Teorema 3.1.25. Para 1 <p<2yq>1, ¥, , es convexa sobre H} . Para
0<p<q<1,7T,, esconcava en H

Demostracion. Primero veamos que para algin X y U operador unitario

se tiene que (U*XU)? = (U'XU)(U*XU)---(U'XU) = U*XPU. Ahora,

P
usando la base que diagonaliza al operador Tr, AP, la traza normalizada y la
identidad (3.16), tenemos

1-p

Tr, [(TrQAp)Q/p] Ty [(%Tr LAY © [) Q/p] o [(NN

/

TroAP @ I)q p]
. 1 /

— NETy [(NTrQAP ® I)q p}

. 1 q/p
— NE ITI' {W Z (I ® W*)AIJ(I ® W):|
" Weg

a/p
— N5 2N1N!Tr {erg (I@WHAI® W))p}

No !
T 9N NI

Por lo tanto del Teorema 3.1.21 se sigue el resultado. [

(@, ({1 @ WA & W)hweg) |
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3.2. Desigualdades tipo Minkowski

Usaremos las propiedadesd de concavidad/convexidad de los funcionales
D, 4, ¥y oy T, 4 para obtener desigualdades del tipo Minkowski para la traza
de operadores. A continuacién presentamos la desigualdad de Minkowski para
funciones medibles no-negativas sobre espacios producto de medida sigma
finitos.

Teorema 3.2.1 (Desigualdad de Holder). Sean p,q indices tales que
1<p<ooy zla +% =1. Sean f € LP(Q) y g € 1.9(Y). Entonces el producto
puntual dado por f - g(x) = f(x)g(x) estd en L'(Q) y

/ f-gdu‘ < [ 17lgldn < 51l (3.17)
Q Q

Teorema 3.2.2 (Desigualdad de Minkowski). Supongamos que Q y T
son espacios o-finitos de medidas p y v respectivamente. Sea f una funcion
no-negativa definida sobre 2 X I', X v-medible. Sea 1 < p < oo, entonces

{ /Q { /F f(x,y)u(dy)]pu(dx)} Upg /F { /Q f(x,y)pﬂ(dm)} l/py(dac). (3.18)

Demostracion. Consideremos
| fayrutis) H(z) = [ feyldy)
Q r

Por el Teorema de Fubini y por ser f u x v-medible, las funciones anteriores
son medibles.

Supongamos que f > 0 en un conjunto de p X v-medida positiva. Escribi-
mos el lado izquierdo de (3.18) como

[ Hay )

_ / [ / f@,y)y(dy)rﬂ(dx) - / [ / f(x,yw(dy)rlff(xm(dx)

= [ | [ #wtan)| = owtan) = [ [ st tutdn)] @i
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Por la desigualdad de Holder tenemos que

s [ eorma] [ erne]”

Entonces

[/ﬂ [/F [z, y)y(dy)r u(dg;)] 1/p
U H(z }”p _ U H(z)?lu(dx)} ——

- [fﬂﬂfj()pf(dx = /Ufg;y dg;] ’ v(dz).
O

Teorema 3.2.3. Sean (X, du), (Y, dv) espacios de medida sigma-finitos. En-
tonces, para cualquier funcion medible no-negativa f definida sobre X xY y

1 < q < p, setiene que
r/a hkd q/p La
[/ [/ fq(w,y)du] dv < [/ [/ fp(ac,y)dv] du] . (3.19)
y LJx x Ly
Demostracion. Escribimos
p/a a/p
[/ U f”(x,y)du} dv] :
y LJx
Tomando s = %, aplicamos el Teorema anterior
s 1/s 1/s
U U fq(x,y)du} dV] S/ U fsq(x,y)dz/} dp.
v LJx x Wy

Por lo tanto
q/p
S/ U f”(%y)dl/} dp.
x LJy

[/y {/X fq(x’y)d/‘r/qdy a/p
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En esta parte el simbolo Tr; también denotara la traza usual para opera-
dores sobre H;.

Teorema 3.2.4 (Desigualdad Tipo Minkowski I). Sea A € B(H; ® H,)
positivo. Entonces, para toda p > 1

(Tro(Try A)?)'7? < Try(Try AP)V7, (3.20)
S10 < p <1, la desigualdad se invierte.

Demostracion. Sea A € B(H; ® Hy) positivo. Demostraremos primero que
existe un operador positivo B € B(#H3) tal que (Tr o(Try A)p) Yp oy 9 (BTr 1A).
Sea {f3;} C H, la base que diagonaliza a Tr; A y definase

B =Y bl8)

dondg bj=a)ya= (ZJ ,\g)fl/q’ con ]lg + é = 1, donde A; son los valores
propios de Tr; A. Entonces

(re 5= (1 o) = (Sorm o)
ZQPW”%EMMWM
~a(Xx) " -1
Luego,
(ﬁ“ﬂ“wfm:““EZV%“@W”:(%N%W@DW
- ()" = (320)" (29"
:be“j'
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Esta ultima relacion por la condicién para igualdad en Holder. Por otro lado
D b =Y biAi(8, 85) = D bi(B;, Tr1ABy)
J J J
= (BB, Tr1AB;) =Y (8, BTr1AB;) = Try(BTr  A).
J

J

Asi, (Trg(Tr 1 A)p) Ve _ TIQ(BTI 1A). Ahora, de la definicién de traza par-
cial A.4.1, tenemos

Trg(BTrlA) = ZZ(OJZ‘ ® BB, Aa; ® B))
I

_ Z (I®B)(;®5),Aa; ® §;)
= Z <OAZ‘ ® pB;, (I ® B)Aa; ® ﬂ]> =Tr12((I ® B)A).

ij

De las identidades anteriores tenemos que

(Tro(Try AP)Y? = Try(BTr, A) = Tryo((T © B)A) (3.21)
=> (0;®Bpj, Ac; ® B;) (3.22)
= i(ai ®b;Bj, Aoy ® B;) (3.23)
- z]: bilo: ® By, Ac; ® ;) (3.24)
< Z (zj:bg)l/q(%: (0 ® 8, A0 3))) " (3.25)

1/p

< Z (Z (0: ® B, Al ® 5j)>”) . (3.26)

Ahora, veamos que para cada i, j se cumple la siguiente desigualdad

(; ® 85, Aoy @ B;) < (i @ B, AP a; @ B;)'1P.
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Usando el Teorema espectral, escribimos A = > ,, Aw|a) {(ar|. Entonces
(i ® ), A ®@ Bj) = <Ofi ® B, Y Awlo) (w0 @ ﬁj>
kL
2 p 2p\ /P
= Mual{0s ® B, ap)? -1 < (ZM;K%’ ® By, )| )
ki ki
» 2p-1\ 1/P
= (Z/\MKOM®5j;ak1>“<ai®ﬁj;akz>‘ )
kl
P 2p—1 op 1) /P
< (X2 Mkt ® 85, ) ol flos @ 51
kl

/p
Z Al @ B, [ (ol @ 5j>> 1

kl
- (<a ® B, ) Malaw) el ﬁj>) "
kl
(0w ® B, AP @ ;)"

Usando esto en (3.26) tenemos

> (Z (s ® B, Ao @ ﬁj)>p) "< > (Z (a; @ B, AP(0; @ 5j)>)

7

1/p

-3 [(ai, TrQApaZ)] o

= Z(Ozi, (TI' 2Ap)1/pai> =Tr 1(TI' QAp)l/p
donde {a;} es la base de vectores propios de Try AP. Asi, siguiendo la cadena
de desigualdades se sigue que
(TrQ(Trl A)p)l/p S Tr 1(TI'2 Ap)l/p.

Supongamos ahora que 0 < p < 1. Definimos r = 1/p y sea B = AP, de donde
A= B". Como r > 1, aplicamos la desigualdad probada e intercambiando el
orden de las trazas tenemos

(Tr 1 (Tr,B)")Y" < Tro(Tr B")Y"
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Sustituyendo B = AP, se tiene que
(TI' 1(TI' 2Ap)1/p)p S TI'Q(TI‘ 1 A)p
m

Teorema 3.2.5 (Desigualdad Tipo Minkowski IT). Para 1 < p <2y
todo A operador positivo sobre Hy @ Ho @ Hs,

Tr 3(TI' Q(Tr 1Ap))1/p S Tr 173[(Tr 2Ap)1/p]. (327)
Para 0 < p < 1,la desigualdad se invierte.

Demostracion. Supongamos que la dimension de H, es N. Tomando la traza
normalizada y la base de valores propios de Tr1 AP, el lado izquierdo de 3.27
lo podemos escribir en términos de la definicién 3.1.2

1 1 p11/p
Trg(Trg(Tr 1Ap)) /p =Tr 1,3 |:TI‘2 (ﬁ]ﬂl & Tr 1A) ]
1
=V, (N[m ® Ir 1A);
donde la pareja de espacios para aplicar W, | son Hy y H; ® Hs. Luego

1
\ij71 <_IH1 & TTlA)

N
0y oy T 9 09 1)

weg

weg

1 1/
= v 2 T (TTQ((W* © Ly, ) AP (W* @ f%))) g
"Weg
1

1/p
et S T (0 b 0 0 1)
" Weg

1

= g 2 T (0 © 1) (T (V" & 1))
" Weg

= TT3T7'1 (TTQAp)l/p.

Lo cual demuestra el Teorema. O
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3.3. Subaditividad fuerte de la entropia de
von Neumann

El proposito de esta seccion es demostrar la subaditividad fuerte de la
entropia de von Neumann.

Consideremos una funcién f(p) = pP, para un estado p. podemos escribir
p=>_;Alej){ej|, entonces

%(T}fp”)‘p:1 = %[Tr (zj:/\ﬂej)(ejo]p:l = %{ZVTT (|ej><€j|):|p:1

J
d
_ %[ZM;LZI =" Alog; = =S(p).
J J

Consideremos f(z) = a**!, y escribamos su expansién en serie de McLaurin,

es decir )

flz) = a+xalna+a(lna)2%+....

Si tomamos ahora un operador positivo A y € > 0 suficientemente pequeio,

tenemos

A(log A)?
2!

Teorema 3.3.1. (Subaditividad fuerte de la entropia de von Neumann) Sea

p1es un estado sobre el espacio de Hilbert de dimension finita Hy ® Ho ® Hs.

Entonces

A% = A+ Alog A+ &? (3.28)

S(p13) + S(p23) = S(p123) + S(ps),
donde S es la entropia de von Neumann.

Demostracion. Tomando A = pag3 € B(H1 @ Ha ® H3). Aplicamos traza
parcial sobre el segundo factor en (3.28),
Tro(p'te) = Trop + e Troplog p+ O(?) = p13 + e Traplog p + O(e?).
Por otro lado, sabemos que 1z = 3, - o(—=¢)" =1 — & + O(c?). Asi
% 1—£+0(£2)
[Tr 2(p1+8)} = [p173 +eTryplog p+ O(e?)
=p13t+eTroplog p
— e (p13 +eTraoplog p)log (p1s +eTraplog p) + O(?)
=p13 +eTroplog p — epizlog pr s + O(e?),
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tomando Trq y Tr3 obtenemos que.

1

1+e

Tr3 Tr,y [Tr 2(p1+5)} =1-¢S(p) +eS(p13) + O(e?).

Consideremos ahora Trp = ps3, asi como se hizo anteriormente, tenemos
que
14+e 2
Pos° = pag +epazlogpaz + O(e7).

Luego

1

a2 (pf5)] ™ = 1 - 28 lpa) + £5() + O
Ahora, aplicando el Teorema 3.2.4, tomando ¢ =1y p =1+ ¢, tenemos
1—eS(p) +eS(p13) + O(?) <1 —eS(pas) +S(p3) + O?)

Equivalentemente

O(e
£

D S(pas) + S(ps) + OF)

1 —S(p) + S(pr3) +

Haciendo ¢ — 0, obtenemos la subaditividad fuerte para la entropia de von
Neumann. O
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Apéndice

A.1. El producto tensorial de espacios de Hilbert

La mayor parte de los resultados que presentamos en este apéndice se
encuentran demostrados en textos sobre espacios de Hilbert. En general no

incluimos demostraciones, éstas se pueden encontrar en por ejemplo [12] o
[13] .

Teorema A.1.1. Sean V, W espacios vectoriales sobre un campo K, tales
que dim(V) = n y dim(W) = m. Eziste un espacio ¥V @ W de dimension nm
y una funcion bilineal 7 : V x W — VW, tal que (v,w) — T(v,w) = vQw
satisface las siguientes relaciones

(i) El producto de v € V con w € W se denota por v ® w y satisface

(v1 + v2) @ W =V1W ® Vow Vo, vy € V,Yw e W
v (wy + we) =v @ wy + v we Yw,ws € W Vv eV
c(v@w) =(cv)@w=vQ (cw) cekK

(it) Todo elemento de V @ W puede escribirse como
Z CiV; & Wy,

para algunos escalares ¢; y algunos v; € V, w; € W.

(iii) Si {vitizy y {w;}7h, son bases de V y W respectivamente, entonces
{vi ® w;}ij forma una base para V @ W.
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(iv) (Propiedad universal) Si U es un espacio vectorial sobre K y £ @'V x
W — U es una funcion bilineal. Entonces existe una unica aplicacion
lineal LYV @ W — U tal que

Z =Lor.
Es decir, £ (v,w) = Llv @ w), parav €V y w € W.

Sean A :V — Vy B : W — W operadores lineales. Definimos .Z :
VW = VW como Z (v, w) = Av® Bw, es una funcién bilineal, entonces
existe una tdnica funcién lineal L : VW — YV @ W tal que L(v ® w) =
Z(v,w) = Av @ Bw. Denotamos a L como A ® B es decir, es el tnico
operador lineal tal que para todov e Vy w e W

(A® B)(v ® w) = Av @ Bw.

La generalizacién para un operador L que actia sobre el espacio H; ® Ho,
se puede consultar en [12].

Cuando (Heo, (,)1) v (He, (-, -)2) son espacios de Hilbert de dimensién
n y m respectivamente, la construccion anterior nos proporciona el espacio
vectorial H; ® Hsy. Usando los productos internos en cada espacio se define
un producto interno en el espacio H; ® Hs como sigue: Sean {vi,...,v,} ¥y
{w1,...,wy} bases de H; y Hs respectivamente, siv =Y . xv;, v/ = > 2y,
w = Zj yjw; y w' =Y y.w, son las expresiones en términos los elementos
basicos, entonces se define el producto interno de v @ w y v’ ® w' como

®

(v@w, v @u'g = < Z%Z/j(w ® w;), Zx;y;(vr ® w5)>
i s

- Z xzij;y;@Jm Ur>1<wj7 ws>2-

Z7J7T7S

En particular (a(v@w), B(v' @ w'))e = @f{v,v")1{w, w’)s. Se puede verificar
que esta funcién satisface los axiomas de un producto interior.

Con respecto a la norma inducida por (-,)g, Hi ® Hs es un espacio de
Hilbert ya que por ser espacio de dimension finita es completo, ademads si
{@i}, {;} son bases ortonormales de H; y Ho respectivamente, entonces
{¢i ® ¥;} es una base de H; ® H,. La construccién anterior se generaliza
cuando aparecen mas de dos espacios Hilbert, vedse [12].
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Proposicién A.1.2. Sean A € B(H) y B € B(K). Entonces
Tr(A® B)=TrATr B (A1)

Demostracion. Sea {u; ® v;} una base para el espacio H @ K. Entonces

Tr (A X B) = Z(ul X Vj, (A X B)UZ X ’Uj> = Z(’LLZ X 'Uj,AUi X B’Uj>
ij 1]
= (ui, Au){vj, Bv;) = Tr ATr B.

]

A.2. Operadores y matrices positivas

Definicion A.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y T : H — H un operador

lineal acotado. T es positivo (o positivo semi-definido) si para todo h € H se
tiene que (T'h,h) >0

Se sigue de la definicion que si un operador es positivo es autoadjunto:
Sea T € B(H) operador positivo; nétese que en general (h, Th) y (Th,h) son
complejos conjugados, como cumplen la Definicién A.2.1, entonces (Th, h) es
real. Luego

(T*h,h) = (h,ThY = (h, Th) = (Th, h) YheH .

Entonces, (T* — T')h = 0 para toda h € H, por tanto T* = T.

Si T4, T5 son operadores positivos, por la linealidad del producto interior
T1 + T5 es también un operador positivo.

Sean H y K espacios de Hilbert de dimensién n y k respectivamente. Si
fijamos bases en cada espacio entonces B(#) puede ser identificado por un
algebra de matrices M, (C), andlogamente para B(K) es M (C).

Teorema A.2.2. Sea T € B(H). Las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

(1) T es positivo.

(2) T =T* y el espectro de T estd contenido en RY.
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(3) T es de la forma A* A, para algin operador A € B(H).
Siguiendo la referencia [15] tenemos

Lema A.2.3. La serie de potencias para \/1 — z alrededor del cero, converge
absolutamente para todos los nimeros complejos z tales que |z| < 1.

Demostracion. Sea S =1+ ¢z + 22 + ... la serie de potencias de f(z) =
v/ 1 — z alrededor de cero, donde ¢ = %f(k)(O). Como /1 — z es analitica
para |z| < 1, la serie converge absolutamente para z tales que |z| < 1. Las
derivadas de f(z) en el origen son negativas, luego ¢, también para k > 1.
Entonces

N

N N
Z|ck|:2—20k:2— lim chxk§2— lim V1 —2 =2.
k=0 k

z—1~ z—1-
=0 k=0
Como esto es cierto para toda N, se sigue que Y o |cx| < 2, lo cual implica
que la serie converge absolutamente para |z| = 1. O

Lema A.2.4 (de la raiz cuadrada). Sea A € B(H) y A > 0. Entonces,
existe un tnico B € B(H) con B > 0 y B> = A. Ademds, B con cualquier
operador que conmute con A.

Demostracion. Es suficiente considerar el caso || A|| < 1. Dado que

11— Al = \|Slﬁp1 (I —A)p, )| <1,
(p =

el Lema anterior nos dice que la serie 1 + ¢1(I — A) + (I — A)? + ...
converge absolutamente a un operador B, en la norma de operadores. Por la
convergencia absoluta de la serie podemos elevar al cuadrado y reacomodar
los términos, esto prueba que B2 = A. M4as ain, como 0 < I — A < I tenemos
que 0 < (¢, (I — A)"¢) < 1 para toda ¢ € H con ||¢|| = 1. Luego

k=1 k=1

hemos usado que ¢; < 0 y la estimacion como en el Lema anterior. Asi,
B > 0. Como la serie de B converge absolutamente, entonces conmuta con
cualquier operador que conmute con A.
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Supongamos que existe B’ € B(H), con B' > 0y (B')? = A. Dado que
B'A=(B')? = AB,
B’ conmuta con A, asi también con B. Se sigue que
(B-B)YB(B-B)+(B-B)B(B-B)=(B>-B*(B-B)=0.

Ya que ambos términos son positivos tenemos que deben ser cero, asi la
diferencia (B — B’)> = 0. Como B — B’ es autoadjunto, por ser positivo,
tenemos [|(B — B')*|| = |[(B — B')*|| = 0, por lo tanto B — B" = 0. O

Recordemos que s(A) = (s1(A), s2(A),...,sn(A)) denota al vector de
valores singulares de A ordenados de manera decreciente: s1(A) > so(A) >
s> 8, (A).

Proposicién A.2.5. Sea A operador lineal en C". Sean {s;(A)}’_, los va-
lores singulares de A ordenados en forma decreciente, entonces

1Al = [[[A]]] = s1(A). (A.2)
Demostracion. Sea x € C" calculamos
| [Alz[]> = (|Alz, |Alz) = (|A]Pz, 2) = (A*Az, z) = (Az, Az) = || Az|?;

tomando supremo sobre las x € C" tales que ||z|| = 1 tenemos ||A| =
| |A] ||. Ahora, |A| es operador autoadjunto, aplicamos el Teorema espectral
en dimensién finita se obtiene que

n

A=) s5(A)( 65)05,

=1

donde {¢;}; C C" es la base ortonormal que diagonaliza a |A|. Usando la
identidad de Parseval se tiene que

n

Z si(A){z, ;)i

=1

< Isl(A)FZ [, i) * = Is1 (A) P[]

2 n
[Az|]* =l [Alx ||* = =D Isi(A) Iz, o)
1=1
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de donde ||A|| < |s1(A4)]. Por otro lado, sea ¢, vector propio de |A|, entonces

[Agkll = [ |Aloell = sk (A)dell = [se(A)] lgell = Ise(A)]-
Asi |sg(A)| < sup [|Az|| = ||A|| para toda k =1,2,...,n. Por lo tanto ||A|| =
[s1(A)]- O

Definicién A.2.6. Sean H, K espacios de Hilbert con producto interior (-, )
y (-, )i, respectivamente. El producto interior en la suma directa H & K
estd dado por

<[ fib' } ’ { iy D%@K = (hyu)y + (W u)x (A.3)

Definicién A.2.7. Sea T un operador, decimos que es una contraccion si
|7 < 1.

Teorema A.2.8. Sean A, B € B(H) positivos y sea C operador en H. El
operador autoadjunto

[ I } (A4)

en H & H es positivo si y solo si existe una contraccion K € B(H) tal que
C = BY? K AY?. Cuando A es invertible, entonces esta condicion es equi-
valente a que

BA™'B*<C. (A.5)

A.3. Transformaciones positivas

Definiciéon A.3.1. Sea o : B(H) — B(K), donde H, IC son espacios de
Hilbert de dimension finita. Decimos que a es positiva si manda operadores

positivos en operadores positivos. Es decir si A € B(H) es positivo entonces
a(A) € B(H) es positivo.

Teorema A.3.2. Sea o : M,,(C) — My (C) una aplicacion lineal positiva y
unital (ver definicion 1.2.5). Sea f: R — R una funcidn convera. Entonces,
para todo A € M,,(C) autoadjunto

Tr (f(a(A))) < Tra(f(4)) (A.6)
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Consideremos la aplicaciéon a : M, (C) & M, (C) — M, (C), definida
mediante

a(AeB)=tA+ (1—-t)B para 0 <t <1 (A.7)

Como tenemos una combinacion lineal de operadores, « es lineal. La apli-
cacion es unital pues: a(/ &) =tI+ (1 —1t)I = I. Es positiva: Si A® B es
operador positivo, se cumple que

0<{(z,y),A® B(z,y)) =(x, Az) + (y, By)  para todos z,y € C".

Entonces (z,a(A® B)x) = (x,tA+ (1 —t)Bz) = (z,tAzx)+ (1 —t){(z, Bx) =
{22, A(t%2)) + ((1 — )22, B((1 — t)*/?z)) > 0. Aplicando el Teorema
A.3.2 obtenemos

T f(tA+ (1 —)B) < tTr f(A) + (1 — )Tt F(B). (A.8)

Sea A € M,(C) y sea p(z) := Y, ¢;a? un polinomio. Resulta natural
representar por p(A) a la matriz 25 C AJ. El Célculo Funcional puede ser
extendido a otras funciones f : C — C. Cuando A = diag(A, A2...,\,) v la
funcién f esté definida en los valores propios de A, entonces

Si asumimos que A es diagonalizable, es decir A = S diag(Ay, Ay ..., ) S7L.
Entonces f(A) se define como

F(A) = Sdiag(f(M), f(A2) ..., f(Aa)) ST

Recordemos que para una matriz autoadjunta existe una descomposicion
espectral. Sea A =3 A;|v;){v;| la descompisicion espectral de A. (A; son los
distintos valores propios de A y |v;)(v;| son las correspondientes proyecciones
sobre los espacios propios, y el rango de |v;)(v;| es la multiplicidad de A;).
Entonces

f(A) = Zf(%)l%)(vjl-

Usualmente a la funcion f la consideramos continua o bien suave en un
intervalo que contiene a los valores propios de A.
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Definicién A.3.3. Decimos que una funcion f es convexa en operadores
st para matrices hermitianas A, B € M,, y para toda 0 < A <1,

F(L=XNA+AB) <(1-MNf(A) +Af(B) (A.9)

Teorema A.3.4. Sean A, B € M, (C) autoadjuntos y t € R. Supongamos
que f : (a,b) — R es una funcién continua diferenciable definida en un
intervalo y tal que los valores propios de (A + tB) estdn contenidos en tal
intervalo. Para t — ty pequena se tiene que

%Tr FA+B)| =T (B A+ 1B (A.10)

Lema A.3.5. Sea A una matriz de bloques positiva de tamario n X n con
blogues de tamano k x k. Entonces A es la suma de matrices de bloques B
de la forma (B;;) = X7 X, para matrices X1, Xo, ..., X, de tamanio k ® k.

Teorema A.3.6. Sea & : M,,(C) — M(C) una aplicacion lineal. Las si-

guientes condiciones son equivalentes.

(1) &I, es aplicacion positiva, donde I, : M,,(C) — M, (C) es la aplicacion
tdentidad.

(it) La matriz de bloques X definida como X;; = & (lei)(e;]) paral <i,j <n
es posiliva.

(iii) Existen operadores V; : C"* — C*, con 1 < t < k?, tales que

E(A) =) VAV (A.11)

(iv) Para familias {A;} C M,(C) y {B;} € Mg(C), se cumple

> Bi&(A;A)B; > 0 (A.12)
]

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que & ® I, es positiva, donde tal
aplicacion actia (A4,B) — &(A) @ I,(B) = &(A) ® B. Sea X la matriz
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Xi; = &(lei)(ej]), para 1 < i, 7 < n. Sea e; ® e; un tensor simple, evaluamos
2

> leid(es] ® leidel

i

= Z!6i><6g‘\®!6i><€j! Z\%)@j!%@%)@j\%]

(es ® e)

= |3 leesl @ lelesl| | S dudiei @ e,
tj

L ij 4L

= n)_le) (e ® e e E Ojs0jee; @ €
=N E E 5j35jt<€j;ei>ei 63,81 i =N g § 5]553155]261 @ €
g /

= HZ djs0ji€; @ €; = (Z |€z'><€j| ® |€i><€j|> (es ®ey)

ij

2
Tenemos la relacién [Z” lei){(e;] ® \ei)(ej@ = >, lei){e;| ® |ei)(e;l, en-

tonces tenemos una matriz positiva. Por lo tanto

< (€ Q1) (Z‘ez (ej] @ [es) 61‘) Z@@’el (ej]) ® lei)(ej| = X

ij
(#7) = (iii) Supongamos que X = 3. X;;®|e;)(e;] es positiva. Consideremos
{e1 ® em}im una base para el producto tensorial. Fijemos 1 < ¢ < k y
definimos para toda 1 < < n la proyeccién ortogonal Pi(e; ® e,,) = €; Q e;.
Sean €; ® e,,, ey ® e, tensores simples fijos, calculamos
<6l ® emaPrXPs ey ® em’)
:<Pr€l X €m7XPs er & em’> = <€l X ey, Xel’ ® es)
=(e; R ey, Z Xi; ® lei)(ej| (er ®es)) = (e, ® ey, Z Xijer ® 0js€;)
ij ij
= Z(ez ® e, Xijey ® 0j5€;) = Z(ez, Xijer)(er, 0;5€i)
— -

= Z(eh Xisel’><er7 ei) = <el; erel’> = (Xll’)rs
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Entonces se cumple (X;;) = PBXP;. Ahora, como X es positivo podemos
escribir

nk
X = Z/\t‘?)t Ut’ = Z ‘)\1/2 /\1/2Ut’ - Z ‘ft)(ft’7
t=1

donde v, € C™, ademds f, siguen siendo vectores propios. Por la completez
de los proyectores tenemos que |f;) = Zle P;|f), entonces podemos definir
para cada 1 < t < nk las aplicaciones V; : C* — Ran(P;) ~ C" que a cada
vector e; le asigna el vector Vie; = Pi| f;) = | P; f;). Entonces

X =Z \ft><ft’ = Z (Z ‘Pift>) (Z<ijt’)

t=1 i—=1
nk k k nk
=> D Bl =) P (Z !ft><ft!) P!
=1 ij ij =1

k nk k nk
=3"p (Z Piwft><ft!P;> Pi=3% P (Z v;rez-><ejrv:) P
ij t=1 5 t=1

Entonces para i £ 14"y j 75 j’tenemos que

ZVA@ (e|V}*

Como {|e;){e;|};; es una base para las matrices de tamano n x n, extendiendo
por linealidad se sigue la implicacién.

(i7i) = (iv) Sea X € M, (C). Supongamos que &(A4) = >, V; X V*. Sean
{4;} ¢ M, (C) y {B;} € My(C). Consideramos

Y BiE(AjA)Bj =) B! (Z Vi AT A; W) B
Y B,
t i

() (o)
-2 (i) (Savin) 2o

&(lei){e;]) = PuX Py = ZR,P

P*Pr ZW|€Z><€J|‘/;
t
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(iv) = (i) Nétese que & ® I, : M,(B(H)) — M,,(B(K)). Supongamos que
para {4;} C My(C) y {B;} C M,(C) tales que >, B;&(A;A;)B; > 0. Sea
A€ M,(B(H)) un operador positivo. Por el Lema A.3.5 podemos escribir
A= "ATA; @ e (el
ij

Luego X =3, &(A;A;) @ [e;)(ej|. Sea u @ v, entonces

<u ®0,Y E(ATA) @ |es)ejl(u @ v)>

i

— Z(u R v, &(AjA)) ® le;)(ej|(u® v))

= Z u® v, &(ATAj)u ® e;)(ej|v) = Z(u & (A7 Aj)u) (v, |e;){e;|v)
= Z u, &(ALA ) u) (v, e;)(ej,v) = Zm (v,e)E (AL A;) e, v)u)

—Z (v,e;) IkE (A Aj) ej,v) Tyu) = ZB E(A;Aj)Bju) >0

Asi & ® I, es positiva. ]

Definicién A.3.7. Sea & : B(H) — B(K) una aplicacion entre espacios de
Hilbert de dimension finita. Decimos que & es Completamente Positiva si
cumple con alguna, y por lo tanto todas, las condiciones del Teorema A.3.6.
A la identidad (A.11) le llamamos Representacion de Kraus.

Proposicion A.3.8. Sean &), & aplicaciones completamente positivas. En-
tonces &) + & es completamente positiva.

Demostracion. Sea A € M,,. Por el Teorema A.3.6 tenemos

=" v, AV, E(A) =) W, AW,
= t=1
Entonces

n—+m

(& +&E)(A) =D VLAV +> W AW, =) U; AU;.
s= t=1 =
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Notese que un transformacion completamente positiva actia sobre ope-
radores. En ramas como la Fisica a este tipo de aplicaciones se les llama
super-operadores. En la siguiente proposicion se muestra un ejemplo de una
aplicacién completamente positiva.

Proposicién A.3.9. Sea & : M,,(C) — My, (C) una aplicacion lineal positiva
tal que para A, B € M, (C) las imdgenes &(A) y &(B) conmutan entre si.
Entonces & es un aplicacion completamente positiva.

Demostracién. Sean X € M,,,(C) tal que X;; € M,(C) y ¥ funcional po-
sitivo, entonces la matriz [U(X,;)];; es positiva. Sea F' > 0, por el Teorema
A 3.6 tenemos que la matriz de bloques [¥(X;;)F];; es positiva por lo tanto
U(A)F es completamente positiva. Ahora, sean C, D € Ran(&) tales que
CD = DC'. Entonces por el Teorema de diagonalizacién simultdnea tenemos

que
Z U (A)lei) (e,

donde ¥; son funcionales positivos. Como la suma de aplicaciones completa-
mente positivas es completamente positiva, tenemos que & es completamente
positiva. ]

Definiciéon A.3.10. Sea p € M,(C). Decimos que p es un operador de
densidad si es positiva y T'r p = 1. También les llamaremos estados.

Definicién A.3.11. Sean p;, po matrices de densidad, decimos que son orto-
gonales si cualquier vector propio de py es ortogonal a cualquier vector propio
de P2

Lema A.3.12. Sea p una matriz de densidad, tal que

k

Z xi) (x| = Z [y (Y. (A.13)
-1 -

Entonces, existe una matriz unitaria (Us;) tal que Zle Uijlz;) = |yi)-

Demostracion. Sea p matriz de densidad. Para n < k sea

p=Y_ Ailz)(al,
=1
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su descomposicién espectral, donde n es el rango de p. Sean |z;) := 0y
A =: 0 paran < i < k. Sea v/\;|2) = v, entonces y; € Span{|z)}.
Ast lyi) = 70 (2,42 Parai=1,... . ky j=1,...,n sea

_ <Zj7yi>
(Uij) = VR

Es operador unitario:

ZUzt —Z Zta\/ﬂl) <y\;ﬁ‘ - \/—\/—Z Zr, yz;zr yz

1 1
e ) = ko) =
]

El Teorema A.3.6 nos da las condiciones para caracterizar una aplicacién
completamente positiva. Particularmente pedimos que acepte una representacién
de Kraus. ;Pero tal representacion es tinica?.

Teorema A.3.13. Sea & : M, (C) — My(C) un aplicacion lineal tal que
acepta dos representaciones de Kraus. Digamos

A) :zk:vtAv: &(A) :zk:WtAWt*. (A.14)

Entonces existe una matriz unitaria (cy,) tal que
Wy =Y eV (A.15)
u

Demostracion. Sea {x;} base para C™ y {y;} base para C". Consideremos v;
y w;y los vectores en C™ @ C", escribimos

vy ::in ® Viy; wy = z:alzZ ® Wiy;.
ij ij

Ahora

ool = | 30w @ Vi ) 3w @ Vi
ij i'g!

= > lwa){we] @ Vilys) (e Vy,

ij iy

= |z @ Vi) (wr ® Viyy|

ij i gt



98 Apéndice

andlogamente |wy)(w;| = > .00 |wi)(zi| @ Wily;)(yu|[Wy. Asi, de nuestra
hipétesis y lo anterior

Z|Ut Ut|—Z|I (zv| ® &( ):Z|wt><wt|-

iji'y’

Entonces por el Lema A.3.12 existe una matriz unitaria (c¢,,) tal que w;, =
Y Ciuly. Sea Ty @ Yp, entonces

(@e ® Yy wr) = (zp @ Yo, Y 4 @ W) = > (i, 23) (Y, Wiy

i i
= (e, Way;).
j

Por otra parte tenemos que

(Tx @ Yo, wi) = (w1 @ Yoo, Z Cutn) = > Cr{Tk ® Y, Z z: ® V,y;)
= Z Ctu Z Ty Ti) (Yt > Vally) Z Yk' s Z cuVal;)-

Por lo tanto Wy = > ¢, Vi O

A.4. El operador de traza parcial

En ésta seccién estudiaremos las propiedades de la aplicacion de Traza
Parcial, la cual veremos que es otro ejemplo de una transformacién comple-
tamente positiva. En esta parte seguimos la exposicién de [12].

Definicién A.4.1. Sean Hy y Ho espacios de Hilbert. Sea {e;}; una base
ortonormal de Ho. Sea p un operador sobre Hy ® Hs. La traza parcial de p
es el operador Trop € B(H4) definido para todos u, v € Hy mediante

<u7 TI‘QﬂU)HI = Z<u ® e, p(U ® ei)>H1®H2' (A16)

Denotaremos mediante p1 = Trap, a la traza parcial del operador p. Andloga-
mente, para la traza parcial ps = Trp la calculamos tomando la base en H,.
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Proposicién A.4.2. Sea p un operador sobre Hy ® Hy y sea py € B(H;).
Entonces p1 = Trayp si y sdlo si para toda X € B(Hy) se cumple que

Tr (p X) =Trp(X @ ). (A.17)

Proposicién A.4.3 (Propiedades de la traza parcial). Sean H,Hs es-
pacios de Hilbert de dimension finita.

(i) Sean p, v € B(H1 ® Hz), A € C". Entonces

Tro(Ap+ ) = ATrop + Troy. (A.18)
(ii) Sea p € B(H1 @ Hsa). Entonces
Trp="Tr(p1) = Tr(p2). (A.19)
(iii) Sean oo € B(H1) y B € B(Hz). Entonces
Try(a® 8) =aTr g Tri(a® f) =0Tra. (A.20)

Teorema A.4.4. Sea p € B(Hi ® Hs) positivo. Sea f una funcion real tal
que los valores propios de p estin contenidos en Z(f). Entonces

Trs f(p) = f(Tr2 p). (A.21)

Ejemplo A.4.5. La traza parcial es un operador completamente positivo.

Ejemplo A.4.6. La traza Tr : My(C) — C es una aplicacion Completa-
mente positiva si

Tr ® I, : My(C) ® M, (C) — M, (C), (A.22)
es una aplicacion positiva.

Demostracion. Sea p € B(H,)®@ B(Hz), supongamos que p = A® B. Veamos
que Tr ® I, es una traza parcial. Es decir, p, = Trip = (Tr ® I,) - p. Sea {e;}
una base ortonormal de H;. Entonces por el inciso (iii) de la Proposicién
A.4.3 tenemos que Tr(A® B) = (Tr A) B.

Por otra parte tenemos que (Tr ® [,,)(A ® B) = Tr A ® B. Luego

Z(ei Qu, Tr A® Ble; @ v)) = Z(ei ® u, Tr Ae; ® Bv))

= ZTr Alei, e;)(u, Bu) = (u, (Tr A) Bv).

Asi por el Teorema A.3.6, la traza es una aplicacion completamente positiva.
]
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Sean H;, Ha, H3 Espacios de Hilbert de dimensién finita. Sea X € B(H;1®
Ho ® H3). Consideremos {u;}; una base ortonormal del espacio H;. Tenemos
de la definicién A.4.1 que Tr; X es el operador de traza parcial que actua
de Hy ® Hs en si mismo. Sea {v; x}; x una base para el espacio H; ® Ho,
entonces Ir o X denotard el operador de traza parcial de X que actia sobre
el espacio de Hilbert Hsz. Andlogamnete Tr, 3 X denota el operador de traza
parcial de X que actia sobre el espacio de Hilbert ;.

Proposicién A.4.7. Sea p € B(H2 @ Hs). Entonces
Tr3(]1®p) :]1®Tr3p (A23)

Proposiciéon A.4.8. Sea p € B(H; ® Hs) y ¢ € B(Hs3) tal que Tr ¢ = 1.
Entonces

(1) Tri3(p ® ¢) =Tryp. (1)) Tri(p @) =Trip® . (A.24)

A.5. Entropia cuantica o de von Neumann
Proposicién A.5.1. Sea & : M,(C) — M, (C) una aplicacidn positiva,

unital y que preserva traza. Entonces & manda al operador de densidad p en
la matriz de densidad & (p).

Definicién A.5.2. Sea p un operador de densidad. Se define la Entropia de
von Neumann como

S(p) = —Tr plogp. (A.25)
Como p es positivo ponemos escribir su representacién espectral
p=>_ Aivi)(vil.
Ahora, para calcular la traza tomemos la base que diagonaliza a p. Entonces

S(p) = —Tr (plogp) = — Z (vk, plog pug)

:_Z<Z)"vl vlyvk,Zlog Y vi)(vil, vk> Z)\klog)\k
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Proposiciéon A.5.3. Sea & una aplicacion positiva, unital y que preserva
traza. Entonces para toda p matriz de densidad

S(p) < S(&(p))- (A.26)

Proposicién A.5.4. Sea U € B(H) y sea p un estado. Entonces
S(UpU*) = S(p). (A.27)

Definicién A.5.5. Sean p, 0 estados tales que Ker(o) C Ker(p). La en-
tropia relativa de p respecto a o se define mediante

S(pllo) =Trplogp — Trplogo. (A.28)

Proposicién A.5.6. Sea U € B(H) unitario y sean p, o estados. Entonces
S<UpU*||U0 U*) — S(plo). (A.29)

Teorema A.5.7. Sea A € B(H) autoadjunto, sea p un estado. Si f es una

funcién convezra real, con dominio que para toda k contenga a {ag, A ay) y al
conjunto de valores propios de A. Entonces

F(Tr Ap) <Tr (F(A4)p). (A.30)
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