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Introducci�on
Los espacios Lp no-conmutativos, tambi�en conocidos como ideales deSchatten, son una herramienta fundamental en An�alisis Matem�atico y susaplicaciones. Sobresalen sus usos recientes en Probabilidad Cu�antica y Teor��aCu�antica de la Informaci�on, v�eanse por ejemplo las referencias [4], [5], [7] y[17]. Sin embargo, hasta donde sabemos, no existe una monograf��a autocon-tenida que incluya una construcci�on elemental, directa y completa de estosespacios. La construcci�on que se encuentra en el libro de R. Bathia [1], que esla que desarrollamos en este trabajo, se encuentra dispersa en varios ejerciciosy diferentes cap��tulos junto con otros resultados importantes sobre matrices,lo cual di�culta su lectura. El prop�osito principal de este trabajo es llenareste hueco, por lo menos en el caso de espacios de Hilbert de dimensi�on �nita,es decir sobre matrices complejas n � n. En el caso de dimensi�on in�nita ellector puede consultar [9]. Para ilustrar su utilidad en Teor��a Cu�antica dela Informaci�on, desarrollamos en detalle la aplicaci�on que realizan E. Lieb yE. Carlen en [4] y [5], donde obtienen algunas desigualdades tipo Minkowskique permiten dar una demostraci�on corta de la subaditividad de la entrop��ade von Neumann, una desigualdad fundamental en Teor��a Cu�antica de laInformaci�on. Una de las consecuencias m�as importantes de la subaditividadfuerte es la c�elebre cota de Holevo para la informaci�on accesible, al respectov�eanse por ejemplo las referencias [11], [16] y [13].Este trabajo tambi�en es una breve introducci�on a la teor��a de matricesestoc�asticas y transformaciones completamente positivas en dimensi�on �nita.Nuestra aportaci�on principal es la ordenaci�on del material y la demostraci�ondetallada de todos los resultados que en [1], [4] y [5] aparecen s�olo enunciadossin demostraci�on o como ejercicios para el lector.En el Cap��tulo 1 incluimos el concepto de mayorizaci�on y matrices es-toc�asticas. El Cap��tulo 2 contiene una demostraci�on de las propiedades dela norma en Lp(H) donde H es un espacio de Hilbert de dimensi�on �nita.



VIII Introducci�on
El material de estos dos cap��tulos es una introducci�on elemental y direc-ta a los espacios Lp no-conmutativos en dimensi�on �nita. En el cap��tulo 3desarrollamos en detalle la demostraci�on de Carlen y Lieb de la subaditivi-dad fuerte de la entrop��a de von Neumann usando una desigualdad tipoMinkowski. Incluimos un ap�endice que contiene una introducci�on elementalde las transformaciones completamente positivas, la de�nici�on y propiedadeselementales de la entrop��a de von Neumann y algunos resultados que se usanen los cap��tulos anteriores.



Cap��tulo 1
Mayorizaci�on y matrices
biestoc�asticas
1.1. Mayorizaci�onSea x = (x1; :::; xn) 2 Rn, denotaremos por x# y x" a los vectores obtenidosa partir de x reordenando las coordenadas en forma decreciente y en formacreciente respectivamente, es decir:(i) x# = (x#1; :::; x#n) donde x#1 � x#2 � ::: � x#n(ii) x" = (x"1; :::; x"n) donde x"1 � x"2 � ::: � x"n.Obs�ervese que x"j = x#n�j+1 j = 1; :::; n:De�nici�on 1.1.1. Si x,y 2 Rn decimos que x es mayorizado por y si secumplen las condiciones:kXj=1 x#j � kXj=1 y#j ; para cada 1 � k < n y (1.1)nXj=1 x#j = nXj=1 y#j : (1.2)
y en este caso escribiremos x � y. A la �ultima igualdad le llamaremos condi-ci�on de la traza, funci�on que de�niremos m�as adelante.



2 Mayorizaci�on y matrices biestoc�asticas
Ejemplo 1.1.2. Si xj � 0 y Pnj=1 xj = 1, entonces� 1n; :::; 1n� � (x1; :::xn) � (1; 0; :::; 0):
Demostraci�on. La mayorizaci�on x � (1; 0; :::; 0) es clara, pues la desigualdadkXj=1 x#j � 1
se cumple para cada 1 � k � n y tambi�en se tienekXj=1 xj =

kXj=1 x#j = 1:
Para demostrar la otra mayorizaci�on procederemos por inducci�on sobren. Si n = 1 tenemos s�olo un sumando y por tanto1n = 1 = x1:

Por hip�otesis de inducci�on, dados x1; :::; xn tales que Pnj=1 xj = 1 entoncespara cada 1 � k � n se tiene que
kn = kXj=1

� 1n�# � kXj=1 x#j :Sean x1; :::xn; xn+1 tales que n+1Xj=1 xj = 1; (1.3)
de esto tenemos que

xn+1 = 1� nXj=1 xj: (1.4)
N�otese que x#n+1 � 1n+ 1 ;
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pues si x#n+1 > 1n+1 entonces como x#1 � � � �x#n � x#n+1 > 1n+1 tendr��amos quen+1Xj=1 x#j >

n+1Xj=1 1n+ 1 = 1;
lo cual contradice (1.3). Sean exj# = x#jPnj=1 x#j ; 1 � j � n. EntoncesPnj=1 ~x#j = 1y por la hip�otesis de inducci�on para cada 1 � k � n, tenemos que kn �Pkj=1 exj# =Pkj=1 x#jPnj=1 x#j , equivalentemente knPnj=1 x#j �Pkj=1 x#j para cada1 � k � n. Entonces, usando (1.4), obtenemos

kn+ 1 = kn�1� 1n+ 1� � kn�1� x#n+1� = kn nXj=1 x#j �
kXj=1 x#j ;para cada 1 � k � n+ 1. Esto termina la demostraci�on.La noci�on de mayorizaci�on ocurre naturalmente en varios contextos, porejemplo, en F��sica la relaci�on x � y indica que x es un estado m�as ca�oticoque y, pensando a x como un proceso estoc�astico, esto es, cada xi es laprobabilidad de encontrarse en el estado i.Otro ejemplo ocurre en Econom��a, si x1; :::; xn , y1; :::; yn denotan losingresos de n�individuos, entonces x � y signi�ca que hay una distribuci�onm�as equitativa en el estado x que en el estado y. El ejemplo anterior ilustraeste hecho.Por otra parte, recordemos que x"j = x#n�j+1, entoncesnXj=1 xj =

nXj=1 x"j =
kXj=1 x"j +

nXj=k+1x#n�j+1 =
kXj=1 x"j +

n�kXj=1 x#j :De aqu�� se sigue la relaci�on
kXj=1 x"j =

nXj=1 xj �
n�kXj=1 x#j ; 1 � k � n; (1.5)

que usaremos en la demostraci�on de la siguiente
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Proposici�on 1.1.3. x � y si y s�olo sikXj=1 x"j �

kXj=1 y"j 1 � k � n; nXj=1 x"j =
nXj=1 y"j :Demostraci�on. Veamos que la condici�on es su�ciente. N�otese quenXj=1 x"j =

nXj=1 x#j =
nXj=1 xj:Esta relaci�on indica que la condici�on de la traza se cumple.Usando (1.5) y la condici�on de la traza tenemos que para cada 1 � k < n,kXj=1 x#j =

nXj=1 xj �
n�kXj=1 x"j �

nXj=1 yj �
n�kXj=1 y"j =

kXj=1 y#j :Esto demuestra que x � y.El rec��proco se demuestra de manera an�aloga.Denotaremos por e al vector (1; 1; :::; 1). Para cualquier subconjunto I def1; 2; :::; ng, eI denotar�a el vector correspondiente a la funci�on indicadora deI y jIj su cardinalidad.Si x 2 Rn de�nimos la traza de x como
Tr (x) := nXj=i xj = hx; ei;

donde h�; �i es el producto interior en Rn.Proposici�on 1.1.4. Sea x = (x1; � � � ; xn) 2 Rn, para cada 1 � k � n, setiene que kXj=1 x#j = m�axjIj=khx; eIi:
Demostraci�on. Procederemos por inducci�on sobre n. Si n = 1 claramentetenemos x#1 = m�axjIj=1hx; eIi:
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Supongamos que se cumple para n, esto es,kXj=1 x#j = m�axjIj=khx; eIi; 8 1 � k � n: (1.6)

Demostraremos que (1.6) vale para cada 1 � k � n+1. Sea 1 � k � n+1,usando la hip�otesis de inducci�on para I � f1; � � � ; k � 1g y L � fk; � � � ; ngtenemos quekXj=1 x#j =
k�1Xj=1 x#j + x#k = m�axjIj=k�1hx; eIi+ x#k = m�axjIj=k�1hx; eIi+m�axjLj=1hx; eLi= m�axjJ j=khx; eJi; J � f1; � � � ; n+ 1g:

Ahora tenemos la siguienteProposici�on 1.1.5. x � y si y s�olo si para cada subconjunto I de f1; 2; :::; ngexiste J � f1; 2; : : : ; ng tal que jIj = jJ j,hx; eIi � hy; eJi y Tr (x) = Tr (y):Demostraci�on. Supongamos que para cada I � N = f1; 2; :::; ng existe J �N tal que jJ j = jIj,hx; eIi � hy; eJi y Tr (x) = Tr (y):Tomando m�aximo tenemos quehx; eIi � m�axjJ j=khy; eJi;es decir, hx; eIi � kXj=1 y#jy tambi�en se cumple m�axjIj=khx; eIi � kXj=1 y#j :Entonces kXj=1 x#j �
kXj=1 y#j :Esto demuestra que x � y. El rec��proco se demuestra de manera an�aloga.
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De�nici�on 1.1.6. Diremos que un vector x 2 Rn es submayorizado d�ebil-mente por un vector y sikXj=1 x#j �

kXj=1 y#j k = 1; 2; :::; n;
en este caso escribiremos x �! y:Diremos que un vector x 2 Rn es supermayorizado d�ebilmente porun vector y si kXj=1 x"j �

kXj=1 y"j k = 1; 2; :::; n;
en este caso escribiremos x �! y.Proposici�on 1.1.7. Algunas propiedades de la mayorizaci�on.(i) x � y si y s�olo si x �! y, x �! y.(ii) Si � es un n�umero no negativo , entonces x �! y ) �x �! �y;x �! y ) �x �! �y.(iii) x �! y si y s�olo si �x �! �y.(iv) Para cualquier � 2 R, x � y entonces �x � �y.Demostraci�on.(i) Si x � y, la relaci�on x �! y se cumple por la de�nici�on 1.1.1, sin lacondici�on de la traza. La relaci�on x �! y se cumple por la Proposici�on 1.1.3.Ahora sup�ongase que las relaciones x �! y y x �! y se cumplen. Bas-tar�a demostrar que la condici�on sobre la traza se cumple. Tomando k = n,por la submayorizaci�on, tenemos que

Tr (x) = nXj=1 x#j �
nXj=1 y#j = Tr (y)

por otra parte; de la supermayorizaci�on, se tiene que
Tr (x) = nXj=1 x"j �

nXj=1 y"j = Tr (y):
Esto demuestra que x � y.
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(ii) Si x � y y � � 0 tenemos quenXj=1 (�xj)# = �� nXj=1 x#j� � �� nXj=1 y#j � =

nXj=1 (�yj)#;de donde se obtiene que �x �! �y. La demostraci�on de la otra implicaci�ones similar.(iii) Recordemos que para x# tenemosx#1 � x#2 � ::: � x#nequivalentemente, �x#1 � �x#2 � � � � � �x#n:Por otra parte para (�x)" tenemos que(�x)"1 � (�x)"2 � � � � � (�x)"n;entonces (�x)"j = �x#j para cada 1 � j � n y por lo tanto (�x)" = �x#. Ladesigualdad kXj=1 x#j �
kXj=1 y#jse cumple si y s�olo si � kXj=1 x#j � � kXj=1 y#j ;equivalentemente Pkj=1(�x)"j �Pkj=1(�y)"j , o bien �x �! �y.(iv) La condici�on de las trazas es evidente. Si � � 0 la a�rmaci�on se sigue de(ii) y de la identidad Tr (�x) = �Tr (x), que se cumple para cada � 2 R.En el caso � < 0 usamos (ii) y (iii) para obtener �x �! �y y �x �! �y.Entonces el resultado es consecuencia de la equivalencia en (i).Cada una de las relaciones �;�!;�! es reexiva y transitiva, pero ningu-na de�ne un orden parcial. Por ejemplo, si x � y y y � x, s�olo podemos decirque Py = x, donde P es la matriz asociada a una permutaci�on � 2 Sn,este �ultimo es el grupo de permutaciones de un conjunto de n elementos. Talmatriz est�a de�nida por

P� = ��(i)j = (pij) = � 1 si j = �(i)0 si j 6= �(i)
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Denotaremos tambi�en P 2 Sn. Tenemos una relaci�on de equivalencia si de�n-imos x � y cuando x = P�y, para alguna permutacion � 2 Sn. La reexividadse obtiene tomando P = I; adem�as, si x � y y x = Py para una matriz depermutaci�on, como P�1 es tambi�en una matriz de permutaci�on podemos es-cribir x = P�1y y se obtiene la simetr��a y � x. Por otra parte, como elproducto de permutaciones es una permutaci�on, si se cumple que x � y yy � z, escribiendo x = Py = P (Qz) se tiene que x � z, lo cual demuestrala transitividad. Si denotamos por Rnsym = Rn= �, entonces claramente �de�ne un orden parcial en Rnsym. Esta relaci�on tambi�en es un orden parcialsobre el conjunto fx 2 Rn : x1 � � � � � xng. La misma a�rmaci�on se cumplepara las relaciones �! y �!. Para x; y 2 Rn de�nimos

x _ y = (x1 _ y1; x2 _ y2; :::; xn _ yn)x ^ y = (x1 ^ y1; x2 ^ y2; :::; xn ^ yn)donde xj _ yj = m�ax(xj; yj) y xj ^ yj = m��n(xj; yj). Por otra parte, sean
x+ = x _ 0; jxj = x ^ (�x); x� = �x _ 0:

N�otese que x+ es el vector obtenido al reemplazar las coordenadas negativasde x por ceros, jxj = (jx1j; : : : ; jxnj), es decir es el resultado de tomar el valorabsoluto en cada coordenada del vector y x� toma los valores negativos delvector x.Con las de�niciones anteriores tenemos el siguiente resultado, que carac-teriza la mayorizaci�on sin involucrar el reordenamiento de las coordenadas.
Teorema 1.1.8. Sean x; y 2 Rn, entonces se cumplen
(i) x �! y si y s�olo si para cualquier t 2 RnXj=1 (xj � t)+ � nXj=1 (yj � t)+:
(ii) x �! y si y s�olo si para cualquier t 2 RnXj=1 (t� xj)+ � nXj=1 (t� yj)+:
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(iii) x � y si y s�olo si para cualquier t 2 RnXj=1 jxj � tj � nXj=1 jyj � tj:
Demostraci�on.(i) Sup�ongase x �! y y t�omese t > x#1, entonces tenemos que (xj � t)+ = 08j y claramente se cumple quenXj=1(xj � t)+ � nXj=1(yj � t)+:

Supongamos ahora que x#k+1 � t � x#k para alg�un 1 � k � n y porconveniencia escribamos x#n+1 = �1, entoncesnXj=1 (xj � t)+ = kXj=1 (x#j � t) = kXj=1 x#j � tk
� kXj=1 y#j � tk � kXj=1 (y#j � t)+
� nXj=1 (yj � t)+:

Rec��procamente; sup�ongase quenXj=1 (xj � t)+ � nXj=1 (yj � t)+ 8t 2 R;
Si t = y#k entonces y#1 � y#2 � ::: � y#k�1 � t, y tenemos quenXj=1 (yj � t)+ = kXj=1 (y#j � t) = kXj=1 y#j � kt:
Por otro ladokXj=1 x#j � kt = kXj=1(x#j � t) � nXj=1(x#j � t)+ = nXj=1(xj � t)+

� nXj=1(yj � t)+ = nXj=1 y#j � kt:
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Por lo tanto se debe tener que x �! y. Esto demuestra (i).(ii) Por el inciso (iii) de la Proposici�on 1.1.7 sabemos que x �! y , �x �!�y. El resultado se sigue al tomar �t 2 R y aplicar (i).(iii) Basta recordar que jxj = (x++x�), aplicar el inciso (i) de la Proposici�on1.1.7 y los incisos (i) y (ii) de esta proposici�on.Corolario 1.1.9. Si x � y en Rn y u � w en Rm, entonces (x; u) � (y; w)en Rm+n. Adem�as x � y si y s�olo si (x; u) � (y; u), para cualquier u.Demostraci�on. Supongamos que x � y en Rn y u � w en Rm. Sean ~x = (x; u)y ~y = (y; w). Para t 2 Rn+mXj=1 j~xj � tj = nXj=1 jxj � tj+ mXi=1 jui � tj

� nXj=1 jyj � tj+ mXi=1 jwi � tj = n+mXj=1 j~yj � tj;
por (iii) de la proposici�on anterior tenemos que (x; u) � (y; w).Ahora, si x � y por lo mostrado anteriormente se sigue que (x; u) � (y; u)para toda u. Supongamos que (x; u) � (y; u). Por (iii) de la proposici�onanterior nXj=1 jxj � tj+ n+mXj=n+1 juj � tj � nXj=1 jyj � tj+ n+mXj=n+1 juj � tj:
Luego nXj=1 jxj � tj � nXj=1 jyj � tj;
se sigue as�� la mayorizaci�on x � y.
1.2. Matrices biestoc�asticasEn la presente secci�on de�niremos el concepto de matriz biestoc�asticay demostraremos algunos resultados que relacionan a estas matrices con lamayorizaci�on. Al conjunto de matrices cuadradas de tama~no n� n lo deno-taremos por Mn.
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De�nici�on 1.2.1. Una matriz A 2Mn, es biestoc�astica si cumple

aij � 0 8i; j = 1; 2; : : : ; n (1.7)nXi=1 aij = 1; 8j = 1; 2; : : : ; n (1.8)nXj=1 aij = 1; 8i = 1; 2; : : : ; n: (1.9)
Y decimos que A 2 Mn es bisubestoc�astica si aij � 0 para toda i; j,Pi aij � 1 para toda j y Pj aij � 1 para toda i.De�nici�on 1.2.2. Para A 2Mn. Si � 2 Sn, el conjuntofa1�(1); a2�(2) : : : ; an�(n)g;se le llama diagonal de A.De�nici�on 1.2.3. Una transformaci�on lineal A : Cn ! Cn preserva posi-tividad si para vectores con coordenadas no negativas la imagen correspon-diente es un vector con coordenadas no negativas.De�nici�on 1.2.4. Si A 2 Mn decimos que preserva traza si Tr (Ax) =Tr (x) para cualquier x 2 Cn.De�nici�on 1.2.5. Para A 2 Mn, decimos que es unital (o que preservaunidad) si Ae = e; donde e = (1; 1; :::; 1).Proposici�on 1.2.6. Una matriz A 2Mn, es biestoc�astica si y s�olo si preser-va positividad, preserva traza y es unital.Demostraci�on. Supongamos que A 2Mn es matriz biestoc�astica.(i) Sea x 2 Cn tal que xj � 0, para toda j = 1; : : : ; n. Tenemos

Ax =  nXj=1 a1jxj; :::;
nXj=1 anjxj

! = (y1; :::; yn):
Como xj � 0 y aij � 0, para toda i; j se sigue que yi =Pnj=1 aijxj � 0 paratoda i = 1; :::; n por tanto, A preserva positividad.
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(ii) Calculamos:

Tr (Ax) = nXi=1
� nXj=1 aijxj

� = nXj=1 xj
� nXi=1 aij| {z }=1

� = nXj=1 xj = Tr (x);
tenemos as�� que se cumple Tr (Ax) = Tr (x), es decir A preserva traza.(iii) Finalmente,

Ae = A(1; : : : ; 1) = � nXj=1 a1j; : : : ;
nXj=1 anj

� = (1; 1; :::; 1) = e:
Es decir, A es unital.Rec��procamente:(i) Por la De�nici�on 1.2.3, tomando ej = (0; � � � ; 1|{z}j ; � � � 0) tenemos que el
vector Aej = (a1j; a2j; � � � ; anj) tiene coordenadas no negativas para cada j.Entonces aij � 0 para cada 1 � i; j � n.(ii) Por la De�nici�on 1.2.4, para cada vector x 2 Cn se tiene la identidad

Tr (Ax) = nXi=1
� nXj=1 aijxj

� = nXj=1 xj = Tr (x);
tomando x = ej = (0; � � � ; 1|{z}j ; � � � 0) se tiene Pni=1 aij = 1, para toda j =1; 2; : : : ; n.(iii) Por la De�nici�on 1.2.5 tenemos que� nXj=1 a1j; : : : ;

nXj=1 anj
� = (1; 1; :::; 1)

de donde se obtiene nXj=1 aij = 1
para toda i = 1; : : : ; n. Esto demuestra que la matriz es biestoc�astica.
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Proposici�on 1.2.7. (i) Las matrices biestoc�asticas n�n forman un con-junto convexo y cerrado bajo la multiplicaci�on de matrices y la toma deadjuntos.(ii) Toda matriz asociada a una permutaci�on � 2 Sn es biestoc�astica y esun punto extremo del conjunto de matrices biestoc�asticas.Demostraci�on. (i) SeanA;B matrices biestoc�asticas y t 2 [0; 1] , mostraremosque la matriz Q = (1� t)A+ tBes biestoc�astica. Para x 2 Cn tal que xj � 0 para toda j = 1; :::; n se tieneQx = (1� t)Ax+ tBx:Como A;B preservan positividad, se sigue que Q tambi�en preserva la posi-tividad.Usando las propiedades de la traza se obtiene queTr (Qx) = (1� t)TrAx+ tTrBx = (1� t)Tr x+ tTr x = Trx:Por tanto, Q preserva la traza.Aplicando Q a e = (1; 1; :::; 1) se obtiene queQe = (1� t)Ae+ tBe = e:Por la Proposicion 1.2.6 obtenemos que Q es una matriz biestoc�astica.Veamos ahora que el conjunto de matrices biestoc�asticas es cerrado bajoel producto y toma de adjuntos.Sean A;B matrices biestoc�asticas y sea P = AB, tenemos queTrPx = TrABx = TrBx = Trx;pues A;B preservan traza.Sea x 2 Cn con xj � 0; 1 � j � n. Como Bx preserva positividad, paray = Bx se tiene yj � 0 para toda j = 1; : : : ; n, y como A tambi�en preservapositividad tenemos que (Px)j = (Ay)j � 0 para toda j = 1; : : : ; n por lotanto, P preserva positividad.Como A;B son unitales se sigue quePe = ABe = Ae = e:
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Por la Proposici�on 1.2.6, esto demuestra que P es biestoc�astica. Adem�aspara cada matriz biestoc�astica A, se tiene que

A� = At = (aji) = (aji);de aqu�� se sigue que A� es biestoc�astica.(ii) Supongamos que P� = (pij) es una matriz asociada a la permutaci�on�, tenemos pij � 0;Pnj=1 pij = 1 para toda i;Pni=1 pij = 1 para toda j:Es decir, es matriz biestoc�astica. Para ver que P� es un punto extremo,por (ii) podemos suponer que P = tA+(1�t)B, es decir, pij = taij+(1�t)bij,con 0 < t < 1 . Como pij = 0 si j 6= �(i) y aij; bij � 0, entonces aij = bij = 0si j 6= �(i). Como A y B son matrices biestoc�asticas, esto implica que ai�(i) =bi�(i) = 1 para cada 1 � i � n. Entonces P = A = B, lo cual demuestra queP es un punto extremo.Lema 1.2.8. Sea N un conjunto �nito. Si I; J � N , tales que jIj + jJ j =jN j+ 1 entonces I \ J 6= ;.Demostraci�on. Supongamos que I \ J = ;. Como I [ J � N , entoncesjI [ J j � jN j. Por otro lado jI [ J j = jIj + jJ j = jN j + 1, tenemos unacontradicci�on.Teorema 1.2.9 (Frobenius-K�onig). Sea A una matriz de tama~no n� n.Toda diagonal de A tiene un cero si y s�olo si A tiene una submatriz de tama~nos� t id�enticamente cero, con s+ t = n+ 1.Demostraci�on. Siguendo la demostraci�on en [14]. Supongamos que A tieneuna submatriz nula de tama~no s � t, con s + t = n + 1. Entonces sobrela intersecci�on de renglones i1; i2; : : : ; is y columnas j1; j2; : : : ; jt hay ceros.Luego, para toda � 2 Sn tenemos que �(i1); : : : ; �(is) es nuevamente unconjunto con s elementos. As�� por el Lema 1.2.8 al menos un elemento �(il)se encuentra en el conjunto fj1; : : : ; jtg, luego la correspondiente diagonalfa1�(1); : : : ; an�(n)g tiene un cero.Ahora, supongamos que toda diagonal de A tiene un cero. Procedamospor inducci�on sobre n, la dimensi�on del espacio. Si n = 1, el resultado sesigue.
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Supongamos que se cumple para matrices de tama~no n � n. Sea A unamatriz no nula de tama~no (n+1)�(n+1). Seleccionemos una entrada aij = 0y sea eA la matriz obtenida de quitar el rengl�on y la columna correspondientesa tal entrada. Como eA es una matriz de tama~no n�n con todas sus diagonalescon un cero, por hip�otesis de inducci�on eA tiene una submatriz nula de tama~nos1 � t1 con s1 + t1 = n + 1. Consideremos la matriz original A y mediantepermutaciones de renglones y columnas

A = 0@
s1 t1s1 X j O� � �t1 Y j Z

1A
Toda diagonal en X la podemos completar con las diagonales en Z paraobtener diagonales en A. Supongamos que X tiene una diagonal sin ceros.Luego toda diagonal en Z tiene un cero. As��, todas las diagonales en Xtienen un cero o bien, todas las diagonales en Z tienen un cero. Digamosque todas las diagonales en X tienen un cero, entonces por hip�otesis deinducci�on X tiene una submatriz id�enticamente cero de tama~no p � q conp+ q = s1 + 1. Finalmente, A tiene una matriz nula de tama~no p� (q + t1)donde p+ (q + t1) = t1 + s1 + 1 = n+ 2.Corolario 1.2.10. Toda matriz A biestoc�astica tiene una diagonal sin ceros.Demostraci�on. Supongamos que A tiene todas sus diagonales con un cero.Entonces por el Teorema de Frobenius-K�onig, A tiene una submatriz id�enti-camente cero de tama~no s� t con s+ t = n+ 1. Como A es biestoc�astica setiene que nXi j aij =

nXi=1
nXj=1 aij =

nXi=1 1 = n:
Pero la suma de los renglones y las columnas de A correspondientes a losrenglones y las columnas de la matriz nula no tienen t�erminos comunes ysuman s+ t > n. Esta contradicci�on demuestra que A tiene una diagonal sinceros.Teorema 1.2.11 (Birkho�). El conjunto de matrices biestoc�asticas detama~no n�n es un conjunto convexo y sus puntos extremos son matrices depermutaci�on.
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Demostraci�on. Siguiendo la referencia [1]. En el Teorema 1.2.7 demostramosuna parte, falta ver que todo punto extremo es una matriz de permutaci�on.Para esto demostraremos que toda matriz biestoc�astica S puede escribirsecomo combinaci�on lineal convexa de matrices de permutaci�on.Procedamos por inducci�on sobre k, el n�umero de entradas positivas dela matriz biestoc�astica S. En general se tiene que k � n; si k = n, en-tonces S es una matriz de permutaci�on. Por el Corolario 1.2.10, S tieneuna diagonal sin ceros. Supongamos que S no es matriz de permutaci�on,sea x = m��nfs1�(1); : : : ; sn�(n)g y P� la matriz de permutaci�on asociada a �.Como S no es de permutaci�on entonces x < 1. Sea

T = 11� x(S � xP�):
T es una matriz biestoc�astica, pues:

tij = 11� x(sij � x��(i)j) = � 11�x(sij � x) si �(i) = j11�xsij si �(i) 6= j,para ambos casos resulta que tij � 0. Ahora, tenemos queXi tij = 11� xXi sij � x1� xXi ��(i)j = 11� x � x1� x = 1; 8 j:
YXj tij =Xj 11� x(sij � x��(i)j) = 11� xXj sij � x1� x = 1; 8 i:
Adem�as T tiene una entrada nula m�as que S pues suponiendo x = si�(i)para alg�un 1 � i � n y que �(i) = j, entonces

tij = 11� x(sij � x��(i)j) = 11� sij (sij � sij) = 0:
As��, por hip�otesis de inducci�on T = Pt �tPt, donde Pt �t = 1 y paracada t, Pt es matriz de permutaci�on. LuegoS = (1� x)T + xP� = xP� + (1� x)Xt �tPt;

con Pt(1� x)�t + x = (1� x)Pt �t + x = 1.
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Teorema 1.2.12. Una matriz A 2Mn es biestoc�astica si y s�olo si Ax � x8x 2 Rn.Demostraci�on. Sup�ongase que Ax � x 8x. Tomando

x = ej = (0; 0; :::; 1|{z}j ; :::; 0)
tenemos quePni=1 aij = 1 8j = 1; 2; : : : ; n y adem�as por la Proposici�on 1.1.3para cada 1 � j � n, se obtiene aij � 0 para 1 � i � n.Por otro lado, por (iii) del Teorema 1.1.8 eligiendo x = e se tienenXi=1

����� nXj=1 aij � t����� � nXi=1 j1� tj para toda t 2 R:
Si t = 1 obtenemos Pni=1 ���Pnj=1 aij � 1��� � 0. Se sigue que ���Pnj=1 aij � 1���es nulo para cada i, en consecuenciaPnj=1 aij = 1 para toda i = 1; :::; n. estodemuestra que A es una matr��z biestoc�astica.Supongamos ahora que A es biestoc�astica. Como las matrices de per-mutaciones son biestoc�asticas y '�' es relaci�on de equivalencia siempre quex = Py para alguna P 2 Sn, sin p�erdida de generalidad podemos suponerque x1 � ::: � xn y y1 � y2 � ::: � yn con y = Ax.Ahora, para 1 � k � n tenemos la identidadkXj=1 yj =

kXj=1
nXs=1 ajsxs =

nXs=1
kXj=1 ajsxs:

Si escribimos ts =Pkj=1 ajs tenemos que 0 � ts � 1. As�� quekXj=1 yj �
kXj=1 xj =

kXj=1
nXs=1 ajsxs �

kXj=1 xj =
nXs=1

kXj=1 ajsxs �
kXs=1 xs

= kXs=1 tsxs �
kXs=1 xs =

kXs=1(ts � 1)(xs � xk) + nXs=k+1 ts(xs � xk)
es negativo para toda 1 � k � n. Adem�as cuando k = n debemos tenerigualdad, pues A es biestoc�astica. Por tanto y � x.
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Recordemos que para un operador A su norma est�a de�nida comokAk = supkxk=1 kAxk:Proposici�on 1.2.13. Si A es una matriz biestoc�astica, entonces, todos susvalores propios tienen m�odulo � 1, 1 es valor propio de A y kAk = 1.Demostraci�on. Sea A una matriz biestoc�astica, por la Proposici�on 1.2.6 esunital y, por lo tanto, 1 es valor propio de A con vector propio asociadoe = (1; 1; :::; 1).Por el Teorema 1.2.12 tenemos que Ax � x, para toda x 2 Rn. Sea xvector propio de A con valor propio asociado �, entonces �x � x y por elinciso (iii) de la Proposici�on 1.1.8, lo anterior se cumple si y s�olo si para todat 2 R kXj=1 j(�x)j � tj � kXj=1 jxj � tj; 1 � k � n;

tomando t = 0 se obtiene que
j�j kXj=1 jxjj �

kXj=1 jxjj; 1 � k � n:
en consecuencia j�j � 1. Finalmente, de la proposici�on 1.2.7, jAj2 = A�A esbiestoc�astica, luego por la proposici�on 1.2.6 cumple que es unital, entonces1 es valor propio de jAj2.Ahora, veamos que � es valor propio de jAj2 si y s�olo si � = p� es valorpropio de jAj. Como kAk � 1, usando el Lema de la ra��z cuadrada A.2.4tenemos que jAj = I + c1(I � A�A) + c2(I � A�A)2 + : : :Sea h vector propio de jAj2, se sigue quejAjh = Ih+ c1(I � A�A)h+ c2(I � A�A)2h+ : : := 1h+ c1(1� �)h+ c2(1� �)2h+ � � � = (�)2h:Y por A.2.5, tenemoskAk = k jAj k = s1(jAj) = 1:
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Recordemos que jxj = (jx1j; :::; jxnj) y para vectores x; y 2 Rn escribire-mos x � y siempre que xi � yi para toda i = 1; :::; n.Proposici�on 1.2.14. Si A 2Mn es matriz biestoc�astica, entoncesjAxj � A(jxj) 8x 2 Rn:

Demostraci�on. N�otese que jAxj = ����Pnj=1 a1jxj��� ; :::; ���Pnj=1 anjxj����. Para ca-da k con 1 � k � n, tenemos que����� nXj=1 akjxj
����� � nXj=1 jakjxjj =

nXj=1 akjjxjj:Esto demuestra la proposici�on.Proposici�on 1.2.15. Toda submatriz cuadrada de una matriz biestoc�asticaes una matriz bisubestoc�astica. Toda matriz bisubestoc�astica puede ser dilata-da a una matriz biestoc�astica. Es decir, si Bn�n es matriz bisubestoc�asticaentonces la dilataci�on A puede ser elegida de tama~no a los m�as 2n � 2n.De hecho, si R es la matriz diagonal cuya i��esima entrada es la suma deli��esimo rengl�on de B y C es la matriz diagonal cuya j��esima entrada es lasuma de la j��esima columna de B, entonces
A = � B I �RI � C B� � (1.10)

es una matriz biestoc�astica.Demostraci�on. Sea A una matriz biestoc�astica. Consideremos la matriz Btal que bij = aij para i 2 fi1; : : : ; ikg y j 2 fj1; : : : ; jkg, k � n; dondefi1; : : : ; ing son los renglones de A y fj1; : : : ; jng sus columnas . Claramentebij � 0. Luego kXj=1 bij =
kXj=1 aij �

nXj=1 aij = 1; para toda i;
an�alogamente Pi bij � 1, para toda j, as�� B es matriz bisubestoc�astica.Ahora, sean R = (rij) donde rii = Pnt=1 bit, rij = 0 para toda i 6= j yC = (cij), donde cjj = Pnt=1 btj y cij = 0 para toda i 6= j. Consideremos lamatriz A como en (1.10). Tenemos que
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2nXj=1 aij =

nXj=1 bij +
2nXj=n+1(Iij � rij) = nXj=1 bij +

 1� nXj=1 bij
! = 1 8i = 1; : : : ; n

o bien,2nXj=1 aij =
nXj=1(Iij � cij) + 2nXj=n+1 bji = 1� nXt=1 bti +

2nXj=n+1 bji=1� nXt=1 bti +
nXt=1 bti = 1 8i = n+ 1; : : : ; 2n.

An�alogamente, Pi aij = 1 para toda j = 1; : : : ; 2n. As��, A es biestoc�asti-ca.Proposici�on 1.2.16. El conjunto de todas las matrices bisubestoc�asticas detama~no n�n es un conjunto convexo y sus puntos extremos son matrices quetienen a lo m�as un 1 en cada rengl�on y cada columna y las entradas restantescero.Demostraci�on. Denotemos por B al conjunto de matrices bisubestoc�asticas.Sean A;B 2 B y sea 0 � t � 1, entonces
(i) [tA+ (1� t)B]ij = taij + (1� t)bij � 0: 8 i; j:
(ii) nXi=1 (tA+ (1� t)B)ij = t nXi=1 aij + (1� t) nXi=1 bij� t+ (1� t) = 1 8j;

an�alogamente Pj(tA + (1 � t)B)ij � 1 para toda i. As�� la matriz Q =tA+ (1� t)B es bisubestoc�astica.Ahora, supongamos que P es una matriz con a lo m�as un 1 en cadarengl�on y cada columna, veamos que es punto extremo. Supongamos
pij = taij + (1� t)bij; 8i; j; (1.11)

con A;B 2 B tales que A 6= B y 0 < t < 1. Si pij = 0, tenemos que aij = 0implica que bij = 0. Luego aij; bij > 0. Entonces 0 = taij + (1 � t)bij no se
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puede cumplir para 0 < t < 1 pues tenemos t�erminos estrictamente positivosen el lado derecho. Si pij = 1 de (1.11), tenemos

1 = taij + (1� t)bijcon aij; bij > 0 pues si aij = 0 entonces bij > 1 lo cual no puede suceder,an�alogamente si bij = 0. Si aij = 1 entonces bij = 1, luego A = B = P . Si0 < aij; bij < 1 tenemos t = 1�bijaij�bij . Supongamos que aij � bij > 0, entonces1� bij < aij� bij, de donde aij > 1, lo cual no puede suceder. Si aij� bij < 0,entonces 0 < t = 1�bijaij�bij < 0. Esto demuestra que t = 0 o bien t = 1 en (1.11).Ahora, para demostrar que todo punto extremo de B es una matriz cona lo m�as un 1 en cada rengl�on y cada columna, veremos que toda matrizB 2 B se puede escribir como combinaci�on lineal convexa de tales matrices.Sea B 2 B, por la Proposici�on 1.2.15 podemos dilatar a B en
A = � B I �RI � C B� � :

Luego, por el Teorema de Birkho� A =Pt �tPt, conPt �t = 1 y Pt matricesde permutaci�on. Cada submatriz Qt de una matriz de permutaci�on Pt tienea lo m�as un 1 en cada rengl�on y cada columna y tenemosXt �tPt = �Pt �tQt XY Z� :
As��, B =Pt �tQt.Proposici�on 1.2.17. Una matriz B con entradas no negativas es bisub-estoc�astica si y s�olo si existe una matriz biestoc�astica A tal que bij � aij paratoda i; j = 1; : : : ; n.

Demostraci�on. Supongamos que A = (aij) es matriz biestoc�astica tal quebij � aij para todas i; j = 1; : : : ; n, para una matriz B = (bij). EntoncesnXi=1 bij �
nXi=1 aij = 1; 8 j = 1; : : : ; n;

an�alogamente Pj bij � 1 para toda i = 1; : : : ; n.
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Supongamos ahora que B es bisubestoc�astica. Por la Proposici�on 1.2.16,existen fQngNn=1 puntos extremos del conjunto de matrices bisubestoc�asticasy 0 � tk � 1 tales que Pk tk = 1 y

B = NXn=1 tnQn:
Para cada Qn existe una matriz biestoc�astica, de hecho una matriz de per-mutaci�on Pn, tal que q(n)ij � p(n)ij , con 1 � i; j � n, basta colocar los 1 quefaltan. Tenemos que

bij = NXn=1 tnq(n)ij � NXn=1 tnp(n)ij := aij 8 i; j = 1; :::; n:
Por el Teorema de Birkho� A = (aij) es una matriz biestoc�astica.Proposici�on 1.2.18. (i) Sean x = (x1; x2); y = (y1; y2) 2 R2, existe 0 �t � 1 tal que (x1; x2) = (ty1 + (1� t)y2; (1� t)y1;+ty2)si y s�olo si x � y.(ii) Sean x; y 2 Rn tales que x se obtiene promediando cualesquiera doscoordenadas de y como en (i), dejando �jas a las dem�as coordenadas.Entonces x � y.Demostraci�on. Demostremos (i). Sup�ongase que y1 = m�ax (y1; y2), entoncesx1 = ty1 + (1� t)y2 � ty1 + (1� t)y1 = y1x2 = (1� t)y1 + ty2 � (1� t)y1 + ty1 = y1As�� tenemos que m�ax(x1; x2) � m�ax(y1; y2) es decir x � y. El otro caso sedemuestra de manera similar.Rec��procamente, si x � y entonces como x#2 � x#1 � y#1 y x#1+x#2 = y#1+y#2,tenemos que x#1 = y#2 + (y#1 � x#2) � y#2. Consecuentemente existe t 2 [0; 1] talque x1 = ty#1 + (1 � t)y#2 y x#2 = y#1 + y#2 � ty#1 � (1 � t)y#2 = ty#2 + (1 � t)y#1.Esto demuestra el rec��proco en el caso cuando x#1 = x1 y y#1 = y1, los casosrestantes se demuestran de manera similar.La demostraci�on de (ii) es similar a la primera parte de la demostraci�onde (i).
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De�nici�on 1.2.19. Diremos que una transformaci�on lineal T sobre Rn, esuna t�transformaci�on si existen 0 � t � 1 e ��ndices i; j tales que:Ty = (y1; :::; tyi + (1� t)yj| {z }i ; :::; (1� t)yi + tyj| {z }j ; :::; yn): (1.12)
Proposici�on 1.2.20. Si T es una t�transformaci�on, entonces es combi-naci�on lineal convexa del operador identidad y alguna matriz de permutaci�onP . Luago T es biestoc�astica y Ty � y para toda y 2 Rn.Demostraci�on. N�otese que una t�transformaci�on es una combinaci�on con-vexa de la aplicaci�on identidad y alguna permutaci�on P 2 Sn, en efecto,Ty = (y1; :::; yi�1; tyi + (1� t)yj; yi+1; :::; yj�1; (1� t)yi + tyj; yj+1; :::; yn)= (ty1 + (1� t)y1; :::; tyi + (1� t)yj; :::; (1� t)yi + tyj; :::; tyn + (1� t)yn)= (tId+ (1� t)P )y:Luego por la Proposici�on 1.2.7 tenemos que T es biestoc�astica. As��, del Teo-rema 1.2.12 se sigue el resultado.Teorema 1.2.21. Para toda x; y 2 Rn, las siguientes a�rmaciones son equi-valentes:(i) x � y;(ii) El vector x se obtiene a partir del vector y mediante un n�umero �nitode t�transformaciones;(iii) x pertenece a la envolvente convexa de todos los vectores obtenidos alpermutar las coordenadas de y;(iv) x = Ay para alguna matriz biestoc�astica A.Demostraci�on. Probaremos (i)) (ii) por inducci�on sobre la dimensi�on.El caso n = 2 se sigue del inciso (i) de la Proposici�on 1.2.18.Supongamos que la conclusi�on se cumple para dimensiones hasta n � 1.Sean x; y 2 Rn. Los vectores x#; y# se pueden obtener a partir de x; y mediantepermutaciones P 2 Sn. Cada permutaci�on es producto de transposiciones� 2 Sn y cada transposici�on es una t� transformaci�on, pues tomando t = 0en la de�nici�on 1.2.19 obtenemosTy = �y = (y1; :::; yj�1; yk; yj+1; :::; yj; yk+1; :::; yn):
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Sin p�erdida de generalidad podemos suponer que x1 � x2 � ::: � xn y quey1 � y2 � ::: � yn.Si x � y, entonces x1 � y1 y nyn �Pnj=1 yj =Pnj=1 xj � nx1, de dondese ve que yn � x1 � y1. Elijamos 1 � k � n tal que yk � x1 � yk�1entonces x1 = ty1 + (1 � t)yk, para alguna 0 � t � 1. Sea T1 la siguientet�transformaci�onT1u = (tu1 + (1� t)uk; u2; :::; uk�1; (1� t)u1 + tuk; uk+1; :::; un) 8u 2 Rn:N�otese que la primer coordenada de T1y es x1. Seanx0 = (x2; : : : ; xn) y0 = (y2; :::; yk�1; (1� t)y1 + tyk; yk+1; :::; yn):Mostraremos que x0 � y0. Como y1 � ::: � yk�1 � ty1 + (1� t)yk = x1 �x2 � ::: � xn, si 2 � m � k� 1 entonces se tienePmj=2 yj �Pmj=2 xj. Y parak � m � n se tienemXj=2 y0j =

k�1Xj=2 yj + ((1� t)y1 + tyk) + mXj=k+1 yj= mXj=1 yj � ty1 + tyk � yk = mXj=1 yj � ty1 � (1� t)yk
= mXj=1 yj � x1 � mXj=1 xj � x1 = mXj=2 x0j:Si m = n, tenemos Pnj=2 xj =Pnj=2 yj. Hemos demostrado que x0 � y0.Por la hip�otesis de inducci�on, existe un n�umero �nito de t� transforma-ciones T2; :::; Tr 2 Rn�1 tales que x0 = (Tr � � �T2)y0. Y podemos considerar quecada Tj es una t�transformaci�on en Rn que no mueve la primera coordenada,es decir (Tr � � �T1)y = (Tr � � �T2)(x1; y0) = (x1; x0) = x:Esto demuestra que (i) implica (ii).Que (ii) ) (iii), se sigue de la Proposici�on 1.2.20, donde cada factorTjy = (tId+(1�t)Pj)y de�ne una matriz biestoc�astica, luego por la Proposi-ci�on 1.2.7 se tiene que (iii)) (iv).La implicaci�on (iv)) (i) es consecuencia del Teorema 1.2.12.Recordemos que una matriz U es unitaria si U�U = I = UU�.
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Proposici�on 1.2.22. (i) Si U = (uij) es una matriz unitaria, entonces lamatriz (juijj2) es biestoc�astica, diremos que es matriz uni-estoc�astica y sellamar�a ortoestoc�astica si U es ortogonal real.(ii) Si x = Ay para alguna matriz biestoc�astica A, entonces existe unamatriz ortoestoc�astica B tal que x = By.Demostraci�on. (i) Sup�ongase que U = (uij) es matriz unitaria. De las iden-tidades U�U = (Pnk=1 ukiukj)ij = I y UU� = (Pnk=1 uikujk)ij = I, se obtienerespectivamentenXk=1 ukjukj =

nXk=1 jukjj2 = 1 para toda j = 1; :::; n (1.13)nXk=1 uikuik =
nXk=1 juikj2 = 1 para toda i = 1; :::; n: (1.14)

Y tambi�en tenemos uijuij = juijj2 � 0 para toda i; j = 1; :::; n. Por lo tanto,
A =

0B@ ju11j2 ju12j2 � � � ju1nj2... ...jun1j2 jun2j2 � � � junnj2
1CA

es biestoc�astica.(ii) Siguiendo la demostraci�on en [10]. Supongamos que x = Ay para al-guna matriz biestoc�astica A, entonces por el Teorema 1.2.21 el vector x se ob-tiene a partir de y mediante un n�umero n�umero �nito de t�transformaciones,es decir, x = T1T2:::Tny. Para demostrar que T1T2:::Tn = (W 2ij) para algunamatriz ortogonal real W , procederemos por inducci�on sobre el n�umero det�transformaciones. Sup�ongase que n = 1, la dimensi�on de la matriz es arbi-traria. De la De�nici�on 1.2.19 tenemos que T1 = tI+(1� t)P1 para 0 � t � 1y alguna matriz de permutaci�on P1. Omitiendo las entradas donde T1 act�uacomo identidad, escribiremos
T1 = � t 1� t1� t t � : (1.15)

De�namos una matriz unitaria real U , que act�ua como identidad en aque-llas entradas donde T1 lo hace y mediante la matriz
U � � pt �p1� tp1� t pt � (1.16)
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en las entradas donde T1 no act�ua trivialmente. Tenemos que U�U = I =UU� y que T1 = (U2ij). Para hacer el paso inductivo, sup�ongase que el produc-to de n t�transformaciones para matrices de tama~no d� d, con d arbitraria,es ortoestoc�astico y consid�erese el producto T1T2:::Tn+1. Supongamos quepara 1 � k � n + 1 y cualquier y 2 Cn, la t�transformaci�on Tn+2�k act�uasobre la coordenada k y alguna coordenada dk > k en y. Luego Tn+1 act�uasobre la primer coordenada y la coordenada d1 > 1 de y. Sea P la matriz cor-respondiente a la trasposici�on de las componentes 2 y d1 de cualquier vectory, entonces

PTn+1P = 24 t 1� t 01� t t 00 0 Id�2
35 (1.17)

donde Id�2 es la matriz identidad de tama~no (d � 2) � (d � 2). Como elproducto T1T2:::Tn act�ua como la identidad en la primer columna y el primerrengl�on podemos de�nir la matriz � de tama~no (d� 1)� (d� 1) como
T1T2:::Tn = � 1 00 � � : (1.18)

Si omitimos el primer rengl�on y la primer columna de la matriz T1T2:::Tnobtenemos T 01T 02:::T 0n de tama~no (d�1)� (d�1) tales que T 01T 02:::T 0n = �. Porhip�otesis de inducci�on existe una matriz de tama~no (d�1)�(d�1) ortogonalU = (Uij) tal que �ij = U2ij. Def��imanos la matriz U 0 obtenida medianteU 0 = P 0UP 0 donde P 0 es la matriz que traspone las primer coordenada yla coordenada d1 � 1 de vectores y, de manera similarmente de�nimos �0mediante �0 � P 0�P 0. Entonces �0ij = U 02ij. Tambi�en tenemos
PT1T2:::TnP = � 1 00 �0 � : (1.19)

Multiplicando la ecuaci�on anterior por PTn+1P obtenemos, de (1.15) y laidentidad P 2 = I que
PT1T2:::Tn+1P = � t 1� t 0(1� t)~� t~� ~� � ; (1.20)

donde ~� es la primer columna de �0 y ~� es la matriz de (d � 2) � (d � 1)que resulta cuando la primer columna de �0 es removida. Sea ~U la matriz de
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(d� 2)� (d� 1) que resulta cuando la primer columna de U 0 es removida ysea ~u la primer columna de U 0. De�nimos una matriz de d� d por

V = � pt �p1� t 0p1� t~u pt~u ~U � : (1.21)
V es una matriz ortogonal. Para ver esto comprobamos que las columnas deV son unitarias y ortogonales. Para la primer columna tenemospt+ (1� t)~u � ~u = p1 = 1; (1.22)y de manera similar para la segunda columna. Las columnas restantes sonunitarias pues son columnas de la matriz unitaria U 0. Para la ortogonalidadentre columnas, tomando las dos primeras(pt)(�p1� t) + (pt)(p1� t)~u � ~u = 0: (1.23)Para las columnas restantes sabemos que ~u es ortogonal a las columnas de ~U .En consecuencia tenemos PT1T2:::Tn+1P = (V 2ij), entonces de�niendo W =PV P tenemos que W es una matriz ortogonal tal que T1T2:::Tn+1 = (W 2ij),lo cual completa la inducci�on. Usando nuevamente el Teorema 1.2.21 se sigueel resultado.Recordemos que una matriz A es hermitiana si A = A�, donde A� = Ates la matriz adjunta de A.Teorema 1.2.23 (Lema de Schur). Sea A 2Mn una matriz hermitiana;sea diag (A) el vector cuyas coordenadas corresponden a los elementos aii deA y sea �(A) el vector cuyas coordenadas corresponden a los valores propiosde A especi�cados en cualquier orden. Entoncesdiag (A) � �(A):Demostraci�on. Dada A matriz hermitiana, por el Teorema espectral existeuna matriz U unitaria tal que diagonaliza a A, podemos escribirA = Udiag (�(A))U�
de aqu�� tenemos

A =
0B@
Pnj=1 u1j�ju1j : : : Pnj=1 u1j�junj... ...Pnj=1 unj�ju1j : : : Pnj=1 unj�junj

1CA : (1.24)
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As�� que

diag (A) =  nXj=1 u1j�ju1j; : : : ;
nXj=1 unj�junj

! ; (1.25)
entonces podemos escribir aii = Pj juijj2�j. Esto implica que diag (A) =S�(A), donde S es la matriz S = (juijj2), que es biestoc�astica por la parte(i) de la Proposici�on 1.2.22. Ahora, una aplicaci�on de la parte (i) del Teorema1.2.21 nos permite concluir que diag (A) � �(A).Teorema 1.2.24 (Principio del m�aximo de Ky Fan). Si �(A)# denotael vector de valores propios ordenados en forma decreciente de una matrizhermitiana A, entonces para toda k = 1; 2; :::; nkXj=1 �#j = m�ax kXj=1 hxj; Axji; (1.26)
donde el m�aximo es tomado sobre todas las k�uplas de vectores ortonormalesfx1; � � � ; xkg en Cn.Demostraci�on. Sea fx1; :::; xkg un conjunto ortonormal en Cn, que podemoscompletar a una base fx1; :::; xk; :::; xng en Cn. Si (aij) es la matriz de Arespecto de esta base, entonces

Axj = nXi=1 aijxi 8j: (1.27)
Por lo tanto,

hxk; Axli = *xk; nXi=1 ailxi
+ = nXi=1 ail hxk; xli = akl: (1.28)

Por el Lema de Schur, tenemos diag (A) = (hx1; Ax1i ; : : : ; hxn; Axni) � �(A).Por la proposici�on 1.1.4 se sigue quekXj=1 hxj; Axji �
kXj=1 �#j 1 � k � n: (1.29)
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En particular, si fx1; :::; xkg es un subconjunto ortonormal de vectorespropios de A tales que Axj = �jxj, entonceskXj=1 hxj; Axji# =

kXj=1 hxj; �jxji# =
kXj=1 �#j 1 � k � n: (1.30)

Es decir, la suma se satura alcanzando su m�aximo. Esto demuestra que
m�ax kXj=1 hxj; Axji =

kXj=1 �#j 1 � k � n (1.31)
N�otese que lo anterior se cumple para toda 1 � k � n y sobre alg�unconjunto ortonormal fxlgkl=1, tenemoskXj=1 �#j = m�ax kXj=1 hxj; Axji �

kXj=1 hxj; Axji# =
kXj=1 a#jj: (1.32)

Adem�as si k = n el m�aximo del lado izquierdo se alcanza en la base ortonor-mal fx1; � � � ; xng de los vectores propios de A y la desigualdad anterior seconvierte en igualdad. As��, el principio de mayorizaci�on de Ky-Fan es equi-valente con el Lema de Schur.Proposici�on 1.2.25. Sean A;B matrices hermitianas, entonces para todak = 1; :::; n kXj=1 �#j(A+B) � kXj=1 �#j(A) +
kXj=1 �#j(B): (1.33)

Demostraci�on. Usando el Teorema 1.2.24 y tomando m�aximos sobre un sub-conjunto ortornormal fx1; � � � ; xkg en CnkXj=1 �#j(A+B) = m�ax kXj=1 hxj; (A+B)xji = m�ax kXj=1
� hxj; Axji+ hxj; Bxji�

� m�ax kXj=1 hxj; Axji+m�ax kXj=1 hxj; Bxji
= kXj=1 �#j(A) +

kXj=1 �#j(B):
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Dada una matriz A de tama~no n� n, decimos que B es la ra��z cuadra-da de la matriz A si B �B = A y el valor absoluto jAj se de�ne mediantela relaci�on jAj = pA�A. A los valores propios de la matriz jAj, tomandoen cuenta sus multiplicidades, se les llaman valores singulares de A, quedenotaremos por s1(A); : : : ; sn(A) y los tomaremos ordenados en forma de-creciente.Proposici�on 1.2.26.(a) Para cualquier matriz A, sea eA la matriz:

eA = � 0 AA� 0 � :
Entonces, eA es hermitiana y sus valores propios son los valores singulares deA junto con sus negativos.(b) Para cualesquiera matrices A;B y todo k = 1; 2; : : : ; n se cumplekXj=1 sj(A+B) � kXj=1 sj(A) +

kXj=1 sj(B):Demostraci�on.(a) Efectivamente eA es hermitiana pues
( eA)� = � 0 AA� 0 �� = � 0 AA� 0 � = eA; (1.34)

ya que A�� = A. Sea � un valor propio de eA, con vector propio (X1; X2)� 0 AA� 0 �� X1X2 � = �� X1X2 � : (1.35)
Tenemos que AX2 = �X1 y A�X1 = �X2, como eA es hermitiana se sigue que� 2 R, luego jAj2X2 = A�AX2 = �A�X1 = �2X2:Por tanto j�j = p�2 es valor singular de A. Rec��procamente, siW �AQ = S esla descomposici�on en valores singulares de A, es decir S = diag (s1(A); : : : ; sn(A)),W es la matriz unitaria cuyas columnas Wj son los vectores propios de A�A
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y Q es la matriz unitaria cuyas columnas Qj son los vectores propios de AA�correspondientes a los valores propios s2j(A), para 1 � j � n. Entonces, paracada j tenemos queAQj = s(A)Wj; y A�Wj = sj(A)Qj;
es decir, sj(A) y �sj(A) son valores propios de eA con vectores propios aso-ciados (Wj; Qj) y (�Wj; Qj).(b) Sean eA = � 0 AA� 0 � eB = � 0 BB� 0 � ;Por la Proposici�on 1.2.25 tenemos quekXj=1 �#j( eA+ eB) � kXj=1 �#j( eA) +

kXj=1 �#j( eB):Pero por el inciso anterior, para 1 � k � n podemos escribirkXj=1 sj(A+B) � kXj=1 sj(A) +
kXj=1 sj(B):pues los negativos de los valores propios de jAj aparecen despu�es de la posi-ci�on n.En la proposici�on anterior, tomando k = 1 tenemoss1(A+B) � s1(A) + s1(B);que es la desigualdad del tri�angulo para operadores sobre un espacio de di-mensi�on �nita, con la norma de operadores. Esto esjjA+Bjj � jjAjj+ jjBjj:
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Cap��tulo 2
Normas sim�etricas sobre Cn

2.1. Normas en CnComencemos tomando las p-normas sobre Cn. Para cada x = (x1; : : : ; xn) 2Cn
jjxjjp =  nXj=1 jxjjp

!1=p 0 � p <1
jjxjj1 = m�ax1�i�n jxij:Para 1 � p � 1 estas funciones de�nen normas en Cn.Veamos que jjxjj1 = l��mp!1 jjxjjp. N�otese que jxkj � kxk1 para toda1 � k � n, en consecuencia Pnj=1 jxjjp � nkxkp1. Como la funci�on u 7! u1=ppreserva el orden, se obtiene que �Pnj=1 jxjjp�1=p � (nkxkp1)1=p. Entonces
l��m infp!1

 nXj=1 jxjjp
!1=p � l��m infp!1 n1=pkxk1 = kxk1: (2.1)

Tenemos as�� una desigualdad. Ahora como siempre se cumplekxkp1 � jx1jp + � � �+ jxnjp;
tenemos que �kxkp1�1=p � �Pnj=1 jxjjp�1=p: Tomando el l��mite superiorcuando p ! 1 obtenemos la otra desigualdad. A continuaci�on probaremosalgunas propiedades de la familia de p�normas.
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Proposici�on 2.1.1. Para toda x 2 Cn y toda 1 � p � 1 se cumplen:(i) Propiedad del m�odulo o calibraci�on: kxkp = k jxj kp.(ii) Propiedad de monoton��a: kxkp � kykp siempre que jxj � jyj.(iii) Propiedad de simetr��a: kxkp = kPxkp 8P , donde P es una matriz depermutaci�on.Demostraci�on. (i) Sea x 2 Cn y 1 � p <1 entonces

k jxj kp =  nXj=1 j jxjj jp
!1=p =  nXj=1 jxjjp

!1=p = kxkp:
Para p =1; k jxj k1 = m�ax1�i�n j jxij j = m�ax1�i�n jxij = kxk1.(ii) Sea x 2 Cn, supongamos que jxjj � jyjj para toda j = 1; 2; :::; n.Entonces para toda 1 � p < 1 se cumple que jxjjp � jyjjp para cadaj = 1; 2; :::; n. Sumando las coordenadas tenemos que Pj jxjjp � Pj jyjjp.Como la funci�on u 7! u1=p e s mon�otona tenemos que

kxkp =  Xj jxjjp!1=p �  Xj jyjjp!1=p = kykp:
Para p = 1, si jxjj � jyjj para toda j = 1; 2; :::; n entonces kxk1 =m�axj jxjj � m�axj jyjj = m�ax kyk1.(iii) Sean x 2 Cn y P 2 Sn, como P es matriz de permutaci�on entoncesPx = �x�(1); : : : ; x�(n)�. Sea 1 � p <1, calculamos

kPxkp =  nXj=1 jx�(j)jp
!1=p =  nXj=1 jxjjp

!1=p = kxkp:
Ahora si p =1 calculamos kPxk1 = m�axj jx�(j)j = m�axj jxjj = kxk1.Observese que si suponemos el espacio de dimensi�on in�nita y que est�a dota-do de la p-norma, se trata del espacio `p. Las primeras dos condiciones enla Proposici�on 2.1.1 se cumplen claramente pues las sucesiones son absolu-tamente convergentes. Por el Teorema de reordenamiento de series la �ultimacondici�on en la Proposici�on 2.1.1 se cumple, por lo tanto la proposici�on tam-bi�en es v�alida en `p.
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Proposici�on 2.1.2. Una norma en Cn es calibrada si y s�olo si es mon�otona.Demostraci�on. Supongamos que k � k es mon�otona. Sea x 2 Cn entoncesjxj � �� jxj �� y por la monoton��a de la norma tenemos que kxk � k jxj k.Por otro lado, ��jxj�� � jxj, as�� por la monoton��a de la norma se tiene quek jxj k � kxk por lo tanto k � k es una norma calibrada.Rec��procamente, supongamos que k�k es una norma calibrada. Sean x; y 2Cn tales que jxjj � jyjj para toda j = 1; 2; : : : ; n, si tomamos xj = tjyj parayj 6= 0 entonces jtjj � 1. Luegokxk = k(t1y1; : : : ; tnyn)k= �1 + t12 y1 � 1� t12 y1; : : : ; 1 + t12 tnyn + 1� t12 tnyn�

� 1 + t12 k(y1; y2; : : : ; tnyn)k+ 1� t12 k(�y1; y2; : : : ; tnyn)k= k(y1; t2y2 : : : ; tnyn)k � � � � � k(y1; y2 : : : ; tnyn)k � k(y1; y2 : : : ; yn)k:Donde para la primer desigualdad se aplic�o la desigualdad del tri�angulo y lacalibraci�on sobre el primer sumando y se continu�o con el procedimiento paralas coordenadas restantes.Ejemplo 2.1.3. Consideremos las siguientes normas en R2.a. kxka = jx1j + jx2j + jx1 � x2j cumple la propiedad de simetr��a pero no lacalibraci�on, pues kPxka = jx2j+ jx1j+ jx2 � x1j = kxka:Por otro lado tomando x1 = �1; x2 = 1k jxj ka = k(�1; 1)k = j � 1j+ j1j+ j j � 1j � j1j j = 2 6= 4 = kxka:b. kxkb = jx1j+ jx1 � x2j no es sim�etrica ni calibrada. Tomando x = (�1; 2)kxkb = j � 1j+ j � 1� 2j = 4 6= 5 = j2j+ j2� (�1)j = kPxkbk jxj kb = j j � 1 jj+ j j � 1j � j2j j = 2 6= 4 = kxkb:c. kxkc = 2jx1j + jx2j no es sim�etrica pero s�� es calibrada. Consideremosx = (1; 2) kPxkc = k(2; 1)kc = 2j2j+ j1j = 5 6= 2j1j+ j2j = kxkck jxj kc = 2j jx1j j+ j jx2j j = kxkc:
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2.2. Normas sim�etricas y calibradasPor la propiedad de calibraci�on vista en la secci�on anterior, las normassim�etricas y calibradas en Cn est�an determinadas por aquellas en Rn.De�nici�on 2.2.1. Una funci�on � : Rn ! R+ es sim�etrica y calibrada si(i) � es una norma.(ii) �(Px) = �(x) para toda x 2 Rn y toda P 2 Sn.(iii) �("1x1; : : : ; "nxn) = �(x1; : : : ; xn), donde "j = �1, j = 1; 2; :::; n.(iii) �(e1) = �(1; 0; : : : ; 0) = 1 (� esta normalizada).Por la condici�on (iii) una funci�on sim�etrica y calibrada est�a determinadapor sus valores en Rn+De�nici�on 2.2.2. Sea x 2 Rn y sup�ongase que sus coordenadas son orde-nadas de tal forma que jx1j � jx2j � � � � � jxnj. Para k = 1; 2; :::; n de�nimos

�(k)(x) = kXj=1 jxjj: (2.2)
Es sencillo ver que es una norma y por las propiedades del m�odulo lafunci�on �(k) es sim�etrica y calibrada; nos referiremos a esta funci�on como lanorma de Ky Fan. Adem�as

�(1)(x) = kxk1; �(n)(x) = kxk1:Usaremos tambi�en k � k(k) para denotar a la norma de Ky Fan, n�otese el usodel par�entesis para no confundirlas con las p�normas.Proposici�on 2.2.3.(i) Toda funci�on sim�etrica y calibrada es continua.(ii) Sea � una funci�on sim�etrica y calibrada. Entonces para toda x 2 Rn,kxk1 � �(x) � kxk1.(iii) Toda funci�on � sim�etrica y calibrada es mon�otona en Rn+.(iv) Sean x; y 2 Rn tales que jxj � jyj, entonces �(x) � �(y).
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Demostraci�on.(i) Dada una funci�on � sim�etrica y calibrada, por (i) de la De�nici�on 2.2.1 �es una norma sobre Rn. De aqu�� se obtiene la continuidad.(ii) Sea x 2 Rn. Supongamos que kxk1 = m�ax1�j�n jxjj = xk, para algunak 2 f1; 2; : : : ; ng. Entonces de que � sea norma, la propiedad (iv) de laDe�nici�on 2.2.1 y la Proposici�on 2.1.2 implican que

kxk1 = jxkj�(0; :::; 0; 1; 0; :::; 0) = �(0; :::; 0; xk; 0; :::; 0) � �(x):
Por otro lado, nuevamente por las propiedades de una norma, la calibraci�ony normalizaci�on tenemos que

�(x) = �(x1; :::; xn) � �(x1; 0; :::; 0) + :::+ �(0; :::; xn)= �(jx1j; :::; 0) + :::+ �(0; :::; jxnj)= jx1j�(1; 0; � � � ; 0) + :::+ jxnj�(0; � � � ; 1) = kxk1;as�� tenemos kxk1 � �(x) � kxk1.(iii) Sean x; y 2 Rn+ tales que xj � yj; j = 1; � � �n, equivalentemente jxj �jyj. As�� por la Proposici�on 2.1.2 se sigue el resultado.(iv) Es consecuencia del inciso anterior.
Consideraremos funciones � : Rn ! Rm, cuyo dominio es todo Rn obien un subconjunto de este espacio que es convexo e invariante bajo lapermutaci�on de sus coordenadas. Retomando el concepto de la mayorizaci�onpresentado en el cap��tulo anterior, ahora introducimos la siguienteDe�nici�on 2.2.4. Diremos que una funci�on � : Rn ! Rm es isotona si

x � y ) �(x) �! �(y): (2.3)
y fuertemente isotona si

x �! y ) �(x) �! �(y): (2.4)
Si m = 1 la submayorizaci�on �! en el lado derecho de (2.3) se convierte endesigualdad. En este caso las funciones isotonas tambi�en se llaman Schur�convexas o bien S�convexas.
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De�nici�on 2.2.5. Una funci�on � : Rn ! Rm es mon�otona creciente six � y ) �(x) � �(y):De�nici�on 2.2.6. Una funci�on � : Rn ! Rm es convexa si para todosx; y 2 Rn

�(tx+ (1� t)y) � t�(x) + (1� t)�(y) para toda 0 � t � 1.De�nici�on 2.2.7. Una funci�on real f de�nida en un intervalo I es convexasi dados aj � 0 para j = 1; 2; :::; n tales que Pj aj = 1, entonces
f  nXj=1 ajtj

! � nXj=1 ajf(tj) 8tj 2 I: (2.5)
La funci�on f(t) = � ln(t) es convexa, luego usando la desigualdad (2.5)y leyes de logaritmos tenemos

ln nXj=1 ajtj
! � nXj=1 aj ln(tj) =

nXj=1 ln(tajj ) = ln nYj=1 tajj
! :

Aplicando la funci�on exponencial obtenemosnXj=1 ajtj �
nYj=1 tajj : (2.6)

�Esta es la desigualdad entre la media aritm�etica y la media geom�etrica.Teorema 2.2.8. (i) Sean x; y vectores con coordenadas no negativas. En-tonces x �! y si y s�olo si x = By, para alguna matrix bisubestoc�astica B.(ii) Sean x; y 2 Rn. Entonces x �! y si y s�olo si existe un vector u talque x � u y u � y.Demostraci�on. Siguiendo la referencia [1]. Si x; u 2 Rn y x � u, se sigue quex �! u. Si adem�as u � y, recordemos que la relaci�on �! es transitiva, por lotanto x �! y.Supongamos ahora que x; y son vectores no negativos y x = By paraalguna matriz bisubestoc�astica B. Por la Proposici�on 1.2.17, podemos en-contrar una matriz A biestoc�astica tal que bij � aij para todos i; j. Entonces
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x = By � Ay. Tomando u = Ay, por la Proposici�on 1.2.21 tenemos queu � y. As��, x �! y.Rec��procamente, sean x; y vectores no negativos tales que x �! y. De-mostraremos que existe una matriz biestoc�astica B tal que x = By. Si x = 0,podemos elegir B = 0, y si x � y por el Teorema 1.2.21 podemos elegir Bbiestoc�astica y el resultado se sigue. Supongamos que no pasa ninguno de loscaso anteriores. Sea r = m��nfx1; : : : ; xng y sea s = Tr y�Tr x. Tenemos ques > 0. Sea m un entero positivo tal que r � sm . Ahora, dilatamos los vectoresx; y en vectores en u; v 2 Rn+m, comou = (x1; : : : ; xn; s=m; : : : ; s=m)v = (y1; : : : ; yn; 0; : : : ; 0):Como r � xj para todo j = 1; : : : ; n. Tenemos para alg�un 1 � m0 � mn+(m�m0)Xi=1 u#i = nXi=1 x#i +

n+(m�m0)Xi=n+1 sm = nXi=1 x#i + (m�m0)Tr y � Tr xm
= m�m0m nXi=1 y#j + m0m nXi=1 u#i � m�m0m nXi=1 y#j + m0m
= nXi=1 y#i =

n+(m�m0)Xi=1 v#i :
Por lo que Pki=1 u#i �Pki=1 v#i para toda k = 1; : : : ; n+m. Por otro ladon+mXi=1 ui =

nXi=1 xi +
n+mXi=n+1 sm = nXi=1 xi +mTr y � Tr xm = n+mXi=1 vj:Entonces, u � v. As�� por el Teorema 1.2.21 existe una matriz A biestoc�as-tica de tama~no (n+m)�(n+m) tal que u = Av. Luego, sea Bn�n submatrizde A (situada en la esquina superior izquierda de A), por la Proposici�on1.2.15, B es bisubestoc�astica. En consecuencia x = By.Sean x; y 2 Rn tales que x �! y. Escogemos t > 0 tal que x + te; y + teson positivos, donde e = (1; 1; :::; 1). N�otese que seguimos teniendo x+ te �!y + te. Entonces, por lo mostrado anteriormente x + te = B(y + te), paraalguna matriz bisubestocastica B. Luego, por la Proposici�on 1.2.17 existe unamatriz biestoc�astica A tal que bij � aij para todos i; j = 1; : : : ; n. Entoncesx + te = A(y + te) = Ay + te pues A es biestoc�astica y preseva unidad.Entonces tomando u = Ay tenemos x � u y u � y.



40 Normas sim�etricas sobre Cn
Teorema 2.2.9. Sea � : Rn ! Rm una funci�on convexa. Sup�ongase quepara toda P 2 Sn existe P 0 2 Sm tal que

�(Px) = P 0�(x) 8x 2 Rn: (2.7)
Entonces � es isotona. Si adem�as � es mon�otona creciente entonces esfuertemente isotona.Demostraci�on. Sean x; y 2 Rn tales que x � y. Por la parte (iii) del Teorema1.2.21 existen matrices de permutaci�on P1; :::; PN 2 Sn y n�umeros realespositivos t1; :::; tN con Pj tj = 1 tales que x =Pj tjPjy. Por la convexidadde � y la propiedad (2.7) tenemos que

�(x) = � Xj tjPjy! �Xj tj�(Pjy) =Xj tjP 0j�(y)
Escribiendo z =Pj tjP 0j�(y), se tiene que �(x) � z y por (iii) del Teorema1.2.21, z �! �(y). Por lo tanto �(x) �! �(y).Ahora, si � adem�as es mon�otona creciente. Sean x; y tales que x �! y.Por el Teorema 2.2.8, existe u 2 Rn tal que x � u � y. As��, por la monoton��atenemos que �(x) � �(u) y �(u) �! �(y). Esto prueba que � es fuertementeisotona.Proposici�on 2.2.10. Sean x; y 2 Rn+. Si x �! y entonces �(x) � �(y) paratoda funci�on � sim�etrica y calibrada.Demostraci�on. Sea � funci�on sim�etrica y calibrada. Por ser norma, � esconvexa; luego se cumplen las condiciones del Teorema II.3.3 en [1]. Tenemosque � es fuertemente isotona. Por la de�nici�on 2.2.1 tenemos que la subma-yorizaci�on �(x) �! �(y) se vuelve la desigualdad, es decir �(x) � �(y).Proposici�on 2.2.11. Si para toda k = 1; 2; :::; n y para toda x; y 2 Rn�(k)(x) � �(k)(y), entonces �(x) � �(y) para toda funci�on � sim�etrica ycalibrada.Demostraci�on. Sup�ongase que �(k)(x) � �(k)(y) para toda k = 1; 2; :::; n porla De�nici�on 2.2.2 tenemos que jxj �! jyj, entonces de la Proposici�on 2.2.10se tiene que para toda � funci�on sim�etrica y calibrada �(jxj) � �(jyj). Enconsecuencia �(x) � �(y) por la propiedad de calibraci�on.
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Proposici�on 2.2.12. Para cada k = 1; 2; :::; n y cada x 2 Rn

�(k)(x) = m��n fkuk1 + kkvk1 : x = u+ vg : (2.8)Demostraci�on. Supongamos que x 2 Rn+ pues para calcular �(k)(x) debemostomar el orden en las coordenadas jx1j � jx2j � � � � � jxnj. Si x = u + ventonces por las propiedades de norma y de la De�nici�on 2.2.2�(k)(x) =�(k)(u+ v) � �(k)(u) + �(k)(v) � kuk1 + �(k)(v)�kuk1 + kkvk1:Ahora tomando u =(x#1 � x#k; x#2 � x#k; :::; x#k � x#k; 0; :::; 0)v =(x#k; x#k; :::; x#k; x#k+1; :::; x#n);tenemos que u+ v = x# y
kuk1 = nXj=1

���x#j � x#k��� = kXj=1 x#j � x#k = �(k)(x)� kx#k
kvk1 =x#k;por lo tanto �(k)(x) = kuk1 + kkvk1 alcanzando el m��nimo. As�� �(k)(x) =m��n fkuk1 + kkvk1 : x = u+ vg.Teorema 2.2.13. Sean p; q n�umeros reales tales que p > 1 y 1p + 1q = 1.Entonces para toda funci�on sim�etrica y calibrada � y x; y 2 Rn se cumple�(jx � yj) � [�(jxjp)]1=p [�(jyjq)]1=q : (2.9)Demostraci�on. Para cada j = 1; 2; : : : ; n tomando t1 = jxjjp, t2 = jyjjq,a1 = 1=p, a2 = 1=q; por la desigualdad (2.6) se tiene que
jxj � yjj � jxjjpp + jyjjqq 8 j = 1; 2; :::; n:

Como � es funci�on mon�otona y por las propiedades de norma tenemos
�(jx � yj) � �� jxjpp + jyjqq � � �(jxjp)p + �(jyjq)q :
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Ahora, para toda t > 0 reemplazamos a x por tx y y por t�1y, tenemos que

�(jx � yj) � �(jtxjp)p + �(jt�1yjq)q = tpp �(jxjp) + t�qq �(jyjq):
Veamos que

[�(jxjp)]1=p [�(jyjq)]1=q = m��nt>0 �tpp �(jxjp) + t�qq �(jyjq)� :
Sea '(t) = a tpp + b t�qq , con a; b; t > 0, entonces'0(t) = atp�1 � bt�q�1:Entonces el punto cr��tico de esta funci�on es t = (a�1b)1=pq = a�1=pq b1=pq.Como '0 0(t) = a(p � 1)tp�2 + b(q + 1)t�q�2 > 0 para toda t > 0, tenemosque en t = a�1=pq b1=pq la funci�on tiene un m��nimo. Evaluando en la funci�onoriginal obtenemos

'(a�1=pq b1=pq) = a(a�1=pq b1=pq)pp + b(a�1=pq b1=pq)�qq= a1=pb1=qp + a1=pb1=qq = a1=p b1=q:
Por lo tanto si a = �(jxjp); b = �(jyjq) tenemos que
�(jx � yj) � m��nt>0 �tpp �(jtxjp) + t�qq �(jt�1yjq)� = (�(jxjp))1=p (�(jyjq))1=q :
A la desigualdad (2.9) le llamaremos desigualdad de H�older para funcionessim�etricas y calibradas. Si tomamos p = 2 obtenemos lo que llamaremos ladesigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones sim�etricas y calibradas�(jx � yj) � ��(jxj2)�1=2 ��(jyj2)�1=2 :Si � = �(n) la relaci�on en (2.9) se vuelve la desigualdad de H�older ya conocidapara la p-norma en Cn:nXj=1 jxj yjj �

 nXj=1 jxjjp
!1=p  nXj=1 jyjjq

!1=q :
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Proposici�on 2.2.14. Sean p; q; r 2 R+ tales que 1p + 1q = 1r . Entonces paracada funci�on sim�etrica y calibrada � y cada x; y 2 Rn se cumple

[�(jx � yjr)]1=r � [�(jxjp)]1=p [�(jyjq)]1=q : (2.10)
Demostraci�on. Sean t1 = jxjjp; t2 = jyjjq; a1 = r=p; a2 = r=q para j =1; 2; : : : ; n, por la desigualdad (2.6) tenemos

jxj � yjjr = (jxjjp)r=p(jyjjq)r=q � rp jxjjp + rq jyjjq 8 j = 1; :::; n:
Por la monoton��a de � y las propiedades de norma

�(jx � yjr) � rp�(jxjp) + rq�(jyjq):Ahora cambiando x! tx; y ! t�1y, tenemos
�(jx � yjr) �rtpp �(jxjp) + rt�qq �(jyjq) para todo t 2 R+.

Sea '(t) = rtpp a + rt�qq b, entonces '0(t) = rtp�1a � rt�q�1b y tenemos quet = (a�1b)r=pq es el �unico punto cr��tico, de hecho la funci�on tiene un m��nimoglobal en este punto, pues '0 0(t) = r(p � 1)tp�2 + r(q + 1)t�(q+2)b > 0 paratoda t 2 R+ . Evaluando la funci�on original en el punto cr��tico obtenemos
'((a�1b)r=pq) = r((a�1b)r=pq)pp a+ r((a�1b)r=pq)�qq b = ar=p br=q;

es decir m��nt>0f rtpp a + rt�qq bg = ar=p br=q. As��, tomando a = �(jxjp) y b =�(jyjq) se sigue el resultado.Teorema 2.2.15 (Desigualdad de Minkowski). Sea � una funci�on sim�etri-ca y calibrada, sea p � 1, entonces para toda x; y 2 Rn se cumple
[�(jx+ yjp)]1=p � [�(jxjp)]1=p + [�(jyjp)]1=p : (2.11)

Demostraci�on. Sea p = 1, por las propiedades de j � j y de norma para �
�(jx+ yj) � �(jxj+ jyj) � �(jxj) + �(jyj):
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Sean p > 1 y q > 0 tal que 1p + 1q = 1. Sean x; y 2 Rn, entonces para cadaj = 1; 2; : : : ; n; tenemos quejxj + yjjp =jxj + yjkxj + yjjp�1�jxjkxj + yjjp�1 + jyjkxj + yjjp�1;es decir jx+ yjp � jxkx+ yjp�1 + jykx+ yjp�1. As�� para � funci�on sim�etricay calibrada, por la Proposici�on 2.2.3 y la desigualdad (2.9) tenemos�(jx+ yjp) � �(jxkx+ yjp�1) + �(jykx+ yjp�1)� [�(jxjp)]1=p [�(jx+ yjq(p�1))]1=q + [�(jyjp)]1=p [�(jx+ yjq(p�1))]1=q= �[�(jxjp)]1=p + [�(jyjp)]1=p	 (�(jx+ yjp))1=q :
Luego, dividiendo entre (�(jx+ yjp))1=q y como 1p = 1� 1q tenemos

(�(jx+ yjp))1�1=q = �(jx+ yjp)(�(jx+ yjp))1=q � [�(jxjp)]1=p + [�(jyjp)]1=p :
N�otese que si � = �(n) tenemos nXj=1 jxj + yjjp!1=p �  nXj=1 jxjjp

!1=p + nXj=1 jyjjp
!1=p ;

la cual es la desigualdad de Minkowski para p-normas sobre espacios de di-mensi�on �nita.Proposici�on 2.2.16. Sea � una funci�on sim�etrica y calibrada, de�namos�(p)(x) := [�(jxjp)]1=p; entonces �(p) tambi�en es una funci�on sim�etrica ycalibrada.Demostraci�on.(i) Veamos que �(p) es norma. Por ser � sim�etrica y calibrada cumple conel Teorema 2.2.15. Entonces �(p) satisface la desigualdad del tri�angulo. Que�(p)(�x) = ��(p)(x) y que �(p) � 0 se demuestran directamente.(ii) Sea P 2 Sn, entonces jPxjp = (jx�(1)jp; :::; jx�(n)jp) = P jxjp. Por lasimetr��a de � tenemos�(p)(Px) = [�(jPxjp)]1=p = [�(P jxjp)]1=p = [�(jxjp)]1=p = �(p)(x):
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(iii) Sean �j = �1 para j = 1; 2; :::; n. Entonces�(p)(�1x1; :::; �nxn) =[�(j�1x1jp; :::; j�nxnjp)]1=p=[�(jx1jp; :::; jxnjp)]1=p = �(p)(x):(iv) Calculamos:�(p)(1; 0; :::; 0) = [�(j(1; 0; :::; 0)jp)]1=p = [�(j1jp; 0; :::; 0)]1=p = 1:Proposici�on 2.2.17. Sean r; p � 1 y �p la p�norma en Cn, entonces �(r)p =�p r.Demostraci�on. Sea x 2 Cn, calculamos:
�(r)p (x) = [�p(jxjr)]1=r = "�Xj j jxjjrjp�1=p#1=r = "Xj (jxjjpr)#1=pr = �pr(x):
De�nici�on 2.2.18. 	 se llama funci�on sim�etrica calibrada cuadr�aticao simplemente Q-norma si para alguna funci�on sim�etrica y calibrada � setiene que 	 = �(2). Es decir	(x) = ��(jxj2)�1=2 : (2.12)Proposici�on 2.2.19. (i) Una p-norma es una Q-norma si y s�olo si p � 2.(ii) Para cada k = 1; 2; :::; n; �(p)(k)(x) es una Q-norma s�� y solo si p � 2.Demostraci�on.(i) Sea �p la p-norma en Cn. Si p � 2, entonces � p2 es una norma sim�etrica ycalibrada; y tenemos que � p2

�jxj2� 12 = �p(x):Entonces �p es una Q-norma.Rec��procamente, si �p(x) = �(jxj2) 12 con � una funci�on sim�etrica y cali-brada, entonces �(jxj2) 12 = �p(x) = � p2
�jxj2� 12 :Esto implica que ��jxj2� = � p2

�jxj2� para toda x 2 Cn. Pero una funci�onsim�etrica y calibrada est�a completamente determinada por sus valores en Rn+.Entonces � = � p2 y como �q no de�ne una norma para 0 < q < 1, se sigueque p � 2.
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(ii) N�otese que

�(p)(k)(x) =  kXj=1 jxjjp
!1=p para k = 1; 2; :::; n;

es una p-norma para k = 1; n. El resultado se sigue por un argumento seme-jante al del inciso anterior.De�nici�on 2.2.20. Para una norma � en Cn, su funci�on dual de � se de�necomo �0(x) = sup�(y)=1 jhx; yij: (2.13)
Proposici�on 2.2.21. Si � es una norma, entonces su funci�on dual �0 esuna norma.Demostraci�on. De la de�nici�on 2.2.20 se tiene �0(x) = sup�(y)=1 jhx; yij �jhx; yij � 0. Sea � 2 C, calculamos�0(�x) = sup�(y)=1 jh�x; yij = j�j sup�(y)=1 jhx; yij = j�j�0(x):
Por las propiedades del supremo y del m�odulo tenemos�0(x+ y) = sup�(u)=1 jhx+ y; uij = sup�(u)=1 jhx; ui+ hy; uij� sup�(u)=1fjhx; uij+ jhy; uijg � sup�(u)=1 jhx; uij+ sup�(u)=1 jhy; uij=�0(x) + �0(y)N�otese que por las propiedades del supremo �0 sigue siendo una normaincluso cuando � sea una funci�on sobre Cn que no cumple la desigualdad deltri�angulo.Proposici�on 2.2.22. Si � es una funci�on sim�etrica y calibrada entonces �0tambi�en lo es.Demostraci�on. Por la proposici�on anterior s�olo basta ver que cumple laspropiedades de simetr��a, calibraci�on y normalizaci�on. Sea P 2 Sn, sabemosque P�1 2 Sn, entonces�0(Px) = sup�(y)=1 jhPx; yij = sup�(y)=1 jhx; P �yij = sup�((P �)�1z)=1 jhx; zij= sup�(z)=1 jhx; zij = �0(x):
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Sean �j = �1, para j = 1; 2; :::; n, denotemos por � a la matriz diag (�1; :::; �n).Entonces�0(�1x1; :::; �nxn) = sup�(y)=1 jh�x; yij = sup�(y)=1 jhx; ��yij= sup�(��1z)=1 jhx; zij = sup�(z)=1 jhx; zij = �0(x):
Sea e1 = (1; 0; :::; 0), entonces�0(e1) = sup�(y)=1 jhe1; yij = sup�(y)=1 jy1j = 1:
Pues por la Proposici�on 2.2.3 inciso (ii) se tiene que jy1j � kyk1 � �(y) yestamos tomando �(y) = 1; de donde sup�(y)=1 jy1j � 1. Por otra parte como�(e1) = 1 el supremo se alcanza en y1 = 1.Proposici�on 2.2.23. Dada una norma � en Cn se cumplejhx; yij � �(x)�0(y) para toda x; y 2 Cn: (2.14)Demostraci�on. Sea z 2 B� = fx : �(x) = 1g; de la de�nici�on 2.2.20 tenemos�(z)�0(x) = sup�(z)=1 jhx; zij � jhx; zij. Sea z = x�(x) entonces z 2 B�, porlo tanto �����y; x�(x)����� � sup�(z)=1 jhy; zij = �0(y):
Entonces, por la linealidad del producto interior tenemos1�(x) jhy; xij = 1�(x) jhx; yij � �0(y):
Multiplicando por �(x) se sigue el resultado, siempre que �(x) 6= 0. Parael caso �(x) = 0, la relaci�on (2.14) se cumple con igualdad pues por laspropiedades de norma de � se tiene que �(x) = 0 si y s�olo si x = 0.Proposici�on 2.2.24. Sean �p una p-norma, p; q 2 R tales que 1 � p � 1y 1p + 1q = 1, entonces �0p = �qDemostraci�on. Consideremos (Cn; k � kp)� = (Cn; k � kq). Sea � : Cn ! C unfuncional lineal acotado; por el Lema de Riesz existe un �unico y 2 Cn tal que�(x) = hx; yi. Por otra parte tenemoskykq = k�k = supkxkp=1 j�(x)j = sup�p(x)=1 jhx; yij = �0p(y):
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Proposici�on 2.2.25. Sean � ;	 normas en Cn. Si

�(x) �c	(x) 8x 2 Cn y alguna c > 0, (2.15)
entonces

	0(x) � c�0(x) 8x 2 Cn: (2.16)
Demostraci�on. Si 	(x) = 1, entonces �(x) � c. Esto demuestra que B	 �B�, con B� = fx : �(x) � cg y B	 = fx : 	(x) = 1g. Luego

	0(x) = sup	(y)=1 jhx; yij � sup�(y)�c jhx; yij = sup�(c�1y)�1 jhx; yij= sup�(z)�1 jhx; czij = c sup�(z)�1 jhx; zij = c�0(x):
De�nici�on 2.2.26. Una funci�on � sim�etrica y calibrada es una Q0-normasi es el dual de una Q-norma.Por las proposiciones 2.2.19 y 2.2.24 tenemos que para 1 � p � 2 lasp-normas son ejemplos de Q0-normas.Proposici�on 2.2.27.(i) Si � es una norma tal que � = �0, entonces � es la norma euclidiana.(ii) Si � es una Q-norma tal que es Q0-norma tambi�en, entonces � es lanorma euclidiana.Demostraci�on.(i) Como � es norma, se cumple la Proposici�on 2.2.23, es decir

jhx; yij � �(x)�0(y); para toda x; y 2 Cn.
Tomando y = x y del hecho que � = �0 tenemos que (�2(x))2 = jhx; xij ��(x)�(x) = �(x)2, de donde �2(x) � �(x). De la Proposici�on 2.2.25, toman-do c = 1 se tiene que �(x) = �0(x) � �02(x) = �2(x), se obtiene as�� la otradesigualdad.(ii) Como � es Q�norma entonces � = '(2), para una funci�on sim�etrica ycalibrada '. Como � es Q0-norma entonces � = ( (2))0, para una funci�on
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sim�etrica y calibrada  . En cualquier caso tenemos funciones sim�etricas ycalibradas, entonces por la Proposici�on 2.2.3 se tiene que�(x) = ['(jxj2)]1=2 = '(2)(x) � �(2)1 (x) = �2(x):Por otro lado, del hecho que  (2)(x) � �(2)1 (x) = �2(x), por la Proposici�on2.2.25 tomando c = 1 tenemos que �2(x) � ( (2)(x))0 = �(x). Por lo tanto� es la norma euclideana.Proposici�on 2.2.28. Para cada k = 1; 2; : : : ; n la funci�on dual de la normade Ky Fan est�a dada por

�0(k)(x) =m�ax�kxk1; 1kkxk1� para toda x 2 Rn: (2.17)
Demostraci�on. Como �(k) es sim�etrica y calibrada, por la Proposici�on 2.2.22�0(k) tambi�en lo es. As��, por la Proposici�on 2.2.3 se tiene quekxk1 � �0(k)(x) � kxk1:Por otro lado, usando la De�nici�on 2.2.2 se cumple que �(k)(x) � kkxk1,entonces de la Proposici�on 2.2.25 se tiene que �0(k)(x) � k�1(kxk1)0 =k�1kxk1. Entonceskxk1 ��0(k)(x) y k�1kxk1 � �0(k)(x);de donde m�ax�kxk1; 1kkxk1	 � �0(k)(x).Ahora, supongamos que

kxk1 � 1kkxk1 para toda 1 � k � n; (2.18)
implica que

kxk1 � 1k�(k)(x) para toda 1 � k � n: (2.19)
Tenemos as�� que: (i) m�axfkxk1; 1kkxk1g = 1kkxk1, para toda 1 � k � n;y (ii) la desigualdad kxk1 � 1kkxk1, para toda 1 � k � n junto con laProposici�on 2.2.25 implican que �0(k)(x) � 1k (kxk1)0 = 1kkxk1 para toda1 � k � n. De esto se sigue que
�0(k)(x) � 1kkxk1 = m�axfkxk1; 1kkxk1g para toda 1 � k � n.
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Resta demostrar que (2.18) implica (2.19). Procederemos por inducci�onsobre n, la dimensi�on del espacio. Para n = 1, no hay nada que demostrar.Supongamos que (2.18) implica (2.19), vale para toda n y veamos que secumple para (n+ 1). Supongamos

kjx1j � kxk1 = n+1Xj=1 jxjj; para toda 1 � k � n+ 1:
Luego
(k � 1)jx1j � n+1Xj=2 jxjj =

nXj=1 jxj+1j; para toda 1 � (k � 1) � n:
Usando la hip�otesis de inducci�on obtenemos que

(k � 1)jx1j � k�1Xj=1 jxj+1j para toda 1 � k � n:
Sumando jx1j en ambos lados se obtiene

kjx1j � k�1Xj0=0 jxj0+1j =
kXj=1 jxjj = �(k)(x) para toda 1 � k � n+ 1:

Como se quer��a.Proposici�on 2.2.29. Consideremos 1 = �1 � �2 � � � � � �n � 0. Dada unafunci�on � sim�etrica y calibrada en Rn, la funci�on	(x) = �(�1jx1j#; : : : ; �njxnj#) (2.20)es sim�etrica y calibrada.Demostraci�on.(i) 	(x) = �(�1jx1j#; : : : ; �njxnj#) � 0 para toda x 2 Rn.Sea � 2 R, entonces	(�x) = �(�1j�x1j#; : : : ; �nj�xnj#) = �(j�j�1jx1j#; : : : ; j�j�njxnj#)= j�j�(�1jx1j#; : : : ; �njxnj#) = j�j	(x):
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Sean x; y 2 Rn; por las propiedades de monoton��a y de norma de � se tieneque 	(x+ y) =�(�1jx1 + y1j#; : : : ; �njxn + ynj#)��(�1jx1j# + �1jy1j#; : : : ; �njxnj# + �njynj#)��(�1jx1j#; : : : ; �njxnj#) + �(�1jy1j#; : : : ; �njynj#)=	(x) + 	(y):Esto demuestra que 	 es una norma.(ii) Sea P 2 Sn y entonces	(Px) = �[P (�1jx1j#; : : : ; �njxnj#)] = �(�1jx1j#; : : : ; �njxnj#) = 	(x):Esto demuestra que 	 es sim�etrica.(iii) 	 es calibrada. Sea � = (�1; �2; : : : ; �n) donde �k = �1 para k = 1; 2; : : : ; n,entonces	(�x) = �(�1j�1x1j#; : : : ; �nj�nxnj#) = �(�1jx1j#; : : : ; �njxnj#) = 	(x)(iv) 	 es normalizada. Sea 1 = (1; 0; : : : ; 0) y sabemos que �1 = 1	(e1) = 	(1; 0; : : : ; 0) = �(�1j1j; 0; : : : ; 0) = �1�(1; 0; : : : ; 0)= �(1; 0; : : : ; 0) = 1:
2.3. Normas en Cn unitariamente invariantesEn esta secci�on Cn denotar�a el espacio de Hilbert Cn dotado del productointerno h�; �i y con la norma asociada k�k. Si A es un operador lineal sobre Cndenotaremos por kAk a la norma de dicho operador, la cual se de�ne comokAk = supkxk=1 kAxk: (2.21)
Para cualquier operador A sobre Cn, su m�odulo se de�ne por jAj = (A�A)1=2,donde (A�A)1=2 es la ra��z cuadrada positiva del operador positivo A�A.Proposici�on 2.3.1. Si U; V son operadores unitarios sobre Cn entoncesjU AV j =V �jAjV: (2.22)y s(A) = s(UAV ). Adem�as kAk = kU AV k: (2.23)
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Demostraci�on. Sean U y V operadores unitarios, entoncesjU AV j2 =(U AV )�(U AV ) = (V �A� U�)(U AV ) = V �A� IdAV=V � jAj2 V = V � jAjV V � jAjV = (V � jAjV )2:Como tenemos operadores positivos se sigue que jU AV j = V �jAjV . Ahora,sea � valor propio de jUAV j con vector propio x, de la relaci�on (2.22) tenemosV �jAjV x = jU AV jx = �x;como V es unitario se sigue que � es valor propio de jAj con vector propioasociado y = V x.Para x 2 Cn, de la relaci�on (2.22) resulta quekU AV xk2 = kV �jAjV xk2 = hV �jAjV x; V �jAjV xi= hV V �jAjV x; jAjV xi = hjAjV x; jAjV xi:Como V es unitario se tiene que kV xk = kxk; adem�as k jAj k = kAk, por lotanto kAk =kU AV k:Una norma en los operadores sobre Cn que satisface la propiedad (2.23)se llama unitariamente invariante. Denotaremos a tales normas mediantejjj � jjj y las normalizaremos de manera que jjjdiag (1; 0; � � � ; 0)jjj = 1.El siguiente Teorema relaciona las normas unitariamente invariantes conlas funciones sim�etricas y calibradas, mediante los valores singulares.Teorema 2.3.2. (i) Sea � una funci�on sim�etrica y calibrada sobre Rn. De-�nimos la funci�on jjj � jjj� sobre Mn como siguejjjAjjj� = �(s(A)): (2.24)Entonces jjj � jjj� es una norma unitariamente invariante.(ii) Sea jjj � jjj una norma unitariamente invariante. De�nimos la funci�on�jjj�jjj sobre Rn mediante �jjj�jjj(x) = jjjdiag (x)jjj: (2.25)Donde diag (x) es la matriz diagonal con entradas x1; x2; : : : ; xn. Entonces�jjj�jjj es una funci�on sim�etrica y calibrada.
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Demostraci�on.(i) De la proposici�on anterior tenemos que s(U AV ) = s(A). Entonces

jjjU AV jjj� = �(s(U AV )) = �(s(A)) = jjjAjjj�:Como � es funci�on sim�etrica y calibrada, entonces para toda A 2Mn setiene que jjjAjjj� = �(s(A)) � 0. Sean A 2Mn y � 2 C entonces
jjj�Ajjj� = �(s(�A)) = �(j�js(A)) = j�j�(s(A)) = j�j jjjAjjj�:Veamos que para toda A;B 2Mn se cumple

jjjA+Bjjj� � jjjAjjj� + jjjBjjj�:Por la Proposici�on 1.2.26 tenemos quekXj=1 sj(A+B) � kXj=1 sj(A) +
kXj=1 sj(B);de donde s(A + B) �! s(A) + s(B). As��, por la Proposici�on 2.2.10 tenemosque �(s(A+B)) � �(s(A) + s(B)) � �(s(A)) + �(s(B)):Esto demuestra que jjj � jjj� es una norma.(ii) Como jjj � jjj es norma, entonces para toda x 2 Cn se tiene que �jjj�jjj(x) =jjjdiag (x)jjj � 0. Sean x 2 Cn y � 2 C resulta que

�jjj�jjj(�x) = jjjdiag (�x)jjj = jjj� diag (x)jjj = j�j jjjdiag (x)jjj = j�j�jjj�jjj(x):Sean x; y 2 Cn tenemos
�jjj�jjj(x+ y) = jjjdiag (x+ y)jjj = jjjdiag (x) + diag (y)jjj� jjjdiag (x)jjj+ jjjdiag (y)jjj = �jjj�jjj(x) + �jjj�jjj(y):N�otese que las matrices P 2 Sn y las matrices de la forma

� =
0B@ ei�1 : : : 0. . .0 : : : ei�n

1CA
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son unitarias para �j 2 R; j = 1; � � � ; n. Sea P� 2 Sn entonces como jjj � jjjcumple la identidad (2.23) tenemos que�jjj�jjj(Px) =jjjdiag (x�(1); x�(2); : : : ; x�(n))jjj = jjjP diag (x)Idjjj=jjjdiag (x)jjj = �jjj�jjj(x):Sean �j = 0; �, entonces �j = �1 para j = 1; 2; : : : ; n. Sea x 2 Cn, se tieneque�jjj�jjj(�x) = jjjdiag (�x)jjj = jjj� diag (x)Idjjj = jjjdiag (x)jjj = �jjj�jjj(x):Sea e1 = (1; 0; : : : ; 0), calculamos�jjj�jjj(e1) = jjjdiag (e1)jjj = 1:Las funciones sim�etricas y calibradas construidas en la secci�on anteriorconducen a varios ejemplos de normas unitariamente invariantes. Dos clasesde tales normas son(1) Las p-normas de Schatten. Para 1 � p � 1

kAkp = ks(A)kp = " nXj=1 (sj(A))p
#1=p : (2.26)

kAk1 = ks(A)k1 = s1(A) = kAk: (2.27)
(2) Las k-normas de Ky Fan

kAk(k) = �(k)(s(A)) = kXj=1 sj(A) para 1 � k � n: (2.28)
Hemos visto que para la norma de Ky Fan kAk(1) = kAk1 = kAk ykAk(n) = kAk1 = k jAj k1 = Tr (jAj), donde Tr (A) denota la traza del ope-rador A. En la base que diagonaliza a jAj tenemos que

Tr(jAjp) 1p = � nXj=1 sj(A)p
� 1p :

Entonces, como la traza es invariante bajo cambios de base, esto demuestraque kAkp = Tr(jAjp) 1p :



2.3 Normas en Cn unitariamente invariantes 55
Para A; B matrices complejas n� n, el producto interno se de�ne medi-ante hA;BiHS = Tr�A�B�:Este producto interno provee aMn con una estructura de espacio de Hilbert.La norma inducida por este producto interno es

kAkHS = Tr�A�A� 12 = Tr(jAj2) 12 = �Xj (sj(A))2� 12 = kAk2;
si usamos la base que diagonaliza a jAj para calcular la traza. Entonces lanorma Hilbert-Schmidt coincide con la 2�norma de Schatten. Esta normatambi�en se llama norma de Frobenius. Si la matriz asociada aA tiene entradasaij entonces kAk2 = �Pij jaijj2�1=2. As�� la norma k�k2 es la norma euclidianadel operador A pensando a �este como vector en Cn2 . En el pr�oximo cap��tulousaremos la estructura de espacio de Hilbert inducida por el producto Hilbert-Schmidt.El siguiente Teorema nos dice la importancia de las normas de Ky Fan.Teorema 2.3.3 (Dominaci�on de Ky Fan). Sean A;B 2Mn; si kAk(k) �kBk(k) para k = 1; 2; : : : ; n. EntoncesjjjAjjj � jjjBjjjpara todas las normas unitariamente invariantes jjj � jjj.Demostraci�on. Sea jjj � jjj una norma unitariamente invariante y � := �jjj�jjjla funci�on sim�etrica y calibrada asociada. Por la descomposici�on en valo-res singulares, para cualquier matriz A se tiene que diag (s(A)) = W �AQ,donde W y Q matrices unitarias, en consecuencia jjjAjjj = jjjW �AQjjj =jjjdiag (s(A))jjj. Por otra parte, del Teorema 2.3.2 tenemos que jjjAjjj =jjjAjjj� = �jjj�jjj(s(A)).Sean A;B matrices de tama~no n � n. Si kAk(k) � kBk(k) para k =1; 2; : : : ; n; por la ecuaci�on (2.28) tenemos quekXj=1 sj(A) �

kXj=1 sj(B) para toda 1 � k � n.
Entonces s(A) �! s(B). Por la Proposici�on 2.2.10 se tiene quejjjAjjj = �jjj�jjj(s(A)) � �jjj�jjj(s(B)) = jjjBjjj:
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Recordemos que de la Proposici�on 2.2.3 se cumple que kxk1 � �(x) �kxk1 para toda x 2 Cn y toda funci�on sim�etrica y calibrada �. Entonces porel Teorema 2.3.2 tenemos que kAk1 = kAk � jjjAjjj � kAk(n) = kAk1, paratoda A 2Mn�n y toda norma unitariamente invariante jjj � jjj.La dualidad en el espacio de normas unitariamente invariantes se de�ne dela siguiente manera. Si jjj � jjj es una norma untariamente invariante, entoncessu norma dual es

jjjAjjj 0 = supjjjBjjj=1 jTr(A�B)j:Es f�acil demostrar que jjj � jjj es una norma unitariamente invariante.Proposici�on 2.3.4. Si � es funci�on sim�etrica y calibrada en Rn y k � k� lacorrespondiente norma unitariamente invariante enMn(C). Entonces k�k0� =k � k�0.Demostraci�on. N�otese que
jTr(A�B)j � TrjA�Bj = nXj=1 sj(A�B):Por la Proposici�on IV.2.5 en [1], tenemos quenXj=1 sj(A�B) �

nXj=1 sj(A)sj(B):Entonces kAk0� � �0(s(A)) = kAk�0 :Rec��procamente,
kAk�0 = �0(s(A)) = supn nXj=1 sj(A)yj : y 2 Rn; �(y) = 1o

= supfTr�diag(s(A))diag(y)� : kdiag(y)k� = 1g� kdiag(s(A))k0� = kAk0�:Corolario 2.3.5. Dadas A y B matrices complejas n� n, entonces
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(i) jTr (A�B)j � jjjAjjj jjjBjjj0:(ii) kAk0p = kAkq; si 1p + 1q = 1.

Demostraci�on. Es una consecuencia inmediata de la proposici�on anterior.Denotaremos por Lp(Cn) al espacio de Banach �Mn(C); k � kp� y Lp(Cn)�denotar�a a su dual.Proposici�on 2.3.6. Si 1p + 1q = 1, la transformaci�on Tr (A �) : Lq(Cn) !Lp(Cn)� es una isometr��a suprayectiva.Demostraci�on. Por el inciso (i) de la proposici�on anterior se tiene que Tr(AB) �kAkpkBkq para todo B 2 Lq(Cn) Entonces Tr(A�) es un funcional lineal connorma kTr(A�)k � kAkq.Rec��procamente, si f es un funcional lineal sobre Lp(Cn) entonces tenemosque la funci�on de�nida para u; v 2 Cn mediante c(u; v) := f(jvihuj), es unaforma sesquilineal sobre Cn � Cn y adem�as
jc(u; v)j = jf(jvihuj)j � kfkkjvihujkp = kfkkukkvk�Trj jv̂ihûj jp� 1p ;donde û = ukuk . Pero no es dif��cil ver que para vectores unitarios se tiene�Trj jv̂ihûj jp� 1p = 1. Entonces tenemos quejc(u; v)j � kfkkukkvk:Es decir la forma sesquilineal c es acotada en Cn. Por lo tanto existe unoperador A tal que f(jvihuj) = c(u; v) = hA�u; vi = Tr�A�jvihuj� para todou; v 2 Cn. Esto implica que f(x) = Tr(A�x) para todo x 2Mn(C).
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Cap��tulo 3
Desigualdades tipo Minkowski
y subaditividad fuerte de la
entrop��a cu�antica
3.1. Normas Lp(Lq) y concavidad/convexidad

El contenido de este cap��tulo se encuentra en las referencias [4] y [5].Hemos ordenado el material de una manera un poco diferente y completadotodos los detalles en las demostraciones. Iniciamos con la de�nici�on de ciertosfuncionales �p; q; 	p; q; �p; q y determinaremos condiciones sobre p; q para lascuales se obtiene concavidad o convexidad.Denotaremos por Hn al conjunto de matrices hermitianas de tama~no n�ny usaremos H+n para el conjunto de matrices positivas. Para m; n 2 Z+,podemos identi�car operadores sobre Cn
Cm con matrices de tama~no mn�mn y usaremosHnm para referirnos al conjunto de matrices hermitianas sobreel producto tensorial Cn 
 Cm.
De�nici�on 3.1.1. Para n�umeros p; q > 0 y un entero positivo m, de�nimos�p;q sobre el producto cartesiano de m�copias de H+n , mediante

�p; q(A1; : : : ; Am) = � mXj=1 Apj�1=pq : (3.1)



60 Desigualdades tipo Minkowski y subaditividad fuerte de laentrop��a cu�anticaDe�nici�on 3.1.2. Para n�umeros p; q > 0 y cualesquiera dos enteros posi-tivos m; n. De�nimos 	p; q sobre el conjunto H+mn mediante
	p; q(A) = k(Tr 2Ap)1=pkq; (3.2)

donde Tr 2(�) denota el operador de traza parcial (ver Ap�endice).De�nici�on 3.1.3. Para cualquier matriz �ja B 2Mn(C) y n�umeros p; q >0. De�nimos �p; q; B sobre el conjunto H+n , mediante
�p; q; B(A) = Tr �(B�ApB)q=p�: (3.3)

En adelante, escribiremos simplemente �p; q en lugar de �p; q; B.De�nici�on 3.1.4. Sean U; V espacios vectoriales. Una funci�on f : U�V !R es conjuntamente c�oncava si, para A1; A2 2 U , B1; B2 2 V y 0 � t � 1 secumple que
f�tA1 + (1� t)A2; tB1 + (1� t)B2� � t f(A1; B1) + (1� t)f(A2; B2):Decimos que f es conjuntamente convexa si �f es conjuntamente c�oncava.De�nici�on 3.1.5. Si V; W son espacios vectoriales sobre R, f : V ! W yk 2 R. Decimos que f es una funci�on homog�enea de grado k si

f(� v) = �kf(v) para toda � � 0 y toda v 2 V : (3.4)
Proposici�on 3.1.6. Si f : V ! R una funci�on homog�enea de grado 1.Entonces f es convexa si y s�olo si el conjunto de nivel 
 = fx 2 V : f(x) �1g es convexo.Demostraci�on. Supongamos que f es convexa. Sean x; y 2 
, entonces f(x) �1 y f(y) � 1. De la convexidad de la funci�on

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y) � t+ (1� t) = 1:
As�� tx+ (1� t)y 2 
, es decir el conjunto es convexo.Rec��procamente, sup�ongase que 
 es un conjunto convexo. N�otese que 
es absorbente, pues para x 2 V n
 se tiene que f(x) > 1, entonces tomando� = 1f(x) tenemos que �x = xf(x) 2 
.
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De�namos P
 : V ! R, mediante

P
(x) = ��nfft > 0 : xt 2 
g =��nfft > 0 : f(x) � tg:
Veamos que �este funcional es homog�eneo. Sea � > 0, entonces
P
(�x) = ��nfft > 0 : f(�x) � tg =��nfft > 0 : f(x) � t�g=��nff�t0 > 0 : f(x) � t0g = ���nfft0 > 0 : f(x) � t0g = �P
(x):Sea G(x) = ft > 0 : f(x) � tg. G(x) 6= ;, pues el mismo f(x) es unelemento del conjunto si f(x) > 0. En caso contrario, si f(x) < 0 cualquiert > 0 funciona. As��, tomar ��n�mo tiene sentido.Sean s; r > 0 tales que a = rx 2 
 y b = s(�x) 2 
, pues este conjuntoes absorbente. Tenemos que 0 = sa+rbs+r 2 
. Si x 2 
 y t < 1; entoncestx = (1� t) � 0 + xt 2 
.Sea t 2 G(x) y s > 1, entonces f(x)t � 1, por lo tanto xt 2 
. M�as a�un,xst 2 
, de donde st 2 G(x). Tenemos que ��nf G(x) = P
(x).Si P
(x) 2 G(x), tenemos que G(x) = [P
(x);1), es una semirectacerrada; de lo contrario G(x) = (P
;1) es abierto.Sean s > P
(x) y r > P
(y), as�� que xs ; yr 2 
. Luego, por ser 
 convexox+ yr + s = sr + s xs + rr + s yt 2 
:

Adem�as r+ s � P
(x+ y). As�� que, tomando ��n�mo sobre r; s se cumple queP
(x) + P
(y) � P
(x+ y):Usando esto, supongamos que x; y 2 
. Sean f(x) > 0 y f(y) > 0,de lo contrario usamos la homogeneidad de la funci�on. Entonces, usando lahomogeneidad y la sublinealidad de P
 obtenemos quef(tx+ (1� t)y) � P
(tx+ (1� t)y) � tP
(x) + (1� t)P
(y)= t��nffs > 0 : f(x) � sg+ (1� t)��nffs0 > 0 : f(y) � s0g� tf(x) + (1� t)f(y):
Proposici�on 3.1.7. Sea B 2Mn �ja. Para toda A 2 H+n la funci�on �p; q esuna homog�enea de grado q � 1.
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Demostraci�on. Sea � � 0. Entonces
�p; q(�A) = Tr �(B�(�A)pB)q=p� = Tr �(B��pApB)q=p� == Tr ��q(B�ApB)q=p� = �qTr �(B�ApB)q=p� = �q �p; q(A):A continuaci�on daremos la prueba de la concavidad/convexidad del fun-cional �p; q, la cual se divide en dos casos, a saber 1 � q � p � 2 y 1 � p � 2para p < q.Lema 3.1.8. Para B 2Mn(C) �ja. Si 1 � p � 2 y q > p, entonces

�p; q(A) = Tr �(B�ApB)q=p�;
es convexa sobre H+n .Demostraci�on. Sea A 2 H+n , se tiene que Ap � 0. Sea h 2 Cn, entonces

hh;B�ApB hi = hBh;ApB hi � 0:
Sean r = q=p � 1 y r0 tales que 1r + 1r0 = 1. Tenemos que kB�ApBkr =[Tr(B�ApB)r]1=r = ��p; q(A)�1=r. Por otro lado, por dualidad podemos es-cribir kB�ApBkr = supkY kr0�1Y�0

Tr [B�ApB Y ]:
Dado que, para 1 � p � 2, la funci�on A ! Ap es convexa en operadores;as�� tambi�en B�ApB lo es. Como tomamos Y � 0 tenemos que Tr[B�ApB Y ]es convexa. As�� kB�ApBkr es el supremo de una familia de funciones convexasy por tanto es convexa. Como �p; q(A) = (kB�ApBkr)r y para r � 1 la r-�esima potencia de una funci�on positiva y convexa es convexa, se obtiene que�p; q(A) es convexa.Para el caso q < p la demostraci�on es m�as complicada y necesitamos lossiguientes lemas.Lema 3.1.9. Para toda r > 1 y toda c; x > 0 se tiene que 1r cr+ r�1r xr � c xr�1y c = 1r ��nf � crxr�1 + (r � 1)x : x > 0� :



3.1 Normas Lp(Lq) y concavidad/convexidad 63
Demostraci�on. De la relaci�on entre la media aritm�etica y la media geom�etrica(2.6) tomando t1 = cr; t2 = xr y a1 = r�1; a2 = 1� r�1 = r�1r y como x > 0,tenemos que c � 1r crxr�1 + r � 1r x:

Consideremos la funci�on f(x) = crxr�1 + (r � 1)x. N�otese que f(c) = c, dedonde c = 1r ��nf � crxr�1 + (r � 1)x : x > 0� :
Adem�as si 0 < r < 1, entonces f 0 0(c) < 0 y alcanza un valor m�aximo.Entonces c ser��a un supremo.Lema 3.1.10. Si B 2 B(H), �ja y A 2 H+n . Entonces los operadores B�ApBy Ap=2BB�Ap=2 tienen el mismo conjunto de valores propios, adem�as

�p; q(A) = Tr �(Ap=2BB�Ap=2) qp �:
Demostraci�on. Sean B 2 B(H) �ja y A 2 H+n . N�otese queB�ApB = B�Ap=2Ap=2B = (Ap=2B)�Ap=2B � 0; (3.5)Ap=2BB�Ap=2 = Ap=2B(Ap=2B)� � 0: (3.6)
Tenemos que ambos operadores son positivos, tienen espectro real y sonfunciones del mismo operador, Ap=2B. Sean f1(z) = z � z; f1(z) = z � z,tenemos que f2(z) = f1(z). Entonces por el Teorema del mapeo espectral

�(f2(Ap=2B)) = f2(�(Ap=2B)) = j�(Ap=2B)j2= f1(�(Ap=2B)) = �(f1(Ap=2B)):
Ahora, usando la base que diagonaliza a Ap=2B tenemos

�p; q(A) = Tr �(B�ApB)q=p� =Xj f2(�j)q=p =Xj j�jj2q=p
=Xj f1(�j)q=p = Tr �(Ap=2BB�Ap=2)q=p�:

En el siguiente Lema demostramos una f�ormula que nos da una variantede �p; q.
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Lema 3.1.11. Sea A 2 H+n , r = p=q > 1. Entonces

�p; q(A) = 1r ��nf �Tr �Ap=2B 1Xr�1B�Ap=2 + (r � 1)X�� ;
donde el ��n�mo es tomado sobre todas las matrices X 2 H+n . Si el ��n�mo sereemplaza por supremo la f�ormula es v�alida para pq < 1.Demostraci�on. Sea C = (Ap=2B)�. Por continuidad podemos asumir queC�C > 0. Tomamos, para toda X > 0

Tr �C� 1Xr�1C + (r � 1)X� : (3.7)
Para r > 1, existe un minimizador X. Sea Y = X1�r, como es un cambio devariable minimizar la expresi�on (3.7) respecto a X es lo mismo que minimizarTr hC�Y C + (r � 1)Y �1r�1i respecto a Y . Equivalentemente por ciclicidad ylinealidad de la traza, se tiene queTr �C C� Y + (r � 1)Y �1r�1 �: (3.8)Como X > 0, se sigue que Y > 0, podemos reemplazar Y por Y + tD, con Dautoadjunto. Entonces Tr �C C� (Y + tD) + (r � 1)(Y + tD) �1r�1 �. Derivandorespecto a t, seg�un la regla del Teorema A.3.4 se tiene queddtTr �C C� (Y + tD)+(r � 1)(Y + tD) �1r�1 ����t=0= Tr �CC�D � (Y + tD) �rr�1D����t=0= Tr �CC�D � Y �rr�1D�= Tr �(CC� � Y �rr�1 )D� = Tr �D(CC� � Y �rr�1 )�:Ahora, 0 = Tr �D(CC� � Y �rr�1 )� = 
D;CC� � Y �rr�1�;para todoD autoadjunto. Por lo tanto, CC� = Y �rr�1 , as�� que Y = (CC�)� r�1r .Sustituyendo en (3.8)Tr �C C� Y + (r � 1)Y �1r�1 � = Tr �C C� (CC�)� r�1r + (r � 1)�(CC�)� r�1r � �1r�1 �= Tr �(CC�)1� �1r�1 + (r � 1)(CC�)1=r�= rTr �(CC�)1=r�= rTr �(BA1=2A1=2B)1=r� = r�p; q(A):
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Y se sigue el resultado. La correspondiente f�ormula para pq < 1 se de-muestra de manera an�aloga.Lema 3.1.12. Si f(x; y) es una funci�on conjuntamente convexa. Entoncesg(x) = ��nfy f(x; y) es convexa. El enunciado sigue siendo v�alido cuando cam-biamos convexa por c�oncava y tomamos supremo en lugar de ��n�mo.Demostraci�on. Sean x0; x1 y 0 < � < 1. Sea " > 0. Elegimos y0; y1 tales quef(x0; y0) < g(x0) + " y f(x1; y1) < g(x1) + ":Entoncesg�(1� �)x0 + �x1� =��nfy f�(1� �)x0 + �x1; y�� f�(1� �)x0 + �x1; (1� �)y0 + �y1�� (1� �)f(x0; y0) + �f(x1; y1)< (1� �)g(x0) + �g(x1) + 2":Un caso especial de este Lema se tiene para una funci�on convexa enRn�Rn dada por f(x; y) = h(x�y)+g(y), donde h; g son funciones convexasen Rn. Entonces ��nfy f(x; y) se llama convoluci�on ��n�ma de las funciones h; g.La concavidad de la funci�on, cuando cambiamos ��n�mo por supremo, apareceen el siguiente hecho f��sico: Cuando se combinan dos sistemas f��sicos y permiteel ujo de calor entre ellos de tal forma que la energ��a total x se conserva, laenerg��a se distribuye de tal forma que la entrop��a es maximizada. Entoncesla entrop��a dada por S(x) = supy fS1(x� y) + S2(y)g;

es nuevamente una funci�on c�oncava de la entrop��a total de x, como todaentrop��a debe ser.Lema 3.1.13. Si R1; R2; S1; S2; T1; T2 son operadores positivos sobre unespacio de Hilbert H y supongamos que R1R2 = R2R1; S1S2 = S2S1; T1T2 =T2T1 adem�as R1 � S1 + T1; R2 � S2 + T2:Entonces, para 0 � t � 1Rt1R1�t2 � St1S1�t2 + T t1T 1�t2 : (3.9)
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Demostraci�on. Sea E el conjunto de t 2 [0; 1] para los cuales la desigualdad(3.9) se cumple; E es un conjunto cerrado y claramente contiene a 0; 1.Veamos en primer lugar que de 12 est�a en E, luego usaremos esto paramostrar que es un conjunto convexo. Sean x; y 2 H, entonces usando la des-igualdad del tri�angulo, la desigualdad de Schwarz y la relaci�on (2.6) tenemosque���Dx; (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )yE���� ��
x; S1=21 S1=22 y���+ ��
x; T 1=21 T 1=22 y���� kS1=21 xkkS1=22 yk+ kT 1=21 xkkT 1=22 yk� hkS1=21 xk2 + kT 1=21 xk2i1=2 hkS1=22 yk2 + kT 1=22 yk2i1=2

= �hx; S1xi+ hx; T1xi�1=2�hy; S2xi+ hy; T2yi�1=2
= �hx; S1 + T1 xi�1=2�hy; S2 + T2 yi�1=2� �hx;R1 xi�1=2�hy;R2 yi�1=2:

Como Ti + Si � Ri para i = 1; 2; se tiene que T �i + S�i � R�i , para i = 1; 2.Entonces Ri est�a acotado por abajo y por tanto es invertible. As��, tomandou; v 2 H���
u;R�1=21 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=22 v����= ���
R�1=21 u; (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=22 v����
� hhR�1=21 u;R1=21 uihR�1=22 v;R1=22 vii1=2= �hu; uihv; vi�1=2 = 1:

En consecuencia, R�1=21 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=22  � 1. Como los ope-radores dentro de la norma son positivos y como R1; R2 conmutan, entoncesel producto R�1=41 R�1=41 h(S1=21 S1=22 +T 1=21 T 1=22 )R�1=42 R�1=42 i es normal; adem�astienen los mismos valores propios. De la normalidad, tenemos que el radio
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espectral � coincide con la norma. As��R�1=42 R�1=41 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=42 R�1=41 = ��R�1=42 R�1=41 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=42 R�1=41 �

= ��R�1=41 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=42 R�1=41 R�1=42 �
= ��R�1=41 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=22 R�1=41 �
= ��R�1=21 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=22 �
� R�1=21 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=22  � 1:

Por lo tanto R�1=42 R�1=41 (S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 )R�1=42 R�1=41 � I; de donde
(S1=21 S1=22 + T 1=21 T 1=22 ) � R1=21 R1=22 :

Esto muestra que 12 2 E.Ahora, supongamos que p; q 2 E, es decir
Rp1R1�p2 � Sp1S1�p2 + T p1 T 1�p2Rq1R1�q2 � Sq1S1�q2 + T q1T 1�q2 :

Por lo mostrado anteriormente, tenemos que�Rp1R1�p2 �1=2 �Rq1R1�q2 �1=2 � �Sp1S1�p2 �1=2 �Sq1S1�q2 �1=2
+ �T p1 T 1�p2 �1=2 �T q1T 1�q2 �1=2 :

Por la conmutatividad y que (AB)1=2 = A1=2B1=2 en este caso, tenemosque 12(p+q) est�a en E. Adem�as p = �p+(1��)p; q = �q+(1��)q entonces12(p+ q) = ��+�2 �p+ �1� �+�2 �q. Por lo tanto el conjunto E es convexo.
Teorema 3.1.14 (Lieb). Si X 2 B(H) es �jo. Para cada n�umero real 0 �t � 1, la funci�on f(A;B) = Tr �X�AtXB1�t�;es conjuntamente c�oncava para parejas de operadores positivos.
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Demostraci�on. Sean A;B 2 B(H) operadores positivos. Sean LA; RB losoperadores de multiplicaci�on de�nidos para toda X mediante LA(X) = AXy RB(X) = XB. Son operadores positivos pues
hX;LA(X)i = Tr (X�LA(X)) =Xj hej; X�AX eji =Xj hXej; AX eji � 0:
An�alogamente para RB(X).Supongamos que A1; A2; B1; B2 son operadores positivos; sean A = A1+A2 y B = B1 + B2. Sean LA; LA1 ; LA2 los operadores de multiplicaci�onpor la izquierda inducidos por A; A1; A2. An�alogamente, sean RB; RB1 ; RB1 ,los operadores de multiplicaci�on por la derecha inducidos por B; B1; B2.Tenemos que LA = LA1 + LA2 y RB = RB1 + RB2 ; adem�as conmutan entres��, pues LA1RB1(X) = (A1X)B1 = RB1LA1 . Entonces, del Lema anteriortenemos LtA1R1�tB1 + LtA2R1�tB2 � LtAR1�tB para 0 � t � 1.Equivalentemente, usando el producto Hilbert-SchmidtTr �X�At1XB1�t1 �+ Tr �X�At2XB1�t2 � �Tr �X�AtXB1�t�=Tr �X�(A1 + A2)tX(B1 +B2)1�t�:En consecuencia, por linealidad de la traza12f(A1; B1) + 12f(A2; B2) � f �A1 + A22 ; B1 +B22 � :
Luego, para 0 � � � 1�f(A1; B1) + (1� �)f(A2; B2)= �Tr �X�At1XB1�t1 �+ (1� �)Tr �X�At2XB1�t2 �
= 12Tr �X�(2�A1)tX(2�B1)1�t�+ 12Tr �X�(2(1� �)A2)tX(2(1� �)B2)1�t�
� Tr�X��2�A1 + 2(1� �)A22 �tX�2�B1 + 2(1� �)B22 �1�t�
= Tr�X���A1 + (1� �)A2�tX��B1 + (1� �)B2�1�t�= f(�A1 + (1� �)A2; �B1 + (1� �)B2):
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Proposici�on 3.1.15. Existe un isomor�smo natural ' entre los espaciosH 
 K y L(H;K) de manera que al tensor elemental h 
 k le correspondela transformaci�on que env��a a cada u 2 H en hh; uik. Denotaremos a estatransformaci�on mediante el s��mbolo jkihhj. �Esta es una trasformaci�on linealde rango uno y todas las transformaciones de rango uno pueden obtenerse deesta manera.Demostraci�on. La demostraci�on de que la transformaci�on h
 k ! jkihhj esun isomor�smo es directa. Sea S una aplicaci�on lineal de rango uno de laforma que se pide en el enunciado. Sea 0 6= k 2 Ran(S) y u 2 H arbitraria.Entonces S(u) = f(u)k. Es f�acil ver que f 2 H�, pues f(u + �v)k = S(u +�v) = S(u) + �S(v) entonces f es lineal. S es acotada, i.e., kS(u)k � ckuklo cual implica que jf(u)j � ckkkkuk. Por el Lema de Riesz se tiene que existeh 2 H tal que f(u) = hh; uik:Proposici�on 3.1.16. El espacio L(H;K) es un espacio de Hilbert con elproducto interno hA;Bi = TrA�B. El conjunto de proyectores jfjiheij para1 � i � m y 1 � j � n forman una base ortonormal para este espacio. En-tonces la funci�on ' mencionada en la proposici�on anterior es un isomor�smoentre espacios de Hilbert, es decir h'�1(A); '�1(B)i = hA;BiDemostraci�on. Sea e1; :::; en una base ortonormal para H y f1; :::; fm unabase ortonormal para K. Entonces fei 
 fjg es una base para H 
 K. Esteelemento se de�ne como la forma bilineal(ei 
 fj)(x; y) = hei; xiHhfj; yiK:Identif��quese cada elemento de L(H;K) con su matriz respecto a esa base;sea '(ei 
 fj) =jfjiheij para toda 1 � i � n y 1 � j � m, (3.10)donde jfjiheij act�ua sobre x 2 H como jfjiheijx = hei; xifj. La matriz aso-ciada a este operador es Eji, la cual tiene 1 en el j-�esimo rengl�on y la i-�esimacolumna y el resto de sus elementos son cero.Podemos escribir A = (aij) =Pij ajiEji, entonces

'�1(A) ='�1 Xi;j ajiEji! =Xij aji'�1(Eji) =Xij aji(fi 
 ej)
=Xi

 Xj ajifj!
 ei =Xi (Aei)
 ei:
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Ahora
'�1(A); '�1(B)�
 = *Xi (Aei)
 ei;Xi0 (Bei0)
 ei0+
=Xi i0 hAei; Bei0iK hei; ei0iH =Xi hAei; BeiiK= Tr [A�B] = hA;BiL(H;K):

Denotaremos simplemente por L(H) a L(H;H).
Proposici�on 3.1.17. Sea e' la trasformaci�on inducida por el isomor�smo' : H
H� ! L(H) de manera que el siguente diagrama conmute

H
H� L(H)

H
H� L(H):

-
'

?

A
B�
?

e'(A
B�)
-'Entonces, para toda X 2 L(H), la correspondencia e' cumple(i) e'(A
B�)(X) = '(A
B�'�1(X)).(ii) e'(A
B�)(X) = AX B.

Demostraci�on.(i) Tomamos X 2 L(H). Entonces '�1(X) 2 H 
 H� y A 
 B�'�1(X) 2H 
H� aplicamos ' y obtenemos '(A
 B�'�1(X)) = e'(A
 B�)(X) puesel diagrama conmuta.(ii) Si feigni=1 es una base deH, entonces e'(A
B�)(X) = '(A
B�'�1(X)) ='(A 
 B�'�1(PiXei 
 ei)) = Pi '(AXei 
 B�ei) = Pi jAXeiihB�eij =AX (Pi jeiiheij)B = AX B.
Proposici�on 3.1.18. Si A; B 2 L(H) son operadores positivos. La conca-vidad de At 
 B1�t : H
H� ! H
H� es equivalente a la concavidad deX 7! Tr (XAtX�B1�t).
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Demostraci�on. Como A; B son positivos entonces son autoadjuntos as�� comosus potencias. Luego por la proposici�on anteriorTr �X AtX�B1�t� = 
X;AtX�B1�t�L(H) = 
X; e'(At 
B1�t)(X)�L(H)= 
'�1(X); '�1 �e'(At 
B1�t)(X)��H
H�= 
'�1(X); '�1 �' �At 
B1�t'�1(X)���H
H�= 
'�1(X); At 
B1�t'�1(X)�H
H� :As�� la concavidad/convexidad de una funci�on equivale a la de la otra.Lema 3.1.19. La transformaci�on sobre H+n �H+n de�nida mediante

(A;X)! Tr �Ap=2B� 1Xr�1BAp=2� ; (3.11)
es conjuntamente convexa para toda 1 � r � p � 2 y conjuntamente c�oncavapara toda 0 < p < r < 1Demostraci�on. Escribiremos la expresi�on (3.11) de una forma m�as conve-niente. De�namos

Z = � A 00 X � ; K = � 0 0B 0 � :Entonces
ZpK� Z1�rK = � Ap 00 Xp � � 0 B�0 0 � � A1�r 00 X1�r � � 0 0B 0 �= � ApB�X1�rB 00 0 � :Luego, por la ciclicidad de la traza se tiene queTr �K ZpK� Z1�r� = Tr �ZpK� Z1�rK�= Tr �� ApB�X1�rB 00 0 �� = Tr �ApB�X1�rB�= Tr �Ap=2Ap=2B�X1�rB� = Tr �Ap=2B�X1�rBAp=2�

= Tr �Ap=2B� 1Xr�1BAp=2� ;
por lo tanto, de la Proposici�on 3.1.18 se tiene la convexidad (concavidad).
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Teorema 3.1.20. Para 1 � q � p � 2, �p; q es convexa sobre H+n . Para0 � p � q � 1, �p; q es c�oncava en H+n .Demostraci�on. Por el Lema 3.1.19, la transformaci�on Tr hA1=2B� 1Xr�1BAp=2i,es conjuntamente convexa para 1 � r � p � 2. Por los lemas 3.1.11 y 3.1.12,tomando r = p=q tenemos que �p; q(A) = ��nfX f(A;X), donde f(A;X) esconjuntamente convexa en A y X. Luego, por el Lema 3.1.12, se sigue que�p; q es convexa. La concavidad se demuestra de la misma forma.Teorema 3.1.21. Para 1 � p � 2 y toda q � 1, �p; q es conjuntamenteconvexa en (H+n )m. Para 0 � p � q � 1, �p; q es conjuntamente c�oncava en(H+n )m.Demostraci�on. De�namos las matrices de tama~no mn�mn como sigue

A =
264A1 0. . .0 Am

375 y B =
264I 0 : : : 0... ... ...I 0 : : : 0

375 :
Entonces,

B
�
A

p
B =

264I I : : : I... ... ...0 0 : : : 0
375
264Ap1 0. . .0 Apm

375
264I 0 : : : 0... ... ...I 0 : : : 0

375
=
264Ap1 + � � �+ Apm : : : 0... . . . ...0 : : : 0

375 :
As��, �

B
�
A

p
B
�q=p =

264(Ap1 + � � �+ Apm)q=p : : : 0... . . . ...0 : : : 0
375 :

Entonces, Tr h�B�A pB�q=pi = Tr h�Pmj=1Apj�q=pi = ��p; q(A1; : : : ; Am)�q.Por lo tanto, del Teorema 3.1.20, el lado izquierdo es c�oncava (convexa) enA y el lado derecho es homog�eneo de grado q. El resultado se sigue de laProposici�on 3.1.6.
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Lema 3.1.22. Para p > 2,

�p;q(A1; A2; : : : ; Am) = 
 mXj=1 Ajp!1=pq ; (3.12)

no es convexa ni c�oncava, para cualesquiera valores p 6= q.Demostraci�on. Sean A;B 2 H+n . Consideremos�p;q(tA;B) = (tpAp +Bp)1=pq :Tenemos que
�p;q(tA;B)t=0 = �(tpAp +Bp)1=pq�t=0 = kBkqy por el Teorema A.3.4ddt �Tr(tpAp +Bp)q=p� 1q ���t=0= 1q �Tr(tpAp +Bp)q=p� 1q�1 ���t=0 ddt �Tr(tpAp +Bp)q=p� ���t=0= 1qkBk1�qq ddt �Tr�t (tp�1Ap) +Bp�q=p� ���t=0= 1qkBk1�qq Tr �tp�1Ap�qp(tpAp +Bp)q=p�1�t=0

�
= 1qkBk1�qq qtp�1p Tr �ApBq�p� = tp�1p kBk1�qq Tr �ApBq�p� :

As��, la expansi�on de Taylor para �p;q es�p;q(tA;B) = kBkq + tpp kBk1�qq Tr �ApBq�p�+O(t2p):
Ahora, tomando A como A1; A2 y A1+A22 tenemos que12�p;q(tA1; B) + 12�p;q(tA2; B)� �p;q �tA1 + A22 ; B� (3.13)

= tpp kBk1�qq h12Tr(Ap1Bq�p) + 12Tr(Ap2Bq�p) (3.14)
� Tr��A1 + A22 �pBq�p�i+O(t2p):
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Ahora si p > 2, entonces la funci�on X 7! Xp no es convexa en operadores(ver Ejemplo V.5.4, pg. 147, en [1]). Entonces podemos encontrar A1; A2 2H+n y un vector unitario v tal que

12hv; Ap1vi+ 12hv; Ap2vi ��v;�A1 + A22 �p v� < 0: (3.15)
Sin embargo, como X 7! TrXp es convexo, por ser norma y cumplir con laProposici�on 1.2.26, existe necesariamente otro vector unitario w tal que sireemplazamos v por w la desigualdad en (3.15) se invierte.Por lo tanto, para q > p, tomamos B = jvihvj, sustituyendo en (3.14) yrecordando que Tr (X jvihvj) = hv;X vi. Entonces la cantidad a la derechaen (3.14) no es otra cosa que (3.15), y as�� el lado izquierdo de (3.14) esestrictamente negativo. Esto demuestra que �p;q no puede ser convexo paratales p; q. Como (3.15) es un sumando de una traza y Tr Xp es convexa,entonces existe w tal que cambiando v por w, la expresi�on en (3.15) cambiade signo, as�� vemos que la concavidad no se cumple.Para q < p, tomamos B = ("I + jvihvj)�1 para alg�un " peque~no, tal queBq�p es escencialmente la proyecci�on ortogonal sobre span(fvg), entoncesprocedemos como anteriormente se hizo.Una consecuencia de la concavidad/convexidad de �p; q se obtiene escri-biendo a la traza parcial como un promedio. Sea A un operador positivosobre H1 
 H2. Supongamos que la dimensi�on de H2 es N . Fijemos unabase ortonormal para H2, digamos fe1; e2 : : : ; eNg. Con respecto a �esta basede�nimos los operadores unitarios y autoadjuntos

Uij = I � jeiiheij � jejihejj+ jeiihejj+ jejiheijVij = I � 2jeiiheij;con i 6= j. Observamos que (Uij) es una matriz de permutaci�on, la cualtraspone las entradas (i; j); (j; i). Por otro lado, (Vij) es un operador quecambia el signo a la entrada (i; i). En ambos casos tenemos operadores uni-tarios y autoadjuntos.Sea G el subgrupo del grupo de operadores unitarios en H2 que es gene-rado por la familia fI; (Uij); (Vij)g. Cada operador W en este grupo act�uamediante W ej = (�1)s(j)e�(j);
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donde � es una permutaci�on sobre un conjunto de N elementos y s es algunaaplicaci�on s : f1; 2; : : : ; Ng ! f0; 1g. El orden del grupo es #(s) �#(SN) =2N N !.
Proposici�on 3.1.23. Si X 2 B(H) es tal que XW = WX para todo W 2 G.Entonces X = a I.
Demostraci�on. Sea fe1; e2; : : : ; eNg base ortonormal de H2. Para j �jo

XW ej = X �(�1)s(j)e�(j)� = (�1)s(j)x e�(j) = (�1)s(j)Xk0 (xk0�(j))ek0 :
Por otra parte,

WX ej = W Xk xkjek =Xk xkjWek =Xk xkj(�1)s(k)e�(k):
Sea k0 = �(k). Como WX = XW comparamos

(�1)s(j)Xk (x�(k)�(j))e�(k) �Xk xkj(�1)s(k)e�(k) = 0:
De donde, para toda � 2 SN y para toda k tenemos que (1)s(j)x�(k)�(j) =(�1)s(k)xkj. Si k es tal que s(j) 6= s(k), entonces para toda � se tiene�x�(k)�(j) = xkj. Tomando � = id, entonces xkj = 0. Si j = k, entonces�(j) = �(k) y en consecuencia x�(j)�(j) = xjj. As�� X = a I.
Lema 3.1.24. Sea G el grupo generado por fI; (Uij); (Vij)g como se de�nieronanteriormente. Sea A 2 B(H1 
H2). Entonces

12N N ! XW2G(I 
W �)A(I 
W ) = 1N (Tr2A)
 I: (3.16)
Demostraci�on. Sea ei 
 fj 2 H1 
 H2, donde ei; fj son elementos b�asicos;
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entonces12N N !Dei 
 fj;XW2G(I 
W �)A(I 
W )ei 
j E

= 12N N ! XW2G
Dei 
Wfj; A(ei 
Wfj)E

= 12N N !Xj
Dei 
 (�1)s(j)f�(j); A�ei 
 (�1)s(j)f�(j)�E

= 2N (N � 1!)2N N ! Xj 
ei 
 fj; A (ei 
 fj)� = 1N 
ei; T r2Aei�
= 1N 
ei 
 fj; T r2Aei 
 fj� = 1N 
ei 
 fj; T r2A
 I( ei 
 fj)�:Para el caso general usamos la linealidad del producto interior y de la trazasobre elementos en el producto tensorial h =Pij �ijej 
 fj.Teorema 3.1.25. Para 1 � p � 2 y q � 1, 	p; q es convexa sobre H+mn. Para0 � p � q � 1, 	p; q es c�oncava en H+mn.Demostraci�on. Primero veamos que para alg�un X y U operador unitariose tiene que (U�X U)p = (U�X U)(U�X U) � � � (U�X U)| {z }p = U�Xp U . Ahora,

usando la base que diagonaliza al operador Tr2Ap, la traza normalizada y laidentidad (3.16), tenemos
Tr 1h(Tr2Ap)q=pi = Tr h� 1NpTr 2Ap 
 I�q=pi = Tr h�N1�pN Tr2Ap 
 I�q=pi

= N qp�1Tr h� 1NTr 2Ap 
 I�q=pi
= N qp�1Tr � 12N N ! XW2G(I 
W �)Ap(I 
W )�q=p
= N qp�1 12N N !Tr �XW2G �(I 
W �)A(I 
W )�p�q=p
= N qp�12N N !h�p; q�f(I 
W �)A(I 
W )gW2G�iq:Por lo tanto del Teorema 3.1.21 se sigue el resultado.



3.2 Desigualdades tipo Minkowski 77
3.2. Desigualdades tipo Minkowski

Usaremos las propiedadesd de concavidad/convexidad de los funcionales�p; q; 	p; q y �p; q para obtener desigualdades del tipo Minkowski para la trazade operadores. A continuaci�on presentamos la desigualdad de Minkowski parafunciones medibles no-negativas sobre espacios producto de medida sigma�nitos.
Teorema 3.2.1 (Desigualdad de H�older). Sean p; q indices tales que1 � p < 1 y 1p + 1q = 1. Sean f 2 Lp(
) y g 2 Lq(
). Entonces el productopuntual dado por f � g(x) = f(x)g(x) est�a en L1(
) y����Z
 f � g d�

���� � Z
 jf jjgjd� � kfkpkgkq: (3.17)
Teorema 3.2.2 (Desigualdad de Minkowski). Supongamos que 
 y �son espacios �-�nitos de medidas � y � respectivamente. Sea f una funci�onno-negativa de�nida sobre 
� �, �� �-medible. Sea 1 � p <1, entonces�Z



�Z

� f(x; y)�(dy)
�p �(dx)�1=p � Z�

�Z

 f(x; y)p�(dx)

�1=p �(dx): (3.18)
Demostraci�on. ConsideremosZ


 f(x; y)p�(dx); H(x) := Z� f(x; y)�(dy):Por el Teorema de Fubini y por ser f �� �-medible, las funciones anterioresson medibles.Supongamos que f > 0 en un conjunto de ���-medida positiva. Escribi-mos el lado izquierdo de (3.18) comoZ

H(x)p�(dx)
= Z


�Z
� f(x; y)�(dy)

�p �(dx) = Z

�Z

� f(x; y)�(dy)
�p�1H(x)�(dx)

= Z

�Z

� f(x; y)�(dy)
�Hp�1(x)�(dx) = Z�

�Z

 f(x; y)Hp�1�(dx)� (x)�(dy):
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Por la desigualdad de H�older tenemos queZ


H(x)p�(dx) � Z�
�Z


 f(x; y)p�(dx)
�1=p �Z
H(x)p�(dx)� p�1p �(dy):

Entonces"Z


�Z

� f(x; y)�(dy)
�p �(dx)#1=p

= �Z
H(x)p�(dx)�1=p = �Z
H(x)p�(dx)�1� p�1p

= R
H(x)p�(dx)�R
H(x)p�(dx)� p�1p � Z�
�Z


 f(x; y)p�(dx)
�1=p �(dx):

Teorema 3.2.3. Sean (X; d�); (Y; d�) espacios de medida sigma-�nitos. En-tonces, para cualquier funci�on medible no-negativa f de�nida sobre X � Y y1 � q � p, se tiene que"Z
Y
�Z

X f q(x; y)d�
�p=q d�#1=p � "ZX

�Z
Y fp(x; y)d�

�q=p d�#1=q : (3.19)
Demostraci�on. Escribimos"Z

Y
�Z

X fp(x; y)d�
�p=q d�#q=p :

Tomando s = pq , aplicamos el Teorema anterior�Z
Y
�Z

X f q(x; y)d�
�s d��1=s � ZX

�Z
Y f sq(x; y)d�

�1=s d�:
Por lo tanto"Z

Y
�Z

X f q(x; y)d�
�p=q d�#q=p � ZX

�Z
Y fp(x; y)d�

�q=p d�:
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En esta parte el s��mbolo Tr1 tambi�en denotar�a la traza usual para opera-dores sobre H1.

Teorema 3.2.4 (Desigualdad Tipo Minkowski I). Sea A 2 B(H1
H2)positivo. Entonces, para toda p � 1�Tr 2(Tr 1A)p�1=p � Tr 1(Tr 2Ap)1=p: (3.20)
Si 0 < p � 1, la desigualdad se invierte.
Demostraci�on. Sea A 2 B(H1 
 H2) positivo. Demostraremos primero queexiste un operador positivoB 2 B(H2) tal que �Tr 2(Tr 1A)p�1=p = Tr 2�BTr 1A�.Sea f�jg � H2 la base que diagonaliza a Tr1A y def��nase

B =Xj bjj�jih�jj;
donde bj = ��j y � = (Pj �qj)�1=q, con 1p + 1q = 1, donde �j son los valorespropios de Tr 1A. Entonces

(Tr Bq)1=q = �Tr Xj bqj j�jih�jj�1=q = �Xj bqjTr j�jih�jj�1=q
= �Xj bqj�1=q = �Xj (��j)q�1=q
= ��Xj �qj�1=q = 1:

Luego,�Tr 2(Tr 1A)p�1=p = �Tr 2Xj �pj j�jih�jj�1=p = �Xj h�j; �pj�ji
�1=p

= �Xj �pj�1=p = �Xj �pj�1=p�Xj bqj�1=q
=Xj bj�j:
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Esta �ultima relaci�on por la condici�on para igualdad en H�older. Por otro ladoXj bj�j =Xj bj�jh�j; �ji =Xj bjh�j;Tr 1A�ji

=Xj hB�j;Tr 1A�ji =Xj h�j; B Tr 1A�ji = Tr 2�BTr 1A�:
As��, �Tr 2(Tr 1A)p�1=p = Tr 2�BTr 1A�. Ahora, de la de�nici�on de traza par-cial A.4.1, tenemos

Tr 2�B Tr 1A� =Xj Xi h�i 
B�j; A�i 
 �ji
=Xij 
(I 
B)(�i 
 �j); A�i 
 �j�
=Xij 
�i 
 �j; (I 
B)A�i 
 �j� = Tr 1;2((I 
B)A):

De las identidades anteriores tenemos que�Tr 2(Tr 1A)p�1=p = Tr 2�BTr 1A� = Tr 1;2((I 
B)A) (3.21)=Xij h�i 
B�j; A�i 
 �ji (3.22)
=Xij h�i 
 bj�j; A�i 
 �ji (3.23)
=Xij bjh�i 
 �j; A�i 
 �ji (3.24)
�Xi

�Xj bqj�1=q�Xj 
�i 
 �j; A(�i 
 �j)�p�1=p (3.25)
�Xi

�Xj 
�i 
 �j; A(�i 
 �j)�p�1=p: (3.26)
Ahora, veamos que para cada i; j se cumple la siguiente desigualdad

h�i 
 �j; A�i 
 �ji � h�i 
 �j; Ap �i 
 �ji1=p:
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Usando el Teorema espectral, escribimos A =Pkl �klj�klih�klj. Entonces
h�i 
 �j; A�i 
 �ji = D�i 
 �j;Xkl �klj�klih�klj�i 
 �jE

=Xkl �kljh�i 
 �j; �klij2 � 1 � �Xkl �pkljh�i 
 �j; �klij2p�1=p
= �Xkl �pkl��h�i 
 �j; �kli����h�i 
 �j; �kli��2p�1�1=p
� �Xkl �pkl��h�i 
 �j; �kli��k�klk2p�1 k�i 
 �jk2p�1�1=p
= �Xkl �pklh�i 
 �j; j�klih�klj�i 
 �ji�1=p
= �D�i 
 �j;Xkl �pklj�klih�klj�i 
 �jE�1=p
= �h�i 
 �j; Ap�i 
 �ji�1=p:Usando esto en (3.26) tenemosXi

�Xj 
�i 
 �j; A(�i 
 �j)�p�1=p �Xi
�Xj 
�i 
 �j; Ap(�i 
 �j)��1=p

=Xi
hh�i;Tr 2Ap�iii1=p

=Xi h�i; (Tr 2Ap)1=p�ii = Tr 1(Tr 2Ap)1=p
donde f�ig es la base de vectores propios de Tr2Ap. As��, siguiendo la cadenade desigualdades se sigue que�Tr 2(Tr 1A)p�1=p � Tr 1(Tr 2Ap)1=p:
Supongamos ahora que 0 < p � 1. De�nimos r = 1=p y sea B = Ap, de dondeA = Br. Como r > 1, aplicamos la desigualdad probada e intercambiando elorden de las trazas tenemos

(Tr 1(Tr 2B)r)1=r � Tr 2(Tr 1Br)1=r
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Sustituyendo B = Ap, se tiene que(Tr 1(Tr 2Ap)1=p)p � Tr 2(Tr 1A)p:
Teorema 3.2.5 (Desigualdad Tipo Minkowski II). Para 1 � p � 2 ytodo A operador positivo sobre H1 
H2 
H3,Tr 3(Tr 2(Tr 1Ap))1=p � Tr 1;3[(Tr 2Ap)1=p]: (3.27)Para 0 < p < 1,la desigualdad se invierte.Demostraci�on. Supongamos que la dimensi�on de H1 es N . Tomando la trazanormalizada y la base de valores propios de Tr1Ap, el lado izquierdo de 3.27lo podemos escribir en t�erminos de la de�nici�on 3.1.2

Tr 3(Tr 2(Tr 1Ap))1=p = Tr 1;3hTr 2� 1N IH1 
 Tr 1A�pi1=p= 	p; 1� 1N IH1 
 Tr 1A�;donde la pareja de espacios para aplicar 	p; 1 son H2 y H1 
H3. Luego
	p; 1� 1N IH1 
 Tr1A� = 	p; 1� 12N N ! XW2G(W � 
 IH2)A(W � 
 IH2)�

� 12N N ! XW2G	p; 1�(W � 
 IH2)A(W � 
 IH2)�
= 12N N ! XW2G Tr1;3

�Tr2�(W � 
 IH2)Ap(W � 
 IH2)��1=p
= 12N N ! XW2G Tr1;3

�(W � 
 IH2)Tr2Ap(W � 
 IH2
��1=p

= 12N N ! XW2G Tr1;3
�(W � 
 IH2)(Tr2Ap)1=p(W � 
 IH2

��
= Tr3Tr1(Tr2Ap)1=p:Lo cual demuestra el Teorema.
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3.3. Subaditividad fuerte de la entrop��a devon NeumannEl prop�osito de esta secci�on es demostrar la subaditividad fuerte de laentrop��a de von Neumann.Consideremos una funci�on f(p) = �p, para un estado �. podemos escribir� =Pj �pj jejihejj, entoncesddp(Tr �p)���p=1 = ddphTr�Xj �pj jejihejj�ip=1 = ddphXj �pjTr �jejihejj�ip=1

= ddphXj �pjip=1 =Xj �j log �j = �S(�):
Consideremos f(x) = ax+1, y escribamos su expansi�on en serie de McLaurin,es decir f(x) = a+ xa ln a+ a(ln a)2x22! + : : : :Si tomamos ahora un operador positivo A y " > 0 su�cientemente peque~no,tenemos A1�" = A� "A log A� "2A(log A)22! � : : : (3.28)Teorema 3.3.1. (Subaditividad fuerte de la entrop��a de von Neumann) Sea�123 un estado sobre el espacio de Hilbert de dimensi�on �nita H1
H2
H3.Entonces S(�13) + S(�23) � S(�123) + S(�3);donde S es la entrop��a de von Neumann.Demostraci�on. Tomando A = �123 2 B(H1 
 H2 
 H3). Aplicamos trazaparcial sobre el segundo factor en (3.28),Tr 2(�1+") = Tr 2�+ "Tr 2� log �+O("2) = �1;3 + "Tr 2� log �+O("2):Por otro lado, sabemos que 11+" =Pn�0(�")n = 1� "+O("2). As��hTr 2(�1+")i 11+" =h�1;3 + "Tr 2� log �+O("2)i1�"+O("2)=�1;3 + "Tr 2� log �� " (�1;3 + "Tr 2� log �) log (�1;3 + "Tr 2� log �) +O("2)=�1;3 + "Tr 2� log �� "�1;3 log �1;3 +O("2);
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tomando Tr 1 y Tr 3 obtenemos que.

Tr 3Tr 1hTr 2(�1+")i 11+" = 1� "S(�) + "S(�1;3) +O("2):
Consideremos ahora Tr 1� = �2;3, as�� como se hizo anteriormente, tenemosque �1+"2;3 = �2;3 + "�2;3 log �2;3 +O("2):Luego Tr 3hTr 2��1+"2;3 �i 11+" = 1� "S(�2;3) + "S(�3) +O("2):Ahora, aplicando el Teorema 3.2.4, tomando q = 1 y p = 1 + ", tenemos1� "S(�) + "S(�1;3) +O("2) � 1� "S(�2;3) + "S(�3) +O("2)Equivalentemente

1� S(�) + S(�1;3) + O("2)" � 1� S(�2;3) + S(�3) + O("2)" :
Haciendo " ! 0, obtenemos la subaditividad fuerte para la entrop��a de vonNeumann.



Ap�endice A
Ap�endice
A.1. El producto tensorial de espacios de HilbertLa mayor parte de los resultados que presentamos en este ap�endice seencuentran demostrados en textos sobre espacios de Hilbert. En general noincluimos demostraciones, �estas se pueden encontrar en por ejemplo [12] o[13] .Teorema A.1.1. Sean V ;W espacios vectoriales sobre un campo K, talesque dim(V) = n y dim(W) = m. Existe un espacio V 
W de dimensi�on nmy una funci�on bilineal � : V �W ! V 
W, tal que (v; w) 7! �(v; w) = v
wsatisface las siguientes relaciones(i) El producto de v 2 V con w 2 W se denota por v 
 w y satisface(v1 + v2)
 w =v1w 
 v2w 8 v1; v2 2 V ;8w 2 Wv 
 (w1 + w2) =v 
 w1 + v 
 w2 8w1; w2 2 W ;8 v 2 Vc(v 
 w) =(c v)
 w = v 
 (cw) c 2 K
(ii) Todo elemento de V 
W puede escribirse comoXi civi 
 wi;

para algunos escalares ci y algunos vi 2 V, wi 2 W.(iii) Si fvigni=1 y fwjgmj=1 son bases de V y W respectivamente, entoncesfvi 
 wjgij forma una base para V 
W.
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(iv) (Propiedad universal) Si U es un espacio vectorial sobre K y L : V �W ! U es una funci�on bilineal. Entonces existe una �unica aplicaci�onlineal L : V 
W ! U tal que

L = L � �:
Es decir, L (v; w) = L(v 
 w), para v 2 V y w 2 W.

Sean A : V ! V y B : W ! W operadores lineales. De�nimos L :V�W ! V
W como L (v; w) = Av
Bw, es una funci�on bilineal, entoncesexiste una �unica funci�on lineal L : V 
 W ! V 
 W tal que L(v 
 w) =
L (v; w) = Av 
 Bw. Denotamos a L como A 
 B es decir, es el �unicooperador lineal tal que para todo v 2 V y w 2 W

(A
B)(v 
 w) = Av 
Bw:
La generalizaci�on para un operador L que act�ua sobre el espacio H1 
 H2,se puede consultar en [12].Cuando (H1; h�; �i1) y (H2; h�; �i2) son espacios de Hilbert de dimensi�onn y m respectivamente, la construcci�on anterior nos proporciona el espaciovectorial H1 
H2. Usando los productos internos en cada espacio se de�neun producto interno en el espacio H1 
H2 como sigue: Sean fv1; : : : ; vng yfw1; : : : ; wmg bases deH1 yH2 respectivamente, si v =Pi xivi, v0 =Pr x0rvr,w =Pj yjwj y w0 =Ps y0sws son las expresiones en t�erminos los elementosb�asicos, entonces se de�ne el producto interno de v 
 w y v0 
 w0 como

hv 
 w; v0 
 w0i
 = �Xij xiyj(vi 
 wj);Xrs x0ry0s(vr 
 ws)�
= Xi; j; r; sxiyjx0ry0shvi; vri1hwj; wsi2:
En particular h�(v
w); �(v0
w0)i
 = ��hv; v0i1hw;w0i2. Se puede veri�carque esta funci�on satisface los axiomas de un producto interior.Con respecto a la norma inducida por h�; �i
, H1 
 H2 es un espacio deHilbert ya que por ser espacio de dimensi�on �nita es completo, adem�as sif'ig, f jg son bases ortonormales de H1 y H2 respectivamente, entoncesf'i 
  jg es una base de H1 
 H2. La construcci�on anterior se generalizacuando aparecen mas de dos espacios Hilbert, ve�ase [12].
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Proposici�on A.1.2. Sean A 2 B(H) y B 2 B(K). Entonces

Tr (A
B) = TrATrB (A.1)
Demostraci�on. Sea fui 
 vjg una base para el espacio H
K. Entonces

Tr (A
B) =Xi j hui 
 vj; (A
B)ui 
 vji =Xi j hui 
 vj; A ui 
B vji
=Xi j hui; A uiihvj; B vji = Tr ATr B:

A.2. Operadores y matrices positivas
De�nici�on A.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y T : H ! H un operadorlineal acotado. T es positivo (o positivo semi-de�nido) si para todo h 2 H setiene que hTh; hi � 0Se sigue de la de�nici�on que si un operador es positivo es autoadjunto:Sea T 2 B(H) operador positivo; n�otese que en general hh; Thi y hTh; hi soncomplejos conjugados, como cumplen la De�nici�on A.2.1, entonces hTh; hi esreal. Luego

hT �h; hi = hh; Thi = hh; Thi = hTh; hi 8h 2 H :
Entonces, (T � � T )h = 0 para toda h 2 H, por tanto T � = T:Si T1; T2 son operadores positivos, por la linealidad del producto interiorT1 + T2 es tambi�en un operador positivo.Sean H y K espacios de Hilbert de dimensi�on n y k respectivamente. Si�jamos bases en cada espacio entonces B(H) puede ser identi�cado por un�algebra de matrices Mn(C), an�alogamente para B(K) es Mk(C).Teorema A.2.2. Sea T 2 B(H). Las siguientes condiciones son equivalen-tes.(1) T es positivo.(2) T = T � y el espectro de T est�a contenido en R+.
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(3) T es de la forma A�A, para alg�un operador A 2 B(H).Siguiendo la referencia [15] tenemosLema A.2.3. La serie de potencias para p1� z alrededor del cero, convergeabsolutamente para todos los n�umeros complejos z tales que jzj � 1.Demostraci�on. Sea S = 1 + c1z + c2z2 + : : : la serie de potencias de f(z) =p1� z alrededor de cero, donde ck = 1k!f (k)(0). Como p1� z es anal��ticapara jzj < 1, la serie converge absolutamente para z tales que jzj < 1. Lasderivadas de f(z) en el origen son negativas, luego ck tambi�en para k � 1.EntoncesNXk=0 jckj = 2� NXk=0 ck = 2� l��mx!1� NXk=0 ckxk � 2� l��mx!1�p1� x = 2:

Como esto es cierto para toda N , se sigue queP1k=0 jckj � 2, lo cual implicaque la serie converge absolutamente para jzj = 1.Lema A.2.4 (de la ra��z cuadrada). Sea A 2 B(H) y A � 0. Entonces,existe un �unico B 2 B(H) con B � 0 y B2 = A. Adem�as, B con cualquieroperador que conmute con A.Demostraci�on. Es su�ciente considerar el caso kAk � 1. Dado que
kI � Ak = supk'k=1 jh(I � A)'; 'ij � 1;

el Lema anterior nos dice que la serie 1 + c1(I � A) + c2(I � A)2 + : : :converge absolutamente a un operador B, en la norma de operadores. Por laconvergencia absoluta de la serie podemos elevar al cuadrado y reacomodarlos t�erminos, esto prueba que B2 = A. M�as a�un, como 0 � I�A � I tenemosque 0 � h'; (I � A)n'i � 1 para toda ' 2 H con k'k = 1. Luego
h';B'i = 1 + 1Xk=1 ckh'; (I � A)k'i � 1 + 1Xk=1 ck = 0;

hemos usado que ck < 0 y la estimaci�on como en el Lema anterior. As��,B � 0. Como la serie de B converge absolutamente, entonces conmuta concualquier operador que conmute con A.
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Supongamos que existe B0 2 B(H), con B0 � 0 y (B0)2 = A. Dado queB0A = (B0)3 = AB0;B0 conmuta con A, as�� tambi�en con B. Se sigue que(B �B0)B(B �B0) + (B �B0)B0(B �B0) = (B2 �B02)(B �B0) = 0:Ya que ambos t�erminos son positivos tenemos que deben ser cero, as�� ladiferencia (B � B0)3 = 0. Como B � B0 es autoadjunto, por ser positivo,tenemos k(B �B0)4k = k(B �B0)4k = 0, por lo tanto B �B0 � 0.Recordemos que s(A) = (s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)) denota al vector devalores singulares de A ordenados de manera decreciente: s1(A) � s2(A) �� � � � sn(A).Proposici�on A.2.5. Sea A operador lineal en Cn. Sean fsi(A)gni=1 los va-lores singulares de A ordenados en forma decreciente, entonceskAk = k jAj k = s1(A): (A.2)Demostraci�on. Sea x 2 Cn calculamosk jAjx k2 = hjAjx; jAjxi = hjAj2x; xi = hA�Ax; xi = hAx;Axi = kAxk2;tomando supremo sobre las x 2 Cn tales que kxk = 1 tenemos kAk =k jAj k. Ahora, jAj es operador autoadjunto, aplicamos el Teorema espectralen dimensi�on �nita se obtiene que

jAj = nXj=1 sj(A)h�; �ji�j;donde f�jgj � Cn es la base ortonormal que diagonaliza a jAj. Usando laidentidad de Parseval se tiene que
kAxk2 =k jAjx k2 =  nXi=1 si(A)hx; �ii�i

2 = nXi=1 jsi(A)j2jhx; �iij2� js1(A)j2 nXi=1 jhx; �iij2 = js1(A)j2kxk2;
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de donde kAk � js1(A)j. Por otro lado, sea �k vector propio de jAj, entonceskA�kk = k jAj�kk = ksk(A)�kk = jsk(A)j k�kk = jsk(A)j:As�� jsk(A)j � sup kAxk = kAk para toda k = 1; 2; : : : ; n. Por lo tanto kAk =js1(A)j:De�nici�on A.2.6. SeanH;K espacios de Hilbert con producto interior h�; �iHy h�; �iK, respectivamente. El producto interior en la suma directa H � Kest�a dado por �� hh0 � ; � uu0 ��H�K = hh; uiH + hh0; u0iK (A.3)
De�nici�on A.2.7. Sea T un operador, decimos que es una contracci�on sikTk � 1.Teorema A.2.8. Sean A; B 2 B(H) positivos y sea C operador en H. Eloperador autoadjunto � A C�C B � (A.4)
en H�H es positivo si y s�olo si existe una contracci�on K 2 B(H) tal queC = B1=2K A1=2. Cuando A es invertible, entonces esta condici�on es equi-valente a que BA�1B� � C: (A.5)
A.3. Transformaciones positivasDe�nici�on A.3.1. Sea � : B(H) ! B(K), donde H; K son espacios deHilbert de dimensi�on �nita. Decimos que � es positiva si manda operadorespositivos en operadores positivos. Es decir si A 2 B(H) es positivo entonces�(A) 2 B(H) es positivo.Teorema A.3.2. Sea � : Mn(C) !Mk(C) una aplicaci�on lineal positiva yunital (ver de�nici�on 1.2.5). Sea f : R! R una funci�on convexa. Entonces,para todo A 2Mn(C) autoadjuntoTr (f(�(A))) � Tr�(f(A)) (A.6)
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Consideremos la aplicaci�on � : Mn(C) � Mn(C) ! Mn(C), de�nidamediante

�(A�B) = tA+ (1� t)B para 0 < t < 1 (A.7)
Como tenemos una combinaci�on lineal de operadores, � es lineal. La apli-caci�on es unital pues: �(I � I) = t I + (1� t) I = I. Es positiva: Si A�B esoperador positivo, se cumple que

0 � h(x; y); A�B(x; y)i =hx;Axi+ hy;Byi para todos x; y 2 Cn.
Entonces hx; �(A�B)xi = hx; tA+(1� t)B xi = hx; tAxi+(1� t)hx;Bxi =ht1=2x;A(t1=2x)i + h(1 � t)1=2x;B((1 � t)1=2x)i � 0. Aplicando el TeoremaA.3.2 obtenemos

Tr f(tA+ (1� t)B) � tTr f(A) + (1� t)Tr F (B): (A.8)
Sea A 2 Mn(C) y sea p(x) := Pj cj xj un polinomio. Resulta naturalrepresentar por p(A) a la matriz Pj cj Aj. El C�alculo Funcional puede serextendido a otras funciones f : C! C. Cuando A = diag(�1; �2 : : : ; �n) y lafunci�on f est�e de�nida en los valores propios de A, entonces

f(A) = diag(f(�1); f(�2) : : : ; f(�n)):Si asumimos que A es diagonalizable, es decir A = S diag(�1; �2 : : : ; �n)S�1.Entonces f(A) se de�ne como
f(A) = S diag(f(�1); f(�2) : : : ; f(�n))S�1:

Recordemos que para una matriz autoadjunta existe una descomposici�onespectral. Sea A =Pj �jjvjihvjj la descompisici�on espectral de A. (�j son losdistintos valores propios de A y jvjihvjj son las correspondientes proyeccionessobre los espacios propios, y el rango de jvjihvjj es la multiplicidad de �j).Entonces f(A) =Xj f(�j)jvjihvjj:
Usualmente a la funci�on f la consideramos continua o bien suave en unintervalo que contiene a los valores propios de A.
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De�nici�on A.3.3. Decimos que una funci�on f es convexa en operadoressi para matrices hermitianas A; B 2Mn y para toda 0 � � � 1,

f�(1� �)A+ �B� � (1� �)f(A) + �f(B) (A.9)
Teorema A.3.4. Sean A; B 2 Mn(C) autoadjuntos y t 2 R. Supongamosque f : (a; b) ! R es una funci�on continua diferenciable de�nida en unintervalo y tal que los valores propios de (A + tB) est�an contenidos en talintervalo. Para t� t0 peque~na se tiene que

ddtTr f(A+ tB)���t=t0 = Tr [B f 0(A+ t0B)] : (A.10)
Lema A.3.5. Sea A una matriz de bloques positiva de tama~no n � n conbloques de tama~no k � k. Entonces A es la suma de matrices de bloques Bde la forma (Bij) = X�iXj, para matrices X1; X2; : : : ; Xn de tama~no k 
 k.
Teorema A.3.6. Sea E : Mn(C) ! Mk(C) una aplicaci�on lineal. Las si-guientes condiciones son equivalentes.(i) E 
In es aplicaci�on positiva, donde In :Mn(C)!Mn(C) es la aplicaci�onidentidad.(ii) La matriz de bloques X de�nida como Xij = E (jeiihejj) para 1 � i; j � nes positiva.(iii) Existen operadores Vt : Cn ! Ck, con 1 � t � k2, tales que

E (A) =Xt VtAV �t : (A.11)
(iv) Para familias fAig �Mn(C) y fBig �Mk(C), se cumpleXij B�i E (A�iAj)Bj � 0 (A.12)
Demostraci�on. (i) ) (ii) Supongamos que E 
 In es positiva, donde talaplicaci�on act�ua (A;B) 7! E (A) 
 In(B) = E (A) 
 B. Sea X la matriz
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Xij = E (jeiihejj), para 1 � i; j � n. Sea es 
 et un tensor simple, evaluamos"Xij jeiihejj 
 jeiihejj

#2 (es 
 et)
= "Xij jeiihejj 
 jeiihejj

#"Xij jeiihejjes 
 jeiihejjet
#

= "Xij jeiihejj 
 jeiihejj
#"Xij �js�jtei 
 ei#

= nXij jeiihejj 
 jeiihejj
"Xj �js�jtei 
 ei#

= nXij Xj �js�jthej; eiiei 
 hej; eiiei = nXij Xj �js�jt�jiei 
 ei
= nXij �js�jtei 
 ei =  Xij jeiihejj 
 jeiihejj

! (es 
 et)
Tenemos la relaci�on 1n hPij jeiihejj 
 jeiihejji2 = Pij jeiihejj 
 jeiihejj, en-tonces tenemos una matriz positiva. Por lo tanto

0 � (E 
 In) Xij jeiihejj 
 jeiihejj
! =Xij E (jeiihejj)
 jeiihejj = X:

(ii)) (iii) Supongamos queX =Pij Xij
jeiihejj es positiva. Consideremosfel 
 emgl;m una base para el producto tensorial. Fijemos 1 � i � k yde�nimos para toda 1 � l � n la proyecci�on ortogonal Pi(el 
 em) = el 
 ei.Sean el 
 em; el0 
 em0 tensores simples �jos, calculamoshel 
 em;PrXPs el0 
 em0i=hPrel 
 em; XPs el0 
 em0i = hel 
 er; Xel0 
 esi=hel 
 er;Xij Xij 
 jeiihejj (el0 
 es)i = hel 
 er;Xij Xijel0 
 �jseii
=Xij hel 
 er; Xijel0 
 �jseii =Xij hel; Xijel0iher; �jseii
=Xi hel; Xisel0iher; eii = hel; Xrsel0i = (Xll0)rs:
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Entonces se cumple (Xij) = PiXPj. Ahora, como X es positivo podemosescribir

X = nkXt=1 �tjvtihvtj =
nkXt=1 j�1=2t vtih�1=2t vtj = nkXt=1 jftihftj;donde vt 2 Cnk, adem�as ft siguen siendo vectores propios. Por la completezde los proyectores tenemos que jfti =Pki=1 Pijfti, entonces podemos de�nirpara cada 1 � t � nk las aplicaciones Vt : Ck ! Ran(Pi) ' Cn que a cadavector ei le asigna el vector Vtei = Pijfti = jPifti. Entonces

X = nkXt=1 jftihftj =
nkXt=1
 kXi=1 jPifti

! kXj=1hPjftj
!

= nkXt=1
kXij PijftihftjP �j = kXij Pi nkXt=1 jftihftj

!P �j
= kXij Pi nkXt=1 PijftihftjP �j !P �j = kXij Pi nkXt=1 VtjeiihejjV �t !P �j :

Entonces para i 6= i0 y j 6= j0tenemos que
E (jeiihejj) = Pi0XPj0 = kXij Pi0Pi " nkXt=1 VtjeiihejjV �t #P �j Pj0 =Xt VtjeiihejjV �t :
Como fjeiihejjgij es una base para las matrices de tama~no n�n, extendiendopor linealidad se sigue la implicaci�on.(iii)) (iv) Sea X 2Mn(C). Supongamos que E (A) =Pt VtX V �t . SeanfAig �Mn(C) y fBig �Mk(C). ConsideramosXij B�i E (A�iAj)Bj =Xij B�i  Xt VtA�iAj V �t !Bj

=Xt Xij B�i VtA�iAj V �t Bj
=Xt

 Xi B�i VtA�i! Xj Aj V �t Bj!
=Xt

 Xi (AiVtBi)�! Xj Aj V �t Bj! � 0:
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(iv) ) (i) N�otese que E 
 In : Mn(B(H)) ! Mn(B(K)). Supongamos quepara fAig �Mk(C) y fBig �Mn(C) tales que Pij B�i E (A�iAj)Bj � 0. SeaA 2Mn(B(H)) un operador positivo. Por el Lema A.3.5 podemos escribirA =Xij A�iAj 
 jeiihejj
Luego X =Pij E (A�iAj)
 jeiihejj. Sea u
 v, entonces*u
 v;Xij E (A�iAj)
 jeiihejj(u
 v)+

=Xij hu
 v;E (A�iAj)
 jeiihejj(u
 v)i
=Xij hu
 v;E (A�iAj)u
 jeiihejjvi =Xij hu;E (A�iAj)uihv; jeiihejjvi
=Xij hu;E (A�iAj)uihv; eiihej; vi =Xij hu; hv; eiiE (A�iAj)hej; viui
=Xij hu; hv; eii IkE (A�iAj)hej; vi Ikui = hu;Xij B�i E (A�iAj)Bjui � 0

As�� E 
 In es positiva.De�nici�on A.3.7. Sea E : B(H) ! B(K) una aplicaci�on entre espacios deHilbert de dimensi�on �nita. Decimos que E es Completamente Positiva sicumple con alguna, y por lo tanto todas, las condiciones del Teorema A.3.6.A la identidad (A.11) le llamamos Representaci�on de Kraus.Proposici�on A.3.8. Sean E1; E2 aplicaciones completamente positivas. En-tonces E1 + E2 es completamente positiva.Demostraci�on. Sea A 2Mn. Por el Teorema A.3.6 tenemos
E1(A) = nXs=1 VsAV �s ; E2(A) = mXt=1 WtAW �t :

Entonces
(E1 + E2)(A) = nXs=1 VsAV �s + mXt=1 WtAW �t = n+mXj=1 Uj AU�j :
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N�otese que un transformaci�on completamente positiva act�ua sobre ope-radores. En ramas como la F��sica a este tipo de aplicaciones se les llamasuper-operadores. En la siguiente proposici�on se muestra un ejemplo de unaaplicaci�on completamente positiva.Proposici�on A.3.9. Sea E :Mn(C)!Mk(C) una aplicaci�on lineal positivatal que para A; B 2 Mn(C) las im�agenes E (A) y E (B) conmutan entre s��.Entonces E es un aplicaci�on completamente positiva.Demostraci�on. Sean X 2 Mmn(C) tal que Xij 2 Mn(C) y 	 funcional po-sitivo, entonces la matriz [	(Xij)]ij es positiva. Sea F � 0, por el TeoremaA.3.6 tenemos que la matriz de bloques [	(Xij)F ]ij es positiva por lo tanto	(A)F es completamente positiva. Ahora, sean C; D 2 Ran(E ) tales queCD = DC. Entonces por el Teorema de diagonalizaci�on simult�anea tenemosque

E (A) =Xi 	i(A)jeiiheij;
donde 	i son funcionales positivos. Como la suma de aplicaciones completa-mente positivas es completamente positiva, tenemos que E es completamentepositiva.De�nici�on A.3.10. Sea � 2 Mn(C). Decimos que � es un operador dedensidad si es positiva y Tr � = 1. Tambi�en les llamaremos estados.De�nici�on A.3.11. Sean �1; �2 matrices de densidad, decimos que son orto-gonales si cualquier vector propio de �1 es ortogonal a cualquier vector propiode �2.Lema A.3.12. Sea � una matriz de densidad, tal que

� = kXi=1 jxiihxij =
kXj=1 jyjihyjj: (A.13)

Entonces, existe una matriz unitaria (Uij) tal que Pkj=1 Uijjxji = jyii.Demostraci�on. Sea � matriz de densidad. Para n � k sea
� = nXi=1 �ijziihzij;
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su descomposici�on espectral, donde n es el rango de �. Sean jzii := 0 y�i =: 0 para n < i < k. Sea p�i jzii = yi, entonces yi 2 Spanfjziig.As�� jyii =Pnj=1hzj; yiizj. Para i = 1; : : : ; k y j = 1; : : : ; n sea

(Uij) = hzj; yiip�j :
Es operador unitario:kXi=1 UitU�ir = kXi=1 hzt; yiip�t hyi; zrip�r = 1p�tp�r kXi=1 hzr; hyi; zriyii

= 1p�tp�r hzr; kXi=1 jyiihyijzri = 1p�tp�r hzr; �zri = �tr
El Teorema A.3.6 nos da las condiciones para caracterizar una aplicaci�oncompletamente positiva. Particularmente pedimos que acepte una representaci�onde Kraus. >Pero tal representaci�on es �unica?.Teorema A.3.13. Sea E : Mn(C) ! Mk(C) un aplicaci�on lineal tal queacepta dos representaciones de Kraus. Digamos

E (A) = kXt=1 VtAV �t E (A) = kXt=1 WtAW �t : (A.14)
Entonces existe una matriz unitaria (ctu) tal queWt =Xu ctuVu: (A.15)
Demostraci�on. Sea fxig base para Cm y fyjg base para Cn. Consideremos vty wt los vectores en Cm 
 Cn, escribimosvt :=Xij xi 
 Vtyj wt :=Xij xi 
Wtyj:
Ahorajvtihvtj = ���Xij xi 
 VtyjEDXi0j0 xi0 
 Vtyj0��� = Xij i0j0 jxi 
 Vtyjihxi0 
 Vtyj0 j

= Xij i0j0 jxiihxi0 j 
 Vtjyjihyi0 jV �t ;



98 Ap�endice
an�alogamente jwtihwtj = Pij i0j0 jxiihxi0j 
 Wtjyjihyi0jW �t . As��, de nuestrahip�otesis y lo anteriorXt jvtihvtj = Xij i0j0 jxiihxi0 j 
 E (A) =Xt jwtihwtj:
Entonces por el Lema A.3.12 existe una matriz unitaria (ctu) tal que wt =Pu ctuvu. Sea xk 
 yk0 , entonces

hxk 
 yk0 ; wti = hxk 
 yk0 ;Xij xi 
Wtyji =Xij hxk; xiihyk0 ;Wtyji
=Xj hyk0 ;Wtyji:

Por otra parte tenemos que
hxk 
 yk0 ; wti = hxk 
 yk0 ;Xu ctuvui =Xu ctuhxk 
 yk0 ;Xij xi 
 Vuyji

=Xu ctuXij hxk; xiihyk0 ; Vuyji =Xj hyk0 ;Xu ctuVuyji:
Por lo tanto Wt =Pu ctuVu.
A.4. El operador de traza parcial

En �esta secci�on estudiaremos las propiedades de la aplicaci�on de TrazaParcial, la cual veremos que es otro ejemplo de una transformaci�on comple-tamente positiva. En esta parte seguimos la exposici�on de [12].De�nici�on A.4.1. Sean H1 y H2 espacios de Hilbert. Sea feigi una baseortonormal de H2. Sea � un operador sobre H1 
 H2. La traza parcial de �es el operador Tr 2� 2 B(H1) de�nido para todos u; v 2 H1 mediante
hu;Tr 2�viH1 =Xi hu
 ei; �(v 
 ei)iH1
H2 : (A.16)

Denotaremos mediante �1 = Tr 2�, a la traza parcial del operador �. An�aloga-mente, para la traza parcial �2 = Tr 1� la calculamos tomando la base en H1.
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Proposici�on A.4.2. Sea � un operador sobre H1 
 H2 y sea �1 2 B(H1).Entonces �1 = Tr2� si y s�olo si para toda X 2 B(H1) se cumple queTr ��1X� = Tr �(X 
 I): (A.17)Proposici�on A.4.3 (Propiedades de la traza parcial). Sean H1,H2 es-pacios de Hilbert de dimensi�on �nita.(i) Sean �;  2 B(H1 
H2), � 2 Cn. EntoncesTr 2(��+ ) = �Tr 2�+ Tr 2: (A.18)(ii) Sea � 2 B(H1 
H2). EntoncesTr � = Tr (�1) = Tr(�2): (A.19)(iii) Sean � 2 B(H1) y � 2 B(H2). EntoncesTr 2(�
 �) =�Tr � Tr 1(�
 �) =�Tr�: (A.20)Teorema A.4.4. Sea � 2 B(H1 
 H2) positivo. Sea f una funci�on real talque los valores propios de � est�an contenidos en D(f). EntoncesTr 2 f(�) = f(Tr 2 �): (A.21)Ejemplo A.4.5. La traza parcial es un operador completamente positivo.Ejemplo A.4.6. La traza Tr : Mk(C) ! C es una aplicaci�on Completa-mente positiva si Tr 
 In :Mk(C)
Mn(C)!Mn(C); (A.22)es una aplicaci�on positiva.Demostraci�on. Sea � 2 B(H1)
B(H2), supongamos que � = A
B. Veamosque Tr 
In es una traza parcial. Es decir, �2 = Tr 1� = (Tr 
In) ��. Sea feiguna base ortonormal de H1. Entonces por el inciso (iii) de la Proposici�onA.4.3 tenemos que Tr 1(A
B) = (Tr A)B.Por otra parte tenemos que (Tr 
 In)(A
B) = Tr A
B. LuegoXi hei 
 u;Tr A
B(ei 
 v)i =Xi hei 
 u;Tr Aei 
B v)i

=Xi Tr Ahei; eiihu;B vi = hu; (Tr A)B vi:
As�� por el Teorema A.3.6, la traza es una aplicaci�on completamente positiva.
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SeanH1; H2; H3 Espacios de Hilbert de dimensi�on �nita. SeaX 2 B(H1
H2
H3). Consideremos fuigi una base ortonormal del espacio H1. Tenemosde la de�nici�on A.4.1 que Tr 1X es el operador de traza parcial que act�uade H2 
 H3 en s�� mismo. Sea fvj; kgj; k una base para el espacio H1 
 H2,entonces Tr 1;2X denotar�a el operador de traza parcial de X que act�ua sobreel espacio de Hilbert H3. An�alogamnete Tr 2;3X denota el operador de trazaparcial de X que act�ua sobre el espacio de Hilbert H1.Proposici�on A.4.7. Sea � 2 B(H2 
H3). EntoncesTr 3(I1 
 �) = I1 
 Tr 3� (A.23)

Proposici�on A.4.8. Sea � 2 B(H1 
 H2) y ' 2 B(H3) tal que Tr ' = 1.Entonces
(i) Tr 1;3(�
 ') =Tr 1�: (ii) Tr 1(�
 ') = Tr 1 �
 ': (A.24)

A.5. Entrop��a cu�antica o de von Neumann
Proposici�on A.5.1. Sea E : Mn(C) ! Mn(C) una aplicaci�on positiva,unital y que preserva traza. Entonces E manda al operador de densidad � enla matriz de densidad E (�).De�nici�on A.5.2. Sea � un operador de densidad. Se de�ne la Entrop��a devon Neumann como

S(�) = �Tr � log �: (A.25)
Como � es positivo ponemos escribir su representaci�on espectral

� =Xi �ijviihvij:
Ahora, para calcular la traza tomemos la base que diagonaliza a �. Entonces
S(�) = �Tr (� log �) = �Xk 
vk; � log � vk�= �Xk

DXi �ijviihvijvk;Xi log(�i)jviihvij; vkE = �X�k log �k:
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Proposici�on A.5.3. Sea E una aplicaci�on positiva, unital y que preservatraza. Entonces para toda � matriz de densidadS(�) � S(E (�)): (A.26)
Proposici�on A.5.4. Sea U 2 B(H) y sea � un estado. EntoncesS(U�U�) = S(�): (A.27)De�nici�on A.5.5. Sean �; � estados tales que Ker(�) � Ker(�). La en-trop��a relativa de � respecto a � se de�ne medianteS(�k�) = Tr � log �� Tr � log �: (A.28)Proposici�on A.5.6. Sea U 2 B(H) unitario y sean �; � estados. Entonces

S�U�U�kU� U�� = S(�k�): (A.29)
Teorema A.5.7. Sea A 2 B(H) autoadjunto, sea � un estado. Si f es unafunci�on convexa real, con dominio que para toda k contenga a h�k; A�ki y alconjunto de valores propios de A. Entoncesf�Tr A�� � Tr �f(A)��: (A.30)
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