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Resumen

Para un anillo R asociativo con unidad, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) R es semisimple.

(2) Todo R-médulo es inyectivo.

(3) La reticula de prerradicales R-pr es booleana finita.
(4) Todo R-médulo es semisimple.

Sin embargo, si se considera R un anillo puro-semisimple izquierdo,
esto equivale a que todo R-moédulo izquierdo es puro-inyectivo; mas
aun, se prueba que la condicién de ser puro-semisimple es equivalente
a que todo R-modulo izquierdo es una suma directa de modulos
finitamente generados. Por otro lado, aunque los resultados obtenidos
acerca de la reticula de prerradicales de esta clase de anillos no son
abundantes, en este trabajo se da una cota para la cardinalidad de dicha
reticula y también se proponen estudiar los anillos puro-semisimples u
otras clases de anillos relacionadas por medio de una conexion de Galois
correspondiente a una relacién entre modulos y sucesiones exactas.
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Introduccién

En la Teoria de Anillos y Mddulos se estudian clases de anillos
definidos con ciertas propiedades. Muchos resultados importantes a lo
largo de la historia del Algebra se centran en caracterizar anillos por
medio de su categoria de modulos, y en particular en México a partir
de los trabajos de F. Raggi, J. Rios, H. Rincon, R. Fernandez-Alonso
y C.Signoret ([17],[18],[19]), por medio de su reticula de prerradicales.
Un caso concreto se remite a los anillos semisimples artinianos, los
cuales han sido objeto de estudio hace varias décadas, y para los cuales
se ha encontrado su estructura, descrita por medio del Teorema de
Wedderburn-Artin en términos de anillos de matrices con coeficientes
en un anillo con divisiéon. Se puede decir que se tiene una informacién
muy completa acerca de este tipo de anillos, tanto desde el punto de
vista de su categoria de modulos, como el de su reticula de prerradicales,
que se caracteriza por ser una reticula booleana finita.

Este trabajo pretende resenar el estudio de una clase mas amplia
de anillos, los anillos puro-semisimples, de tal forma que éste pueda
conducir a estudiar nuevas clases de anillos. Si bien un anillo puro-
semisimple izquierdo tiene muchas formas de ser caracterizado, la que
se tendra en cuenta en el desarrollo de este proyecto se relaciona con
el tipo de sucesiones exactas de modulos izquierdos que se escinden.
Esta clase de anillos ha sido objeto de estudio a lo largo de los anos,
pero la mayor parte de los resultados que se tienen giran alrededor de
caracterizaciones por medio de su categoria de médulos; por ejemplo,
se sabe que los anillos puro-semisimples izquierdos y derechos son pre-
cisamente los anillos de tipo de representacion finita, es decir, aquellos
con un numero finito de clases de isomorfismos de moédulos izquierdos
y derechos finitamente generados e inescindibles (ver [2],[10],[21] ). El
enfoque que se quiere realizar esta dirigido, entre otras cosas, a dar
caracterizaciones para esta clase de anillos por medio de su reticula de
prerradicales.

El primer capitulo establece conceptos y propiedades generales de
la Teoria de Categorias y Teoria de Reticulas. Esto permitira contar
con los requisitos necesarios para introducir a los prerradicales. Este
capitulo termina con una seccién sobre conexiones de Galois, que
brindard una nueva forma de abordar el estudio de los anillos puro-
semisimples y otras clases de anillos.

El segundo capitulo se centra en la Teoria de Modulos y Prerradi-
cales, dando a conocer teoremas fundamentales en ambas teorias, los
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cuales seran de gran herramienta para el desarrollo de capitulos poste-
riores. Cabe notar que las secciones referidas a la Teoria de Mdédulos,
fueron tomadas de los capitulos 2, 3 y 4 de [1], en caso de que el lector
desee obtener mas informacién al respecto.

El tercer capitulo, da como referencia las caracterizaciones conoci-
das sobre los anillos semisimples en relacién a su categoria de médulos
y su reticula de prerradicales; Enunciando teoremas importantes como
el de Wedderburn-Artin y enfocdndose a mostrar que un anillo R es se-
misimple si y sélo si todo R-mdédulo es inyectivo, lo cual es equivalente
a que toda sucesion exacta de R-mddulos se escinde; todo lo anterior
equivalente a que su reticula de prerradicales, R-pr sea booleana fini-
ta. Este capitulo es de suma importancia puesto que muestra el paso
inicial para el estudio de los anillos puro-semisimples.

El cuarto capitulo esta dirigido al estudio de los anillos puro-
semisimples, pasando por una parte introductoria sobre el producto
tensorial y un breve estudio sobre limites directos de modulos. La sec-
cién 4.3 propone mostrar teoremas importantes de médulos planos y
relacionarlos con el concepto de una sucesion exacta pura. La seccidén
4.4 esta dedicada al estudio de los anillos puro-semisimples, partiendo
de que un anillo es puro-semisimple izquierdo si toda sucesion exacta
pura de médulos izquierdos se escinde. La mayoria de resultados pre-
sentados en esta seccion muestran caracterizaciones de los anillos puro-
semisimples por medio de su categoria de médulos y estan basados so-
bre teoremas encontrados en el articulo de Birge Huisgen-Zimmermann
(ver, [14] ). Esta seccién finaliza mostrando que para un anillo R puro-
semisimple, existe una biyeccién entre la reticula de prerradicales, R-
pr y un conjunto, lo cual brinda una cota para la cardinalidad de este
conjunto. Este capitulo finaliza con la introduccién de una herramienta
alterna que puede servir como material para el estudio de propiedades
relativas a esta clase de anillos y otras clases de anillos relacionadas.
Esta herramienta se construye con una conexion de Galois, que a su
vez define dominios de planitud y de pureza.



Capitulo 1

Categorias, copos y reticulas

1.1. Categorias

DEFINICION 1.1.1. Una categoria C consta de

1. Una clase de objetos, denotada por Ob(C)

2. Para cada par (A, B) de objetos, un conjunto Home¢(A, B) de
flechas o morfimos,

3. Para cada terna (A, B,C') de objetos, una funcién

o: Home(A, B) x Home(B,C) — Home (A, C)

llamada composicién.

Se escribira A — B para un elemento arbitrario de

Home(A,B). Si f € Home(A, B), entonces se denotard por
f:A-BoA-L B

Ahora bien, se deben cumplir las siguientes propiedades:

4. Si A, A', B, B' son objetos de C tales que

Home(A, B) N Home(A', B') # ()
Entonces, A = A" y B = B’; esto es, cada morfismo
f A — B tiene un tnico dominio A y un tnico codominio
B.
. Para cada objeto A existe un morfismo idy : A — A
llamada identidad de A. Estas flechas cumplen que si f :
B — C entonces foidg = f =idgo f
. La composicion es asociativa: Si A B %0 Dson
morfismos, entonces h o (go f) = (hog)o f.
En muchos casos se usard la notacién gf para refererirse a

gof.

La notacién A € C significara A € Ob(C) y la clase de morfismos
de C serd escrita por Mor(C) = U Home(A, B).

A,BeC

DEFINICION 1.1.2. Sea C una categoria. Si Ob(C) es un conjunto se
dice que la categoria C es pequena.

1
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DEFINICION 1.1.3. Un morfismo f : A — B en una categoria es un
isomorfismo si existe g : B — A tal que go f =idy y fog = idp.
Si existe un isomorfismo A — B se dice que A es isomorfo a B y se
escribe A ~ B.

OBSERVACION 1.1.4. Se deben tener en cuenta las siguientes afir-
maciones:

» La composicion de isomorfismos es un isomorfismo

= La relacion ser isomorfo a establece una relacién de equiva-
lencia en los objetos de una categoria

» Si f: A— B esun ismorfismoy g,h: B — A cumplen que
gof=idy=hofy fog=idg= foh,entonces g =h.

= Si C es una categoria pequena, entonces su clase de morfismos es
un conjunto, pues es una uniéon de de conjuntos indicada sobre
un conjunto.

EJjEMPLO 1.1.5. Una clase de objetos donde los tinicos morfismos
son las identidades. A esta categoria se le conoce como discreta

EJEMPLO 1.1.6. La categoria 0, que no consta de ningin objeto y
ningtin morfismo.

EjEmpPLO 1.1.7. La categoria discreta 1, que consta de un tnico
objeto y su identidad.

EJEMPLO 1.1.8. La categoria 2, que consta de objetos *, x y de una
unico morfismo * — x ademas de las dos identidades.

EJEMPLO 1.1.9. Sean C y D categorias. Considere C x D, la cual
tiene como objetos a los pares (C,D) donde C' € C,D € D, y sus
morfismos (C,D) — (C’",D’) son pares (f,g) donde f : C — C"y
g : D — D’ son morfismos. La composicién se define coordenada a
coordenada y finalmente considerando idcxp = (ide,idp) es claro que
C x D es una categoria, llamada categoria producto.

EjEMpPLO 1.1.10. Sea C una categoria. Considere C, la cual
consta de los mismos objetos de C, pero cumple que Homeor(A, B) =
Home (B, A), y la composicién se define como fo,,g := go f para todo

ALy B %5 ¢ en €. Tomando las mismas identidades en Co que en

C, se tiene que C? es una categoria, llamada categoria opuesta de C.
Observe que (C?) =C

DEFINICION 1.1.11. Una categoria C es una subcategoria de una
categoria D si se cumple que:

1. Ob(C) C Ob(D)
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2. Hom¢(A, B) C Homp(A, B) para todo A, B € Ob(C)

3.51 f € Home(A,B) y g € Home(B, C), entonces se tiene que
gop f € Home(A,C) y ademds goc f = gop f

4. Si A € Ob(C) entonces idy € Home(A, A) y cumple que
idS = id}

Si C es una subcategoria de D, se escribird, C C D. Una subcategoria
C C D es plena si para todo par de objetos A, B € C se tiene que
Home(A, B) = Homp(A, B).

DEFINICION 1.1.12. Sea C una categoria. Un objeto A € C es inicial
(resp. final) si para todo X € C existe un tinico morfismo A — X (resp.
X — A). Un objeto que es inicial y final se le llama objeto cero.

OBSERVACION 1.1.13. Un objeto inicial en C es un objeto final en
C°? y un objeto final en C es un objeto inicial en C°?. De esta forma,
un objeto cero en C es también objeto cero en CP.

PROPOSICION 1.1.14. Sea C una categoria. Si existe un objeto ini-
cial (o final) en C entonces es unico salvo isomorfismo. En particular,
si existe un objeto cero entonces es unico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean A, A’ objetos iniciales en C. Entonces, al ser
A inicial existe un unico morfismo f : A — A’. S6lo basta demostrar
que f es un isomorfismo. Puesto que A’ es también inicial, existe un
tnico morfismo g : A' — A, pero go f € Home(A, A) y ya que A es
inicial se debe tener g o f = id4. De la misma forma se prueba que
fog=r1idy y asi f es un isomorfismo. La unicidad del objeto final se
deduce de la la unicidad del objeto inicial en C. U

Categorias concretas: Los siguientes ejemplos son categorias
cuyos objetos son conjuntos con estructura adicional, y cuyos morfismos
son funciones que respetan la estructura.

EJEMPLO 1.1.15. Set, la categoria cuyos objetos son conjuntos y
cuyos morfismos son funciones. Hay un tnico objeto inicial que es el
conjunto vacfo, (). Los objetos finales son exactamente los conjuntos
unitarios {z}. En particular, no hay objeto cero en Set.

EjempPLOo 1.1.16. Mon, Grp, Ab: Las categorias de monoides,
grupos y grupos abelianos con morfismos de monoides, grupos y grupos
abelianos respectivamente. Observar que se tiene una una cadena de
subcategorias plenas Ab C Grp C Mon. En Mon los objetos iniciales
y finales (por tanto cero) son los monoides triviales {e}. Por lo tanto,
también en Grp y Ab.
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EJjEMPLO 1.1.17. Rng, la categoria de anillos ( no necesariamente
con unidad) y morfismos de anillos. Los objetos iniciales y finales ( por
tanto cero) son los anillos triviales {0}.

EJjEmpLO 1.1.18. Ring, la categoria de anillos con unidad y mor-
fismos de anillos que respetan la unidad. Observe que Ring C Rng es
una subcategoria no plena. Los objetos finales son los anillos triviales
{0}. Este no es un objeto inicial pues el cero debe ir al cero y el uno al
uno y en este caso particular 1 = 0. El anillo Z es un objeto inicial.

EjemprrLo 1.1.19. CRing, la categoria de anillos conmutativos
con unidad y morfismos de anillos que respetan la unidad. Es una
subcategoria plena de Ring.

EJjEmpLO 1.1.20. Fld, la categoria de campos y morfismos de
campos. Es una subcategoria no plena de CRing. No hay objetos
iniciales y finales, puesto que no existen morfismos entre campos de
diferente caracteristica

EJjeEmpPLO 1.1.21. R-Mod (resp. Mod-R), la categoria de médulos
unitarios izquierdos (resp. Derechos) sobre un anillo R con unidad
y morfismos de R-médulos. Si A, B € R-Mod (o en Mod-R,) se
denotara por Homg(A, B) a Hompg.\oa(A, B)

EJjEmpPLO 1.1.22. Top, la categoria de espacios topoldgicos y las
funciones continuas.

1.1.1. Monomorfismos y epimorfismos.

DEFINICION 1.1.23. Sea C una categoria. Un morfismo m : A — B
de C es un monomorfismo, si paratodo X € Cy f,g : X — A morfismos
de C tales que mo f =mo g, se tiene que f = g.

Dualmente, un morfismo e : A — B es un epimorfismo, si para todo
YeCy f,g: B— Y morfismos de C tales que f oe = go e se tiene
que f=g.

OBSERVACION 1.1.24. Las siguientes propiedades se pueden verifi-
car de manera sencilla:

» La composicién de monomorfismo (resp. epimorfismo) es un
monomorfismo (resp. epimorfismo).

= Si f og es un monomorfismo, entonces g es un monomorfismo.

= Si f o g es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.

Y

EJjemprLo 1.1.25. En Set, los monomorfismos son las funciones
inyectivas y los epimorfimos son las funciones suprayectivas.
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EJjEmMpPLO 1.1.26. En Top, los monomorfismos son las funciones
continuas inyectivas y los epimorfismos son las funciones continuas
suprayectivas.

EJEmMPLO 1.1.27. En R-Mod, los monomorfismos son los morfismos
inyectivos y los epimorfismos son los morfismos suprayectivos

EJEMpPLO 1.1.28. En Ring, los monomorfismos son los morfismos
inyectivos de anillos. Pero, los epimorfismos no tienen que ser supra-
yectivos: La inclusién ¢ : Z — Q es un epimorfismo de anillos que
claramente no es suprayectiva.

1.1.2. Funtores.

DEFINICION 1.1.29. Sean C, D categorias. Un funtor covariante de
C en D consta de una clase funcional Fyp : Ob(C) — Ob(D), y para
cada par de objetos A, B € Ob(C) una funcién Fy g : Home(A, B) —
Homp(Fo(A), Fo(B)). Se denotard a Fp y Fap por F. Se deben
cumplir las siguientes condiciones:

1. Si A € Ob(C) entonces F(ida) = idp(a

2.8 A X5 B % ¢ son morfismos en C entonces F(go f) =
F(f) o F(g)

A menudo se omitirad el paréntesis: Se colocard F'A en vez de F'(A) y
Ff en vez de F(f).

Un funtor contravariante F' : C — D es un funtor C? — D (o
equivalentemente, un funtor C — D).

Explicitamente, un funtor contravariante F' : C — D consta de
una clase funcional F' : Ob(C) — Ob(D), y para cada par de obje-
tos A, B € Ob(C) una funcién F' : Home(A, B) — Homp(FB, FA).
Se debe cumplir que F(idy) = idpa para cada A € Ob(C), y si
A —7 B =9 C son morfismos en C, entonces F(go f) = F(f)o F(g)

Sean F': A — By G : B — C funtores. Se define su composicion
GF : A — C, de la siguiente forma: Si A € A, entonces (GF)(A) :=
G(F(A)). Si f : A — A’ es un morfismo de A entonces GF(f) :
GF(A) — GF(A') se define como (GF)(f) := G(F(f)). Esto hace de
GF : A — C un funtor.

DEFINICION 1.1.30. Un funtor F' : C — D es fiel (resp. pleno) si pa-
ratodo A, B € Ob(C), lafuncién Fy g: Home(A, B) - Homp(F A, FB)
es inyectiva (resp. suprayectiva).

PROPOSICION 1.1.31. Sea F: C — D wun funtor, entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:
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a. 51 f: C — C" es un isomorfismo en C entonces F [ es un
isomorfismo en D. Ademds, (Ff)™' = F(f™1)

b. Si F es un funtor fiel, entonces refleja monomorfimos y epi-
morfismos. Esto es, si f es un morfismo de C tal que Ff es
un monomorfismo (resp. epimorfismo), entonces f es un mo-
nomorfismo (resp. epimorfismo).

c. St F es un funtor fiel y pleno, entonces refleja isomorfismos.
Esto es, si f es un morfismo tal que Ff es un isomorfismo,
entonces [ es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. a) Si existe g: ¢! — C tal que gf = idc y
fg =1idcr, entonces FgoF' f = F(gf) = F(idc) = idpc. Andlogamente,
se verifica que Ff o Fg = idpcr. Por lo tanto, F(g) = F(f™!) es la
inversa de F'f.

Para probar b) Sea f un morfismo de C y suponga que fg = fh.
Entonces, Ff o Fig = Ff o FFh. Dado que F'f es un monomorfismo,
entonces Fig = Fh. Pero, F' es fiel, por lo tanto ¢ = h. De la misma
forma, se puede probar que si F'f es un epimorfismo entonces f es
epimorfismo.

c) Sea f: C'" — C" morfismo de C tal que Ff: FC — FC' es
un isomorfismo. Puesto que F es pleno, existe g: C' — C tal que
(Ff)~ = Fg. As,

F(ide) = idpc = Fgo Ff = F(gf)

Dado que F' es fiel, se tiene que ide = g¢gf. Del mismo modo,
fg =1dc vy por tanto f es un isomorfismo.

0

A continuacién se dan algunos ejemplos de funtores:

EJjEMpPLO 1.1.32. Toda categora C define un funtor ide: C — C,
llamado funtor identidad, que a cada objeto A de C le asocia A y a
cada morfismo f de C le asocia f.

EJEMPLO 1.1.33. Sea D € D. Un funtor F': C — D es constante D
si FC' = D para todo C € C y si Ff = idp para todo morfismo f de
C.

EJEMPLO 1.1.34. Una subcategoria C C D define un funtor i: C —
D, el funtor inclusién. Este funtor siempre es fiel. Es pleno si y soélo si
C es una subcategoria plena de D.

1.1.3. Transformaciones naturales.

DEFINICION 1.1.35. Dados dos funtores S,7: C — D, una trans-
formacion natural 7: S — T es una funcién que asigna a cada objeto ¢
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de C un morfismo 7. = 7¢: S¢ — T'c de D tal que para todo morfismo
f:c— d en C, el siguiente diagrama conmuta

c Se—>Tec
b ool
c SC/T—CI>TC’

cuando esto se cumple, se dice que 7.: Sc¢ — T'c es natural en c.

Una transformacién natural es llamada a menudo un morfismo
de funtores. Una transformacion natural 7 con toda componente 7c
invertible en D es llamada una equivalencia natural o un isomorfismo
natural. En simbolos se expresaria, 7: S = T.

OBSERVACION 1.1.36. Sean C, y D dos categorias. Considere todos
los funtores R, S,T,...: C — D.

Sioc: R— Syr7:S— T son transformaciones naturales, entonces
para cada ¢ € C se define la composicion (7 - 0)c = 7c o oc, la cual es
la componente en ¢ de la transformacién 7-0: R — T.

Para ver que 7 - o es natural, sea f: ¢ — ¢ un morfismo en C'y
considere el diagrama

R
Re N R

O'CL LJC/
S

(ro)c Sc——= 5 (re0)c

TCL ch/
Tf

Te——=T¢c

Dado que ¢ y 7 son transformaciones naturales, los dos cuadros
pequenos son conmutativos. De ahi, el diagrama anterior conmuta y
por tanto 7 - o es natural.

Esta composicion de transformaciones es asociativa; mas aun, tiene
para cada funtor 7" una identidad, 17: T — T con componentes
17¢c=1c.

Por tanto, dadas dos categorias C y D se puede construir formal-
mente una categorfa funtor C¥ = Funt(D,C) con objetos los funtores
T: D — C y morfismos las transformaciones naturales entre tales fun-
tores.

Ademads de esta composicién, existe otra operacion entre transfor-
maciones naturales llamada, producto estrella.



8 1. CATEGORIAS, COPOS Y RETICULAS

A A
) e
HF B B KG
al |k
C C

SiT: F— Gyo: H— K son transfromaciones naturales entonces
se define

oxT7: HF — HG
de forma de que para cada A € A se defina un morfismo en C por
(cxT)a: (HF)A - (KG)A
Considere el siguiente diagrama conmutativo

H(ta)

FA-—-GA (HF)A —2 (HG)A

OFa j lUGA

(KF)A —— (KG)A

K(7a)

y defina

(cxT)a:=K(Ta)00,,
o H(7a)

O-GA

De esta forma, (o0 x 7)4 es natural en A y esto implica que
ox7: HF — KG es natural.

1.1.4. Funtores Adjuntos.

DEFINICION 1.1.37. Sean F': C — D y G: D — C dos funtores
entre las categorias C y D. Se dice que (F, G) es un par adjunto, si para
cada A € Cy B € D, se tiene una biyeccién entre Homp(F A, B) y
Homc(A, GB)

DEFINICION 1.1.38. Sean C y D categorias abelianas. Sean F': C —
D un funtor covariante. Si 0 — A — B — (' — 0 una sucesion
exacta corta de objetos de C. Entonces
1. F es exacto, si 0 — FA — FB — FC — 0 es de nuevo
sucesion exacta.
2. I es exacto derecho, si si FA — FB — FC — 0 es de
nuevo sucesién exacta.
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3. F es exacto izquierdo, si si 0 — FA — FB — F(C es de
nuevo sucesion exacta.

Es claro que la definicion es andloga para cuando F' es contrava-
riante.

TEOREMA 1.1.39. Sean F': C — D y G: D — C dos funtores entre
las categorias abelianas C y D. Si (F,G) es un par adjunto Entonces,
G es exacto izquierdo y F es exacto derecho. Ademds, F preserva
coproductos y G preserva productos.

EJeEmMPLO 1.1.40. Considere C = R-Mod y D = S-Mod. Sea sUgr
un bimédulo y considere
F=U®gr__
y
G = HomS(U, _)
Es decir, Hom(U ® A, B) = Hom(A, Hom(U, B))

Nota: F' es exacto derecho pero es adjunto izquierdo y G es exacto
izquierdo y es adjunto derecho.

TEOREMA 1.1.41. Dado un par de funtores F: C D yG: D — C
son equivalentes

(a) (F,G) es un par adjunto
(b) Ezisten transformaciones naturales

e: FG—1p y n:1lc = GF

que cumplen lo siguiente
(i) (Gxe)o(n*xG) =1g
(i) (exF)o (F*n)=1p

1.1.5. Productos y coproductos. En Teoria de Categorias, el
producto de dos (o més) objetos es una nocién que captura la esencia
detras de otras construcciones en otras areas de las matematicas tales
como producto cartesiano, el producto directo de grupos, de anillos
y el prodcuto de espacios topoldgicos, entre otros. Esencialmente el
producto de una familia de objetos es el “més general”de los objetos
que admite morfismos a cada uno de los objetos dados.

DEFINICION 1.1.42. Sea C una categoria, X;, Xs objetos en C. Un
objeto X es el producto de X; y X, denotado X; X X5 si y solo si
satisface la siguiente propiedad universal: Existen morfismos 7;: X —
Xq,m: X — X5, llamadas proyecciones tal que para cualquier objeto
Y y un par de morfismos f;: Y — Xy, fo: Y — X, existe un unico
morfismo f:Y — X tal que el siguiente diagrama conmuta
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Y
I
/fl Y\
Y
XlﬁXleXvQ?XQ

el inico morfismo f recibe el nombre de morfismo producto de f;
y fo y se denota por (f1, fa).

Se acaba de definir el producto binario. En lugar de dos objetos
considere una familia arbitraria de objetos indiciada por algin conjunto
1. Entonces, se tiene lo siguiente:

DEFINICION 1.1.43. Un objeto X es el producto de la familia
{X;}icr de objetos de C si y sélo si existen morfismos m;: X — X,
tal que para cualquier objeto Y y una familia de morfismos f;: ¥ — X
indicados por I, existe un iinico morfismo f: Y — X tal que el siguiente
diagrama conmuta para cada i € [.

s

i
el producto es denotado por X = H X;

el

Por otro lado, el coproducto o suma categérica de dos (o més) obje-

tos es una nocion que captura la esencia detras de otras construcciones
en otras areas de las matematicas tales como la unién disjunta en con-
juntos y de espacios topoldgicos, el producto libre de grupos, la suma
directa de modulos y espacios vectoriales, entre otras. El coproducto de
una familia de objetos es esencialmente el menos general de los objetos
en el cual cada uno de los objetos de la familia dada admite un morfis-
mo. El coproducto es la nocién dual del producto categorico, esto es, la
definicion de coproducto es la misma que la de producto sélo que con
la direccin de las flechas invertidas.

DEFINICION 1.1.44. Sea C una categorfa y {X;};c; una familia de
objetos de C. Un objeto X es el coproducto de dicha familia si y sélo
si existen morfismos ¢;: X; — X, llamadas inyecciones canonicas, tal
que para cualquier objeto Y y una familia de morfismos f;: X; — Y
indicados por I, existe un inico morfismo f: X — Y tal que el siguiente
diagrama conmuta para cada i € I.
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I

— =Y

fi

)

y el coproducto X es denotado por @ X;
el
Si la familia consta de dos objetos X1, X5, el coproducto es X; & Xo
y el diagrama toma la siguiente forma

Y
A

Lf
|
Xl_LTXleBXQTQ_XQ

fi f2

1.2. Copos y reticulas

1.2.1. Conjuntos parcialmente ordenados. La mayor parte
de los resultados de esta seccién pueden ser encontrados en [13] para
mayor informacion.

OBSERVACION 1.2.1. Todo lo desarrollado en esta seccién se puede
expresar para clases en vez de conjuntos.

DEFINICION 1.2.2. Una relacién “ < ”sobre un conjunto P es un
orden parcial si satisface las siguientes condiciones:

1. Refleziva : Para todo a € P se tiene que a < a
2. Antisimétrica: Para todo a,b € P, si a < by b < a entonces
a=b.
3. Transitiva: Para todo a,b,c elementos de P, sia < by b < c
entonces a < c.
En este caso, a la pareja (P, <) se le llama conjunto parcial-
mente ordenado o copo.
Se denotara a > b a la expresion a < b. También se usard la
notacién a < b (b > a) para decir que a <bya#b((b>ay

b+#a)

DEFINICION 1.2.3. Sean (P, <) y (Q, <) dos copos y sea f: P — Q
una funciéon. Entonces,

1. f es un morfismo de copos que preserva orden si para todo
a,b € P con a < b se tiene que f(a) < f(b).
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2. f es un morfismo de copos que invierte orden si para todo
a,b € P con a <b se tiene que f(a) = f(b).

3. f esun isomorfismo de copos si f es biyectiva tal que para todo
a,b€ P,a<bsiysdlosi f(a) X f(b).

4. f es un anti-isomorfismo de copos si f es una funcién biyectiva
y tal que para todo a,b € P, a <bsiy sélosi f(a) = f(b)

OBSERVACION 1.24. Si (P, <) y (Q, =) son dos copos y se tiene
que f: P — @ es una funcién biyectiva con inversa f~!, entonces f es
un (anti-)isomorfismo de copos si y sélosi f y f~! (invierten) preservan
orden.

DEFINICION 1.2.5. Dado un copo (P, <) con a,b € Py a <, se
define el intervalo determinado por a y b como :

la,b] :={ce P|la<c<b}

DEFINICION 1.2.6. Sea (P, <) un copoy @ C P.
Se dice que m € @ es:

1. el elemento menor de () si para todo a € Q, m < a

2. el elemento mayor de @) si para todob e Q, b <m

3. un elemento minimo de () si no existe a € ) tal que a < m

4. un elemento mazrimo de () si no existe un b € () tal que m < b.

DEFINICION 1.2.7. Si Sea (P, <) es un copoy @ C P.
Entonces se dice que ¢ € P es:

1. una cota inferior de @, si ¢ < a para todo a € ()
2. una cota superior de @), si ¢ > b para todo b € Q).
3. el infimo de @ si es la mayor cota inferior de Q).

4. el supremo de @) si es la menor cota superior de ().

Nota: Observe que no siempre se puede hablar de la existencia de
un infimo o un supremo

DEFINICION 1.2.8. Sea (P,<) un copo con elemento mayor y
elemento menor 1 y 0 respectivamente. Entonces:

1. Un elemento a € P con a # 0 se llama dtomo si no existe b € P
tal que 0 < b < a.

2. Un elemento a € P con a # 1 se llama codtomo si no existe
be Ptalquea<b< 1

DEFINICION 1.2.9. Sea (P, <) un copo entonces P se dice que es
totalmente ordenado o una cadena, si para todo a,b € P se tiene que
a <bdb< a. Esdecir, cada par de elementos de P es comparable y
en este caso a “ <7 se le llama orden total u orden lineal.
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DEFINICION 1.2.10. Un copo (P, <) se llama inductivo si toda
cadena en (P, <) tiene una cota superior en P.

LEMA 1.2.11 (Lema de Zorn). Todo copo inductivo tiene ( al
menos) un elemento mdzimo.

1.2.2. Reticulas.

DEFINICION 1.2.12. Un copo (L, <) es una reticula si para todo
a,b € L existe el supremo y el infimo de {a,b}. El supremo serd deno-
tado por a Vb y al infimo por a A b.

DEFINICION 1.2.13. Sean (L,<,Vp,Ar) v (L', =,V Ar) dos
reticulas. Una funcién f: L — L' es un morfismo de reticulas si para
cada a,b € L se cumple que

1. f(CL \/L b) == f(CL) \/L/ f(b)
2. flanpb) = fla) A f(b)
DEFINICION 1.2.14. Sean (L,<,Vp,Ar) v (L',=<,Vp,Ap) dos
reticulas. Una funcién f: L — L' es un anti-morfismo de reticulas
si para cada a,b € L se cumple que

L flavpb) = f(a) Ar f(D)
2. flanpb) = f(a) Vi f(b)

OBSERVACION 1.2.15. Si f es un morfismo (anti-morfismo) de
reticulas biyectivo entonces f es un isomorfismo (anti-isomorfismo).

De forma intuitiva se puede observar que todo (anti-)isomorfismo
de reticulas es un (anti-)isomorfismo de copos. No obstante, como
las operaciones reticulares se definen en términos del orden, también
resulta que todo (anti-)isomorfismo de copos es un (anti-)isomorfismo
de reticulas, como se afirma en el siguiente teorema:

TEOREMA 1.2.16. Sean (L, <,Vp,Ar) y (L', X,V Ar) dos reticu-
las. Una funcién f: L — L' es un isomorfismo (anti-isomorfismo) de
copos si y solo si es un isomorfismo (anti-isomorfismo) de reticulas

DEMOSTRACION. Sea f: L — L' un isomorfismo de copos, entonces
existe f71: L' — Ly f~! preserva el orden. Asi, f(a AL b) < f(a)y
flaApb) 2 f(b), de donde f(a AL b) <X f(a) Ar f(b). Por otro lado,
fla)Ap f(b) = fla)y fla) AL f(b) = f(b), luego f~H(f(a)Ar f(b)) < a
v [T f(a) A f(b)) < b. Por tanto, f~(f(a) A f(D)) < aApb; esto es,
fla)Ap f(b) < flaALb) y asise concluye que f(aALb) = f(a)Ar f(b).
De forma anloga se prueba que f(aVpb) = f(a) Vi f(b) y con esto se
concluye que f es un isomorfimos de reticulas.

Reciprocamente, suponga ahora que f: L — L’ es un isomorfismo
de reticulas. Sean a,b € L con a < b entonces, f(a) = f(a AL b) =
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fla) Ap f(b) < f(b). Esto es, f preserva el orden. Ahora, si o/, € L’
con a = b, entonces existen a,b € L tales que f(a) =d'y f(b) =¥ De
esta forma, se tiene que f~1(a') = f~1(a' Ap ) = f7H(f(a) A f(D)) =
Y flanpb)) =anpb < b= f1(f(b)) = f~Y¥). Esto demuestra que
f~! preserva el orden y se concluye que f es un isomorfismo de copos.

El caso para el cual f es un anti-isomorfismo tiene una demostracion
similar a la anterior. U

DEFINICION 1.2.17. Se dice que (L, <,V,A) es una reticula distri-
butiva si para cada a,b,c € L se tiene que a A (bVc¢) = (aAb)V (aAc)

DEFINICION 1.2.18. Se dice que (L, <,V, A) es una reticula modular
si para cada a,b,c € L con b < a, se tiene que a A (bV ) =bV (a Ac)

OBSERVACION 1.2.19. Toda reticula distributiva es modular.

DEFINICION 1.2.20. Se dice que (L, <,V,A) es una reticula com-
pleta si para cada subconjunto {a;};c; de elementos de L existen el
supremo y el infimo de {a;};e; ( denotados por \/ a; y /\ a; respecti-

il il
vamente. )

DEFINICION 1.2.21. Dada una reticula (L, <,V,A) con elemento
menor 0, decimos que L es atomica, si para cada b € L con b # 0 ,
existe un atomo a € L tal que a < b

DEFINICION 1.2.22. Dada una reticula (L, <,V,A) con elemento
mayor 1, decimos que L es coatémica, si para cada b € L, con b # 1,
existe un coatomo a € L tal que a > b

1.2.3. Producto de Reticulas. Diferentes clases de reticulas
pueden ser descritas de manera mas sencilla como combinaciones
aritméticas de reticulas mas pequenas si se usa una generalizacion de
operaciones aritméticas como la adicién, producto y exponenciacién.
En esta parte se tendran en cuenta las dos iltimas.

DEFINICION 1.2.23. Sean (L,<,Vp,Ar) y (L', <.V, Ar) dos
reticulas. Se define el producto LL' como el conjunto
LL' :={(a,d)|a € L,d € L'}.
Si se define la relacién “ <7 en LL' por
(a,a") 2 (b,0)siysélosia<byad <V
Entonces, resulta que (LL', <) es un copo.

Maés atn, se tiene que (LL', <) es una reticula, con el supremo y el
infimo dados por
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(a,a’)V (b)) =(aVpbad Vi 1)
(a,a’) A (b,b) = (aApbyd Ay V)

La definicion anterior se puede generalizar para el producto de
n reticulas, LiLo,...,L, con n > 1. De hecho, se tiene la siguiente
generalizacién

DEFINICION 1.2.24. Dadas (L,<,Vp,Az) y (L', =, Vi, Ap) dos
reticulas, se define a L¥ como el conjunto de todos los morfismos de
reticulas f: L' — L. Dicho conjunto, con el orden dado por f < gsiy
sélo si f(a') < g(a’) para todo @’ € L' y con el supremo e infimo dados
por

1. fVg:=h; donde hy: L’ — L es un morfismo de reticulas tal
que para cada @’ € L', hy(a') = f(a') VL g(d’)

2. fANg:= hy donde hy: L' — L es un morfismo de reticulas tal
que para cada a’ € L', he(a') = f(a') AL g(a)
De esta forma LY resulta ser una reticula.

1.3. Conexiones de Galois

Esta seccién enuncia resultados relacionados a conexiones de Galois
antitonas (que invierten el orden), los cuales serdn utilizados en el
capitulo final de este trabajo. Estos resultados y sus demostraciones
pueden consultarse en [6]

DEFINICION 1.3.1. Una conezidn de Galois es una cuarteta (P, f, g, Q)
donde (P, <) y (@, <) son copos, f: P — Q y g:  — P son funciones
tales que para todo p € P,q € @ sucede que f(p) = ¢ siy sélo si
p < 9(q)-

Una definicién alternativa de este concepto esta dada por la siguien-
te proposicion:

PROPOSICION 1.3.2. Dados los copos (P, <) y (Q, =) y las funcio-
nes f: P—Q yg: QQ— P son equivalentes

(1) (P, f,9,Q) es una conexion de Galois
(2) (a) Para todo p € P se tiene que ¢ < gf(p) y para todo q € Q

se tiene que fg(q) = q
(b) f y g son morfismos de copos.

COROLARIO 1.3.3. Si (P, f,g,Q) es una conexion de Galois enton-
ces:

I fogof=1

2.gofog=y
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Las conexiones de Galois tienen una estrecha relacién con el con-
cepto de cerradura (interior) que aparece en muchas dreas de las ma-
tematicas, no s6lo en Topologia. A continuacién se presentan algunas
definiciones:

DEFINICION 1.3.4. Sea (P, <) un copo. Un operador cerradura
(interior) sobre P es una funcién h: P — P que cumple las siguientes
condiciones

1. h es un morfismo de orden
2. Para todo p € P sucede que p < h(p) (h(p) < p)
3. hoh=h.

Una forma alternativa de definir estos conceptos es refiriéndose a
los abiertos y cerrados.

DEFINICION 1.3.5. (P, <) un copo. Un sistema de cerrados (abier-
tos) de P es un subconjunto ) de P tal que para todo p € P el conjunto
{g€Q|p<q} ({q€Q]q<p}) tiene elmento menor (mayor), deno-
tado por P (p°). Los elementos de @ se llaman cerrados (abiertos).

Un operador cerradura (interior) induce un sistema de cerrados
(abiertos) y viceversa:

TEOREMA 1.3.6. Sea (P, <) un copo

1. Si h es un operador cerradura (interior) sobre P, entonces h(P)
es un sistema de cerrados (abiertos) de P

2. 81 Q es un sistema de cerrados (abiertos) de P, entonces la
funcion h: P — P definida como h(p) :=p (h(p) := p°) es un
operador cerradura (interior) de P.

Una conexion de Galois también define un operador cerradura y un
operador interior

TEOREMA 1.3.7. Sea (P, f, g,Q) una conexion de Galois, entonces:

1. go f es un operador cerradura sobre P.

2. P=g(Q) = gf(P) es un sistema de cerrados de P.
3. fog es un operador interior sobre ()

4. Q° = f(P) = fg(Q) es un sistema de abiertos de Q.

DEFINICION 1.3.8. Sean A y B conjuntos. Una polaridad entre los

conjuntos potencia P(A) y P(B), ordenados por la contencién es una
conexién de Galois, (P(A), f, g, P(B))

OBSERVACION 1.3.9. En caso de que A y B sean clases propias,
P(A) y P(B) son conglomerados.
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Las polaridades resultan ser correspondientes con relaciones bina-
rias.

TEOREMA 1.3.10. Sean A y B conjuntos

1. Toda relacion R C A x B induce una polaridad wr =
(P(A), f,9,P(B)°) dada por las funciones

frRX)={beB|Vre X, (z,b) e R} XCA
gr(X)={a€ AlVy €Y, (a,y) ER} Y CB
2. Toda polaridad m = (P(A), f, g, P(B)) induce la relacion
R. ={(a,b) e Ax B|be f({a})}
3. Dada una relacion R C A x B se tiene que R, = R. Dada una
polaridad m = (P(A), f,q9,P(B)®) se tiene que mr, = m. Por

tanto, hay una correspondencia biunivoca entre las relaciones
de A en B y las polaridades de P(A) y P(B)

OBSERVACION 1.3.11. Dada una relacién R C A x By su polaridad
(fr,gr), que a su vez induce sistemas de cerrados en P(A) y en P(B),
resulta que el menor cerrado en P(A) es gr(B) y el mayor abierto en

P(B)" es fr(A).






Capitulo 2

Moédulos y prerradicales

2.1. Mobdulos

2.1.1. Notacion y definiciones basicas. En adelante, se deno-
tard por R a un anillo asociativo con 1 # 0. De igual forma se asumiran
las definiciones de anillo, ideal izquierdo, ideal (bilateral), anillo cocien-
te, asi como los tres teoremas de isomorfismos de Noether.

Se debe tener en cuenta la siguiente notacion:
s p M significa que M es un R-mdédulo izquierdo
s Mp significa que M es un R-mddulo derecho
s p My significa que M es un R-mdédulo izquierdo y es un S-
modulo derecho ((y es un bimédulo: (rm)s = r(ms) para todo
reRiseSymeM.)

Se daran algunos resultados que seran utilizados en secciones pos-
teriores que son temas relacionados a la Teoria de Modulos: muchos
de éstos solo seran expuestos, pues se usaran como herramienta basi-
ca en el desarrollo de los capitulos siguientes. Sin embargo, se pueden
consultar detalles en las secciones 2.3, 2.4 y 2.5 del capitulo 3 de [1].
Ademas, todos los médulos considerados en este capitulo son médulos
izquierdos sobre R, a menos que se diga lo contrario.

DEFINICION 2.1.1. Dada una sucesién (finita o infinita) de morfis-
mos de R-moédulos
fnfl fn fn+1
oo — My — M, — My — -
Se dice que es exacta en M, si f, 1(M,_1) = ker f,. Si es exacta

en cada R-médulo , la sucesion se llama exacta. En particular, una
sucesion exacta de la forma

0— K- M2 N—0
Se llama sucesion exacta corta.
EJEMPLO 2.1.2. Sea M € R-Mod y sea N < M. Entonces,
0— N-—M-" M/N—0

es exacta corta. Donde, ¢ y 7 son la inclusién y proyeccién candnicas
respectivamente.

19
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LEMA 2.1.3. Sean f: M — N y f': N — M morfismos de R-
mddulos tales que ff' = 1n. Entonces, f es un epimorfismo, f' es un
monomorfismo y M = Kerf @& Im f'.

DEFINICION 2.1.4. Una sucesién exacta 0 — N 2 M % I — 0,
se escinde en el caso de que exista f': M — N tal que f'f = 1y ¥y
g: L — M tal que g¢' = 1;.

PROPOSICION 2.1.5. Considere la sucesion exacta 0 — N i> M
L — 0 Entonces, la sucesion se escinde si y solo si Im f = Ker g es
un sumando directo de M.

2.2. Mobébdulos simples

DEFINICION 2.2.1. Un R-médulo M # 0 se llama simple si su
reticula de submédulos es S(M) = {0, M }

Sea denotara por S a la clase de todos los R-mddulos simples. A
continuaciéon se da un resultado que caracteriza los elementos de la
clase S

PROPOSICION 2.2.2. Sea M un R-mddulo no nulo. Entonces, M es
simple si y sdlo si para todo x € M tal que x # 0 se tiene que (x) = M.

COROLARIO 2.2.3. Todo R-mddulo simple es ciclico.

PROPOSICION 2.2.4. Sea M un R-mddulo. Entonces, M € S si y
sélo si M = R/K, donde K es un ideal izquierdo mdzimo de R.

OBSERVACION 2.2.5. Dado S € S, considere
[S] ={M]| M € R-Mody M = S}

Por la proposicion 2.2.4, se tiene que existe una correspondencia
biunivoca entre la clase de isomorfismo de R-mddulos simples y la clase
de ideales izquierdos maximos de R, la cual es un conjunto.

Por la observacion 2.2.5, se tiene el siguiente resultado

COROLARIO 2.2.6. Las clases de isomorfismos de R- mddulos sim-
ples formas un conjunto.

Se puede elegir un representante de cada clase de isomorfismo de
R-médulos simples y se obtiene un conjunto completo e irredundante.
Tal conjunto serd denotado por R-simp.
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2.2.1. Moébdulos inyectivos y proyectivos.

DEFINICION 2.2.7. Sea M € R-Mod y N < M. se dice que N es
esencial en M, (denotado por N < M), si para L < M se tiene que
N N L =0 implica que L = 0.

DEFINICION 2.2.8. Sean M, N € R-Mod. Entonces, un morfismo
f: N — M se llama morfismo esencial si f(N) <M.

DEFINICION 2.2.9. Sea M € R-Mod y N < M. se dice que N es
superfluo en M, (denotado por N < M), si para L < M se tiene que
N + L = M implica que L = M.

DEFINICION 2.2.10. Sea P un R-mddulo. Se dice que P es pro-
yectivo si para cada f € Hompg(P,N) y para todo epimorfismo
g € Homgr(M,N) existe h € Hompg(P, M) tal que el siguiente dia-
grama conmuta

es decir, go h = f.

Pare ver las demostraciones de las siguientes dos proposiciones,
consulte capitulo 3 de [22].

PROPOSICION 2.2.11. Un mddulo P es proyectivo si y sdélo si
Hom(P,_) es exacto.

PROPOSICION 2.2.12. Si A es un submddulo de B con A/B pro-
yectivo, entonces A es un sumando directo de B. Toda sucesion exacta
0—+A— B— P —0, con P proyectivo, se escinde.

DEFINICION 2.2.13. Sea E un R-mdédulo. Se dice que E es inyectivo
si para cada f € Homg(N,E) y para todo monomorfismo g €
Hompg(N, M) existe h € Homg(M, E) tal que el siguiente diagrama
conmuta

es decir, ho g = f.

PROPOSICION 2.2.14. Un mddulo E es inyectivo si y solo si el
funtor Hom(_, E') es exacto (derecho).
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PROPOSICION 2.2.15. Sea {E; : j € J} una familia de R-mddulos
inyectivos, entonces [[ E; es inyectivo.

PROPOSICION 2.2.16. Todo sumando D de un mddulo inyectivo E
es inyectivo.

PROPOSICION 2.2.17. Un mddulo E es inyectivo si y sélo si toda
sucesion exacta corta 0 - E — B — C' — 0 se escinde. En particular,
E es sumando directo de B.

Se sabe que todo R-moédulo puede incluirse en un R-médulo inyec-
tivo. De esta forma, es natural pensar en la minima inclusién inyectiva
de un médulo M.

DEFINICION 2.2.18. Sea M un R-médulo. Una pareja (E,i) es
una cdpsula inyectiva de M, si E' es un R-modulo inyectivo y ademas
i € Homg(M, E) es un monomorfismo esencial.

TEOREMA 2.2.19. Sea M € R-Mod y sean (E,i),(E',i') cdpsulas
inyectivas de M. Entonces, existe un isomorfismo f: E — E' tal que
el siguiente diagrama conmuta

E/

AN

T Y

? N
N

Dado que cualquier par de capsulas inyectivas resultan ser isomor-
fas, se suele hablar de la capsula inyectiva de M. En esta situacién, se
denotara por EM a la capsula inyectiva de un R-moédulo M.

TEOREMA 2.2.20 (Criterio de Baer). Un R-mddulo E es inyectivo
sty solo si todo R-homomorfismo f: I — FE, donde I es un ideal
izquierdo de R, puede extenderse a R.

2.2.2. Generadores y cogeneradores, la traza y el rechazo.

DEFINICION 2.2.21. Sea A una clase de R-mdédulos y M un R-
modulo. Se dice que la clase A genera a M, si existe un epimorfismo

@A — M — 0,
A€l
con I C A un conjunto.

DEFINICION 2.2.22. Sean A, M € R-Mod. Se dice que A genera a
M, si {A} genera a M. Esto es, existe un epimorfismo

A — M — 0,
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donde X es un conjunto.
DEFINICION 2.2.23. Sea A una clase de R-mddulos y M un R-

modulo. Se dice que la clase A cogenera a M, si existe un monomorfismo

0— M— ][4
Ael
con I C A un conjunto.

DEFINICION 2.2.24. Sean A, M € R-Mod. Se dice que A cogenera
a M, si {A} cogenera a M. Esto es, existe un monomorfismo
0— M — AY,
donde X es un conjunto.

EJEMPLO 2.2.25. Dado un Z-médulo A, {Z,| n > 1} genera a A si
y sélo si A es de torsion.

EJEMPLO 2.2.26. Dado un Z-médulo A, Q cogenera a A si y sélo
si A es libre de torsién.

EJEMPLO 2.2.27. R genera a M para todo M € R-Mod.

EJEMPLO 2.2.28. H ES cogenera a M para todo M € R-Mod.
R-Simp

DEFINICION 2.2.29. Sea A una clase de R-mddulos y M un R-
modulo. Se definen

1. La traza de M respecto a A (denotada por Tr (M) ) como:
Tra(M) =Y {f(A)| f € Homp(A, M), A € A}

2. El rechazo de M respecto a A (denotada por Reja(M) ) como:
Reja(M) = ﬂ{ker glg€ Homg(M,A),Ae A}

PROPOSICION 2.2.30. Sea A una clase de R-mddulos y M € R-
Mod. Entonces,

1. M € Gen(A) siy sdlo si Tra(M)= M.

2. M € Cog(A) siy solo si Reja(M) = 0.
donde Gen(A) representa la clase de mddulos generados por A y

Cog(A) la clase de mddulos cogenerados por A.

DEFINICION 2.2.31. En particular, si M es un R-mdédulo, entonces
se definen

1. El zoclo de M (denotado por Soc(M)) como
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Soc(M) = Trs(M)
=D _{f(A)| | € Homp(A, M)}
AeS
2. El radical de M (denotado por Rad(M)) como

Rad(M) = Rejs(M)

= ({Ker g| g€ Homp(M, A)}
AeS

OBSERVACION 2.2.32. Para todo M € R-Mod Trs(M) = T g simp(M)
y Rejs(M) = RejR_Simp(M).

Se presentan ahora algunas propiedades de la traza y el rechazo.

PROPOSICION 2.2.33. Sea A una clase de R-mddulos. Sean M, N &
R-Mod y f € Homg(M, N), entonces
L f(Tra(M)) < Tra(N)
2. f(Reja(M)) < Reja(N)

PROPOSICION 2.2.34. Sea A una clase de R-mddulos y M,c R-
Mod, entonces
1. TTA(TTA(M)) = T?”A(M)
2. Reja(M/Reja(M)) =0

2.3. Condiciones de cadena en mdodulos

Un conjunto £ de submddulos de M satisface la condicion de cadena
ascendente en caso de que para toda cadena

LL<Ly<..<L,<..

en L, existe n tal que L, ; = L, (i = 1,2,...). Cambiando de sentido
las desigualdades se obtiene la condicién de cadena descendente.

DEFINICION 2.3.1. Un médulo M es noetheriano en el caso de que
la reticula S(M) de todos los submédulos de M satisface la condicién
de cadena ascendente. Y es artiniano en el caso de que S(M) satisface
la condicién de cadena descendente.

PROPOSICION 2.3.2. Para un mddulo M las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) M es noetheriano
(b) Todo submddulo de M es finitamente generado
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(¢) Todo conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento
mdzimo.

PROPOSICION 2.3.3. Para un mddulo M las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) M es artiniano

(b) Cada médulo que sea factor de M es finitamente cogenerado

(¢) Todo conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento
minimo.

COROLARIO 2.3.4. Sea M un submddulo no nulo.

(1) Si M es artiniano, entonces M tiene un submddulo simple; De
hecho, Soc M es un submodulo esencial.

(2) Si M es noetheriano, entonces M tiene un submddulo mdximo;
De hecho, Rad M es un submaddulo superfluo.

PROPOSICION 2.3.5. Sea
0O0—-K—-M-—=>N-—=0

una sucesion exacta de R-mddulos. Entonces M es artiniano (noethe-
riano) si y solo si K y N son artinianos (noetherianos).

COROLARIO 2.3.6. Sea M = M{®...®M,,. Entonces M es artiniano
(noetheriano) si y sdlo si para cada i = 1,2,..,n se tiene que M; es
artiniano (noetheriano).

2.3.1. Condiciones de cadena para anillos. Un anillo R es
artiniano izquierdo (artiniano derecho) en caso de que el modulo
regular izquierdo (derecho) g R (Rg) sea un médulo artiniano. El anillo
es artiniano en caso de que sea artiniano izquierdo y artiniano derecho,
esto es, Rr v rR sean modulos artinianos. Los conceptos de noetheriano
derecho, noetheriano izquierdo o simplemente noetheriano son definidos
de manera similar.

Se puede ver que el anillo R de matrices 2 X 2 triangulares superiores

a b

0~
con a,b € Ry~y € Q es artiniano izquierdo y noetheriano izquierdo,
pero no es artiniano derecho ni noetheriano derecho. Por otro lado, Z,

es un anillo noetheriano que no es artiniano. (ver capitulo 3, seccién 10

de [1)).

TEOREMA 2.3.7. Sea R un anillo artiniano (izquierdo) entonces R
es noetheriano (izquierdo).
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2.4. Series de Composicion

DEFINICION 2.4.1. Sea M un moédulo no nulo. Una cadena finita
de n + 1 submoddulos de M

M=M,>M,...>M, =0
es llamada una serie de composicion de longitud n para M si M;_1 /M,

es simple para cada i = 1,2,..,n. Esto es, cada término de la cadena
es maximo con respecto a su predecesor.

PROPOSICION 2.4.2. Un mddulo no nulo M tiene una serie de
composicion si y solo st M es artiniano y noetheriano

COROLARIO 2.4.3. Sean K,M y N mddulos no nulos y suponga
que existe una sucesion exacta

0O K—-M-—=N-—=0

de modulos. Entonces M tiene una serie de composicion si y solo
si K y N tienen series de composicion

Ahora bien, sea M un modulo arbitrario y sea L < M. Entonces,
sea L 0 no un término en una serie de composicién de M, si L tiene un
submédulo méximo K, el médulo simple L/K es llamado un factor de
composiciéon de M. Ademas, si M tiene una serie de composicion

M=My>M >..>M,=0
entonces los médulos simples
MO/M17 MI/M2> s Mnfl/Mn
son llamados los factores de composicién de la serie. Si M tiene una
segunda serie de composicién

M=Ny>N;>..>M,=0
entonces las dos series son equivalentes en el caso de que n = p y
exista una permutacién [ de {1,2,..,n} tal que

M;/Mit1 = Nigy/Niy+1 (i =1,2,...,n.)
La equivalencia significa que para cada R-médulo simple T, el nime-

ro de copias isomorfas de T" en la sucesién de factores de composicién
de una de las series es igual al nimero de copias de T' en la otra serie.

TEOREMA 2.4.4 (Jordan-Hoélder). Si un mddulo M tiene una serie
de composicion, entonces cada par de series de composicion para M
son equivalentes

2.4.1. Longitud de composicién. Es inmediato del Teorema
de Jordan-Holder que para cualquier médulo que tiene series de com-
posicion, todas las series de composicién para tal moédulo tienen la
misma longitud.
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Para un mdédulo con serie de composicion se puede definir su
longitud (de composicién) ¢(M) en forma univoca por

(M) = 0 siM=0
| n si M tiene una serie de composicién de longitud n

Si un médulo M no tiene longitud finita, se dice que su longitud es

infinita y se escribe
(M) =0

COROLARIO 2.4.5. Sean K, M y N mddulos y suponga que eziste

una sucesion exacta
0O0—+K—>M-—=+N-=0
de morfismos. Entonces
(M) =c(N) + ¢(K)

COROLARIO 2.4.6. Sea M un mddulo de longitud finita y sean K

y N submodulos de M. Entonces
¢((K+N)+c¢(KNN)=c(K)+c(N)

2.5. El zoclo y el radical

PROPOSICION 2.5.1. Si M es un R-mddulo izquierdo, entonces

Soc(M) = Z{K < M| K es minimo en M}
= ﬂ{L < M| L es esencial en M}

COROLARIO 2.5.2. Sea M un modulo y sea K < M. Entonces,
Soc K = K NSoc M
En particular, Soc(Soc M) = Soc M.

COROLARIO 2.5.3. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces, Soc M <
M si y solo si todo submodulo no cero de M contiene un un submddulo
minimo.

PROPOSICION 2.5.4. Sea M un R-mddulo. Entonces
Soc M = Trpgimp(M) = Trg,, (M) = > Trs(M)
SER-simp
La consencuencia de la proposicion anterior es que la clase de R-

modulos simples tiene un generador semisimple, que es @ S.
S€R-simp
Si S es simple, entonces Trg(M) es llamada la componente S-
homogénea del Soc M. El zoclo de un médulo M es el méas grande
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submodulo de M generado por R-simp.

Hay una versién dual a la Proposicién 2.5.1 y es la siguiente:

PROPOSICION 2.5.5. Si M es un R-mddulo izquierdo, entonces

Rad M = ﬂ{K < M| K es mdximo en M}
= Z{L < M| L es superfluo en M}

PROPOSICION 2.5.6. st f: M — N es un epimorfismo y si ker f <
Rad M, entonces Rad N = f(Rad M). En particular,

Rad(M/Rad M) = 0.

PROPOSICION 2.5.7. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces,
Rad M = 0 si y sélo si M es cogenerado por la clase de modulos
simples.

PROPOSICION 2.5.8. Sea M wun R-mddulo izquierdo. Considere
T = @ SyT = H S. Entonces,
R-stmp R-simp
Rad M = Rejp (M) = Rejr(M) = (] Rejs(M)

R-simp

De forma dual se tiene que el radical de M es el menor submédulo
de M que contiene todos los submdédulos superfluos de M. Sin embargo,
el radical de un médulo no necesariamente es superfluo.

2.6. Prerradicales.

Esta seccion se dedica a las definiciones y propiedades basicas en la
clase de todos los prerradicales sobre el anillo R, la cual sera denotada
por R-pr. Se presentan operaciones binarias y reticulares; ademas se
definen dos tipos importantes de prerradicales llamados alfa y omega,
los cuales permiten demostrar que R-pr es una gran reticula atomica y
coatomica.

DEFINICION 2.6.1. Un prerradical sobre el anillo R es un subfuntor
del funtor identidad en la categoria R-Mod; esto es, es un funtor
o0: R-Mod — R-Mod
tal que:

1. Para cada M € R-Mod se tiene que o(M) < M.
2. Para cada f € Homg(M, N) se cumple que f(o(M)) < o(N).
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EJEMPLO 2.6.2. Dada A C R-Mod, se tiene que Tr4() y Reja()
son prerradicales. En particular, Soc() = Trs() y Rad() = Rejs()

Se denotara por R-pr al conglomerado! de todos los prerradicales
sobre R.

Los prerradicales cumplen ciertas propiedades respecto a sumas
directas y produtos directos, las cuales se pueden enunciar asi:

PROPOSICION 2.6.3. Sean o € R-pr y {Mu}aer € R-Mod. Enton-
ces, se tiene que:

L o(@P M) =P o)

ael ael
2. o(J[ Ma) < [] o (M)
acl ael

DEMOSTRACION. (1). Para cada 8 € I, sea Mg ey @Ma y
a€cl
@ M, M 3 las inclusiones y proyecciones naturales, respectivamen-

aecl
te. Entonces, para cada (8 € I se tiene que:

(2.1) 15(o(My) < o (@ Ma)

ael
y

(2.2) Ps (0 (@ Ma)) < o(Mp)

Sea & = (To)acr € O <@ Ma> . Entonces por (2.2), para cada
acl
a € [ se tiene que x, = py(z) € o(M,), de donde = € @MQ. Por

a€el
tanto,

o (@ Ma> <Po()

Por otro lado, si z € EBJ(MQ), entonces ¥ = (Tqy)aes CON T, €

acl
o(M,) para cada o € I, por lo que existen b; € I,j € {1,...,n} tales

INote que un prerradical es una clase, al ser una asignacion entre clases. Por
tanto R-pr es estrictamente hablando un conglomerado.
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que para cada [3; se tiene que z = Z 1, pp,(x). Ahora, por (2.2), pg; €

j=1
a(Msg,), y por (2.1), t3,ps,(x) € 0 (@M > para cada j = 1,...,n
ael
Luego, x € o <@ Ma> Por tanto, @ ) <o (@ M )
acl a€el acl

(2). Para cada 8 € I, considere las proyecciones naturales H M, =
acl

Mg y sea * = (To)acr € © (H Ma> . Entonces se tiene que

aecl
( (HM )) < 0(Mp), de donde x5 = pg(x) € o(Mp) para cada
acl
b € 1. Luego, x € H o , v se concluye la prueba. 0

ael

2.6.1. Operaciones y propiedades.

DEFINICION 2.6.4. Sean 0,7 € R-pr. Se dice que o < 7 si y sélo si
para cada M € R-Mod se tiene que a(M) < 7(M).

La anterior definiciéon hace de R-pr un clase parcialmente ordenada.

DEFINICION 2.6.5. Para cada 0,7 € R-pr se definen las siguientes
operaciones:

1. El producto ot, tal que para cada M € R-Mod se tiene que
(o7)(M) = o(r(M))

2. El coproducto (o : T), tal que para cada M € R-Mod se cumple
que (o : 7)(M)/o(M) = 7(M/o(M))

3. La cuna o A 7, tal que para todo M € R-Mod, (o AT)(M) =
o(M)nT(M).

4. La yunta o V 7, tal que para todo M € R-Mod, (¢ V 7)(M) =
o(M)+1(M).

OBSERVACION 2.6.6. En la definicién anterior, se permite el uso
de los simbolos “A” y “V 7 para denotar a la cuna y yunta, puesto
que estas operaciones satisfacen las propiedades del infimo y supremo
respectivamente con el orden dado en la Definicién 2.6.5

Las operaciones en definidas en 2.6.5 se pueden comparar de la
siguiente manera:

PROPOSICION 2.6.7. Sean o,7 € R-pr. Entonces, se tiene que
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oT o AT =0oVT=X(0:7)

DEFINICION 2.6.8. Sean [ una clase de indices, {0;}ic; € R-pry
M € R-Mod. Se define

1. La cuna arbitraria /\ o, POr (/\ o) (M) = ﬂ oi(M)

i€l i€l il
2. La yunta arbitraria \/ g, por (\/ o) (M) = Z oi(M)
iel iel iel

La cuna y la yunta definen prerradicales que tienen la propiedad
de ser el infimo y el supremo con el orden dado en la Definicién 2.6.4.
Asi, se tiene el siguiente resultado

PROPOSICION 2.6.9. (R—pr, X, V, A) es una gran reticula completa,

con elemento mayor el funtor identidad en R-Mod y elemento menor
el funtor cero de R-Mod.

OBSERVACION 2.6.10. Aunque R-pr en general no es distributiva,
se tiene que R-pr es modular. Ademads, el nombre de gran reticula
se debe a que R-pr satisface las propiedades de una reticula pero no
necesariamente es un conjunto.

PROPOSICION 2.6.11. (Ley Modular)
Sean o,7,n € R-pr. Entonces,

cX1=0V(TAN) =TA(cVn)
La siguiente proposicién muestra propiedades de distributividad

del producto y coproducto respecto a la conjunciéon y disyuncién
arbitrarias.

PROPOSICION 2.6.12. Dados I una clase de indices, {o;}ic; € R-pr
y T € R-pr, se tiene que

1. (/\O’Z')T = /\(O’ﬂ')

2. (\/ oi)T = \/(OiT)
3. (7 /\O'Z') = /\(T er)
4. (1: \/Ji) = \/(T L 0)

DEFINICION 2.6.13. Sea o € R-pr Se dice que :

1. o es idempotente, si 0> = 0.
2. 0 es radical, si (0 :0) =0
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PROPOSICION 2.6.14. Sea 0 € R-pr. Entonces, o es radical si y
sélo si o(M/o(M)) =0 para todo M € R-Mod.

EjeEmMpPLO 2.6.15. Dada A C R-Mod, se tiene que Tr4() es idem-
potente y Reja() es radical.

De ahora en adelante, R-id denotard la clase de todos los prerradi-
cales idempotentes y R-rad la clase de todos los radicales.

PROPOSICION 2.6.16. Sea I una clase de indices y {o;}icr € R-pr.
Entonces, se tiene que
1. Si{o;}ier € R-id, entonces \/O’i € R-id
i€l
2. Si{0;}icr C R-rad, entonces /\O’i € R-rad
i€l
LEMA 2.6.17. Sea 0 € R-pr. Si o(ES) = 0 para cada S € R-Simp
entonces o = 0.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € R-pr y M € R-Mod. Dado que Py =
H E'S genera la categoria R-Mod, se tiene que existe un monomor-
R-Simp
fismo f: M — (Py)X para cierto conjunto X y puesto que o es un
prerradical y f es mono, se obtiene que

o(M) =o(f(M)) <o ((F)") < ( I1 U(ES)) =0

R-Simp
Lo anterior demuestra que o(M) = 0 para cada M € R-Mod, es decir
o=0. U
2.6.2. Prerradicales alfa y omega.

DEFINICION 2.6.18. Sean M € R-Mod y N < M. Entonces, se dice
que N es un submodulo totalmente invariante de M si y sélo si para
cada f € Endgr(M) se tiene que f(N) < N.

EJEMPLO 2.6.19. Sea S € R-simp. Si f € Endgr(ES) entonces
f(S) =S, o bien f(S) = 0. De esta forma, se sigue S es totalmente
invariante en ES.

EJjEMPLO 2.6.20. Un ideal izquierdo I del anillo R es un submédulo
totalmente invariante de R si y s6lo si I es un ideal (bilateral) de R.

DEFINICION 2.6.21. Sea M € R-Mod y sea N un submédulo
totalmente invariante de M. Entonces para cada K € R-Mod se definen
los funtores
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aN(K) = {f(N)|f € Homp(M, K)},
Wi (K) = ({9 " (N)|g € Homp(K,M)}.

OBSERVACION 2.6.22. En la definicién anterior, se tiene que oY (K)

y w¥ (K) son submédulos de K. Més atin, oY y wh son prerradicales
sobre R.

OBSERVACION 2.6.23. Dados M, K € R-Mod, se tiene que
ar(K) =Y {f(M)|f € Homp(M, K)} = Try(K),
wy' (K) := ﬂ{ker 9lg € Homp(K, M)} = Reju(K).

Es claro que 0 y M son submoédulos totalmente invariantes de M.

OBSERVACION 2.6.24. En principio, ol y w¥ se podrian definir pa-

ra todo submdédulo N de M. Sin embargo, en caso de ser N totalmente

invariante en M, se cumple que a¥ (M) = N = wi (M).

A los prerradicales ad y wd! con N totalmente invariante en M se
les conoce como prerradicales alfa y omega respectivamente.

LEMA 2.6.25. Sea M € R-Mod y K, N submddulos totalmente
wnvariantes de M tales que K < N. Entonces,
ot <oy WM <M.

PROPOSICION 2.6.26. Sea M € R-Mod. Entonces, N es un

submodulo totalmente invariante de M si y solo si existe o € R-pr
tal que o(M) = N.

PROPOSICION 2.6.27. Sean M € R-Mod, N un submddulo total-
mente invariante de M y o € R-pr. Entonces, o(M) = N si y sélo si
a¥ <o < wi.

PROPOSICION 2.6.28. Sea A C R-Mod, entonces para cada K € R-
Mod, se tiene que

Tra(K) =Y aji(K) = (\/ axp)(K)
A A

Reja(K) = [wo' (K) = (/\ wo")(K)
A A
En particular,

1 =Trr-mod() = \/ ayg
R—Mod

0= Rejpmoa() = N\ wif

R—Mod

Se tiene ahora la siguiente proposicién
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PROPOSICION 2.6.29. Sea o € R-pr entonces
l.o= \/{oz%Mﬂ M € R-Mod}
2. 0 = Mw;(uyl M € R-Mod}

DEMOSTRACION. Considere o € R-pr. Entonces,
1. Sea M € R-Mod. Por la Proposicién 2.6.27 se tiene que
04(];\/([1\4) <o = w%M), de donde \/ aﬂ{M) =< 0. Por otro lado, si

R-Mod
L € R-Mod, por la Observacién 2.6.24 se sigue que

o(L) = by (L) < (Viasoa @an)) (1)
Demostrando asi la igualdad.
2. La desigualdad o = /\ w%M) se sigue nuevamente de la

R-Mod
proposicién 2.6.27. Aplicando la Observacién 2.6.24, si L € R-
Mod,

/\ witay(L) < wly(L) = o(L),
R-Mod

es decir, /\ w% )y = 0 con lo que se demuestra la igualdad.
R-Mod
O

LEMA 2.6.30. Sea 0 € R-pr. Entonces 0 =1 si y sdlo si 0(R) = R.

DEMOSTRACION. La necesidad es inmediata. Para la suficiencia,
suponga que o(R) = R. Puesto que R es un generador de la categoria
R-Mod, existe un epimorfismo f: RX) — M, con X un conjunto.
Ademas, como o € R-pr, se tiene

Pero,

O

Por tanto, o(M) = M para cada M € R-Mod y se concluye que
o=1.

PROPOSICION 2.6.31. R-pr es una gran reticula atémica. El con-
Junto de sus dtomos es

{agsl S € R-Simp}.
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DEMOSTRACION. Sea o € R-pr tal que o # 0. Por el Lema 2.6.17,
existe S € R-simp, tal que o(ES) # 0. Dado que S es totalmente

invariante en ES se tiene que af° < af(%s) y por la Proposicién 2.6.27
ES
Ay (Es) =o.

Sélo falta probar que £ es un 4tomo para cada S € R-simp. Para

esto, sea S € R-Simp y sea 7 € R-pr tal que 7 < of°. Entonces,
T(ES) =0 ya que
T7(ES) < oE5(ES) =S
y como S es simple, 7(ES) = 0.
Ahora bien, si S” € R-simp, con S % S. Entonces, 7(ES’) <
af9(S") = 0. Por tanto, por el lema 2.6.17, 7 = 0 y se finaliza la

prueba.
O

La demostracion del siguiente resultado es similar a la de 2.6.31

PROPOSICION 2.6.32. R-pr es una gran reticula coatémica. El
congunto de codatomos es

{WE| I un ideal mdzimo de R}.

Por otro lado, se tiene el siguiente resultado en cuanto a los
generadores y cogeneradores en la categoria R-Mod

PROPOSICION 2.6.33. G es un generador (cogenerador) de R-Mod
siy sdlo sia& =1. (Ww§ =0.)

TEOREMA 2.6.34. Sea 0 € R-pr. Entonces,

1. 0 € R-id si y sdlo si 0 = \/{adt| M € R-Mod,oc(M) = M}
2. 0 € R-rad si y sélo si o = N{w)!| M € R-Mod,a(M) = 0}

PROPOSICION 2.6.35. Sean {M;}icr, {N;}iecr € R-Mod. Entonces,
1. SiM = @ M;; N = @ N; y si N es un submddulo totalmente

iel iel
mvaritante de M entonces, para cada i € I, N; es un submaodulo
totalmente invariante de M;.
2. Si M = H M;; N = HNZ» y st N es un submdodulo totalmente
iel i€l
invariante de M entonces, para cada i € I, N; es un submaodulo
totalmente invariante de M;.

PROPOSICION 2.6.36. Sean {M;}icr, {N;}ier € R-Mod. Entonces,
1. Si M = @ M;; N = @ N; y st N es un submaddulo totalmente

iel icl
mvariante de M entonces
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\/ oz%? = a%
icl
2. Si M = H M;; N = HNi y st N es un submdodulo totalmente

i€l el
mvariante de M entonces

Pt =

el
DEMOSTRACION. Sean {M,}icr, {N;}ier € R-Mod. Entonces.
1. M = @MZ y N = @Ni. Por definicién se tiene que para

el el

cada K € R-Mod

oM (K) Z{ ) | fEHom(@Ml,K)}
i€l el
M; _ ‘ :
ar () =" { Nyl ge Hom (M, K) }
Para cada i € I, sean ¢; y m; las inclusiones y proyecciones

naturales. Entonces, para cada i € I y g € Hompg(M;, K) se
tiene que

g(Ni) = g o <€BN,> < ay (K)
i€l
As, \/aN <al.

Por otro lado, para cada f € H%m(@ M;, K) se tiene que
iel
f(@ N;) = Zf o (N;) < ZQAN{Z'(K
iel iel iel
As, \/ a%j > a% , con lo que termina la demostracion.
iel



Capitulo 3

Anillos semisimples y sus reticulas de prerradicales

3.1. Modbdulos semisimples

En esta seccién R continuara siendo un anillo asociativo con unidad
y por “modulo”se entendera R-modulo izquierdo.

Este capitulo pretende dar a conocer propiedades generales que se
tiene en los anillos semisimples en cuanto la descomposicién de los
modulos en la categoria R-Mod y su clase R-pr, mostrando que una
propiedad caracteristica de un anillo semisimple es que todo R-moédulo
sea semisimple. Estos anillos seran estudiados en la seccion 3.2 donde
se mostrara el Teorema de Wedderburn-Artin, que caracteriza este
tipo de anillos como un producto directo finito de anillos de matrices
con coeficientes sobre un anillo con divisiéon. Este importante teorema,
dard una herramienta muy valiosa para poder tener caracterizaciones
sobre la estructura reticular de R-pr.

Se puede decir que el objetivo de este capitulo es tener una motiva-
cién para extender estos resultados tomando en cuenta en un estudio
posterior a los anillos puro-semisimples. Esto es, jqué se puede decir
acerca de R-Mod y de R-pr cuando R es puro-semisimple? (Algunas
respuestas seran encontradas en el capitulo 4)

Recuerde que un médulo g7 # g0 es simple si S(g7) = {0,T'}.

Un modulo simple puede ser caracterizado en R-Mod como un
moédulo no cero T tal que todo R- morfismo no cero T'— N (N — 1))
es un monomorfismo (epimorfismo).

PROPOSICION 3.1.1. Un R-mddulo izquierdo T es simple si y sdlo
st T = R/I para algin ideal izquierdo mdzimo I de R.

DEFINICION 3.1.2. Si M es un médulo tal que
Moy
iel
con T; simple para cada ¢ € I, entonces M se dice semisimple.

Claramente, todo médulo simple es semisimple, entonces para todo
anillo no trivial siempre existen modulos semisimples.

37
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DEFINICION 3.1.3. Se dice que una familia {N;};c; de submddulos
de M es independiente si para todo j € J

N; N (Z N;) = {0}
s}
En ese caso se dice Z N; es directa y se denota @ N;.
I I

LEMA 3.1.4. Si M es un modulo tal que
I
iel
con T; stmple para cada i € I,
Entonces existe un conjunto J C I tal que M = @Tj
jeJ

DEMOSTRACION. Considere la familia de familias

A={{T;}jeslJ C1y{T;}je; esindependiente}

A es de caracter finito, pues {7;};,J C I es independiente si y sélo
si cada subfamilia finita es independiente. Por el Lema de de Tukey!,
existe una familia independiente méxima en A, dendtese por {7}},.

Entonces, @ T; < M. Para demostrar la inclusién reciproca, basta ver
jeJ
que para todo 1 € I,T; C @ T;. Si esto no ocurriera, entonces existe

J
i€ I\ Jtal que T; N @TJ = {0}, debido a que T; es simple. Pero

J
entonces {7}, U{T;} seria independiente, lo cual es una contradiccién.
Portanto,M:ZEQEBTj. O
I J

LEMA 3.1.5. Si M es un mddulo tal que
M=)T,
iel
con T; simple para cada i € I,
Entonces para cada submodulo K de M, existe un subconjunto
J C I tal que {T}};es es independiente y

M=Ke(@PT)

jed

1E] Lema de Tukey afirma que todo conjunto de caracter finito tiene elementos
mAaximos.
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DEMOSTRACION. Sea K un submédulo propio de M. Por el Lema
2.1.3 existe I' C I tal que M = @Ti. Considere
i€l
S={XCI: Kn@T. ={0}}
rzeX

Dado que K es propio, existe ig € [ tal que T;, € K, por tanto
T;,, N K = {0}. Se puede verificar que S satisface las hipdtesis del
Lema de Zorn 1.2.11 y por tanto existe J un elemento maximo de S.

Ademas, se tiene que (@ T;) N K = {0}, por lo que K esta en suma
directa con los T} con jJEGJJ. Por otro lado, es claro que
Prexcm
jed
Sélo falta probar que M C @TJ @ K, para finalizar la prueba.

jed

Sea T; con i € I. Como T; N (@T] EBK) es un submédulo de Tj,
jeJ
debe ser igual a T; pues es simple; ya que si T; N (@T] e K) = {0}
jeJ
contradice el hecho de que J es maximo. Por tanto,
M=PTeK
jeJ
O

PROPOSICION 3.1.6. Si un R-mddulo M es generado por un conjun-
to indicado {T;}ier de submddulos simples, entonces para algin J C I

v=@r,
jeJ
DEMOSTRACION. En el Lema 3.1.5 tome K = 0. O

PROPOSICION 3.1.7. Sea M un R-mddulo semisimple con descom-
posicion semisimple M = @Tz Si
I

0— K -1y M- N—50

es una sucesion exvacta corta de R-modulos, entonces la sucesion se
escinde y tanto K como N son semisimples. De forma madas precisa,
eziste un subconjunto J C I e isomorfismos



40 3. ANILLOS SEMISIMPLES Y SUS RETICULAS DE PRERRADICALES

NPT, v K= P T

JjeJ ke I\J

DEMOSTRACION. Dado que Im f es un submddulo de M, por el
Lema 3.1.4 existe un subconjunto J C [ tal que M = (Im f)®(PBjes1}).
Por tanto, la sucesién se escinde y N = M/Im f = @,c,1;. Pero,
M = (®rer/sTi) ® (DjesT;) y asi

K=Imf= P Ty

kel)J
O

El resultado anterior es muy importante ya que garantiza que
todo submoddulo y todo moédulo factor de un mdédulo semisimple es
semisimple. Mas aun, todo submdédulo es un sumando directo.

COROLARIO 3.1.8. Sea {T;}ier un conjunto indicado de submddulos
simples de M. Si T es un submddulo simple de M tal que
TN T)#0
icl
Entonces existe i € I tal que T =T;.

DEMOSTRACION. Si T es simple y (Z T,) N T # 0, entonces
il

T < Zﬂ De donde, M =} .., T; es semisimple, asi por Lema 3.1.4

iel
existe J C I tal que M = @®;c;T}; y aplicando la Proposicién 3.1.7 se
obtiene el resultado. U]

TEOREMA 3.1.9. Para un R-modulo izquierdo las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) M es semisimple

(b) M es generado por mddulos simples

(¢) M es la suma de algin conjunto de submddulos simples

(d) M es la suma de sus submddulos simples

(e) Todo submddulo de M es un sumando directo

(f) Toda sucesion exacta corta

0O >K—-M-—N-—=0
de R-mddulos se escinde.
DEMOSTRACION. La implicacién (a) = (f) es por proposicién

3.1.7, (f) = (e) es por Proposicién 2.1.5 y (b) = (a) es por Proposicién
3.1.6. Ademsds (b) < (c¢) < (d) son sencillas de comprobar. Finalmente,
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(e) = (d). Suponga que M satisface (e). Se afirma que todo
submoédulo no nulo de M contiene un submodulo simple. En efecto,
sea x # 0 en M. Entonces, como Rz es finitamente generado, Rx tiene
un submdédulo maximo, H. Aplicado (e), se tiene que M = H & H' para
cierto H" < M. Aplicado la ley modular, Rx = ReNM = HS(RxNH')
y ReNH' = Rx/H es simple. Por lo tanto, Rz contiene un submédulo
simple.

Ahora bien, considere N como la suma de todos los submddulos
simples de M. Entonces, aplicado (e), M = N@& N’ para cierto N’ < M.
Dado que N N N’ =0, N’ no contiene ningtin submaodulo simple, pero
esto implica que N’ =0, y por tanto M = N. O

PROPOSICION 3.1.10. Un R-mddulo M es semisimple si y sdlo si
Soc(M) = M.

DEMOSTRACION. Es de forma directa por la Proposicién 2.5.1. [

PROPOSICION 3.1.11. Si M es un R-mddulo semisimple, entonces
Rad M =0

DEMOSTRACION. Consecuencia de la Proposicién 2.5.7. U

PROPOSICION 3.1.12. Las siguientes condiciones son equivalentes
para un modulo semisimple M.

(a) M es fintamente cogenerado
(b)y M =T, & ...®7T, conT; simple para cada i =1,..,n.
(¢) M es finitamente generado

La siguiente proposicién caracteriza los modulos semisimples por
medio de las condiciones de cadena

PROPOSICION 3.1.13. Para un mdédulo M las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) Rad M =0 y M es artiniano
Rad M =0 y M es finitamente cogenerado
M es semisimple y finitamente generado

simples

DEMOSTRACION. (a) = (b) es evidente, pues ya que M es artiniano
entonces todo mdédulo cociente de M es finitamente cogenerado y
(d) = (c) se debe que al ser M noetheriano todo submdédulo de M
es finitamente generado.

(b) = (e). Suponga que se cumple (b), entonces por la Proposicién
2.5.8 se tiene que M es finitamente cogenerado por la clase de médulos
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simples y como M es finitamente cogenerado se obtiene que M es
isomorfo a un submoédulo de un producto finito P de médulos simples.
Dado que el producto finito es equivalente a una suma directa, se tiene
que P es semisimple y se obtiene el resultado.

(¢) < (e) por la proposicién 3.1.12

(e) = (a) y (e) = (d). Suponga que se cumple (e). Entonces M
es semisimple y por la Proposicion 3.1.11, se tiene que Rad M = 0.
Ademads, todo médulo simple es artiniano y noetheriano y por el
Corolario 2.3.6 se obtiene el resultado. U

COROLARIO 3.1.14. Para un modulo semisimple M las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) M es artiniano;

(b) M es noetheriano;

(¢) M es finitamente generado;

(d) M es finitamente cogenerado.

3.2. Anillos semisimples

DEFINICION 3.2.1. R se llama anillo semisimple si el médulo
regular zp R es semisimple

Un paso importante para el estudio de la clase de anillos semisim-
ples, es el Teorema de Wedderburn-Artin, pero para llegar a éste, se
necesitan algunos resultados previos:

LEmMA 3.2.2. (Lema de Schur) Si g7 es un mddulo simple,
entonces End(rT) es un anillo con division.

La siguiente proposicién garantiza que todo anillo simple artiniano
es semisimple. También se sigue que cualquier suma directa de anillos
semisimples es semisimple. En efecto,

PROPOSICION 3.2.3. Para un anillo R las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) R tiene un generador simple izquierdo

(b) R es simple y artiniano izquierdo

(¢) Para algin simple gT, R = T™ para algin n.
(d) R es simple y rR es semisimple.

Lo anterior tiene como consecuencia a uno de los mas importantes
teoremas de estructura en Teoria de Mdédulos:

TEOREMA 3.2.4. (Teorema de Wedderburn-Artin)
Un anillo R es semisimple si y solo si R es el producto directo de
un numero finito de anillos simples artinianos.
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El teorema anterior se puede enunciar en una forma mas completa
y detallada dada por el siguiente:

TEOREMA 3.2.5 (Wedderburn-Artin. Estructura de un ani-
llo semisimple). Sea R un anillo semisimple. Entonces R contiene
un conjunto finito Ty, Ts, ..., T,, de ideales izquierdos minimos que com-
prenden un conjunto irredundante de representantes de los R-mddulos
simples izquierdos. Mas atun, para cada elemento de este conjunto, la
componente homogenea

Trr.(R) = RT;R para cada i = 1,2,...,m.

son anillos simples artinianos y R es el producto directo de anillos

R=][RT:Rr
i=1
Finalmente, T; es un generador simple para el anillo RT;R vy
RT;R =M, (D;)
donde, n; = ¢(RT;R) y D; = End(gT;) para cada i =1,...,m.

OBSERVACION 3.2.6. Las demostraciones del Lema de Schur, el

Toerema de Wedderburn-Artin pueden ser encontradas en la seccidén
13 del capitulo 4 de [1].

PROPOSICION 3.2.7. Para un anillo R las siguientes condiciones
son equivalentes

(a) R es semisimple

(b) R tiene un generador semisimple izquierdo

(¢) Toda sucesion exacta corta

0O—+K—-M-—L—=0
se escinde.
(d) Todo R-mddulo izquierdo es semisimple

Mas aun, todas las afirmaciones se mantienen y son equi-
valentes si se cambia “izquierdo”por “derecho”

DEMOSTRACION. Por el corolario 3.2.6 es suficiente probar la equi-
valencia usando el lado izquierdo en las condiciones.
(a) = (b). Tome grR.
(b) = (d). Existe un epimorfismo, R®*) — M — 0 donde X es un
conjunto. Aplicando Proposicién 3.1.6 se obtiene (d).
y (d) = (¢) = (a) es el Teorema 3.1.8
U

COROLARIO 3.2.8. Para un anillo R las siguientes condiciones son
equivalentes:



44 3. ANILLOS SEMISIMPLES Y SUS RETICULAS DE PRERRADICALES

(a) R es semisimple
(b) Todo monomorfismo en rRM se escinde
(¢) Todo epimorfismo en gM se escinde.

Finalmente, en cuanto a los anillos semisimples y a su categoria
de R-modulos se puede decir lo siguiente, sintetizado en el siguiente
teorema:

TEOREMA 3.2.9. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un anillo R :

(a) R es semisimple

(b) Todo R-mddulo es semisimple

(¢) Todo R-mddulo es inyectivo

(d) Toda sucesion exacta de R-mddulos se escinde
(e) Todo R-mddulo es proyectivo

DEMOSTRACION. (a) = (b), Si R es semisimple como médulo, dado
que R genera a R-Mod entonces por la Proposiciéon 3.1.7 se tiene que
todo R-moédulo es semisimple.

(b) = (c). Si M es un médulo, entonces M puede ser sumergido en
un moédulo inyectivo E. Pero, por el Lema 3.1.5 M es un sumando de
E, y por tanto es inyectivo.

(¢) = (d). Por la Proposicién 2.2.17.

(d) = (e). Si M es un médulo, existe una sucesién exacta 0 — K —
F — M — 0 con F libre. Dado que esta sucesion se escinde, M es un
sumando directo de un libre y por tanto es proyectivo.

(e) = (a). Si I es un ideal de R, entonces R/I es proyectivo por
hipétesis. Por la Proposicion 2.2.12, I es un sumando de R. Luego
por el Teorema 3.1.9, R es semisimple como R-moédulo y por tanto
semisimple. O

3.3. Prerradicales en anillos semisimples

En esta seccién se caracterizan ciertas clases de anillos por medio
de la estructura de la gran reticula R-pr.
Se inicia el estudio de prerradicales con anillos simples artinianos.

TEOREMA 3.3.1. R es un anillo simple artiniano si y solo si R-pr
es una reticula trivial.

DEMOSTRACION. Suponga que R es un anillo simple artiniano. En-
tonces, por la Proposicién 3.2.3, R tiene un generador simple izquierdo
T. Sean 0 € R-pr y M € R-Mod, por las proposiciones 3.1.7 y 3.2.3 se
tiene que M =2 TX) para cierto conjunto X. Asi,
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o(M) = (o(T))™

Lo anterior es valido para cada M € R-Mod y por tanto o estara de-
terminado por su valor en T'. Dado que T es simple, entonces (7)) = 0
60(T)=T.Sio(T)=0,seobtiene 0 =0y o(T) =T entonces o = 1.

Reciprocamente, suponga ahora que R-pr es una reticula trivial,
esto es, R-pr = {0,1}. Considere S € R-simp, entonces como S =
ag(S) y S # 0, esto prueba que g # 0 y por tanto a2 = 1. Aplicando
la Proposicién 2.6.33, S es un generador simple izquierdo de la categoria
R-Mod y asi R tiene un generador simple izquierdo lo cual implica por
la Proposicion 3.2.3 que R es simple y artiniano. 0

El siguiente teorema caracteriza los anillos semisimples artinianos

TEOREMA 3.3.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un anillo R :

(a) R es un anillo semisimple artiniano
(b) R-pr es una reticula booleana finita

(¢) Para cada o € R-pr, 0 = \/{ozg(s)| ag(s) <o}
(d) 1= \/{ozg(s)| S € R-simp}

DEMOSTRACION. (a) = (b). Dado que todo R-mddulo es semi-
simple, entonces todo prerradical es determinado por sus valores en
R-Simp y por tanto R-pr es una gran reticula isomorfa a la reticula de
subconjuntos de R-Simp. De ahi, R-pr es finita y booleana.

(b) = (¢). En una reticula booleana y atémica, cada elemento es
la unién de los atomos debajo de él y lo mismo ocurre en una gran
reticula booleana atémica.

(¢) = (d). Es inmediato.

(d) = (a). 1 = Socp.gimp entonces, R = Socp.gimp(R) y por tanto R
es semisimple artiniano. O

COROLARIO 3.3.3. R es un anillo semisimple artiniano si y sélo si
[ Wi es una reticula booleana finita para cada M € R -Mod y cada
submaodulo totalmente invariante N de M.

EJEMPLO 3.3.4. R es un anillo simple artiniano si y sélo si R-pr es
la reticula trivial dada por
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EJEMPLO 3.3.5. Si R es un anillo semisimple y R-simp = {S, 7'},
con S # T, entonces la reticula de prerradicales, R-pr, viene dada por

Es/l\ ET
N,/

EJEMPLO 3.3.6. Sea R es un anillo semisimple tal que | R-simp| = 3.
Suponga que R-simp = {S,T,U}, entonces existen ideales izquierdos
méximos I, J, K de R tales que S = R/I,T = R/Jy U = R/K. De
esta forma la reticula de prerradicales queda descrita de la siguiente
forma:

R
Wi
U

(X

E
ay

0

Del Teorema 3.3.2, se sabe que si un anillo es semisimple entonces su
reticula de prerradicales resulta booleana finita. Una forma alternativa
de probar este resultado es utilizando el Teorema de Wedderburn-Artin
3.2.5 y otros resultados que seran enunciados a continuacion:

TEOREMA 3.3.7. Sea R = HRi donde R; es un anillo para

=1

i=1,2,...,n. Entonces R-pr = H(Ri—pr) (como producto de reticulas)
i=1

DEMOSTRACION. La demostracién de este resultado puede ser
encontrada en el Teorema 1.118 de [12] y estd basada en la estructura
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de los médulos en R-Mod respecto a los médulos en R;-Mod. (También
se puede consultar [3].) O

TEOREMA 3.3.8. Si R y S son Morita equivalentes (R-Mod es una
categoria equivalente a S-Mod) entonces R-pr = S-pr. (como reticulas).

DEMOSTRACION. La demostracién de este resultado puede ser
encontrada en el Corolario 3.2 de [8], la cual se basa en el Teorema
3.1 de [8], que afirma que todo par adjunto (F,G): R-Mod — S-Mod
induce una conexién de Galois (p,v): R-pr — S-pr, donde ¢ y ¢
presevan el orden. De esta forma, el Corolario 3.2 de [8], usa el hecho
de que una equivalencia es un caso especial de par adjunto, y prueba que
@ v 1 son morfimos inversos uno de el otro, obteniendo el isomorfismo
de reticulas entre R-pr y S-pr. O

COROLARIO 3.3.9. En particular, si R = M,(S) (como anillos)
entonces R-pr = S-pr (como reticulas).

El Teorema 3.3.7 proporciona una demostracion alterna de la
equivalencia entre las condiciones (a) y (b) del Teorema 3.3.2.

COROLARIO 3.3.10. R es un anillo semisimple artiniano entonces
R-pr es una reticula booleana finita.

DEMOSTRACION. Suponga que R es semisimple artiniano, entonces
por el Teorema de Wedderburn-Artin (3.2.5)

R f[ M,.(D;)
=1

Donde n; es un entero y D; un anillo con divisiéon para ¢ = 1,..,n.
Ahora, por los teoremas 3.3.7 y 3.3.8 se tiene que

(3.3) R-pr = H(Di—pr)

Donde el producto de la izquierda hace referencia al producto de
reticulas (ver seccion 1.2).

Ahora bien, si D es un anillo con division y M es un D-médulo
entonces M = D) para cierto conjunto X. De esta forma, todo
prerradical en D-pr estda determinado por su valor D, los cuales son
0 6 D. Esto prueba que la reticula de prerradicales para un anillo con
divisién resulta ser la reticula trivial. Por lo anterior y la parte (3.3),
se tiene que R-pr es el producto finito de reticulas de triviales y por
tanto es una reticula booleana finita.

U






Capitulo 4

Anillos puro-semisimples y su reticula de
prerradicales

4.1. Producto tensorial de modulos

Se considerara a R un anillo asociativo con 1. Esta seccion es
s6lo una herramienta introductoria poder definir los médulos planos y
sucesiones exactas puras en términos del producto tensorial por lo que
mas contenido en detalle y demostraciones de resultados presentados
aqui pueden ser encontrados en el capitulo 10 y 11 de [5].

DEFINICION 4.1.1. Considere gk N, Mg y G un grupo abeliano. Una
funcion 5: M x N — G es R-balanceada si
1. B(mq + mg,n) = B(my,n) + B(ma,n) para todo my,ms € M y
n € N.
2. B(m,ny + ng) = B(m,ny) + f(m,ny) para todo m € M y
ny,Ng € N.
3. B(mr,n) = B(m,rn) para todom € M,n € N y r € R.

DEFINICION 4.1.2. Un producto tensorial entre Mp v rN es un par
(T, 7) donde T es un grupo abeliano y 7: M x N — T es una funcién
R-balanceada que cumple la propiedad universal: Para cada funcién
R-balanceada f: M x N — G existe un tnico morfismo f: T — G de
grupos abelianos tal que el siguiente diagrama conmuta

T
|
/ !
Y
MxN——C
B
Lo anterior dice que 7: M x N — T" es un objeto inicial de cierta

categoria.

TEOREMA 4.1.3. Si existe el producto tensorial. éste es unico salvo
1S0morfismos.

DEMOSTRACION. Todo objeto inicial es tinico. U

TEOREMA 4.1.4. El producto tensorial de modulos existe.
49
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DEMOSTRACION. Ver capitulo 10 de [5] O

Ahora bien, dados los R-médulos Mz vy gN. El producto tensorial
ente Mr y rN sera denotado por M ®pr N. Si el anillo es claro, se
denotara por M ® N.

PROPOSICION 4.1.5. Considere Mp y rN. Entonces:

(1) M @ R= Mg

(2) Rer N =2z N

(3) Si se tiene que sMp y rNg entonces M @gr N = N ®@g M como
grupos abelianos.

(4) Si se tiene gNp, entonces (M @g N) @r L = M Qg (N &1 L)
como grupos abelianos.

DEMOSTRACION. Las partes (1) y (2) son consecuencias del Teo-
rema 1.12 de [22]. La parte (3) de deriva del Corolario 1.9 de [22] ¥
finalmente (4) es el Teorema 14, pagina 371 de [5]. O

TEOREMA 4.1.6. Si I < R es un ideal y gM, entonces R/1 @ M =
M/IM.

DEMOSTRACION. Es el Ejemplo 8 de la pagina 370 de [5]. O

TEOREMA 4.1.7. Sean {M,}icr una familia de R-mddulos derechos
y {N,};es una familia de R-mddulos izquierdos. Sean Mp = EB M; y

iel
rN = EB N;. Entonces,
jet
M @r N =P EPM; @r Ny)
jeJ iel
DEMOSTRACION. Ver el Teorema 17, pdgina 373 de [5]. O
COROLARIO 4.1.8. R M) = (R M)D = M0
DEMOSTRACION. Es consecuencia del Teorema 4.1.7. O

4.2. Limites directos en R-Mod

Mas contenido acerca de esta seccién puede ser consultada en [22].
Ademas parte del contenido de esta seccion y la siguiente pueden ser
consultadas en [20].

DEFINICION 4.2.1. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es
dirigido superiormente si para todo p,q € P, existe r € P tal que
p,q < r.Si M es una categoria y I es un conjunto dirigido, se dice que

una pareja ({M;}ier, {M; ELN M;}j<i) es un sistema dirigido en M si
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cada M; € M, y f;; es un morfismo en M para todo i < j con las
siguientes propiedades:

1. fii es la identidad en M.
2. fik = fjr o fij para todo i < j < k.

Se abreviara el sistema ({Mi}iGD {Mz A Mj}jgi) por {MZ, fz]}

EJEMPLO 4.2.2. Sea gM un R-modulo izquierdo. Entonces, el par

{N < M| N esfg} {K Lt L}) donde fxp es la inclusidn, es
un sistema dirigido, ya que, si K, L < M son finitamente generados,
entonces K, L — L& K <y, M.

DEFINICION 4.2.3. Un cono definido desde el sistema dirigido

({M;}ier, {M; ELN M,};<;) hacia un conjunto X es una familia de

morfismos {M; N X} tal que si @ < j entonces ¢; = v, o f;;. Es
decir, si ¢ < 7, entonces el diagrama

fij Mj
X

M;

conmuta.

El limite directo puede ser definido en una categoria arbitraria C
por medio de una propiedad universal.

DEFINICION 4.2.4. Sea (X, fi;) un sistema dirigido de objetos y
morfismos de C. El limite directo de ese sistema es un objeto X en C
junto con morfismos ¢;: X; — X que satisfacen ¢; = ¢; o f;;. El par
(X, ¢;) debe ser universal en el sentido de que para cualquier otro par
(Y, ;) existe un inico morfismo u: X — Y que realiza que el siguiente
diagrama

conmute para todo 7,7 € I.
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El limite directo es a menudo denotado como X = lim X, cuando el
sistema directo (X;, fi;) se entiende. Por otra parte, cabe mencionar que
el limite directo se puede ver como el objeto inicial de cierta categoria.

EJEMPLO 4.2.5. El sistema dirigido ({N <, M} {K & L}) del
ejemplo 4.2.2. tiene limite directo. Mas atn, hg{N <pg M} =M.
Considere el cono

LKL I
rA

para el sistema ({N <y, M} {K iy L}) y para cada x € M, el
diagrama

K

LRx,L

Rz L

rA

Defina h: M — A como h(z) = g, (z), estd bien definido, pues si
x €N <4 M, entonces Rr — N,y

LRx,L

Rz L

A

conmuta y ¥g;(x) = ¥y (z). Ademads resulta que h es el inico morfismo
que hace conmutativo el diagrama

K

LKL I
yi 7
VK ]\|4 YL
A
Y
A

Por tanto, hg{N <pg M} =M.

Se puede formular el resultado del ejemplo anterior en la siguiente
proposicion:
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PROPOSICION 4.2.6. Todo R-mddulo es el limite directo de sus
submodulos finitamente generados.

Los limites directos no siempre existen en todas las categorias. sin
embargo, la categoria R-Mod si es cerrada bajo limites directos.

TEOREMA 4.2.7. Todo sistema dirigido {M;, ;;} de R-mddulos
tiene limite directo.

DEMOSTRACION. Para cada i € I, sea t;: M; — @ M; la i-ésima
inclusién en la suma. Defina

ling M, = (D M)/,
Donde S es el submdédulo generado por todos los elementos ¢; fi;(m;) —
t;(m;), donde m; € M; y i < j. Si se define ahora, 1: M; — thl por
m; — t;(m;) + S, entonces se puede verificar de manera directa que se
satisface la propiedad universal del limite directo. O

Los elementos de li lg N; seran denotados por n. El siguiente teorema
establece la relacién entre los limites directos y el producto tensorial.

TEOREMA 4.2.8. M ® _ conmuta con hﬂ{—} Es decir, M ®

DEMOSTRACION. Sea ({rN;}s, {N — N, }i<j) un sistema dirigi-

do de R-médulos y {N; — SN lg{Nz}} su limite directo. Al tensar con

RM se obtiene un nuevo sistema dirigido ({M ® N;};, {M @ N; 1M®f”

N;}i<i), y un cono {M & N; M ® h_n;{N}} Para ver
que M ® lﬂ{N } tiene la propiedad universal del limite directo, si
{M ® N; —> X} es otro cono, basta definir la funcién bilineal
v: Mxlg{]\f} — X, como y(m, nz) vi(m®&mn;). Luego por la propie-

dad universal del producto tensorial, hay un tnico M ® hg{Nl} 5 X
tal que ¥ o ® = . Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

L ®fis
M® N, M fij M®Nj

y se concluye que M ® 1‘113{]\7,} &~ I_HE{M ® N;}. O
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PROPOSICION 4.2.9. Sea I un conjunto dirigidio. Suponga que hay
una familia de morfimos de sistemas directos sobre I

1K, @ij} - {Miywij} = {Nz‘,%‘j}
tal que
0— K; 5 M; 2 N; >0
es exacta para cada © € I. Entonces, hay una sucesion exacta de
modulos

0%@&%@%@@M%0

DEMOSTRACION. Suponga que x € lim K; y que {z=0en limy M;.
Sea lim K; = (B K;)/S ysea \: K; — @ K; la i-ésima inclusién; sea
lim M; = (P M,)/T y pi: M; — @ M; la i-ésima inclusién. Entonces,

x=Na;+Sy ? (x) = pitia; +T. Dado que ? (x) =0, existe j > i con
Yi;tia; = 0. Como t es un morfismo entre sistemas directos, se tiene que
tjpija; = 0. Pero, t; es mono, de donde ¢;ja; = 0y asi x = N\ja; +S = 0.
Esto prueba que ¢ es mono. La demostracién de que s es epi puede ser
encontrada en [22]. O

4.3. Moddulos planos y sucesiones puras

La mayoria de los resultados presentados en esta seccion fueron
tomados de [1], [5] y [22].

DEFINICION 4.3.1. Mg es plano si M ®p _ es un funtor exacto. Es
decir, si M ®p __ es exacto izquierdo.

EJEMPLO 4.3.2. Rp es plano pues R ®p _ = Id. Es decir, para
cada R-modulo M se tiene que R ®@r M = M.

TEOREMA 4.3.3. @, ; P es plano si y solo si cada Py es plano.

DEMOSTRACION. En primer lugar, note que si {fx: A}, — A}
es una familia de morfimos, existe un tinico morfismo & f;: @ A} —
P Ay con > a) — > f(a)); Més ain, @f;, es mono si y sélo si cada
fr es mono.

Suponga que f: M — N es mono. Luego, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

1f

(D FP) @M (@ P.) ® N
B M) —2 . B(po N)



4.3. MODULOS PLANOS Y SUCESIONES PURAS 55

donde 1; = 1p, y los morfismos verticales son isomorfismos. Por la
indicacién inicial, se tiene que 1® f es mono si y sélo si 1 X f es mono,
esto es, @ Py es plano si y sélo si cada Py, es plano O

COROLARIO 4.3.4. Los maddulos libres son planos

DEMOSTRACION. Dado que todo médulo libre es isomorfo a una
suma directa del anillo, aplicando el Teorema 4.3.3 y el Ejemplo 4.3.2
se tiene el resultado. O

COROLARIO 4.3.5. Los maddulos proyectivos son planos

DEMOSTRACION. Si un mdédulo M es proyectivo entonces es su-
mando directo de un modulo libre y por el Teorema 4.3.3 se tiene que
M es plano. O

TEOREMA 4.3.6. El limite directo de un sistema de modulos planos,
es plano.

DEMOSTRACION. Sea ({P;}1,{P; EEN P;}i<;) un sistema dirigido
de R-médulos planos v 0 — L 5 M exacta. Se quiere probar que
L® @{R} M ® hﬂ{Pz} es mono. Dado que cada P; es plano,

®Idp,
para cada ¢ € I, se tiene que 0 - L ® P, M ® P; es exacta. Por

otro lado, se sabe que L X h&{Pz} ~ h_ng{L ® P;} y lo mismo para M,
asi se tiene el siguiente diagrama:

l®a; ®a;
0 L®Pi®'—><ﬂ()® M® P,
l®ai'—>l®ail ch(l)@ag—)cp(l)@ai
lin{L ® P;} — lim{M & F}}
Si p(l)®a; = 0 entonces, por la contruccién del limite directo,
o) ® a; = Z(Ljfij(xi) — 1i(z;)) € &{M ® P;} par aun ntimero
i<y

finito de indices. Proyectando sobre el i-ésimo sumando, ¢(l) ® a; =
vifij(z;) — wi(x;) = 2 —x; = 0y como ¢ ® Idp, es mono, entonces
[®a; =0y asi l®a; = 0. De esta forma lim{L ® F;} — lim{M ® P;}
es mono y también lo es L ® @{R} - M® @{H} Asi se concluye
que hg{Pl} es plano. O

COROLARIO 4.3.7. Si todo submddulo finitamente generado de M
es plano, entonces M es plano
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.2.6. se sabe que todo médulo
es el limite directo de sus submoédulos finitamente generados, y por el
Teorema 4.3.6, se obtiene el resultado. 0

DEFINICION 4.3.8. Una sucesién exacta 0 — K — L — M — 0 es
pura si para todo R-moédulo derecho Ag, la sucesion 0 -+ AQK — ARQL
es exacta. Es decir, 0 = A® K - AQ L — A® M — 0 es exacta (La
exactitud de la derecha siempre se tiene).

DEFINICION 4.3.9. Un submddulo N de un R-médulo M se llama
submaodulo puro de M en el caso de que la sucesion exacta 0 — N —
M — M/N — 0 sea pura.

En el capitulo 4 de [15], se muestra una equivalencia a la definicién
anterior:

PROPOSICION 4.3.10. N es puro en M si y sélo si para un sistema
n

finito de ecuaciones lineales Zrijxj =a;,1 <j <m, donder; € R
j=1

y a; € N, si el sistema tiene solucion (s, ..., s,) € M™, también tiene

solucion (ty,...,t,) € N™.

DEFINICION 4.3.11. Un R-médulo pE se dice puro-inyectivo si g E
tiene la propiedad de inyectividad relativa a la clase de sucesiones
exactas puras izquierdas.

Dado que todo R-mddulo es limite directo de sus submddulos fini-
tamente generados y los limites directos preservan monomomorfismos,
se tiene entonces el siguiente teorema:

TEOREMA 4.3.12. Una sucesion evacta 0 - K — L — M — 0
es pura si y solo si para todo Fgr finitamente generado se tieme que
0= FRK—=>F®L—=>F®M — 0 es exacta.

El siguiente teorema es una caracterizacion para médulos planos:

TEOREMA 4.3.13. Sea rP un mddulo. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) grP es plano

(b) Toda sucesion 0 - K — L — P — 0 es pura

(c) Existe una sucesion 0 — M — N — P — 0 pura con N plano.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea 0 =+ K — L — P — 0 exac-
ta. Por el Teorema 4.3.8 se medird la pureza en modulos finitamente
generados. Sea Fj finitamente generado, por definicion hay una suce-
sion exacta 0 - K — R — F — 0. Dado que P y R" son planos y
R"® M = M™ para todo R-moédulo M, se tiene el siguiente diagrama:
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0
fr=d dr—e
K®A K®B—K®P——0
frg d—c e—0=e=0
0 An b—c B c—0 pn 0

g—c=>b=g=a=0
b—a c—0

0-->FRA—""Y _ F®B—F®QP—>0

0 0 0

Se quiere probar que F'® A — F ® B es mono, pero esto se ve
haciendo la persecuciéon de elementos en el diagrama.

(b) = (c). Dado que R es un generador de R-Mod, entonces
se tiene la exactitud de R¥) — P — 0, para cierto conjunto X.
Si K es el Ker de dicho epimorfismo, entonces se tiene que existe
0 —- K — RX) — P — 0 es exacta pura por hipétesis y ademas R™Y)
es plano.

(¢) = (a). Considere 0 — I — R — R/I — 0. Al aplicar el funtor
Id ® , a la sucesion de la hipdtesis se obtiene:

0 0
|
|

e \
0T M—"1 JeN%IeP—=0

fce=f=b=a=0

e—d b—c a—0

0 M d—c N c—0 P 0

d—d c—0

0——= M/IM N/IN —= P/IP —=0

d—0=d=0

0 0 0

Pues, R@ _=1Idy R/I ® A= A/IM para todo R-médulo A. Lo
que se quiere es mostrar que I ® P — P es mono para lo cudl se verifica
la persecucion de elementos. O
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LEMA 4.3.14. Sea rE es cogenerador inyectivo en R-Mod. Entonces
0 —r N —r M es exacta si y sélo si Homg(M, F) — Hompg(N, E) —
0 es exacta.

Recuerde que un R-médulo M es inyectivo si y sélo si Hom(_, M)
es exacto derecho, por lo tanto manda monos a epis.

TEOREMA 4.3.15. Sea rE cogenerador inyectivo y rPs, entonces
Ps es plano si y solo si s Hom(P, E) es inyectivo.

DEMOSTRACION. Suponga que Pg es plano, se probard que Hom(P, F)
es inyectivo. Considere 0 — N — M exacta; dado que Ps es
plano, entonces se tiene la exactitud 0 - P N — P ® M y co-
mo F es un cogenerador inyectivo, por el Lema 4.3.13 se tiene que
Hom(P ® M,E) — Hom(P ® N,E) — 0 es exacta. Pero, se sabe
que Hom(P ® M, F) = Hom(M,Hom(P, E)) y lo mismo para N (par
adjunto). De esta forma, se obtiene que Hom(P, F) es inyectivo.

Reciprocamente, suponga ahora que Hom(P, F) es inyectivo. Por
demostrar que Ps es plano, para esto considere 0 — N — M, se
mostrard que 0 - P ® N — P ® M es exacta. Dado que Hom(P, E)
es inyectivo, entonces se tiene la exactitud Hom(M,Hom(P, E) —
Hom(N,Hom(P, E)) — 0. Por el mismo argumento utilizando en
la primera parte (par adjunto), se tiene que Hom(P ® M, FE) —
Hom(P ® N,E) — 0 es exacta y por ser E cogenerador inyectivo,
se aplica el Lema 4.3.13 y se obtiene el resultado.

O

LEMA 4.3.16. El grupo cociente Q/Z es un cogenerador inyectivo
de la categoria Ab

DEMOSTRACION. Como Q/Z es divisible, siendo éste un cociente
de Q, entonces es inyectivo. Sea M un grupo abeliano, y sea m € M,
con m # 0. Si m tiene orden infinito, defina f: (m) — Q/Z por
m %—f-Z; si m tiene orden finito, digase n, defina f: (m) — Q/Z por
m +— 1/n+7Z. En ambos casos, f(m) # 0. Ahora se usa la inyectividad
de Q/Z para extender f a todo M. O

Tomando, R =Z y E = Q/Z se obtiene:

COROLARIO 4.3.17. Ps es plano si y solo si s Hom(P,Q/Z) es
myectivo.

El siguiente criterio para planitud puede ser comparado en cierta
forma al criterio de Baer para la inyectividad.

TEOREMA 4.3.18. gP es plano si y solo st para todo ideal derecho
I de R se tiene que 0 - I @ P - R® P = P es exacta.
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DEMOSTRACION. (=). Es claro por la definicién de plano.

(«<).Sea I 4R por hipétesis, 0 - I® P — R® P es exacta y dado
que Q/Z es un cogenerador inyectivo, esto implica que el diagrama

Hom(R, Hom(P,Q/Z)) — Hom(I, Hom(P, Q/Z))

! :

0 Hom(R® P,Q/Z) Hom(I ® P,Q/Z)

conmute. Esto quiere decir que para cada I % Hom(P, Q/Z) existe

R% Hom(P,Q/Z) tal que ¢ = ¥ or. Como lo anterior ocurre para cada
ideal derecho I de R, aplicando el Criterio de Baer 2.2.20, Hom(P, Q/Z)
es inyectivo y por el Teorema 4.3.15, P es plano. 0

El resultado anterior, se puede mejorar si se restringe a ideales
finitamente generados.

TEOREMA 4.3.19. gP es plano st y solo si para todo ideal derecho
J finitamente generado de R se tiene que 0 - JRQ P —- RQP = P es
exacta.

DEMOSTRACION. (=). Es por el Teorema 4.3.18.

(<). Sea I <+ R. Por lo demostrado en 4.3.18, basta demostrar
que I ® P “ P es mono, donde i ® p — ip. Sea x € I ® P, entonces
T = ZZ=1 Jr @ xp con j, € I, x,, € P. Considere el ideal finitamente
generado J = (j1, ..., Jn) <= R. Note que z € J® P. Si x — 0, entonces
por la hipétesis, z = 0. Esto prueba que tx1 es mono y P es plano. [J

LEMA 4.3.20. Sea I wun ideal bilateral de R y sea RN <r M
Entonces son equivalentes:
(a) IN=NNIM.
(b) 0 = (R/I) ®r N — (R/I) ®p M es un monomorfismo de R-
modulos

DEMOSTRACION. La demostracién de este lema es inmediata debi-
do al Teorema 4.1.6. O

TEOREMA 4.3.21. Sea I wun ideal bilateral de R. Entonces son
equivalentes:

(a) Para todo N < M,IN =NNIM.
(b) Para todo rJ < R, IJ=1nN.
(¢) (R/I)g es plano
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DEMOSTRACION. (a) implica (b) es directo, y (b) implica (c) es por
el Teorema 4.3.18 junto con el Lema 4.3.20 y finalmente (¢) implica (a)
es por el Lema 4.3.20. O

4.4. Anillos puro-semisimples

Para poder encontrar las caracterizaciones que hagan posible gene-
ralizar resultados hallados en los anillos semisimples y poder hacer un
estudio en la reticula de prerradicales de un anillo puro-semisimple, es
de suma importancia tener en cuenta como trabajar la Teoria de pu-
reza y puro-inyectividad. Esta teoria podria ser llamada la Teoria de
sistemas de ecuaciones lineales para modulos. Un sistema tipico dentro
de este formato tiene la siguiente forma: Empezando con un R-médulo
M, un elemento (m;)ic; € M, y una matriz (r;)ics jes con un nime-
ro finito de elementos de R en cada fila y de esta forma considerar el
sistema

dorgXj=mi Gel), (%)
jeJ
y se llama a cada elemento de MY que satisface la ecuacién (%)

una solucién en M. Un primer indicador de una relacién entre tales
sistemas y la teoria de pureza y puro-inyectividad fue expuesta por
Fieldhouse ([9]), quien observé que la pureza de un submédulo N de
un R-médulo M es equivalente a la siguiente condicién: Todo sistema
finito de ecuaciones lineales con coeficientes al lado derecho en N, el
cual es soluble en M, tiene solucion en N. Este resultado daba como
resultado un puente que conectaba sistemas lineales y el concepto puro-
inyectivo, pero tales sistemas no tienen que ser finitos como dice el
siguiente resultado

TEOREMA 4.4.1 (Warfield, 1969, [25]). Para cada M € R-Mod, son
equivalentes

(1) M es puro-inyectivo

(2) Cualquier sistema de la forma (x) que sea finitamente soluble en
M (esto es, tiene la propiedad que, para cualquier subconjunto
finito J C I, el subsistema finito de ecuaciones indicadas por
j € J es soluble en M.) tiene una solucion global en M.

(3) M es un sumando directo de un R-mddulo Hausdorff y compac-
to N (es decir, N es un grupo abeliano compacto y Hausdorff
tal que todas las multiplicaciones por elementos de R son con-
tinuas).
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Aunque la parte (3) del teorema anterior relaciona conceptos to-
polégicos, las partes (1) y (2) del Teorema 4.4.1 traen consigo ciertas
implicaciones interesantes. Para observarlas, se debe definir lo siguien-
te:

DEFINICION 4.4.2. Dado un anillo asociativo con identidad, un R-
modulo M se dice algebraicamente compacto si cada sistema

Z?"i]’X]’ =m; (Z € [)
jeJ
basado en una matriz, (r;;), con un ndmero finito de elementos
de Ry m; € M, el cudl es finitamente soluble en M, tiene solucion
global en M. Mas atn, M se dice ) -algebraicamente compacto en caso
de que todas las sumas directas de copias de M son algebraicamente
compactos.

Luego, el Teorema de Warfield, 4.4.1, lo que afirma es que los
modulos puro-inyectivos y los moédulos algebraicamente compactos
coinciden.

DEFINICION 4.4.3. Un anillo R es puro-semisimple (izquierdo) si
toda sucesion exacta pura de R-modulos izquierdos se escinde

Se sabe del capitulo anterior que dado un anillo semisimple R, es
posible dar caracterizaciones para la categoria R-Mod y la clase R-pr.
De hecho, estas caracterizaciones se pueden sintetizar diciendo que todo
R-médulo es semisimple e inyectivo y R-pr es una reticula booleana
finita. Lo que se desea en este capitulo es dar caracterizaciones similares
que extiendan los resultados anteriores pero tomando en cuenta ahora,
los anillos puro-semisimples. De ahora en adelante, se tomard siempre
como referencia anillos puro-semisimples izquierdos a menos que se diga
contrario.

TEOREMA 4.4.4. R es un anillo puro-semisimple izquierdo si y solo
st todo R-modulo i1zquierdo es puro-inyectivo.

DEMOSTRACION. Sea R un anillo puro-semisimple y se M € R-
Mod. Se deberéd probar que M es puro-inyectivo; para esto considere

una sucesién exacta pura 0 — K AL y un R-morfismo K M. Dado
que R es puro-semisimple, existe n: L — K tal que no A = 1. Tome
F = fony se prueba lo deseado.

Reciprocamente, suponga ahora que todo R-mdédulo es puro-

: : . . A
inyectivo y considere una sucesién exacta pura, 0 — K = L 5 M — 0.

Por hipdtesis K es puro-inyectivo y por tanto se tiene que existe
F: L — K tal que
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K
A
IdKT \\F
N
00— K —
A

conmuta. Esto es, F'o A = Idg, lo cual implica que 0 — K KN AN
M — 0 se escinde y R es puro-semisimple.
O

De acuerdo a este teorema y al hecho de que todo médulo inyectivo
es puro-inyectivo, es natural que el primer ejemplo para anillos puro-
semisimples sea el siguiente:

EJEMPLO 4.4.5. Todo anillo semisimple es puro-semisimple

Para poder dar una caracterizacién en torno a la descomposicién de
modulos cuando un anillo es puro-semisimple, se usa como herramienta
el siguiente teorema cuya demostracion serd omitida pero puede ser
encontrada con més detalle en [14].

TEOREMA 4.4.6 (Gruson-Jensen,Huisgen-Zimmermann,[26]). Para
un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Todo R-mddulo es una suma directa de submddulos finitamente
generados.

(2) Eziste un nimero cardinal X tal que todo R-mddulo es una suma
directa de submodulos N-generados.

(3) Todo R-mdédulo es suma directa de submddulos inescindibles

(4) Todo R-mddulo es algebraicamente compacto.

Por el Teorema 4.4.4 y el Teorema de Warfield, 4.4.1, se establece
el siguiente resultado

TEOREMA 4.4.7. Para un anillo R son equivalentes las siguientes
condiciones:

(1) R es puro-semisimple

(2) Toda sucesion exacta pura se escinde

(3) Todo R-mddulo es puro-inyectivo

(4) Todo R médulo es una suma directa de submddulos finitamente
generados

(5) Existe un conjunto X de R-mddulos tal que todo R-mdédulo es
isomorfo a una suma directa de elementos de X.

Por medio del teorema anterior se puede dar el siguiente ejemplo
de un anillo puro-semisimple que no es semisimple.
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EJEMPLO 4.4.8. Considere Zy» con p primo y n > 1. Como anillo
Zy es conmutativo y su reticula de ideales es una cadena finita

0<p" ' Zpn < ... <P Ln < P < L

que consta de los Z,n-médulos totalmente invariantes de Z,». En [11],
se demuestra que todo Z,.-moédulo es isomorfo a una suma directa de
ideales de Zn y utilizando el hecho de que los ideales de Z,» forman un
conjunto, la parte (5) del Teorema 4.4.7 implica que Z,» es un anillo
puro-semisimple. Ademads, cabe notar que Z,» no es semisimple, por lo
que la clase de anillos puro-semisimples es una clase mas amplia que la
clase de anillos semisimples.

EJEMPLO 4.4.9. Sea A una K-édlgebra de dimension finita sobre un
campo K. Entonces, por el Teorema 4.6 de ([23]), todo A-médulo M,
tiene una descomposicién de la forma

M=M®®&---&M,

donde M, ..., M, son A-submédulos inescindibles de M. Por la par-
te (3) del Teorema 4.4.6 [Gruson-Jensen,Huisgen-Zimmermann|, y el
Teorema 4.4.7, se tiene que toda K-algebra de dimensién finita, como
anillo es puro-semisimple. En particular, si () es un carcaj finito aciclico
y K un campo. Entonces el algebra de caminos K@) es de dimensién
finita y por tanto K@ tiene estructura de anillo puro-semisimple.

Ahora bien, dado un anillo asociativo R con identidad, se sabe que
si R es semisimple entonces R es artiniano. jsucederd lo mismo en el
caso de que R sea puro-semisimple? La demostraciéon no es tan simple
como parece. El Teorema de Faith-Walker (capitulo 7, [1]), afirma que
un anillo R es noetheriano izquierdo si y sélo si existe un cardinal « tal
que todo R-moddulo inyectivo es suma directa de médulos k-generados,
por lo tanto (2) del Teorema 4.4.6 implica que un anillo puro-semimple
es noetheriano izquierdo.

Por otro lado, uno de los resultados de Chase mencionados en [14],
afirma que: Si existe un cardinal k tal que todo los R-mddulos R!
son sumas directas de submaodulos k-generados, entonces R es perfecto
izquierdo (Chase,[4]). Teniendo en cuenta todo esto, se puede enunciar
el siguiente resultado que muestra que todo anillo puro-semisimple
izquierdo es artiniano izquierdo.

TEOREMA 4.4.10. Si R es anillo puro-semisimple izquierdo enton-
ces R es artiniano izquierdo.

DEMOSTRACION. En primer lugar, la parte (2) del Teorema 4.4.6
|Gruson-Jensen,Huisgen-Zimmermann] dice que existe un nimero car-
dinal N tal que todo R-médulo es una suma directa de submoédulos
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R-generados. Pero (2) y el Teorema de Chase ([4]) implican que R
es perfecto izquierdo. Ademas, (2) y el Teorema de Faith-Walker ([1])
implican que R es noetheriano izquierdo, y al ser R noetheriano izquier-
do, cumple la condicién de cadenas ascendentes (a.c.c.) en anuladores.
Aplicando el Teorema de Faith ([7]), como R es perfecto izquierdo y
cumple la condicién a.c.c. en anuladores entonces R es semiprimario
izquierdo (el radical de Jacobson J de R nilpotente y R/J semisim-
ple). Finalmente, por el Teorema de Hopkins (ver capitulo 4, [1]), R
es semiprimario y noetheriano izquierdo si y sélo si R es artiniano iz-
quierdo. O

La siguiente pregunta en torno a los anillos puro-semisimples es
. Qué sucede con la reticula R-pr? Una respuesta a este cuestionamiento
la da el siguiente resultado:

TEOREMA 4.4.11. Si R es un anillo puro-semisimple entonces R-pr
estd en correspondencia biyectiva con un conjunto.*

DEMOSTRACION. Si R es puro-semisimple, entonces por el Teorema
4.4.7, existe un conjunto X de R-moddulos tal que todo R-médulo es
isomorfo a una suma directa de elementos de X. Sea X = {A,}rex ¥

defina I': R-pr — H Sti(Ay), donde Sf;i(A,), denota los submédulos

rzeX
totalmente invariantes de A, y I'(0) = (0(A,))zex para todo o € R-pr.

Por demostrar que I' es inyectiva; para esto suponga que o(A4,) = v(A,)
para todo x € X y se probrard que 0 = . En efecto, sea M € R-Mod,
entonces M = @ Nag”l‘) y N, = A, para todo x € X. Luego, dado que

zeX
o(A;) = v(A;) para todo z € X entonces o(N,) = v(N,) para todo

x € X y de esta forma se tiene que

o(M) = P o(N)) = Prv(Ne) ™) = (21)
rzeX rzeX
Lo anterior es valido para cada M € R-Mod, por tanto ¢ = 7. De
esta forma, hay una funcién inyectiva de R-pr a el conjunto H Sri(Ay),

zeX
y se concluye el resultado. 0

El teorema anterior proporciona una cota para la cardinalidad de
R-pr cuando R es un anillo puro-semisimple y estd dada por el siguiente
teorema:

IFormalmente, R-pr es un conglomerado puesto que sus elementos son funtores
entre clases pero se puede expresar diciendo que “R-pr es un conjunto ”
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TEOREMA 4.4.12. Sea R un anillo puro-semisimple. Entonces

(1) Si |R| > Ry entonces |R-pr| < 22"
(2) Si |R| < Ny entonces |R-pr| < 2%,

DEMOSTRACION. Considere la funcién a I': R-pr — H Spi(M),

MeF
donde Sy;(M), denota los submddulos totalmente invariantes de M y F

el conjunto completo e irreduntantes de representantes de clases de iso-
morfismos de R-mddulos finitamente generados y I'(0) = (0(M))pmer
para todo o € R-pr. Por la demostracion del Teorema 4.4.11, se tiene
que I' inyectiva y por tanto

(4.4) [Rpr| < | [T Sr(01)]

MeF

Por lo tanto, para determinar una cota para la cardinalidad de R-pr,

basta con encontrar una cota para | H Spi(M)].

MeF
Ahora, si M € F,M = R"/K para K submddulo de R" y n > 1.

Por tanto, F C | | 7, donde F,, = {R"/K : K < R"} y | F,| < 21",
n=1
Para probar (1), sea |R| > Ny entonces |R|" = |R| y |F,| = 2/#" =
21% 1o anterior para cada n > 1. Asf |F| < ¥y - 2/l = 2l Por otra
parte, |Sp(M)| < 218" = 2/l por tanto

[Repr| < (27)/71 < 92

Para (2). Si |R| < Ng, entonces |F| < Rg y [Sp(M)| < 2" y por
tanto

[Repr| < (271" = 2%,
O

En el caso que R es un anillo semisimple, la informacion obtenida
sobre la reticula de prerradicales era considerablemente mas detallada
al decir de que era una reticula booleana finita. Se desea entonces hallar
mas informacion referente a propiedades de la reticula de R-pr pero
tomando en cuenta los anillos puro-semisimples. Para intentar realizar
un estudio mas a fondo se propone una herramienta, que quiza en
trabajo posterior a éste, pueda dar esta informacién que se desea; esta
herramienta son las conexiones de Galois.
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4.5. Conexiones de Galois y dominios de planitud

Sea p€ la coleccidén de todas las sucesiones exactas cortas de R-
modulos izquierdos de la forma 0 - N — M — K — 0 donde
N,M,K son R-médulos cualesquiera. Ahora, considere la relacién
R = {(Ag, E) € Mod-R x r€] A® E € z&}. Por el Teorema 1.3.10,
esta relacién induce una conexién de Galois antitona (invierte el orden),
dada de la siguiente forma:

r
(4.5) P(Mod-R) __~ P(r€)
9rR

Si C C Mod-R entonces

fR(C):{EGRgZC(X)EGZg,VCGC}

Lo anterior quiere decir que, fz(C) consta de las sucesiones exactas
de R-médulos, 0 - N — M — K — 0, tales que para todo C € C,
la sucesion de Z-modulos, 0 - C QN - COM — C® K — 0 es
exacta. Esto equivale a considerar monomorfismos 0 — N — M tales
que para todo C € C se tiene la exactitud de 0 - C® N — C ® M.
En este caso a fr(C) se le llama dominio de planitud de C.

Por otro lado, si D C r€ entonces

gr(D) = {Ar € Mod-R: A® F € z€,VE € D}

Es decir, gr (D) consta de todos los R-médulos derechos, Ag, tales
que para toda sucesion exacta, 0 - N — M — K — 0, en D se tiene
que 0 > AN > A M - A® K — 0 es exacta o simplemente
que cumpla que A ® N — A ® M sea monomorfismo. En este caso, a
gr(D) se le llama dominio de pureza de D.

OBSERVACION 4.5.1. Note que Ar € Mod-R es plano si y sélo si

fR({A}) = g€. Ademads, FE € r€ es una sucesion exacta pura si y sélo
si gr({E}) = Mod-R

Los Teoremas 4.3.18 y 4.3.19 se pueden reformular en términos de
la conexién de Galois (4.5) como sigue:

PROPOSICION 4.5.2. Para un mddulo derecho Agr son equivalentes
(a) frR({A}) = rE

(b) {0=J—=R— R/J— 0| rJ <R} C fr({A})

() {0=J—=R—>R/J=0|rJ <R fg}C fr({A})

y la Proposicién 4.3.12 se puede reformular en términos de la
conexion de Galois (4.5) como sigue:

PROPOSICION 4.5.3. Para una sucesion exacta E € r€ son equiva-
lentes
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(a) gr({E}) = Mod-R
(b) Fr C gr({E}) donde Fr son los mddulos derechos finitamente
generados.

OBSERVACION 4.5.4. Note que si una sucesién exacta F € rE€ se
escinde, entonces F es exacta pura.

Considere la siguiente notacion: gP representa la clase de médulos
izquierdos planos, grPr los izquierdos proyectivos, rEP las sucesiones
exactas puras de modulos izquierdos y gEE las sucesiones exactas que se
escinden; la notacion P g, hara referencia a la clase de modulos derechos
planos y Prgi denotara la clase de mdédulos derechos proyectivos. De
esta forma, se puede notar que Prg C Pry rEE C rEP.

Ahora bien, si se tiene en cuenta la conexién de Galois (4.5), se
puede observar que fr(Mod-R) = rEP v gr(rE) = Pg. Esto significa
que gEP es la menor clase cerrada en P(rE) y que Pg es la menor clase
cerrada en P(Mod-R), ambas respecto a la conexién de Galois (4.5).
(ver la Observacién 1.3.11). La siguiente figura ilustra la situacion:

Ficura 1. Conexién de Galois inducida por R

Si se considera un anillo R semisimple, de acuerdo al Teorema
3.2.9 y la Observacién 4.5.4, se tiene que Mod-R = Pr = Pry y
rE = REP = REE.

Si ahora R es un anillo puro-semisimple izquierdo, las cosas cam-
bian: Por un lado, se tiene que todo moédulo izquierdo que es plano,
es proyectivo. De hecho, esto es una caracterizacion de los anillos per-
fectos izquierdos, y en efecto todo anillo puro-semisimple es perfecto
(vedse la demostracién del Teorema 4.4.10.). Por otro lado, las sucesio-
nes exactas que se escinden coinciden con las sucesiones exactas puras.
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Teniendo en cuenta la Figura 1. y el hecho de que gEP es la
menor clase cerrada en P(r€) y que Pg es la menor clase cerrada
en P(Mod-R), la idea de usar la conexién de Galois (4.5), es trabajar
sobre los sistemas de cerrados que induce esta conexién y asi obtener
clases de mdédulos que den caracterizaciones en términos de dominios
de planitud y dominios de pureza. Ademas, se pueden estudiar clases de
anillos mediante la coincidencia de alguna clase cerrada en P(g€), con
la clase REE, por un lado, y por el otro, clases de anillos caracterizados
por la coincidencia de alguna clase cerrada en P(Mod-R) con la clase
Prr. Notese que estas clases de anillos estarian por un lado en la clase
de anillos puro-semisimples, y por el otro en la clase de anillos perfectos.
En ambos casos, la clase méas pequena corresponde a la clase de los
anillos semisimples.

Otra forma de abordar este tema es utilizando una relacién, & C
R-Mod x g€ dada por (A,E) € S siy sélo si Homg(A, E) € z€.
De forma analoga, esto inducira una conexién de Galois y un sistema
de cerrados en P(R-Mod) y P(r€), v se puede hacer un similar al
propuesto para la conexién de Galois (4.5).

Finalmente, al tomar en cuenta diversas clases de anillos entre
los anillos semisimples y los anillos puro-semisimples, éstos dan la
posibilidad de estudiar las reticulas de prerradicales en situaciones
intermedias.
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Conclusiones

Para un anillo R asociativo con unidad, se mostré que son equiva-
lentes las siguientes condiciones:

(1) R es semisimple.

(2) Todo R-médulo es inyectivo.

(3) Todo R-médulo es proyectivo.

(4) Todo R-médulo es semisimple.

(5) Toda sucesién exacta de R-médulos se escinde.
(6) R-pr es una reticula booleana finita.

Lo anterior muestra que se tienen resultados que describen de forma
completa la categoria de mddulos y la reticula de prerradicales para
un anillo semisimple. Basado en la informacion que se tiene sobre
los anillos semisimples, se hace una resena acerca de los estudios
relacionados a la clase de los anillos puro-semisimples, para analizar
algunas caracterizaciones de estos anillos por medio de su categoria
de modulos y para poder encontrar méas informacion sobre su reticula
de prerradicales con el fin de contribuir con el estudio de los anillos
puro-semisimples.

En este trabajo se mostré que para un anillo puro-semisimple
izquierdo R, se tienen equivalencias en torno a su categoria R-moédulos
izquierdos. Estas equivalencias se pueden mencionar diciendo que todo
R-médulo es puro inyectivo, que toda sucesion exacta pura de R-
modulos izquierdos se escinde y que todo R-moédulo izquierdo es
suma directa de moédulos finitamente generados. Por otro lado, si
bien la reticula de prerradicales de un anillo puro-semisimple no
esta completamente descrita como para el caso de un anillo semisimple,
se probd que existe una biyeccién entre dicha reticula y un conjunto,
dando una cota para la cardinalidad de ésta. Finalmente, se proponen
conexiones de Galois como una herramienta para estudiar esta clase de
anillos pero también con la posibilidad de estudiar clases intermedias
de anillos, entre los semisimples y puro-semisimples, los cuales puedan
resultar mas accesibles.
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