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3.1. Módulos semisimples 37
3.2. Anillos semisimples 42
3.3. Prerradicales en anillos semisimples 44
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4.3. Módulos planos y sucesiones puras 54
4.4. Anillos puro-semisimples 60
4.5. Conexiones de Galois y dominios de planitud 66
Conclusiones 69

Bibliograf́ıa 71

i
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necesitaba. Espero que hoy, esas lágrimas que una vez derramaste por
tristeza al verme partir se conviertan en lágrimas de orgullo y felicidad
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su dedicación al ayudarme a sacar este proyecto adelante.



AGRADECIMIENTOS iii

A la Doctora Patricia Saavedra por brindarme su apoyo en los
momentos más complicados que tuve al estar tan lejos de mi familia.
De verdad, muchas gracias todo sus consejos y por todo su apoyo
incondicional.

A los Doctores Carlos Signoret y Hugo Rincón por haberse tomado
el tiempo de leer este trabajo, además de todas las sugerencias que
dieron para la mejora del mismo.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa (CONACyT) por el
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Resumen

Para un anillo R asociativo con unidad, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) R es semisimple.
(2) Todo R-módulo es inyectivo.
(3) La ret́ıcula de prerradicales R-pr es booleana finita.
(4) Todo R-módulo es semisimple.

Sin embargo, si se considera R un anillo puro-semisimple izquierdo,
esto equivale a que todo R-módulo izquierdo es puro-inyectivo; más
aún, se prueba que la condición de ser puro-semisimple es equivalente
a que todo R-módulo izquierdo es una suma directa de módulos
finitamente generados. Por otro lado, aunque los resultados obtenidos
acerca de la ret́ıcula de prerradicales de esta clase de anillos no son
abundantes, en este trabajo se da una cota para la cardinalidad de dicha
ret́ıcula y también se proponen estudiar los anillos puro-semisimples u
otras clases de anillos relacionadas por medio de una conexión de Galois
correspondiente a una relación entre módulos y sucesiones exactas.



INTRODUCCIÓN v

Introducción

En la Teoŕıa de Anillos y Módulos se estudian clases de anillos
definidos con ciertas propiedades. Muchos resultados importantes a lo
largo de la historia del Álgebra se centran en caracterizar anillos por
medio de su categoŕıa de módulos, y en particular en México a partir
de los trabajos de F. Raggi, J. Ŕıos, H. Rincón, R. Fernández-Alonso
y C.Signoret ([17],[18],[19]), por medio de su ret́ıcula de prerradicales.
Un caso concreto se remite a los anillos semisimples artinianos, los
cuales han sido objeto de estudio hace varias décadas, y para los cuales
se ha encontrado su estructura, descrita por medio del Teorema de
Wedderburn-Artin en términos de anillos de matrices con coeficientes
en un anillo con división. Se puede decir que se tiene una información
muy completa acerca de este tipo de anillos, tanto desde el punto de
vista de su categoŕıa de módulos, como el de su ret́ıcula de prerradicales,
que se caracteriza por ser una ret́ıcula booleana finita.

Este trabajo pretende reseñar el estudio de una clase más amplia
de anillos, los anillos puro-semisimples, de tal forma que éste pueda
conducir a estudiar nuevas clases de anillos. Si bien un anillo puro-
semisimple izquierdo tiene muchas formas de ser caracterizado, la que
se tendrá en cuenta en el desarrollo de este proyecto se relaciona con
el tipo de sucesiones exactas de módulos izquierdos que se escinden.
Esta clase de anillos ha sido objeto de estudio a lo largo de los años,
pero la mayor parte de los resultados que se tienen giran alrededor de
caracterizaciones por medio de su categoŕıa de módulos; por ejemplo,
se sabe que los anillos puro-semisimples izquierdos y derechos son pre-
cisamente los anillos de tipo de representación finita, es decir, aquellos
con un número finito de clases de isomorfismos de módulos izquierdos
y derechos finitamente generados e inescindibles (ver [2],[10],[21] ). El
enfoque que se quiere realizar está dirigido, entre otras cosas, a dar
caracterizaciones para esta clase de anillos por medio de su ret́ıcula de
prerradicales.

El primer caṕıtulo establece conceptos y propiedades generales de
la Teoŕıa de Categoŕıas y Teoŕıa de Ret́ıculas. Esto permitirá contar
con los requisitos necesarios para introducir a los prerradicales. Este
caṕıtulo termina con una sección sobre conexiones de Galois, que
brindará una nueva forma de abordar el estudio de los anillos puro-
semisimples y otras clases de anillos.

El segundo caṕıtulo se centra en la Teoŕıa de Módulos y Prerradi-
cales, dando a conocer teoremas fundamentales en ambas teoŕıas, los
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cuales serán de gran herramienta para el desarrollo de caṕıtulos poste-
riores. Cabe notar que las secciones referidas a la Teoŕıa de Módulos,
fueron tomadas de los caṕıtulos 2, 3 y 4 de [1], en caso de que el lector
desee obtener más información al respecto.

El tercer caṕıtulo, da como referencia las caracterizaciones conoci-
das sobre los anillos semisimples en relación a su categoŕıa de módulos
y su ret́ıcula de prerradicales; Enunciando teoremas importantes como
el de Wedderburn-Artin y enfocándose a mostrar que un anillo R es se-
misimple si y sólo si todo R-módulo es inyectivo, lo cual es equivalente
a que toda sucesión exacta de R-módulos se escinde; todo lo anterior
equivalente a que su ret́ıcula de prerradicales, R-pr sea booleana fini-
ta. Este caṕıtulo es de suma importancia puesto que muestra el paso
inicial para el estudio de los anillos puro-semisimples.

El cuarto caṕıtulo está dirigido al estudio de los anillos puro-
semisimples, pasando por una parte introductoria sobre el producto
tensorial y un breve estudio sobre ĺımites directos de módulos. La sec-
ción 4.3 propone mostrar teoremas importantes de módulos planos y
relacionarlos con el concepto de una sucesión exacta pura. La sección
4.4 está dedicada al estudio de los anillos puro-semisimples, partiendo
de que un anillo es puro-semisimple izquierdo si toda sucesión exacta
pura de módulos izquierdos se escinde. La mayoŕıa de resultados pre-
sentados en esta sección muestran caracterizaciones de los anillos puro-
semisimples por medio de su categoŕıa de módulos y están basados so-
bre teoremas encontrados en el art́ıculo de Birge Huisgen-Zimmermann
(ver, [14] ). Esta sección finaliza mostrando que para un anillo R puro-
semisimple, existe una biyección entre la ret́ıcula de prerradicales, R-
pr y un conjunto, lo cual brinda una cota para la cardinalidad de este
conjunto. Este caṕıtulo finaliza con la introducción de una herramienta
alterna que puede servir como material para el estudio de propiedades
relativas a esta clase de anillos y otras clases de anillos relacionadas.
Esta herramienta se construye con una conexión de Galois, que a su
vez define dominios de planitud y de pureza.



Caṕıtulo 1

Categoŕıas, copos y ret́ıculas

1.1. Categoŕıas

Definición 1.1.1. Una categoŕıa C consta de

1. Una clase de objetos, denotada por Ob(C)
2. Para cada par (A,B) de objetos, un conjunto HomC(A,B) de

flechas o morfimos,
3. Para cada terna (A,B,C) de objetos, una función

◦ : HomC(A,B)×HomC(B,C)→ HomC(A,C)

llamada composición.
Se escribirá A → B para un elemento arbitrario de

HomC(A,B). Si f ∈ HomC(A,B), entonces se denotará por

f : A→ B o A
f−→ B.

Ahora bien, se deben cumplir las siguientes propiedades:
4. Si A,A′, B,B′ son objetos de C tales que

HomC(A,B) ∩HomC(A′, B′) 6= ∅
Entonces, A = A′ y B = B′; esto es, cada morfismo
f : A→ B tiene un único dominio A y un único codominio
B.

5. Para cada objeto A existe un morfismo idA : A → A
llamada identidad de A. Estas flechas cumplen que si f :
B → C entonces f ◦ idB = f = idC ◦ f

6. La composición es asociativa: Si A
f−→ B

g−→ C
h−→ D son

morfismos, entonces h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.
En muchos casos se usará la notación gf para refererirse a
g ◦ f.

La notación A ∈ C significará A ∈ Ob(C) y la clase de morfismos

de C será escrita por Mor(C) =
⋃

A,B∈C

HomC(A,B).

Definición 1.1.2. Sea C una categoŕıa. Si Ob(C) es un conjunto se
dice que la categoŕıa C es pequeña.

1



2 1. CATEGORÍAS, COPOS Y RETÍCULAS

Definición 1.1.3. Un morfismo f : A→ B en una categoŕıa es un
isomorfismo si existe g : B → A tal que g ◦ f = idA y f ◦ g = idB.
Si existe un isomorfismo A → B se dice que A es isomorfo a B y se
escribe A ' B.

Observación 1.1.4. Se deben tener en cuenta las siguientes afir-
maciones:

La composición de isomorfismos es un isomorfismo
La relación ser isomorfo a establece una relación de equiva-
lencia en los objetos de una categoŕıa
Si f : A → B es un ismorfismo y g, h : B → A cumplen que
g ◦ f = idA = h ◦ f y f ◦ g = idB = f ◦ h, entonces g = h.
Si C es una categoŕıa pequeña, entonces su clase de morfismos es
un conjunto, pues es una unión de de conjuntos indicada sobre
un conjunto.

Ejemplo 1.1.5. Una clase de objetos donde los únicos morfismos
son las identidades. A esta categoŕıa se le conoce como discreta

Ejemplo 1.1.6. La categoŕıa 0, que no consta de ningún objeto y
ningún morfismo.

Ejemplo 1.1.7. La categoŕıa discreta 1, que consta de un único
objeto y su identidad.

Ejemplo 1.1.8. La categoŕıa 2, que consta de objetos ∗, ? y de una
único morfismo ∗ → ? además de las dos identidades.

Ejemplo 1.1.9. Sean C y D categoŕıas. Considere C × D, la cual
tiene como objetos a los pares (C,D) donde C ∈ C, D ∈ D, y sus
morfismos (C,D) → (C ′, D′) son pares (f, g) donde f : C → C ′ y
g : D → D′ son morfismos. La composición se define coordenada a
coordenada y finalmente considerando idC×D = (idC , idD) es claro que
C × D es una categoŕıa, llamada categoŕıa producto.

Ejemplo 1.1.10. Sea C una categoŕıa. Considere Cop, la cual
consta de los mismos objetos de C, pero cumple que HomCop(A,B) =
HomC(B,A), y la composición se define como f ◦op g := g ◦f para todo

A
f−→ B

g−→ C en C. Tomando las mismas identidades en Cop que en
C, se tiene que Cop es una categoŕıa, llamada categoŕıa opuesta de C.
Observe que (Cop)op = C

Definición 1.1.11. Una categoŕıa C es una subcategoŕıa de una
categoŕıa D si se cumple que:

1. Ob(C) ⊂ Ob(D)
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2. HomC(A,B) ⊂ HomD(A,B) para todo A,B ∈ Ob(C)
3. Si f ∈ HomC(A,B) y g ∈ HomC(B,C), entonces se tiene que
g ◦D f ∈ HomC(A,C) y además g ◦C f = g ◦D f

4. Si A ∈ Ob(C) entonces idDA ∈ HomC(A,A) y cumple que
idCA = idDA

Si C es una subcategoŕıa deD, se escribirá, C ⊂ D. Una subcategoŕıa
C ⊂ D es plena si para todo par de objetos A,B ∈ C se tiene que
HomC(A,B) = HomD(A,B).

Definición 1.1.12. Sea C una categoŕıa. Un objeto A ∈ C es inicial
(resp. final) si para todo X ∈ C existe un único morfismo A→ X (resp.
X → A). Un objeto que es inicial y final se le llama objeto cero.

Observación 1.1.13. Un objeto inicial en C es un objeto final en
Cop y un objeto final en C es un objeto inicial en Cop. De esta forma,
un objeto cero en C es también objeto cero en Cop.

Proposición 1.1.14. Sea C una categoŕıa. Si existe un objeto ini-
cial (o final) en C entonces es único salvo isomorfismo. En particular,
si existe un objeto cero entonces es único salvo isomorfismo.

Demostración. Sean A,A′ objetos iniciales en C. Entonces, al ser
A inicial existe un único morfismo f : A → A′. Sólo basta demostrar
que f es un isomorfismo. Puesto que A′ es también inicial, existe un
único morfismo g : A′ → A, pero g ◦ f ∈ HomC(A,A) y ya que A es
inicial se debe tener g ◦ f = idA. De la misma forma se prueba que
f ◦ g = idA′ y aśı f es un isomorfismo. La unicidad del objeto final se
deduce de la la unicidad del objeto inicial en Cop. �

Categoŕıas concretas: Los siguientes ejemplos son categoŕıas
cuyos objetos son conjuntos con estructura adicional, y cuyos morfismos
son funciones que respetan la estructura.

Ejemplo 1.1.15. Set, la categoŕıa cuyos objetos son conjuntos y
cuyos morfismos son funciones. Hay un único objeto inicial que es el
conjunto vaćıo, ∅. Los objetos finales son exactamente los conjuntos
unitarios {x}. En particular, no hay objeto cero en Set.

Ejemplo 1.1.16. Mon, Grp, Ab: Las categoŕıas de monoides,
grupos y grupos abelianos con morfismos de monoides, grupos y grupos
abelianos respectivamente. Observar que se tiene una una cadena de
subcategoŕıas plenas Ab ⊂ Grp ⊂Mon. En Mon los objetos iniciales
y finales (por tanto cero) son los monoides triviales {e}. Por lo tanto,
también en Grp y Ab.
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Ejemplo 1.1.17. Rng, la categoŕıa de anillos ( no necesariamente
con unidad) y morfismos de anillos. Los objetos iniciales y finales ( por
tanto cero) son los anillos triviales {0}.

Ejemplo 1.1.18. Ring, la categoŕıa de anillos con unidad y mor-
fismos de anillos que respetan la unidad. Observe que Ring ⊂ Rng es
una subcategoŕıa no plena. Los objetos finales son los anillos triviales
{0}. Éste no es un objeto inicial pues el cero debe ir al cero y el uno al
uno y en este caso particular 1 = 0. El anillo Z es un objeto inicial.

Ejemplo 1.1.19. CRing, la categoŕıa de anillos conmutativos
con unidad y morfismos de anillos que respetan la unidad. Es una
subcategoŕıa plena de Ring.

Ejemplo 1.1.20. Fld, la categoŕıa de campos y morfismos de
campos. Es una subcategoŕıa no plena de CRing. No hay objetos
iniciales y finales, puesto que no existen morfismos entre campos de
diferente caracteŕıstica

Ejemplo 1.1.21. R-Mod (resp. Mod-R), la categoŕıa de módulos
unitarios izquierdos (resp. Derechos) sobre un anillo R con unidad
y morfismos de R-módulos. Si A,B ∈ R-Mod (o en Mod-R,) se
denotará por HomR(A,B) a HomR-Mod(A,B)

Ejemplo 1.1.22. Top, la categoŕıa de espacios topológicos y las
funciones continuas.

1.1.1. Monomorfismos y epimorfismos.

Definición 1.1.23. Sea C una categoŕıa. Un morfismo m : A→ B
de C es un monomorfismo, si para todoX ∈ C y f, g : X → Amorfismos
de C tales que m ◦ f = m ◦ g, se tiene que f = g.

Dualmente, un morfismo e : A→ B es un epimorfismo, si para todo
Y ∈ C y f, g : B → Y morfismos de C tales que f ◦ e = g ◦ e se tiene
que f = g.

Observación 1.1.24. Las siguientes propiedades se pueden verifi-
car de manera sencilla:

La composición de monomorfismo (resp. epimorfismo) es un
monomorfismo (resp. epimorfismo).
Si f ◦ g es un monomorfismo, entonces g es un monomorfismo.
Si f ◦ g es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.

’

Ejemplo 1.1.25. En Set, los monomorfismos son las funciones
inyectivas y los epimorfimos son las funciones suprayectivas.
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Ejemplo 1.1.26. En Top, los monomorfismos son las funciones
continuas inyectivas y los epimorfismos son las funciones continuas
suprayectivas.

Ejemplo 1.1.27. EnR-Mod, los monomorfismos son los morfismos
inyectivos y los epimorfismos son los morfismos suprayectivos

Ejemplo 1.1.28. En Ring, los monomorfismos son los morfismos
inyectivos de anillos. Pero, los epimorfismos no tienen que ser supra-
yectivos: La inclusión ι : Z → Q es un epimorfismo de anillos que
claramente no es suprayectiva.

1.1.2. Funtores.

Definición 1.1.29. Sean C,D categoŕıas. Un funtor covariante de
C en D consta de una clase funcional FO : Ob(C) → Ob(D), y para
cada par de objetos A,B ∈ Ob(C) una función FA,B : HomC(A,B) →
HomD(FO(A), FO(B)). Se denotará a FO y FA,B por F. Se deben
cumplir las siguientes condiciones:

1. Si A ∈ Ob(C) entonces F (idA) = idF (A)

2. Si A
f−→ B

g−→ C son morfismos en C entonces F (g ◦ f) =
F (f) ◦ F (g)

A menudo se omitirá el paréntesis: Se colocará FA en vez de F (A) y
Ff en vez de F (f).

Un funtor contravariante F : C → D es un funtor Cop → D (o
equivalentemente, un funtor C → Dop).

Expĺıcitamente, un funtor contravariante F : C → D consta de
una clase funcional F : Ob(C) → Ob(D), y para cada par de obje-
tos A,B ∈ Ob(C) una función F : HomC(A,B) → HomD(FB,FA).
Se debe cumplir que F (idA) = idFA para cada A ∈ Ob(C), y si
A→f B →g C son morfismos en C, entonces F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)

Sean F : A → B y G : B → C funtores. Se define su composición
GF : A → C, de la siguiente forma: Si A ∈ A, entonces (GF )(A) :=
G(F (A)). Si f : A → A′ es un morfismo de A entonces GF (f) :
GF (A) → GF (A′) se define como (GF )(f) := G(F (f)). Esto hace de
GF : A → C un funtor.

Definición 1.1.30. Un funtor F : C → D es fiel (resp. pleno) si pa-
ra todoA,B ∈ Ob(C), la función FA,B : HomC(A,B)→ HomD(FA, FB)
es inyectiva (resp. suprayectiva).

Proposición 1.1.31. Sea F : C → D un funtor, entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:
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a. Si f : C → C ′ es un isomorfismo en C entonces Ff es un
isomorfismo en D. Además, (Ff)−1 = F (f−1)

b. Si F es un funtor fiel, entonces refleja monomorfimos y epi-
morfismos. Esto es, si f es un morfismo de C tal que Ff es
un monomorfismo (resp. epimorfismo), entonces f es un mo-
nomorfismo (resp. epimorfismo).

c. Si F es un funtor fiel y pleno, entonces refleja isomorfismos.
Esto es, si f es un morfismo tal que Ff es un isomorfismo,
entonces f es un isomorfismo.

Demostración. a) Si existe g : C ′ → C tal que gf = idC y
fg = idC′ , entonces Fg◦Ff = F (gf) = F (idC) = idFC . Análogamente,
se verifica que Ff ◦ Fg = idFC′ . Por lo tanto, F (g) = F (f−1) es la
inversa de Ff.

Para probar b) Sea f un morfismo de C y suponga que fg = fh.
Entonces, Ff ◦ Fg = Ff ◦ Fh. Dado que Ff es un monomorfismo,
entonces Fg = Fh. Pero, F es fiel, por lo tanto g = h. De la misma
forma, se puede probar que si Ff es un epimorfismo entonces f es
epimorfismo.

c) Sea f : C → C ′ morfismo de C tal que Ff : FC → FC ′ es
un isomorfismo. Puesto que F es pleno, existe g : C ′ → C tal que
(Ff)−1 = Fg. As,

F (idC) = idFC = Fg ◦ Ff = F (gf)

Dado que F es fiel, se tiene que idC = gf. Del mismo modo,
fg = idC′ y por tanto f es un isomorfismo.

�

A continuación se dan algunos ejemplos de funtores:

Ejemplo 1.1.32. Toda categora C define un funtor idC : C → C,
llamado funtor identidad, que a cada objeto A de C le asocia A y a
cada morfismo f de C le asocia f.

Ejemplo 1.1.33. Sea D ∈ D. Un funtor F : C → D es constante D
si FC = D para todo C ∈ C y si Ff = idD para todo morfismo f de
C.

Ejemplo 1.1.34. Una subcategoŕıa C ⊂ D define un funtor i : C →
D, el funtor inclusión. Este funtor siempre es fiel. Es pleno si y sólo si
C es una subcategoŕıa plena de D.

1.1.3. Transformaciones naturales.

Definición 1.1.35. Dados dos funtores S, T : C → D, una trans-
formación natural τ : S → T es una función que asigna a cada objeto c
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de C un morfismo τc = τc : Sc→ Tc de D tal que para todo morfismo
f : c→ c′ en C, el siguiente diagrama conmuta

c

f
��

Sc
τc //

Sf
��

Tc

Tf
��

c′ Sc′
τc′ // Tc′

cuando esto se cumple, se dice que τc : Sc→ Tc es natural en c.

Una transformación natural es llamada a menudo un morfismo
de funtores. Una transformación natural τ con toda componente τc
invertible en D es llamada una equivalencia natural o un isomorfismo
natural. En śımbolos se expresaŕıa, τ : S ∼= T.

Observación 1.1.36. Sean C, y D dos categoŕıas. Considere todos
los funtores R, S, T, ... : C → D.

Si σ : R→ S y τ : S → T son transformaciones naturales, entonces
para cada c ∈ C se define la composición (τ · σ)c = τc ◦ σc, la cual es
la componente en c de la transformación τ · σ : R→ T.

Para ver que τ · σ es natural, sea f : c → c′ un morfismo en C y
considere el diagrama

Rc

(τ ·σ)c

%%

σc
��

Rf // Rc′

σc′

��
(τ ·σ)c′

zz

Sc
Sf //

τc
��

Sc′

τc′

��
Tc

Tf // Tc′

Dado que σ y τ son transformaciones naturales, los dos cuadros
pequeños son conmutativos. De ah́ı, el diagrama anterior conmuta y
por tanto τ · σ es natural.

Esta composición de transformaciones es asociativa; más aún, tiene
para cada funtor T una identidad, 1T : T → T con componentes
1T c = 1c.

Por tanto, dadas dos categoŕıas C y D se puede construir formal-
mente una categoŕıa funtor CD = Funt(D, C) con objetos los funtores
T : D → C y morfismos las transformaciones naturales entre tales fun-
tores.

Además de esta composición, existe otra operación entre transfor-
maciones naturales llamada, producto estrella.
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A

HF

%%

F
��

A
G
��

KG

yy

B
H
��

B
K
��

C C
Si τ : F → G y σ : H → K son transfromaciones naturales entonces

se define

σ ? τ : HF → HG

de forma de que para cada A ∈ A se defina un morfismo en C por

(σ ? τ)A : (HF )A→ (KG)A

Considere el siguiente diagrama conmutativo

FA
τA // GA (HF )A

H(τA) //

σ
FA

��

(HG)A

σ
GA

��
(KF )A

K(τA)
// (KG)A

y defina

(σ ? τ)A : = K(τA) ◦ σ
FA

= σ
GA
◦H(τA)

De esta forma, (σ ? τ)A es natural en A y esto implica que
σ ? τ : HF → KG es natural.

1.1.4. Funtores Adjuntos.

Definición 1.1.37. Sean F : C → D y G : D → C dos funtores
entre las categoŕıas C y D. Se dice que 〈F,G〉 es un par adjunto, si para
cada A ∈ C y B ∈ D, se tiene una biyección entre HomD(FA,B) y
HomC(A,GB).

Definición 1.1.38. Sean C y D categoŕıas abelianas. Sean F : C →
D un funtor covariante. Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 una sucesión
exacta corta de objetos de C. Entonces

1. F es exacto, si 0 −→ FA −→ FB −→ FC −→ 0 es de nuevo
sucesión exacta.

2. F es exacto derecho, si si FA −→ FB −→ FC −→ 0 es de
nuevo sucesión exacta.
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3. F es exacto izquierdo, si si 0 −→ FA −→ FB −→ FC es de
nuevo sucesión exacta.

Es claro que la definición es análoga para cuando F es contrava-
riante.

Teorema 1.1.39. Sean F : C → D y G : D → C dos funtores entre
las categoŕıas abelianas C y D. Si 〈F,G〉 es un par adjunto Entonces,
G es exacto izquierdo y F es exacto derecho. Además, F preserva
coproductos y G preserva productos.

Ejemplo 1.1.40. Considere C = R-Mod y D = S-Mod. Sea SUR
un bimódulo y considere

F = U ⊗R
y

G = HomS(U, )
Es decir, Hom(U ⊗ A,B) ∼= Hom(A,Hom(U,B))

Nota: F es exacto derecho pero es adjunto izquierdo y G es exacto
izquierdo y es adjunto derecho.

Teorema 1.1.41. Dado un par de funtores F : C → D y G : D → C
son equivalentes

(a) 〈F,G〉 es un par adjunto
(b) Existen transformaciones naturales

ε : FG→ 1D y η : 1C → GF

que cumplen lo siguiente
(i) (G ? ε) ◦ (η ? G) = 1G
(ii) (ε ? F ) ◦ (F ? η) = 1F

1.1.5. Productos y coproductos. En Teoŕıa de Categoŕıas, el
producto de dos (o más) objetos es una noción que captura la esencia
detrás de otras construcciones en otras áreas de las matemáticas tales
como producto cartesiano, el producto directo de grupos, de anillos
y el prodcuto de espacios topológicos, entre otros. Esencialmente el
producto de una familia de objetos es el “más general”de los objetos
que admite morfismos a cada uno de los objetos dados.

Definición 1.1.42. Sea C una categoŕıa, X1, X2 objetos en C. Un
objeto X es el producto de X1 y X2 denotado X1 × X2 si y sólo si
satisface la siguiente propiedad universal: Existen morfismos π1 : X →
X1, π2 : X → X2, llamadas proyecciones tal que para cualquier objeto
Y y un par de morfismos f1 : Y → X1, f2 : Y → X2 existe un único
morfismo f : Y → X tal que el siguiente diagrama conmuta
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Y
f2

$$

f1

zz
f
��

X1 X1 ×X2 π2
//

π1
oo X2

el único morfismo f recibe el nombre de morfismo producto de f1
y f2 y se denota por 〈f1, f2〉.

Se acaba de definir el producto binario. En lugar de dos objetos
considere una familia arbitraria de objetos indiciada por algún conjunto
I. Entonces, se tiene lo siguiente:

Definición 1.1.43. Un objeto X es el producto de la familia
{Xi}i∈I de objetos de C si y sólo si existen morfismos πi : X → Xi,
tal que para cualquier objeto Y y una familia de morfismos fi : Y → X
indicados por I, existe un único morfismo f : Y → X tal que el siguiente
diagrama conmuta para cada i ∈ I.

X

π1
��

Y
fi

//
h

>>

Xi

el producto es denotado por X =
∏
i∈I

Xi

Por otro lado, el coproducto o suma categórica de dos (o más) obje-
tos es una noción que captura la esencia detrás de otras construcciones
en otras áreas de las matemáticas tales como la unión disjunta en con-
juntos y de espacios topológicos, el producto libre de grupos, la suma
directa de módulos y espacios vectoriales, entre otras. El coproducto de
una familia de objetos es esencialmente el menos general de los objetos
en el cual cada uno de los objetos de la familia dada admite un morfis-
mo. El coproducto es la noción dual del producto categórico, esto es, la
definición de coproducto es la misma que la de producto sólo que con
la direccin de las flechas invertidas.

Definición 1.1.44. Sea C una categoŕıa y {Xi}i∈I una familia de
objetos de C. Un objeto X es el coproducto de dicha familia si y sólo
si existen morfismos ιi : Xi → X, llamadas inyecciones canónicas, tal
que para cualquier objeto Y y una familia de morfismos fi : Xi → Y
indicados por I, existe un único morfismo f : X → Y tal que el siguiente
diagrama conmuta para cada i ∈ I.
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X
f

  
Xi

ιi

OO

fj

// Y

y el coproducto X es denotado por
⊕
i∈I

Xi

Si la familia consta de dos objetos X1, X2, el coproducto es X1⊕X2

y el diagrama toma la siguiente forma

Y

X1 ι1
//

f1

::

X1

⊕
X2

f

OO

X2ι2
oo

f2

dd

1.2. Copos y ret́ıculas

1.2.1. Conjuntos parcialmente ordenados. La mayor parte
de los resultados de esta sección pueden ser encontrados en [13] para
mayor información.

Observación 1.2.1. Todo lo desarrollado en esta sección se puede
expresar para clases en vez de conjuntos.

Definición 1.2.2. Una relación “ ≤ ”sobre un conjunto P es un
orden parcial si satisface las siguientes condiciones:

1. Reflexiva : Para todo a ∈ P se tiene que a ≤ a
2. Antisimétrica: Para todo a, b ∈ P, si a ≤ b y b ≤ a entonces
a = b.

3. Transitiva: Para todo a, b, c elementos de P, si a ≤ b y b ≤ c
entonces a ≤ c.

En este caso, a la pareja 〈P,≤〉 se le llama conjunto parcial-
mente ordenado o copo.

Se denotará a ≥ b a la expresión a ≤ b. También se usará la
notación a < b (b > a) para decir que a ≤ b y a 6= b (b ≥ a y
b 6= a)

Definición 1.2.3. Sean 〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 dos copos y sea f : P → Q
una función. Entonces,

1. f es un morfismo de copos que preserva orden si para todo
a, b ∈ P con a ≤ b se tiene que f(a) � f(b).
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2. f es un morfismo de copos que invierte orden si para todo
a, b ∈ P con a ≤ b se tiene que f(a) � f(b).

3. f es un isomorfismo de copos si f es biyectiva tal que para todo
a, b ∈ P, a ≤ b si y sólo si f(a) � f(b).

4. f es un anti-isomorfismo de copos si f es una función biyectiva
y tal que para todo a, b ∈ P, a ≤ b si y sólo si f(a) � f(b)

Observación 1.2.4. Si 〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 son dos copos y se tiene
que f : P → Q es una función biyectiva con inversa f−1, entonces f es
un (anti-)isomorfismo de copos si y sólo si f y f−1 (invierten) preservan
orden.

Definición 1.2.5. Dado un copo 〈P,≤〉 con a, b ∈ P y a ≤ b, se
define el intervalo determinado por a y b como :

[a, b] := {c ∈ P | a ≤ c ≤ b}

Definición 1.2.6. Sea 〈P,≤〉 un copo y Q ⊂ P.
Se dice que m ∈ Q es:

1. el elemento menor de Q si para todo a ∈ Q, m ≤ a
2. el elemento mayor de Q si para todo b ∈ Q, b ≤ m
3. un elemento mı́nimo de Q si no existe a ∈ Q tal que a < m
4. un elemento máximo de Q si no existe un b ∈ Q tal que m < b.

Definición 1.2.7. Si Sea 〈P,≤〉 es un copo y Q ⊂ P.
Entonces se dice que c ∈ P es:

1. una cota inferior de Q, si c ≤ a para todo a ∈ Q
2. una cota superior de Q, si c ≥ b para todo b ∈ Q.
3. el ı́nfimo de Q si es la mayor cota inferior de Q.
4. el supremo de Q si es la menor cota superior de Q.

Nota: Observe que no siempre se puede hablar de la existencia de
un ı́nfimo o un supremo

Definición 1.2.8. Sea 〈P,≤〉 un copo con elemento mayor y
elemento menor 1 y 0 respectivamente. Entonces:

1. Un elemento a ∈ P con a 6= 0 se llama átomo si no existe b ∈ P
tal que 0 < b < a.

2. Un elemento a ∈ P con a 6= 1 se llama coátomo si no existe
b ∈ P tal que a < b < 1

Definición 1.2.9. Sea 〈P,≤〉 un copo entonces P se dice que es
totalmente ordenado o una cadena, si para todo a, b ∈ P se tiene que
a ≤ b ó b ≤ a. Es decir, cada par de elementos de P es comparable y
en este caso a “ ≤ ” se le llama orden total u orden lineal.
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Definición 1.2.10. Un copo 〈P,≤〉 se llama inductivo si toda
cadena en 〈P,≤〉 tiene una cota superior en P.

Lema 1.2.11 (Lema de Zorn). Todo copo inductivo tiene ( al
menos) un elemento máximo.

1.2.2. Ret́ıculas.

Definición 1.2.12. Un copo 〈L,≤〉 es una ret́ıcula si para todo
a, b ∈ L existe el supremo y el ı́nfimo de {a, b}. El supremo será deno-
tado por a ∨ b y al ı́nfimo por a ∧ b.

Definición 1.2.13. Sean 〈L,≤,∨L,∧L〉 y 〈L′,�,∨L′ ,∧L′〉 dos
ret́ıculas. Una función f : L → L′ es un morfismo de ret́ıculas si para
cada a, b ∈ L se cumple que

1. f(a ∨L b) = f(a) ∨L′ f(b)
2. f(a ∧L b) = f(a) ∧L′ f(b)

Definición 1.2.14. Sean 〈L,≤,∨L,∧L〉 y 〈L′,�,∨L′ ,∧L′〉 dos
ret́ıculas. Una función f : L → L′ es un anti-morfismo de ret́ıculas
si para cada a, b ∈ L se cumple que

1. f(a ∨L b) = f(a) ∧L′ f(b)
2. f(a ∧L b) = f(a) ∨L′ f(b)

Observación 1.2.15. Si f es un morfismo (anti-morfismo) de
ret́ıculas biyectivo entonces f es un isomorfismo (anti-isomorfismo).

De forma intuitiva se puede observar que todo (anti-)isomorfismo
de ret́ıculas es un (anti-)isomorfismo de copos. No obstante, como
las operaciones reticulares se definen en términos del orden, también
resulta que todo (anti-)isomorfismo de copos es un (anti-)isomorfismo
de ret́ıculas, como se afirma en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.16. Sean 〈L,≤,∨L,∧L〉 y 〈L′,�,∨L′ ,∧L′〉 dos ret́ıcu-
las. Una función f : L → L′ es un isomorfismo (anti-isomorfismo) de
copos si y sólo si es un isomorfismo (anti-isomorfismo) de ret́ıculas

Demostración. Sea f : L→ L′ un isomorfismo de copos, entonces
existe f−1 : L′ → L y f−1 preserva el orden. Aśı, f(a ∧L b) � f(a) y
f(a ∧L b) � f(b), de donde f(a ∧L b) � f(a) ∧L′ f(b). Por otro lado,
f(a)∧L′ f(b) � f(a) y f(a)∧L′ f(b) � f(b), luego f−1(f(a)∧L′ f(b)) ≤ a
y f−1(f(a)∧L′ f(b)) ≤ b. Por tanto, f−1(f(a)∧L′ f(b)) ≤ a∧L b; esto es,
f(a)∧L′ f(b) ≤ f(a∧L b) y aśı se concluye que f(a∧L b) = f(a)∧L′ f(b).
De forma anloga se prueba que f(a ∨L b) = f(a) ∨L′ f(b) y con esto se
concluye que f es un isomorfimos de ret́ıculas.

Rećıprocamente, suponga ahora que f : L → L′ es un isomorfismo
de ret́ıculas. Sean a, b ∈ L con a ≤ b entonces, f(a) = f(a ∧L b) =
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f(a) ∧L′ f(b) � f(b). Esto es, f preserva el orden. Ahora, si a′, b′ ∈ L′
con a � b, entonces existen a, b ∈ L tales que f(a) = a′ y f(b) = b′. De
esta forma, se tiene que f−1(a′) = f−1(a′∧L′ b′) = f−1(f(a)∧L′ f(b)) =
f−1(f(a∧L b)) = a∧L b ≤ b = f−1(f(b)) = f−1(b′). Esto demuestra que
f−1 preserva el orden y se concluye que f es un isomorfismo de copos.

El caso para el cual f es un anti-isomorfismo tiene una demostración
similar a la anterior. �

Definición 1.2.17. Se dice que 〈L,≤,∨,∧〉 es una ret́ıcula distri-
butiva si para cada a, b, c ∈ L se tiene que a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c)

Definición 1.2.18. Se dice que 〈L,≤,∨,∧〉 es una ret́ıcula modular
si para cada a, b, c ∈ L con b ≤ a, se tiene que a ∧ (b ∨ c) = b ∨ (a ∧ c)

Observación 1.2.19. Toda ret́ıcula distributiva es modular.

Definición 1.2.20. Se dice que 〈L,≤,∨,∧〉 es una ret́ıcula com-
pleta si para cada subconjunto {ai}i∈I de elementos de L existen el

supremo y el ı́nfimo de {ai}i∈I ( denotados por
∨
i∈I

ai y
∧
i∈I

ai respecti-

vamente.)

Definición 1.2.21. Dada una ret́ıcula 〈L,≤,∨,∧〉 con elemento
menor 0, decimos que L es atómica, si para cada b ∈ L con b 6= 0 ,
existe un átomo a ∈ L tal que a ≤ b

Definición 1.2.22. Dada una ret́ıcula 〈L,≤,∨,∧〉 con elemento
mayor 1, decimos que L es coatómica, si para cada b ∈ L, con b 6= 1,
existe un coátomo a ∈ L tal que a ≥ b

1.2.3. Producto de Ret́ıculas. Diferentes clases de ret́ıculas
pueden ser descritas de manera más sencilla como combinaciones
aritméticas de ret́ıculas más pequeñas si se usa una generalización de
operaciones aritméticas como la adición, producto y exponenciación.
En esta parte se tendrán en cuenta las dos últimas.

Definición 1.2.23. Sean 〈L,≤,∨L,∧L〉 y 〈L′,≤′,∨L′ ,∧L′〉 dos
ret́ıculas. Se define el producto LL′ como el conjunto

LL′ := {(a, a′)|a ∈ L, a′ ∈ L′}.
Si se define la relación “ � ” en LL′ por

(a, a′) � (b, b′) si y sólo si a ≤ b y a′ ≤′ b′

Entonces, resulta que 〈LL′,�〉 es un copo.
Más aún, se tiene que 〈LL′,�〉 es una ret́ıcula, con el supremo y el
ı́nfimo dados por
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(a, a′) ∨ (b, b′) = (a ∨L b, a′ ∨L′ b′)
(a, a′) ∧ (b, b′) = (a ∧L b, a′ ∧L′ b′)

La definición anterior se puede generalizar para el producto de
n ret́ıculas, L1L2, ..., Ln con n ≥ 1. De hecho, se tiene la siguiente
generalización

Definición 1.2.24. Dadas 〈L,≤,∨L,∧L〉 y 〈L′,�,∨L′ ,∧L′〉 dos
ret́ıculas, se define a LL

′
como el conjunto de todos los morfismos de

ret́ıculas f : L′ → L. Dicho conjunto, con el orden dado por f � g si y
sólo si f(a′) ≤ g(a′) para todo a′ ∈ L′ y con el supremo e ı́nfimo dados
por

1. f ∨ g := h1 donde h1 : L′ → L es un morfismo de ret́ıculas tal
que para cada a′ ∈ L′, h1(a′) = f(a′) ∨L g(a′)

2. f ∧ g := h2 donde h2 : L′ → L es un morfismo de ret́ıculas tal
que para cada a′ ∈ L′, h2(a′) = f(a′) ∧L g(a′)

De esta forma LL
′

resulta ser una ret́ıcula.

1.3. Conexiones de Galois

Esta sección enuncia resultados relacionados a conexiones de Galois
ant́ıtonas (que invierten el orden), los cuales serán utilizados en el
caṕıtulo final de este trabajo. Estos resultados y sus demostraciones
pueden consultarse en [6]

Definición 1.3.1. Una conexión de Galois es una cuarteta 〈P, f, g,Q〉
donde 〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 son copos, f : P → Q y g : Q→ P son funciones
tales que para todo p ∈ P, q ∈ Q sucede que f(p) � q si y sólo si
p ≤ g(q).

Una definición alternativa de este concepto está dada por la siguien-
te proposición:

Proposición 1.3.2. Dados los copos 〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 y las funcio-
nes f : P → Q y g : Q→ P son equivalentes

(1) 〈P, f, g,Q〉 es una conexión de Galois
(2) (a) Para todo p ∈ P se tiene que q ≤ gf(p) y para todo q ∈ Q

se tiene que fg(q) � q
(b) f y g son morfismos de copos.

Corolario 1.3.3. Si 〈P, f, g,Q〉 es una conexión de Galois enton-
ces:

1. f ◦ g ◦ f = f.
2. g ◦ f ◦ g = g.
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Las conexiones de Galois tienen una estrecha relación con el con-
cepto de cerradura (interior) que aparece en muchas áreas de las ma-
temáticas, no sólo en Topoloǵıa. A continuación se presentan algunas
definiciones:

Definición 1.3.4. Sea 〈P,≤〉 un copo. Un operador cerradura
(interior) sobre P es una función h : P → P que cumple las siguientes
condiciones

1. h es un morfismo de orden
2. Para todo p ∈ P sucede que p ≤ h(p) (h(p) ≤ p)
3. h ◦ h = h.

Una forma alternativa de definir estos conceptos es refiriéndose a
los abiertos y cerrados.

Definición 1.3.5. 〈P,≤〉 un copo. Un sistema de cerrados (abier-
tos) de P es un subconjunto Q de P tal que para todo p ∈ P el conjunto
{q ∈ Q| p ≤ q} ( {q ∈ Q| q ≤ p}) tiene elmento menor (mayor), deno-
tado por p (p◦). Los elementos de Q se llaman cerrados (abiertos).

Un operador cerradura (interior) induce un sistema de cerrados
(abiertos) y viceversa:

Teorema 1.3.6. Sea 〈P,≤〉 un copo

1. Si h es un operador cerradura (interior) sobre P, entonces h(P )
es un sistema de cerrados (abiertos) de P

2. Si Q es un sistema de cerrados (abiertos) de P, entonces la
función h : P → P definida como h(p) := p (h(p) := p◦) es un
operador cerradura (interior) de P.

Una conexión de Galois también define un operador cerradura y un
operador interior

Teorema 1.3.7. Sea 〈P, f, g,Q〉 una conexión de Galois, entonces:

1. g ◦ f es un operador cerradura sobre P.
2. P = g(Q) = gf(P ) es un sistema de cerrados de P.
3. f ◦ g es un operador interior sobre Q
4. Q◦ = f(P ) = fg(Q) es un sistema de abiertos de Q.

Definición 1.3.8. Sean A y B conjuntos. Una polaridad entre los
conjuntos potencia P(A) y P(B), ordenados por la contención es una
conexión de Galois, 〈P(A), f, g,P(B)op〉

Observación 1.3.9. En caso de que A y B sean clases propias,
P(A) y P(B) son conglomerados.
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Las polaridades resultan ser correspondientes con relaciones bina-
rias.

Teorema 1.3.10. Sean A y B conjuntos

1. Toda relación R ⊆ A × B induce una polaridad πR =
〈P(A), f, g,P(B)op〉 dada por las funciones

fR(X) = {b ∈ B| ∀x ∈ X, (x, b) ∈ R} X ⊆ A

gR(X) = {a ∈ A| ∀y ∈ Y, (a, y) ∈ R} Y ⊆ B

2. Toda polaridad π = 〈P(A), f, g,P(B)op〉 induce la relación

Rπ = {(a, b) ∈ A×B| b ∈ f({a})}
3. Dada una relación R ⊆ A×B se tiene que RπR = R. Dada una

polaridad π = 〈P(A), f, g,P(B)op〉 se tiene que πRπ = π. Por
tanto, hay una correspondencia biuńıvoca entre las relaciones
de A en B y las polaridades de P(A) y P(B)

Observación 1.3.11. Dada una relaciónR ⊆ A×B y su polaridad
〈fR, gR〉, que a su vez induce sistemas de cerrados en P(A) y en P(B),
resulta que el menor cerrado en P(A) es gR(B) y el mayor abierto en
P(B)op es fR(A).





Caṕıtulo 2

Módulos y prerradicales

2.1. Módulos

2.1.1. Notación y definiciones básicas. En adelante, se deno-
tará por R a un anillo asociativo con 1 6= 0. De igual forma se asumirán
las definiciones de anillo, ideal izquierdo, ideal (bilateral), anillo cocien-
te, aśı como los tres teoremas de isomorfismos de Nöether.

Se debe tener en cuenta la siguiente notación:

RM significa que M es un R-módulo izquierdo
MR significa que M es un R-módulo derecho

RMS significa que M es un R-módulo izquierdo y es un S-
módulo derecho ( y es un bimódulo: (rm)s = r(ms) para todo
r ∈ R, s ∈ S y m ∈M.)

Se darán algunos resultados que serán utilizados en secciones pos-
teriores que son temas relacionados a la Teoŕıa de Módulos: muchos
de éstos sólo serán expuestos, pues se usarán como herramienta bási-
ca en el desarrollo de los caṕıtulos siguientes. Sin embargo, se pueden
consultar detalles en las secciones 2.3, 2.4 y 2.5 del caṕıtulo 3 de [1].
Además, todos los módulos considerados en este caṕıtulo son módulos
izquierdos sobre R, a menos que se diga lo contrario.

Definición 2.1.1. Dada una sucesión (finita o infinita) de morfis-
mos de R-módulos

· · · −→Mn−1
fn−1−→Mn

fn−→Mn+1
fn+1−→ · · ·

Se dice que es exacta en Mn si fn−1(Mn−1) = ker fn. Si es exacta
en cada R-módulo , la sucesión se llama exacta. En particular, una
sucesión exacta de la forma

0 −→ K
f−→M

g−→ N −→ 0

Se llama sucesión exacta corta.

Ejemplo 2.1.2. Sea M ∈ R-Mod y sea N ≤M. Entonces,

0 −→ N
ι−→M

π−→M/N −→ 0

es exacta corta. Donde, ι y π son la inclusión y proyección canónicas
respectivamente.
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Lema 2.1.3. Sean f : M → N y f ′ : N → M morfismos de R-
módulos tales que ff ′ = 1N . Entonces, f es un epimorfismo, f ′ es un
monomorfismo y M = Kerf ⊕ Im f ′.

Definición 2.1.4. Una sucesión exacta 0 → N
f→ M

g→ L → 0,
se escinde en el caso de que exista f ′ : M → N tal que f ′f = 1N y
g′ : L→M tal que gg′ = 1L.

Proposición 2.1.5. Considere la sucesión exacta 0→ N
f→M

g→
L → 0 Entonces, la sucesión se escinde si y sólo si Im f = Ker g es
un sumando directo de M.

2.2. Módulos simples

Definición 2.2.1. Un R-módulo M 6= 0 se llama simple si su
ret́ıcula de submódulos es S(M) = {0,M}

Sea denotará por S a la clase de todos los R-módulos simples. A
continuación se da un resultado que caracteriza los elementos de la
clase S

Proposición 2.2.2. Sea M un R-módulo no nulo. Entonces, M es
simple si y sólo si para todo x ∈M tal que x 6= 0 se tiene que 〈x〉 = M.

Corolario 2.2.3. Todo R-módulo simple es ćıclico.

Proposición 2.2.4. Sea M un R-módulo. Entonces, M ∈ S si y
sólo si M ∼= R/K, donde K es un ideal izquierdo máximo de R.

Observación 2.2.5. Dado S ∈ S, considere

[S] = {M |M ∈ R-Mod y M ∼= S}
Por la proposición 2.2.4, se tiene que existe una correspondencia
biuńıvoca entre la clase de isomorfismo de R-módulos simples y la clase
de ideales izquierdos máximos de R, la cual es un conjunto.

Por la observación 2.2.5, se tiene el siguiente resultado

Corolario 2.2.6. Las clases de isomorfismos de R- módulos sim-
ples formas un conjunto.

Se puede elegir un representante de cada clase de isomorfismo de
R-módulos simples y se obtiene un conjunto completo e irredundante.
Tal conjunto será denotado por R-simp.
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2.2.1. Módulos inyectivos y proyectivos.

Definición 2.2.7. Sea M ∈ R-Mod y N ≤ M. se dice que N es
esencial en M, (denotado por N EM), si para L ≤ M se tiene que
N ∩ L = 0 implica que L = 0.

Definición 2.2.8. Sean M,N ∈ R-Mod. Entonces, un morfismo
f : N →M se llama morfismo esencial si f(N)EM.

Definición 2.2.9. Sea M ∈ R-Mod y N ≤ M. se dice que N es
superfluo en M, (denotado por N � M), si para L ≤ M se tiene que
N + L = M implica que L = M.

Definición 2.2.10. Sea P un R-módulo. Se dice que P es pro-
yectivo si para cada f ∈ HomR(P,N) y para todo epimorfismo
g ∈ HomR(M,N) existe h ∈ HomR(P,M) tal que el siguiente dia-
grama conmuta

P

f
��

h

~~
M g

// N // 0

es decir, g ◦ h = f.

Pare ver las demostraciones de las siguientes dos proposiciones,
consulte caṕıtulo 3 de [22].

Proposición 2.2.11. Un módulo P es proyectivo si y sólo si
Hom(P, ) es exacto.

Proposición 2.2.12. Si A es un submódulo de B con A/B pro-
yectivo, entonces A es un sumando directo de B. Toda sucesión exacta
0→ A→ B → P → 0, con P proyectivo, se escinde.

Definición 2.2.13. Sea E un R-módulo. Se dice que E es inyectivo
si para cada f ∈ HomR(N,E) y para todo monomorfismo g ∈
HomR(N,M) existe h ∈ HomR(M,E) tal que el siguiente diagrama
conmuta

E

0 // N

f

OO

g
// M

h
``

es decir, h ◦ g = f.

Proposición 2.2.14. Un módulo E es inyectivo si y sólo si el
funtor Hom( , E) es exacto (derecho).
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Proposición 2.2.15. Sea {Ej : j ∈ J} una familia de R-módulos
inyectivos, entonces

∏
Ej es inyectivo.

Proposición 2.2.16. Todo sumando D de un módulo inyectivo E
es inyectivo.

Proposición 2.2.17. Un módulo E es inyectivo si y sólo si toda
sucesión exacta corta 0→ E → B → C → 0 se escinde. En particular,
E es sumando directo de B.

Se sabe que todo R-módulo puede incluirse en un R-módulo inyec-
tivo. De esta forma, es natural pensar en la mı́nima inclusión inyectiva
de un módulo M.

Definición 2.2.18. Sea M un R-módulo. Una pareja (E, i) es
una cápsula inyectiva de M, si E es un R-módulo inyectivo y además
i ∈ HomR(M,E) es un monomorfismo esencial.

Teorema 2.2.19. Sea M ∈ R-Mod y sean (E, i), (E ′, i ′) cápsulas
inyectivas de M. Entonces, existe un isomorfismo f : E → E ′ tal que
el siguiente diagrama conmuta

E ′

M

i ′

OO

i
// E

f
``

Dado que cualquier par de cápsulas inyectivas resultan ser isomor-
fas, se suele hablar de la cápsula inyectiva de M. En esta situación, se
denotará por EM a la cápsula inyectiva de un R-módulo M.

Teorema 2.2.20 (Criterio de Baer). Un R-módulo E es inyectivo
si y sólo si todo R-homomorfismo f : I → E, donde I es un ideal
izquierdo de R, puede extenderse a R.

2.2.2. Generadores y cogeneradores, la traza y el rechazo.

Definición 2.2.21. Sea A una clase de R-módulos y M un R-
módulo. Se dice que la clase A genera a M, si existe un epimorfismo⊕

A∈I

A −→M −→ 0,

con I ⊆ A un conjunto.

Definición 2.2.22. Sean A,M ∈ R-Mod. Se dice que A genera a
M, si {A} genera a M. Esto es, existe un epimorfismo

A(X) −→M −→ 0,
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donde X es un conjunto.

Definición 2.2.23. Sea A una clase de R-módulos y M un R-
módulo. Se dice que la claseA cogenera aM, si existe un monomorfismo

0 −→M −→
∏
A∈I

A,

con I ⊆ A un conjunto.

Definición 2.2.24. Sean A,M ∈ R-Mod. Se dice que A cogenera
a M, si {A} cogenera a M. Esto es, existe un monomorfismo

0 −→M −→ AX ,

donde X es un conjunto.

Ejemplo 2.2.25. Dado un Z-módulo A, {Zn| n > 1} genera a A si
y sólo si A es de torsión.

Ejemplo 2.2.26. Dado un Z-módulo A, Q cogenera a A si y sólo
si A es libre de torsión.

Ejemplo 2.2.27. R genera a M para todo M ∈ R-Mod.

Ejemplo 2.2.28.
∏

R-Simp

ES cogenera a M para todo M ∈ R-Mod.

Definición 2.2.29. Sea A una clase de R-módulos y M un R-
módulo. Se definen

1. La traza de M respecto a A (denotada por TrA(M) ) como:

TrA(M) =
∑
{f(A)| f ∈ HomR(A,M), A ∈ A}

2. El rechazo de M respecto a A (denotada por RejA(M) ) como:

RejA(M) =
⋂
{ker g | g ∈ HomR(M,A), A ∈ A}

Proposición 2.2.30. Sea A una clase de R-módulos y M ∈ R-
Mod. Entonces,

1. M ∈ Gen(A) si y sólo si TrA(M) = M.
2. M ∈ Cog(A) si y sólo si RejA(M) = 0.

donde Gen(A) representa la clase de módulos generados por A y
Cog(A) la clase de módulos cogenerados por A.

Definición 2.2.31. En particular, si M es un R-módulo, entonces
se definen

1. El zoclo de M (denotado por Soc(M)) como
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Soc(M) = TrS(M)

=
∑
A∈S

{f(A)| f ∈ HomR(A,M)}

2. El radical de M (denotado por Rad(M)) como

Rad(M) = RejS(M)

=
⋂
A∈S

{Ker g | g ∈ HomR(M,A)}

Observación 2.2.32. Para todoM ∈ R-Mod TrS(M) = TrR-simp(M)
y RejS(M) = RejR-simp(M).

Se presentan ahora algunas propiedades de la traza y el rechazo.

Proposición 2.2.33. Sea A una clase de R-módulos. Sean M,N ∈
R-Mod y f ∈ HomR(M,N), entonces

1. f(TrA(M)) ≤ TrA(N)
2. f(RejA(M)) ≤ RejA(N)

Proposición 2.2.34. Sea A una clase de R-módulos y M,∈ R-
Mod, entonces

1. TrA(TrA(M)) = TrA(M)
2. RejA(M/RejA(M)) = 0

2.3. Condiciones de cadena en módulos

Un conjunto L de submódulos de M satisface la condición de cadena
ascendente en caso de que para toda cadena

L1 ≤ L2 ≤ ... ≤ Ln ≤ ...

en L, existe n tal que Ln+i = Ln (i = 1, 2, ...). Cambiando de sentido
las desigualdades se obtiene la condición de cadena descendente.

Definición 2.3.1. Un módulo M es noetheriano en el caso de que
la ret́ıcula S(M) de todos los submódulos de M satisface la condición
de cadena ascendente. Y es artiniano en el caso de que S(M) satisface
la condición de cadena descendente.

Proposición 2.3.2. Para un módulo M las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) M es noetheriano
(b) Todo submódulo de M es finitamente generado
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(c) Todo conjunto no vaćıo de submódulos de M tiene un elemento
máximo.

Proposición 2.3.3. Para un módulo M las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) M es artiniano
(b) Cada módulo que sea factor de M es finitamente cogenerado
(c) Todo conjunto no vaćıo de submódulos de M tiene un elemento

mı́nimo.

Corolario 2.3.4. Sea M un submódulo no nulo.

(1) Si M es artiniano, entonces M tiene un submódulo simple; De
hecho, SocM es un submódulo esencial.

(2) Si M es noetheriano, entonces M tiene un submódulo máximo;
De hecho, RadM es un submódulo superfluo.

Proposición 2.3.5. Sea

0→ K →M → N → 0

una sucesión exacta de R-módulos. Entonces M es artiniano (noethe-
riano) si y sólo si K y N son artinianos (noetherianos).

Corolario 2.3.6. Sea M = M1⊕...⊕Mn. Entonces M es artiniano
(noetheriano) si y sólo si para cada i = 1, 2, .., n se tiene que Mi es
artiniano (noetheriano).

2.3.1. Condiciones de cadena para anillos. Un anillo R es
artiniano izquierdo (artiniano derecho) en caso de que el módulo
regular izquierdo (derecho) RR (RR) sea un módulo artiniano. El anillo
es artiniano en caso de que sea artiniano izquierdo y artiniano derecho,
esto es, RR y RR sean módulos artinianos. Los conceptos de noetheriano
derecho, noetheriano izquierdo o simplemente noetheriano son definidos
de manera similar.

Se puede ver que el anillo R de matrices 2×2 triangulares superiores(
a b
0 γ

)
con a, b ∈ R y γ ∈ Q es artiniano izquierdo y noetheriano izquierdo,

pero no es artiniano derecho ni noetheriano derecho. Por otro lado, Z,
es un anillo noetheriano que no es artiniano. (ver caṕıtulo 3, sección 10
de [1]).

Teorema 2.3.7. Sea R un anillo artiniano (izquierdo) entonces R
es noetheriano (izquierdo).
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2.4. Series de Composición

Definición 2.4.1. Sea M un módulo no nulo. Una cadena finita
de n+ 1 submódulos de M

M = M0 > M1... > Mn = 0

es llamada una serie de composición de longitud n para M si Mi−1/Mi

es simple para cada i = 1, 2, .., n. Esto es, cada término de la cadena
es máximo con respecto a su predecesor.

Proposición 2.4.2. Un módulo no nulo M tiene una serie de
composición si y sólo si M es artiniano y noetheriano

Corolario 2.4.3. Sean K,M y N módulos no nulos y suponga
que existe una sucesión exacta

0→ K →M → N → 0

de módulos. Entonces M tiene una serie de composición si y sólo
si K y N tienen series de composición

Ahora bien, sea M un módulo arbitrario y sea L ≤ M. Entonces,
sea L o no un término en una serie de composición de M, si L tiene un
submódulo máximo K, el módulo simple L/K es llamado un factor de
composición de M. Además, si M tiene una serie de composición

M = M0 > M1 > ... > Mn = 0

entonces los módulos simples

M0/M1,M1/M2, ...,Mn−1/Mn

son llamados los factores de composición de la serie. Si M tiene una
segunda serie de composición

M = N0 > N1 > ... > Mp = 0

entonces las dos series son equivalentes en el caso de que n = p y
exista una permutación l de {1, 2, .., n} tal que

Mi/Mi+1
∼= Nl(i)/Nl(i)+1 (i = 1, 2, ..., n.)

La equivalencia significa que para cadaR-módulo simple T, el núme-
ro de copias isomorfas de T en la sucesión de factores de composición
de una de las series es igual al número de copias de T en la otra serie.

Teorema 2.4.4 (Jordan-Hölder). Si un módulo M tiene una serie
de composición, entonces cada par de series de composición para M
son equivalentes

2.4.1. Longitud de composición. Es inmediato del Teorema
de Jordan-Hölder que para cualquier módulo que tiene series de com-
posición, todas las series de composición para tal módulo tienen la
misma longitud.
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Para un módulo con serie de composición se puede definir su
longitud (de composición) c(M) en forma uńıvoca por

c(M) =

{
0 si M = 0
n si M tiene una serie de composición de longitud n

Si un módulo M no tiene longitud finita, se dice que su longitud es
infinita y se escribe

c(M) =∞

Corolario 2.4.5. Sean K,M y N módulos y suponga que existe
una sucesión exacta

0→ K →M → N → 0

de morfismos. Entonces

c(M) = c(N) + c(K)

Corolario 2.4.6. Sea M un módulo de longitud finita y sean K
y N submódulos de M. Entonces

c(K +N) + c(K ∩N) = c(K) + c(N)

2.5. El zoclo y el radical

Proposición 2.5.1. Si M es un R-módulo izquierdo, entonces

Soc(M) =
∑
{K ≤M | K es mı́nimo en M}

=
⋂
{L ≤M | L es esencial en M}

Corolario 2.5.2. Sea M un módulo y sea K ≤M. Entonces,

SocK = K ∩ SocM

En particular, Soc(SocM) = SocM.

Corolario 2.5.3. Sea M un R-módulo izquierdo. Entonces, SocME
M si y sólo si todo submódulo no cero de M contiene un un submódulo
mı́nimo.

Proposición 2.5.4. Sea M un R-módulo. Entonces

SocM = TrR-simp(M) = Tr⊕
R-simp

(M) =
∑

S∈R-simp

TrS(M)

La consencuencia de la proposición anterior es que la clase de R-

módulos simples tiene un generador semisimple, que es
⊕

S∈R-simp

S.

Si S es simple, entonces TrS(M) es llamada la componente S-
homogénea del SocM. El zoclo de un módulo M es el más grande
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submódulo de M generado por R-simp.

Hay una versión dual a la Proposición 2.5.1 y es la siguiente:

Proposición 2.5.5. Si M es un R-módulo izquierdo, entonces

RadM =
⋂
{K ≤M | K es máximo en M}

=
∑
{L ≤M | L es superfluo en M}

Proposición 2.5.6. si f : M → N es un epimorfismo y si ker f ≤
RadM, entonces RadN = f(RadM). En particular,

Rad(M/RadM) = 0.

Proposición 2.5.7. Sea M un R-módulo izquierdo. Entonces,
RadM = 0 si y sólo si M es cogenerado por la clase de módulos
simples.

Proposición 2.5.8. Sea M un R-módulo izquierdo. Considere

T =
⊕
R-simp

S y T ′ =
∏

R-simp

S. Entonces,

RadM = RejT ′(M) = RejT (M) =
⋂

R-simp

RejS(M)

De forma dual se tiene que el radical de M es el menor submódulo
de M que contiene todos los submódulos superfluos de M. Sin embargo,
el radical de un módulo no necesariamente es superfluo.

2.6. Prerradicales.

Esta sección se dedica a las definiciones y propiedades básicas en la
clase de todos los prerradicales sobre el anillo R, la cual será denotada
por R-pr. Se presentan operaciones binarias y reticulares; además se
definen dos tipos importantes de prerradicales llamados alfa y omega,
los cuales permiten demostrar que R-pr es una gran ret́ıcula atómica y
coatómica.

Definición 2.6.1. Un prerradical sobre el anillo R es un subfuntor
del funtor identidad en la categoŕıa R-Mod; esto es, es un funtor

σ : R-Mod −→ R-Mod

tal que:

1. Para cada M ∈ R-Mod se tiene que σ(M) ≤M.
2. Para cada f ∈ HomR(M,N) se cumple que f(σ(M)) ≤ σ(N).
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Ejemplo 2.6.2. Dada A ⊆ R-Mod, se tiene que TrA() y RejA()
son prerradicales. En particular, Soc() = TrS() y Rad() = RejS()

Se denotará por R-pr al conglomerado1 de todos los prerradicales
sobre R.

Los prerradicales cumplen ciertas propiedades respecto a sumas
directas y produtos directos, las cuales se pueden enunciar aśı:

Proposición 2.6.3. Sean σ ∈ R-pr y {Mα}α∈I ⊆ R-Mod. Enton-
ces, se tiene que:

1. σ(
⊕
α∈I

Mα) =
⊕
α∈I

σ(Mα)

2. σ(
∏
α∈I

Mα) ≤
∏
α∈I

σ(Mα)

Demostración. (1). Para cada β ∈ I, sea Mβ

ιβ→
⊕
α∈I

Mα y⊕
α∈I

Mα

pβ→Mβ las inclusiones y proyecciones naturales, respectivamen-

te. Entonces, para cada β ∈ I se tiene que:

(2.1) ιβ(σ(Mβ)) ≤ σ

(⊕
α∈I

Mα

)
y

(2.2) pβ

(
σ

(⊕
α∈I

Mα

))
≤ σ(Mβ)

Sea x = (xα)α∈I ∈ σ

(⊕
α∈I

Mα

)
. Entonces por (2.2), para cada

α ∈ I se tiene que xα = pα(x) ∈ σ(Mα), de donde x ∈
⊕
α∈I

Mα. Por

tanto,

σ

(⊕
α∈I

Mα

)
≤
⊕
α∈I

σ(Mα)

Por otro lado, si x ∈
⊕
α∈I

σ(Mα), entonces x = (xα)α∈I con xα ∈

σ(Mα) para cada α ∈ I, por lo que existen bj ∈ I, j ∈ {1, ..., n} tales

1Note que un prerradical es una clase, al ser una asignación entre clases. Por
tanto R-pr es estrictamente hablando un conglomerado.
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que para cada βj se tiene que x =
n∑
j=1

ιβjpβj(x). Ahora, por (2.2), pβj ∈

σ(Mβj), y por (2.1), ιβjpβj(x) ∈ σ

(⊕
α∈I

Mα

)
para cada j = 1, ..., n.

Luego, x ∈ σ

(⊕
α∈I

Mα

)
. Por tanto,

⊕
α∈I

σ(Mα) ≤ σ

(⊕
α∈I

Mα

)
.

(2). Para cada β ∈ I, considere las proyecciones naturales
∏
α∈I

Mα

pβ→

Mβ y sea x = (xα)α∈I ∈ σ

(∏
α∈I

Mα

)
. Entonces se tiene que

pβ

(
σ

(∏
α∈I

Mα

))
≤ σ(Mβ), de donde xβ = pβ(x) ∈ σ(Mβ) para cada

β ∈ I. Luego, x ∈
∏
α∈I

σ(Mα), y se concluye la prueba. �

2.6.1. Operaciones y propiedades.

Definición 2.6.4. Sean σ, τ ∈ R-pr. Se dice que σ � τ si y sólo si
para cada M ∈ R-Mod se tiene que σ(M) ≤ τ(M).

La anterior definición hace de R-pr un clase parcialmente ordenada.

Definición 2.6.5. Para cada σ, τ ∈ R-pr se definen las siguientes
operaciones:

1. El producto στ, tal que para cada M ∈ R-Mod se tiene que
(στ)(M) = σ(τ(M))

2. El coproducto (σ : τ), tal que para cada M ∈ R-Mod se cumple
que (σ : τ)(M)/σ(M) = τ(M/σ(M))

3. La cuña σ ∧ τ, tal que para todo M ∈ R-Mod, (σ ∧ τ)(M) =
σ(M) ∩ τ(M).

4. La yunta σ ∨ τ, tal que para todo M ∈ R-Mod, (σ ∨ τ)(M) =
σ(M) + τ(M).

Observación 2.6.6. En la definición anterior, se permite el uso
de los śımbolos “ ∧ ” y “ ∨ ” para denotar a la cuña y yunta, puesto
que estas operaciones satisfacen las propiedades del ı́nfimo y supremo
respectivamente con el orden dado en la Definición 2.6.5

Las operaciones en definidas en 2.6.5 se pueden comparar de la
siguiente manera:

Proposición 2.6.7. Sean σ, τ ∈ R-pr. Entonces, se tiene que
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στ � σ ∧ τ � σ ∨ τ � (σ : τ)

Definición 2.6.8. Sean I una clase de ı́ndices, {σi}i∈I ⊆ R-pr y
M ∈ R-Mod. Se define

1. La cuña arbitraria
∧
i∈I

σi, por (
∧
i∈I

σi)(M) =
⋂
i∈I

σi(M)

2. La yunta arbitraria
∨
i∈I

σi, por (
∨
i∈I

σi)(M) =
∑
i∈I

σi(M)

La cuña y la yunta definen prerradicales que tienen la propiedad
de ser el ı́nfimo y el supremo con el orden dado en la Definición 2.6.4.
Aśı, se tiene el siguiente resultado

Proposición 2.6.9. 〈R−pr,�,∨,∧〉 es una gran ret́ıcula completa,
con elemento mayor el funtor identidad en R-Mod y elemento menor
el funtor cero de R-Mod.

Observación 2.6.10. Aunque R-pr en general no es distributiva,
se tiene que R-pr es modular. Además, el nombre de gran ret́ıcula
se debe a que R-pr satisface las propiedades de una ret́ıcula pero no
necesariamente es un conjunto.

Proposición 2.6.11. (Ley Modular)
Sean σ, τ, η ∈ R-pr. Entonces,

σ � τ ⇒ σ ∨ (τ ∧ η) = τ ∧ (σ ∨ η)

La siguiente proposición muestra propiedades de distributividad
del producto y coproducto respecto a la conjunción y disyunción
arbitrarias.

Proposición 2.6.12. Dados I una clase de ı́ndices, {σi}i∈I ⊆ R-pr
y τ ∈ R-pr, se tiene que

1. (
∧
i∈I

σi)τ =
∧
i∈I

(σiτ)

2. (
∨
i∈I

σi)τ =
∨
i∈I

(σiτ)

3. (τ :
∧
i∈I

σi) =
∧
i∈I

(τ : σi)

4. (τ :
∨
i∈I

σi) =
∨
i∈I

(τ : σi)

Definición 2.6.13. Sea σ ∈ R-pr Se dice que :

1. σ es idempotente, si σ2 = σ.
2. σ es radical, si (σ : σ) = σ
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Proposición 2.6.14. Sea σ ∈ R-pr. Entonces, σ es radical si y
sólo si σ(M/σ(M)) = 0 para todo M ∈ R-Mod.

Ejemplo 2.6.15. Dada A ⊆ R-Mod, se tiene que TrA() es idem-
potente y RejA() es radical.

De ahora en adelante, R-id denotará la clase de todos los prerradi-
cales idempotentes y R-rad la clase de todos los radicales.

Proposición 2.6.16. Sea I una clase de ı́ndices y {σi}i∈I ⊆ R-pr.
Entonces, se tiene que

1. Si {σi}i∈I ⊆ R-id, entonces
∨
i∈I

σi ∈ R-id

2. Si {σi}i∈I ⊆ R-rad, entonces
∧
i∈I

σi ∈ R-rad

Lema 2.6.17. Sea σ ∈ R-pr. Si σ(ES) = 0 para cada S ∈ R-Simp
entonces σ = 0.

Demostración. Sea σ ∈ R-pr y M ∈ R-Mod. Dado que P0 =∏
R-Simp

ES genera la categoŕıa R-Mod, se tiene que existe un monomor-

fismo f : M → (P0)
X para cierto conjunto X y puesto que σ es un

prerradical y f es mono, se obtiene que

σ(M) = σ(f(M)) ≤ σ
(
(P0)

X
)
≤

( ∏
R-Simp

σ(ES)

)X

= 0

Lo anterior demuestra que σ(M) = 0 para cada M ∈ R-Mod, es decir
σ = 0. �

2.6.2. Prerradicales alfa y omega.

Definición 2.6.18. Sean M ∈ R-Mod y N ≤M. Entonces, se dice
que N es un submódulo totalmente invariante de M si y sólo si para
cada f ∈ EndR(M) se tiene que f(N) ≤ N.

Ejemplo 2.6.19. Sea S ∈ R-simp. Si f ∈ EndR(ES) entonces
f(S) = S, o bien f(S) = 0. De esta forma, se sigue S es totalmente
invariante en ES.

Ejemplo 2.6.20. Un ideal izquierdo I del anillo R es un submódulo
totalmente invariante de R si y sólo si I es un ideal (bilateral) de R.

Definición 2.6.21. Sea M ∈ R-Mod y sea N un submódulo
totalmente invariante de M. Entonces para cada K ∈ R-Mod se definen
los funtores



2.6. PRERRADICALES. 33

αMN (K) :=
∑
{f(N)|f ∈ HomR(M,K)},

ωMN (K) :=
⋂
{g−1(N)|g ∈ HomR(K,M)}.

Observación 2.6.22. En la definición anterior, se tiene que αMN (K)
y ωMN (K) son submódulos de K. Más aún, αMN y ωMN son prerradicales
sobre R.

Observación 2.6.23. Dados M,K ∈ R-Mod, se tiene que

αMM (K) :=
∑
{f(M)|f ∈ HomR(M,K)} = TrM(K),

ωM0 (K) :=
⋂
{ker g|g ∈ HomR(K,M)} = RejM(K).

Es claro que 0 y M son submódulos totalmente invariantes de M.

Observación 2.6.24. En principio, αMN y ωMN se podŕıan definir pa-
ra todo submódulo N de M. Sin embargo, en caso de ser N totalmente
invariante en M, se cumple que αMN (M) = N = ωMN (M).

A los prerradicales αMN y ωMN con N totalmente invariante en M se
les conoce como prerradicales alfa y omega respectivamente.

Lema 2.6.25. Sea M ∈ R-Mod y K,N submódulos totalmente
invariantes de M tales que K ≤ N. Entonces,

αMK � αMN y ωMk � ωMN .

Proposición 2.6.26. Sea M ∈ R-Mod. Entonces, N es un
submódulo totalmente invariante de M si y sólo si existe σ ∈ R-pr
tal que σ(M) = N.

Proposición 2.6.27. Sean M ∈ R-Mod, N un submódulo total-
mente invariante de M y σ ∈ R-pr. Entonces, σ(M) = N si y sólo si
αMN � σ � ωMN .

Proposición 2.6.28. Sea A ⊆ R-Mod, entonces para cada K ∈ R-
Mod, se tiene que

TrA(K) =
∑
A

αMM (K) = (
∨
A

αMM )(K)

RejA(K) =
⋂
A

ωM0 (K) = (
∧
A

ωM0 )(K)

En particular,

1 = TrR−Mod() =
∨

R−Mod

αMM

0 = RejR−Mod() =
∧

R−Mod

ωM0

Se tiene ahora la siguiente proposición
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Proposición 2.6.29. Sea σ ∈ R-pr entonces

1. σ =
∨
{αMσ(M)|M ∈ R-Mod}

2. σ =
∧
{ωMσ(M)|M ∈ R-Mod}

Demostración. Considere σ ∈ R-pr. Entonces,

1. Sea M ∈ R-Mod. Por la Proposición 2.6.27 se tiene que

αMσ(M) � σ � ωMσ(M), de donde
∨

R-Mod

αMσ(M) � σ. Por otro lado, si

L ∈ R-Mod, por la Observación 2.6.24 se sigue que

σ(L) = αLσ(L)(L) ≤
(∨

R-Mod α
M
σ(M)

)
(L)

Demostrando aśı la igualdad.

2. La desigualdad σ �
∧

R-Mod

ωMσ(M) se sigue nuevamente de la

proposición 2.6.27. Aplicando la Observación 2.6.24, si L ∈ R-
Mod, ∧

R-Mod

ωMσ(M)(L) ≤ ωLσ(L)(L) = σ(L),

es decir,
∧

R-Mod

ωMσ(M) � σ con lo que se demuestra la igualdad.

�

Lema 2.6.30. Sea σ ∈ R-pr. Entonces σ = 1 si y sólo si σ(R) = R.

Demostración. La necesidad es inmediata. Para la suficiencia,
suponga que σ(R) = R. Puesto que R es un generador de la categoŕıa
R-Mod, existe un epimorfismo f : R(X) → M, con X un conjunto.
Además, como σ ∈ R-pr, se tiene

f
(
σ(R(X))

)
≤ σ(M) ≤M.

Pero,

f
(
σ(R(X))

)
= f

(
(σ(R))(X)

)
= f(R(X)) = M.

�

Por tanto, σ(M) = M para cada M ∈ R-Mod y se concluye que
σ = 1.

Proposición 2.6.31. R-pr es una gran ret́ıcula atómica. El con-
junto de sus átomos es

{αESS | S ∈ R-Simp}.
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Demostración. Sea σ ∈ R-pr tal que σ 6= 0. Por el Lema 2.6.17,
existe S ∈ R-simp, tal que σ(ES) 6= 0. Dado que S es totalmente
invariante en ES se tiene que αESS � αESσ(ES) y por la Proposición 2.6.27

αESσ(ES) � σ.

Sólo falta probar que αESS es un átomo para cada S ∈ R-simp. Para
esto, sea S ∈ R-Simp y sea τ ∈ R-pr tal que τ ≺ αESS . Entonces,
τ(ES) = 0 ya que

τ(ES) ≺ αESS (ES) = S

y como S es simple, τ(ES) = 0.
Ahora bien, si S ′ ∈ R-simp, con S ′ 6∼= S. Entonces, τ(ES ′) ≤

αESS (S ′) = 0. Por tanto, por el lema 2.6.17, τ = 0 y se finaliza la
prueba.

�

La demostración del siguiente resultado es similar a la de 2.6.31

Proposición 2.6.32. R-pr es una gran ret́ıcula coatómica. El
conjunto de coátomos es

{ωRI | I un ideal máximo de R}.

Por otro lado, se tiene el siguiente resultado en cuanto a los
generadores y cogeneradores en la categoŕıa R-Mod

Proposición 2.6.33. G es un generador (cogenerador) de R-Mod
si y sólo si αGG = 1. (ωG0 = 0.)

Teorema 2.6.34. Sea σ ∈ R-pr. Entonces,

1. σ ∈ R-id si y sólo si σ =
∨
{αMM |M ∈ R-Mod, σ(M) = M}

2. σ ∈ R-rad si y sólo si σ =
∧
{ωM0 |M ∈ R-Mod, σ(M) = 0}

Proposición 2.6.35. Sean {Mi}i∈I , {Ni}i∈I ⊆ R-Mod. Entonces,

1. Si M =
⊕
i∈I

Mi; N =
⊕
i∈I

Ni y si N es un submódulo totalmente

invariante de M entonces, para cada i ∈ I, Ni es un submódulo
totalmente invariante de Mi.

2. Si M =
∏
i∈I

Mi; N =
∏
i∈I

Ni y si N es un submódulo totalmente

invariante de M entonces, para cada i ∈ I, Ni es un submódulo
totalmente invariante de Mi.

Proposición 2.6.36. Sean {Mi}i∈I , {Ni}i∈I ⊆ R-Mod. Entonces,

1. Si M =
⊕
i∈I

Mi; N =
⊕
i∈I

Ni y si N es un submódulo totalmente

invariante de M entonces
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i∈I

αMi
Ni

= αMN

2. Si M =
∏
i∈I

Mi; N =
∏
i∈I

Ni y si N es un submódulo totalmente

invariante de M entonces∧
i∈I

ωMi
Ni

= ωMN

Demostración. Sean {Mi}i∈I , {Ni}i∈I ⊆ R-Mod. Entonces.

1. M =
⊕
i∈I

Mi y N =
⊕
i∈I

Ni. Por definición se tiene que para

cada K ∈ R-Mod

αMN (K) =
∑{

f(
⊕
i∈I

Ni) | f ∈ Hom
R

(⊕
i∈I

Mi, K

)}
y

αMi
Ni

(K) =
∑{

g(Ni) | g ∈ Hom
R

(Mi, K)
}

Para cada i ∈ I, sean ιi y πi las inclusiones y proyecciones
naturales. Entonces, para cada i ∈ I y g ∈ HomR(Mi, K) se
tiene que

g(Ni) = g ◦ πi

(⊕
i∈I

Ni

)
≤ αMN (K)

As,
∨
i∈I

αMi
Ni
� αMN .

Por otro lado, para cada f ∈ Hom
R

(
⊕
i∈I

Mi, K) se tiene que

f(
⊕
i∈I

Ni) =
∑
i∈I

f ◦ ιi(Ni) ≤
∑
i∈I

αMi
Ni

(K)

As,
∨
i∈I

αMi
Ni
� αMN , con lo que termina la demostración.

�



Caṕıtulo 3

Anillos semisimples y sus ret́ıculas de prerradicales

3.1. Módulos semisimples

En esta sección R continuará siendo un anillo asociativo con unidad
y por “módulo”se entenderá R-módulo izquierdo.

Este caṕıtulo pretende dar a conocer propiedades generales que se
tiene en los anillos semisimples en cuanto la descomposición de los
módulos en la categoŕıa R-Mod y su clase R-pr, mostrando que una
propiedad caracteŕıstica de un anillo semisimple es que todo R-módulo
sea semisimple. Estos anillos serán estudiados en la sección 3.2 donde
se mostrará el Teorema de Wedderburn-Artin, que caracteriza este
tipo de anillos como un producto directo finito de anillos de matrices
con coeficientes sobre un anillo con división. Este importante teorema,
dará una herramienta muy valiosa para poder tener caracterizaciones
sobre la estructura reticular de R-pr.

Se puede decir que el objetivo de este caṕıtulo es tener una motiva-
ción para extender estos resultados tomando en cuenta en un estudio
posterior a los anillos puro-semisimples. Esto es, ¿qué se puede decir
acerca de R-Mod y de R-pr cuando R es puro-semisimple? (Algunas
respuestas serán encontradas en el caṕıtulo 4)

Recuerde que un módulo RT 6= R0 es simple si S(RT ) = {0, T}.
Un módulo simple puede ser caracterizado en R-Mod como un

módulo no cero T tal que todo R- morfismo no cero T → N (N → T )
es un monomorfismo (epimorfismo).

Proposición 3.1.1. Un R-módulo izquierdo T es simple si y sólo
si T ∼= R/I para algún ideal izquierdo máximo I de R.

Definición 3.1.2. Si M es un módulo tal que

M =
∑
i∈I

Ti

con Ti simple para cada i ∈ I, entonces M se dice semisimple.

Claramente, todo módulo simple es semisimple, entonces para todo
anillo no trivial siempre existen módulos semisimples.

37
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Definición 3.1.3. Se dice que una familia {Ni}i∈I de submódulos
de M es independiente si para todo j ∈ J

Nj ∩ (
∑
I\{j}

Ni) = {0}

En ese caso se dice
∑
I

Ni es directa y se denota
⊕
I

Ni.

Lema 3.1.4. Si M es un módulo tal que

M =
∑
i∈I

Ti

con Ti simple para cada i ∈ I,
Entonces existe un conjunto J ⊆ I tal que M =

⊕
j∈J

Tj.

Demostración. Considere la familia de familias

A = {{Tj}j∈J |J ⊆ I y {Tj}j∈J es independiente}

A es de caracter finito, pues {Ti}J , J ⊆ I es independiente si y sólo
si cada subfamilia finita es independiente. Por el Lema de de Tukey1,
existe una familia independiente máxima en A, denótese por {Tj}J .
Entonces,

⊕
j∈J

Tj ≤M. Para demostrar la inclusión rećıproca, basta ver

que para todo i ∈ I, Ti ⊆
⊕
J

Tj. Si esto no ocurriera, entonces existe

i ∈ I \ J tal que Ti ∩
⊕
J

Tj = {0}, debido a que Ti es simple. Pero

entonces {Tj}J ∪{Ti} seŕıa independiente, lo cual es una contradicción.

Por tanto, M =
∑
I

Ti ⊆
⊕
J

Tj. �

Lema 3.1.5. Si M es un módulo tal que

M =
∑
i∈I

Ti

con Ti simple para cada i ∈ I,
Entonces para cada submódulo K de M, existe un subconjunto

J ⊆ I tal que {Tj}j∈J es independiente y

M = K ⊕ (
⊕
j∈J

Tj)

1El Lema de Tukey afirma que todo conjunto de carácter finito tiene elementos
máximos.
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Demostración. Sea K un submódulo propio de M. Por el Lema

2.1.3 existe I ′ ⊆ I tal que M =
⊕
i∈I′

Ti. Considere

S = {X ⊆ I : K ∩
⊕
x∈X

Tx = {0}}

Dado que K es propio, existe i0 ∈ I tal que Ti0 6⊆ K, por tanto
Ti0 ∩ K = {0}. Se puede verificar que S satisface las hipótesis del
Lema de Zorn 1.2.11 y por tanto existe J un elemento máximo de S.

Además, se tiene que (
⊕
j∈J

Tj) ∩K = {0}, por lo que K esta en suma

directa con los Tj con j ∈ J. Por otro lado, es claro que⊕
j∈J

Tj ⊕K ⊆M

Sólo falta probar que M ⊆
⊕
j∈J

Tj ⊕ K, para finalizar la prueba.

Sea Ti con i ∈ I. Como Ti ∩

(⊕
j∈J

Tj ⊕K

)
es un submódulo de Ti,

debe ser igual a Ti pues es simple; ya que si Ti ∩

(⊕
j∈J

Tj ⊕K

)
= {0}

contradice el hecho de que J es máximo. Por tanto,

M =
⊕
j∈J

Tj ⊕K

�

Proposición 3.1.6. Si un R-módulo M es generado por un conjun-
to indicado {Ti}i∈I de submódulos simples, entonces para algún J ⊆ I

M ∼=
⊕
j∈J

Tj

Demostración. En el Lema 3.1.5 tome K = 0. �

Proposición 3.1.7. Sea M un R-módulo semisimple con descom-

posición semisimple M =
⊕
I

Ti. Si

0 −→ K
f−→M

g−→ N −→ 0

es una sucesión exacta corta de R-módulos, entonces la sucesión se
escinde y tanto K como N son semisimples. De forma más precisa,
existe un subconjunto J ⊆ I e isomorfismos
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N ∼=
⊕
j∈J

Tj y K ∼=
⊕
k∈ I\J

Tk

Demostración. Dado que Im f es un submódulo de M, por el
Lema 3.1.4 existe un subconjunto J ⊆ I tal que M = (Im f)⊕(⊕j∈JTj).
Por tanto, la sucesión se escinde y N ∼= M/ Im f ∼= ⊕j∈JTj. Pero,
M = (⊕k∈I/JTk)⊕ (⊕j∈JTj) y aśı

K ∼= Im f ∼=
⊕
k∈I/J

Tk

�

El resultado anterior es muy importante ya que garantiza que
todo submódulo y todo módulo factor de un módulo semisimple es
semisimple. Más aún, todo submódulo es un sumando directo.

Corolario 3.1.8. Sea {Ti}i∈I un conjunto indicado de submódulos
simples de M. Si T es un submódulo simple de M tal que

T ∩ (
∑
i∈I

Ti) 6= 0

Entonces existe i ∈ I tal que T ∼= Ti.

Demostración. Si T es simple y (
∑
i∈I

Ti) ∩ T 6= 0, entonces

T ≤
∑
i∈I

Ti. De donde, M =
∑

i∈I Ti es semisimple, aśı por Lema 3.1.4

existe J ⊆ I tal que M = ⊕j∈JTj y aplicando la Proposición 3.1.7 se
obtiene el resultado. �

Teorema 3.1.9. Para un R-módulo izquierdo las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) M es semisimple
(b) M es generado por módulos simples
(c) M es la suma de algún conjunto de submódulos simples
(d) M es la suma de sus submódulos simples
(e) Todo submódulo de M es un sumando directo
(f) Toda sucesión exacta corta

0→ K →M → N → 0

de R-módulos se escinde.

Demostración. La implicación (a) ⇒ (f) es por proposición
3.1.7, (f)⇒ (e) es por Proposición 2.1.5 y (b)⇒ (a) es por Proposición
3.1.6. Además (b)⇔ (c)⇔ (d) son sencillas de comprobar. Finalmente,
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(e) ⇒ (d). Suponga que M satisface (e). Se afirma que todo
submódulo no nulo de M contiene un submódulo simple. En efecto,
sea x 6= 0 en M. Entonces, como Rx es finitamente generado, Rx tiene
un submódulo máximo, H. Aplicado (e), se tiene que M = H⊕H ′ para
cierto H ′ ≤M. Aplicado la ley modular, Rx = Rx∩M = H⊕(Rx∩H ′)
y Rx∩H ′ ∼= Rx/H es simple. Por lo tanto, Rx contiene un submódulo
simple.

Ahora bien, considere N como la suma de todos los submódulos
simples de M. Entonces, aplicado (e), M = N⊕N ′ para cierto N ′ ≤M.
Dado que N ∩N ′ = 0, N ′ no contiene ningún submódulo simple, pero
esto implica que N ′ = 0, y por tanto M = N. �

Proposición 3.1.10. Un R-módulo M es semisimple si y sólo si
Soc(M) = M.

Demostración. Es de forma directa por la Proposición 2.5.1. �

Proposición 3.1.11. Si M es un R-módulo semisimple, entonces
RadM = 0

Demostración. Consecuencia de la Proposición 2.5.7. �

Proposición 3.1.12. Las siguientes condiciones son equivalentes
para un módulo semisimple M.

(a) M es fintamente cogenerado
(b) M = T1 ⊕ ...⊕ Tn con Ti simple para cada i = 1, .., n.
(c) M es finitamente generado

La siguiente proposición caracteriza los módulos semisimples por
medio de las condiciones de cadena

Proposición 3.1.13. Para un módulo M las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) RadM = 0 y M es artiniano
(b) RadM = 0 y M es finitamente cogenerado
(c) M es semisimple y finitamente generado
(d) M es semisimple y noetheriano
(e) M es la suma directa de un conjunto finito de submódulos

simples

Demostración. (a)⇒ (b) es evidente, pues ya que M es artiniano
entonces todo módulo cociente de M es finitamente cogenerado y
(d) ⇒ (c) se debe que al ser M noetheriano todo submódulo de M
es finitamente generado.

(b)⇒ (e). Suponga que se cumple (b), entonces por la Proposición
2.5.8 se tiene que M es finitamente cogenerado por la clase de módulos
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simples y como M es finitamente cogenerado se obtiene que M es
isomorfo a un submódulo de un producto finito P de módulos simples.
Dado que el producto finito es equivalente a una suma directa, se tiene
que P es semisimple y se obtiene el resultado.

(c)⇔ (e) por la proposición 3.1.12
(e) ⇒ (a) y (e) ⇒ (d). Suponga que se cumple (e). Entonces M

es semisimple y por la Proposición 3.1.11, se tiene que RadM = 0.
Además, todo módulo simple es artiniano y noetheriano y por el
Corolario 2.3.6 se obtiene el resultado. �

Corolario 3.1.14. Para un módulo semisimple M las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) M es artiniano;
(b) M es noetheriano;
(c) M es finitamente generado;
(d) M es finitamente cogenerado.

3.2. Anillos semisimples

Definición 3.2.1. R se llama anillo semisimple si el módulo
regular RR es semisimple

Un paso importante para el estudio de la clase de anillos semisim-
ples, es el Teorema de Wedderburn-Artin, pero para llegar a éste, se
necesitan algunos resultados previos:

Lema 3.2.2. (Lema de Schur) Si RT es un módulo simple,
entonces End(RT ) es un anillo con división.

La siguiente proposición garantiza que todo anillo simple artiniano
es semisimple. También se sigue que cualquier suma directa de anillos
semisimples es semisimple. En efecto,

Proposición 3.2.3. Para un anillo R las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) R tiene un generador simple izquierdo
(b) R es simple y artiniano izquierdo
(c) Para algún simple RT, RR ∼= T (n) para algún n.
(d) R es simple y RR es semisimple.

Lo anterior tiene como consecuencia a uno de los más importantes
teoremas de estructura en Teoŕıa de Módulos:

Teorema 3.2.4. (Teorema de Wedderburn-Artin)
Un anillo R es semisimple si y sólo si R es el producto directo de

un número finito de anillos simples artinianos.
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El teorema anterior se puede enunciar en una forma más completa
y detallada dada por el siguiente:

Teorema 3.2.5 (Wedderburn-Artin. Estructura de un ani-
llo semisimple). Sea R un anillo semisimple. Entonces R contiene
un conjunto finito T1, T2, ..., Tm de ideales izquierdos mı́nimos que com-
prenden un conjunto irredundante de representantes de los R-módulos
simples izquierdos. Más aún, para cada elemento de este conjunto, la
componente homogenea

TrTi(R) = RTiR para cada i = 1, 2, ...,m.

son anillos simples artinianos y R es el producto directo de anillos

R =
m∏
i=1

RTiR

Finalmente, Ti es un generador simple para el anillo RTiR y

RTiR ∼= Mni(Di)

donde, ni = c(RTiR) y Di = End(RTi) para cada i = 1, ...,m.

Observación 3.2.6. Las demostraciones del Lema de Schur, el
Toerema de Wedderburn-Artin pueden ser encontradas en la sección
13 del caṕıtulo 4 de [1].

Proposición 3.2.7. Para un anillo R las siguientes condiciones
son equivalentes

(a) R es semisimple
(b) R tiene un generador semisimple izquierdo
(c) Toda sucesión exacta corta

0→ K →M → L→ 0

se escinde.
(d) Todo R-módulo izquierdo es semisimple

Más aún, todas las afirmaciones se mantienen y son equi-
valentes si se cambia “izquierdo”por “derecho”

Demostración. Por el corolario 3.2.6 es suficiente probar la equi-
valencia usando el lado izquierdo en las condiciones.

(a)⇒ (b). Tome RR.
(b) ⇒ (d). Existe un epimorfismo, R(X) → M → 0 donde X es un

conjunto. Aplicando Proposición 3.1.6 se obtiene (d).
y (d)⇒ (c)⇒ (a) es el Teorema 3.1.8

�

Corolario 3.2.8. Para un anillo R las siguientes condiciones son
equivalentes:
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(a) R es semisimple
(b) Todo monomorfismo en RM se escinde
(c) Todo epimorfismo en RM se escinde.

Finalmente, en cuanto a los anillos semisimples y a su categoŕıa
de R-módulos se puede decir lo siguiente, sintetizado en el siguiente
teorema:

Teorema 3.2.9. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un anillo R :

(a) R es semisimple
(b) Todo R-módulo es semisimple
(c) Todo R-módulo es inyectivo
(d) Toda sucesión exacta de R-módulos se escinde
(e) Todo R-módulo es proyectivo

Demostración. (a)⇒ (b), Si R es semisimple como módulo, dado
que R genera a R-Mod entonces por la Proposición 3.1.7 se tiene que
todo R-módulo es semisimple.

(b)⇒ (c). Si M es un módulo, entonces M puede ser sumergido en
un módulo inyectivo E. Pero, por el Lema 3.1.5 M es un sumando de
E, y por tanto es inyectivo.

(c)⇒ (d). Por la Proposición 2.2.17.
(d)⇒ (e). Si M es un módulo, existe una sucesión exacta 0→ K →

F → M → 0 con F libre. Dado que esta sucesión se escinde, M es un
sumando directo de un libre y por tanto es proyectivo.

(e) ⇒ (a). Si I es un ideal de R, entonces R/I es proyectivo por
hipótesis. Por la Proposición 2.2.12, I es un sumando de R. Luego
por el Teorema 3.1.9, R es semisimple como R-módulo y por tanto
semisimple. �

3.3. Prerradicales en anillos semisimples

En esta sección se caracterizan ciertas clases de anillos por medio
de la estructura de la gran ret́ıcula R-pr.

Se inicia el estudio de prerradicales con anillos simples artinianos.

Teorema 3.3.1. R es un anillo simple artiniano si y sólo si R-pr
es una ret́ıcula trivial.

Demostración. Suponga que R es un anillo simple artiniano. En-
tonces, por la Proposición 3.2.3, R tiene un generador simple izquierdo
T. Sean σ ∈ R-pr y M ∈ R-Mod, por las proposiciones 3.1.7 y 3.2.3 se
tiene que M ∼= T (X) para cierto conjunto X. Aśı,
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σ(M) ∼= (σ(T ))(X)

Lo anterior es válido para cada M ∈ R-Mod y por tanto σ estará de-
terminado por su valor en T . Dado que T es simple, entonces σ(T ) = 0
ó σ(T ) = T. Si σ(T ) = 0, se obtiene σ = 0 y σ(T ) = T entonces σ = 1.

Rećıprocamente, suponga ahora que R-pr es una ret́ıcula trivial,
esto es, R-pr = {0, 1}. Considere S ∈ R-simp, entonces como S =
αSS(S) y S 6= 0, esto prueba que αSS 6= 0 y por tanto αSS = 1. Aplicando
la Proposición 2.6.33, S es un generador simple izquierdo de la categoŕıa
R-Mod y aśı R tiene un generador simple izquierdo lo cual implica por
la Proposición 3.2.3 que R es simple y artiniano. �

El siguiente teorema caracteriza los anillos semisimples artinianos

Teorema 3.3.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un anillo R :

(a) R es un anillo semisimple artiniano
(b) R-pr es una ret́ıcula booleana finita

(c) Para cada σ ∈ R-pr, σ = ∨{αE(S)
S | αE(S)

S � σ}
(d) 1 = ∨{αE(S)

S | S ∈ R-simp}

Demostración. (a) ⇒ (b). Dado que todo R-módulo es semi-
simple, entonces todo prerradical es determinado por sus valores en
R-Simp y por tanto R-pr es una gran ret́ıcula isomorfa a la ret́ıcula de
subconjuntos de R-Simp. De ah́ı, R-pr es finita y booleana.

(b) ⇒ (c). En una ret́ıcula booleana y atómica, cada elemento es
la unión de los átomos debajo de él y lo mismo ocurre en una gran
ret́ıcula booleana atómica.

(c)⇒ (d). Es inmediato.
(d)⇒ (a). 1 = SocR-Simp entonces, R = SocR-Simp(R) y por tanto R

es semisimple artiniano. �

Corolario 3.3.3. R es un anillo semisimple artiniano si y sólo si
[αMN , ω

M
N ] es una ret́ıcula booleana finita para cada M ∈ R -Mod y cada

submódulo totalmente invariante N de M.

Ejemplo 3.3.4. R es un anillo simple artiniano si y sólo si R-pr es
la ret́ıcula trivial dada por

1

0
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Ejemplo 3.3.5. Si R es un anillo semisimple y R-simp = {S, T},
con S 6= T , entonces la ret́ıcula de prerradicales, R-pr, viene dada por

1

αESS αETT

0

Ejemplo 3.3.6. Sea R es un anillo semisimple tal que |R-simp| = 3.
Suponga que R-simp = {S, T, U}, entonces existen ideales izquierdos
máximos I, J,K de R tales que S ∼= R/I, T ∼= R/J y U ∼= R/K. De
esta forma la ret́ıcula de prerradicales queda descrita de la siguiente
forma:

1

ωRK ωRJ ωRI

αESS αETT αEUU

0

Del Teorema 3.3.2, se sabe que si un anillo es semisimple entonces su
ret́ıcula de prerradicales resulta booleana finita. Una forma alternativa
de probar este resultado es utilizando el Teorema de Wedderburn-Artin
3.2.5 y otros resultados que serán enunciados a continuación:

Teorema 3.3.7. Sea R =
n∏
i=1

Ri donde Ri es un anillo para

i = 1, 2, ..., n. Entonces R-pr ∼=
n∏
i=1

(Ri-pr) (como producto de ret́ıculas)

Demostración. La demostración de este resultado puede ser
encontrada en el Teorema 1.118 de [12] y está basada en la estructura
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de los módulos en R-Mod respecto a los módulos en Ri-Mod. (También
se puede consultar [3].) �

Teorema 3.3.8. Si R y S son Morita equivalentes (R-Mod es una
categoŕıa equivalente a S-Mod) entonces R-pr ∼= S-pr. (como ret́ıculas).

Demostración. La demostración de este resultado puede ser
encontrada en el Corolario 3.2 de [8], la cual se basa en el Teorema
3.1 de [8], que afirma que todo par adjunto 〈F,G〉 : R-Mod → S-Mod
induce una conexión de Galois 〈ϕ, ψ〉 : R-pr → S-pr, donde ϕ y ψ
presevan el orden. De esta forma, el Corolario 3.2 de [8], usa el hecho
de que una equivalencia es un caso especial de par adjunto, y prueba que
ϕ y ψ son morfimos inversos uno de el otro, obteniendo el isomorfismo
de ret́ıculas entre R-pr y S-pr. �

Corolario 3.3.9. En particular, si R ∼= Mn(S) (como anillos)
entonces R-pr ∼= S-pr (como ret́ıculas).

El Teorema 3.3.7 proporciona una demostración alterna de la
equivalencia entre las condiciones (a) y (b) del Teorema 3.3.2.

Corolario 3.3.10. R es un anillo semisimple artiniano entonces
R-pr es una ret́ıcula booleana finita.

Demostración. Suponga que R es semisimple artiniano, entonces
por el Teorema de Wedderburn-Artin (3.2.5)

R ∼=
n∏
i=1

Mni(Di)

Donde ni es un entero y Di un anillo con división para i = 1, .., n.
Ahora, por los teoremas 3.3.7 y 3.3.8 se tiene que

(3.3) R-pr ∼=
n∏
i=1

(Di-pr)

Donde el producto de la izquierda hace referencia al producto de
ret́ıculas (ver sección 1.2).

Ahora bien, si D es un anillo con división y M es un D-módulo
entonces M ∼= D(X) para cierto conjunto X. De esta forma, todo
prerradical en D-pr está determinado por su valor D, los cuales son
0 ó D. Esto prueba que la ret́ıcula de prerradicales para un anillo con
división resulta ser la ret́ıcula trivial. Por lo anterior y la parte (3.3),
se tiene que R-pr es el producto finito de ret́ıculas de triviales y por
tanto es una ret́ıcula booleana finita.

�





Caṕıtulo 4

Anillos puro-semisimples y su ret́ıcula de
prerradicales

4.1. Producto tensorial de módulos

Se considerará a R un anillo asociativo con 1. Esta sección es
sólo una herramienta introductoria poder definir los módulos planos y
sucesiones exactas puras en términos del producto tensorial por lo que
más contenido en detalle y demostraciones de resultados presentados
aqúı pueden ser encontrados en el caṕıtulo 10 y 11 de [5].

Definición 4.1.1. Considere RN,MR y G un grupo abeliano. Una
función β : M ×N → G es R-balanceada si

1. β(m1 +m2, n) = β(m1, n) + β(m2, n) para todo m1,m2 ∈M y
n ∈ N.

2. β(m,n1 + n2) = β(m,n1) + β(m,n2) para todo m ∈ M y
n1, n2 ∈ N.

3. β(mr, n) = β(m, rn) para todo m ∈M,n ∈ N y r ∈ R.
Definición 4.1.2. Un producto tensorial entre MR y RN es un par

〈T, τ〉 donde T es un grupo abeliano y τ : M ×N → T es una función
R-balanceada que cumple la propiedad universal: Para cada función
R-balanceada β : M ×N → G existe un único morfismo f : T → G de
grupos abelianos tal que el siguiente diagrama conmuta

T

f
��

M ×N

τ

;;

β
// G

Lo anterior dice que τ : M × N → T es un objeto inicial de cierta
categoŕıa.

Teorema 4.1.3. Si existe el producto tensorial. éste es único salvo
isomorfismos.

Demostración. Todo objeto inicial es único. �

Teorema 4.1.4. El producto tensorial de módulos existe.

49
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Demostración. Ver caṕıtulo 10 de [5] �

Ahora bien, dados los R-módulos MR y RN. El producto tensorial
ente MR y RN será denotado por M ⊗R N. Si el anillo es claro, se
denotará por M ⊗N.

Proposición 4.1.5. Considere MR y RN. Entonces:

(1) M ⊗R R ∼= MR

(2) R⊗R N ∼=R N
(3) Si se tiene que SMR y RNS entonces M ⊗RN ∼= N ⊗SM como

grupos abelianos.
(4) Si se tiene RNT , entonces (M ⊗R N) ⊗T L ∼= M ⊗R (N ⊗T L)

como grupos abelianos.

Demostración. Las partes (1) y (2) son consecuencias del Teo-
rema 1.12 de [22]. La parte (3) de deriva del Corolario 1.9 de [22] y
finalmente (4) es el Teorema 14, página 371 de [5]. �

Teorema 4.1.6. Si I ≤ R es un ideal y RM, entonces R/I ⊗M ∼=
M/IM.

Demostración. Es el Ejemplo 8 de la página 370 de [5]. �

Teorema 4.1.7. Sean {Mi}i∈I una familia de R-módulos derechos

y {Nj}j∈J una familia de R-módulos izquierdos. Sean MR =
⊕
i∈I

Mi y

RN =
⊕
j∈J

Nj. Entonces,

M ⊗R N ∼=
⊕
j∈J

⊕
i∈I

(Mi ⊗R Nj)

Demostración. Ver el Teorema 17, página 373 de [5]. �

Corolario 4.1.8. R⊗M (I) ∼= (R⊗M)(I) ∼= M (I)

Demostración. Es consecuencia del Teorema 4.1.7. �

4.2. Ĺımites directos en R-Mod

Más contenido acerca de esta sección puede ser consultada en [22].
Además parte del contenido de esta sección y la siguiente pueden ser
consultadas en [20].

Definición 4.2.1. Un conjunto parcialmente ordenado (P,≤) es
dirigido superiormente si para todo p, q ∈ P, existe r ∈ P tal que
p, q ≤ r. SiM es una categoŕıa y I es un conjunto dirigido, se dice que

una pareja ({Mi}i∈I , {Mi
fij−→ Mj}j≤i) es un sistema dirigido en M si
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cada Mi ∈ M, y fij es un morfismo en M para todo i ≤ j con las
siguientes propiedades:

1. fii es la identidad en Mi.
2. fik = fjk ◦ fij para todo i ≤ j ≤ k.

Se abreviará el sistema ({Mi}i∈I , {Mi
fij−→Mj}j≤i) por {Mi, fij}.

Ejemplo 4.2.2. Sea RM un R-módulo izquierdo. Entonces, el par

({N ≤ M | N es f.g.}, {K
fK,L−→ L}) donde fK,L es la inclusión, es

un sistema dirigido, ya que, si K,L ≤ M son finitamente generados,
entonces K,L ↪→ L⊕K ≤f.g. M.

Definición 4.2.3. Un cono definido desde el sistema dirigido

({Mi}i∈I , {Mi
fij−→ Mj}j≤i) hacia un conjunto X es una familia de

morfismos {Mi
ψi−→ X}I tal que si i ≤ j entonces ψi = ψj ◦ fij. Es

decir, si i ≤ j, entonces el diagrama

Mi

fij //

ψi   

Mj

ψj~~
X

conmuta.

El ĺımite directo puede ser definido en una categoŕıa arbitraria C
por medio de una propiedad universal.

Definición 4.2.4. Sea 〈Xi, fij〉 un sistema dirigido de objetos y
morfismos de C. El ĺımite directo de ese sistema es un objeto X en C
junto con morfismos φi : Xi → X que satisfacen φi = φj ◦ fij. El par
〈X,φi〉 debe ser universal en el sentido de que para cualquier otro par
〈Y, ψi〉 existe un único morfismo u : X → Y que realiza que el siguiente
diagrama

Xi

fij //

φi

  

ψi

��

Xj
φj

~~

ψj

��

X

!u
��
Y

conmute para todo i, j ∈ I.
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El ĺımite directo es a menudo denotado como X = lim−→Xi, cuando el
sistema directo 〈Xi, fij〉 se entiende. Por otra parte, cabe mencionar que
el ĺımite directo se puede ver como el objeto inicial de cierta categoŕıa.

Ejemplo 4.2.5. El sistema dirigido ({N ≤f.g. M}, {K
ιK,L
↪→ L}) del

ejemplo 4.2.2. tiene ĺımite directo. Más aún, lim−→{N ≤f.g. M}
∼= M.

Considere el cono

K
ιK,L //

ψK !!

L

ψL~~
RA

para el sistema ({N ≤f.g. M}, {K
ιK,L
↪→ L}) y para cada x ∈ M, el

diagrama

Rx
ιRx,L //

ψRx !!

L

ψL~~
RA

Defina h : M → A como h(x) = ψRx(x), está bien definido, pues si
x ∈ N ≤f.g. M, entonces Rx ↪→ N, y

Rx
ιRx,L //

ψRx !!

L

ψL~~
RA

conmuta y ψRx(x) = ψN(x). Además resulta que h es el único morfismo
que hace conmutativo el diagrama

K
ιK,L //

ιK

  

ψK

��

L
ιL

~~

ψL

��

M

!h
��
A

Por tanto, lim−→{N ≤f.g. M}
∼= M.

Se puede formular el resultado del ejemplo anterior en la siguiente
proposición:
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Proposición 4.2.6. Todo R-módulo es el ĺımite directo de sus
submódulos finitamente generados.

Los ĺımites directos no siempre existen en todas las categoŕıas. sin
embargo, la categoŕıa R-Mod śı es cerrada bajo ĺımites directos.

Teorema 4.2.7. Todo sistema dirigido {Mi, ϕij} de R-módulos
tiene ĺımite directo.

Demostración. Para cada i ∈ I, sea ιi : Mi →
⊕

Mi la i-ésima
inclusión en la suma. Defina

lim−→Mi = (
⊕

Mi)/S,

Donde S es el submódulo generado por todos los elementos ιjfij(mi)−
ιi(mi), donde mi ∈Mi y i ≤ j. Si se define ahora, ψ : Mi → lim−→Mi por
mi 7→ ιi(mi) + S, entonces se puede verificar de manera directa que se
satisface la propiedad universal del ĺımite directo. �

Los elementos de lim−→Ni serán denotados por n. El siguiente teorema
establece la relación entre los ĺımites directos y el producto tensorial.

Teorema 4.2.8. M ⊗ conmuta con lim−→{ }. Es decir, M ⊗
lim−→{Ni} ∼= lim−→{M ⊗Ni}.

Demostración. Sea ({RNi}I , {Ni
fij−→ Nj}i≤j) un sistema dirigi-

do de R-módulos y {Ni
ψi−→ lim−→{Ni}} su ĺımite directo. Al tensar con

RM se obtiene un nuevo sistema dirigido ({M ⊗Ni}I , {M ⊗Ni
1M⊗fij−→

M ⊗ Nj}i≤j), y un cono {M ⊗ Ni
1M⊗ψi−→ M ⊗ lim−→{Ni}}. Para ver

que M ⊗ lim−→{Ni} tiene la propiedad universal del ĺımite directo, si

{M ⊗ Ni

γi
−→ X}I es otro cono, basta definir la función bilineal

γ : M×lim−→{Ni} → X, como γ(m,ni) = γi(m⊗ni). Luego por la propie-

dad universal del producto tensorial, hay un único M ⊗ lim−→{Ni}
ψ→ X

tal que ψ ◦ ⊗ = γ. Aśı, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

M ⊗Ni

1M⊗fij //

1M⊗ψi

''

γi

##

M ⊗Nj

1M⊗ψj

ww

γj

zz

M ⊗ lim−→{Ni}
!ψ

��
X

y se concluye que M ⊗ lim−→{Ni} ∼= lim−→{M ⊗Ni}. �
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Proposición 4.2.9. Sea I un conjunto dirigidio. Suponga que hay
una familia de morfimos de sistemas directos sobre I

{Ki, ϕij}
t→ {Mi, ψij}

s→ {Ni, γij}
tal que

0→ Ki
ti→Mi

si→ Ni → 0

es exacta para cada i ∈ I. Entonces, hay una sucesión exacta de
módulos

0→ lim−→Ki

→
t→ lim−→Mi

→
s→ lim−→Ni → 0

Demostración. Suponga que x ∈ lim−→Ki y que
→
t x = 0 en lim−→Mi.

Sea lim−→Ki = (
⊕

Ki)/S y sea λi : Ki →
⊕

Ki la i-ésima inclusión; sea
lim−→Mi = (

⊕
Mi)/T y µi : Mi →

⊕
Mi la i-ésima inclusión. Entonces,

x = λiai+S y
→
t (x) = µitiai+T. Dado que

→
t (x) = 0, existe j ≥ i con

ψijtiai = 0. Como t es un morfismo entre sistemas directos, se tiene que
tjϕijai = 0. Pero, tj es mono, de donde ϕijai = 0 y aśı x = λiai+S = 0.
Esto prueba que t es mono. La demostración de que s es epi puede ser
encontrada en [22]. �

4.3. Módulos planos y sucesiones puras

La mayoŕıa de los resultados presentados en esta sección fueron
tomados de [1], [5] y [22].

Definición 4.3.1. MR es plano si M ⊗R es un funtor exacto. Es
decir, si M ⊗R es exacto izquierdo.

Ejemplo 4.3.2. RR es plano pues R ⊗R ∼= Id. Es decir, para
cada R-módulo M se tiene que R⊗RM ∼= M.

Teorema 4.3.3.
⊕

i∈I Pk es plano si y sólo si cada Pk es plano.

Demostración. En primer lugar, note que si {fk : A′k → Ak}
es una familia de morfimos, existe un único morfismo ⊕fk :

⊕
A′k →⊕

Ak con
∑
a′k 7→

∑
f(a′k); Más aún, ⊕fk es mono si y sólo si cada

fk es mono.
Suponga que f : M → N es mono. Luego, se tiene el siguiente

diagrama conmutativo:

(
⊕

Pk)⊗M
1⊗f //

��

(
⊕

Pk)⊗N

��⊕
(Pk ⊗M)

⊕(1k⊗f) //
⊕

(Pk ⊗N)
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donde 1k = 1Pk y los morfismos verticales son isomorfismos. Por la
indicación inicial, se tiene que 1⊗f es mono si y sólo si 1k×f es mono,
esto es,

⊕
Pk es plano si y sólo si cada Pk es plano �

Corolario 4.3.4. Los módulos libres son planos

Demostración. Dado que todo módulo libre es isomorfo a una
suma directa del anillo, aplicando el Teorema 4.3.3 y el Ejemplo 4.3.2
se tiene el resultado. �

Corolario 4.3.5. Los módulos proyectivos son planos

Demostración. Si un módulo M es proyectivo entonces es su-
mando directo de un módulo libre y por el Teorema 4.3.3 se tiene que
M es plano. �

Teorema 4.3.6. El ĺımite directo de un sistema de módulos planos,
es plano.

Demostración. Sea ({Pi}I , {Pi
fij−→ Pj}i≤j) un sistema dirigido

de R-módulos planos y 0 → L
ϕ→ M exacta. Se quiere probar que

L ⊗ lim−→{Pi}
ϕ⊗Id−→ M ⊗ lim−→{Pi} es mono. Dado que cada Pi es plano,

para cada i ∈ I, se tiene que 0→ L⊗ Pi
ϕ⊗IdPi−→ M ⊗ Pi es exacta. Por

otro lado, se sabe que L× lim−→{Pi}
∼= lim−→{L⊗ Pi} y lo mismo para M,

aśı se tiene el siguiente diagrama:

0 // L⊗ Pi
l⊗ai 7→ϕ(l)⊗ai//

l⊗ai 7→l⊗ai
��

M ⊗ Pi
ϕ(l)⊗ai 7→ϕ(l)⊗ai
��

lim−→{L⊗ Pi}
// lim−→{M ⊗ Pi}

Si ϕ(l)⊗ ai = 0 entonces, por la contrucción del ĺımite directo,

ϕ(l) ⊗ ai =
∑
i≤j

(ιjfij(xi) − ιi(xi)) ∈ ⊕{M ⊗ Pi} par aun número

finito de ı́ndices. Proyectando sobre el i-ésimo sumando, ϕ(l) ⊗ ai =
ιifij(xi) − ιi(xi) = xi − xi = 0 y como ϕ ⊗ IdPi es mono, entonces

l⊗ ai = 0 y aśı l ⊗ ai = 0. De esta forma lim−→{L⊗ Pi} → lim−→{M ⊗ Pi}
es mono y también lo es L⊗ lim−→{Pi} →M ⊗ lim−→{Pi}. Aśı se concluye
que lim−→{Pi} es plano. �

Corolario 4.3.7. Si todo submódulo finitamente generado de M
es plano, entonces M es plano
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Demostración. Por la Proposición 4.2.6. se sabe que todo módulo
es el ĺımite directo de sus submódulos finitamente generados, y por el
Teorema 4.3.6, se obtiene el resultado. �

Definición 4.3.8. Una sucesión exacta 0→ K → L→ M → 0 es
pura si para todoR-módulo derecho AR, la sucesión 0→ A⊗K → A⊗L
es exacta. Es decir, 0→ A⊗K → A⊗L→ A⊗M → 0 es exacta (La
exactitud de la derecha siempre se tiene).

Definición 4.3.9. Un submódulo N de un R-módulo M se llama
submódulo puro de M en el caso de que la sucesión exacta 0 → N →
M →M/N → 0 sea pura.

En el caṕıtulo 4 de [15], se muestra una equivalencia a la definición
anterior:

Proposición 4.3.10. N es puro en M si y sólo si para un sistema

finito de ecuaciones lineales
n∑
j=1

rijxj = aj, 1 ≤ j ≤ m, donde rij ∈ R

y ai ∈ N, si el sistema tiene solución (s1, ..., sn) ∈ Mn, también tiene
solución (t1, ..., tn) ∈ Nn.

Definición 4.3.11. Un R-módulo RE se dice puro-inyectivo si RE
tiene la propiedad de inyectividad relativa a la clase de sucesiones
exactas puras izquierdas.

Dado que todo R-módulo es ĺımite directo de sus submódulos fini-
tamente generados y los ĺımites directos preservan monomomorfismos,
se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 4.3.12. Una sucesión exacta 0 → K → L → M → 0
es pura si y sólo si para todo FR finitamente generado se tiene que
0→ F ⊗K → F ⊗ L→ F ⊗M → 0 es exacta.

El siguiente teorema es una caracterización para módulos planos:

Teorema 4.3.13. Sea RP un módulo. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) RP es plano
(b) Toda sucesión 0→ K → L→ P → 0 es pura
(c) Existe una sucesión 0→M → N → P → 0 pura con N plano.

Demostración. (a) ⇒ (b). Sea 0 → K → L → P → 0 exac-
ta. Por el Teorema 4.3.8 se medirá la pureza en módulos finitamente
generados. Sea FR finitamente generado, por definición hay una suce-
sión exacta 0 → K → Rn → F → 0. Dado que P y Rn son planos y
Rn⊗M ∼= Mn para todo R-módulo M, se tiene el siguiente diagrama:
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0

��
K ⊗ A f 7→d //

f 7→g
��

K ⊗B d7→e //

d7→c
��

K ⊗ P //

e 7→0⇒e=0
��

0

0 // An
b 7→c

g 7→c⇒b=g⇒a=0
//

b 7→a
��

Bn c 7→0 //

c 7→0
��

P n //

��

0

0 // F ⊗ A a7→0 //

��

F ⊗B //

��

F ⊗ P //

��

0

0 0 0

Se quiere probar que F ⊗ A → F ⊗ B es mono, pero esto se ve
haciendo la persecución de elementos en el diagrama.

(b) ⇒ (c). Dado que R es un generador de R-Mod, entonces
se tiene la exactitud de R(X) → P → 0, para cierto conjunto X.
Si K es el Ker de dicho epimorfismo, entonces se tiene que existe
0→ K → R(X) → P → 0 es exacta pura por hipótesis y además R(X)

es plano.
(c)⇒ (a). Considere 0→ I ↪→ R → R/I → 0. Al aplicar el funtor

Id⊗ , a la sucesión de la hipótesis se obtiene:

0

��

0

��
0 // I ⊗M e7→f

f 7→c⇒f=b⇒a=0
//

e7→d
��

I ⊗N b 7→a //

b 7→c
��

I ⊗ P //

a7→0
��

0

0 // M
d7→c //

d7→d
��

N
c 7→0 //

c 7→0
��

P //

��

0

0 // M/IM
d7→0⇒d=0

//

��

N/IN //

��

P/IP //

��

0

0 0 0

Pues, R ⊗ ∼= Id y R/I ⊗ A ∼= A/IM para todo R-módulo A. Lo
que se quiere es mostrar que I⊗P → P es mono para lo cuál se verifica
la persecución de elementos. �
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Lema 4.3.14. Sea RE es cogenerador inyectivo en R-Mod. Entonces
0→R N →R M es exacta si y sólo si HomR(M,E)→ HomR(N,E)→
0 es exacta.

Recuerde que un R-módulo M es inyectivo si y sólo si Hom( ,M)
es exacto derecho, por lo tanto manda monos a epis.

Teorema 4.3.15. Sea RE cogenerador inyectivo y RPS, entonces
PS es plano si y sólo si S Hom(P,E) es inyectivo.

Demostración. Suponga que PS es plano, se probará que Hom(P,E)
es inyectivo. Considere 0 → N → M exacta; dado que PS es
plano, entonces se tiene la exactitud 0 → P ⊗ N → P ⊗ M y co-
mo E es un cogenerador inyectivo, por el Lema 4.3.13 se tiene que
Hom(P ⊗ M,E) → Hom(P ⊗ N,E) → 0 es exacta. Pero, se sabe
que Hom(P ⊗M,E) ∼= Hom(M,Hom(P,E)) y lo mismo para N (par
adjunto). De esta forma, se obtiene que Hom(P,E) es inyectivo.

Rećıprocamente, suponga ahora que Hom(P,E) es inyectivo. Por
demostrar que PS es plano, para esto considere 0 → N → M, se
mostrará que 0 → P ⊗ N → P ⊗M es exacta. Dado que Hom(P,E)
es inyectivo, entonces se tiene la exactitud Hom(M,Hom(P,E) →
Hom(N,Hom(P,E)) → 0. Por el mismo argumento utilizando en
la primera parte (par adjunto), se tiene que Hom(P ⊗ M,E) →
Hom(P ⊗ N,E) → 0 es exacta y por ser E cogenerador inyectivo,
se aplica el Lema 4.3.13 y se obtiene el resultado.

�

Lema 4.3.16. El grupo cociente Q/Z es un cogenerador inyectivo
de la categoria Ab

Demostración. Como Q/Z es divisible, siendo éste un cociente
de Q, entonces es inyectivo. Sea M un grupo abeliano, y sea m ∈ M,
con m 6= 0. Si m tiene orden infinito, defina f : 〈m〉 → Q/Z por
m 7→ 1

2
+Z; si m tiene orden finito, d́ıgase n, defina f : 〈m〉 → Q/Z por

m 7→ 1/n+Z. En ambos casos, f(m) 6= 0. Ahora se usa la inyectividad
de Q/Z para extender f a todo M. �

Tomando, R = Z y E = Q/Z se obtiene:

Corolario 4.3.17. PS es plano si y sólo si S Hom(P,Q/Z) es
inyectivo.

El siguiente criterio para planitud puede ser comparado en cierta
forma al criterio de Baer para la inyectividad.

Teorema 4.3.18. RP es plano si y sólo si para todo ideal derecho
I de R se tiene que 0→ I ⊗ P → R⊗ P ∼= P es exacta.
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Demostración. (⇒). Es claro por la definición de plano.

(⇐). Sea I
ι
↪→ R por hipótesis, 0→ I⊗P → R⊗P es exacta y dado

que Q/Z es un cogenerador inyectivo, esto implica que el diagrama

Hom(R,Hom(P,Q/Z)) //

∼=
��

Hom(I,Hom(P,Q/Z))

∼=
��

0 // Hom(R⊗ P,Q/Z) // Hom(I ⊗ P,Q/Z)

conmute. Esto quiere decir que para cada I
ϕ→ Hom(P,Q/Z) existe

R
ψ→ Hom(P,Q/Z) tal que ϕ = ψ◦ι. Como lo anterior ocurre para cada

ideal derecho I de R, aplicando el Criterio de Baer 2.2.20, Hom(P,Q/Z)
es inyectivo y por el Teorema 4.3.15, P es plano. �

El resultado anterior, se puede mejorar si se restringe a ideales
finitamente generados.

Teorema 4.3.19. RP es plano si y sólo si para todo ideal derecho
J finitamente generado de R se tiene que 0→ J ⊗P → R⊗P ∼= P es
exacta.

Demostración. (⇒). Es por el Teorema 4.3.18.

(⇐). Sea I
ι
↪→ R. Por lo demostrado en 4.3.18, basta demostrar

que I ⊗ P ι?1→ P es mono, donde i ⊗ p 7→ ip. Sea x ∈ I ⊗ P, entonces
x =

∑n
k=1 jk ⊗ xk con jk ∈ I, xk ∈ P. Considere el ideal finitamente

generado J = 〈j1, ..., jn〉 ↪→ R. Note que x ∈ J ⊗P. Si x 7→ 0, entonces
por la hipótesis, x = 0. Esto prueba que ι?1 es mono y P es plano. �

Lema 4.3.20. Sea I un ideal bilateral de R y sea RN ≤R M
Entonces son equivalentes:

(a) IN = N ∩ IM.
(b) 0 → (R/I) ⊗R N → (R/I) ⊗R M es un monomorfismo de R-

módulos

Demostración. La demostración de este lema es inmediata debi-
do al Teorema 4.1.6. �

Teorema 4.3.21. Sea I un ideal bilateral de R. Entonces son
equivalentes:

(a) Para todo N ≤M, IN = N ∩ IM.
(b) Para todo RJ ≤ R, IJ = I ∩ J.
(c) (R/I)R es plano
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Demostración. (a) implica (b) es directo, y (b) implica (c) es por
el Teorema 4.3.18 junto con el Lema 4.3.20 y finalmente (c) implica (a)
es por el Lema 4.3.20. �

4.4. Anillos puro-semisimples

Para poder encontrar las caracterizaciones que hagan posible gene-
ralizar resultados hallados en los anillos semisimples y poder hacer un
estudio en la ret́ıcula de prerradicales de un anillo puro-semisimple, es
de suma importancia tener en cuenta como trabajar la Teoŕıa de pu-
reza y puro-inyectividad. Esta teoŕıa podŕıa ser llamada la Teoŕıa de
sistemas de ecuaciones lineales para módulos. Un sistema t́ıpico dentro
de este formato tiene la siguiente forma: Empezando con un R-módulo
M, un elemento (mi)i∈I ∈ M I , y una matriz (rij)i∈I,j∈J con un núme-
ro finito de elementos de R en cada fila y de esta forma considerar el
sistema ∑

j∈J

rijXj = mi (i ∈ I), (?)

y se llama a cada elemento de MJ que satisface la ecuación (?)
una solución en M. Un primer indicador de una relación entre tales
sistemas y la teoŕıa de pureza y puro-inyectividad fue expuesta por
Fieldhouse ([9]), quien observó que la pureza de un submódulo N de
un R-módulo M es equivalente a la siguiente condición: Todo sistema
finito de ecuaciones lineales con coeficientes al lado derecho en N, el
cual es soluble en M, tiene solución en N. Este resultado daba como
resultado un puente que conectaba sistemas lineales y el concepto puro-
inyectivo, pero tales sistemas no tienen que ser finitos como dice el
siguiente resultado

Teorema 4.4.1 (Warfield,1969, [25]). Para cada M ∈ R-Mod, son
equivalentes

(1) M es puro-inyectivo
(2) Cualquier sistema de la forma (?) que sea finitamente soluble en

M (esto es, tiene la propiedad que, para cualquier subconjunto
finito J ⊆ I, el subsistema finito de ecuaciones indicadas por
j ∈ J es soluble en M.) tiene una solución global en M.

(3) M es un sumando directo de un R-módulo Hausdorff y compac-
to N (es decir, N es un grupo abeliano compacto y Hausdorff
tal que todas las multiplicaciones por elementos de R son con-
tinuas).
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Aunque la parte (3) del teorema anterior relaciona conceptos to-
pológicos, las partes (1) y (2) del Teorema 4.4.1 traen consigo ciertas
implicaciones interesantes. Para observarlas, se debe definir lo siguien-
te:

Definición 4.4.2. Dado un anillo asociativo con identidad, un R-
módulo M se dice algebraicamente compacto si cada sistema∑

j∈J

rijXj = mi (i ∈ I)

basado en una matriz, (rij), con un número finito de elementos
de R y mi ∈ M, el cuál es finitamente soluble en M, tiene solución
global en M. Más aún, M se dice

∑
-algebraicamente compacto en caso

de que todas las sumas directas de copias de M son algebraicamente
compactos.

Luego, el Teorema de Warfield, 4.4.1, lo que afirma es que los
módulos puro-inyectivos y los módulos algebraicamente compactos
coinciden.

Definición 4.4.3. Un anillo R es puro-semisimple (izquierdo) si
toda sucesión exacta pura de R-módulos izquierdos se escinde

Se sabe del caṕıtulo anterior que dado un anillo semisimple R, es
posible dar caracterizaciones para la categoŕıa R-Mod y la clase R-pr.
De hecho, estas caracterizaciones se pueden sintetizar diciendo que todo
R-módulo es semisimple e inyectivo y R-pr es una ret́ıcula booleana
finita. Lo que se desea en este caṕıtulo es dar caracterizaciones similares
que extiendan los resultados anteriores pero tomando en cuenta ahora,
los anillos puro-semisimples. De ahora en adelante, se tomará siempre
como referencia anillos puro-semisimples izquierdos a menos que se diga
contrario.

Teorema 4.4.4. R es un anillo puro-semisimple izquierdo si y sólo
si todo R-módulo izquierdo es puro-inyectivo.

Demostración. Sea R un anillo puro-semisimple y se M ∈ R-
Mod. Se deberá probar que M es puro-inyectivo; para esto considere

una sucesión exacta pura 0→ K
λ→ L y un R-morfismo K

f→M. Dado
que R es puro-semisimple, existe η : L→ K tal que η ◦ λ = 1K . Tome
F = f ◦ η y se prueba lo deseado.

Rećıprocamente, suponga ahora que todo R-módulo es puro-

inyectivo y considere una sucesión exacta pura, 0→ K
λ→ L

µ→M → 0.
Por hipótesis K es puro-inyectivo y por tanto se tiene que existe
F : L→ K tal que
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K

0 // K

IdK

OO

λ
// L

F
__

conmuta. Esto es, F ◦ λ = IdK , lo cual implica que 0 → K
λ→ L

µ→
M → 0 se escinde y R es puro-semisimple.

�

De acuerdo a este teorema y al hecho de que todo módulo inyectivo
es puro-inyectivo, es natural que el primer ejemplo para anillos puro-
semisimples sea el siguiente:

Ejemplo 4.4.5. Todo anillo semisimple es puro-semisimple

Para poder dar una caracterización en torno a la descomposición de
módulos cuando un anillo es puro-semisimple, se usa como herramienta
el siguiente teorema cuya demostración será omitida pero puede ser
encontrada con más detalle en [14].

Teorema 4.4.6 (Gruson-Jensen,Huisgen-Zimmermann,[26]). Para
un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Todo R-módulo es una suma directa de submódulos finitamente
generados.

(2) Existe un número cardinal ℵ tal que todo R-módulo es una suma
directa de submódulos ℵ-generados.

(3) Todo R-módulo es suma directa de submódulos inescindibles
(4) Todo R-módulo es algebraicamente compacto.

Por el Teorema 4.4.4 y el Teorema de Warfield, 4.4.1, se establece
el siguiente resultado

Teorema 4.4.7. Para un anillo R son equivalentes las siguientes
condiciones:

(1) R es puro-semisimple
(2) Toda sucesión exacta pura se escinde
(3) Todo R-módulo es puro-inyectivo
(4) Todo R módulo es una suma directa de submódulos finitamente

generados
(5) Existe un conjunto X de R-módulos tal que todo R-módulo es

isomorfo a una suma directa de elementos de X.

Por medio del teorema anterior se puede dar el siguiente ejemplo
de un anillo puro-semisimple que no es semisimple.
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Ejemplo 4.4.8. Considere Zpn con p primo y n ≥ 1. Como anillo
Zpn es conmutativo y su ret́ıcula de ideales es una cadena finita

0 < pn−1Zpn < ... < p2Zpn < pZpn < Zpn
que consta de los Zpn-módulos totalmente invariantes de Zpn . En [11],
se demuestra que todo Zpn-módulo es isomorfo a una suma directa de
ideales de Zpn y utilizando el hecho de que los ideales de Zpn forman un
conjunto, la parte (5) del Teorema 4.4.7 implica que Zpn es un anillo
puro-semisimple. Además, cabe notar que Zpn no es semisimple, por lo
que la clase de anillos puro-semisimples es una clase más amplia que la
clase de anillos semisimples.

Ejemplo 4.4.9. Sea A una K-álgebra de dimensión finita sobre un
campo K. Entonces, por el Teorema 4.6 de ([23]), todo A-módulo M,
tiene una descomposición de la forma

M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn

donde M1, ...,Mn son A-submódulos inescindibles de M. Por la par-
te (3) del Teorema 4.4.6 [Gruson-Jensen,Huisgen-Zimmermann], y el
Teorema 4.4.7, se tiene que toda K-álgebra de dimensión finita, como
anillo es puro-semisimple. En particular, si Q es un carcaj finito aćıclico
y K un campo. Entonces el álgebra de caminos KQ es de dimensión
finita y por tanto KQ tiene estructura de anillo puro-semisimple.

Ahora bien, dado un anillo asociativo R con identidad, se sabe que
si R es semisimple entonces R es artiniano. ¿sucederá lo mismo en el
caso de que R sea puro-semisimple? La demostración no es tan simple
como parece. El Teorema de Faith-Walker (caṕıtulo 7, [1]), afirma que
un anillo R es noetheriano izquierdo si y sólo si existe un cardinal κ tal
que todo R-módulo inyectivo es suma directa de módulos κ-generados,
por lo tanto (2) del Teorema 4.4.6 implica que un anillo puro-semimple
es noetheriano izquierdo.

Por otro lado, uno de los resultados de Chase mencionados en [14],
afirma que: Si existe un cardinal κ tal que todo los R-módulos RI

son sumas directas de submódulos κ-generados, entonces R es perfecto
izquierdo (Chase,[4]). Teniendo en cuenta todo esto, se puede enunciar
el siguiente resultado que muestra que todo anillo puro-semisimple
izquierdo es artiniano izquierdo.

Teorema 4.4.10. Si R es anillo puro-semisimple izquierdo enton-
ces R es artiniano izquierdo.

Demostración. En primer lugar, la parte (2) del Teorema 4.4.6
[Gruson-Jensen,Huisgen-Zimmermann] dice que existe un número car-
dinal ℵ tal que todo R-módulo es una suma directa de submódulos
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ℵ-generados. Pero (2) y el Teorema de Chase ([4]) implican que R
es perfecto izquierdo. Además, (2) y el Teorema de Faith-Walker ([1])
implican que R es noetheriano izquierdo, y al ser R noetheriano izquier-
do, cumple la condición de cadenas ascendentes (a.c.c.) en anuladores.
Aplicando el Teorema de Faith ([7]), como R es perfecto izquierdo y
cumple la condición a.c.c. en anuladores entonces R es semiprimario
izquierdo (el radical de Jacobson J de R nilpotente y R/J semisim-
ple). Finalmente, por el Teorema de Hopkins (ver caṕıtulo 4, [1]), R
es semiprimario y noetheriano izquierdo si y sólo si R es artiniano iz-
quierdo. �

La siguiente pregunta en torno a los anillos puro-semisimples es
¿Qué sucede con la ret́ıcula R-pr? Una respuesta a este cuestionamiento
la da el siguiente resultado:

Teorema 4.4.11. Si R es un anillo puro-semisimple entonces R-pr
está en correspondencia biyectiva con un conjunto.1

Demostración. Si R es puro-semisimple, entonces por el Teorema
4.4.7, existe un conjunto X de R-módulos tal que todo R-módulo es
isomorfo a una suma directa de elementos de X. Sea X = {Ax}x∈X y

defina Γ: R-pr →
∏
x∈X

Sfi(Ax), donde Sfi(Ax), denota los submódulos

totalmente invariantes de Ax y Γ(σ) = (σ(Ax))x∈X para todo σ ∈ R-pr.
Por demostrar que Γ es inyectiva; para esto suponga que σ(Ax) = γ(Ax)
para todo x ∈ X y se probrará que σ = γ. En efecto, sea M ∈ R-Mod,

entonces M =
⊕
x∈X

N (κx)
x y Nx

∼= Ax para todo x ∈ X. Luego, dado que

σ(Ax) = γ(Ax) para todo x ∈ X entonces σ(Nx) = γ(Nx) para todo
x ∈ X y de esta forma se tiene que

σ(M) =
⊕
x∈X

σ(Nx)
(κx) =

⊕
x∈X

γ(Nx)
(κx) = γ(M)

Lo anterior es válido para cada M ∈ R-Mod, por tanto σ = γ. De

esta forma, hay una función inyectiva de R-pr a el conjunto
∏
x∈X

Sfi(Ax),

y se concluye el resultado. �

El teorema anterior proporciona una cota para la cardinalidad de
R-pr cuando R es un anillo puro-semisimple y está dada por el siguiente
teorema:

1Formalmente, R-pr es un conglomerado puesto que sus elementos son funtores
entre clases pero se puede expresar diciendo que “R-pr es un conjunto ”
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Teorema 4.4.12. Sea R un anillo puro-semisimple. Entonces

(1) Si |R| ≥ ℵ0 entonces |R-pr| ≤ 22|R|

(2) Si |R| < ℵ0 entonces |R-pr| ≤ 2ℵ0 .

Demostración. Considere la función a Γ: R-pr →
∏
M∈F

Sfi(M),

donde Sfi(M), denota los submódulos totalmente invariantes de M y F
el conjunto completo e irreduntantes de representantes de clases de iso-
morfismos de R-módulos finitamente generados y Γ(σ) = (σ(M))M∈F
para todo σ ∈ R-pr. Por la demostración del Teorema 4.4.11, se tiene
que Γ inyectiva y por tanto

(4.4) |R-pr| ≤ |
∏
M∈F

Sfi(M)|

Por lo tanto, para determinar una cota para la cardinalidad de R-pr,

basta con encontrar una cota para |
∏
M∈F

Sfi(M)|.

Ahora, si M ∈ F ,M ∼= Rn/K para K submódulo de Rn y n ≥ 1.

Por tanto, F ⊆
∞⋃
n=1

Fn donde Fn = {Rn/K : K ≤ Rn} y |Fn| ≤ 2|R|
n
.

Para probar (1), sea |R| ≥ ℵ0 entonces |R|n = |R| y |Fn| = 2|R|
n

=
2|R| lo anterior para cada n ≥ 1. Aśı |F| ≤ ℵ0 · 2|R| = 2|R|. Por otra
parte, |Sfi(M)| ≤ 2|R|

n
= 2|R| por tanto

|R-pr| ≤ (2|R|)|F| ≤ 22|R| .

Para (2). Si |R| < ℵ0, entonces |F| ≤ ℵ0 y |Sfi(M)| < 2|R|
n

y por
tanto

|R-pr| ≤ (2|R|
n

)ℵ0 = 2ℵ0 .

�

En el caso que R es un anillo semisimple, la información obtenida
sobre la ret́ıcula de prerradicales era considerablemente más detallada
al decir de que era una ret́ıcula booleana finita. Se desea entonces hallar
más información referente a propiedades de la ret́ıcula de R-pr pero
tomando en cuenta los anillos puro-semisimples. Para intentar realizar
un estudio más a fondo se propone una herramienta, que quizá en
trabajo posterior a éste, pueda dar esta información que se desea; esta
herramienta son las conexiones de Galois.
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4.5. Conexiones de Galois y dominios de planitud

Sea RE la colección de todas las sucesiones exactas cortas de R-
módulos izquierdos de la forma 0 → N → M → K → 0 donde
N,M,K son R-módulos cualesquiera. Ahora, considere la relación
R = {(AR, E) ∈ Mod-R × RE| A ⊗ E ∈ ZE}. Por el Teorema 1.3.10,
esta relación induce una conexión de Galois ant́ıtona (invierte el orden),
dada de la siguiente forma:

(4.5) P(Mod-R)
fR -- P(RE)
gR
nn

Si C ⊂ Mod-R entonces

fR(C) = {E ∈ RE : C ⊗ E ∈ ZE ,∀C ∈ C}
Lo anterior quiere decir que, fR(C) consta de las sucesiones exactas

de R-módulos, 0 → N → M → K → 0, tales que para todo C ∈ C,
la sucesión de Z-módulos, 0 → C ⊗ N → C ⊗M → C ⊗ K → 0 es
exacta. Esto equivale a considerar monomorfismos 0 → N → M tales
que para todo C ∈ C se tiene la exactitud de 0 → C ⊗ N → C ⊗M.
En este caso a fR(C) se le llama dominio de planitud de C.

Por otro lado, si D ⊆ RE entonces

gR(D) = {AR ∈ Mod-R : A⊗ E ∈ ZE ,∀E ∈ D}
Es decir, gR(D) consta de todos los R-módulos derechos, AR, tales

que para toda sucesión exacta, 0→ N → M → K → 0, en D se tiene
que 0 → A ⊗ N → A ⊗M → A ⊗ K → 0 es exacta o simplemente
que cumpla que A ⊗ N → A ⊗M sea monomorfismo. En este caso, a
gR(D) se le llama dominio de pureza de D.

Observación 4.5.1. Note que AR ∈ Mod-R es plano si y sólo si
fR({A}) = RE . Además, E ∈ RE es una sucesión exacta pura si y sólo
si gR({E}) = Mod-R

Los Teoremas 4.3.18 y 4.3.19 se pueden reformular en términos de
la conexión de Galois (4.5) como sigue:

Proposición 4.5.2. Para un módulo derecho AR son equivalentes

(a) fR({A}) = RE
(b) {0→ J → R→ R/J → 0| RJ ≤ R} ⊆ fR({A})
(c) {0→ J → R→ R/J → 0| RJ ≤ R f.g.} ⊆ fR({A})
y la Proposición 4.3.12 se puede reformular en términos de la

conexión de Galois (4.5) como sigue:

Proposición 4.5.3. Para una sucesión exacta E ∈ RE son equiva-
lentes
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(a) gR({E}) = Mod-R
(b) FR ⊆ gR({E}) donde FR son los módulos derechos finitamente

generados.

Observación 4.5.4. Note que si una sucesión exacta E ∈ RE se
escinde, entonces E es exacta pura.

Considere la siguiente notación: RP representa la clase de módulos
izquierdos planos, RPr los izquierdos proyectivos, REP las sucesiones
exactas puras de módulos izquierdos y REE las sucesiones exactas que se
escinden; la notación PR, hará referencia a la clase de módulos derechos
planos y PrR denotará la clase de módulos derechos proyectivos. De
esta forma, se puede notar que PrR ⊆ PR y REE ⊆ REP .

Ahora bien, si se tiene en cuenta la conexión de Galois (4.5), se
puede observar que fR(Mod-R) = REP y gR(RE) = PR. Esto significa
que REP es la menor clase cerrada en P(RE) y que PR es la menor clase
cerrada en P(Mod-R), ambas respecto a la conexión de Galois (4.5).
(ver la Observación 1.3.11). La siguiente figura ilustra la situación:

gRfR

∅ ∅

Mod-R RE

REP

REE

PR

Pr
R

Figura 1. Conexión de Galois inducida por R

Si se considera un anillo R semisimple, de acuerdo al Teorema
3.2.9 y la Observación 4.5.4, se tiene que Mod-R = PR = PrR y

RE = REP = REE .
Si ahora R es un anillo puro-semisimple izquierdo, las cosas cam-

bian: Por un lado, se tiene que todo módulo izquierdo que es plano,
es proyectivo. De hecho, esto es una caracterización de los anillos per-
fectos izquierdos, y en efecto todo anillo puro-semisimple es perfecto
(veáse la demostración del Teorema 4.4.10.). Por otro lado, las sucesio-
nes exactas que se escinden coinciden con las sucesiones exactas puras.
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Teniendo en cuenta la Figura 1. y el hecho de que REP es la
menor clase cerrada en P(RE) y que PR es la menor clase cerrada
en P(Mod-R), la idea de usar la conexión de Galois (4.5), es trabajar
sobre los sistemas de cerrados que induce esta conexión y aśı obtener
clases de módulos que den caracterizaciones en términos de dominios
de planitud y dominios de pureza. Además, se pueden estudiar clases de
anillos mediante la coincidencia de alguna clase cerrada en P(RE), con
la clase REE , por un lado, y por el otro, clases de anillos caracterizados
por la coincidencia de alguna clase cerrada en P(Mod-R) con la clase
PrR. Nótese que estas clases de anillos estaŕıan por un lado en la clase
de anillos puro-semisimples, y por el otro en la clase de anillos perfectos.
En ambos casos, la clase más pequeña corresponde a la clase de los
anillos semisimples.

Otra forma de abordar este tema es utilizando una relación, S ⊆
R-Mod × RE dada por (A,E) ∈ S si y sólo si HomR(A,E) ∈ ZE .
De forma análoga, esto inducirá una conexión de Galois y un sistema
de cerrados en P(R-Mod) y P(RE), y se puede hacer un similar al
propuesto para la conexión de Galois (4.5).

Finalmente, al tomar en cuenta diversas clases de anillos entre
los anillos semisimples y los anillos puro-semisimples, éstos dan la
posibilidad de estudiar las ret́ıculas de prerradicales en situaciones
intermedias.



CONCLUSIONES 69

Conclusiones

Para un anillo R asociativo con unidad, se mostró que son equiva-
lentes las siguientes condiciones:

(1) R es semisimple.
(2) Todo R-módulo es inyectivo.
(3) Todo R-módulo es proyectivo.
(4) Todo R-módulo es semisimple.
(5) Toda sucesión exacta de R-módulos se escinde.
(6) R-pr es una ret́ıcula booleana finita.

Lo anterior muestra que se tienen resultados que describen de forma
completa la categoŕıa de módulos y la ret́ıcula de prerradicales para
un anillo semisimple. Basado en la información que se tiene sobre
los anillos semisimples, se hace una reseña acerca de los estudios
relacionados a la clase de los anillos puro-semisimples, para analizar
algunas caracterizaciones de estos anillos por medio de su categoŕıa
de módulos y para poder encontrar más información sobre su ret́ıcula
de prerradicales con el fin de contribuir con el estudio de los anillos
puro-semisimples.

En este trabajo se mostró que para un anillo puro-semisimple
izquierdo R, se tienen equivalencias en torno a su categoŕıa R-módulos
izquierdos. Estas equivalencias se pueden mencionar diciendo que todo
R-módulo es puro inyectivo, que toda sucesión exacta pura de R-
módulos izquierdos se escinde y que todo R-módulo izquierdo es
suma directa de módulos finitamente generados. Por otro lado, si
bien la ret́ıcula de prerradicales de un anillo puro-semisimple no
está completamente descrita como para el caso de un anillo semisimple,
se probó que existe una biyección entre dicha ret́ıcula y un conjunto,
dando una cota para la cardinalidad de ésta. Finalmente, se proponen
conexiones de Galois como una herramienta para estudiar esta clase de
anillos pero también con la posibilidad de estudiar clases intermedias
de anillos, entre los semisimples y puro-semisimples, los cuales puedan
resultar más accesibles.
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