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Resumen

Los polinomios Hurwitz o estables juegan un papel importante en el
estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales y en la teoria de control.
Una propiedad importante de dichos polinomios estéd relacionada con el
producto de Hadamard. En décadas pasadas se prob6 que si p,q € R[z]
son dos polinomios Hurwitz, entonces su producto de Hadamard, denota-
do por (p * g), es también un polinomio Hurwitz, es decir el producto de
Hadamard preserva la estabilidad. Sin embargo la afirmacién reciproca no
siempre es cierta; es decir, no todos los polinomios Hurwitz pueden facto-
rizarse como producto de dos polinomios estables del mismo grado n, si
n > 4. En este trabajo presentamos algunos resultados para garantizar la
existencia de dicha factorizacién, a la que hemos denominado factorizacién
estable de Hadamard.






Introduccion

El problema de determinar las raices con parte real negativa de un po-
linomio con coeficientes reales ha sido ampliamente estudiado por los ma-
temaéticos desde el siglo XIX. Este tipo de polinomios se conocen en la li-
teratura como polinomios estables o polinomios Hurwitz. Una gran canti-
dad de informacién sobre polinomios Hurwitz ha sido generada debido a
su importancia para verificar la estabilidad de sistemas lineales continuos.
Existen varios criterios para verificar si un polinomio es Hurwitz, quiza el
mas conocido sea el Criterio de Routh-Hurwitz (Hurwitz (1895)), aunque
también son frecuentemente usados el Teorema de Hermite-Biehler (Hermi-
te (1856)) y el Test de estabilidad (Bhattacharyya et al. (1995)). Cada uno por
supuesto ofrece diferentes enfoques. Otros criterios, no menos importantes,
y algunas preguntas interesantes sobre polinomios Hurwitz pueden ser en-
contradas en Bhattacharyya ef al. (1995), Gantmacher (1959), Hinrichsen &
Pritchard (2004) y Lancaster & Tismenetsky (1985).

La presencia de incertidumbres cuando se modela un fenémeno fisico
obliga a considerar la estabilidad de familias de polinomios. Excelentes re-
ferencias sobre familias de polinomios Hurwitz son Ackerman (2002), Bar-
mish (1994) y Bhattacharyya et al. (1995). Al respecto es importante men-
cionar el Teorema de Kharitonov (Kharitonov (1978)) el cual es el mas famoso
resultado sobre familias de polinomios estables. Kharitonov estudi6 la es-
tabilidad de una cierta clase de familias de polinomios, los llamados poli-
nomios intervalo. Otras preguntas sobre polinomios intervalo pueden ser
encontradas en Blanchini et al. (1998), Dabbene et al. (2007) y Willems &

I
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Tempo (1999). A partir del hecho que el conjunto de polinomios Hurwitz no
es convexo, la estabilidad de segmentos de polinomios también ha sido in-
vestigada (ver para consulta Aguirre et al. (2002), Aguirre & Sudrez (2006),
Bialas (1985) y Hinrichsen & Kharitonov (1995)). Puntos de vista geométri-
cos y topolégicos han sido utilizados en algunos trabajos. Por ejemplo en
Hinrichsen & Pritchard (2004) se muestra que el conjunto de polinomios
Hurwitz de grado n con coeficientes positivos, H,", es contraible. Con ideas
de topologia diferencial en Aguirre-Herndndez et al. (2009) se prob6 que
H," es un haz vectorial sobre H,\ .

Por otra parte, también la relaciéon entre producto de Hadamard y poli-
nomios Hurwitz ha sido estudiada. En Garloff & Wagner (1996) se mostré
que el conjunto de polinomios Hurwitz es cerrado bajo el producto de Ha-
damard. Sin embargo el procedimiento inverso, es decir factorizar un po-
linomio estable en dos polinomios estables, considerando como operacién
producto al producto de Hadamard, no siempre es posible. Asi en Garloff
& Shrinivasan (1996) se mostré que existen polinomios Hurwitz de gra-
do 4 que no pueden factorizarse como producto de dos polinomios Hur-
witz. Otras preguntas relacionadas pueden encontrarse en Garloff & Wag-
ner (1994). La relacién entre polinomios estables multivariados y el produc-
to de Hadamard puede consultarse en Rodriguez-Angeles et al. (2004). Los
resultados de Garloff y Wagner también han sido usados para el andlisis de
robustez (ver Fernandez-Anaya (1999) y Loaiza (1999)).

En este proyecto estamos interesados en la factorizaciéon de un polino-
mio estable, entendiendo el término factorizable, no en el sentido de la
operacién producto usual de polinomios, sino en el sentido del producto
de Hadamard. Entonces, a partir del resultado dado en Garloff & Shrini-
vasan (1996), un problema que atn no habf{a sido resuelto era determinar
bajo que condiciones un polinomio estable puede descomponerse en dos
polinomios que sean también estables. En otras palabras, hallar condicio-
nes para que un polinomio estable acepte una factorizacién estable de Ha-
damard. Es asi que en el presente trabajo presentamos algunos resultados
para que exista dicha factorizacién.

Grosso modo, el trabajo esta conformado por cuatro capitulos. Los tres
primeros ayudan a dar un contexto del problema a resolver, mientras que
en el ultimo mostramos nuestra contribucién a la factorizaciéon de Hada-
mard. En el primer capitulo hacemos una revisién de los polinomios Hur-
witz y de tres de los criterios cldsicos que pueden encontrarse en la litera-
tura para determinar, en condiciones necesarias y suficientes, cudndo un
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polinomio real es Hurwitz. En el segundo capitulo abordamos el producto
de Hadamard y algunas de sus propiedades. En el capitulo tres revisamos
la conexion entre el producto de Hadamard y la estabilidad de polinomios,
haciendo mencién de cémo se ha aplicado dicho producto a distintas cla-
ses de polinomios estables. Finalmente, en el capitulo cuatro presentamos
los resultados de nuestra investigacion para resolver el problema de facto-
rizar un polinomio estable con coeficientes reales asi como su relacién en
sistemas donde podrian ser de utilidad estos resultados.






Polinomios Hurwitz y
criterios de estabilidad

Los antecedentes y origenes de los polinomios Hurwitz se remontan
a la segunda mitad del siglo XIX. Durante esa época varios mateméticos
se dieron a la tarea de encontrar condiciones necesarias y suficientes para
determinar el niimero de raices de una ecuacion algebraica de grado arbi-
trario en distintas localidades del plano complejo (sobre y fuera del eje real,
sobre el eje imaginario, en alguna de las mitades del plano, etc.).

1.1. Polinomios Hurwitz

Los polinomios Hurwitz juegan un gran papel en el estudio de los sis-
temas de ecuaciones diferenciales y en la Teoria de Control. La estabilidad
global de sistemas lineales invariantes @(t) = Axz(t) (o local en sistemas
no lineales) puede determinarse estudiando las raices de su polinomio ca-
racteristico. Sabemos que un sistema serd asintéticamente estable si todos
sus valores propios estan en la mitad izquierda del plano complejo. Este
criterio es conocido desde el siglo XIX, sin embargo debido a la ausencia
de procedimientos sisteméticos para calcular las raices de polinomios de
orden mayor a 5, la importancia de encontrar condiciones para verificar la
estabilidad de un sistema considerando sélo los coeficientes del polinomio
caracteristico, fue uno de los principales problemas por resolver para los
matematicos de la naciente teoria matematica de la estabilidad.

James C. Maxwell (1831-1879)

Nacié en Edimburgo. Se gra-
dué en Trinity College en 1854.
Uno de los mds importantes lo-
gros de Maxwell fue su exten-
si6n y formulacién matemati-
ca de las teorias de electricidad
y magnetismo de M. Faraday.
Gano el Premio Adams de 1857
con un articulo referente al mo-
vimiento de los anillos de Sa-
turno. Alrededor de 1862 propu-
so que el fenémeno de la luz es
un fenémeno electromagnetico.
En 1866, independientemente de
L. Boltzmann, formula la Teoria
cinética de los gases. En 1868,
formul6 el problema de encon-
trar condiciones necesarias y su-
ficientes para que todas las raices
de una ecuacién algebraica de
grado n se localicen en la mitad
izquierda del plano, obteniendo
resultados para cuando n = 3.
Alrededor de 1874 formula cua-
tro ecuaciones diferenciales par-
ciales que hoy llevan su nombre.
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En 1968 James Maxwell (Maxwell (1868)) propuso el problema matemaéti-
co de encontrar condiciones bajo las cuales todas las raices de una ecuacién
algebraica se ubicaran en la mitad izquierda del plano complejo. Maxwell
sabia que un sistema permanecia estable si todas las raices del polinomio
caracteristico asociado tenian parte real negativa. El problema planteado
por Maxwell ya habia sido abordado por Charles Hermite en 1856. En Her-
mite (1856), Hermite estableci6é una conexién entre las raices de un polino-
mio con coeficientes complejos y la signatura de una cierta forma cuadrati-
ca. En 1877, Edward Routh, basdndose en el teorema de Sturm y en la teoria
de indices de Cauchy, elabor6 un algoritmo para determinar el ntimero &
de raices con parte real positiva de un polinomio real. Como consecuencia,
cuando k = 0 este algortimo proveé un criterio de estabilidad. La solu-
cién propiamente analitica del problema original planteado por Maxwell
la di6 Adolf Hurwitz en 1895 (ver Hurwitz (1895)) basdndose en los traba-
jos de Hermite — e independiente de la investigacién hecha por Routh afios
atrds. Las desigualdades obtenidas por Hurwitz son conocidas en nuestros
dias como el criterio de Routh-Hurwitz. Ahora bien, las desigualdades del
criterio de Routh- Hurwitz no son independientes entre si; estas circuns-
tancias fueron estudiadas por los matematicos franceses Liénard y Chipart.
En 1914 establecieron un criterio equivalente al de Routh-Hurwitz que re-
ducia en casi la mitad el nimero de desigualdades. Otros criterios fueron
desarrollados durante la primera mitad del siglo XX y son parte de la va-
riedad de técnicas existentes hoy en dia para verificar la estabilidad de un
polinomio.

Definicién 1.1. Decimos que un polinomio de coeficientes reales es Hur-
witz (o estable) si todas sus raices tienen parte real negativa, es decir, p €
R[z] es Hurwitz si todas sus raices pertenecen al conjunto C~ = {a + ib :
a,b € Rya < 0}.

Entre los criterios cldsicos que nos permiten determinar cuando un po-
linomio es Hurwitz, destacan:

» Fl criterio de Routh-Hurwitz

El test de Routh

El Teorema de Hermite-Biehler

El Teorema de Leonhard-Mihailov

El criterio de Lienhard-Chipart
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Estos criterios y otros tépicos relacionados pueden consultarse con detalle
en Bhattacharyya et al. (1995), Gantmacher (1959), Hinrichsen & Pritchard
(2004),Lancaster & Tismenetsky (1985), Loredo (2005), Diaz (2010). A conti-

nuacién enunciaremos algunos de ellos.

1.2. Criterio de Routh-Hurwitz

Definicién 1.2. Considérese el polinomio real

p(t) = ant" + an1t" "+ agt + ao.

Denotamos por H(p) a la matriz de Hurwitz de p, la cual queda definida

como sigue:
an—-1 Aan-3
Gn an—2
0 an—1
0 an,
0 0
0 0

apn—5
Ap—4
an—3
Apn—2

0
0

o O O O

ai
a2

o O O O

0

ag

(1.1)

Obsérvese que H(p) es una matriz cuadrada. Denotemos ahora por A;

(¢ =1,...,n) alos menores principales diagonales de H(p), es decir:

Gn an—2

Ap— Ap—
Alzan_l,Agzdet(nl n=3

Teorema 1.3 (Criterio de Routh-Hurwitz). Sea
p(t) = apt™ + an_1t" 1+ Fart +ap € Rt

con a, > 0y H(p) la matriz de Hurwitz asociada a p. Entonces p(t) es Hurwitz

siysélosi A >0,A2 >0,...,4, >0.

),AgZdet

an—1
Qp

0

P

Demostracién. Ver Bhattacharyya et al. (1995) o bien Gantmacher (1959).

m Ejemplo 1.4. Considérese el polinomio p(t) = t* + 52 + 10t2 + 10t + 4, en
este caso la matriz de Hurwitz asociada es:

10 0
10 4
5

H(p) =

)

1
0
0

1

- O O O

Adolf Hurwitz (1859-1919)
Nacié en Hildesheim, Hanover.
Se gradud en la Universidad de
Berlin. En 1884 acepta la invita-
cién de Lindemann para ocupar
una plaza en Konisberg donde
permanece 8 afos. Ahi dio clases
a Hilbert y Minkowski. En 1892
ocupa el lugar que dej6 Frobe-
nius en Eidgendssische Polytech-
nikum Ziirich (Suiza). Hurwitz
permanecio el resto de su vida en
Zurich. Estudi6 la superficie de
Riemann y la teorfa de funciones
complejas.
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Los menores principales de H(p) son:
A1 =5, Ay = 40, Az = 300, Ay = 4A3.
A partir de que todos ellos son positivos, se tiene que p(t) es Hurwitz.

m Ejemplo 1.5. Considérese el polinomio real de grado cuatro p(t) = ast* +
ast3 + ast? + a1t + ag, con ay > 0. Entonces

as ai 0 0
o a4 a2 Qg 0
H(p) o 0 az ai 0

0 a4 ag Qo
Los menores principales diagonales son
Ay = ag,
Ay = agaz — araq,
Ag = aszagay — a4a% — agag,
A4 = a()Ag.

Luego, p(t) es Hurwitz si y sélo si todos los coeficientes son positivos y
asasal — a4a% — aoag > 0.

1.3. Teorema de Hermite-Biehler

Algunos de los resultados que se presentan en este trabajo se apoyan en
el Teorema de Hermite-Biehler (ver Diaz (2010)). A continuacién presenta-
mos algunas definiciones necesarias para enunciar dicho teorema.

Definicién 1.6. Considérese el polinomio real p(t) = ag + a1t + agt® + ... +
ant". Podemos escribir a p(t) de la siguiente forma

p(t) = (ap + ast® + ast* + -+ ) + t(ar + ast® + ast* + - -)

al evaluarlo en iw obtenemos

4

p(iw) = (ap — asw? + agw? — - --) +iw(a; — azw? + asw? —---)

Definimos:

(w):ao—a2w2+a4w4—---
)

(w = ay — asw® + asw* — -+

p€
pO
PPT(t) = ap + ast? + agt* + - -
pimp t) =ait + (l3t3 + a5t5 + -
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Definicién 1.7. Decimos que un polinomio p(t) = ag+ait+ast?+- - -+ a,t"
satisface la propiedad de la alternancia siy sélo si

a) los coeficientes principales de pP?"(t) y p™P(t) tienen el mismo signo;

b) las raices positivas w; de p®(w) y w,; de p°(w) se van alternado, es
decir
0 < we1 <wpl <We2 <wWo2 < ...

Observacién 1.8. Sea m = grado [p®(w)] y | = grado [p°(w)]. Si
= m = [, entonces
0 <we1 <wol <we2 <Wo2 < .vo < Wom—1 < Wem < Wom
= m = [+ 1, entonces
0 <we1 <wol <we2 <Wo2 < .o <Wem—1 < Wom—1 < We,m
La figura 1.1 ilustra el inciso b) de la propiedad de la alternancia, obsérve-

se la forma en que se alternan las raices de p®(w) y p°(w) de un cierto poli-
nomio estable p(¢).

Figura 1.1: [lustracién de la propiedad de la alternancia.

Teorema 1.9 (Hermite-Biehler). Un polinomio real P(t) es Hurwitz si y solo si
satisface la propiedad de la alternancia.

Demostracién. Ver Bhattacharyya et al. (1995) o bien Gantmacher (1959).
[ ]
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m Ejemplo 1.10. Considérese el polinomio p(t) = 10 + 28t + 33t2 + 21t3 +
7t* + t°. Al evaluarlo en iw obtenemos:

p(iw) = iw’® + Tw* — 21iw?® — 33w? + 28iw + 10
de donde separamos:
Pé(w) = Tw* — 33w? + 10

po(w) = wt — 21w? 4 28

Puede verificarse que las raices positivas de p®(w) y p°(w) se alternan, como
lo muestra la figura 2.

|
|

/

100 -

i /
sof ‘/ pi(w) P(w)

—100L

Figura 1.2:

El enunciado anterior se ha restringido al caso de un polinomio con coe-
ficientes reales, sin embargo el teorema es mas general, cubriendo el caso
con coeficientes complejos. Una prueba de este teorema puede consultar-
se en Bhattacharyya et al. (1995). Otras generalizaciones del Teorema de
Hermite-Biehler pueden consultarse en Diaz (2010).

1.4. Test de estabilidad

El test de estabilidad es un procedimiento iterativo que consiste en de-
terminar si un polinomio es Hurwitz, verificando si un polinomio de grado
menor lo es. El procedimiento puede demostrarse por medio del Teorema
de Hermite-Biehler y el Teorema de la interseccion de la frontera (ver Ackerman
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(2002), Bhattacharyya et al. (1995), Frazer & Duncan (1929)), aunque otras
pruebas pueden encontrarse en Holtz (2003) y en Hinrichsen & Pritchard
(2004).

Definicién 1.11. Dado el polinomio P(t) = a,t" + 11" 1+ Fart+ag,
siap—1 # 0yn > 2, definimos

n—1

_ a _ _
Qt) = an_1t" 1 + <an2 - o an3> "2 4 q,_gt" 3

a
+ <an—4 - a = an—5> ¢ + an—Btn_5 + e (1.2)

n—1

Teorema 1.12. Si P(t) tiene todos sus coeficientes positivos, P(t) es Hurwitz si
y sélo si Q(t) es Hurwitz.

Demostracién. Ver Bhattacharyya et al. (1995) o bien Hinrichsen & Prit-
chard (2004) =

A partir de este teorema puede generarse un algoritmo para verificar la
estabilidad de un polinomio P(t) € R[t] de gradon > 2 con a,, > 0.

Algoritmo 1.13 (Test de estabilidad para polinomios reales).
1. Hacer Py(t) = P(t).

2. Verificar que todos los coeficientes de P;(t) sean positivos, con i =
0,1,2,....5i no lo son P no es Hurwitz. Si lo son y grado P;(t) = 2
entonces P es Hurwitz. Silo son y grado P;(t) > 2, continuar.

3. Construir P;y1(t) = Q(t), segun el teorema anterior, remplazando P
por P;. Hacer i = i + 1 y regresar al paso 2.

m Ejemplo 1.14. Verifiquemos si el polinomio ¢(t) = > + 5t* + 10> + 10t* +
5t + 1 es Hurwitz. Hacemos

Py(t) = t° + 5t + 103 4+ 102 + 5t + 1
Luego construimos P; (t):
4 1 3 2 1
Py(t) =5t' + (10— 210 ) £2 4+ 1062 4 (5 - 1) 41

24
:5t4+8t3+10t2+€t+1
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Los coeficientes de P;(t) son todos positivos cumpliéndose asi el paso 2)
del algoritmo, entonces construimos P»(t):

24 24
Py(t) = 8t% + (10—2 <5>> 2+ €t+ <1 — Zo)
24
:8t3—|—7t2+€t+1

Vemos que P;(t) cumple el paso 2) del algoritmo, entonces construimos a
continuacién P®)(t):

24 8
Ps(t) = Tt% + <5 - 7(1)> t+1
128
=72+ —t+1
ot

Como P3(t) es de grado 2 y todos sus coeficientes son positivos entonces,
por el paso 4) del algoritmo, podemos concluir que ¢(t) es Hurwitz.

1.5. Criterio de Routh

Consideremos el polinomio real

f(2) = anz™ +an—12"" M+ an22"" 2 tan32""P+...  (an #0)

Evaluando f en iw:

Edward John Routh (1831-1907)

Naci6 en Quebec, Canada. . . . 1 . ) . —

Lleg6 a Inglaterra en 1842 y f(Zw) = an(zw)” + anfl(zw)n + an*Z(w})n + an*3(zw)n ’ T+
estudié bajo el cuidado de De

Morgan en Londres. Routh fue Hagamos

el mds famoso instructor en

Cambridge donde publicé varios fi (w) = apw" — an,gw”_Q + an,4w”_4 — ...
textos de matemadticas aplicadas:
A Treatise on Dynamics of Rigid fg(w) — an_lwnfl _ an_swnfi’) + an_5w”*5 -

Bodies (1860), A Treatise on
Analytic Statistics (1891) y A
Treatise on Dynamics of a Particle
(1898). En 1877 Routh recibi6 el
Premio Adams por sus trabajos

en estabilidadP dindmica. F]ue fl (w)a fg(w), fg(w), SRR fm(w)a
miembro de la Royal Society.

y construimos una sucesion generalizada de Sturm:

por medio del algoritmo de Euclides:

[¢7% 6

wfo(w) = fi(w) = cow™? — 1w+ w0 —

f3(w) =

Gn—1
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donde

an

o = Gp—2— Gnp—3,
n—1
an

€1 = Op—4 — Gp—5, (1.3)
n—1
G,

C2 = GOp—6— — an-7,
n—1

Luego calculamos f;:

fa(w) = a”—lwfg(w) — fo(w) = dow”*?’ . dlw"*“r’ n dgw”*7 .

Co
Gp—1
dy = an-3— ci,
Co
ap—1
di = an—s5— c2, (1.4)
Co
Gp—1
dy = ap-7— cs,
Co
Los coeficientes de los polinomios restantes f5(w), . . ., fn+1(w) son similar-

mente determinados. Con dichos coeficientes formamos el esquema de Routh:

an, an—-2, 04n—4, 0an-—6,
ap—-1, 0Op-3, 0ap-5, Qan-7,
€0, C1, 3, e (1.5)

dOa d1> d37

Las férmulas (1.3) y (1.4) muestran como obtener cada fila de este esquema.

Teorema 1.15 (Routh). EI niimero de raices de un polinomio real f(z) en el semi-
plano derecho (Re z > 0) es igual al niimero de variaciones de signo de la primera
columna del esquema de Routh.

Demostracién. Ver Gantmacher (1959) =

Corolario 1.16 (Criterio de Routh). Todas las raices del polinomio real f(z)
tienen parte real negativa si y sélo si al realizar el algoritmo de Routh todos los
elementos de la primera columna del esquema de Routh son diferentes de cero y del
mismo signo
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m Ejemplo 1.17. Considérese el polinomio del ejemplo 1.4, aplicaremos el
esquema de Routh para verificar que es estable. En este caso ay = 1, a3 = 5,
az = a1 = 10y ap = 4, a continuacién hacemos

fi(w) = w? — 10w? +4

fo(w) = 5w — 10w

Ahora usando (1.3) y (1.4) obtenemos:

a
Co — ag — —4a1 =38
as
Cl = apg = 4
15
d1 =a] — %61 = —
co 2
Esquematicamente:
as a2 ao 1 10 4
as ai 5 10
cho C1 8 4
d E

Como los elementos de la primera columna del esquema de Routh son del
mismo signo, entonces concluimos que p(t) es Hurwitz.

Existe una relacion entre el test de estabilidad y el esquema de Routh.
Supongamos que grado[P(t)] es par, entonces obsérvese que los coeficien-
tes de la parte par e impar de Py(t) aparecen respectivamente en la fila 1
y 2 del esquema de Routh, comenzando por los coeficientes principales.
Luego, los coeficientes de la parte impar y par de P (t) aparecen respecti-
vamente en las filas 2 y 3. Los coeficientes de la parte par e impar de P»(t)
aparecen ahora en las filas 3 y 4 y asi sucesivamente. Puede verificarse que
todas las entradas diferentes de cero en el esquema de Routh de un poli-
nomio Hurwitz con coeficientes positivos deben ser positivos (es decir del
mismo signo, como se asegura en el corolario anterior).

m Ejemplo 1.18. Considérese el polinomio ménico P(t) = t* + agt3 + ast? +

ait + ap, aplicando el algoritmo 1.13 generamos los siguientes polinomios:

Pl(t) = a3t3 + <a2 — 0,1) t2 + a1t + ag
as
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2
Py(t) = < _ al) 24 ( _ ) t 4 ag

as a2a3 — aj

Como a4 = 1 > 0 entonces P es Hurwitz si y sélo si
ag,a1,a3 >0, asaz —ay >0, ajasag — a% — aoag >0 (1.6)

Ahora, si construimos el esquema de Routh obtenemos:

3

P(iw) = w? — aziw® — asw? + ayiw + ag

Hacemos
P(w) = wt — asw? + ag
Py(w) = iw(—azw? + a)

y aplicando (1.3) y (1.4) obtenemos:

ai
co = ag — —
as
C1 = agp
2
a
do = az — —3 ag
a2a3 — ai
Esquemaéticamente:
a4 a2 ag a4 az ag
az ai as ai 0
a
co cC1 as — é ag O
: :
Qs
d() ag — 7a2a337a1 aq 0

Luego, P sera Hurwitz si los elementos de la primera columna del esque-
ma son todos positivos, es decir si se cumplen las desigualdades de (1.6).
Compaérense estos resultados ! con el ejemplo 1.5 tomando a4 = 1.

'Puede consultarse el capitulo 1 de Loredo (2005) para confirmar estas desigualdades.






Producto de Hadamard

El producto de Hadamard juega un papel sustancial dentro del anali-
sis matricial y sus aplicaciones. Dos dreas con tradicién donde actualmente
se utiliza el producto de Hadamard son las formas cuadraticas y las de-
sigualdades matriciales. Recientemente el producto de Hadamard ha sido
utilizado en la teoria matemaética de estabilidad.

2.1. Definicién del producto de Hadamard

Una de las operaciones binarias entre matrices es el producto de Ha-
damard, que en relacién al producto convencional resulta mas simple y
quizd mucho menos conocido.

Definicién 2.1. Sean A y B dos matrices de m x n con entradas en C. El
producto de Hadamard de A y B se define como [A x B|;; = A;;B;j, para
todal<i<myl<j<n.

La tnica condicién para realizar el producto de Hadamard es simple-
mente que las matrices a operar tengan la misma dimensién — no nece-
sariamente deben ser matrices cuadradas — y la multiplicacién se realice
entrada por entrada, como la tradicional suma de matrices. Por esta razén
el producto de Hadamard es conocido también como producto entrada por
entrada o producto Schur, porque uno de los primeros en obtener un resul-
tado usando dicho producto fue Issai Schur.

13

Issai Schur (1875 - 1941)

Naci6 en la provincia de Mogil-
yov (ahora Bielorusia). Ingresé a
la Universidad de Berlin en 1894
y obtuvo su doctorado en 1901.
Frobenius fue uno de sus profe-
sores y director de su tesis doc-
toral. Entre 1911 y 1916 fué pro-
fesor en la Universidad de Bonn
hasta que en 1919 fue promo-
vido como profesor de tiempo
completo en la Universidad de
Berlin. Schur es principalmente
conocido por sus trabajos en la
teorfa de representacién de gru-
pos, aunque también en teoria de
nimeros y andlisis. En una serie
de articulos él introdujo el con-
cepto de multiplicadores Schur
(producto de Schur). Fue miem-
bro de la Academia de Prusia en-
tre 1922 y 1938. Padeci6 de la
campafa nacionalista nazi has-
ta que decidi6 salir de Alemania
para vivir en Palestina en 1939,
donde murié.
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2.2. Notas historicas

El producto de Hadamard, en aparencia un producto simple e ingenuo
- no en un sentido peyorativo, sino un poco inusual — aparece en diver-
sas dreas matematicas, sin embargo es poco mencionado en los textos de
algebra lineal y es considerado mds un tépico propio del andlisis matricial.

Se considera a Schur como el primero en realizar un estudio sistematico
de las propiedades algebraicas del producto entrada por entrada. En Schur
(1911), Schur probé que si A y B son matrices positivas semidefinidas del
mismo tamafio, entonces A * B es también positiva semidefinida. Por la
importancia de su resultado es que algunos autores llaman al producto en-
trada por entrada el producto de Schur. El nombre producto de Hadamard
parece ser el mds comun, quizd porque el término fue acufiado por Von
Neumann y P. Halmos lo introdujo en la literatura matematica en su texto
Finite Dimensional Vector Spaces (Halmos (1958)). La idea del término usado
por Von Neumann pudo haber sido la influencia de un famoso escrito de
1889 (Hadamard (1899)) en el que Hadamard estudié dos series de Maclau-
rin f(z) = > anz" y g(z) = > by2z" con radio de convergencia positivo y
su composicion h(z) = ) ayb, 2", obtenida como un producto coeficiente
a coeficiente. Sin embargo, Hadamard nunca mencioné el producto entra-
da por entrada en su articulo, la importancia de dicho producto asi como
el renombre matemético que Hadamard tenia en esa época — pues él habia
probado el Teorema del niimero primo en 1896 (Hadamard (1896)) — le die-
ron motivos a Von Neumann para asociar el nombre de Hadamard con los
productos término por término de cualquier tipo.

El producto de Hadamard aparece de formas distintas en varias areas
de la matematica. Por ejemplo en convolucion de funciones periddicas, el
principio del minimo débil en ecuaciones diferenciales parciales, funciones
caracteristicas en teoria de probabilidad, teoria de operadores, por men-
cionar algunas aplicaciones. Otro ejemplo, que tiene relacién con nuestra
investigacion, se refiere a que el producto de Hadamard de dos matrices
Routh-Hurwitz totalmente no negativas es también una matriz totalmente
no negativa. Muchos otros ejemplos de dénde aparece el producto de Ha-
damard pueden consultarse en Horn (1989), Horn & Johnson (1991) y en
Fallat & Johnson (2011).
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2.3. Algunas propiedades

La matriz identidad bajo el producto de Hadamard es la matriz J de
m X n con todas sus entradas iguales a uno. Es decir

Jij=1 paratoda 1<i<m,1<j<n

Si A € M,,«, entonces A tiene una inversa de Hadamard, la cual denota-
mos A, siysoblosi A;; #0paratodal <i<m,1<j <n. Masatn

Aij = (A)~"

Puede demostrarse que el conjunto de matrices de m x n con entradas dis-
tintas de cero forman un grupo abeliano bajo el producto de Hadamard.
Mas atn el producto de Hadamard es un operador lineal. Puede también
relacionarse el producto de Hadamard con la multiplicacién tradicional de
matrices a través de matrices diagonales, asi, A + B = AB si y s6lo si A
y B son diagonales. Como consecuencia, el producto de Hadamard rela-
ciona los elementos de la diagonal de una matriz diagonalizable A con sus
valores propios (ver Horn & Johnson (1991)).

Para finalizar este capitulo, daremos una definicién de producto de Ha-
damard en el contexto de polinomios con coeficientes reales. Esta serd la
que utilizaremos en lo que resta del presente trabajo.

Definicién 2.2. Considérense dos polinomios
p(t) = ant™ + an_1t" 1+ - 4 art + ag

q(t) = byt™ + by 1 t™ L - byt + bo

en R[t], no necesariamente del mismo grado. El producto de Hadamard de
dos polinomios se define como

(p* q)(t) = arbyt® + ap_1bp_1t* 1+ + arbit + agbo, (2.1)
donde k£ = min(n, m).

Obsérvese, en efecto, que se trata de un producto coeficiente por coefi-
ciente.






Estabilidad del producto de
Hadamard

Como adelantamos en el capitulo precedente una de las aplicaciones
recientes del producto de Hadamard esta relacionada con la estabilidad de
sistemas lineales.

Jacques S. Hadamard (1865 -
1963)
Naci6 en Versalles, Fra. En 1884
3.1. Antecedentes del pI‘Oblema comienza sus estudios univer-
sitarios en la FEcole Normale
p : . . P Supérieure, donde tiene por pro-
Los origenes de las conjeturas rglatwas alas raices de la composicionde . -~ ermite, Darboux y Pi-
polinomios reales se remontan al siglo XIX. En 1894 , A. Malo en su articu- card. Obtuvo el grado de doc-

lo Note sur les équations algébriques (Malo (1985)) consideraba el siguiente o en 1892, con uno de los pri-
meros trabajos sobre funciones

problema: dados dos polinomios reales anliticas y singularidades. En
ese ano obtiene el premio de

_ m m—1 Ciencias Matematicas con su es-

f(t) = Aot™ + Ast + +Am crito: Determination of the number

of primes less than a given number.

g(t) = Bot™ + Bltm_l +---+ By, Las contribuciones hechas por

Hadamard abarcan varias areas,

encontrar bajo que condiciones el polinomio principalmente ecuaciones dife-

renciales no lineales, geometria
y andlisis complejo. Entre sus

P(t) = Ao Bot™ + AlBltm_1 +---+AnBn alumnos podemos mencionar a
Frechet, Lévy y Mandelbrot

tiene tinicamente raices reales.

Tiempo después, en 1942, L. Weisner mostré que cuando todos los ceros
de f(t) pertenecen a un sector S del plano complejo y todos los ceros de
g(t) son reales, entonces P(t) tiene sus ceros en el sector £S5 (ver Weisner

17
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. S =0 P(w)=0

g()=0

Figura 3.1: Esquema de los resultados de L. Weisner

(1942)). Y en el caso en que ¢(t) tiene solamente ceros no positivos, los ceros
de P(t) estan en el mismo sector S.

En 1949 N. G. de Bruijn demostré en de Bruijn (1949) que si los ceros de
f(t) pertenecen al sector S; con un dngulo « y los ceros de g(t) pertenecen
al sector Sy con un dngulo 3, ambos sectores con vértice al origen, y si
a + B < 27 entonces todos los ceros de P(t) se encuentran en el sector
S ={—wiwz : w1 € 51, wy € S2} con angulo a + .

En 1996 Garloff y Wagner extendieron los resultados de Bruijn en el con-
texto de estabilidad, probando que si f(t)y g(t) son estables entonces P(t)
también es estable. De manera muy particular, G. Ferndndez (en Fernandez-
Anaya (1999)) mostré que el producto de dos polinomios intervalo estables
resulta ser un polinomio intervalo estable.

3.2. Estabilidad y producto de Hadamard

Los criterios de estabilidad dan condiciones para determinar la estabi-
lidad de un polinomio p € RJt]. Podrfamos ahora preguntarnos qué pasa
cuando operamos dos polinomios estables: ;el resultado serd un polinomio
estable? La respuesta es: no siempre. La suma (coeficiente con coeficiente)
de dos polinomios Hurwitz no es Hurwitz (ver Bialas (1985)). El cociente
de dos polinomios Hurwitz realizado coeficiente a coeficiente de las poten-
cias respectivas tampoco es necesariamente estable (ver Garloff & Wagner
(1994)). Sin embargo bajo el producto de Hadamard sucede algo interesan-
te.
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Figura 3.2: Esquema de los resultado de de Bruijn: los sectores de la parte superior
representan las hipotesis mientras que el sector de abajo la conclusién

En el articulo Garloff & Wagner (1996), Garloff y Wagner probaron que
la estabilidad de polinomios con coeficientes reales se preserva bajo el pro-
ducto de Hadamard. Antes de presentar su principal resultado es necesario
definir algunas clases de polinomios estables. Como se dijo en el capitulo
1 un polinomio p € R[t] es Hurwitz (o estable) si toda raiz de p estd en la
mitad izquierda abierta del plano complejo, decimos ahora que p es quasi-
estable si toda raiz de p estd en la mitad izquierda o sobre el eje imaginario
del plano complejo. Adicionalmente, decimos que p es sinusoidal si toda raiz
de p es un imaginario puro o cero y p sera quasi-sinusoidal si exactamente
una raiz de p no es un imaginario puro o cero y es negativa.

Teorema 3.1 (Garloff & Wagner (1996)). Sean F', P € R[t] quasi-estables.

1. Entonces F * P es quasi-estable.

2. Si F o P son sinusoidales entonces F' = P es sinusoidal. Si F' y P son si-
nusoidales y la multiplicidad del 0 tanto para F como para P tiene diferente
paridad entonces F' x P = 0.
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3. Si F'y P son quasi-sinusoidales y la multiplicidad del 0 tanto para F' como
para P tiene la misma paridad, entonces F' x P es quasi-sinusoidal.

4. Si 1) y 2) no aplican, entonces F' x P no tiene raices imaginarias puras
excepto posiblemente en el origen.

5. Como un caso especial de 4), si F'y P son Hurwitz entonces F' x P también
es estable.

El anterior resultado abarca distintos tipos de polinomios, pero en par-
ticular el enunciado que a nosotros interesa es el siguiente:

Teorema 3.2 (Garloff & Wagner (1996)). Si F, P € R[t] son Hurwitz entonces
F x P es Hurwitz.

El teorema 3.2 1o que afirma es que el conjunto de polinomios estables es
cerrado bajo el producto de Hadamard. La demostraciones de los teoremas
3.1y 3.2 se basan en el Teorema de Hermite-Biehler.

Este resultado abre nuevas posibilidades para el andlisis de estabilidad
robusta de familias de polinomios con dependencias de parametros no li-
neales, pues permite, en algunos casos, separar los parametros por medio
de la factorizaciéon de Hadamard para obtener polinomios con un menor
nimero de pardmetros y realizar el andlisis de estabilidad en los polino-
mios factores, con la consecuente ganancia de simplicidad. Para ilustrar lo
anterior, considérese el polinomio:

p(t) = (A1 — D2+ (MADE + (M +2)(1 = M)t + (A + D(A2 — 1)

que depende de tres pardmetros, aplicando el producto de Hadamard po-
demos descomponerlo en los dos polinomios:

() =\ —DE X2+ (N + D+ (M +2)

pa(t) =2 + M2 + (1= Ag)t+ (A2 — 1)
cuya estabilidad resulta més sencilla de analizar.

En Fernandez-Anaya (1999) se aplica dicha idea en el caso de polino-
mios intervalo. En Loaiza (1999) se utiliza el teorema 3.2 para analizar la
estabilidad en el caso de bolas de polinomios y politopos.

Ahora bien, podriamos preguntarnos ;el reciproco del teorema 3.2 es
también verdadero? La respuesta, es de nuevo: no siempre.
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Definicién 3.3. Si un polinomio estable f € RJt] puede escribirse como
[ = px*gq, para ciertos p, ¢ € R[t] estables, diremos entonces que f tiene una
factorizacion estable de Hadamard.

En Garloff & Shrinivasan (1996) se muestra que dado un polinomio es-
table, éste no necesariamente tiene una factorizacion estable de Hadamard
del mismo grado. Considérese el polinomio real

f(t) = ant™ + an_1t" 1+ - 4 art + ag (3.1)

y supongdase que a, > 0.Sin = 2, que f sea Hurwitz es equivalente a
que aop, a1, a2 > 0 entonces existen varias factorizaciones estables de Hada-
mard para f.Sin = 3, que f sea Hurwitz es equivalente a las condiciones
ap, a1, a2,a3 > 0y apaz < araz. Se puede elegir a los polinomios

n n
1 1
p(@) =Y o/t qla) = o)/ t*
k=0 k=0

como una factorizacién estable de Hadamard, donde o, 3 € R™ son tales
quel/a+1/8=1.

Sin embargo, si n = 4 existen polinomios estables f que no siempre
aceptan una factorizacion estable de Hadamard en dos polinomios p y ¢ de
grado 4.

m Ejemplo 3.4. Sea f(t) = t* + t3 + 3t? + t + 1. Puede verificarse que f es
Hurwitz. Una factorizacion de Hadamard de f es

p(t) =t + 3+ VBt +1
qO) =t + 2+ VR +t+1
Sin embargo puede verificarse que p no es Hurwitz.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el polinomio f en (3.1) es
monico. Sin = 4 entonces, segtin el ejemplo 1.5 del capitulo 2, f es Hurwitz
siysblosiap >0,k=0,1,2,3y

a? + apaj < ajazaz (3.2)

Si existe un factorizacion estable de Hadamard f = p * ¢ con

p(t) = t* + bst® + bot® 4 byt + by
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asz s a2 o a1 ap
y=tt+ 28+ 224t —
q(t) + bs + by + b + b

entonces se debe cumplir que by, >0,k =0,1,2,3y

b2 + bob2 < bybabs (3.3)

2 2
ai ag [ as a1as2a3
=) +2(2) < 34
<bl> b (b3> bibabs G4
Se mostrard que no siempre es posible encontrar constantes positivas by,

tales que (3.3) y (3.4) se cumplan al mismo tiempo. Multiplicando (3.4) por
b1 b2b3 se obtiene

y similarmente

a3r + apa3s < ajasaz (3.5)
donde

bbb

b ~ bobs

Sustituyendo r y s en (3.3) obtenemos

1 1
( + > blbgbg < b1b2b3

r S

de donde se sigue que

1 1
S+<1 (3.6)
T S

y dado que 7 y s son positivas, se debe tener que r, s > 1. De la expresién
(3.2) podemos escribir

arasaz = a(1 + K+ €) (3.7)

donde k = apa3/a? y € es una constante (que depende de ag, ay, as, as).
Ahora dividamos (3.5) entre a7 y aplicando (3.7)

r+rs<l+kr+e

por lo tanto
1 1 1 1
—_— - < =4 - (3.8)
l+k+€e—kKs s r 8
Luego, para hallar el valor minimo de s del lado derecho de la desigualdad

(3.8), con s € (0, (1 + k + €)/k), derivamos respecto a s, obteniendo

:1+n+e<n—v%>

S
K k—1
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y sustituyendo dicho valor en (3.8) obtenemos

Itnt2ys 1,1 (3.9)
1+rKk+e€ r S
Pero la desigualdad (3.9) contradice (3.6), si € < 24/k. Si elegimos ap = a1 =
a3 = 1y ax = 3, entonces k = 1y por (3.7) ¢ = 1. Esto muestra que las
desigualdades (3.3) y (3.4) no se satisfacen al mismo tiempo. Por lo tanto
existen polinomios Hurwitz de grado 4 que no aceptan una factorizacién
estable de Hadamard en dos polinomios también de grado 4.

En Rodriguez-Angeles et al. (2004) se muestra también que el reciproco
del teorema 3.2 no es verdadero en el caso de polinomios multivariados.

Entonces, segtn los resultados anteriores, surge la siguiente pregunta:
¢qué condiciones debe cumplir un polinomio Hurwitz para poder descom-
ponerlo en dos polinomios igualmente Hurwitz si consideramos el produc-
to de Hadamard? La respuesta a dicho planteamiento la analizaremos en el
siguiente capitulo.






Factorizacion estable de
Hadamard: un enfoque con el
test de estabilidad

En esta seccién presentamos condiciones necesarias para que un poli-
nomio Hurwitz admita una factorizacién estable de Hadamard. Analizare-
mos primero los casos de polinomios con grado pequefio y posteriormen-
te presentaremos un resultado que es vélido para polinomios Hurwitz de
grado par y que nos permite dar condiciones sobre los de grado impar.
El contenido de este capitulo estd basado en los resultados de los articu-
los Loredo-Villalobos & Aguirre-Hernandez (2011) y Loredo-Villalobos &
Aguirre-Hernandez (*) (una versiéon resumida de este tltimo fue publicado
en Loredo-Villalobos & Aguirre-Herndndez (2012)).

4.1. Analisis de polinomios de grado pequeio

Como dijimos en la seccién 3.2, segtn los resultados de Garloff & Shri-
nivasan (1996), todo polinomio Hurwitz de grado 2 y 3 admite una factori-
zacion estable de Hadamard en dos polinomios Hurwitz del mismo grado
que el original. El siguiente teorema muestra dicho resultado cuando el
grado del polinomio es 3.

Teorema 4.1. Sea f(t) = ast® + ast? + agt + ag Hurwitz. Entonces existen dos
polinomios p(t) y q(t) Hurwitz de grado 3 tales que (p * q)(t) = f(t).

25

Jiirgen Garloff (19??-)

Estudié sociologia, filosoffa y
matemaéticas en las universida-
des de Cologne y Heidelberg.
Es profesor en la Facultad de
Ciencias Computacionales de la
Universidad de Ciencias Aplica-
das en Konstanz, Alemania. Sus
dreas de interés son optimizacién
global, control robusto, analisis
matricial (enfocado a la total po-
sitividad) y polinomios (en espe-
cial la distribucién de raices bajo
el producto de Hadamard).
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Demostracién. Como f es Hurwitz entonces se cumple que
aras — agas >0

por lo tanto
Q10

>1
apQs

Podemos entonces elegir cuatro ntimeros reales ag, a1, az, a3 > 0 tales que

1002 a1a2
>

>1 (4.1)
Qo3 aopas

Definimos
p(t) = ast® + ast® + a1t + ag

(6% (6 « (6
g(t) = 2243 + 22 4 Sy 20
as as al ag
Luego p y ¢ son Hurwitz y ademads (p * ¢)(t) = f(¢). =
Corolario 4.2. Sean f(t) = ast®+ast? +art+ag y p(t) = ast®+ast>+art+ag
dos polinomios Hurwitz. Si

102 > ai1ag
[e7s]0 %} apas
entonces existe una factorizacion estable de Hadamard de f donde p es factor.
En Garloff & Shrinivasan (1996) se afirma que el resultado del teorema
4.1 es vélido, sin embargo hemos decidido incluir una prueba alternativa

para exponer algunas ideas que aplicaremos en los resultados principales
de éste capitulo.

Teorema 4.3. Sea f(t) = aut* + ast3 + aot? + oyt + g Hurwitz. Si

Q003 < e \/072>2 4.2)

(651 as

entonces existen dos polinomios p(t) y q(t) Hurwitz de grado 4 tales que (p *

9)(t) = f(1).
Demostracién. Considérese el polinomio
243 2
T‘(t) = Oé3t + crast” + apast + agas

donde

2
a7 e %) 10y
<< < — \/Oz2>

(651 as
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En particular

por lo tanto 7(t) es Hurwitz, mds atn, si elegimos ag, a1, a2,asz > 0 tales

que:
a1c aiaz
>

> 1,
apas T agas

entonces por el teorema 4.1 existe una factorizacién estable de Hadamard:
g(t) = azt® + ast® + art + ag,

2
(6 1 a1 [673)0%
h(t)z 3t3+ 13t2+ 13t+ 037

as a9 aj aq

tal que (g = h)(t) = r(t), con g y h Hurwitz. Ahora, aplicando la férmula
(1.2) del test de estabilidad a g y h obtenemos

a2 ay 9 al aop
p(t) = dgt* + at3+<+d4>t +—t+ — 4.3)
( ) \/§ \/@ as i \/@ (
(6 ascC aso asx azq;
q(t) = est’ + —=t* + (ﬁ - 2L e4) 2 VO30, V0800 g
Va3 a2 a1 ax ag

igualmente Hurwitz. A partir de

2
10y
< ( — \/052>

a3

se sigue que

104 Qa0
=0<c < +oag— 2/ ——
ag Qg
10y 2 1020y
= <c1 - - a2> >4 ——
asg asg
a0 2 Q104 100y
:><cl— > —2<cl— >a2—|—a§24
asg asg asg
104 ? C10104
= (Cl + - 042> —4 >0
a3 asg
La ultima desigualdad es el discriminante de la ecuacién
ai1,/agcy 10y a2a301 0
—Y 2 dd <cl + - ag> dy+ ———=0 (4.5)
asaz as ay/azas
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Lo anterior garantiza que d4 € R. Asi, elegimos

(o7}

4 = —
dy

y por lo tanto podemos escribir (4.5) como

ar = (4 Bay ) (VL 1) (46)
Vas  as a ajas dy

Haciendo el producto de Hadamard de p y ¢

a a agcC a3
pxq=diest + ast® + <§3+a;d4) (VCLZ)I—FCS(I;Q)tQ—i—alt—i—ao

tenemos finalmente que (p * ¢)(¢t) = f(t) =

m Ejemplo 4.4. Considérese el polinomio Hurwitz f(t) = t*+#34+ 92 +¢+1.
Sean
a4:a3:a1:a0:1,a2:9,

Se puede verificar que sus coeficientes satisfacen la desigualdad (4.2). To-
memos c; tal que 1 < ¢; < 4, digamos ¢; = 3. Construimos a continuacién
T

r(t) =t +3t2 +t+1
el cual puede verificarse facilmente que también es Hurwitz. A partir de la
ecuacion (4.1) elegimos ao, a1, az, a3 tales que

a1a2

3> >1

apas

Tomemos por ejemplo a1 = az =2, ap = 2y az = 1, asi r(t) puede descom-
ponerse en dos polinomios estables, con ellos usando las ecuaciones (4.3) y
(4.4) hallamos

p(t) = dgt* + 3 + (24 2dy)t* + 2t + 2
1

1, 5 (3 1\, 1
)= —t"+834+ (S — 2+t 4=
at) = Z-t'+ +(2+2d4> +5tt

Determinamos a continuacion el valor del pardmetro d,4 resolviendo la ecua-
cién cuadrética dada por (4.6):

3 1
(24 2dy) <2+2d4> =9
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1
=3dy+—+4=9
dy

= 3d3—5ds+1=0

5+ V13
=dy= —
6
Sustituyendo una de las raices, obtenemos
5—+13 5—+13
p(t) = Tt4+t3+ <2+6> 2+ 2t +2
6 4.3 (3 3 ) 9 1 1
=— et +t+ s+ ——= |+ St + =
0= =5 2 5_ Vi3 2" "2

Puede verificarse que en efecto (p * ¢)(t) = f(t).

Observacion 4.5. Al momento de hallar la factorizaciéon de f en el caso
n = 4 puede observarse que no es necesario explicitar los polinomios inter-
medios g(t) y h(t) de gradon = 3.

4.2. Condiciones necesarias para la factorizacién esta-
ble de Hadamard

En esta seccién proporcionamos condiciones necesarias para que un po-
linomio tenga una factorizacion estable de Hadamard en dos polinomios
del mismo grado; tales condiciones estan dadas en términos de los coefi-
cientes del polinomio original. Antes de presentar nuestros resultados ob-
servemos primero que la ecuacién (1.2) puede reescribirse como

Rp(t) = a%fltnfl + (ap—1an—2 — ana,nb_g)tnf2 + apy1Gpy_st™ 3

+ (ap—1an-14 — anan_5)t”_4 + apy1 Gyt 4.7)
Asi, el teorema 1.12 puede enunciarse de la siguiente manera:

Corolario 4.6. Si P(t) = apt™ + an,_1t""! + --- + ayt + ag tiene todos sus
coeficientes positivos, P(t) es Hurwitz si y sélo si Rp(t) es Hurwitz.

Como se mencioné en el capitulo 1, la idea fundamental del test de es-
tabilidad radica en construir un polinomio estable de grado n — 1 a partir
de uno de grado n. Los resultados de la presente tesis doctoral hacen uso
de dicha idea. La siguiente proposicion, similar al test de estabilidad, nos
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permite construir una familia de polinomios de grado n dado un polino-
mio de grado n — 1, de modo que la estabilidad de la familia de grado n
es equivalente a la estabilidad del polinomio de grado n — 1. Esta idea fue
utilizada en Aguirre-Hernandez et al. (2009).

Teorema 4.7. Considere el polinomio real con coeficientes positvos
g(t) = dp1t" "+ dpat" 2+ - dit + do

Definimos la familia

Gs(t) — st" + dn_ltn—l + ( dp—2 + dn—3 S) =2 + Mtn—ii I

V dn—l dn*1 V Un—1

(4.8)

b A Np, 4, d
\V/ dn—l dn*1 \/dn—l \/dn—l 7

sinespary

Aoy dp_ o
Gy(t) = st + dnlt”‘1+< n2 o r 3s> A R s B e R

n—1
di dy do do
t° 4+ + s|t+ , 4.9
V dp—1 ( \ dp—1 dn—1 > dn—1 ( )

si n es impar. Entonces g(t) es Hurwitz si y sélo si Gs(t) es Hurwitz para todo
s> 0.

Demostracién. Haremos la prueba para n par, el caso impar es similar. Sea
s > 0y G4(t) como en (4.8) una familia de polinomios Hurwitz. Tomemos

Py(t) = \/d—1G5(t). Entonces

dnfS

Py(t) = \/dn_1st" + dn_1t""" + (dn—Q + 3) "2+ dygt" P

n—1

d
+<d2+ L s>t2—|—d1t+d0

n—1
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también es Hurwitz. Hagamos:

/Bn V dp—15
/Bn—l - dn—l
dp—
Brn—2 = dp-2+ \/735
n—1
d
By = dg+ ———s
n—1
fr = d
Bo = do

Py(t) = Bt + Pnat" ™! + Buoat™ T 4o+ Bot® + Bit + By
Aplicando la expresién (4.7) y el corolario 4.6 tenemos que Ps(t) es Hurwitz
si y s6lo si

Rp,(t) = Ba_1t" " + (Bu-1Bn—2 = BaBa-a)t" "> + Bu-1Bnat" > + - --
+ (Bu-152 = BaB)t + Bu-1B1t + Bn-1 B

es Hurwitz. Observemos que
Brn-1Bn—i — Bnbn—i-1 = dp_1dn—;
Brn—1Bn—i—1 = dn—1dn—i—1
parai = 2,4,...,n — 2, por lo que finalmente tenemos que

1
dnfl

también es Hurwitz. m

g(t) = Rp.(t) = dp_1t" 4+ dy ot" 2+ dy_5t" 3 4+ dot? + dit + do

Observacién 4.8. La familia de polinomios dada en la ecuacion (4.8) puede
reescribirse como

dn—5
dn—l

dq
dn—l

dn—3

t2
dn—l

Gs(t) = s [t" + "2 4 R

1

vV dnfl

y entonces la familia se identifica como un rayo de polinomios. Analoga-
mente ocurre con la ecuacion (4.9).

n (4.10)

[dnat" "+ dpot™ 2 4 - dot? 4 dit + do)
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Otro hecho importante en el que se sustentan nuestros resultados tie-
ne que ver con la total positividad de la matriz de Hurwitz asociada un
polinomio estable.

Teorema 4.9. La matriz de Hurwitz de un polinomio estable f que satisfaga
£(0) > 0 es totalmente positiva.

Esto significa que todos los menores de la matriz de Hurwitz son po-
sitivos. Este teorema fue probado parcialmente por B. A. Asner (Asner
(1970)) y posteriormente por J. H. Kemperman (Kemperman (1982)). Asner
probd la total no negatividad de la matriz de Hurwitz considerando poli-
nomios cuasi-estables, mientras que Kemperman prob¢ la total positividad
analizando las entradas de la matriz infinita de Hurwitz.

Con estas ideas presentamos a continuacién nuestros principales resul-
tados.

Teorema 4.10. Sea f(t) = ant™ + v, 1t" 1+ -+ ast? +ast+ag un polinomio
Hurwitz de grado par con coeficientes positivos. Si f(t) tiene una factorizacién
estable Hadamard en dos polinomios Hurwitz con coeficientes positivos, entonces

;11 oy _1¢ ;105K
D T gy (4.11)
a1 Ap—1 Ap—1

parat = 2,4,...,n—2.

Demostracién. Supongase que f(t) tiene una factorizacién de Hadamard

g(t) = ant™ + 1t 4 - 4 agt? + art + ag 4.12)
h(t) = Sogn o Syt 222 Ay 20 (4.13)
Qn An—1 ag ay ap

donde ¢(t) y h(t) son polinomios Hurwitz con coeficientes positivos. Apli-
cando el test de estabilidad a g y h, construimos los polinomios R,(t) y
Ry,(t) segtn la ecuacion (4.7), esto es

Ry(t) = dp1t" " 4 dy ot 2 4 dy 5t 4 - 4 dyt + do (4.14)
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donde
2
dn—l == an—]_?
dp—2 = ap—2ap_1 — ApGp_3,
dp—3 = ap—3an_1,
(4.15)
dy = agap—1— apaz,
dy = arap-1,
dy = apan-1
—1 —2 -3
Rh(t) =ep 1t T F e ottt en 3t + -+ et + e (4.16)
donde
2
en1 = Qn_1
n—1 = 7
ap—1
Qp—20n—1 QpQin—3
€n—2 = - )
Ap—20n—1 ApnGp—3
_ QGp-30p-1
€n-3 = )
Gn—30n—1
4.17)
_ ap—1 OGpo
€y = - 5
a2Gn—1 ana1
a10pn—1
€1 = )
a1Gn—1
QoQin—1
€y —
apln—1

A partir de que g(t) y h(t) son polinomios Hurwitz, R,(t) y Rp(t) lo son
también por el test de estabilidad. En consecuencia (R, * Ry,)(t) es un poli-
nomio Hurwitz (ver Garloff & Wagner (1996)). Ahora obsérvese que R, * R},
puede escribirse como

(Ry* Rp)(t) = a2 _1t" '+ ap_1cpot™ % + ap_j0_3t" >

+ a1 at" " 4 ap1oot? + an_rant + ap_1ap (4.18)

donde

dp—2en_2 dp—s€n—4 does
Oy g = tn=2n=2 o Gnoabend o B€2 g

Qp—1 Qp—1 Qp—1
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Sea r(t) el polinomio

1
r(t) = (Ry * Rp)(t) = cp1t™ P 4 cpat™ 2 + -+ cot? + aqt + ap.
Qp—1

A partir de que 7(t) es un polinomio Hurwitz, por los resultados de Asner
(1970) y Kemperman (1982) tenemos que todos los menores de la matriz de
Hurwitz asociada a 7(t) son positivos, en particular:

coay — agag > 0, cqag —asea >0, ..., Qp_3Ch_9 — Qp_1Cn—g > 0. (4.20)

Esto implica que

300 Q500 Ap—100
Co > ,Cq > yeeeyCp—g > —. (4.21)
o a7 aq

También nétese que Ry, (t) puede escribirse como

052 Ap—1Cp—2 Ap—1C9 Qp_100 ap 100
Ri(4) = ”*1tn_1+ut”—2+...+ n t2+ n t+ n
n(®) dn—1 dpn—2 do d do
(4.22)
Aplicando el teorema 4.7 a los polinomios (4.14) y (4.22) obtenemos las fa-

milias de polinomios

i dp— dp—
Go(t) = st™ 4+ \/dp1t" T4 | —22 4 P8 | g2 S s

2 4 t+ : 423
(\/ n 1 dn 1 ) vV dn—l \V dn—l ( )

y
Qn p An—1 ,p—1 Cn—2+/dn—1 dp—100, 30, n—2
Hy(t) = —t —t t
( ) S * n—1 * ( dp—2 * dp—30,_15 ) *
c2\/dn-1  dp_1010y \ o \/dn— a1, \/ n— 1040
+ + t° + . (4.24)
dg dlozn_ls dl

que depende del pardmetro s. Mds atn, tenemos que G4(t) y Hs(t) son
polinomios Hurwitz para toda s > 0siy s6lo si R,(t) y Ry (t) son Hurwitz.
Ademas, s > 0 satisface que f = G5 * H, siy solo si

d; Ly cin/dn—1 dn—lai—lan o (4.25)
V/dn_1 dn 1 d; di—lan—ls
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parai=2,4,...,n — 2. Es decir

,d.i . d d _ -
Cilli—1 52 + <Ci + Qi—1Qn ai) s+ i\ n—104—1C0n —0 (426)
n—1

dir/d p—1 di—10 1

parai = 2,4,...,n— 2. Obsérvese que las ecuaciones (4.26) tienen al menos
una solucién porque f(t) tiene al menos una factorizaciéon Hadamard f =
g * h. Entonces tenemos que

o1
& < oy — Hilon (4.27)
Qp—1
(67 e 2 ;10 C;
A; = <Cl’ =" Oéi> —4="" 50 (4.28)
Qp—1 Qp—1
parai = 2,4,...,n — 2. Podemos reescribir las ecuaciones (4.28) como
oo 2 1oy
A; = (z—ln + oy — Ci) —4 T 5 (4.29)
Qp—1 Qn—1
que son equivalentes a
e TIRYe! a1 o 10
Ci<zln+ai_2 zlznoci>zln+ai+2 i—100n
Qp—1 On—1 Qn—1 Qn—1
(4.30)

parai = 2,4,...,n — 2. Estudiando (4.27) y (4.30) vemos que no es posible

que
Q100 Q10 Q1040
c < oy — y ¢ > +o;+2, ) ——.
Qp—1 Qp—1 Qp—1

por lo que debe entonces cumplirse

o < oy — 0410y, o < 010t bap—2 01040l
Qp—1 Qp—1 Qnp—1
parai = 2,4,...,n— 2. Por otro parte, por el test de estabilidad se tiene que
0 < a1 — ;10
parai = 2,4,...,n — 2. Entonces

Q10 Ol 10Oy Q10
to =2 —— <o ————.
Qp—1 Qp—1 Qp—1
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Esto implica que

o < JTLOn g JTL oy n—2). (4.31)

[e 7o) Qp—1

Usando (4.21) obtenemos

[67EN Y8 Q1 ;104
HIT0 g < 22T 4 g [T (4.32)
aq Qn—1 Qp—1
parai=2,4,...,n —2,de donde
Qir1Q 1@ Qi 10GQ
1+1¢0 < i—18n Ty — 9 M (433)
aq On—1 On—1

parat=2,4,....,n—2. ®
El siguiente resultado es inmediato.

Corolario 4.11. Considere un polinomio Hurwitz de grado par con coeficientes
positivos
F(t) = ant™ + an_1t" P+ -+ aot® + ant + ag

Si el sistema de ecuaciones (4.11) no se satisface, entonces f(t) no tiene una facto-
rizacion Hadamard.

m Ejemplo 4.12. Considere el polinomio Hurwitz f(t) = t* + 23 + 3t% +
5t + 1. Aquiag = 1,1 = 5,0 = 3,3 = 2, g = 1. Entonces el sistema de
desigualdades (4.11) se convierte en la desigualdad

2 5 /15
22 —9,/ =
5<2+3 2

la cual no se satisface. En consecuencia f(¢) no tiene una factorizacion de
Hadamard estable.

m Ejemplo 4.13. Considérese el polinomio Hurwitz
f(t) =% 4 36t° + 225¢* + 400t + 225t + 36t + 18

Aqui: ap = 18,1 = a5 = 36, a9 = au = 225, 3 = 400, as = 1. Entonces el
sitema (4.11) se convierte en el sistema de desigualdades:

400(18)  (36)(1)

225 -2
36 < 36 220

36(1)(225)
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36(18)  400(1) 400(1)(225)
36 < 36 + 225 -2 36
Obsérvese que la primera desigualdad no se satisface ya que no es posible
que 200 < 196. En consecuencia f(¢) no tiene una factorizaciéon de Hada-
mard estable en dos polinomios estables de grado 6.

m Ejemplo 4.14. Considérese el polinomio Hurwitz
ft) =t* 4+ 8t3 492 + 2t + 1.

En este caso ag = 1,1 = 2,9 = 9,3 = 8, a4 = 1. Entonces el sistema
(4.11) se convierte en la desigualdad

g 2 9
°cZ _ 9./ 2
5<gt? \/;

la cual se satisface. Entonces f podria tener una factorizacion Hadamard
estable. En efecto, f tiene una factorizacion f = ¢ * h con

g(t) =t* + 4% + 61> + 4t + 4

3 1 1
h(t) =t + 263 + S#2 + —t + =,
(t) 20 St St

Existe una diferencia importante al obtener un resultado similar para
polinomios estables de grado impar. Aplicando las mismas ideas como en
el caso par, cuando intentamos dar una prueba para polinomios de grado
impar obtenemos

r(t) = an1t"" 4 cnot" 4+ ot + ert + ag
en lugar de
r(t) = an_1t" "+ epot" 24+ et’ + ot + o
y entonces llegamos a las desigualdades
agcy — apeg > 0, ages —ages > 0,..., ap—3Cp—2 — Qp_1Cp—g >0

en lugar de la ecuacién (4.20). Esta diferencia no nos permite obtener un
resultado similar al teorema (4.10). Sin embargo podemos establecer un re-
sultado que da condiciones necesarias en términos de un sistema de de-
sigualdades.
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Teorema 4.15. Considere f(t) = agmi1t?™ M + agmt®™ + -+ + a1t + ag
un polinomio Hurwitz de grado impar con coeficientes positivos. Si f(t) tiene
una factorizacion de Hadamard en dos polinomios Hurwitz con coeficientes po-
sitivos, entonces el siguiente sistema de desigualdades tiene al menos una solucion
(x1,...,&m—1)donde xy, >0, parak =1,...,m—1

VOOT1Tm—1 + /2 < A/02Tm—1
VOOT2Tm—1 + V/a2mT1 < 4/04Tm—1
Vaox3Tm—1 + /o0omTa < \/06Tm—1 (4.34)

\/Oéowgn_1 + VaomTm—2 < \/O2m—2Tm—1-

Demostracién. Suponga que f(t) tiene una factorizaciéon Hadamard
(1) = bam 1t 4 byt - 4 bit + b

— (6% (0% (6 Q
h(t) = —2mdlgamtt  Z2mgzm oy Ty Z0
bam+1 bam by bo

Siguiendo el procedimiento dado en la demostracién del teorema (4.10),
podemos obtener Ry;(t) y Rj(t) y definimos

F(t) = —— (Ry * Ry) (1).

a2m
En este caso r(t) puede escribirse como
7(t) = agmt®™ + com_1t" 1 + -+ + ot + c1t + ap.

Entonces r(t) es un polinomio Hurwitz de grado par con factorizacion Ha-
damard — Ry(t) y Rj(t) y en consecuencia las desigualdades (4.3) se sa-
a2m

tisfacen, esto es

Cok+1C0 Cok—102m Cok—1002k2m,
< +agp — 2, ——MM—
C1 Com—1 Com—1

k=1,2,...,m — 1. Entonces

2
C2k4+190 (N@k . ‘/CC%‘1 WQm) . (4.35)
(&1 2m—1
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Por el test de estabilidad aogpcom—1 — cop_109m > 0 (Ver los coeficientes de
r(t)). Luego, la desigualdad (4.35) implica

C CoL—
/ %41 s < o — | C2k L o
C1 Com—1

parak =1,...,m — 1. Si definimos zj, = , / Cokt , las desigualdades (4.34)
a

se satisfacen. m

m Ejemplo 4.16. Considérese el polinomio Hurwitz
f) =8 +4t* + 36> + 52+t + 1

En este caso a5 = 1,a4 = 4,03 = 3,00 = 5,01 = L,ag = 1lym = 2.
Analizamos la desigualdad x% + V4 < /521, esto es, ﬂc% —Vbr1+2<0. A
partir de que el correspondiente determinante es (v/5)? —4(1)(2) =5 —8 =
—3 entonces la desigualdad ;v% —V/5x1 4+ 2 < 0 no se satisface for z; > 0 y
el polinomio f(t) no tiene una factorizacion de Hadamard estable.

Observacion 4.17. La existencia de una solucion de (4.34) es equivalente
a0 < agm—20a2 — a2may. Supongase que (4.34) se satisface. Entonces de la
primera y ultima desigualdad tenemos que

Voom < /LTI Tm—1 + v/ om < \/Q2Lm—1

y
\/040.977271_1 < \/aoxfn_l + VO Tm—2 < /2 —2Tm—1
esto es
VOoom < A\/Q2Tm—-1 Y \/04033371_1 < VO2m—2Tm—1

Asi

o N7
MM gy < Y22 (4.36)

V2 Vv Qo

y en consecuencia 0 < ag;,—202 — a2,p. Por otra parte, si 0 < agp—20i0 —
o 0g entonces

Voom < Vo2m—2
\/ 2 \/ Q0 '

Claramente, podemos encontrar z,,—1 > 0 tal que (4.36) se cumple. Puede
verse que z,,— satisface

Voo < /02Tm—-1 Y \/a0$72n_1 < \/O2m—2Tm—1,
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entonces podemos encontrar z1, 2, . . ., Ty;—2 > 0, suficientemente pequefios
tales que (4.34) se satisface. De esta forma tenemos los siguientes resulta-
dos:

Corolario 4.18. Sea f(t) = ast® + aut* + ast + ast? + ait + ap un polino-
mio Hurwitz con coeficientes positvos. Si f(t) tiene una factorizacion estable de
Hadamard, entonces la desigualdad

\/aox% + Voyg < Jasxy

tiene al menos una solucién para x1, con x1 > 0, si y sélo si

oo — 4y/apgr/ay > 0.

Corolario 4.19. Si el polinomio Hurwitz de grado impar con coeficientes positivos
f(t) = aom1t?™ T + Qo t?™ + - - - + ayt + g tiene una factorizacion estable de
Hadamard, entonces

0 < agm—202 — Q2ma (4.37)

se cumple param = 3,4, .. ..

4.3. Condiciones necesarias y suficientes

Teorema 4.20. Considérese el polinomio Hurwitz f(t) = aut* + ast® + ast? +
a1t + o con coeficientes positivos. Entonces f(t) tiene una factorizacion estable
de Hadamard en dos polinomios si y sélo si

2
Q093 ( e \@) . (4.38)

(€51 Qa3

Teorema 4.21. Sea f(t) = ant™ + ap_1t""1 + -+ + aqt + ag un polinomio
Hurwitz con coeficientes reales positivos. La existencia de dos polinomios Hurwitz
R (t), Ry (t) de grado n— 1 y una solucién del sistema de ecuaciones cuadriticas:

Ghil ey ( 4ot ozi) s B/ hor0atn g )

din/dn—1 i di—10—1

para al menos un s > Oconi = 2,4,...,.n—2[i =1,3,...,n—2],sines
par [impar], es equivalente al hecho de que f(t) tiene una factorizacion estable de
Hadamard en dos polinomios de grado n.

Qp—1

Demostracion.
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=) : Consideremos primero el caso par. Supongamos que f(t) es Hurwitz
y que existen dos polinomios Hurwitz R (t) y Ru(t) de grado de
gradon — 1

Ra(t) = dp 1tV +dy ot™ 2 4 - 4 dot? + dit + dp

2
Qo Op—1Cp— Oy 1C Q11 1o

dp—1 dp—2 do dy do

y supongamos que la ecuacién (4.39) tiene una raiz real. Aplicando el
teorema 4.7 a Rg y Ry obtenemos dos familias de polinomios Hur-
witz de un parametro

does  dp o dy s
Gs(t)zst”+\/dn1t”‘1+< n2 4 3s>t"2+ n8 yn=3 4 ...

V dnfl d”—l vV dnfl
do

Y (T N -
V dnfl dn—l vV dnfl vV dnfl

n—1 dp—2 dp—30p_15

Hy() = Qngn g On=t o1 (Cn—Q\/dn—l n dnlan3an> 2
S

2\ dp-1  dp_1010m \ 5 . V/dn—1011 Vdn—100
| 24 Y Y
2 1 0

d10y—18

Entonces f(t) = (G, * Hy)(t) siy s6lo si

d; di—1 Civ/dn—1 | dp_10t_100m,
= 4.40
<\/dn1 * dn—18> ( d; * di—10m-18 “ (440

parai = 2,4,...,n — 2. Asi, para algin s > 0, la ecuacién (4.40) es
equivalente a la ecuacion (4.39). Por lo tanto existe una factorizacién
estable de Hadamard de f(¢).

Para el caso impar seguimos los mismos razonamientos s6lo que en
este caso tomamos

dp— dn— dp—
Go(t) = st + /dyt" P | 22 S | g2y SR g
dn—1 dn—1 n—1

4 t2+< | _do s)t—i— do

dp—1 \/ dp—1 dn—1 n—1
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y
S dp—1 dp—2 dp—30,-18
Vin—102 , c1y/dn-1  dp_1opoy, Vdn—100
+ 2+ + ¢4 YD
dg d1 doan,18 do

<) : Ver Loredo-Villalobos & Aguirre-Hernandez (2011)



Relacion con sistemas

En este capitulo mostraremos como los resultados anteriores pueden
ser ttiles en el estudio de algunos problemas en teoria de control.

5.1. Lagrua

El modelo de una graa que discutiremos brevemente a continuacién es
analizado en Ackerman (2002). Considérese la grtia que se describe en la
figura 5.1. La tarea de la gria es, por ejemplo, colocar contenedores en el
interior de un barco. En primera instancia la masa de carga es tinicamen-
te el gancho que se encuentra al final de la cuerda. El gancho debe llegar
a descansar encima del contenedor. Generalmente, una persona ayuda a
detener el movimiento pendular del gancho para fijarlo al contenedor. Co-
mo propésito, la colocacién del gancho por encima de la posiciéon conocida
del contenedor y la amortiguacién del movimiento pendular del gancho
se realizard automaticamente. Después de levantar el contenedor, este se
transporta a cierta distancia cerca de la escotilla del barco. Este movimien-
to puede ser realizado mediante un control anticipado teniendo en cuenta
la fuerza limitada del motor de la graa y algunas restricciones de seguri-
dad.

Un control por realimentacién es necesario con el fin de posicionar el
contenedor encima de la escotilla y para amortiguar el movimiento oscila-
torio. El contenedor debe estar casi en reposo antes de que pueda ser bajado
al buque. La masa de la carga varia, desde el peso del gancho hasta el méxi-
mo de carga que la grida puede soportar. También la longitud de la cuerda

43
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Figura 5.1: Esquema simplificado de la gruda y las variables que se consideran en
su modelacion.

es variable. En contraste la masa de la griia varia poco. Un modelo lineal es
usado para disefiar el control.

La sefal de entrada es la fuerza u que acelera la gria, la masa de la graa
es m, los restantes parametros son la longitud de la cuerda /, la masa de
carga my, y la aceleracién de la gravedad g. Si la posicién de la graa es x;
entonces su velocidad serd xo = 1 y si el &ngulo de la cuerda es x3 entonces
su velocidad angular serd x4 = 3. Ahora bien, una serie de suposiciones
son hechas para simplificar el modelo:

= La dindmica y la no linealidad de la conduccién del motor se consi-
deran poco significativas.

La cabina de la gria se mueve a lo largo del riel sin friccion.

La cuerda no tiene masa ni elasticidad.

No hay amortiguamiento pendular.
= [y mp, son constantes durante toda la operacion.

La masa de la cabina y de la carga son unidas en una sola fuerza longitudi-
nal F'. Las ecuaciones del movimiento son
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cabina (horizontal): meE1 = u + Fsenxs
2
carga (horizontal): mL s (1 + lsenz3) = —F sen x3
2
carga (vertical): mL@ (lcosxs) = —F cosxs + mrg

Eliminando F'y calculando las derivadas se llega a un sistema no lineal de
ecuaciones diferenciales de segundo orden

(mp, 4+ me)iy + mpl(izcoszs — i3 senx3) = u (5.1)

mrpd1cosxs + mrlis = —mypgsenxs
Ahora, suponiendo que mz, > 0, m¢ > 0y [ > 0 entonces

i1 = fi(zs, x4, 1) (5.2)

I3 = fo(xs, x4, u)

donde )
u+ (gcosxz + lxy)my sen x3
f1($3,.774,u) = 2
mgo + mp, sen“ xs
U Cos T3 + (g + lxi cos wg)mL sen 3 + gme sen 3
f2(3337x4a U) = -

I(me + myp sen? x3)

Si consideramos el vector de estado

I I
T T
x= 2= (5.3)
T3 T3
T4 i’3

entonces el modelo no lineal del espacio de estado se escribe como

€2
x = F(x,u) = h (:z33£'41:4, v) (5.4)
fa(w3, 24, 1)

Para disenar el control linealizamos el sistema (5.4) considerando lo si-

guiente: para valores de z3 pequefios y velocidades angulares pequefias
x4, se cumple que

cosxy~ 1, senxsz= x3, sen’ x3 ~ 0, xi ~0
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Asi derivamos un modelo lineal del espacio de estado

x = Ax + bu
con
01 0 O 0
10 0 az O | b2
A= oo o 1l b= 0 (5.5)
0 0 as3 O ba
donde
m mr +m 1 1
a23=7Lg,a43=—M7b2=77b4=—7
me mel mce mcl

El polinomio caracteristico del sistema sin control es

pa(s) =det(sI — A)

= 5%(s? — ag3

= g2 <32 + <1 + :Zé) *‘j) (5.6)

y para evitar coeficientes racionales podemos escribir (5.6) como
p(s) = lmepa(s) = (meo + mp)gs® + Imes? (5.7)
Ahora bien, el modelo a lazo cerrado con salida realimentada sera:

X = Ax + bu
y=0Cx

con una ley de control u = —k’'y, donde Ay b son comoen (5.5),C =1y

k1
k2
ks |’
k4

k' = — k; € R

En este caso el polinomio caracteristico estd dado por
p(s) =lmep(s) = ap +a1s + ass® + azs® + aygst
donde

ag = k19, a1 = kag, az = (mg +mc)g + kil — k3, az = kol — k4, ag = Imc
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En particular cuando m¢ = 1000, I = 12, my, = 1500, k1 = 500, k2 = 2850y
k4 = 1600 (ver Ackerman (2002), pag. 337), se obtiene el polinomio

p(t, k3) = 12000t 4 34200t + (31000 — k3)t* + 28500t + 5000
Si ks = 16000 entonces se obtiene el polinomio Hurwitz
p(t, 16000) = 12000* 4 34200t + 15000¢> + 28500t + 5000

Aqui ag = 5000, oy = 28500, ary = 15000, av3 = 34200, org = 12000. Entonces
el sistema de desigualdades (4.11) se traduce en la desigualdad 6000 <
505.10258 la cual no se satisface. En consecuencia p(¢, 16000) no tiene una
factorizacion estable de Hadamard.

Observacién 5.1. Seria interesante descubrir el significado fisico que la fac-
torizacion estable de Hadamard tiene para el polinomio asociado al modelo
en un problema real.

5.2. El motor Dedra de Fiat

En esta seccién consideraremos un modelo lineal del espacio de estado
para el motor Dedra de la compafia automotriz Fiat analizado en Abate &
Nunzio (1990), Abate et al. (1994) y Barmish (1994). El punto central es el
control de la velocidad de ralenti de un motor de ignicién. Este problema
es particularmente importante en el transito de una ciudad, pues el consu-
mo de combustible depende considerablemente del desempefio del motor
cuando esta en marcha el automévil. Dos formas comunes de lograr un
bajo consumo de combustible implican disminuir la velocidad de las revo-
luciones del motor y aumentar la relacion aire-combustible. Sin embargo
controlar estos procesos no resulta sencillo.

Afs) —=] L~ r(s)
MOTOR
D(g) —— ——— N(S)

Figura 5.2: Configuracién del motor Dedra con dos entradas y dos salidas.

El modelo linealizado del motor Dedra tiene dos entradas: la chispa
de avance A(s) y la apertura de la valvula del acelerador D(s), asi como
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dos salidas: el colector de presién P(s) y la velocidad del motor N(s). En
Abate et al. (1994) se muestra que la matriz de funciones de transferencia
que representa el modelo del motor esta dada por:

G(s,q) = (9”(57‘1) 912(S,q)>

g21(s,q)  g22(s,q)

donde
911(5 q) — —{34e6
’ f(s,q)
q1(q7s + g5)
912(5,9) = — 0 ——~—
(5:q) f(s,q)
g6(s + q2)
g21(8,9q) = ———— (5.8)
(5:q) f(s,q)
g22(s,q) = q144
’ f(s,q)
f(s,d) = qrs + (q2q7 + g5)s + (4394 + 9295)
conq = (q1,¢2, - .., g7) un vector de pardmetros. Segtn las especificaciones

de la compafifa Fiat, existen condiciones de operacién de interés que son
expresadas en términos de los pardmetros ¢;. Tres puntos particulares de
operacién fueron usados como fuente de validacién de varias condiciones
de desempefio del motor. Los valores de los pardmetros g; de los tres puntos
de operacién se muestran en el cuadro 5.1 (ver pag. 155 de Barmish (1994)).
Un compensador es a continuacién conectado al motor como controlador.

q1 q2 q3 qa q5 d6 qr
A | 21608 | 0.1027 | 0.0357 | 0.5607 | 0.0100 | 4.4962 | 1.0000

B | 3.4329 | 0.1627 | 0.1139 | 0.2539 | 0.0208 | 2.0247 | 1.0000
C | 2.1608 | 0.1027 | 0.0357 | 0.5607 | 0.0208 | 4.4962 | 10.0000

Cuadro 5.1: Tres puntos particulares de operacién para los parametros g;.

El controlador fue disefiado originalmente por métodos cuadraticos (ver
Abate & Nunzio (1990)). El controlador tiene entradas p(s) = Py(s) — P(s)
y n(s) = No(s) — N(s), donde P(s) es la presién del motor y P_(s) es la
referencia para la presién, N(s) es la velocidad del motor y Ny = (s) es
la referencia para la velocidad. Las dos salidas del controlador son toma-
das como senales analdgicas que representan la chispa de avance a(s) y
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la apertura de la valvula d(s). El modelo del controlador por funciones de
transferencia es

- (5) hia(s)
h11(s) hia(s >
His) =
( ) <h21(8) h22(8)
donde
/6‘228
hu(s) = 2222
=)
/@33 + k?l
) =G
hoa(s) = k125 + (ki2koa -17:(2-)0%12 — ki1aka2) (5.9)
_ ki3s + (k13kos — K14kog + 0.05k13 + k11)
haals) = (s)
k11k2a — k1aka1 + 0.05k11
sr(s)

r(s) = s+ koa +0.05

Para completar la descripcién del controlador afiadimos la matriz de ga-
nancia

~ /0.0081 0.1586 0.0872 —0.1202
¢ = 1\0.0187 0.0848 0.1826 —0.0224) "

Sustituyendo los valores k;; de K¢, obtenemos las entradas h;;(s) de H(s):

0.0848s

hils) = 50276
Loy 018265 +0.0187

1208) = = 570276
by 015865 400145703

21(5) = s+ 0.0276

0.0872s2 + 003245525 + 0.0024713

hgg(s) =

s(s+0.0276)

Ahora para obtener el polinomio de lazo cerrado hacemos uso del numera-
dor de la funcion racional

R(s,q) = det[I + G(s,q)H(s)]
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donde G(s,q) y H(s) son como en (5.8) y (5.9). El polinomio obtenido com-
pleto puede consultarse en el apéndice A de Barmish (1994).

Para cada uno de los tres puntos de operacién considerados en la tabla
5.1, el correspondiente polinomio de lazo cerrado (f1, f2, f3) es calculado,
obteniéndose:

f1(t) = 7 +1.444309t5 + 0.7361252t° + 0.17729t*+
0.02648999¢3 + 2.442136 x 10732+
1.13555 x 10~%¢ + 1.73903 x 1076

fo(t) =7 + 1.336368t° + 0.6779808t° + 0.1802489t*+
0.02924289t3 + 0.002765453t%+
1.270495 x 10™* + 1.920464 x 1076

f3(t) = 1007 4 68.95635t° + 16.31662t° + 2.120266¢*+
0.1708726t3 + 0.008123757>+
1.965509 x 10~%¢ + 1.830692 x 1076

A continuacién verificaremos si el sistema (4.37) se satisface. Para fi, (4.37)
se convierte en 0.0004300461 > 0O; para f2, 0.000495903 > 0 y para f3,
0.017098288 > 0. Entonces f1, f2, f3 prodrian tener una factorizacion es-
table de Hadamard.



Conclusiones y perspectivas

El resultado probado por Garloff y Wagner relativo a la cerradura del
producto de Hadamard ha sido ampliamente utilizado y difundido en la
Teoria de control; asi también ha permitido impulsar la investigacién sobre
el andlisis de estabilidad de dicho producto en clases mas generales de fa-
milias de polinomios. Como mencionamos en el capitulo 3, dicho resultado
puede ser aplicado a polinomios dependientes de pardmetros, que pudie-
ran descomponerse en dos factores con un menor nimero de pardmetros
para analizar por separado la estabilidad de estos polinomios factores mas
simples. Desafortunadamente en muchos casos la factorizacién propuesta
no resulta siempre estable.

Fue asi el objetivo del presente trabajo determinar bajo que condiciones
es posible garantizar la existencia de una factorizaciéon estable de Hada-
mard de un polinomio Hurwitz. Para la obtencion de los resultados antes
expuestos hicimos uso del llamado test de estabilidad y la propiedad de
total positividad de la matriz de Hurwitz, asi también nos restringimos al
caso de polinomios reales con coeficientes positivos. Dada la relaciéon entre
el test de estabilidad y el teorema de Hermite-Biehler, podriamos esperar
que nuestro resultado puede obtenerse de forma equivalente aplicando di-
cho teorema. Este es un camino que no exploramos pero queda ahi como
una posible investigaciéon. Otro camino que puede explorarse es abordar el
problema de la factorizacion utilizando el criterio de Routh.

Es importante mencionar que el teorema 4.21 nos dice bajo que condi-
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ciones existira la factorizacion estable de Hadamard, desafortunadamente
no nos dice explicitamente como obtenerla y ademas el resultado depende
de ciertos pardmetros. Esto no le resta mérito al resultado, pues hemos dado
un primer paso en la caracterizacién de la existencia de la factorizacién es-
table. Pudimos caracterizar perfectamente las condiciones para polinomios
de grado 4 en términos tnicamente de los coeficientes, que es el grado a
partir del cual, segtn los resultado de Garloff y Shirinivasan, la factoriza-
cién estable de Hadamard no es posible encontrar en todos los casos. Otro
problema pues que queda a futuro es refinar el teorema 4.21 de forma que
el criterio s6lo dependa de los coeficientes del polinomio f a factorizar; mas
aun, tratar de encontrar un algoritmo que nos permita construir los factores
estables.

Como fue planteado en la observacion 4.18, al analizar un problema real
en el que aparece un polinomio Hurwitz resulta interesante el problema de
descubrir la interpretacion fisica del hecho que exista o no una factorizacién
estable de Hadamard. Podria también plantearse utilizar las ideas presen-
tadas en este trabajo para abordar el problema del producto de Hadamard
para polinomios multivariados, quizds primeramente para el caso de dos
polinomios estables con dos variables. Por otra parte la relacién entre fa-
milias de polinomios Hurwitz y el producto de Hadamard fue estudiada
en Loaiza (1999). En dicho trabajo la estabilidad de bolas y politopos de
polinomios se estudia usando el resultado de Garloff y Wagner, referente
a la cerradura del producto de Hadamard. Sin embargo, pensamos que el
problema inverso deberia también ser estudiado, esto es, dada una familia
de polinomios

) = anWE" + a1t M+ -+ ag(N)

quisiéramos encontrar condiciones tales que f)(¢) es una familia de poli-
nomios Hurwitz y que tenga una factorizacién estable de Hadamard f) =
gx * h) donde

gA(8) = Br(NE" + Baat (N1 - 4 Bo()

ha(t) = Y (A" 4+ Y1t (NE 4 a0(N)

son también familias Hurwitz para todo valor del parametro A. En parti-
cular, dados p(t) and ¢(t) dos polinomios Hurwitz de grado par, conside-
remos el segmento Ap(t) + (1 — A)g(t). Si el segmento es Hurwitz y todos
sus elementos tienen una factorizacién estable de Hadamard entonces sus
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coeficientes satisfacen (4.11) para todo A € [0, 1]. Obviamente las desigual-
dades (4.11) se cumplen para los coeficientes p(t) y ¢(t), pero otras con-
diciones podrian ser necesarias para que se cumpla el sistema (4.11) para
toda A € [0, 1]. Puede en este sentido proponerse el siguiente problema: en-
contrar condiciones en términos de los coeficientes de p(t) y ¢(t) tales que
Ap(t) + (1 — N)g(t) tenga una factorizacién estable de Hadamard para toda
A e [0,1].

En el caso de polinomios Schur se sabe que todos ellos tienen una fac-
torizacion de Hadamard en dos polinomios Schur; en este sentido puede
plantearse el problema de encontrar condiciones necesarias y suficientes
para que dados dos polinomios Schur su producto de Hadamard sea tam-
bién un polinomio Schur.

Otra fuente de problemas es explorar todas las ideas expuestas en es-
ta tesis pero en regiones mds generales, es decir, no s6lo en el semiplano
abierto izquierdo o el circulo unitario abierto. Asi mismo, los presentes
resultados podrian abordarse considerando otras herramientas, como por
ejemplo, trabajar con polinomios en otras bases, distintas a la canénica, o
bien utilizar las funciones simétricas, que relacionan los coeficientes de un
polinomio con sus raices. Esperamos que los resultados que hemos aporta-
do en este trabajo impulsen posteriores investigaciones y sean ttiles en las
aplicaciones.
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