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INTRODUCCION. 

En este  trabajo se presenta el calculo  estocastico 

utilizando el tiempo local. Los ejemplos que se proporcionan 

de este tipo de calculo se basan en procesas que estdn en 

funlzidn del movimiento browniano. No se pretende originalidad 
en los resultados, muchos de ellos se encuentran en el libro 

de P. Levy de procesos  estocAsticos y movimiento browniano y 

tambikn en  el libro de Ito-McKean ( 6 ) .  Pero la exposicib 

hecha aquí sigue la idea de presentar el tiempo local 

mediante la extensi6n de la fdrmula de Ito a funciones 

convexas, con lo cual se obtiene la herramienta fundamental 

para la que llamaremos “ C A l c u l o  Estocastic0 con Tiemcra 

Local”. 

El tema se haya desarrollado en tres capltulos. 

En el primer capítulo se prueba la existencia y unicidad 
del tiempo local para  semimartingalas continuas; el cual es 

un*proceno  que depende de dos variables; esto se hace via una 
extension d e  la fbrmula de Ito a las funciones convexas. Como 
ejemplo importante se dan las Fdrmulas de Tanaka. CldemAs, se 
ven las propiedades  fundamentales del tiempo local8 crece 

donde el proceso alcanza el nivel  deseado, la medibilidad,  la 

continuidad en las dos variables.  Tambibn se prueba la 

F6rmula de Densidad de Ocupacidn y se hace ver que e1 tiempo 

1 
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local definido corresponde  a la idea  del tiempo  de  estancia 

de un proceso estochtico (sojourn time). Como  ejemplo se 
calcula el tiempo local  del valor absoluto de un proceso. 

El segundo capitulo  contiene e’l cdlculo  estoc6stico d e  

Ita iiyado con el tiempo local, lo cual es llamado C d i c u l o  

EstocAstico con Tiempo Local. Se pr-ueba en primer lugar una 
fórmula de Clzema-Yor que  permite ver cuando el producto de 
dos procesos es martingala local, y se aplica  a  algunos  casos 

particulares. 

El tercer  capitulo  contiene los ejemplos  de aplicaci- 

del CAlculo  EstocAstico con Tiempo Local. En el primer 

ejemplo se obtiene la  ley  del tiempo local detenido en  el 

primer  instante en  el cual el movimiento  browniano  alcanza un 

nivel dado. En el segundo  ejemplo se hace lo  mismo, salvo que 

ahora se utiliza el movimiento  browniano reflejado. El 
siguiente  ejemplo  generaliza  resultados del Capitulo ? I  y se 

obtienen  aplicaciones para encontrar la  ley de un proceso. 

Por último se trata el problema de reflexidn aplicado a los 

procesos estochticos. En este último ejemplo se obtiene 

explicitamente la forma de las soluciones para el problema de 
reflexidn, con lo cual se tiene  mas  herramienta para obtener 
leyes de procesos. Adernds se prueban identidades de 

filtraciones. 



C A P I T U L O  I 

TIEMPO LOCAL. DEFINICION Y RESULTADOS FUNDAMENTALES. 

Sea X = €X 3 una  semimartinqala  continua  con  valores en 

U?. En lo que  sigue se ver6 que asociado con X existe un 

proceso  creciente y continuo, llamado el TiemPo Local de X, el 
cual mide, en cierta sentido, el tiempo que tarda X en un 

nivel a. Para el caso de  que el proceso sea un movimiento 

Brownian0  (abreviado m.b.1 y u = O, entonces el conjunto 
-Ct : X = O 3 indica el tiempo  que pasa X en el 

nivel cero; si quisieramos  medir tal conjunto de  una manera 

usual con la medida de Lebeque,  Qbtenemos que 

c tLo 

t 

(i:e. el conjunto de ceros  tiene medida de Lebesque cero ). Sin 
embarqo, como se vera, el límite 

existe, no necesariamente se anula y corresppnde al tiempo 

Nota: Para ver q u e  OL conjunto do ceros t i e n e  medida cero es 

r u f i c i o n t e  probar q u e  E1 I <X,) ds * O . Pero por d, tooromcr 
m 

Q) 
O 

3 

.I ..” ”” I . 1 
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local del m. b .  e n  el n i v e l  cero. E s t e  limite p e r m i t e  

i n t e r p r e t a r  a l  t i e m p o  local  como una medida del t iempo d e  

e s t a n c i a ,  el t i e m p o   q u e   p a s a  X e n  el n i v e l   c e r o .  

E l  t i e m p o   l o c a l  es una h e r r a m i e n t a   e s e n c i a l   e n  el 
C d l c u l o  estocastico. Por un lado, s u   a p l i c a c i d n  a las 
e c u a c i   o n e s  d i  fer e n c i   a l  es estocAsticas permi te  dar 

d e m o s t r a c i o n e s   s e n c i l l a s   p a r a  la e x i s L e n c i a  y u n i c i d a d  de 

s o l u c i o n e s .   O t r a   a p l i c a c i d n  estd en el c d l c u l o  estoc&tico, 

1 0  c u a l  se p r e s e n t a   e n  este t r a b a j o   j u n t o   c o n   a l g u n o s  

e j e m p l o s   p a r a   o b t e n e r  leyes d e  p r o c e s o s .  

1 ' 1  .' 
I .. I 
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I. l. CONSTRUCCION 

E s  b i e n   s a b i d o   q u e  si f E Z‘CR3 y X es una 

s emimar t inga la   con t inua ,  se t i e n e  l a  F6rmula   de   I to:  

donde C X , X l t  = l i m  C X t  - x  3 , l a  v a r i a c i h n  
2 

n->OD t 
i = í  i +í L 

crradrdtica  de X .  Si f es solo una  funcidn  convexa,  es 

d e c i r   a l g o  menos   que  de   c lase  E2, s u b s i s t e  una  fbrmula 

s i m i l a r  como se enunc ia   en  el s igu i en te   t eorema .  

TEOREMA I. 1 
Sea f una  funci6n  convexa,   entonces  existe un 

proceso c r e c i e n t e  y con t inuo ,  denot.ado A , tal que 
t. 

f’ - denota  l a  d e r i v a d a   i z q u i e r d a  de  f .  

Notemos a n t e s  que nada  que A es un proceso d e  
t 

v a r i a c i d n   f i n i t a . .  Para l a  demostraci6n  del   teorema 

neces i taremos   cons iderar  al s i g u i e n t e   l e m a .  
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LEMA I .  2 
s a  c o n v e x a  y j E ern c o n  soporte compacto e n  

1-m,01 t a l  q u e   f j C x 3 d x  = 1 .  D e f i n a m o s  jnCyl = n j C n y 3  
- 1 x 3  

O 

f‘ Cxj = fCx+yl j C y 3  dy . E n t o n c e s  f es c o n v e x a  y 

f :/ 1.’ c o n v e r g e n   p u n t u a l m e n t e  a f y f ’  r e s p e c t i v a m e n t e .  

n n - 1.33 t-1 

n n 

c o n v e x a :  

Ahora veqmos q u e  f c o n v e r g e   p u n t u a l   m e n t e  a f : 
n 

O 

f Cx3 = f C z + x l  j C z 3  dz = fCz+x3 n j C n z 3 d z  , 
n 

-m 
n 

-m 

h a c i e n d o  L = n z  se o b t i e n e  

O t O 

f cx3 = S f C ;  + x 3 j C t 3 d t  n”,-ao S f C x l j C t 3 d t  = f C ~  
n 

-u) -u) 

A n a l o g a m e n t e ,  con el teorema d e  l a  c o n v e r g e n c i a  domi nada  

se o b t i e n e   q u e  f’ c o n v e r g e   p u n t u a l m e n t e  a f” . n 
lit 
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D e n u s  t rrlc i bn de L Teorerna I .  1 

Como f es c o n v e x a  podemos usar, para cada n .  1 a 
n 

Fórmula de I to :  

t t 

t. 

o 

v. a .  A ~ .  Como cln 
1 
es un proceso c r e c i e n t e  , At se puede 

r e g u l a r i z a r   e n  un p r o c e s o   c r e c i e n t e  y c o n t i n u o  a la d e r e c h a .  

De l o  c u a l  obtenemos 

TEOREMA I .  3 CFURMULA DE TANAKA) 

Para cada a E IR , 
t 

) X t  - a l  = - al + sgnCX - a3 dX + At ‘ x* S 
O 

s 

1 . . 
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+ + t 

dX + - 1 A 
o s  S 2 1  

= exo  
t 

e x  - a3- 
- - a3 - 

1. 
o 

t 

- Ixo - a l  + sgnCX - a3 dX - 
3 

O 
S + At 

1 . . . . . . . . 
7- 
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Uejinicibn. 

E l  proceso 
At 

del teorema a n t e r i o r  es 

llamado -el T ¿ ~ m p #  3:'pcul de X en el nivel a . 
n o t a c i d n  ser& L:CX~ 3 A ~ .  Para el caso a = O se 

La 

denota por LtCXl , o simplemente Lt c u a n d o  se sobreentienda 

de cual proceso se t r a t a .  

+ t 

Notemos que  a p a r t i r  de 
O 

s 

1 . 2  RESULTADOS FUNDAMENTALES. 

Demostracihn. C o n s i d & r e s e  la f u n c i d n  f C x 3  = Cx-a3 2 , 
con  a E R. y apl iquemos  la f ó r m u l a  de Ito: 

2 
t ''' < X t  - al = C X  - a>2 + 2J C X  - a3 d X  + C X , X l t  . o o o S 

Tambi &n obtenemos 

pero d e  la f ó r m u l a  de Tanaka 

clC / X t  - a l 3  = s g n C X t  - a 3  d X t  + dL: 

así que 
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t 
c 21 ( X  - a l 2  - - I - a I + 2J \xs - a \ s q n c ~  - al dx 2 

1. S o S 

t 

+ 2J I X s  - al dLa S + C X , X l t  . 
O 

Entonces  combinando C 1 3  y C 2 3  obtenemos 

y como I xs- a IsgncX - a3 = X - a , obtenemos 
S 9 

1 

S ' X s  - al dLa = O ; 

o sea que [ X s -  a I = o C . S .  dL;, es dec ir  l a  

m e d  i da dL: tiene soporte en (t : X 3 = a )  . 

o 
s 

AhoFa veamos como el tiempo  local  admite una ver s idn  

medible  en Ca,tI .  Para esto  consideremos el s iguiente  teorema 

general . 

t 2 t 
C 1x1 .  I X l l t  = {synX 1 dCX,XIs = dCX,Xls = C X , X l t  . 

O 
S 

O 
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TEOREMA 1.5 Cde Fubini para integrales  estocAsticas3 

Sea H :  R x C n x R >  -+ IR, H C a , u , d  E IR + 

u n i f o r m e m e n t e   a c o t a d o  y BCRI 0 9 - medible,   donde 9 es la 

ry-filgebra p r e v i s i b l e  d e  S2 x (R+ . E n t o n c e s  existe un proceso 

K : 117 ;S c:R Y IR 3 __+ IR, X @ ! >  O P - medible, t a l  que, para 
+ 

cada a E R .  KCa, - ,  - 3  es indisLinguíble de HCa, . ,s>dX S C - 3  

Mas aun, si v es una medida a c o t a d a  en IR e n t o n c e s  
o 

* .. . . . . . . , . 

para cada t . 

Demostracic5n. Sea H C a , u , s >  = f Ca3, h C w , s >  donde f n n n n 

es ZCRl -medible y hn es 3'-medi ble, tal  que HnT H 
t 

t 

= J- H C a , w , s >  dX cw> 
O 

S 

A s i  que K es SCRI Qp P - m e d i b l e  
fit 

CQUOL ARI O I -6 



12 

S 'Ja.1 S 
C X  1 d X  es un proceso creciente,  JsCOitIc3.P- m e d i b l e ;  

o 
a 

t 

t 

Denwstracidn. Sea cp de soporte compacto, existen a 

y 13 c o n s t a n t e s  tales que 

= ax + /3 + "J - 
2 ! 3 ?  

p '  'Cal) da 

nos permite e s c r i b i r :  

,. " ... ". -- 
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l t  

2 O  

Por otro lado: p'Cx3 = a + - S s g n € x  - a> rp"Ca> da ; y 

e n t o n c e s ,   u s a n d o  el teorema d e  Fubini 

NOTA: . al nombre de fdrmula de Densidad d e   O c u p a c i d n  se 

j u s t i f i c a   p o r  Lo s i g u i e n t e :  sea f E 1 , e n t o n c e s  dC X ,  X I  = SL ri) 
O S I": du ; l o   c u a l   q u i e r e   d e c i r   q u e  La medida dC X ,  X 1  t i e n e  

R t 

densidad L' con r e s p e c t o  a. la medida de L o b e s g u e   e n  [R . 
"""" t 

si f S IA , A b o r e l i a n o   d e  R. y x un m .  b .  , e n t o n c e s  
t t 

El altimo  miembro  dmrecho  do esta c a d e n a   d o   i g u a l d a d e s  ao 

c o n o c o   c o n  01 nombro  do Tiempo d o   o c u p a c i 6 n  do A por oL 

proceso { X  ) 
"""""""""e 

t tLo 
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= ; J ( p ' c x  3 
O 

S 

4. 

- a )  dX 
S 

Luego  

= dxo'. 

Si c o n s i d e r a r n o s  f = p" se obtiene el r e s u l k a d o .  

1 
E 3 0  E 

t 
L:CXJ = l i m  - J C X  o 3 d C X , X I  . 

O 
S 

Si X SS m a r t i n g a l a   c o n t i n u a  

Demstraciun. Por la Fdrmula de  D e n s i d a d  de (3cupacicJn 

t 
1, 
E s ICa,a+tl S 

C X  3 d C X , X l  = ' S  ICa,a+tl cu> L; 
O = u ?  
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D 

Para el caso del m.  b .  el limite a n t e r i o r   q u e d a  

Si X es d e  v a r i a c i b n   f i n i t a   e n t o n c e s  C X ,  

por l a  Fdrmula d e  Densidad d e  Ocupaci6n 
t 

0 = S p C X  3 d C X , X I  = pCu3 Ly du 
O 

S 3 u? 

XI = ' 

T o d a   s e m i m a r t i n g a l a   c o n t i n u a  admi te u n a   m o d i f i c a c i b n  del  

proceso L: , a&, t a +  , tal  que el mapeo c a , t 3  I-+ L: 
es casi s e g u r a m e n t e   c o n t i n u o   e n  t y c a d l a g   e n  a .  Mas a u n ,  

si X = M + V e n t o n c e s  

Demostracibn. D e  l a  fdrmula  d e  Tanaka 
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o sea, como X t  = Mt + V 
t ’  

una modificacih b i c o n t i n u a ;  para esto se u L i l i z a r A  el 

criterio d e  Kolmogorov, Cver C 8 3  p. 142. 

P u e s t o  que C X , X l t = C M . M l t .  y por l a  fdrrnula d e  

d e n s i d a d  d e  o c u p a c i b n ,   c o n  ( O c d  = I ~c CWI , 

por otro lado. para a < b : 

e n t o n c e s  

Cif;r”-f;b, 2-if;rb1 t 

= ‘ { a  < X 5 b) dC M ,  MI 
O S 

8) 

Por la d e s i g u a l d a d  de 

tiempo d e  paro,   tenemos 

Bur k hol der -Davi S -Gundy , par a T 

que 
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05t enemas entonces   que  

De l a  f 6 r m u l a  de Tanaka : 

+ 1 

L; = 2 ( C X T  - d - cxo- XJ + 
- S o s  I { x  >x)%) ' 

2n+*onces ,   ex i s t e  K c o n s t a n t e   t a l   q u e  
P 

AS F 

Per o 

O sea que 

p/ 2 
T 

C 2 3  EIL;IP/' I K {EIXT - X o l  + ECM, MIT p/2 + E { S  d V  </') 
P O 

S 
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De C13 y C23 se o b t i e n e  

teorema de Lebesgue  

c 33 

c 41 

Obtenemos de esta manera q u a  La adml te una ver si dn 

c o n t i n u a  e n  t y cadlag 'en a . t 

F i n a l m e n t e .   u t i l i z a n d o  la fbrrnula de d e n s i d a d  de 

o c u p a c i  6x1, 

t t 

por c o n s i g u i e n t e  

t 

dM = O .  
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Puesto que 

a 1 0  

-Ca+z3-h 5 X 5 -a-h 
S 

__* L;cx3 + L C -a3 - 
€ 3 0  t si a i O .  



C A P I T U L O  I1 

CALCULO ESTOCASTICO CON TIEMPO LOCAL. 

stco3 = S'JP ( s c t  : x C d  = o }  
3 

Por c o n v e n c i b n   s u p  0 = O , i n f  0 = a, ; e n  p a r t i c u l a r  se 

s e t i e n e  S = O  y S I t 5 D .  o t t 

Sea Lt el tiempo local de X en cero ;  corno la 
JnediLj,a ,dL t 1; 5'p.e : . - l . - . i ' sc-  - .. 

t. 
- -.:. . . - -?rl { +- : (. 1 :? } +rlt 'r.,':is 

LD = Lt = L ,  . 
t 

TambiBn se t i e n e  que (St I u }  = (D L t )  ; esto es 
U 

cierto,  pues si D < '  t, e n t o n c e s  St I u I D < t y 

esto quiere decir que  hay p u n t o s   e n t r e  St y t donde 

X se anula, o sea que St no es el supremo.  Cambiando 

el argument.0 para St > u, obtenemos la i g u a l d a d  deseada. 

U U 

LEMA 11.1 

Dt es un t i  empo de paro 

20 
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t < r <  u+& n 

Para c u a l q u i e r  proceso W, se d e f i n e  el c o n j u n t o  de 

ceros de l a  trayectoria WCwl como 

ow = { S  : w co3 = o) . 
9 

Sf W es u n a   m a r t i n g a l a   c o n t i n u a   n o  t r i v i a l ,  entonces 

Ow es un c o n j u n t o  cerrado perfecto Ces d e c i r ,   s i n   p u n t o s  

aislados. V e r  C103 p. 17). 
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TEOREMA I I .  2 

Sea z = {zt )tz* un p r o c e s o   p r e v i s i b l e  acotado y 

y = { y t  It?* u n a  semi marti n g a i  a c o n t i n u a  ta l  que O x c o y ;  
e n t o n c e s  

al Zs es t a m b i e n   p r e v i s i b l e ,  
t 

t 

i 
S-, ) 7 . _I y ;I 

- 
-_ , " i + j- 2.:. ' i  
." 0 o -3 A 

t. (3 'Ll 

Demostracibn.a> Sea T un tiempo d e  paro y 

c o n s i d e r e m o s  el proceso Z = ICO,TI- C t - 3  = 
t I{t<T) . Como 

p u e s t o  que DT es un tiempo d e  paro, es pr evi si b l  e 

Y D  = O ,  e n t o n c e s  
T 

Z Y  = 
*t ' {St lTtYt  ( t 5 D T )  t 

= I  Y = Y t m  
T 

t m  
T 

t 

= Z Y  + S  
O 0  dy S = 'ayo + ' { s 5 D T )  dY S 

O O 

t 

= Z Y  +Jzs 
O 0  

dY 
o '1 

u .  
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t 

t t 

Corno I Zs I sgnC Y l = 2 sgnCZS Y 3 , y por l a  parte bl d e l  
U 

‘U S 
U 

U 
U 

teorema TI. 2 2 ,  y I=Z dY ; en tonces  obtenemos que: 
s u  S u 
U U 

Por otro 1 ado, usando l a  f6rrnula de  Tanaka : 



es. i g u a l  a 
t 

Ahora, e n  el caso p a r t i c u l a r  d e  Y = X t e n e m o s   q u e  
t 

el t-1 e m p  local de zS x t  es i quai  a J 1 zs I d~ C X >  . 

Pero l a  medida dL t i e n e  soporte e n  8 y S = t, para 

c u a l q u i e r  t q u e  sea límite por l a  i z q u i e r d a  d e  p u n t o s  

d e  Ox ; los ú n i c o s   p u n t o s  de O para 1 os c u a l e s  S # t, 

'5;171> 1 os sxtretws der echos de 1 os i n t e r v a l  os de OC y 

soLc3 hay una c o l e c c i h n  ncrmer able d e  tales p u n t o s  ; pero 

como L SS c o n t i n u o  dL n o   t i e n e  &tomos, así que 

t o 'J 
U 

t X t 

X t 

x 

t t 
j 7 = 1 Zt 1 q:. 5 .  , Ir~frgo 
t - : :  i .- 

t 
t. t 

11. l. CASOS PARTICULARES. 

+ 
Sea 8: [R -[R u n a   f u n c i a n  de Bore1 l o c a l m e n t e  acotada y 

+ 

c o n s i  deremos Zt = 6 L t 3  , c o n  Lt el tiempo 1 o c a 1  de X 
e n  cero.  .Como Ls = Lt y d e  l a  parte b3 del Teorema 1 1 . 2  

t e n e m o s  
t 



25 

t 

como fpCL 3 d M  es m a r t i n g a l a  1 ocal , obtenemos el 

r e s u l t a d o .  

U U 
O 

11.1.2. Sea X m a r t i n g a l  a local  , e n t o n c e s  

s o n   m a r t i n g a l a s  locales. E s t o  se s i g u e  por : 

t 
p c L t l x :  =* $?COIX+ O + J pcL U 3 dX+ 

O 
U 

t + t 

dX U + 5 pCL U 3 d L  U , 
O 

t t 
= pCO> IXoI + pCL >sgnCX 3dX + pCLu3dLu; 

U U U 
O O 
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t 
puesto que J I 

O (XULO) dX u y St*r:Ly)sgnCY- O U 3dX U =,on 

m a r t i n g a l a s  locales, se o b t i e n e  lo deseado. 

11. I. 3. s e a n  X u n a   m a r t i n g a l a  local,  X: = s u p  X 
s Y 

SSt 
.u * 
X = X t  - X t  y sea zt el tlempo local de Zt.  Como X+ L O 

* 
t 

Asf que 

t t 

tt = 2s I { ?  d z s  = 2 S IjX* C d X *  - dX 3 
o s  O e 

= x * }  E S 

P a -  @t r a  p a r t e  usando 1 a f 6rmul a bl del Teorema 11.2 

* t t 
LC c x t  - xt3 - zs dX* = - J zs dX - 

t 
, 

o '.I U o "I 
U 

C C I ~ C  e1 s e g u n d o  mi e d r o  er una m s r t i n g z l 2  1 ocal e n t c n c e s  

es una marti n g a l  a 1 ocal. 

t 

."&..I__ "" - . I  
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~1 0 E 'e2 entonces @ X >  es una semimartingala 

c o n t i n u a  y 

t 
S p C X * >   d X *  - C X t  - Xt3pCX:3 

* 
L 

O 
S 

t t t t 

= S p C X * 3 d X *  S S - p C X * 3 d X *  8 5 + p C X * 3 d X  8 S - S C X r - X  S 3p'CX*3dX* e 
O O O o S 

t * t 
p C X * > d X *  - < X t  - X t 3 p C X t 3  = @X*> d X  

O 
8 e S E o 

es una martingala local - 



C A P I T U L O  I11 

EJEMPLOS 

111.1. 

y sea 

T = i n f  (t : Bt = a) 
-3 

28 
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o sea 

Lo c u a l  9s 1 a t r a n s f o r m a d a  de L a p l a c e  de l a  variable 

c o n  ley e x p o n e n c i a l  de parimetro 2Ca -b3 .  
a 

1 1 1 .  2. Sean (Bt}t20 un m. b. e n  U? q u e   p a r t e  de  cero y 

T = i n f  ( t  : IB,I = a 1 
a 

c o n  a e U? . E n t o n c e s  t i e n e  ley  e x p o n e n c i a l  de L? a 

parametro a . 
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I I1 - 3. L o s  resul  Lados de 1 a secci6n  11. l. 3 se pueden 
generalizar como se muestra en el siguiente teorema. 

TEOREMA 1 I I. 1 

Con. la notaci6n de 11.1.3. X una  martingala 
local  nula en cero y F suficientemente  suave: 
Ca3 Si + F; = O y F’Cx.x,zJ = O para cada x , z  

Y 

entonces FC xt. X:, X, X I t3 es una mar ti  ngal a 1 ocal. 

Cb3 Si 5 F;; + F; = O entonces  FCXt,Lt,CX,XIt3 es 1 

martingala  local. 

Demostracic5n. a3 De la f4rmula de  Ito se obtiene 

* t 

FCXt,Xt,CX,Xlt3 = FCXo.XZ;CX.X103 + J(F;dX S + F*dX* + F;dCX,Xl } 
O Y O  9 

t 

+ (F&dCX.XI + F”dCX,X 1 + FGdCX,CX,XIl * 
2 o  S XY S S 

+ F”dCX*,X*I + F”dCX*,CX,XIl + F;;dCCX,XIl } 
YY o YZ 

* t 
= FCXo,Xo,CX,XIo~ + J(F’dX + F’dX* + F; dCX,Xl ) 

O 
x o  Y o  S 

t 
+ j’ F- dCX,XI 
2 o  a 

t 

=FCXo,Xo.CX,Xlo3+ C F;dX +F’dX*3 
O a y =  

t 
+ CF; + F” 3dCX,XI 2 x x  

O 
S 

* t t 
= FCXo,Xo.CX,X13 + F; dX S + S F; dXo ; 

O O 
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t 
entonces F; dX*= 0 ; y por consiguiente 

O 
S 

es una martingala 1 ocal. 

b3 Nuevamente  usando la fbrmul a de Ito. 
t 

t 
+ F& dCX,Xl . 
2 o  a 
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COROLARIO 111.2 

* 1 * 2 Zy3 = [/?cosh(3CX:- Xt3 - clsenh@Xt- X t l  e x p ( d t -  C X , X I L }  

es mar ti n g a l  a 1 ocal .  

b*l Zy = k o a h ( 3 } X t (  - asenh(31Xtl]eup{aLt - g [ x , X l t )  

es m a r t i n g a l a  local. 

c3 Si B es un m. b. y Ta = i n f  ( t  : IB,I = a }  e n t o n c e s  

p a r a  a S 0 ,  f 3 # 0 ,  

Demostracic5n. al Sea FCx,y,z> = Cy-* - z . P u e s t o  que 2 

~;;c = 2 y F; = -1 e n t o n c e s  1 F' + F ; = O ,  ademas 

F*Cx.x,z> = 2Cx-x) = O ; p o r   c o n s i g u i e n t e  

2 x x  

Y 

F C X ~ , X ~ , C X , X I ~ >  = C X t  - Xt3 - C X , X l t  es m a r t i n g a l a  l o c a l .  
I * 2 

1 
2 

b> Sea FCx, y *  z3 = [?3cosh/3Cy-x3 - asenhfly-x3 e ay-/3 z/2 

FsL = - "(3 k o s h f l y - x 3  - olsenhpy-x3 
1 2  
2 

e n t o n c e s  

F. * + F; = O . Por o t r o  lado 
2 x x  
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F'Cx,x,z> = O . E n t o n c e s  el proceso 43 es mart i n g a l  a 

1 ocal. 
Y ( 5  It20 

b'> Es claro q u e  l a  f u n c i d n  

FCx,y,z> = - ocsenhm exp(ay - fi2z#2} 

F" + F; 
1 

satisface = O ; por c o n s i g u i e n t e  el proceso 2 x x  

es una mar ti n g a l  a local.  

c> . P u e s t o  que ?a es un tiempo d e  paro. y el proceso 

d e l  i n c i s o  b'l es u n a   m a r t i n g a l a   l o c a l ,   e n t o n c e s  

es u n a   m a r t i n g a l a .  AdemAs e = f3coshO - asenhO = (3 . 
Por el teorema de paro 

E{Z? } = E(Zo 43 } = f3 ; 

'a 
es decir 

pcorhap - a s e n h a p  exp( aL? - f32?a&}] = f3 , 
a 

de donde se o b t i e n e  el r e s u l t a d o .  

T ' 
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1 1 1 . 4  Cal Si X es u n a   m a r t i n g a l a  local c o n t i n u a ,  

n u l a   e n   c e r o ,  F E ~'CW y a>O , e n t o n c e s  
t 

2 ' FCL:) + C C M +  - a3 A 0IF 'CL; l  - $ F'CLa>dLo 

es u n a   m a r t i n g a l  a 1 o c a 1  - 
t o S S 

Cbl Para el m o v i m i e n t o   B r o w n i a n o ,  la t r a n s f o r m a d a  

de L a p l a c e  de 1 a ley de L: donde T = i n f ( s  : Lo = t ) 

es A C ~  + h a  + A J  -1 
t 

t S 

2 

Demostracibn. C a 3  Usando l a  f b r m u l a  d e  Tanaka  

L u e g o ,   u s a n d o  otra  vez la f d r m u l a  d e  T a n a k a ,  

+ 
= d C X t  - a3 + I + 

- ( x t  5 a )  I (",'O) dXt + - I + 1 
2 (Xtsa} dL: 

De la formula d e  Ito, t e n i e n d o  e n  c u e n t a  que L t  a es de' 
v a r i a c i d n   f i n i t a ,   o b t e n e m o s  

FC ~ : 3  
t 

dLa 
S 

t 

t 
= 2F'CL;)CX:- al- + F'CLa>dLo + 

O 
o o 

O 

+ "S F'c':'I{X+s,)*{X > O )  dx. 
O D o 
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Luego 

t 

FCL:3 - F'CL:3EX:- al - ' S  F'CLa> dLo 
- 

2 2 o  s o 

t - a 
- S T " 3 1 { X + C ; a ) r ( X  > O }  dX 3 u o S 

es u n a   m a r t i n g a l a  local 

b3 Sea FC:d = e , e n t o n c e s  -AX 

+ 
2 ' expc  -AL=:, - C B ~  - a> -Xexpc -AL:) + 

t 

por a>: 

c 

2 ' A S  expC -ALt3dLo 
S 

o 

es m a r t i n g a l a  local .  Luegb,  como T es un t iempo d e  paro, 

+ - t 
L x p c  - K L ~  > - KCB - a> e x p ~   AL^ > + ' k~ e x p c - ~ ~ ;  3 ds 2 T T 

t L t. 2 '  o 3 

= L - C p c  -)..L I - .\(:E; -al e x p ~  -AL 1 + ?-_ .h.expc -X.L > 

a 

T 

a + a a 
;r? T 

- 
z" r r 

t 
T 

t t t 

- h e x p C - A ~  3 . 
T 

O 

Como L t c r e c e  donde Bt- a se a n u l a ,   e n t o n c e s  lo a n t e r i o r  es 

i g u a l  a 

a 

E -  1 + X a  + - 1 AlexpC-hL:> - - 1 X . 2 2 
t 

2 

Luego,  por el teorema de t i e m p o  d e  p a r o  

E € e x p C  -XL" 3 )  = 'XC- + X a  + ' A3 1 -1 

'T 2 2  
t 

2 
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111.5. PROBLEMA DE REFLEXION Y TIEMPO LOCAL.. 

Sea 8 el c o n j u n t o  d e  tadas 1 as f u n c i o n e s  ccmt, inuas 
+ 

d e  O? e n  R, y y E . Se dice q u e  la p a r e j a  Cz,k>, 

con z ,  k E Y? , es sol u c i d n  del  9wd.tema. de Re&ex¿6n 

mwchdb u y Cen adel a n t e  abreviado PRC y 3  1 si 

c13 Z = y + k  

c a  2 2 o 
C 3 3  k es u n a   f u n c i 6 n   c r e c i e n t e ,   n u l a   e n  cero, t a l  

m .  
que z C t 3  dkCt.3 = O . 

O 

'TEOREMA I I I .3 

Para y E 8 tal que yCO3 1 O , el PRC y1 admi t e  

una sol uci 6 n  ú n i c a  dada por 

Demostracic5n. Unicidad . Sean C z , k 3  y C z ' , k ' 3  dos 

s o l u c i o n e s  del  PRCy3 ; e n t o n c e s  ZC t> = yCt3 + K t 3  y 

z ' í t 3  = y C t >  + k ' C t . 3 ,  l u e g o  z C t 3  - z ' C t 3  = kCt3 -k 'Ct) .  

E n t o n c e s  



37 

zL41-g O, V t,,. En efecto, como y-Cs3 = - minCyCs3 , O 3  

= supc -yes>, 03 = ~ C S D  e n t o n c e s  

= y C t 3  - G C t 3  + s u p  ;cs3 2 o . + 
C O ’ t l  

d e c i r  kc to+s2 2 kc to>, l u e g o  y C  t o 3  = -yC to> . Por l a  

d e f i n i c i d n  de k, p a r a   c u a l q u i e r  h existe t e Cto.to+h3 

t a l  q u e   * k c t o >  < g C t h 3  I M t o + h 3 ,   e n t o n c e s  
h 

Kto> = % t * 3  * -*to>, ; 
as1 q u e  zCto3 = O. 

Por c o n s i g u i e n t e  Ydt> dkCt> = O . 
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I1 I. 5.1 APLI CACI ON A LOS PROCESO ESTOCASTI COS 

Sean C t 2 , 3 , < F t 3 , P >  un e s p a c i o  d e  p r o b a b i l i d a d   q u e  

s a t i s f a c e  las c o n d i c i o n e s   h a b i t u a l e s  y { Y , }  un p r o c e s o  

c o n t i n u o  con v a l  ores e n  U?. Se d i c e  que 1 a p a r e j a  d e  

procsscas C Z  ,K 3 r e s u e l v e  el PRCYI s i ,  p a r a  todo ~3 E n , 
C Z t C u 3 ,  K C a 3 3  es u n a   s o l u c i 6 n  d e  PRCYCw33 como se d e f i n i d  

a n t e r i o r m e n t e .  

t t  

t. 

P a r a  todo p r o c e s o  Y c o n t i n u o ,   t a l  que Yo 2 O , 
existe una  úni ca s o l u c i 6 n  del PRC Y ] ,  C Z ,  K3 dado por 

2 = Y t + K  y Kt = s u p  Y o  donde Y = supC -Y ,O>. 
- - 

t t C 0 , t l  S S 

A p a r t i r  de l a  d e f i n i c i d n   r e s u l t a   q u e  Z y K s o n  

B C R + 3  8 5 -medi bles; y tambien,  si el p r o c e s o  Y es 3 - 
a d a p a t a d o  as1 lo s o n  2 y K . 

t 

TEOREMA. I I I. 4 

Sea Y u n a   s e m i m a r t i n g a l a   c o n t i n u a ,  Y = M + V 

donde M es una mar ti ngala l o c a l   c o n t i n u a  y V un p r o c e s o  

d e  v a r i a c i d n   f i n i t a .  Sea C Z , K 3  una s o l u c i d n  de PRCY3 y L 

el t i e m p o  local d e  2 e n  el n i v e l  cero, e n t o n c e s  

Demstrac idn.  Del Teorema I .  9 se t i e n e   q u e  

t f. 

pues 2 es u n a   s e m í m a r t i n g a l a   c o n t i n u a   p o s i t i v a .  
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e n t o n c e s  

Kt = - S 1{Ze=O) dvs 2 t . + i - L  
o 

Si X OS una  semimarti   ngal  a c o n t i n u a   c o n   t i e m p o   l o c a l  

L e n  el n i v e l   c e r o ,   e n t o n c e s  se s i g u e  de l a  f6rmula de 

Tanaka q u e  

son l a s  r e s p e c t i v a s   s o l u c i o n e s  de 

P R [ l X o I  + isgnCX S 2 dX S . 
O 3 

En par ti c u l   a r  

t 
Lt = 2 s u p   s u p  dX 

C O , t l  O ] )  

t 
= 2 sup { sup[-x; + S,' {XsSO) dX e O] ) 

C 0 , t l  

t 
2 s u p  { sup[- IX, I - sgnCX.3 dX , O] } 

C0,tl O 
S 

P a r a  el caso del movimiento  browniano se t i e n e  lo  
siguiente. 

T - """.-". 
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TEOREMA I I I .  S 

Sea C Z ,  K3 l a  s o l u c i d n  d e  PRCB3 donde B es un m. b. 

t a l   q u e  Bo 1 O. E n t o n c e s  2 t i e n e  la misma l e y  q u e  191 . 

De 1 as o b s e r v a c i o n e s   a n t e r i o r e s  C 1 B 1 L3 es sol u c i d n  d e  

t t 
P R k o  + JosgnCB S 3 d B ]  . Como C B , B l t  = sgnCB S 3dB S = t 

o 
o 

h t. 
e n t o n c e s  Bt: = Bo + sgnCB 5 dB es un m. b. ; por 10 

P e 
O 

t a n t o  

Zt = Bt + s u p  B 
C O . t l  S 

Y 

t i e n e n  l a  misma ley. 

s.=! 

P u e s t o  q u e  Bt - Bt es s u b m a r t i n g a l a   p o s i t i v a  y es 
* 

sol uci   on d e l  PRC -Bt3 , pues B:- B~ = - B ~  + B~ ; e n t o n c e s  

IB,I y B:- B~ t i e n e n  la misma ley. 

* 

Denotemos  con # 1 a o - A l g e b r a  mí n i  ma a 1 a cual X 

esta adaptada.  

8.. 
t 

Sea B un m. b. . Entonces. el p r o c e s o  Bt= JsgnCB 3dB 
m s  

h O 

es un m. b., n u l o  e n  cero, = S, l * l  y LL = s u p  C-8 3 
n 

slt  S 
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A h  t 
Demastraci6n. P u e s t o   q u e   C B , B l t  = dBp = t. e n t o n c e s  

A o 
B es un m. b.. De l a  f6rmula d e  Tanaka y l a  u n i c i d a d  de 

PRCBt3 tenemos  que 
h 

n 

IB,I = Bt + L 
t .  

h 

lo c u a l  n o s   a s e g u r a  1 a c o n t e n c i d n  FIB I E 9 . Ahora b i e n ,  

por la c a r a c t e r i z a c i b n  d e l  t iempo local como 11 mite de un 

proceso que  depende de 1 B I , CCorol a r i o  I. 7 3  , tenemos q u e  

& 91 '1  y por c o n s i g u i e n t e  P E F P I  
h 

S S  

TEOREMA 111.7 <de Levy> 

Los p r o c e s o   b i d í   m e n s i o n a l  es CBr- Bt . 
C { B t  1 ,  Lt3 t i e n e n  l a  misma ley.  

Demostracidn. Por un lado, usando l a  fdrmula d e  

h 

Tanaka, lBt 1 = Bt+ LL ; por el o t r o ,  B:- Bt = --Bt + 5 * . 

Entonces el Teorema I I I. 5 Cdel Problema d e  Ref 1 exi 6 n I  

nos dice  q u e  B* y B*- B se o b t i e n e n  de -E y a s u  vez 

L y 1 B 1 se o b t i e n e n  de B . Como -B y B t i e n e n  l a  

misma ley, e n t o n c e s  CB*- B, B > y c I B I ,  L> t i e n e n  l a  

misma ley. 

t 

h n 

* 

S S  
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As1 q u e  l a  f i l  t r a c i 6 n  de 9:- Bt es l a  mi$ma que l a  d e  

Bt . Por c o n s i g u i e n t e  l a  f i l t r a c i d n  de CBt-  Bt, BfC3 es 

tarnbien 3.B , mientras   que l a  f i l t r a c i d n  d e  C iBI ,L.)  es F IBI 

la cual es algo mas chica. 

* 

S e a  B un m. b., n u l o   e n  cero, Bt = SUP B * 
e '  s l t  

* 

e n t o n c e s  st = Bt - B es u n a   s e m i m a r t i n g a l a   c o n t i n u a  y 

p o s i t i v a   c u y a  ley  es l a  de I B I ,  es d e c i r :  es m.b. 

r e f l e j a n t s .  

* 
t 

Como L ~ C B D  = O si a < O , pues L ~ c $ > .  c r e c e  a *  
t 

e n  {t. : st = a } , e n t o n c e s ,   p o r  el- Teorema I .  9 , 

P u e s t o   q u e  B* crece en it : B: = B~ 1 , e n t o n c e s  
t 

LtC& = 2J dB* S = 2B* . 
O 

3 

Vemos, e n   p r i m e r   l u g a r ,   q u e  Lf es d i s c o n t i n u o   e n  

a = O ; y , p o r   o t r o   l a d o ,   q u e  1 L cS> t i e n e   l a  misma 

ley  que B* y este a s u  vez t i e n e  l a  misma l e y  que 

LtCB3 . De l a  fdrmula d e  Tanaka 2LtCB> = LtC IBID , 

e n t o n c e s  LtC I B I > t i e n e  la misma l e y  q u e  B*. Obtenemos 

e n t o n c e s  que el p r o c e s o  c I B , ~ ,  gtc I B ~ > J  tiene l a  misma 

ley que CBY- B ~ .  B P  . 

2 t  

7 



IV. coNcLusIoNEs. 

En este t r a b a j o  se muestra la u t i l i d a d  d e l  t iempo local 

d e f i n i d o  a partir de una extensicjn de la f'cSrrnula de Ito. Con 

esta d e f i n i c i d n  , el c a l c u l o  estocAstico se l i g a   b i e n   c o n  l a  

t e o r f a  de m a r t i n g a l a s .   S i n   e m b a r g o ,  este t i p o  d e  calculo se 

e n c u e n t r a   r e s t r i n g i d o  a l  caso u n i d i m e n s i o n a l ,  esto se d e b e  a 

q u e   h a s t a   a h o r a   n o  se ha  podido  dar  una def  i n i c i d n   a d e c u a d a  

d e  l o  que se 1 l a m a r í a  e l  t i e m p o   l o c a l   e n  mayor.es dimensiones.  

Mediante  este t i p o  d e  c a l c u l o  se pueden  encontrar  

e x p l i c i t a m e n t e ,  y c o n   r e l a t i v a  f a c i l i d a d ,  leyes d e  a l g u n o s  

p r o c e s o s .  Aquí solo se hizo c a l c u l o  e s t o c h t i c o  a p l i c a d o  a 

p r o c e s o s   q u e  estin e n   f u n c i 6 n  d e l  movimiento  browniano. Ser& 

i n t e r e s a n t e  tambih desarrollar la teorla necesaria para 

p r o c e s o s   c o n  saltos, donde se t i e n e  el p r o c e s o  d e  P o i s s o n .  

43 
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