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INTRODUCCION.

En este trabajo se presenta el calculo estocastico
utilizando el tiempo local. Los ejemplos que se proporcionan
de este tipo de cAlculo se basan en procesas que estan en
funcidén del movimiento brownianao. No se pretende originalidad
en los resultados, muchos de ellos se encuentran en el 1libro
de P. Levy de procesos estocasticos y movimiento brownianao y
también en el libro de l1to-McKean (6). Pero la exposicidn
hecha aqui sigue 1la idea de presentar el tiempo local
mediante la extensién de 1la férmula de Ito a funciones
convexas, con lo cual se obtiene la herramienta fundamental
para lo gue  llamaremos "Calculo Estocastico con lempo

Local®.
El tema se haya desarrollado en tres capitulos.

En el primer capi{tulo se prueba la existéncia y unicidad
del tiempo local para semimartingalas continuas; el cual es
un- pracesa que depende de dos variables; esto se hace via una
extension de la férmula de Ito a las funciones convexas. Como
ejemploc importante se dan las Férmulas de Tanaka. Ademas, se
ven las propiedades fundamentales del tiempo 1local: crece
donde el proceso alcanza el nivel deseado, la medibilidad, la
cantinuidad en las dos variables. También se prueba la

Férmula de Densidad de Ocupacidn y se hace ver que el tiempo



local definido corresponde a la idea del tiempo de estancia
de un proceso estocastico (sojourn time). Como ejemplo se

calcula el tiempo local del valar absocluto de un proceso.

El segundo capitulo contiene el cAlculoc estocistico de
Ito ligado con el tiempo local, lo cual es 1llamado CAlculo
Estocastico con Tiempo Local. Se prueba en primer lugar una
férmula de Azema-Yor que permite ver cuando el producto de
dos procesos es martingéla local, y se aplica a algunos casos

particulares.

El tercer capitulo contiene los ejemplos de aplicacidn
del CAlculo Estocastico con Tiempo Local. En el primer
ejemplo se obtiene la ley del tiempo 1local detenido en el
primer instante en el cual el movimiento browniano alcanza un
nivel dado. En el sequndo ejemplo se hace lo mismao, salvo que
ahora se utiliza el mavimiento browniano reflejado. El
siguiente ejemplo generaliza resultados del Capitulo II v se
cbtienen aplicaciones para encontrar la ley de un procesag.
Far dltimo se trata el problema de reflexidn aplicadoa a las
pracesos estocasticos. En este dltimo ejemplo se obtiene
explicitamente la forma de las soluciones para el problema de
reflexidn, con lo cual se tiene mas herramienta para obtener
leyes de procesos. Ademias se prueban identidades de

filtraciones.
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CAPITULO I

TIEMPO LOCAL. DEFINICION Y RESULTADOS FUNDAMENTALES.

Sea X = {X£%>o una semimartingala continua con valores en

R. En lo que sigque se veria gque asociado con X existe un
proceso creciente y continuo, llamado el Tiempg Local de X, el
cual mide, en cierto sentido, 21 tiempo que tarda X en un
nivel a. Para el caso de que el proceso sea un mavimiento
Brawniano (abreviado m.b.} vy a = 0, entonces el conjunto

{t : Xt = 0O } indica el tiempo que pasa X en el
nivel cero; si quisieramos medir tal conjunto de una manera
usual con la medida de Lebesgue, aobtenemos que

[0 0]
for{q}(xs) ds = 0

(i.e. el conjunto de ceros tiene medida de Lebesgue cero ). Sin
embargo, como se veri, el limite

t

I (X ) ds
<

lim _1
f [-=£,£]

£=70 2e

existe, no necesariamente se anula y corresppnde al tiempo

Nota: para ver que el conjunto de ceros tiene medida cero es
a

suficiente probar que EI 1 {o}(X.)ds = O . Pero por el tecrema
(o]

, 0 o0 00
de Fubini Efg’co:‘x.’ des = J'Rfox{o)(x )dsdP = foP(xQCO))ds = 0.,

3
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local del m.b. en el nivel cero. Este limite permiie
interpretar al tiempo local como una medida del tiempo de

estancia, el tiempo que pasa X en el nivel cero.

El tiempo local es una herramienta esencial en el
caAlculo estocastico. Por un lado, su aplicacidn a las
ecuaciones diferenciales estocAsticas permite dar
demostraciones sencillas para la existencia y unicidad de
soluciones. Otra aplicacidn esti en el calculo estocastico,
lo cual se presenta en este trabajo junto con algunos

ejemplos para obtener leyes de procesos.



I.1. CONSTRUCCIOCN

Es bien sabido que si £ e 2R Y X es wuna
semimartingala continua, se tiene la Férmula de Ito:

t . t
FCX D = £CX > + j £*CX > 4dX  + _1— f £°°CX ddLX,X]
L (s} o s s = o s s

o}

donde [X,X] = l1lim X - X, D « la variacidn
L n=>0 . t .

'

cuadratica de X. Si f es solo una funcidn convexa, es
. ol .
decir algo menos que de clase €, 3ubsiste una férmula

similar como se enuncia en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.1
Sea f una funcién convexa, entonces existe un
proceso crecientse y continuo, denotado A, » tal que

t

fCX D = £CX D +ff’cx>dx + LA
t o - s 3 2 Tt
(o]
[ J
f’ denota la derivada izquierda de f.
Notemos antes Qque nada que At es un proceso de
variacioéon finita. - Para la demostracién del teocrema

necesitaremos considerar el siguiente lema.




LEMA TI.2
Sea f convexa vy J & €*°  con soporte compacto en
o ,
1-00,0] tal que f Jlxodx = 1. Definamos j Cyd = njCnyd
n
Lo
o
Y thxD = f fCOx+yD thy) dy . Entonces fr es convexa vy
o
Ty f; convergen puntualmente a [ y £° respectivamente.
n
Demostracion. Como fn = Cf*jn) = 8% y es localmente

acotada, entonces ff estiA bien definida. Veamos gque f es
™ n

cOonveaxa:
O
£ CCl-2dx + ayd = f £Cz + C1-adx + ayd j Cz) dz
) 7o
o]
< f {afCy+z> + Cl-adfCx+zd } j (2D az
-— |:0 n

it

af Ty2 + Cl-adf CxD.
2] lal

Ahora veamos que f converge puntualmente a f
° ia)

o o
£ Cx = [ fcz+o j Cz> az = J fCz+0 njcnzddz ,
-0 -0
haciendo t = nz se oblLiene
o o
f (D = .f fC= + 0jCtddt —s I £ jCddt = O30
n Yoo n n— o Yo

Analogamente, con el teorema de la convergencia dominada

se obtiene que fé converge puntualmente a f'

= =

e ————— . T



Demostracidn del Teorema 1.1

Como f es convexa podemos usar, para cada n, la
™

Farmula de Ito:

1 .n
r EAL

t
C1d £ CX Y = ¢ CE 2 + f £2CX D daX o+
L noo o ! 3 3

4
donde A7 = JErrex > dIX,X]_ . Como £’z O, entonces
t n 3 3 n

n

A , ©=S creciente en t. Podemos considerar que {X£ }
23 acotadaal tomaruntiempodeparo, asi que f’es
~ AN~
leocalmente acotada, y como r; | £, por el teorema de la

convergencia dominada para integrales estocAsticas

t t
j £°CX ddX > £*CX >dX ,en probabilidad.
o n 3 S o - 3 8

ri = 00

St
Azt tenemos gque (XD, £ X O, f £2°CX DdX  convergen a
Al - . gl =] ]
o

A
. . . P - - - ™
FCX 0, roX 3, [ 170X 2dX . de donde A’ converge a una
- " - =3 3
o
~ n .
v. 2. AL. Como At 23 un proceso crecliente |, Al 3se puede

regularizar en un proceso creciente y continuo a la derecha.

De lo cual obtenemos
.t

FCXD = £CX D + [ £CKD dX_ + % A
t o o s s 2 t

TEOREMA 1.3 CFORMULA DE TANAKAD

Para cada a R ,

L
- al + f sgnCX_ - ad dX_ + A
o

IX, = al = |X




t

X - ad =¢x_ -+ (1 dX_ + L A
t 2 T T 2 J {X>a} s 2 T
o s
X, —a> =<x_-2a - f I{x cap ¥, * 2 A
o 3
Demostracian, La deriwvada izquierda de
rCxd = Cx — a)+ eg 113 o] 2ntonces por el Teor=ma I.1
1A, 0

. +
exlste un proceso creciente ¥y continuo AL tal que

t

N ’ - L .+

CX, D = K ad o+ j;IJa,mJQXg) dX_ v S A
analogamente se obtiesne

t

(X, —a> =X -a - [1I XD dX_ + = a”

Tt o o J-00,al Y 3 2 Tt
Ahora, como

K= a = CK - ad = <X - ad
2 obtisene
t 1 N N
X, = X, + I dX_ + 5 CA_ - AD
(o]
+ -
o 3ea AL = At ; por consiguiente
+ ) —
[ X — af =X - ad + X, - ad
t t t
. _ L
= ( - « - +
CX - ad + CX_- ad J I{x >a}dx9
o o

t
IOI{Xoﬁa} dxs * AL

t
= X, - af + I;sgncxs - ad dX_ o+ A




Definicidn,

El proceso At del teorema anterior es
llamado el Tiempe Lecal de X en el nivel a . La

. . a
notacidn seri LLCX) = At. Para el caso a = O se
denota paor LRCX) , O Simplemente LL cuando s2 scobreentienda

de cual proceso se trata.
t

, ~ , + ot 1
Notemos que a partir de X = X_ + j;I]o’m[cxs> dX_ + S L,
tenemos gque Lt‘—;' o . 51 Tb = sup{t: XL= b} antonces Li = L?b.

I.2 RESULTADOS FUNDAMENTALES.
TEOREMA 1.4
La meadida dl..li tiene soporte =n 21 conjunto
e X = R a =
{t : X, a} a R
Demostraciédn. Considérese la funcidn flxd = Cx—a)z,
con a = R’ y apliquemos la férmula de Ito:
C1d 2 2 v
(X, - ad® =X - a +2f ¢x_ - ad dX_ + (X,X]
t o o @« a t
También obtenemos
2 2 t
IXL— al” = |X°— al” + afolxg- aldCIXs—: ald + [lX[.;X]]t;

peroc de la fdérmula de Tanaka

dC X, - ald = sgnCX, - ad dX  + de

as{ que
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t
cay IX, - a1® = |X 2

- al” +2f 1X_ - alsgnCX_ - ad dX
o =3 =1 =]
t a
+ af [X - a] AL + (X,X]
o 3 S t

Entonces combinando (1) y (2) obtenemos

L t t
af CX_= addX_ af IX_= alsgnCX_- addX_ + af IX_- aldL_
O o (o]
¥ como IXS- a]sgncxs— al) = Xg— a , obtenemos

t

[1x. —aj a2 =0
S =]
o]
a
o S2ea Jque IXS— aj = 0O c.s3. dL

>

es decir la
medi da de

tiene soporte en {t : X3= at .

Ahora veamos como el tiempo local admite una versidn
medible en Ca,t).

Para esto consideremos el siguiente teorema
general.

MOTA: veamos que {IXI,I)(l]t = [X,X]

L De la [Ormula de
t
Tanaka I)(tl = fosgrxcxg)dxQ + 15" Lt. » entonces
t 2 t
c]xt, {xjr, = J;{Sgnxe} drX,X1_ = f;d[x,XJs = (X, X3,
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TEQREMA 1.8 (de Fubini para itntegrales estocasticas’

+
Sea H : R x €0 «x R D> — R, HCa,w,s) « R
uniformemente acotado y RBCR) @ P - medible, donde P es la
r-algebra previsible de O x R+ . Entonces existe un proceso

K : R =< <O x R+D — R, BCRY @ P — medible, tal gue, para
cada a €« R, &Ca,-, ') s indistinguible de f HCa, - ,sDdX_C-D
O

Mas aun, si v es una medida acotada en R entonces

-~

; t
f KCa,w,t) vldad = f [f HCa,w,sd dea)] dX _Cad
14 o~ R

para cada t

Deppostracidn. Sea HhCa,w,s) = tha) h Cw,sd donde f
™

es RBI(RY-medible vy hh es P-medible, tal que HnT M

t
f f Cadh Cw,s) dX Cwd
o o) n -}

puntualment2; ¥ sea K Ca,w,td
™

t
Lim [ K Ca,w,s> dX_Cwd
o

1l
1

K Ca,0,t) T kKCa,w,tD lim K_

t
I HCa,w,sD dxscwD
(o]

Asi que K es RB(R) @ P - medible

COROLARIO 1.8

Existe un proceso BC(R) ® P - medible, L,tal que, para
cada a, ECa.~,~) es indistinguible de La

G —
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Demostracidn Sea HMHCa,w,s3) =1 CX Cwd), entonces
Ja,wl s

+
f I]a ]CX 3 dXs @3 un proceso creciente, RCRI®P- medible;
a, <
o

luego, por la férmula de Tanaka,

i .
. L+ Lt - . . 1 ~a
CKX - ad = CH - ad o+ f I C¥ 2 dX + = L
t o) Ta,ml 2 = 2 Ty
o
. t
Pussto gus CX - ad Y f I dX son  BlRIeP-medibles
t lTa,m] 2
A . e .
sntoncss L =2z BCE>eX-medibles.

TEQREMA 1.7 CFormula de Densidad de Ocupacidnd

=i r =23 una ffuncisan Berel medible, entonces
t Y
Jorex n arx,x1_ = f £Cadly da f boreliana.
B =
(o) R

Dempstracidn. Sea ¢ de soporte compacto, existen o

¥ {3 constantes tales que

P = ax + 3+ % f % — al ¢''Cad da
R

t
La rérmula de Tanaka |X - a] = |X_ - a| + jégncxs— addx_ + L?
. a £

nos permite escribir:

t
— 1— — — a ” .
XD =X + 3+ 3 Lk{lxl al + f‘s)gncx9 addx_+ Lt}p Cadda
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t
— P L - " L *" - —
= oX + 3+ 3 j&xo alp“Cadda + eﬂ; Ca)J:gn(xs addX _da

1 o a
+ 3 fu?«p Ca) L] da

i

-y - 1 P
A = XD X D G fupfozgnf_xs 2> CardX _da

+ L p“Ca)'L? da

= p

[3
Por otro lado: ’(x0 = o + % f sgnCx — ad) ’’Cad da ; vy
o

entonces, usando el teorema de Fubini

NOQTA: . gL nombre de férmula de Densidad de Ocupacidn s
t
justifica por lo siguiente: sea f =1 , entonces f d[x.X]s =
QJ o
f Lt du : Lo cual quiere decir gque La medida d[X.X]L tiene
14

densidad L:‘ con respecto o la medida de Lebesgue en [R

si £ =1 » A boreliano de IR, y X un m.b., , entonces

A
¢ t
a 2
= C = C =
_j”AL_t da _I}RIA~3.)LL da J'OIA‘XSJ darx, x1 IOIACXa) ds

£l ditimo miembro derecho de esta cadena de igualdades se

conoce con el nombre de Tiempo de ocupacidn de A por el

- —— - - - —— -

proceso { XL h>°
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t
1_ - — " e
> f;jﬁagncxs adp"Cad dadX_

¢
-]-'— — g L2 «
> J‘(Rfosgncxs adep CaddX_da

t
1 s
=3 fo{p st) - o} dxs

Luego
t
— § 1_ t] .°” a
PCXD = pCX D+ > j;p CX_> dx_ + LRp Ca’dLl da

Comparando con la férmula de Ito tenemos que
A t
J oprcad LT da = f e cx_ > 4IX,XxI
R t ° s -]

se obtiesne el resul tado.

Si consideramos f = @
= =
CORQLARIO 1.8
a y t

Para cada
.a 1 t
LTCX> = 1lim = f I CX D dIX,X]
t £~0 &£ ° fa,a+egl s s
Si X es martingala continua
t
CX > drX,X)
-] -}

a _ 1
Ly = JREY. 2& I;I[a—s,a+£]

Por la Férmula de Densidad de Ocupacién

Demostracion.
1 1 u
€ I;Ita,a+slcx.) d[x’XJa T e jklta.a+€JCU) Lt




IR —————
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1 a+$u a
= = f L du ——» L
£ a t £—30 t

x x
Para el caso del m.b. =21 limite anterior gqueda
L o= 1lim 1
t £-—0 2e f I{!B |<e} ds
o 3
Si X es de variacidn finita entonces [X,X] = 0O v

por la Formula de Densidad de Ocupacidn

t
— P — u
0O = j;¢£x33 diX,.X1_ = fmch) L. du

A3y, para p =1 ‘tenemos O = f Lt du = Lr = 0 ec.s.l=kesgue.
R

TEOREMA 1.9

Toda semimartingala continua admite una modificaciédn del
proceso L? » ae<R, teR”® » tal que el mapeo C(a,td }—— LT
2% casi seguramente continuo en t y cadlag en a. Mas aun,
=i X =M + V entonces

L t
a a— _
Ly — Ly =2f Tix =ap WV, = z2f Lix =ap 9%,
o s o s

Demostracidn. De la férmula de Tanaka

t
+_ _ + 3___ a,
CX, - ad = CX _-ad> + f I{x >a} dX_ + S L
(o] =3
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o Sea,; como Xt = Mt + Vt ,

t
+ +
LT = 2{cx - 2> - <X - a> - f Lix >adM, - I I{x >aydV b
o s o a2

~

t
. a
Frimero veamos que =21 proceso M, = f I{X “1} M pose=
L o R 5

una modificacidédn bicontinua; para esto se utilizara el
criterio de Kolmogorov, Cver (8> p. 14D).
Puesto que [X,XJt=[M.M]L, y por la férmula de

densidad de ocupacidén, con eCwd) = I]a m[Cw) ,

t e
~a — u _ u
Mo = [ Tix >a} dtM,M1_ = [ I, CwL du = [ L7 du
o s R a

por otro lado, para a < b :
b t t
u — w3 -~ = _
f Lt du = Mt M? f I{x >at dMs f I{X >b} dMa
a [a ] s o] £
t
= I, dM -
fo {a < Xs < b}- =
2ntonces
t
(M-, 201 = { I{a < X_ < b} dtM, M3
. o] 9

Por 1la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, para T
tiempo de paro, tenemos dque

E {sup l§i~ﬁ€|p} < CPE{|[ﬁa-gb’ga_gp]tAT‘p/z }

t<T

]

o P2
<, E{U‘ I{“x < b} diM, M1 _| }
t b

P b P P
2 1 u., -2 72
< -
< C Cb-ad E{ "y faCLT) du}

p b p ' P
< ¢ Cb-ad /z{j' [——L fap 72 du]dPCu)} 72
P R b-a a
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IA

]

P PP,
¢ (b-ad z{supvscx_.’lf > 2} 2

Obtenemos entonces que

P P

T

T P, T
Elf I{x >3 dx_| < E|f Tix >x}cu~45'|
o s o] s

P2

P T P
< BtMM1 7 - E{f av 7P
o

O sea que

P
X, 72
@ E|LT|

P, b P P
¢ cb-ad “HE— (sup [ X PapGodu
< b—a - a bt ® T

+ E|f01{x=>x}dvs|

P2 P2 T P2
< K {E|Xp - X, | + ECM, M1 + E{J‘odvg}

72

~a =b P P2 X, <2} 72
1> E {sup |Mt- Mtl } < Cp Cb—-2ad {suprCLTD
L <T
De la férmula de Tanaka :
LY = 24cx —~<>+—cx—so+—TI dax
T = Xy~ o I{X>x}s}’
o s

. + < e
v por otro lado '|CXT - x> - CXO— | = |XT - X0| :
entonces, existe Kp constante tal que

3 P T P

2 2 2

LTl —KP{IYT"OI S Ty ey @, }
o]
Asli
P P T P
x, “2 -2 -2
E|LT] S KE[Xp - X, | + KpEU I{x >x b dx_|
o 3

Pero

P

4
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De 1) 'y (C2) se obtiene
~y . ~p P P, P, P, T P2 P,
- < 2% I - ! -
E{sup |MI~ M]| } = c K cbmad TE{I-X | et (® [f st] e
t=<T ()
Esto nos dice que {M;} » 2on T un tiempo de paro, poses
una modificacidn bicontinua. Entonces, {Q?}*>m posee una
modificacidn bicontinua.

v
Ahora veamos gque V? = f I{X \a}dvg es cadlag: del
- o s

tecrema de Lebesgue

t t

~a- _
€3 Vi Lim I Lix sup Y, —‘fl‘x zap 4V,
1Ta o a o s
4D vV, = lim | I{X sub dv_ = J I{X sa av_ = V¢
ua o 3 3
De €40 se obtiene que L? = L3+ ¥ como I
t L {Xs=a}
lim I I
ta {§ >ud {X <a} entonces
) , t
* 3 a Sa—_ a
— = A - &
LU - Ly 2CVy - Vv aj;I{x9=a} av_
Obtenemos de esta manera que L? admite una versidn

continua en t y cadlag'en a
Finalmente, wutilizando la férmula de densidad de
ocupacidn,
t

L
— -— - u - -
f I{x =a}d[M.M]s = { I{x =a}d[X.X]9 =f I $WL, du = 0
o 2 o @ R

por consiguiente

filfxa=a} dM_ = O

b DA 5 s - T
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EJEMPLO

Si X es una semimartingala continua, entonces

Ly x> = L3 + 17770 s oazo
Aoy = Lo
Puesto que
I ¢ |x > = 1 a = ]Xsi < a+s
fa,a+zs] s : - i
. Q) 2N OLrD CAaso
- { 1 a = X £ate & —Ca+sd < X, = -a
O en otro caso

.
L carer—n,—a-n1%2 * iy aepy €X0

s

3 { 1 a = X = atz & —Ca+ed-h £ X < -a-h
- 3 3
O 2n Otro caso

3

1
=) f Ita a+;] iK I\dr}< i}
O
t

1 1
T 2 J;I[a,a+sl(x ot 11m f

0 —a—h—a,-a—h]cxs)d[x'xjs
4-

—2 L0 o+ LC Tad- si a> o0
&L ——3Q

Si a < 0, como |X| = O, I C|X|> =0, oke<|al,

[a,a+s] luego

a — ———
LCIX]> = 1im f

[a’a+S]C|X|)d[X,X]9 = 0
£—0




CAPITUL O II

CALCULO ESTOCASTICO CON TIEMPO LOCAL.

)

En todo> 1o

t

i) 1 gue, A menoss gue s2 diga 1o

tqh
contrario, X = {X denotara una semimartingala

t }zzo

i ilt i ,
continua y adaptada a la filtracidn {’ft }120 . Sean

= s 3¢ c ]
S, Cwd up {s<t ‘(SCwD

of

inf {S,Bt : Xst) = O} ]

DLC wd

Por c¢onvencién sup 0 = O , inf @ = o ; en particular se

se tiene S =0 y S =t =D
o t L

Sea L.t el tiempo local de X en cero; como la

medida  dL  tiene zoporte en {0 0 = 0b antonces
L = = L.
D L't >
t t
También se tiene que {SL S u} =4{D 2t} ; esto-es
u

cierto, pues si D < t entonces SL SusD <t vy

u
esto quiere decir que hay puntos entre St Yy t donde
X se anula, o sea que SL no es el supremo. Cambiando

el argumento para SL > u, obtenemos la igualdad deseada.

LEM4 II.1

DL es un tiempo de paro

20
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1
{DCQD < u} = Q {D§QD < u + n }

~ - 1
g {int{ s>t Xs = 0> < u + o }

=N U {Xriw) = O} e\Fu+ = fu
n e 1
t<r{u+=
n
= =

Sm no es un tiempo de paro; en efecto, sea t > u y

si Stes un tiempo de paro, entonces ?u > {w : S&uﬂ < u}

= {w : D, w2 2 t} € ¥, ¥ entonces {Duzt} e.?u n 31 = g

Asi que serid tiempo de paro si .?u = $£ » pero esto en
general no suceds debido a la continuidad del conjunto de

tndices ¥ 2l hecho de qua {ft} 23 una filtracidén creciente.

Para cualquier proceso W, se define el conjunto de

ceros de la trayectoria WCw) como

©w= {s: Wng) =O}.

Si ¥ es una martingala continua no trivial, entonces

Ow es un conjuntc cerrado perfecto C(es decir, sin puntos

aislados. Ver C10) p. 17D.
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TEOREMA 1I.2

Sea Z = {Zthzo un proceso previsible acotado y
Y = {Ythzo una semimartingala continua tal que O, < O, ;
antonces

ad ZS es también previsible,

Demostracidn. ad Sea T un tiempo de paro Yy

i z = Ct =
consideremos =1 proceso 2, I[O,T]") I{tST} . Como
2. =1,. . =1 ) =1 Ly,
S, {bt:’;T } {DT_::f t (o, DT]
puesto que D es un tiempo de paro, I es previsible
T [O,DT]

asi que ZS es previsible. El resultado es cierto para los
L .
previzsibles =lementales. Los previsibles elementales forman

tna clase mondtona que genera a la o—-algebra de los previsi-

blas, entonces resulta 2n general qus Z. 235 previsibls,
b)) Sea Zt = I{tET} , con T un tiempo de paro. Como
YD = 0, entonces
T .
2. Y =1 Y =1 Y =Y
Szt {StST} t {tSDT} L t/\DT
t"DT t
=z Y, + [ dy_ =2z Y + | Tis<p_y 9%,
o o T

i

t
ZY +fz dy
g O o
Qo u

Nuevamente tenemos que el resultado es cierto para previsibles
elementales, asi{i que también es cierto para los previsibles

acotados.

= =
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COROLARIO II.3

Si X, ¥ son martingalas locales continuas entonces

a Z_.Y =2 Y o+ J SN 4 es martingala local.
= o o = "
¢ %) -
D2 El tiempo local de Z_Y 2n =21 niwvel cero, =23ta dado

por I [ZS ( dL CYD.

[»] "

<) En particular se tiens gque ZSXL es martingala local
t

b t

con tiempo local folzsu; 4L CXD = I§IZ“! dL <X

Demostracion. Consider emos 1Y | la cual es una
semimartingala no negativa tal qgque @¥ < @IYl 3 luego,
aplicands b2 del ftecrema antericor
220,00 = 12,00 ¢ f 125 | 2y,
t o] “u
De la formula de Tanaka d|Y | = sgnCY D> dY + dbL CYD
. l [¥3 (%3 u
obtenemos
t t
1Zg Y | = |2,Y ] * [ |25 |sgnCY > ay + [ |25 | dL CYD
t Q u o u

Como [ZSu|sgnCYu) = ZS sgnCZS Yu) » ¥ por la parte b) del

“ u
teorema II.=2 dCZS Yu)=ZS dY ;entonces obtenemos que:
“
(V3 u
t t
1) |ZSLY'.| = |ZY,l + fosgnCZSuYu)dCZSuYu) +j'°|ZSu|dLuCY).

Por otro lado, usando la férmula de Tanaka

i . ST ek et -
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t
@ |Zg Y| = |Z,Y,] + [ osanCZ ¥ D dACZ Y D+ L CZYD
t o B9 [

De C1) v (2> obtenemos que =1 tiempo local de {ZSkYchO
=2s igual a

shora, en el caso particular de Y = X tenemos. que

el tismpo local de ZSSQ 23 igual a I |2 | dLuCX)
"
Pero la medida st tiene soporte en @x Yy St =t para

cualquier t gque sea limite por la izquierda de puntos

e de ©

x los unicos puntos de @X para los cuales :% = t

: g =)
3on los extremos derechos de los intervalos de © Y

i pero

4

solo hay una coleccidn numerable de tales puntos

-

(N3

omo I_,t =23 <ontinuo dL’ no tisne Atomos, asi Jque
zZot o= thl .54l , luego
=

I1.1. CASOS PARTICULARES.

Sea p:R+———»R+ una funcidén de Borel localmente acotada y

consideremos Zc = pCLl) , con Lz el

Lo = Lt y de la parte bl del Teorema II.Z2
t

tiempo local de X
=2n cero. Como

tenemos
t
pCLOY = pCOodY  + fopu_sb dY _

con Y una semimartingala tal que @x < OY
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IT.1.1. Sean {Mt} una semimartingala local nula

en cero, a € R vy Yt = Mt + aLL tal gque ©, S ©, . Entonces

X Y
t

PpCLOY = o jochundLu

23 una martingala local. En efecto, por =1 parrafo
antarior,
t
SCL DY = CO2Y o+ eCLl odY
¥ t t ¥ o fop( u u

t t
= pCOdY _ + cxfoprLu)dLu + J‘opm_u)dmu :

t

coOmo f pCLu) dMu es martingala local, obtenemos. =1
o
resul tado.

IT.1.2. Sea X martingala local, entonces

t t
B 1 .
e 3 - = X By Y o b - oL
pCL DX > ‘fop Lodl v o LL\[XL| f pCL ddl
son martingalas locales. Esto se sigue por

t
+ . . + +
PCLOX = @COdX | + Ior,oCL.u) dx

o ¢ 1 ot
= pCOdK |+ f I{X >0} ax o+ 3 J‘ pCL ddL
[o] u [s]

t
PpCL X | |= wCOd [X | fo <L Od|X |

t t
= pCO X | + foqo(Lu)sgnC)(u)qu + _ropCLu)dLu;
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t t
puesto que f I{X ZO}dxu v f eCL dsgncy ddx son
e} u

martingalas locales, se obtiene lo deseado.

*®
I1.1.3. Sean X una martingala local, X = sup X_
-t est %
~ F 3 ~ ~ ~ -
.‘(' = ){t - )‘lt Y sea 1.t el tiempo local de Xt. Como X*?. 1)
-~ Ay - -
v ademas X0= O , entonces XL = 0 ; luego, de la férmula

de Tznaka se tiene

t
o =X, = -J Iﬁ =0} dax_ + L,
O -1

o=

Asi que
t

had

t
~ €
L dxs=2fl{x*=x}CdXs—dXSD
(o] e -]

Por otra parte usando la férmula b) del Teorema I11.2

\(LZS = f Z_ ax - J” zZg dx
t o [e] 5}
por lo tanteo
E 3 t t 3 t
.LSC)(t‘XtD—fLS d)(u=—fZS dx | :
t 8] a [ o] 5]

L]
[N

como segundo miembro es una martingala leocal entconces

t
- E 3 _ . _ >
Zg <X, X0 f Zg dX
t O (K]

e una martingala lecal.

Y
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o2 * .
1 ¢ € & entonces p(Xt) es una semimartingala

continua vy
t 3 E 3 k] %
f eCX D dX_ - X = X DpCX D
(8]
i

t t t
3 > 3 3 3 k.3 R » n
= fopc)(s)d)(s J‘opcxswxs + _[opcxsmxs focxﬁ X Jp'CX _ddX_

x »® ,
Como Xt crece solo en el conjunte {t : Xt = Xt} , esto dice

% *
que la medida dX  tiene scperte en {t: X, = Xt} , luego

lJa ultima integral se anulsa;

t i
[ eex™an™ - <x¥ - XDpcX > = [ (X0 aX
o & s t t t o [ e

es una martingala local.




CAPITULO I

EJEMPLOS
III1.1. Sea {Bzhzo un m.b. en R gque parte de cero
v sea '
Ta = inf {t : Bt = a}
con oa = E+ . Entonces L? tiene ley exponencial de=
a
parametro  2Ca - bd , 0 = b < a
A . - .
SHea polxD = o s, A= 0 Se tiene
t b
b, _ -AL _ L - by
L= [ e "Ta dl = - T {expC-ALD -1}
(8]
Luago, de II.1.2,
t by Lt bl 1 ., b 1 T R |
> ¢LLt) FB‘ =¥} p(LL) r TexpC kLL) {é + KCBt b2 } S

es una martingala local; como Ta es un tiempo de paro finito c.s.

1 b + b
- -
E{a ¢CLT b -BT b3 p(LT )}
a a a
= - L g P 1 - N
= N E{exp[ KLTa]C > + ACa-bdd a}—o

28
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O Sea

b _ 1
E{e""( “‘T]} =1 ¥ axca-m
Lo cual es la transformada de Laplace de la variable L?
a
con ley exponencial de parametro 2Ca-b).

III.2. Sean {Bt }tzo un m.b. en R que parte de cero y

Ta=inf{t.: [Bt|=§}

con a € R . Entonces L% tiene ley exponencial de
a

parametro a

t

_ —')\x - - -
Sean Pxd = e y LD := j‘oexpc AL D dL_ =
~x " expc -AL> - 1} . Asi que
-1 .
PCLO = B |pCLD = -A {exp(.—l\Lt) -1} - B, |expc-AL >

= -3 1 - -1
= - {1 + leL] $expC )\Ltb + A
es una martingala local. Como ?a es tiempo de paro,

X' E{C1 + AadexpC-AL~ 3 f = X'
a

_ ~1
o sea E{expC ~ALx P =<1 + Aad

a
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IT1I.3. Los resultados de la seccidén I1.1.3 se pueden

generalizar como se muestra en el siguiente teorema.

TEOREMA 1III.1

Con - la notacidn de I1.1.3, X wuna martingala
local nula en cero y F suficientemente suave:

Cad Si LF” + F* =0 y F!'x,x,2> =0 para cada x,z
2 xx z y

entonces FCX{,XT,[X,XJt) es una martingala local.
¢bY Si L F'’ + F’ = O entonces  FCX,L,[X,X1D es
2 XX z t ot t

martingala local.

Demostracidn. ad) De la férmula de Ito se obtiene

t
FCX X7, [X, X1 = FCX_, X 30X,X1 > + [{F:dX_+ FrdX_ + F.d(X,X1_ }
vt t o'"o o o X ® Yy s z al -

+

t
L f {F"d[X,X] + F"d[X,X*] + F**4dlX,[X,X11]
2 o XX @ Xy 2 wZ s

+ F”d[X*,X*] + F"d[X*,[X.X]] + F”d[[X,XJ]}
Na's 2 Yz zz

t
= FCX_, X1, [X,X1 > + [{F:dX_+ F!dX: + F. d(X,X]_ }
o’'"o o o X s y s z s

t
.1.'_. | 2 ]
+ 3 foF d[X,XJB

1
=FCX X LIX,X1 D+ [ cFrax N
o'"o o o X ® Y s

t
+ feFy - 15 Fl ddUX, X1
o]

t t
= FCX X1, [X,X1> + JFLax_ + [F ax_
oo ° x s o y 2
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. X, st X =X
puesto que F!'Cx,%x,2> =0 b'% cxt)' = {
¥ o en otro caso
t )
entonces f F; dxs= o ; Yy por consiguiente
4o Y

t

F CX LXLIX,X1D = FeX X5 0x.X1 > + [ F: ax
t t t ‘ o] o] [s] x -]

o]

es una martingala local.

b) Nuevamente usando la férmula de Ito,

t

FCX ,L ,IX,X] DO=FCX ,L ,[X,X] )+j}F’dX +F’dL +F > d[X,X] ¢}
t ot t o o OOXayQZ L]

por consiguiente

+

t
L > L2 4 L 4
> j;{F diX, X1+ F'» dlL,LI1_ + F)° dLIX,X]]_
F!odlX,L1_ + F’°dIX,[X,X]] + F’’>d(L,[X,X11_}

Xy L] xXZ ] yz 8
t

FCX L ,(X,X] > + [ {F’dX_ + F'dL_+F'd(X,X1_ }

o o o ° X e Y s z @

1 t
+ 3 fop diX,X1_ .

t t -
FCXO.LO.EX.XJOD + j;r; dx_+ j;F; dL_ .

t t
I;Fx dx_ - I;FysgnCX’)dX.

+

FCX _,L _,[X,X1 D>
o' o o

+

t
JFax | ;

o Y e
cht.Lt,[X,XJt) s una martingala local.

=
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COROLARIO 1I1I.2

ad CXT - Xt)z - [X,X]t es una martingala local.

b Para o, e€eR , el proceso
2

o3 _ »x B »* »*_
Zt = Eﬁcoshﬁtxt Xﬁ) asenhf?()(t Xt)]exp{axt EX.XJt}

N

es martingala local.

2

by 220 = [ﬁcoshﬁ[)(tl - asenh{?])('_[]exp{al_t - Coxoxay

es martingala local.

€) Si B esunmb. y T = inf {t : |B/| = a} . entonces
a t

para o> O, 3 =0,
2

E[exp{aL%a - g

~r _ "‘1
Ta}] = 3{fcosh a3 - asenh ap}
Demostracién. a) Sea F(x,y,z> = Cy—xDz - z . Puesto que
F*’* =2 y F' = -1 entonces L F* + F*» = 0 , ademas
pLo's : 2 xXx z
R por consiguiente

% * 2

cht’xt'[x'XJtD = CXt - Xt) - [X.XJt es martingala local.
o -n’z/a
bY) Sea FC(x,y,zd = [{?coshﬁCy—xD - asenhﬁ(y—x)]e 4
2

Como L Frr = Lﬁz ? coshy-x0 - o senhy—-xO g Fzs2

2  xx¢ 2

1.2 & —n’z/a

Fé = - éﬁ E@coshﬁ(y—x) - asenhﬁ(y—x)]e 4 entonces

L F** «+ F* = 0 ., Por otro lado
2 XX z
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2
F‘)’, = [ﬁzsenh By - acoshﬁ(y—x)] ocexplay - gz} » luego

. - ' o3
Fy(x,x.z) O . Entonces el proceso {Zt }tZO es martingala

local.

b*> Es claro que la funcidn

FCx,y,2) = [Bcoshf?x - asenhﬁx]exp{ay - g*z2}

satisface L F** + Fé =0

> Foe ; por consiguiente el proceso

2?3 = [ﬁcoshﬁlxt[ - asenhﬁlxt|] exp{olL.t - ﬁg[X.X]t/E}

es una martingala local.

¢) ' Puesto que %a es un tiempo de paro, y el proceso

del inciso b’) es una martingala local, entonces

Zfﬁ = [Bcoshaﬁ - asenhaﬁ]exp{aL% - ﬁg %a/a}
T a
a
es una martingala. Ademas 2 17 = f3eoshO - asenhO = 3 .

o
Por el teorema de paro

e{Z2” = 54250y =
Ta
es decir

EjCcoshaf3 - asenhaPexpl{alsx - ﬁf% 72 =73 ,
g T, a2t

de donde se obtiene el resultado.
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II1.4 Cad Si X es una martingala local continua,
nula en cero, Fe@%RDy a>Q , entonces

i
a

es una martingala local.

t K
FeL2 + teMt - ad) A 01FteL® - L [ FreL®al®
t t L 2_ o s s

Cb> Para el movimienteo Browniano, la transformada
a _ . o _
de Laplace de la ley de Lrt donde T, o= inf{s : L.s t}
1

e A1 + % xa + A1

Demostracidn. (ad Usando la férmula de Tanaka
Caxt = L ;0
t
Luego, usando otra vez la férmula de Tanaka,

1_ a _ + .7 +
= dLL = dCXt alz + I{X: < a} dXt

o]

+ ~ 1
= dCX - ad + I + I dX + = I + di
t {XL < a} {Xgﬂ)} t 2 {Xtﬁa} t

De la formula de Ito, teniendo en cuenta gque L? es de’

variacidédn finita, obtenemos

FCL?)

1]

t
f FrcLl® aL?
o L) 3

[}

t t
v @ +_ - spr @
af F*CLD> dCX_-ad> + af FrcL D I{x+$a} I{x >0} dX_
O [a) - S

t
+ [ FreL® 1,.+ dL®
J; ™ {XQSa} s

’ t
2F L ixT- a1+ I FrcL?ydL® +
t t o -] -]

o
. a
ra2fF CL.)I{X+Sa}I{x >0} dx_
e . ® ]
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Luego

t
1L ,a, _ o, 2 + - _ L . o
> FCL)D FreLidoxX - al > I;F <L) dL._
t 2
= F*CL™>I ,  + I , dx
IO . =Y {XsSa} {XS>O} 5

es una martingala local.

b> Sea F(x = e—kx ,» entonces por ad:
L aspC-aL®) = ¢B = 2> nexpC-AL®y + L a : ¢ -aL?>4L°
2 P L t *P L 2 J;exp s s
es martingala local. Luego, como 7 es un tiempo de paro,

t
1 A . + - - a 1 . a
aexpc ALTt) A-BTL ad expl KLT') + > Aj;expc kLra) ds

1 - T . - a 1 LA
- =a=n - - 2NCR - = - = N .
Sexpl kLTL)_ K‘Ert a) expC kLTL) i rewpC &Lrt)

1 -
> Aexpl ALTOD

a .
Como Ltcrece donde B{— a se anula, entonces lo anterior es

igual a
L 1 a2 _ L
[2 + Aa + > AlexpC kLTt) > X
Luego, por el teorema de tiempo de paro
a R T 1 -1
E{expC hLT)) = akca + Aa + > »D

t

@t o i i . S e T
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III.5. PROBLEMA DE REFLEXION Y TIEMPO LOCAL.

Sea ¢ el conjunto de todas las funciones continuas
de [R ¥ en R, v ve¥ .  Se dice que la pareja {z,kD,
con 2z,kR 8, es solucidédn del | Prgblema de RellexidSn

aseciade o y Cen adelante abreviado PRCyD> J si

C1d = v + R
22 2 2 0

3D k es una funcidén creciente, nula en cero, tal

m .
que f 2Ct) dkCtLd = O
[ ]

TEOREMA I11I1.3

Para y € 8 tal que y(0) =2 O

, el PRCy)> admite
una sclucidn unica dada por

RCLd = sup ;CS) s
[o,t]
donde yisd) = sup{-y(s>,0} , vy 2CtD = yCtd) + RCLD

Demostracitédn. Unicidad . Sean Cz,R) y (2’,R’D
soluciones del PRCy); entonces =2Ct> = yltd + RCLD Y
2°Ct) = yltd + k’Ct), luego =C(t) - =z2’Ct) = RCtD> —-R’CLD.

Entonces
C2Ctd - 2°Ctdd? = chCtd - RrCtdd?

t
af CRCsD — R'C3DD dCkCsd-R*CsID
[s]

t
af C2C(s) - 2'C3)) dCRCs)—-R’CSDD
(o]

dos
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t t
= —a([ 2°Cs) dkCs) + f 2¢s) dh'(s)]
[o) o]

Debido a (2) y (32 de la definicién de PRCy), se cbtiene
czCtd - 2°¢tdd% < 0 ; 2 sea 2z(t) = 2°CL), de donde

RCE) = j*Ct)

Existencia . Sea RkCtL) = sup §Cs) Y 2Ctd = yCtd) + RkCLD.

{O,t1
Es claro que k € 8, es creciente, positiva y kCO) = O
pues 5(0) = 0.
2Ct) 2 O__¥Y t . En efecto, como y Cs) = — minCyCsd,O0d

= sup(-y(s),0) = §Cs) entonces
2CL) = yCtd) + k(LD = y+Ct) - y-Ct) + kCtD

+ - -
=y (L) = wy(td + sup y(sd 2 O .
[(O,t1

Ct) __crece sobre el conjunto {s : 2Cs) = 0} . En efecto,

; es

decir kCt _+£) = kCt D, luego §Ct03 = -y(t > . Por la

e [t ,t +hl
(o] o

sea to un punto de crecimiento a la derecha para lk

definicidn de =k, para cualquier h existe th

tal que 'nczo> < §Cth) < kCt_+hd, entonces
RCL D = yCt D = -yt >
asi que tho) = Q.
[s )

Por consiguiente [ 2Ct) dikC(td = 0 .
o
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IIT. 5.1 APLICACION A LOS PROCESC ESTCCASTICCS

Sean co,33<31>,93 un espacio de probabilidad que
satisface las condiciocnes habituales y {Yt} un proceso
continuo con valores en R. Se dice que la pareja de
Drocesos CZLJ%Q resuslve 21 PRCY) si, para todo w = Q ,

CZJMD,R%CwD) es una solucién de PRCYCwWII como se definid

anteriormente.

Para todo proceso Y continuo, tal que Yo =z 0,

existe una uUYnica solucidén del PRCY>, (Z,Kd> dado por

Zt = Yt + I<t Y KL = sup Ya donde Y9 = supC—Yg.O).
[o,t]

A partir de la definicidn resulta que 2 y K son

$CR+) ® ¥ -medibles; y tambien, si el proceso Y es 31—

adapatado asfi loson 2 y K

TEOREMA. I1II. 4

Sea Y una semimartingala continua, Y = M + V
donde M es una martingala local continua y V un proceso
de variacidén finita. Sea CZ,KD una solucién de PRCYD y L
el tiempo local de Z en el nivel cero, entonces

1

t —
K = - I ~t av. o+ L = supY
t j; {Z ;O} 8 2 "t co.t1 °

Demostraciédn. Del Teorema 1.8 se tiene que
t . t
L, = 2af I{z -0} dz_ = 2f I{Z =0} Cav_ + dK ,
[¢] - (o] s

pues Z es una semimartingala continua positiva.
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entonces

= - 1
5 = fol{zfo} We r a2l

Si X es una semimartingala continua con tiempo local
L en el nivel cero, entonces se sigue de la férmula de
Tanaka que
cx”,

1 - L :
L. .z L oy x|, L

son las respectivas soluciones de

PR [x: + f;I“a)o} de] , PR [x;— f;I{xsso} dxs] y

t
PR[|X°| + fosgncxs) dxs]

En particular

t
+
L =2 sup sup[—x - 1 dX 0]
t [O.t.]‘ ° fo {Xpot e ¢

t
=2 sup { sup[-x— + I ax O]}
[0.t) ° fo {X ot e

t
=2 sup { sup[—lx | - sgnCX D> 4dX , O]}
[0,t] ° Io * °

Para el caso del movimiento browniano se tiene lo
siguiente.
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TEOREMA I11.5

Sea (Z2,K) la soluciédn de PRCB) donde B es un m. b.

tal que B0 > 0. Entonces Z tiene la misma ley que |B| .

Demongtractdn., 2 =B + K =B + sup B es m. b.
t t t L 3
{O,t]

De las observaciones anteriores CIB].L) es solucidn de

t t
PR [Bo + [ sancB> ng] . Como (B,BI = [ sgnCBdB_ = t
o o
. t
entonces B:= B + f sgn(B ) dB es un m.b.; por lo
t [o) ° - -1
tantoc

N

]
o
+
]
(™
o

©m|

¥ |B

tienen la misma ley.

= =

Puesto que Bt - Bt es submartingala positiva y es

solucion del PRC—Bé). pues B?— Bt = —Bt + BT ; =ntonces

|BL| y B?— Bt tienen la misma ley.

Denctemos con 3X la o-algebra minima a la cual X
esti adaptada.

LEMA I1I.8

n t
Sea B un m.b.. Entonces, el proceso B = jégnCB.)dB.
o

es un m.b., nulo en cero, 33 = 3JB| y Lt = Sup C—B.)
s=t
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Demostracidn. Puesto que EB.B]t = J' dB‘ = t, entonces
-~ o
B es un m.b.. De la férmula de Tanaka y la unicidad de
PRC Bt) tenemos que

lB ' =B + L ’
t t t

lo cual nos asegura la contencién jf'IB' = f’B Ahora bien,

por la caracterizacién del tiempo local como limite de un

proceso que depende de ]Bl » CCorolario I.7>, tenemos que

3"]" <= \?"IBI ¥y por consiguientei’B = 3"'8‘

TEOREMA 1I1.7 dde Lewy)

E 3 2
Los proceso bidimensionales CBe- Bt' Bt) y

CiB,.I’ L2 tienen la misma ley.
Demostracidn. Por un lado, usando la férmula de

Tanaka, |IB,|] = B+ L ; por el otro, B-B = -B + B .
t t t t L t

t
Entonces el Teorema III1.5 (del Problema de Reflexidn)
nos dice que B* y B*-— B se obtienen de -B y a su vez

L vy |Bl se obtienende B . Como -B y B tienen la

misma ley, entonces ¢B™- B, B v C|B|, LY tienen 1la
misma ley.

2 .
Es claro que 3’8 B L=< 3’8 . Puesto que Bz < Br N

u
y si {w : B:Sc}eﬁ? entonces {w : Bts c}e’? .
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2 2
luego $BS$B;asique ?‘B_B=v-?B.

Asi que la filtracidédn de BT— Bt es la misma que la de

Bt . Por consiguiente la filtracidén de CBT- BL, BT) es

tambien #° , mientras que la filtracidén de C|B|,Ld es $‘|BI

la cual es algo mas chica.

Sea B un m.b., nulo en cero, B* = sup Ba :
s=t
entonces Bt = BT - Bt es una semimartingala continua y
positiva cuya ley es la de |B|. es decir: B es m.b.
reflejante.
- P d X a_.~
Como LtCB) =0 si a < 0 , pues LtCB)‘ crece
en {t : §0. = a} , entonces, por el Teorema 1.8 ,
¢ t 2 t £
L = 2f 115 =0} aB_ = 2f Iis*=5 § 98,
0o 3 (o] ) 8
Puesto que B® crece en it BT = Bz} ,  entonces
t
LcB> = 2f aB” = 2B
t o k] 3

Vemos, en primer lugar, que L.T es discontinuo en

a=0,; y , por otro lado, que L Ltcﬁ) tiene la misma

e
ley que B* y este a su vez tiene la misma ley que
LLCB) . De la férmula de Tanaka aLtCB) = LcC IB|> .

entonces L.tC |B|> tiene la misma ley que B". Obtenemos

entonces que el proceso ( ]Bt[ , éLLC |B|3> tiene la misma
) *
ley que CB'.- Bz’ Bt)
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- IV. CONCLUSIONES.

En este trabajo se muestra la utilidad del tiempo local
definido a partir de una extensiédn de la férmula de Ito. Con
esta definicidén , el calculo estocastico se liga bien con la
teoria de martingalas. Sin embargo, éste‘tipo de calculo se
encuentra restringido al caso unidimensional, esto se debe a
que‘hasta ahora no se ha podido dar una definicidédn adecuada

de lo que se llamarfa el tiempo local en mayores dimensiones.

Mediante este tipo de calculo se pueden encontrar
explicitamente, y con relativa facilidad, leyes de algunos
procesos. Aqui solo se hizo calculo estocastico aplicado a
procesos que estian en funcidédn del movimiento browniano. Sera
interesante también desarrcllar la teoria necesaria para

procesos con saltos, donde se tiene el proceso de Poisson.
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