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A los profesores: Alberto Soria López, Elizabeth Salinas Barrios, Eduardo Ramos Mora,

Gilberto Espinosa Paredes, Octavio Cazares Candia y Benôıt Goyeau, quienes como revisores
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vida más amena.

A mi familia, quienes a pesar de la distancia, siempre he sentido su apoyo: Juana, Javier,

Cristo y Jorge. A mi abuela Carmen y a la memoria de mi abuelo Chano (qepd).
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Resumen

El modelado del transporte de calor entre dos distintas regiones homogéneas, como las de

un medio poroso y una región de fluido libre puede llevarse a cabo mediante dos diferentes

alternativas. La primera consiste en utilizar una sola ecuación efectiva válida en todo el

sistema con coeficientes dependientes de la posición (modelo de un solo dominio). Tales

coeficientes pueden experimentar variaciones rápidas en la zona donde ocurren cambios

significativos en la microestructura (inter-región). En la segunda alternativa se utiliza una

ecuación efectiva con coeficientes constantes para cada región homogénea (modelo de dos

dominios). Esto crea la necesidad de introducir una frontera hipotética (superficie divisoria)

que separe a las regiones homogéneas, y a la cual se le asocien las condiciones de frontera que

acoplan a las ecuaciones efectivas de las regiones adyacentes. Se ha demostrado que ambos

modelos se encuentran relacionados principalmente mediante la información contenida en la

inter-región.

En el presente trabajo se utiliza el método del promedio volumétrico para derivar las

ecuaciones efectivas del modelo de un solo dominio, para el transporte de calor convectivo

y difusivo bajo equilibrio y no equilibrio local térmico. Además, se derivan y resuelven los

problemas de cerradura que permiten predecir las variaciones espaciales de los coeficientes

efectivos. Ya con el modelo cerrado, éste se resolvió y los perfiles de temperatura se

compararon con resultados de simulaciones numéricas directas y en un caso de aplicación

práctica. Finalmente, con la disponibilidad de las variaciones espaciales de los coeficientes

efectivos, se derivan las condiciones de salto para la temperatura y el flux de calor

y se predicen los coeficientes que contienen mediante la solución de los problemas de

cerradura macroscópicos asociados. Como ejemplo, se estudia el caso de transporte de calor

unidireccional, transitorio y conductivo de calor.
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Índice general

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página IV
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Da Número de Darcy, Adimensional
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Nomenclatura

Redp Número de Reynolds basado en el diámetro del poro, Adimensional

r Coordenada radial, m

r0 Longitud caracteŕıstica del dominio de promediado, m

sm Variable de cerradura microscópica que relaciona las

variables (〈Tm〉m − 〈Tp〉p) ←→ T̃m (m, p = β, σ). Variable

de cerradura macroscópica que relaciona las variables(
〈T 〉η

∣∣∣
y0

− 〈T 〉ω|y0

)
←→ T̂m (m = ω, η),

Adimensional.

Adimensional

s0
m Variable de cerradura microscópica asociada con sm (m =

β, σ),

W−1·(m3·K)

smp Variable de cerradura para la desviación macroscópica T̂m

asociada con la fuente 〈T 〉p
∣∣∣
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〈T 〉 Temperatura promedio en el modelo de equilibrio local
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K

〈T 〉+ Temperatura promedio en el lado de la región de fluido, K

〈T 〉− Temperatura promedio en el lado del medio poroso, K

〈T 〉wall Temperatura promedio en la pared del canal, K

t Tiempo, s

ti Parámetro de ajuste, Adimensional

Tm Temperatura puntual de la fase-m (m = β, σ), K

Tm,p Temperatura promedio de la fase-m evaluada en la región-p

(m = β, σ; p = ω, η),

K

T̃m Desviación espacial microscópica de la temperatura en la

fase-m (m = β, σ),

K

T̂m Desviación del equilibrio local térmico de la temperatura

de la fase-m (m = β, σ),

K

T̂m Desviación espacial macroscópica de la temperatura en la

región-m (m = ω, η),

K

〈Tm〉 Temperatura promedio de la fase-m (m = β, σ), K

〈T 〉m Temperatura promedio en la región-m (m = ω, η), K

〈Tm〉m Temperatura promedio intŕınseca de la fase-m en el modelo

de no equilibrio (m = β, σ),

K
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uβ Componente-x de la velocidad, m·s−1

ûβ Componente-x de la velocidad normalizado, Adimensional

uω Componente-x de la velocidad en el seno del medio poroso, m·s−1

V Dominio de promediado,

V Magnitud del volumen de promediado, m3

vβ Componente-y de la velocidad, m·s−1

v̂β Componente-y de la velocidad normalizado, Adimensional

Vm Porción de la región-m donde se resuelve el problema de

las desviaciones espaciales macroscópicas (m = ω, η),

Vm Volumen de la fase-m contenido en el dominio de prome-

diado (m = β, σ). Volumen de la región Vm (m = ω, η),

m3. m3

〈vβ〉 Magnitud de la velocidad superficial, m·s−1

〈vβ〉βω Magnitud de la velocidad superficial en el seno del medio

poroso,

m·s−1

x Coordenada tangente a la superficie divisoria,

x̂ Coordenada-x normalizada, Adimensional

xi Parámetro de ajuste, Adimensional

y Coordenada normal a la superficie divisoria,

ŷ Coordenada-y normalizada, Adimensional

y0 Posición de la superficie divisoria, m

y′0 Posición de la superficie divisoria donde se satisface

continuidad en el campo de la temperatura,

m

y0,m Posición de la superficie divisoria donde se satisface que

el flux de las desviaciones macroscópicas evaluadas en la

frontera en la región-m es igual a cero (m = ω, η),

m

yη Porción de la región frontera incluida en la región fluida, m

yω Porción de la región frontera incluida en la región porosa, m

W Anchura del canal, m

w Peso utilizado en esquemas iterativos,
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Letras latinas negritas

Bmp Tensor de cerradura para la desviación macroscópica T̂m

asociado con la fuente ∇∇ 〈T 〉p
∣∣∣
x0

(m, p = ω, η),

m2

bm Vector de cerradura microscópico que mapea las desviacio-

nes espaciales de la temperatura de la fase-m con la fuente

∇ 〈T 〉 (m = β, σ),

m

bmp Vector de cerradura microscópico en la ecuación promedio

de la fase-m asociada con la fuente ∇ 〈Tp〉p (m, p = β, σ),

m

Cβ Tensor de cerradura para la predicción de la permeabilidad, Adimensional

Cβσ Tensor de tortuosidad asociado con la diferencia de

temperaturas promedio entre el fluido y el sólido,

W·(m·K)−1

cmp Vector de cerradura para la desviación macroscópica T̂m

asociado con la fuente ∇ 〈T 〉p
∣∣∣
x0

(m, p = ω, η),

m

Dβ Tensor de cerradura para la predicción de la permeabilidad, m2

dβ Vector de cerradura para la predicción de la permeabilidad, m

Fm Fuente asociada con el gradiente ∇∇ 〈T 〉m|x0
en la

ecuación diferencial para T̂m (m = ω, η),

W·(m·K)−1

fm Fuente asociada con el gradiente ∇ 〈T 〉m|x0
en la ecuación

diferencial para T̂m (m = ω, η),

W·(m2·K)−1

fm Fuente asociada con el término 〈T 〉m|x0
en la ecuación

diferencial para T̂m (m = ω, η),

W·(m3·K)−1

g Constante de gravedad, m·s−2

gIm Coeficiente vectorial en la condición de salto para la

temperatura asociado con el término ∇ 〈T 〉m|x0
(m =

ω, η),

m

gIIm Coeficiente vectorial en la condición de salto para el flux

de calor asociado con el término ∇ 〈T 〉m|x0
(m = ω, η),

m

HI
m Coeficiente tensorial en la condición de salto para la

temperatura asociado con el término ∇∇ 〈T 〉m|x0
(m =

ω, η),

m2
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HII
m Coeficiente tensorial en la condición de salto para el flux

de calor asociado con el término ∇∇ 〈T 〉m|x0
(m = ω, η),

m2

hβ Vector de cerradura para la predicción de la permeabilidad, m−1

I Tensor identidad, Adimensional

K∗eff Coeficiente de dispersión térmico total en el modelo de

equilibrio local térmico,

W·(m·K)−1

Kmp Coeficiente térmico efectivo en la ecuación promedio de la

fase-m asociado al término ∇ 〈Tp〉p en el modelo de no

equilibrio local térmico (m, p = β, σ),

W·(m·K)−1

Km,ω Coeficiente térmico efectivo para la fase-m en el seno del

medio poroso bajo el modelo de no equilibrio local térmico

(m = β, σ),

W·(m·K)−1

Kβ Tensor de permeabilidad, m2

li Vectores del patrón de periodicidad, m

n Vector normal unitario dirigido hacia afuera del dominio

de solución para los cálculos del DNS,

Adimensional

nm Vector normal unitario dirigido hacia afuera de la región

Vm (m = ω, η),

Adimensional

nmp Vector normal unitario dirigido desde la fase- o región-m

hacia la fase- o región-p (m, p = β, σ ó m, p = ω, η),

Adimensional

O Indica orden de magnitud,

r Vector de posición, m

rm Vector que localiza a la fase-m con respecto a un marco de

referencia externo (m = β, σ),

m

u Coeficiente efectivo tipo-convectivo total en el modelo de

equilibrio local térmico,

m·s−1

ump Vector tipo-convectivo en la ecuación promedio de la fase-m

asociado con el término 〈Tp〉p en el modelo de no equilibrio

local térmico (m, p = β, σ),

m·s−1

vβ Campo de velocidad puntual, m·s−1

v̂β Campo de velocidad normalizado, Adimensional

ṽβ Desviación espacial del campo de velocidad, m·s−1
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〈vβ〉 Campo de la velocidad superficial, m·s−1

x Vector que localiza el centroide del volumen promediante

con respecto a un marco de referencia externo,

m

x0 Posición de la superficie divisoria, m

xη Vector que localiza el seno de la región de fluido, m

xω Vector que localiza el seno del medio poroso homogéneo, m

ym Vector que localiza a la fase-m con respecto al centroide

del volumen promediante (m = β, σ),

m

Śımbolos griegos

α Coeficiente de deslizamiento para el transporte de cantidad

de movimiento,

Adimensional

αβσ Difusividad térmica mezclada, m2·s−1

αm Difusividad térmica de la fase-m (m = β, σ), m2·s−1

αI Coeficiente en la condición de salto para la temperatura

asociado con el término 〈T 〉η
∣∣∣
x0

,

Adimensional

αII Coeficiente en la condición de salto para el flux de calor

asociado con el término 〈T 〉η
∣∣∣
x0

,

Adimensional

αT Coeficiente de deslizamiento térmico, Adimensional

β Coeficiente de salto para el transporte de cantidad de

movimiento,

Adimensional

βi Coeficientes de salto para el transporte de cantidad de

movimiento considerando efectos inerciales (i = 1, 2),

Adimensionales

∆ Indica diferencia, Adimensional

δ Tamaño de la inter-región. Función delta de Dirac, m. Adimensional

δi Longitud caracteŕıstica asociada con el transporte de calor

en la microescala para la fase-i (i = β, σ),

m

δVm Superficie externa de la región Vm (m = ω, η),

εm Fracción volumétrica de la fase-m (m = β, σ), Adimensional

εβ,ω Fracción volumétrica en el seno poroso, Adimensional

εω Mayor de la fracción volumétrica de las dos fases (ω =

β, σ),

Adimensional
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Φ Fuente térmica relacionada con las desviaciones de la

condición de equilibrio local térmico. Fuente heterogénea

relacionada con el problema de transporte de cantidad de

movimiento en el canal,

J·m−3·s−1. Adi-

mensional

Φs Fuente térmica de no equilibrio de exceso, W·(m2·K)−1

〈Φσ〉σ Fuente térmica homogénea promediada de fase, W·(m3·s)−1

κ Relación de conductividades térmicas, Adimensional

λ Longitud caracteŕıstica en la condición de deslizamiento de

la temperatura,

m

µeff Viscosidad efectiva en el medio poroso, Pa·s
µβ Viscosidad de la fase fluida, Pa·s
Ω Dominio de solución,

〈Ω〉βσ Fuente térmica heterogénea promediada en el área, J·(m2·s)−1

Ωm Dominio de solución en la región-m para las desviaciones

espaciales macroscópicas (m = ω, η),

〈ρ〉 Densidad promediada espacialmente, Kg·m−3

ρm Densidad de la fase-m (m = β, σ), Kg·m−3

(ρcP )βσ Capacidad caloŕıfica mezclada, J·(m3·K)−1

Θ Temperatura adimensional, Adimensional

Θm Temperatura media, Adimensional

ξ Espesor de la inter-región, m

Sub́ındices y supeŕındices

+ Indica el dominio de la región del fluido libre,

− Indica el dominio de la región porosa,

cell Relativo a la celda de solución,

H Relativo a la altura del canal,

I Coeficiente asociado con la condición de salto para el

campo en el modelo de dos dominios,

II Coeficiente asociado con la condición de salto para el flux

en el modelo de dos dominios,

s Cantidad de exceso,
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x Componente longitudinal,

y Componente transversal,

β Fase fluida,

η Región homogénea del fluido libre,

ω Región homogénea del medio poroso,

σ Fase sólida,

Acrónimos

DNS Direct Numerical Simulation (Simulación Numérica Directa),

GTE Generalized Transfer Equation (Ecuación de Transferencia Generalizada),

LTE Local Thermal Equilibrium (Equilibrio Local Térmico),

LTNE Local Thermal Non-Equilibrium (No Equilibrio Local Térmico),

ODA One-Domain Approach (Modelo de un Solo Dominio),

REV Representative Elementary Volume (Volumen Elemental Representativo),

SAT Spatial Averaging Theorem (Teorema del Promediado Espacial),

TDA Two-Domain Approach (Modelo de Dos Dominios),

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página XIX



Nomenclatura

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página XX



INTRODUCCIÓN

En la naturaleza es muy común encontrar sistemas compuestos de varias fases y también

en aplicaciones hechas por el hombre. La descripción completa del transporte de propiedades

tales como la velocidad, temperatura y masa en este tipo de sistemas, puede realizarse

mediante la solución de las ecuaciones de conservación de cantidad de movimiento, calor y

masa en cada fase presente en el sistema, es decir, en la escala del continuo ó microescala. Sin

embargo, existen serios problemas para llevar esto a cabo debido a la presencia de numerosas

e irregulares fronteras interfaciales. Al respecto, es oportuno puntualizar lo siguiente:

Es extremadamente complejo conocer la distribución exacta de cada una de las fases

en el sistema, es decir, la posición de las fronteras interfaciales incluso en el caso más

simple cuando se consideran medios ŕıgidos y/o con estructura ordenada.

Frecuentemente el tamaño completo del sistema multifásico es mucho mayor al tamaño

caracteŕıstico de las fases individuales (disparidad de escalas), lo cual origina que el

dominio de solución del problema luzca gigantesco si se pretende modelar todo el

sistema a partir de la solución de las ecuaciones gobernantes en la microescala.

Aún si los dos puntos anteriores no fueran limitantes, en ocasiones no es necesario

conocer los numerosos detalles relacionados con la microescala, y es suficiente con

describir el fenómeno a partir de variables promedio.

Una de las maneras de describir el transporte en término de variables promedio es llevando

a cabo un proceso de escalamiento. Uno de los métodos más utilizados para escalar, el

cual es utilizado en este trabajo, es el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999).
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Introducción

Dicho método, además de reducir enormemente la cantidad de información proveniente de la

microescala, proporciona un marco teórico que, de manera rigurosa, permite derivar modelos

promedio o macroscópicos a partir de las ecuaciones gobernantes de la microescala. Entre

las principales ventajas que se tienen con este método están las siguientes:

Se obtiene una definición clara de las variables dependientes promedio.

Se definen rigurosamente los coeficientes efectivos de transporte. En dicha definición,

se identifica de manera clara el efecto que tiene el fenómeno y la estructura de la

microescala sobre el fenómeno en la macroescala.

Proporciona la manera de enlazar el campo de las variables puntuales al campo de las

variables macroscópicas mediante los problemas de cerradura asociados.

Se obtienen las restricciones de escala que deben de satisfacerse para utilizar los modelos

promedio, es decir, se define la validez de las ecuaciones desarrolladas.

Uno de los retos importantes en modelos escalados está en la manera que se caracteriza

el transporte en la inter-región que separa a dos o más regiones homogéneas. Dentro

de este contexto, por región homogénea se entiende a aquella porción del sistema donde

propiedades promedio (por ejemplo la porosidad, permeabilidad, etc) son independientes de

la posición; mientras que, la inter-región es la zona donde ocurren variaciones importantes de

las propiedades promedio (Chandesris y Jamet, 2009; Valdés-Parada y col., 2007c, 2009b).

El tamaño caracteŕıstico de la inter-región es comparable con el volumen de promediado

utilizado en el escalamiento. Para llevar a cabo el modelado en la inter-región se tienen dos

alternativas (Goyeau y col., 2003): 1) El Modelo de un Solo Dominio (ODA por sus siglas en

inglés: One Domain Approach), en el cual el sistema entero, es decir, regiones homogéneas

e inter-región, se considera como un medio pseudo-continuo. El modelado se lleva a cabo

por medio de una Ecuación de Transferencia Generalizada (GTE por sus siglas en inglés:

Generalized Transfer Equation), la cual es válida en todo el dominio de solución y en su

formulación existen coeficientes efectivos dependientes de la posición. 2) El Modelo de Dos

Dominios (TDA por sus siglas en inglés: Two Domain Approach), en el cual el sistema

se divide en dos dominios homogéneos y la inter-región es reemplazada por una superficie

divisoria. Bajo esta formulación, la información contenida en la inter-región es capturada en

las condiciones de salto asociadas con la superficie divisoria. El uso de cualquiera de estos

dos modelos, es usualmente una opción que se determina, como ejemplo, por las propiedades
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Región
homogénea 1

Modelo de dos dominiosModelo de un solo dominio

Inter-región

Superficie
divisoria

Ecuación promedio
para la región 1

Ecuación promedio
para la región 2

Ecuación de
transferencia
generalizada

Región
homogénea 2

Figura 1. Modelos de uno y dos dominios para el transporte entre regiones homogéneas.

del sistema en particular y por las capacidades de cómputo disponibles. En trabajos previos

(Valdés-Parada y col., 2009b) se ha mostrado que el cómputo de los coeficientes de salto

en el TDA, requiere de información proveniente de la formulación alterna ODA. Con fines

ilustrativos, en la Figura 1 se muestra un esquema mostrando las diferencias sustanciales

entre los modelos de uno y dos dominios.

El presente trabajo de investigación doctoral se enfoca en el desarrollo de los modelos

ODA y TDA cerrados (en término de parámetros conocidos) para el transporte de calor

por convección y conducción entre dos regiones homogéneas; y además, considerando la

suposición de equilibrio y no equilibrio local térmico. En este caso, una región se compone

de un medio poroso (región-ω) y la otra solo de fluido (región-η) tal como se muestra en

la Figura 2. De esta forma, existen solo dos fases en el sistema: la matriz sólida del medio

poroso la cual se encuentra saturada por el mismo fluido de la región de fluido libre. Algunos

ejemplos de procesos donde estos tipos de sistemas son importantes son:

Transporte de calor en suelos (Chounet y col., 1999; Xin-Bi y Fu-Chu, 2008).

Procesos de secado (Jiménez-Islas y col., 2004; Whitaker, 1977, 1980).

Enfriamiento de artefactos electrónicos (Huang y col., 2005).

Reactores cataĺıticos (Fatehi y Kaviany, 1994; Pereira-Duarte y col., 1984a,b).

Procesos de enfriamiento por transpiración (Cho y Eckert, 1994).
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Medio poroso
homogéneo  
(región-w)

Fluido libre
homogéneo  
(región-h)

Figura 2. Sistema compuesto de un medio poroso homogéneo adyacente a una región de solo

fluido.

Transporte de calor en tejidos biológicos (Khaled y Vafai, 2003; Nakayama y Kuwahara,

2008).

Transporte de calor en intercambiadores de calor no convencionales (Alkam y Al-Nimr,

1998, 1999; Alkam y col., 2001; Haji-Sheikh y Vafai, 2004; Mohamad, 2003).

Transporte de calor en barras de combustible nuclear (Kim y El-Genk, 1989; Nield,

1998).

Transporte de calor en colectores solares modificados (Al-Nimr y Alkam, 1998).

Transporte de calor en sistemas geotérmicos (Espinosa-Paredes, 2011).

El trabajo se encuentra estructurado en la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 se presenta

la revisión de la literatura. La Parte I (Caṕıtulos 2, 3 y 4) se enfoca en el desarrollo y

aplicación del modelo ODA. En el Caṕıtulo 2 se desarrollan las ecuaciones de transferencia

generalizada bajo la suposición de equilibrio y no equilibrio local térmico. En el Caṕıtulo 3

se lleva a cabo la predicción de los coeficientes efectivos más relevantes del modelo ODA, y

se realiza una comparación entre los perfiles de temperatura obtenidos con las ecuaciones de
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transferencia generalizada, y la temperatura promedio que resulta de resolver las ecuaciones

de la microescala en un dominio simple. En el Caṕıtulo 4 se utiliza el modelo de equilibrio

local térmico para modelar y analizar un caso de aplicación práctica (intercambiador de calor

con inserto poroso).

En la Parte II (Caṕıtulos 5 y 6) del trabajo se presentan los desarrollos del modelo

TDA. En el Caṕıtulo 5 se estudia el modelo dos dominios bajo la suposición de equilibrio

local térmico en una configuración unidireccional del transporte de calor; se plantean los

problemas de cerradura asociados y se predicen los coeficientes de salto que aparecen en

las condiciones de salto. Además, se propone un criterio teórico para la ubicación óptima

de la superficie divisoria. Con el antecedente del problema simple tratado en el Caṕıtulo 5,

en el Caṕıtulo 6 se enfoca en la derivación teórica de las condiciones de salto pero para un

problema más general, esto es, se aborda el modelo de equilibrio térmico con acumulación,

convección y dispersión en una geometŕıa general.

La parte final del documento contiene las conclusiones generales, una sección con

comentarios finales, la lista de referencias citadas y los apéndices. En el Apéndice A se

derivan los problemas de cerradura correspondientes para predecir los coeficientes efectivos

de transporte asociados con el modelo ODA. Por último, en el Apéndice B se presenta la

predicción los coeficientes efectivos menos relevantes.
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CAPÍTULO 1

REVISIÓN BIBLIOGRÁFICA

En este caṕıtulo se presenta la revisión de los trabajos más relevantes relacionados con

la investigación. Particularmente, se identifican tres temas principales a revisar. El primero

se centra en trabajos dedicados a la derivación y aplicación de modelos escalados para el

transporte de calor en sistemas multifásicos; esto se presenta en la Sección 1.1. El segundo

tema, presentado en la Sección 1.2, trata de estudios sobre la validez del principio de equilibrio

local térmico. El tercer tema se enfoca en las distintas propuestas y desarrollos sobre la

caracterización del transporte entre regiones homogéneas, las cuales se discuten en la Sección

1.3.

1.1. Escalamiento del transporte de calor

Uno de los primeros trabajos sobre la derivación de parámetros efectivos de transporte es

el de Maxwell (1873). Aunque su trabajo estuvo enfocado a la conducción eléctrica entre dos

distintos medios, sus resultados pueden fácilmente adaptarse al problema de conducción de

calor. En su desarrollo se consideró un medio en la cual se encuentran diseminadas numerosas

esferas suficientemente pequeñas para evitar efectos entre part́ıculas; por lo tanto, sus

resultados solo son válidos para valores de la porosidad suficientemente altas. Posteriormente,

Rayleigh (1892) extendió el trabajo de Maxwell a un medio con una concentración mayor de

part́ıculas y considerando un arreglo periódico de esferas.

En un intento por incluir adecuadamente las caracteŕısticas geométricas de medios
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porosos en la predicción de coeficientes efectivos, algunos investigadores han recurrido a

métodos estocásticos. Por ejemplo, Batchelor (1974) definió la conductividad térmica efectiva

en función de la densidad de probabilidad que define a las caracteŕısticas geométricas y f́ısicas

de un medio multifásico. Bajo este contexto, es posible capturar el carácter aleatorio de un

medio poroso complejo. En dicho trabajo se presentan los ĺımites inferior y superior de la

conductividad térmica efectiva en función de la porosidad (véase la Figura 1 en Batchelor,

1974), los cuales están basados en principios variacionales previamente reportados por Hashin

y Shtrikman (1962).

Uno de los métodos más utilizados para procesos de escalamiento es el del promedio

volumétrico (Whitaker, 1999). Carbonell y Whitaker (1984) y Zanotti y Carbonell (1984)

utilizaron este método para obtener los modelos escalados que gobiernan el transporte de

calor en reactores de lecho empacado. En su desarrollo teórico utilizaron el modelo de no

equilibrio local térmico (LTNE por sus siglas en inglés: Local Thermal Non-Equilibrium),

el cual consiste en el uso de una ecuación para la temperatura promedio de la fase fluida y

otra para la fase sólida; además de considerar efectos dispersivos. Debido a la complejidad

derivada de los numerosos coeficientes efectivos involucrados en los modelos, y en los

problemas de cerradura necesarios para su predicción, se utilizó un modelo simple de tubo

capilar para representar la microestructura del lecho empacado. A pesar de las enormes

simplificaciones que esto conlleva, se encontró una excelente correspondencia de la dispersión

térmica efectiva con datos de laboratorio. Obviamente, la precisión de las predicciones

de los perfiles de temperatura puede mejorarse significativamente al involucrar celdas de

solución más realistas. Una opción muy adecuada para la determinación de los coeficientes

efectivos del modelo de no equilibrio, consiste en usar dicho modelo para interpretar datos

de laboratorio, tal como se presenta en el trabajo de Glatzmaier y Ramirez (1988). Además

del método del promedio volumétrico, otras técnicas han sido aplicadas para describir el

transporte desde la macroescala. Por ejemplo, Auriault (1983) y Auriault y Royer (1993)

aplicaron y compararon los métodos fenomenológicos y de homogenización en el problema

de calor conductivo.

Para transporte de calor solo por mecanismos difusivos, Nozad y col. (1985a) presentaron

en un primer trabajo el escalamiento del transporte de calor en un sistema poroso bifásico.

En su desarrollo obtuvieron el modelo de una ecuación; también conocido como el modelo de

equilibrio local térmico (LTE por sus siglas en inglés: Local Thermal Equilibrium). Además

de presentar el problema de cerradura para la predicción del tensor de conductividad térmica
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efectiva, utilizando la teoŕıa de perturbación demostraron que la conductividad térmica

efectiva es invariante cuando la relación de conductividades térmicas entre el sólido y el fluido

es muy grande; lo cual es válido solamente cuando en el sistema no existe contacto part́ıcula-

part́ıcula. Los mismos autores, en una segunda parte (Nozad y col., 1985b), extendieron el

análisis a un sistema de tres fases encontrando ligeras discrepancias en las comparaciones de

la conductividad térmica efectiva predichas teóricamente con experimentos de laboratorio.

Tales discrepancias fueron atribuidas al uso de una celda unitaria simple para resolver el

problema de cerradura, la cual no consideraba el contacto part́ıcula-part́ıcula.

La importancia del contacto part́ıcula-part́ıcula ha sido discutida de diferentes maneras

en la literatura. Batchelor y O’Brien (1977) obtuvieron una expresión anaĺıtica utilizando el

método de expansión asintótica en un estudio sobre materiales granulares,

Keff = kβ [4 ln(κ)− 11] (1.1)

Esta expresión es válida cuando existe contacto entre las part́ıculas en un solo punto y

para valores grandes del parámetro κ, la relación de conductividades térmicas entre el

sólido y el fluido kσ/kβ. Nozad y col. (1985a) mejoraron notablemente las predicciones de

la conductividad térmica efectiva, al resolver el problema de cerradura en celdas unitarias

en donde el sólido es la fase continua. Posteriormente, Shonnard y Whitaker (1989) llevaron

a cabo experimentos de laboratorio considerando esferas en contacto para la determinación

experimental de la conductividad térmica efectiva.

Recientemente, Yang y Nakayama (2010) señalaron la gran importancia del área de

contacto entre part́ıculas sólidas. Basados en una celda compleja tri-dimensional la cual

consiste en rectángulos sólidos con brazos conectores en una arreglo periódico, utilizaron

un análisis del transporte de calor en la escala del poro similar al utilizado en circuitos

eléctricos. De esta manera, obtienen una expresión algebraica para la conductividad térmica

efectiva, la cual predice de manera muy cercana datos de laboratorio. No obstante, uno

de los inconvenientes de esta metodoloǵıa es la cantidad de información que se requiere

de la microescala acerca de los brazos conectores reales, la cual en muchas ocasiones no se

encuentra disponible. Además, proponen una expresión emṕırica para la dispersión térmica

efectiva para flujo en régimen laminar y turbulento.

Utilizando el método del promedio volumétrico, Quintard y Whitaker (1993) llevaron

a cabo un exhaustivo análisis de los modelos de equilibrio y no equilibrio local térmico

en estado transitorio. En su desarrollo teórico se encontraron las restricciones temporales
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y de escala, bajo las cuales, los modelos promedio son simplificados. Para el modelo

de equilibrio presentaron la predicción del único coeficiente involucrado, el tensor de

conductividad térmica Keff ; mientras que para el modelo de no equilibrio presentaron los

cuatro coeficientes efectivos involucrados, Kββ, Kβσ = Kσβ, Kσσ y avh
1. De manera general,

mediante comparaciones de la predicción teórica de la temperatura promedio y la que resulta

de experimentos numéricos, sugieren que ambos modelos son confiables para simulaciones en

estado transitorio y estacionario. En un trabajo posterior, Quintard y col. (1997) extendieron

el análisis al problema donde también existe transporte de calor por convección en la fase

fluida. Bajo el modelo de no equilibrio, se obtuvo la forma macroscópica de las ecuaciones

efectivas del fluido y del sólido y se definió el esquema de cerradura para predecir los

diversos coeficientes efectivos de transporte involucrados. Debido al transporte convectivo, en

algunos coeficientes aparecen términos dipersivos que incluyen efectos de la hidrodinámica

en la microescala. Para diversos valores de la relación de la conductividades térmicas y

del número de Péclet, los autores presentaron predicciones numéricas de los coeficientes

efectivos a partir de la solución de los problemas de cerradura en celdas unitarias bi- y

tri-dimensionales. Algunas comparaciones entre estas predicciones y datos experimentales

visualizan buena concordancia, a pesar de las dificultades encontradas en experimentos de

laboratorio. Recientemente, el análisis del transporte de calor ha sido extendido a sistemas

que involucran efectos termodifusivos (Davarzani y col., 2010), es decir, existe transporte de

masa debido a los gradientes de temperatura; lo cual se conoce como el efecto Soret. El efecto

contrario, es decir, cuando existe transporte de calor debido a gradientes de concentración,

se conoce como efecto Dufour.

Los trabajos mencionados hasta este punto, involucran esquemas de cerradura indepen-

dientes del tiempo, y muy pocos se han enfocado al análisis de esquemas transitorios. Sin

embargo, el trabajo de Moyne (1997) sugiere que, generalmente, es aceptable utilizar esque-

mas de cerradura independientes del tiempo.

1.2. Análisis de la validez del equilibrio local térmico

La pertinencia sobre el uso de un modelo de equilibrio o de no equilibrio ha sido analizada

en varios trabajos en la literatura. Cuando es aceptable utilizar una sola temperatura

promedio para la descripción del transporte en la macroescala, entonces es suficiente con

1La definición expĺıcita de los tensores térmicos se encuentra en el Apéndice A.
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utilizar una sola ecuación efectiva para el modelamiento. En el caso en que una sola

temperatura no es adecuada, entonces es necesario recurrir al modelo de no equilibrio el

cual se compone de una ecuación efectiva para cada fase presente en el sistema, y que

se encuentran acopladas entre śı. Esto incrementa notablemente el numero de coeficientes

efectivos a determinar, y por ende, la complejidad del modelo. Aśı, en la medida de lo posible

es deseable utilizar el modelo de equilibrio, y además, definir las condiciones de validez de

dicho modelo. Con el objetivo de identificar las restricciones asociadas con el modelo de

equilibrio local térmico, Whitaker (1991) llevó a cabo un análisis de ordenes de magnitud

utilizando el método del promedio volumétrico, y concluyó que el uso de una sola temperatura

promedio es válida siempre y cuando se satisfagan las siguientes restricciones,



εβεσ

[
(ρcP )β − (ρcP )σ

]
L2
c

(εβkβ + εσkσ) t∗



Λ� 1 (1.2a)

{
εβεσPe

(
Lc
dp

)(
Lc
Lρcp

)(
kβ

εβkβ + εσkσ

)}
Λ� 1 (1.2b)

{
εβεσ (kβ − kσ)

εβkβ + εσkσ

}
Λ� 1 (1.2c)

donde,

Λ = O

{[
(ρcP )β − (ρcP )σ

(ρcP )βσ

]
d2
p

αβσt∗
+ O

[(
kβ
kβσ

)(
dp
LρcP

)
Pe

]
+ O

[(
kβ − kσ
kβσ

)(
dp
Lc

)2
]

+O

[(
εω
εβεσ

)
av 〈Ω〉βσ d2

p

kβσ∆ 〈T 〉

]
+ O

[ 〈Φσ〉σ d2
p

kβσ∆ 〈T 〉

]}

×





d2
p

αβσt∗
+ O

[
εσ

(
kβ
kβσ

)(
dp
Lρcp

)
Pe

]
+ O

(
dp
Lc

)2

+ O


 dpav

εβεσ

(
kβσ
dp

)(
δβ
kβ

+ δσ
kσ

)







−1

(1.3)

Aqúı O significa orden de magnitud; εi es la fracción volumétrica de la fase-i (i = β, σ

donde β es la fase fluida y σ la fase sólida); (ρcP )i es la capacidad térmica de la fase-i;

ki es la conductividad térmica de la fase-i; t∗ es el tiempo caracteŕıstico del proceso en

la microescala; Lc es la longitud caracteŕıstica asociada con el término ∇2 〈T 〉; Pe es el

número de Péclet; dp es el diámetro efectivo de part́ıcula; Lρcp es la longitud caracteŕıstica

asociada con el transporte convectivo; (ρcP )βσ es una combinación de las capacidades

térmicas de los materiales, (ρcP )βσ = εσ (ρcP )β+εβ (ρcP )σ; kβσ representa una conductividad
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térmica combinada, kβσ = εσkβ + εβkσ; αβσ representa la difusividad térmica combinada,

αβσ = kβσ/ (ρcP )βσ; εω representa el valor mayor de la fracción volumétrica de ambas fases,

la fluida y la sólida; av es el área interfacial por unidad de volumen; ∆ 〈T 〉 es el cambio neto

del campo de temperatura promedio; δi es la longitud caracteŕıstica para la transferencia

de calor en la microescala para la fase-i; 〈Ω〉βσ representa la fuente térmica heterogénea

promediada en el área, y finalmente, 〈Φσ〉σ es la fuente térmica homogénea promedio.

Con base en las expresiones (1.2), el equilibrio local térmico puede aceptarse cuando:

1. Ya sea que el fluido o el sólido se encuentre en una proporción mucho menor al otro,

es decir, εβ ó εσ � 1.

2. Las capacidades térmicas de los materiales son muy parecidas, es decir, (ρcP )β ∼
(ρcP )σ.

3. El tiempo caracteŕıstico del proceso es suficientemente grande, es decir, L2
c/t
∗ � 1.

4. La intensidad de flujo es suficientemente pequeña, es decir, Pe� 1.

5. Las conductividades térmicas de los materiales son muy parecidas, es decir, kβ ∼ kσ.

6. Exista disparidad de escalas en el sistema, es decir, (dp/Lc)
2 � 1 (involucrado en el

parámetro Λ).

Es obvio que la mayoŕıa de los sistemas multifásicos no cumplen con todos los puntos

anteriores; sin embargo, el requerimiento más importante, y el cual es el que relaja las

restricciones para el LTE, es la disparidad de escalas del punto 6. La principal consecuencia

de esto recae en la definición del parámetro Λ, el cual en general se tiene que a medida que

(dp/Lc)
2 → 0, Λ→ 0.

Quintard y Whitaker (1995), en un trabajo posterior, derivaron la ecuación gobernante

para la diferencia de temperaturas promedio entre el fluido y el sólido. De esta manera,

presentaron el estimado de orden de magnitud,

〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ
∆ 〈T 〉 = O

(
lβσ
L

)2

×





O
[
L2 (ρcP )β−(ρcP )σ

kβσt∗

]
−O

[
(kβ−kσ)(1+Cβσ)

kβσ

]

1 + O
(
lβσ
L

)2

+ O
(

l2βσ
αβσt∗

)





(1.4)

Donde 〈Tβ〉β y 〈Tσ〉σ son las temperaturas promedio de fase para el fluido y el sólido,

respectivamente; lβσ es una longitud microscópica asociada con el sistema fluido-sólido; L es
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la longitud del sistema completo, y Cβσ es el aśı-llamado tensor de tortuosidad asociado con

la diferencia de temperatura 〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ.

Para verificar el estimado de la Ecuación (1.4), los investigadores llevaron a cabo

experimentos numéricos encontrando que la diferencia de temperaturas es aproximadamente,

〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ
∆ 〈T 〉 = O (1− 10) (1.5)

cuando la diferencia en las propiedades f́ısicas de los materiales son importantes. Esto es un

indicativo cuantitativo de la validez del LTE, ya que para que el modelo de equilibrio sea

satisfactorio se requiere que (〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ)/∆ 〈T 〉 � 1.

Además de la justificación teórica del principio de equilibrio local térmico, en la literatura

también pueden encontrarse estudios cuantitativos dedicados a este fin. Por ejemplo, Jeng y

col. (2006) definieron el parámetro

Ω =

(√
h

Kσσ

L

)
tanh

(√
h

Kσσ

L

)
(1.6)

donde h es el coeficiente de transferencia de calor intersticial, Kσσ es la conductividad térmica

efectiva de la matriz sólida y L es el tamaño del medio poroso. Los autores sugieren que la

condición de equilibrio local térmico es válida siempre y cuando Ω ≤ 3. Además, analizaron el

efecto de la condición frontera a la entrada del medio poroso sobre la suposición de equilibrio,

encontrando que dicho efecto disminuye a medida que el valor de h se incrementa.

Kim y Jang (2002) analizaron el efecto de parámetros pertinentes como el número de

Darcy, el número de Prandtl y el número de Reynolds sobre la validez del LTE. Los autores

concluyen que la suposición de equilibrio local térmico es siempre válida en todos los medios

porosos cuando la transferencia de calor ocurre principalmente por conducción. Para sistemas

porosos donde el coeficiente de transferencia de calor intersticial es proporcional al número

de Reynolds con una potencia mayor a 1, la condición de equilibrio es válida cuando el

transporte de calor por convección es dominante. En general, la condición de LTE es válida

siempre y cuando se cumpla la siguiente expresión

Preff,βRedpDa1/2 εβ
Nu
� 1 (1.7)

Donde Preff,β es un número de Prandtl efectivo basado en el fluido, Redp es el número de

Reynolds basado en el diámetro del poro dp, Da es el número de Darcy y Nu es el número

de Nusselt definido en la microescala.
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Mientras tanto, Marafie y Vafai (2001) incorporaron en el análisis el efecto del número

de Biot, de parámetros inerciales asociados con el problema de flujo y de la relación de

conductividades térmicas. Por comparación entre los campos de solución de los modelos de

equilibrio y de no equilibrio, los investigadores encuentran que el número de Darcy y los

parámetros inerciales tienen una menor influencia para establecer la validez de la suposición

del equilibrio local térmico.

1.3. Caracterización del transporte entre regiones ho-

mogéneas

1.3.1. Propuestas emṕıricas

Uno de los trabajos pioneros dedicados al análisis de los fenómenos de transporte en la

zona que separa a dos regiones homogéneas fue llevado a cabo por Beavers y Joseph (1967).

En su trabajo teórico-experimental se aborda la problemática del transporte de cantidad de

movimiento en un sistema compuesto por un medio poroso adyacente a una región de solo

fluido; espećıficamente, en la frontera macroscópica medio poroso-fluido. Con el objetivo de

reproducir teóricamente los datos experimentales, utilizaron la ley de Darcy para modelar el

flujo en el medio poroso; la ecuación de Poiseuille en la región fluida, y para acoplar ambos

modelos en la aśı llamada frontera nominal propusieron la condición de frontera emṕırica,

duβ
dy

∣∣∣∣
y=O+

=
α√
Kβ,ω

(
uβ|y=O+

− uω
)

(1.8)

Donde Kβ,ω representa la permeabilidad del medio poroso, α es un parámetro desconocido

el cual se ajusta para tener correspondencia con los datos experimentales y uβ|y=O+
y

uω representan la velocidad del lado del fluido y del medio poroso, respectivamente. Esta

expresión involucra una discontinuidad en el campo de la velocidad proporcional al gradiente

de la velocidad
(√

Kβ,ω/α
)
duβ/dy. Esta propuesta originó mucho interés y, posteriormente,

diversos investigadores se dieron a la tarea de determinar el parámetro α usando distintos

procedimientos teóricos (Richardson, 1971; Saffman, 1971; Taylor, 1971; Neale y Nader, 1974;

Haber y Mauri, 1983; Ross, 1983; Sahraoui y Kaviany, 1992).

La idea de un salto en el campo de la variable dependiente fue retomada posteriormente

por Sahraoui y Kaviany (1993, 1994) para el problema de transporte de calor. En este caso,
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se propuso una versión análoga a la Ecuación (1.8) dada por,

d 〈T 〉
dy

∣∣∣∣
y=O−

=
αT
λ

(
〈T 〉− − 〈T 〉+

)
(1.9)

donde αT es el aśı llamado coeficiente de deslizamiento y λ representa una longitud

caracteŕıstica de la microescala; 〈T 〉− y 〈T 〉+ representan las temperaturas del medio poroso

y de la región adyacente respectivamente, y 〈T 〉 es la temperatura promediada en volumen.

Los autores reportaron que el orden de magnitud de αT es aproximadamente,

αT = O(1− 10) (1.10)

Para un medio poroso adyacente a un medio homogéneo sólido, los autores reportaron que

el coeficiente de deslizamiento presenta una dependencia con la porosidad del medio poroso,

εβ,ω, y la conductividad térmica efectiva, Keff , de la siguiente forma,

αT = 10.07

(
Keff

kβ

)−2.41

ε−1.92
β,ω , para 0.5 ≤ εβ,ω ≤ 0.7, y

kσ
kβ

= 104 (1.11a)

αT = 2.59
ε−2.04
β,ω

Keff/kβ − 1
, para 0.5 ≤ εβ,ω ≤ 0.8, y

kσ
kβ

= 1 (1.11b)

Previamente, Yagi y Kunii (1960) realizaron experimentos en un lecho empacado anular de

esferas. Sus resultados muestran que αT se comporta como una función lineal del número de

Péclet.

En un trabajo numérico, Alazmi y Vafai (2001) hicieron una comparación cuantitativa

entre los perfiles de velocidad y temperatura que se obtienen al utilizar las diferentes

condiciones de salto propuestas ó utilizadas hasta ese momento en la literatura:

Para el problema de cantidad de movimiento:

• Condición de salto en el flux de cantidad de movimiento(Beavers y Joseph, 1967).

duβ
dy

∣∣∣∣
y=O+

=
α√
Kβ,ω

(
uβ|y=O+

− uω
)

(1.12)

• Condiciones de continuidad en la velocidad y en el gradiente de la velocidad (ver

por ejemplo: Neale y Nader, 1974).

uβ|y=O+
= uω;

duβ
dy

∣∣∣∣
y=O+

=
duω
dy

(1.13)
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• Condiciones de continuidad en la velocidad y en el flux de cantidad de movimiento

(ver por ejemplo: Vafai y Thiyagaraja, 1987).

uβ|y=O+
= uω; µeff

duβ
dy

∣∣∣∣
y=O+

= µβ
duω
dy

(1.14)

• Condición de salto en el flux de cantidad de movimiento descartando efectos

inerciales, y continuidad en la velocidad (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a).

uβ|y=O+
= uω;

µβ
εβ,ω

duω
dy
− µβ

duβ
dy

= β1
µβ√
Kβ,ω

uω (1.15)

• Condición de salto en el flux de cantidad de movimiento considerando efectos

inerciales, y continuidad en la velocidad (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997b).

uβ|y=O+
= uω;

µβ
εβ,ω

duω
dy
− µβ

duβ
dy

= β1
µβ√
Kβ,ω

uω + β2ρβu
2
ω (1.16)

Para el problema de calor suponiendo equilibrio local térmico:

• Condiciones de continuidad en la temperatura y en el flux de calor (ver por ejemplo

Vafai y Thiyagaraja, 1987).

〈T 〉+ = 〈T 〉− ; Keff
∂ 〈T 〉−
∂y

= kβ
∂ 〈T 〉+
∂y

(1.17)

• Condición de salto en la temperatura y continuidad en el flux de calor (Sahraoui

y Kaviany, 1994).

d 〈T 〉
dy

∣∣∣∣
y=O−

=
αT
λ

(
〈T 〉− − 〈T 〉+

)
; Keff

∂ 〈T 〉−
∂y

= kβ
∂ 〈T 〉+
∂y

(1.18)

• Condición de continuidad en la temperatura y un salto en el flux de calor (Ochoa-

Tapia y Whitaker, 1998).

〈T 〉+ = 〈T 〉− ; Φs +Keff
∂ 〈T 〉−
∂y

= kβ
∂ 〈T 〉+
∂y

(1.19)

Aqúı µeff se refiere a la viscosidad efectiva del medio poroso; µβ es la viscosidad del fluido;

β1 y β2 son los aśı-llamados coeficientes de salto; ρβ es la densidad del fluido, y Φs es el

coeficiente de no equilibrio. Para diferentes valores de parámetros relevantes como el número

de Darcy, el parámetro de inercia, el número de Reynolds, la porosidad y los coeficientes de
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deslizamiento, concluyen que, en general, los efectos de las distintas condiciones de frontera

son más pronunciados en el campo de la velocidad que en el de la temperatura; inclusive

tienen un efecto muy pequeño en la distribución del número de Nusselt. Sin embargo, sugieren

que pueden surgir algunas discrepancias para valores grandes del número de Reynolds y/ó del

número de Darcy.

1.3.2. Propuestas metodológicas

Utilizando el modelo escalado para transporte de calor conductivo de Nozad y col.

(1985a), Prat (1989, 1990, 1992) llevó a cabo una serie de análisis sobre las condiciones

de frontera que aplican en las fronteras macroscópicas de un medio poroso. En estos

trabajos, se resaltó la ambigüedad que se tiene al prescribir las condiciones de frontera

desde la macroescala, es decir, son impuestas independientemente del fenómeno que ocurre

en la microescala lo cual lleva a inconsistencias f́ısicas. A pesar de esto, Prat concluye que

generalmente el uso de condiciones tipo Dirichlet o Neumann generan errores que, desde

un punto de vista práctico, pueden descartarse debido a que son confinados dentro de una

capa delgada, llamada zona interfacial. Cuando existen fuentes térmicas en el sistema (Prat,

1992), aparece un flux de calor extra en la frontera macroscópica, aunque, de igual manera,

es despreciable. Estas conclusiones se basan en el uso de modelos macroscópicos de uno y

dos dominios, es decir, usando ecuaciones con coeficientes de transporte dependientes (Prat,

1990) e independientes (Prat, 1989, 1992) de la posición, respectivamente.

Utilizando algunas ideas teóricas de trabajos previos (Whitaker, 1992; Stone, 1990),

Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b) desarrollaron una metodoloǵıa bajo la cual, sistemática-

mente, se deriva la condición de salto para el flux de cantidad de movimiento utilizando el

método del promedio volumétrico. Esta metodoloǵıa consiste en la introducción de cantida-

des de exceso similares a las que se utilizan en balances entre fases homogéneas (Gibbs, 1948;

Slattery, 1967b). La diferencia sustancial radica en que Ochoa-Tapia y Whitaker llevaron a

cabo balances entre regiones homogéneas. Debido a que este tipo de metodoloǵıa conduce a la

obtención de ecuaciones gobernantes para el transporte superficial, es necesario la introduc-

ción de una frontera nominal que separe (de manera abstracta) a las regiones homogéneas.

Dicha frontera nominal es aśı-llamada como superficie divisoria, la cual es análoga a la su-

perficie singular manejada en balances entre fases homogéneas (Slattery, 1967b). Para un

sistema medio poroso-fluido similar al estudiado por Beavers y Joseph (1967) y descartando
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los términos inerciales, la condición de salto desarrollada es,

ε−1
β,ω

∂ 〈uβ〉ω
∂y

−
∂ 〈uβ〉η
∂y

=
β√
Kβ,ω

〈uβ〉ω (1.20)

la cual se completa con la condición de continuidad del campo de la velocidad,

〈uβ〉ω = 〈uβ〉η (1.21)

Cabe señalar que esta condición es impuesta, es decir, no fue derivada rigurosamente

utilizando un procedimiento de escalamiento. De hecho, el desarrollo teórico de la condición

apropiada para el campo es un punto faltante actualmente, y algunos esfuerzos dedicados

a esto se presentan en este documento. En la Ecuación (1.20) β es un parámetro (en ese

momento) ajustable que depende de las propiedades intŕınsecas del sistema y, además, de

orden de magnitud igual a uno. La definición completa de β se expresa en la Ecuación (88) de

(Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a). En una segunda parte, Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b)

compararon predicciones a partir del modelo con condición de salto con datos experimentales.

Para ello utilizaron un modelo de porosidad variable encontrando poca correspondencia con

los datos de laboratorio. Tal como sugieren los investigadores, una de las razones de esto se

atribuye a la inherente complejidad del transporte en la región heterogénea del sistema, es

decir, en la inter-región. A pesar de no disponer del esquema de cerradura para predecir a

β, la condición de salto de estrés ha sido utilizada para el desarrollo de soluciones anaĺıticas

para el flujo en canales parcialmente llenos con un medio poroso (ver por ejemplo Kuznetsov,

1996).

La derivación teórica de la condición de salto (1.20) despertó un gran interés en varios

investigadores. La principal inquietud de ellos fue encontrar la relación expĺıcita que guarda

el coeficiente de salto β, con la propiedades geométricas y de transporte de la zona cercana

a la frontera medio poroso-fluido. Para ello, Goyeau y col. (2003) introdujeron el concepto

de un solo dominio el cual se compone de dos zonas homogéneas, la del medio poroso y la

del fluido libre, y una zona heterogénea localizada en la frontera medio poroso-fluido. La

zona heterogénea se caracteriza por contener la transición de las propiedades de transporte

entre las regiones homogéneas adyacentes; en otras palabras, contiene las dependencias

espaciales de las propiedades efectivas de transporte como la porosidad, permeabilidad,

viscosidad efectiva, etc. Bajo esta idea, y utilizando solamente integración de las ecuaciones

gobernantes, los investigadores fueron capaces de definir expĺıcitamente la dependencia de β

con las propiedades heterogéneas del sistema (véase la Ecuación (28) de Goyeau y col., 2003).
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Sin embargo, algunas de las dificultades encontradas en esta metodoloǵıa, se relacionan con

la disponibilidad de la dependencia espacial de los coeficientes efectivos de transporte, la

determinación del tamaño de la zona heterogénea (la cual se maneja como inter-región en

este trabajo) y el hecho de que se involucra el mismo campo de velocidad en la definición

de β. El concepto de un solo dominio es ampliamente usado en este trabajo como un paso

intermedio hacia el desarrollo de condiciones de salto para el modelo de dos dominios.

En un trabajo posterior, Deng y Martinez (2005) utilizaron el concepto de un solo

dominio para modelar el transporte en todo el sistema; sin embargo, en vez de considerar

la dependencia espacial de las propiedades de transporte en la zona heterogénea, ellos

consideraron los cambios espaciales en la forma de cambios en escalón. De esta forma, al

ajustar los resultados del modelo con la condición de salto (1.20), con los resultados del

modelo de un solo dominio obtienen el valor de β. Sin embargo, una inconsistencia surge al

utilizar funciones escalón para modelar la dependencia espacial de las propiedades efectivas,

debido a que esta metodoloǵıa es equivalente al uso de condiciones de continuidad en el

modelo de dos dominios (Jamet y col., 2009). Es decir, se usa un modelo con condiciones de

continuidad, para encontrar el coeficiente de salto de un modelo con condiciones de salto.

La dificultad relacionada con la inclusión del campo de velocidad en la definición de β

encontrada por Goyeau y col. (2003), fue removida por Chandesris y Jamet (2006) usando el

método de expansión asintótica. Sin embargo, el coeficiente de salto obtenido contiene aún

cantidades de exceso desconocidas que involucran la dependencia espacial de la porosidad

y la permeabilidad (véase la Ecuación (85) de Chandesris y Jamet, 2006). Ciertamente,

la disponibilidad de estos parámetros de transporte, ya sea filtrando información de la

microescala o por métodos experimentales, permite en principio el cómputo de cantidades

de exceso, y el posterior cálculo del coeficiente de salto; aunque aún faltaŕıa por definir

expĺıcitamente la localización más propicia para la superficie divisoria (Jamet y Chandesris,

2009). Este tipo de metodoloǵıa también ha sido aplicada para problemas de flujo turbulento

y transporte de calor solo por conducción (Chandesris y Jamet, 2009; Jamet y Chandesris,

2009).

Cuando los efectos inerciales son importantes, la derivación de la condición de salto para

el flux de cantidad de movimiento se complica enormemente y la Ecuación (1.20) ya no es

válida. Al respecto, Ochoa-Tapia y Whitaker (1997b) utilizaron la misma metodoloǵıa para

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 19



1. Revisión bibliográfica

la obtención de la Ecuación (1.20), y desarrollaron la siguiente condición de salto,

ε−1
β,ω

∂ 〈uβ〉ω
∂y

−
∂ 〈uβ〉η
∂y

=
β1√
Kβ,ω

〈uβ〉ω +
ρβ
µβ
β2

(
〈uβ〉ω

)2
(1.22)

donde β1 y β2 son parámetros ajustables de orden uno. La definición completa de estos

parámetros está dada en las Ecuaciones (75) y (76) de (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997b).

Una vez más, la condición de frontera faltante se completa con la condición de continuidad

de la velocidad, Ecuación (1.21).

Utilizando la misma ideoloǵıa, posteriormente Ochoa-Tapia y Whitaker (1997a) derivaron

la condición de salto para el flux de calor entre un medio poroso y un fluido homogéneo.

Dado que el desarrollo teórico se aplicó al modelo de no equilibrio local térmico, en este caso

las condiciones de salto son dos,

nωη ·
(
K∗β,ω ·∇ 〈Tβ〉βω

)
= nωη ·

(
kβ∇ 〈Tβ〉βη

)
− hβσ

(
〈Tβ〉βω − 〈Tσ〉

σ
ω

)
, para el fluido

(1.23a)

nωη · (Kσ,ω ·∇ 〈Tσ〉σω) = hβσ

(
〈Tβ〉βω − 〈Tσ〉

σ
ω

)
, para el sólido

(1.23b)

donde K∗β,ω y Kσ,ω son tensores térmicos efectivos para el fluido y el sólido respectivamente,

definidos en el seno del medio poroso; hβσ es un parámetro ajustable para tener

correspondencia con datos de laboratorio. Estrictamente, hβσ es el coeficiente de intercambio

de calor de exceso, es decir, hβσ = (avh)s cuya definición expĺıcita se presenta en la Ecuación

(A13) de (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997a). Además, las Ecuaciones (1.23) son válidas

cuando es aceptable la condición de equilibrio local del gradiente térmico

∇ 〈Tβ〉βω = ∇ 〈Tσ〉σω (1.24)

Además, en su derivación se ha descartado la contribución de algunas cantidades de exceso.

Cuando la expresión (1.24) no es válida es necesario recurrir a las versiones no simplificadas

de las condiciones de salto,

nωη ·
(
K∗ββ,ω ·∇ 〈Tβ〉βω + K∗βσ,ω ·∇ 〈Tσ〉σω

)
=nωη ·

(
kβ∇ 〈Tβ〉βη

)
− hβσ

(
〈Tβ〉βω − 〈Tσ〉

σ
ω

)
,

para el fluido (1.25a)

nωη ·
(
Kσβ,ω ·∇ 〈Tβ〉βω + Kσσ,ω ·∇ 〈Tσ〉σω

)
=hβσ

(
〈Tβ〉βω − 〈Tσ〉

σ
ω

)
, para el sólido (1.25b)
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donde los tensores representan coeficientes térmicos efectivos asociados con el modelo de no

equilibrio local térmico; su definición puede consultarse en el Apéndice A de este trabajo.

Debe recalcarse que estas expresiones fueron derivadas de manera rigurosa utilizando el

método del promedio volumétrico y la teoŕıa de balances entre fases homogéneas, es decir, no

son expresiones emṕıricas. Su aplicación en un problema práctico origina algunas cuestiones

muy interesantes. Por ejemplo, si hβσ = 0 la Ecuación (1.25a) indica que todo el flux que

entra del fluido al medio poroso a través de la superficie divisoria nωη ·
(
kβ∇ 〈Tβ〉βη

)
(también

puede verse en el sentido contrario para el flux de calor), se distribuye en el medio poroso

entre el sólido y el fluido intersticial de acuerdo la resistencia térmica que presentan, es decir,

nωη ·
(
Kσβ,ω ·∇ 〈Tβ〉βω + Kσσ,ω ·∇ 〈Tσ〉σω

)
. Esto indica que la manera en que se distribuye el

flux calor en el medio poroso, en este caso, depende únicamente de las propiedades intŕınsecas

del seno poroso. Cabe señalar que K∗βσ,ω no es el coeficiente efectivo más representativo para

la conductividad del sólido (de hecho el más representativo es Kσσ,ω); sin embargo, es útil

para ejemplificar las ideas en esta parte. En el caso contrario en que hβσ 6= 0, la distribución

de calor en el medio poroso ya no es tan simple debido a que el coeficiente de salto determina

la cantidad de calor que se transporta a través del fluido y a través del sólido. En este caso,

la manera en que se distribuye el calor en la frontera no solo depende de las propiedades

intŕınsecas del seno poroso, sino también de los fenómenos asociados a la zona heterogénea

del sistema cuantificados en la condición de salto.

Este tipo de metodoloǵıa se aplicó de nueva cuenta al problema de calor pero bajo

el principio de LTE (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998). Cuando la contribución de algunas

cantidades de exceso son descartadas, la condición de salto toma la forma,

nωη ·
(
K∗eff ·∇ 〈T 〉ω

)
= nωη ·

(
kβ∇ 〈T 〉η

)
+ Φs (1.26)

donde Φs es la aśı llamada fuente térmica de no equilibrio de exceso. La importancia de este

término recae en que, al igual que el término hβσ de las Ecuaciones (1.25), indica la existencia

o no de un salto en el flux de calor en la frontera medio poroso-fluido. Cabe señalar que Φs

es un parámetro asociado con el transporte superficial de calor en la superficie divisoria; su

definición asociada con el transporte en las regiones homogéneas es,
∫

Aωη

ΦsdA =

∫

V∞

ΦdV (1.27)

donde Aωη representa el lugar geométrico de la superficie divisoria y V∞ representa un

dominio de integración suficientemente grande que incluye porciones del medio poroso y
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del fluido homogéneo. Aqúı Φ es un término complejo que involucra diversas cantidades

asociadas con la diferencia de temperaturas promedio entre el fluido y el sólido,

Φ = εβεσ

[
(ρcP )β − (ρcP )σ

] ∂
∂t

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)
−∇·

[
∇εβ (εβkβ − εσkσ)

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)]

+ ∇ ·
[
εβεσ (kβ − kσ)∇

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)]
− (ρcP )β 〈vβ〉 ·∇

[
εσ

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)]
(1.28)

En esta definición, claramente se observa que si la condición de equilibrio térmico se satisface,

〈Tβ〉β = 〈Tσ〉σ = 〈T 〉, entonces Φ = 0. Debido a que el principio de LTE puede fallar en

la inter-región (tema aún por investigarse rigurosamente), el término de no equilibrio juega

un papel muy importante para minimizar los errores incurridos por el uso del modelo de

equilibrio en la región frontera.

La metodoloǵıa empleada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b, 1997a,b, 1998) fue la

primera con la cual, eventualmente, se deriva rigurosamente la condición de salto para el

flux de cualquier potencial entre medios homogéneos; la cual contiene cantidades de exceso

dif́ıciles de determinar. Aunque su desarrollo teórico se aplicó a un medio poroso adyacente

a un fluido libre, su aplicabilidad puede extenderse a cualquier tipo de configuración. Sin

embargo, aún falta por determinar sistemáticamente la condición de salto para el campo, lo

cual, a la fecha, es aún un problema abierto. Con fines ilustrativos, es oportuno resumir la

metodoloǵıa de Ochoa-Tapia y Whitaker:

Utilizando el método del promedio volumétrico, obtener ecuaciones efectivas válidas

en todo el dominio. Esto se logra evitando imponer restricciones de escala durante el

desarrollo.

Obtener las ecuaciones efectivas para cada región homogénea mediante la imposición

de restricciones asociadas con cada región.

Integrar las ecuaciones obtenidas en un dominio suficientemente grande que incluya

porciones de cada región homogénea. Posteriormente, se restan las ecuaciones de medio

efectiva integradas a la ecuación integrada válida en todo el dominio.

La forma de la ecuación resultante sugiere definir cantidades de exceso similares a las

que resultan en balances entre fases homogéneas (Gibbs, 1948; Slattery, 1967b).

El resultado representa la condición de salto en su forma más completa. En la medida

de lo posible, es útil agrupar todos los términos desconocidos en uno solo.
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En un trabajo posterior, Wood y col. (2000) obtuvieron la condición de salto efectiva para

una reacción de primer orden en una superficie cataĺıtica heterogénea. Para ello introducen

un coeficiente de reacción efectivo que depende de las propiedades locales de la superficie

reactiva; en otras palabras, de la distribución espacial de los sitios activos del catalizador. Uno

de los resultados más importantes en este trabajo es la relación de promedios de cantidades

de exceso,

〈ψ〉s = 〈ψs〉ωη (1.29)

donde 〈•〉ωη se refiere a un promedio en área en la frontera ω−η. Esta ecuación está limitada

a casos cuando el radio de curvatura de la superficie divisoria ω− η es mucho mayor al radio

del volumen de promediado, y cuando la propiedad ψ no está correlacionada con la posición

radial dentro del volumen de promediado. La importancia de la Ecuación (1.29) recae en que

permite relacionar directamente las cantidades de exceso que aparecen en el desarrollo de

condiciones de salto, usando la metodoloǵıa de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), a cantidades

promedio definidas en las regiones homogéneas utilizando esquemas de cerradura similares

a los utilizados en el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999). Debe señalarse

que el concepto de reacción efectiva manejada por Wood y col. (2000), es muy diferente

conceptualmente al utilizado en condiciones de frontera efectivas (Veran y col., 2009). En la

cual la superficie (rugosa y heterogénea) donde se lleva a cabo la reacción, es reemplazada

por una plana (idealizada). Además, aqúı el enlace de la f́ısica en las porciones del dominio

cercanas a la superficie real, a la f́ısica del dominio lejos de la frontera, se hace por medio

de aproximaciones en series de Taylor (usando solo los dos primeros términos). De esta

forma, las propiedades efectivas de transporte que aparecen en la descripción macroscópica

del problema son caracterizadas como de primer orden.

Además de los métodos descritos para la descripción de los coeficientes de salto hasta

este punto, en la literatura se encuentran algunos trabajos basados enteramente en soluciones

anaĺıticas del campo microscópico. Por ejemplo, Min y Kim (2005) resolvieron anaĺıticamente

el problema de calor y flujo en un canal conteniendo un medio poroso con estructura

periódica. En su desarrollo consideraron la profundidad del canal para encontrar la solución

en la región de fluido libre. De esta forma, haciendo comparaciones con los modelos que

involucran condiciones de salto en el flux de calor (Ecuaciones (1.23)) y de cantidad de

movimiento (Ecuación (1.20)), determinaron los valores de β y hβσ. No obstante, debido

al tipo de geometŕıa periódica utilizada para encontrar la solución, los resultados de este

trabajo quedan limitados a este tipo de estructuras porosas.
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Recientemente, Valdés-Parada (2007) hizo una combinación de las metodoloǵıas de

Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) y Wood y col. (2000) en el estudio de condiciones de

frontera entre medios multifásicos. A diferencia del trabajo de Wood y col., en donde el

análisis se centra entre una superficie heterogénea adyacente a una región homogénea, el

análisis de Valdés-Parada se extiende a dos regiones homogéneas adyacentes. De esta forma,

se derivaron las condiciones de salto asociadas con las superficie divisoria que separa a

las regiones homogéneas, y se obtiene la manera de predecir las cantidades de exceso que

aparecen mediante el problema de cerradura correspondiente. Una primera aplicación de

esta metodoloǵıa fue sobre el problema de transporte de masa con reacción heterogénea de

primer orden (Valdés-Parada y col., 2006), con ello, eventualmente, se obtuvo la condición de

salto apropiada, y el problema de cerradura que permite predecir el coeficiente de reacción

efectiva contenido en la condición de salto. Además, este tipo de análisis se extendió a

sistemas que involucran también adsorción en la matriz sólida (Valdés-Parada y col., 2009a),

en sistemas de emulsión doble (Espinosa-Paredes, 2006, 2007; Morales-Zárate y col., 2008),

y en problemas de transporte de cantidad de movimiento (Valdés-Parada y col., 2007b).

Posteriormente, Valdés-Parada y col. (2007c) derivaron la ecuación gobernante ma-

croscópica para el transporte de masa solo por medios difusivos. Utilizando la aproximación

de un solo dominio, desarrolló el problema de cerradura que permite predecir el tensor de

difusividad efectiva en la inter-región. Para ello, resolvió el problema de cerradura en cel-

das unitarias colocadas en diferentes posiciones a través de la inter-región. De esta manera,

la dependencia espacial de la difusividad efectiva se logra al asociarla al centroide de cada

celda. A diferencia de las celdas unitarias utilizadas comúnmente en el seno de las regiones

homogéneas, Valdés-Parada y col. utilizaron una celda suficientemente grande para captu-

rar convenientemente los cambios geométricos importantes de la inter-región (esta idea es

retomada en este trabajo para predecir los coeficientes efectivos de los modelos ODA para

el transporte de calor). Al contar con la dependencia espacial de los coeficientes efectivos,

usando un método iterativo los investigadores fueron capaces de estimar las cantidades de

exceso que aparecen en la condición de salto. Este tipo de procedimiento fue aplicado pos-

teriormente para el cálculo del coeficiente de salto que aparece en el problema de transporte

de cantidad de movimiento, β, (Valdés-Parada y col., 2009b).
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OBJETIVOS

General

Desarrollar condiciones de salto completas cerradas para el transporte de calor por

convección y conducción entre un medio poroso homogéneo y una región de solo fluido.

Espećıficos

Para el transporte de calor por convección y conducción entre un medio poroso homogéneo

y una región de solo fluido:

Desarrollar las ecuaciones de transferencia generalizadas para los modelos de equilibrio

y no equilibrio local térmico.

Predecir los coeficientes de transporte efectivos involucrados en las ecuaciones de

transferencia generalizadas.

Aplicar las ecuaciones de transferencia generalizadas en el modelado de un caso

práctico, y comparar su campo de solución con resultados surgidos de simulaciones

numéricas directas.

Desarrollar las condiciones de salto para la temperatura y el flux de calor.

Predecir los coeficientes que aparecen en las condiciones de salto.
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Objetivos

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 26



Parte I

El modelo de un solo dominio
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CAPÍTULO 2

ECUACIONES DE TRANSFERENCIA GENERALIZADAS

2.1. Ecuaciones puntuales

El sistema en consideración se presenta en la Figura 2.1. La fase fluida es denotada como

la fase-β mientras que la sólida como fase-σ. Se asume que el mismo fluido satura el medio

poroso y fluye sobre éste último de manera similar al sistema estudiado por Beavers y Joseph

(1967). La ecuación gobernante puntual para la transferencia de calor en la fase fluida es,

(ρcP )β

[
∂Tβ
∂t

+ ∇ · (vβTβ)

]
= ∇ · (kβ∇Tβ) (2.1)

donde (ρcP )β y kβ son la capacidad caloŕıfica por volumen y la conductividad térmica de la

fase fluida respectivamente; mientras que Tβ es la temperatura puntual del fluido. El campo

de velocidad, vβ, se obtiene de resolver ya sea la Ecuación de Stokes o la Ecuación de Navier-

Stokes, y suponiendo que el fluido es Newtoniano e incompresible. Además, debido a que

se considera un medio poroso ŕıgido la condición de no deslizamiento, vβ = 0, es impuesta

en la interfase que separa al fluido del sólido, Aβσ. Nótese que en la Ecuación (2.1) se ha

mantenido la contribución convectiva del transporte de calor, mientras que para el transporte

de cantidad de movimiento pudieran despreciarse los efectos inerciales. Esto implica que los

resultados que se obtengan de esta manera, son válidos para ciertas condiciones de transporte

en el sistema, particularmente en condiciones con flujo laminar.

La ecuación correspondiente para la fase sólida es,

(ρcP )σ
∂Tσ
∂t

= ∇ · (kσ∇Tσ) (2.2)
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Fluido   homogéneo

(región-h)

Medio poroso
homogéneo  
(región-w)

Inter-región

fase-b

fase-s

ls

lb
V

V

V

Figura 2.1. Sistema multifásico mostrando las regiones y fases homogéneas, el volumen

promediante y longitudes caracteŕısticas.

De manera análoga, (ρcP )σ y kσ representan la capacidad caloŕıfica volumétrica y la

conductividad térmica del sólido respectivamente. Además, en la interfase Aβσ se aplican

condiciones de continuidad para el flux de calor y la temperatura,

−nβσ · (kβ∇Tβ) = −nβσ · (kσ∇Tσ) (2.3a)

Tβ = Tσ (2.3b)

Donde nβσ es el vector normal unitario dirigido desde la fase fluida a la fase sólida

(nβσ = −nσβ).

Las Ecuaciones (2.1)-(2.3) junto con las correspondientes condiciones de frontera en las

entradas y salidas del sistema y la condición inicial, constituyen por completo el problema

en la escala puntual. Debe recalcarse que las Ecuaciones (2.1) y (2.2) (y las condiciones

de frontera interfaciales) son válidas siempre y cuando la fase fluida y la fase sólida estén

presentes respectivamente. Sin embargo, la solución del problema puntual en todo el sistema
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es un esfuerzo computacional altamente demandante. Por esta razón, frecuentemente es

necesario llevar a cabo un proceso de escalamiento, el cual sistemáticamente reduce el

número de grados de libertad involucrados en el modelo de la escala puntual. Con este fin,

Ochoa-Tapia y Whitaker (1997a, 1998) utilizaron el método del promedio volumétrico para

obtener las correspondientes ecuaciones válidas en la macroescala. En párrafos subsecuentes

se muestran los pasos esenciales de este proceso. Además antes de continuar, es importante

señalar que el escalamiento de las ecuaciones puntuales puede desarrollarse siempre y cuando

ciertas leyes de escalamiento (usualmente, en forma de restricciones de escala y de tiempo)

se puedan aplicar. Tal como lo describe Wood (2009a,b), una ley de escalamiento es una

afirmación acerca de la estructura de las desviaciones en el sistema que permita reducir

los grados de libertad. Como ejemplos se tienen: 1) condiciones de suavidad, 2) estructura

geométrica periódica y 3) estructuras estad́ısticamente homogéneas. Cuando no se pueda

identificar alguna ley de escalamiento en el sistema, entonces resolver completamente el

problema en la escala puntual es el único curso de acción posible. Cabe añadir que, bajo

estas situaciones, la solución del problema en la escala puntual en dominios reducidos es una

alternativa razonable para propósitos de comparación. Esto es conocido como Simulación

Numérica Directa. Por último, cabe señalar que gran parte del contenido del presente caṕıtulo

se encuentra publicado en la literatura (Aguilar-Madera y col., 2011a).

2.2. Promediado volumétrico

Con el objetivo de suavizar espacialmente las ecuaciones puntuales, se introduce un

dominio de promediado V , también llamado Volumen Elemental Representativo (REV

por sus siglas en inglés: Representative Elementary Volume) (Bear, 1972) cuya magnitud

volumétrica es V . Aśı, en términos del REV se introduce el operador de promediado

superficial de cualquier propiedad continua definida en cierta fase, ψλ (λ = β, σ), como

sigue

〈ψλ〉|x =
1

V

∫

Vλ(x)

ψλ|x+yλ
dV (2.4)

donde Vλ es el dominio ocupado por la fase-λ dentro del volumen de promediado; x es el

vector de posición que localiza el centroide de V con respecto a un marco de referencia

externo, y yλ es el vector de posición que localiza puntos de la fase-λ dentro de V con

respecto al centroide. Éstos vectores se muestran en la Figura 2.2.
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x

y
b

r
b

V

nbs

nsb

Figura 2.2. Vectores asociados con el dominio de promediado.

El operador de promedio intŕınseco se define como,

〈ψλ〉λ
∣∣∣
x

=
1

Vλ(x)

∫

Vλ(x)

ψλ|x+yλ
dV (2.5)

Ambos operadores están relacionados de la siguiente manera,

〈ψλ〉 = ελ(x) 〈ψλ〉λ (2.6)

donde ελ = Vλ(x)/V es la fracción volumétrica de la fase-λ dentro del volumen de

promediado. En este punto además, es importante resaltar que las Ecuaciones (2.4) y (2.5)

al igual que la fracción volumétrica están evaluadas en la posición x. Esto es conveniente

para la derivación de modelos promedio que son válidos en todo el dominio (es decir, en las

dos regiones homogéneas y la inter-región que las separa).

Una afirmación suficiente para que la Ecuación (2.4) sea una definición precisa1

(Whitaker, 1986), es que el tamaño del volumen de promediado satisfaga la restricción de

escala,

`λ � r0 � L (2.7)

y además, cumpliéndose la restricción anterior se evitan las heterogeneidades de la micro-

escala, cuya longitud caracteŕıstica es `λ, y de la macro-escala, con longitud caracteŕıstica L

(véase la Figura 2.1). Esto garantiza además que se suavice espacialmente la propiedad que se

1Aqúı definición precisa se refiere a la situación en la cual hay una adecuada comparación entre datos

experimentales y cantidades promedio teóricas.
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está promediando, y se evita la pérdida de demasiada información del fenómeno proveniente

de la micro-escala.

2.2.1. El modelo de no equilibrio local térmico

Ahora, con el objetivo de desarrollar el modelo promedio de no equilibrio, se aplica

el operador de promediado superficial, Ecuación (2.4), a la ecuación gobernante puntual,

Ecuación (2.1), para obtener,

(ρcP )β

[
∂ 〈Tβ〉
∂t

+ 〈∇ · (vβTβ)〉
]

= 〈∇ · (kβ∇Tβ)〉 (2.8)

En este resultado se ha considerado que las propiedades f́ısicas son constantes dentro del

volumen de promediado, y además que Vβ no depende del tiempo. Para seguir en el desarrollo

es necesario intercambiar diferenciación e integración. Para ello se recurre al Teorema de

Promediado Espacial (SAT por sus siglas en inglés: Spatial Averaging Theorem) (Slattery,

1967a; Whitaker, 1967; Howes y Whitaker, 1985),

〈∇ψβ〉 = ∇ 〈ψβ〉+
1

V

∫

Aβσ(x)

nβσψβ|x+yβ
dA (2.9)

El SAT requiere que las propiedades promedio sean continuas y diferenciables, lo cual ocurre

cuando se acepta la restricción de escala de la Ecuación (2.7).

La aplicación del SAT a la Ecuación (2.8) produce,

(ρcP )β

[
εβ(x)

∂〈Tβ〉β
∂t

+ ∇ · 〈vβTβ〉
]

= ∇ · (kβ 〈∇Tβ〉) +
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ · ∇Tβ|x+yβ
dA (2.10)

Aqúı se ha utilizado la condición de no deslizamiento y la definición de variable promedio

intŕınseca en el lado derecho de la ecuación. Una segunda aplicación del SAT en el primer

término del lado derecho de la Ecuación (2.10) produce,

(ρcP )β

[
εβ (x)

∂〈Tβ〉β
∂t

+ ∇ · 〈vβTβ〉
]

=
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ · ∇Tβ|x+yβ
dA

+ ∇ ·


εβ (x) kβ∇〈Tβ〉β +

kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ

(
Tβ|x+yβ

− 〈Tβ〉β
∣∣∣
x

)
dA


 (2.11)
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en donde adicionalmente ha sido utilizada la siguiente relación que se puede deducir a partir

del SAT,

∇εβ (x) = − 1

V

∫

Aβσ(x)

nβσdA (2.12)

Ahora, con el fin de eliminar las variables puntuales, Tβ y vβ, de la Ecuación (2.11) se

introducen las siguientes descomposiciones espaciales (Gray, 1975),

Tβ|x+yβ
= 〈Tβ〉β

∣∣∣
x+yβ

+ T̃β

∣∣∣
x+yβ

(2.13a)

vβ|x+yβ
= 〈vβ〉β

∣∣∣
x+yβ

+ ṽβ|x+yβ
(2.13b)

y después de sustituirlas en la Ecuación (2.11) se tiene,

(ρcP )βεβ (x)
∂ 〈Tβ〉β

∣∣
x

∂t
= − (ρcP )β ∇ ·

〈(
〈vβ〉β

∣∣
rβ

+ ṽβ|rβ
)(
〈Tβ〉β

∣∣∣
rβ

+ T̃β

∣∣∣
rβ

)〉

+∇·


εβ (x) kβ∇〈Tβ〉β

∣∣
x

+
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ

(
〈Tβ〉β

∣∣∣
rβ
− 〈Tβ〉β

∣∣∣
x

+ T̃β

∣∣∣
rβ

)
dA




+
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ ·
(
∇〈Tβ〉β

∣∣∣
rβ

+ ∇T̃β

∣∣∣
rβ

)
dA (2.14)

En la Ecuación (2.14) rβ = x+yβ es el vector de posición que localiza puntos de la fase-β

dentro del dominio de promediado, con respecto a un marco de referencia externo (véase la

Figura 2.2). Una expresión similar (sin los términos que involucran el campo de velocidad)

se puede obtener para la ecuación de la fase-σ siguiendo el mismo procedimiento.

La Ecuación (2.14) es mas complicada que su contraparte puntual, Ecuación (2.1), debido

a que aún no se han desarrollado simplificaciones significativas en el proceso de suavizado

espacial. No obstante, es importante entender el significado f́ısico de los términos que

constituyen la Ecuación (2.14). En este sentido, debe señalarse que además de los términos

esperados (es decir, acumulación, convección, conducción e intercambio entre fases), están

presentes términos adicionales no locales (convectivos y dispersivos).

En su forma presente, la Ecuación (2.14) es de poco uso debido a que no está expresada

solamente en términos de cantidades promediadas en volumen. El proceso de determinar la

funcionalidad de las desviaciones espaciales con las correspondientes cantidades promedio es

conocido como cerradura. Los detalles de la derivación y solución formal del problema de

cerradura es un proceso muy elaborado, y este se presenta en el Apéndice A. En este punto,
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es suficiente con escribir la solución formal del campo de desviaciones espaciales para las dos

fases:

T̃β = bββ ·∇〈Tβ〉β + bβσ ·∇〈Tσ〉σ − sβ
(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)
(2.15a)

T̃σ = bσβ ·∇〈Tβ〉β + bσσ ·∇〈Tσ〉σ + sσ

(
〈Tσ〉σ − 〈Tβ〉β

)
(2.15b)

Aqúı los vectores bββ, bβσ, bσβ, bσσ y los escalares sβ y sσ son las llamadas variables de

cerradura. Tal como se discute en el Apéndice A, para obtener las Ecuaciones (2.15a) y

(2.15b) se han impuesto las siguientes restricciones de escala:

r0 � L (2.16a)

r2
0 � L2 (2.16b)

En estas restricciones se ha supuesto que la longitud caracteŕıstica asociada con las

variaciones espaciales de la temperatura promedio y sus gradientes, puede representarse

por la longitud macroscópica del sistema, L. En el caso de la longitud caracteŕıstica del

gradiente de la temperatura, esto representa una subestimación, dado que usualmente, para

sistemas con gradientes suaves y en ausencia de alguna fuente o sumidero térmico, dicha

longitud es mucho mayor que el tamaño completo del sistema medio poroso-fluido. Además,

se ha tomado r0 como la longitud caracteŕıstica de los cambios espaciales de la porosidad,

lo que de igual manera representa una subestimación en el seno del medio poroso donde

generalmente es cercano al valor de L.

La sustitución de la Ecuación (2.15a) en (2.14) produce, después de cierto esfuerzo

algebraico, la GTE para la fase-β,

εβ (x) (ρcP )β
∂〈Tβ〉β
∂t

+ (ρcP )β∇ ·
[
〈vβ〉 〈Tβ〉β − u∗ββ(x) 〈Tβ〉β − u∗βσ(x) 〈Tσ〉σ

]
=

∇ ·
[
K∗ββ(x) ·∇〈Tβ〉β + K∗βσ(x) ·∇〈Tσ〉σ

]
− avh(x)

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)
(2.17)

En la Ecuación (2.17) se han introducido varios coeficientes efectivos, los cuales pueden

ser calculados a partir de la solución de los problemas de cerradura asociados (presentados

en el Apéndice A). Por ejemplo, el tensor K∗ββ(x) que representa la dispersión de calor total

en la fase-β se define como

K∗ββ(x) = kβ


εβ(x)I +

1

V

∫

Aβσ(x)

nβσbββdA


− (ρcp)β 〈ṽβbββ〉|x (2.18)
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Además, u∗ββ es un vector tipo-velocidad que resulta de la conducción y dispersión en la

fase-β, mientras que en conjunto el término (ρcP )β ∇ ·
[
u∗βσ〈Tσ〉σ

]
representa un término

tipo-convectivo que surge de la interacción entre las fases sólida y fluida. Finalmente,

avh representa el coeficiente de transferencia de calor interfacial por unidad de volumen.

Evidentemente, este coeficiente debe tener un valor máximo en el seno del medio poroso

y debe disminuir hasta un valor de cero en el fluido homogéneo. Esto se demostrará más

adelante en este trabajo junto con la dependencia espacial de los otros coeficientes efectivos.

En este punto, debe enfatizarse que se ha supuesto que la transferencia de calor en la fase

sólida ocurre solo por procesos conductivos, y no por conducción y convección como sucede

en la fase fluida. Para mantener esta distinción en mente, se ha usado un supeŕındice ∗ en

algunos de los coeficientes efectivos involucrados en la Ecuación (2.17) para indicar que ellos

tienen contribuciones generadas por el transporte convectivo, es decir, efectos dispersivos.

Cabe señalar que la Ecuación (2.17) fue derivada previamente por Ochoa-Tapia y

Whitaker (1997a) suponiendo que la solución del problema de cerradura está dada por las

Ecuaciones (2.15). Sin embargo, en este trabajo, las Ecuaciones (2.15a) y (2.15b) fueron

obtenidas como la solución formal del problema de cerradura. De este modo, además de

justificar la derivación previa de Ochoa-Tapia y Whitaker (1997a), este resultado permite

calcular los coeficientes efectivo asociados como se mostrará mas adelante. De esta manera,

los resultados de este trabajo complementan los de Ochoa-Tapia y Whitaker y proveen la

información necesaria para predecir los coeficientes de salto asociados en el TDA.

Es importante señalar que la Ecuación (2.17) está limitada por la restricción de escala

`β � r0 � L (2.19)

Estas restricciones no impiden que la Ecuación (2.17) sea aplicable en todo el dominio, debido

a que éstas son menos restrictivas que las que se aplican en el seno de las regiones homogéneas.

Además, lo anterior se debe a la suposición de que las longitudes caracteŕısticas del sistema

entero satisfacen dichas restricciones de escala. Cuando este no es el caso, se obtienen modelos

promedio no locales los cuales sustancialmente incrementan la complejidad. Se recalca que

el análisis de este tipo de modelos macroscópicos se encuentra fuera de los objetivos de este

trabajo.

Si se repite el procedimiento que condujo a la Ecuación (2.17), se obtiene la GTE para

la fase sólida,
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εσ (x) (ρcP )σ
∂〈Tσ〉σ
∂t

− (ρcP )σ∇ ·
[
uσβ(x)〈Tβ〉β + uσσ(x)〈Tσ〉σ

]
=

∇ ·
[
Kσβ(x) ·∇〈Tβ〉β + Kσσ(x) ·∇〈Tσ〉σ

]
− avh(x)

(
〈Tσ〉σ − 〈Tβ〉β

)
(2.20)

Es interesante notar que la Ecuación (2.20) involucra coeficientes tipo-convectivos a pesar

de que no hay transporte por convección en la fase sólida, tal como lo hab́ıan señalado

previamente Quintard y col. (1997). La naturaleza de estos términos se atribuye a una

compleja interacción entre el transporte interfacial y conducción efectiva a nivel del poro

asociados con diferentes fuerzas impulsoras (fuentes macroscópicas). Para clarificar este

punto, se remite al lector a revisar las definiciones de cada uno de los coeficientes tipo-

convectivos (y de los demás coeficientes también) en la parte final del Apéndice A.

2.2.2. El modelo de equilibrio local térmico

El desarrollo presentado hasta aqúı constituye el modelo de no equilibrio local térmico, el

cual consiste de dos ecuaciones de medio efectivo, una para cada fase en el sistema, Ecuaciones

(2.17) y (2.20). Sin embargo, estudios previos han sugerido que modelos que involucran una

sola temperatura promedio (con un peso apropiado), son suficientes para obtener predicciones

razonables del transporte de calor en el seno del medio poroso. La temperatura promedio en

este caso se define como sigue (Whitaker, 1999, Caṕıtulo 2),

〈T 〉|(x) =
1

V

∫

V (x)

TdV = εβ(x)〈Tβ〉β + εσ(x)〈Tσ〉σ (2.21)

Aśı, es posible representar cada temperatura promedio intŕınseca en términos de 〈T 〉
(Whitaker, 1991),

〈Tβ〉β = 〈T 〉+ T̂β (2.22a)

〈Tσ〉σ = 〈T 〉+ T̂σ (2.22b)

Donde T̂β y T̂σ representan las desviaciones macroscópicas de las temperaturas promedio

intŕınsecas en las fases-β y -σ con respecto a 〈T 〉, respectivamente. Es claro que en la región

de fluido homogéneo T̂β = 0 debido a que solo hay una fase en el dominio de promediado,

mientras que en la región porosa se tiene que (véase Whitaker, 1999, Sección 2.3)

εβT̂β = (εβ − 1)T̂σ = εβ(1− εβ)
(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)
(2.23)
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De esta manera, puede afirmarse que la condición de equilibrio local térmico es válida siempre

y cuando la diferencia
(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)
= 0, lo cual como consecuencia implica que

〈Tβ〉β = 〈Tσ〉σ = 〈T 〉, equilibrio local térmico (2.24)

En su texto, Whitaker (1999) concluye que la diferencia de las temperaturas promedio son

cercanas a cero cuando las propiedades f́ısicas de las fases sólida y fluida son parecidas, o

debido a la disparidad de escalas existente entre los procesos de transporte en la microescala

y en la macroescala. Para detallar este punto, se remite al lector a la Ecuación (2.3-39) de

Whitaker (1999).

Para derivar la ecuación gobernante de 〈T 〉 se sustituye la descomposición macroscópica

dada por la Ecuación (2.22) en (2.17) y (2.20) y después se suman los resultados para obtener

(Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998)

〈ρ〉CP (x)
∂ 〈T 〉
∂t

+ (ρcP )β∇ · {[〈vβ〉+ u(x)] 〈T 〉} = ∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇ 〈T 〉

]
+ Φ(x) (2.25)

donde se introdujo

〈ρ〉CP (x) = εβ(x)(ρcP )β + εσ(x)(ρcP )σ (2.26a)

K∗eff (x) = K∗ββ(x) + K∗βσ(x) + Kσβ(x) + Kσσ(x) (2.26b)

u(x) = u∗ββ(x) + u∗βσ(x) +
(ρcP )σ
(ρcP )β

[uσβ(x) + uσσ(x)] (2.26c)

El término fuente Φ en la Ecuación (2.25) agrupa todos los términos involucrados en la

desviaciones macroscópicas de la siguiente manera (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998),

Φ(x) = εβεσ

[
(ρcP )β − (ρcP )σ

] ∂
∂t

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉β

)

−∇ ·
[
(∇εβ) (εβkβ + εσkσ)

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉β

)]
+ ∇ ·

[
εβεσ (kβ − kσ)∇

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉β

)]

− (ρcP )β 〈vβ〉 ·∇
[
εσ

(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉β

)]
(2.27)

Debe recalcarse que cada término de esta ecuación está evaluado en la posición (x).

Por mencionarse en otras palabras, la Ecuación (2.25) es solo otra manera de expresar las

Ecuaciones (2.17) y (2.20) debido a que aún no se ha utilizado la suposición de equilibrio local

térmico. Ciertamente, siempre y cuando Φ pueda considerarse despreciable en comparación

con los otros términos de la Ecuación (2.25), se puede afirmar que el modelo corresponde al de

equilibrio local térmico. Esta condición requiere de suposiciones y restricciones de escala, las
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cuales se encuentran en muchos casos debido a la disparidad de escalas que existen en sistemas

multifásicos (Whitaker, 1991). Como se mencionó anteriormente, algunas restricciones de

escala no son fáciles de satisfacer en la zona de cambios geométricos drásticos. Esto genera

la necesidad de determinar las condiciones en las cuales, el modelo de equilibrio local térmico

(es decir, la Ecuación (2.20) con Φ = 0) se puede utilizar en la inter-región. Esta situación

se retomará mas adelante.

2.3. Condiciones de frontera para los modelos prome-

dio

En este punto el desarrollo teórico corresponde a la formulación de un solo dominio, por lo

tanto no es necesario especificar las condiciones de frontera entre el medio poroso y el fluido.

Sin embargo, con el objetivo de completar el planteamiento de los modelos promedio, aún

se necesitan considerar las condiciones de frontera que aplican en el seno del medio poroso

homogéneo y en el fluido homogéneo, es decir, en x = xω y x = xη, respectivamente (véase

la Figura 2.3). Como una primera propuesta, es común imponer condiciones tipo Dirichlet

en las fronteras correspondientes del seno del medio poroso y de la región de fluido libre,

En xω, 〈Tβ〉β = Tβ,ω, 〈Tσ〉σ = Tσ,ω, 〈T 〉 = Tω (2.28a)

En xη, 〈Tβ〉β = 〈T 〉 = Tη (2.28b)

donde Tβ,ω, Tσ,ω, Tω and Tη son temperaturas conocidas en dichas posiciones. Esto no es una

regla, frecuentemente en el seno de las regiones homogéneas también se impone cierto flux

de calor conocido.

Una situación muy importante surge con la condición de frontera de la ecuación del sólido

en el modelo de no equilibrio, Ecuación (2.20). Nótese que en xη ya no existe sólido dentro

de V , es decir εσ = 0, y por lo tanto no es posible especificar una condición de frontera para

〈Tσ〉σ en esta posición. Por esta razón, se impone que la temperatura promedio del sólido

satisfaga la siguiente restricción

0 = −
[
(uσβ)y〈Tβ〉

β + (uσσ)y〈Tσ〉
σ
]∣∣∣
−0.5δ

(ρcP )σ
δ

− 1

δ

[
(Kσβ)yy

d〈Tβ〉β
dy

+ (Kσσ)yy
d〈Tσ〉σ
dy

]∣∣∣∣∣
−0.5δ

− 1

δ

y=+r0∫

y=−r0

avh
(
〈Tσ〉σ − 〈Tβ〉β

)
dy (2.29)
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xw

xh

Medio poroso homogéneo 

Fluido homogéneo 

Figura 2.3. Dominio de solución para los modelos promedio.

la cual resulta de integrar la Ecuación (2.20) en la inter-región (es decir desde y = −r0 hasta

y = r0) suponiendo que las temperaturas promedio se encuentran en estado estacionario

y solo dependen de la dirección y. Se reconoce que esta es una suposición seria para la

mayoŕıa de los casos de aplicación, y para ello se requiere elaborar la restricción integral

(2.29) en forma completa, es decir en 3 dimensiones, y en estado transitorio. Sin embargo,

tal ecuación se utilizará en los casos de comparación de los perfiles de temperatura mostrados

en la Sección 3.2, en donde la configuración del problema permite plantear la suposición de

estado estacionario unidimensional.

En la Ecuación (2.29) δ es el grosor de la inter-región (de longitud similar a 2r0). La

restricción de la Ecuación (2.29) representa la condición de solvabilidad ó la condición de

compatibilidad asociada con la Ecuación (2.20). Esta condición establece que en el estado

estacionario el campo de temperaturas debe satisfacer el principio del máximo, el cual dice

que en el estado estacionario, y en ausencia de algún tipo de fuente, la temperatura no puede

tener un valor máximo en el interior del dominio. Nótese que esta condición aplica incluso

cuando la temperatura es constante en todo el dominio (véase Haberman, 2004, Sección

2.5.4). Un corolario de este principio es que solo puede haber valores máximos o mı́nimos de

la temperatura promedio en las fronteras del dominio de solución. Este principio no se viola

con la introducción de la condición de compatibilidad de la Ecuación (2.29).
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CAPÍTULO 3

PREDICCIÓN DE COEFICIENTES EFECTIVOS Y

COMPARACIÓN CON DNS

3.1. Predicción de coeficientes efectivos

En esta sección se presenta la funcionalidad de los coeficientes efectivos con las

propiedades de la microescala. Con la finalidad de ser breves y concisos en esta caṕıtulo,

aqúı se presentan solo los coeficientes mas relevantes, es decir, aquéllos que tienen mayor

orden de magnitud en comparación con los restantes. La dependencia espacial del resto de los

coeficientes se presentan en el Apéndice B. Cabe señalar que todos los coeficientes efectivos

presentaron una moderada dependencia con la porosidad del seno medio poroso εβ,ω, por

lo que de igual manera, la funcionalidad que tienen los coeficientes con este parámetro se

presenta en el Apéndice B.

3.1.1. Efecto de la intensidad de flujo y de las conductividades

térmicas

En este caso el análisis se centra en la dependencia espacial de los tensores térmicos, el

coeficiente de transferencia de calor interfacial y los términos tipo-convectivos para diferentes

valores de la relación de conductividades térmicas κ = kσ/kβ y del número de Péclet de celda,

Pecell =
(ρcP )β 〈vβ〉βω`cell

kβ
(3.1)
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Arreglo
 periódico 1

Celda unitaria 1 Arreglo
periódico 2

Medio poroso

Celda unitaria 2

a c

lcell

Figura 3.1. Tipos de modelos periódicos para representar la estructura porosa.

Para ello, la estructura porosa se modela como un arreglo periódico de cilindros que no

están en contacto como el mostrado en la Figura 3.1 (arreglo periódico 1). Esto disminuye

considerablemente los recursos de cómputo requeridos, al ser necesario resolver solamente

celdas en 2D. Además, el hecho de que las part́ıculas no estén en contacto entre śı facilita

la inclusión de transporte de calor por convección forzada. Realmente, los dos modelos

geométricos mostrados en la Figura 3.1 son poco realistas en comparación con estructuras

porosas comunes; no obstante, en la literatura se ha encontrado que el uso de tales celdas

simples lleva a predicciones de propiedades efectivas muy similares a las obtenidas bajo

procedimientos de laboratorio (Eidsath y col., 1983; Ryan y col., 1983; Nozad y col., 1985a).

El cómputo de los coeficientes efectivos se llevó a cabo usando el software comercial

basado en elemento finito Comsol Multiphysics R©, el cual utiliza un algoritmo adaptativo

para refinar la malla con la finalidad de asegurar que los resultados sean independientes del

número de elementos computacionales. El procedimiento numérico consistió en resolver las

ecuaciones de transporte de cantidad de movimiento para determinar el campo de velocidad

en celdas unitarias de solución (véase la Figura A.1). Para llevar esto a cabo, se impone
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una cáıda de presión en la dirección tangente a la superficie que divide al medio poroso del

fluido libre (es decir, la dirección x). Estos resultados, entonces, se utilizan como datos de

entrada en la solución de los problemas de cerradura asociados (véanse los problemas I, II

y IIIa del Apéndice A.1) debido a que el campo de velocidad es independiente del campo

de las variables de cerradura. Una vez que los campos de las variables de cerradura estén

disponibles, estos se sustituyen en las Ecuaciones (A.33)-(A.34) para predecir los coeficientes

efectivos.

En la Figura 3.2 se presenta la dependencia espacial de K∗ββ, K∗βσ y Kσσ para diferentes

valores de la relación de conductividades térmicas κ, mientras se mantiene fijo el valor de

la porosidad, εβ,ω = 0.5, y el valor del número de Péclet de celda, Pecell = 0.01. Para los

cálculos numéricos se optó por mantener fija una porosidad intermedia con el fin de evitar

que los resultados se sesguen hacia situaciones cuando hay principalmente sólido o fluido. No

se presentan los perfiles para Kσβ debido a que los resultados son iguales a los del coeficiente

K∗βσ. Se encontró que con el valor del número de Péclet menor o igual a 0.01 la intensidad

de flujo es suficientemente baja y el transporte por conducción es el mecanismo dominante;

aśı, se observa que la dependencia espacial es lineal para todos los coeficientes en general.

Esto es consistente con resultados previos para difusión pasiva entre un medio poroso y

un fluido homogéneo (Valdés-Parada y col., 2007c). Además, en la vecindad del seno del

medio poroso se recuperan los resultados reportados por Quintard y col. (1997). Tal como

se esperaba, K∗ββ → Ikβ en la vecindad del fluido homogéneo. En esta misma posición, se

tiene que K∗βσ = Kσσ → 0 debido a que las variables de cerradura tienden a cero conforme

el centroide del REV se aproxima a la región de solo fluido.

Bajo situaciones en que Pecell � 1 se puede escribir que,

K∗ββ =

[
Kββ,ω +

1

2
(kβ −Kββ,ω)

(
1 +

y

r0

)]
I (3.2a)

Ω =

[
φω
2

(
1− y

r0

)]
I;

Ω = K∗βσ, Kσσ

φω = K∗βσ,ω, Kσσ,ω

(3.2b)

Aqúı se ha utilizado el sub́ındice ω para representar valores en el seno del medio poroso.

De acuerdo a la Ecuación (2.26b), el tensor de dispersión térmica total, K∗eff , involucrado

en el modelo de equilibrio, Ecuación (2.25) con Φ = 0, puede obtenerse al sumar los tensores

térmicos contenidos en el modelo de no equilibrio, Ecuaciones (2.17) y (2.20). En la Figura

3.3 se presenta este resultado para las mismas condiciones utilizadas en la Figura 3.2. La
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Figura 3.2. Dependencia espacial de a) K∗ββ , b) Kσσ y c) K∗βσ para diferentes valores de κ tomando

Pecell = 0.01 y εβ,ω = 0.5.

dependencia lineal de los perfiles se representan fácilmente por

K∗eff =

[
Keff,ω +

1

2
(kβ −Keff,ω)

(
1 +

y

r0

)]
I, Pecell � 1 (3.3)

En este caso, Keff,ω se puede obtener utilizando la celda de Chang (Chang, 1983) tal

como se explica en el trabajo de Ochoa-Tapia y col. (1994). Los resultados para un arreglo

bidimensional de cilindros que no se encuentran en contacto estan dados por

Keff,ω

kβ
=

2κ− εβ,ω(κ− 1)

2 + εβ,ω(κ− 1)
(3.4)

En todas las gráficas presentadas en las Figuras 3.2 y 3.3 se muestran cálculos para un
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Figura 3.3. Dependencia espacial de K∗eff para diferentes valores de κ tomando Pecell = 0.01 y

εβ,ω = 0.5.

valor máximo de κ = 100 debido a que para valores mayores todas las curvas colapsan

prácticamente en la misma curva. La misma situación se encontró cuando κ ≤ 0.01.

En este punto, se ha mantenido fijo el número de Péclet de la celda en un valor menor a

1, y se ha variado la relación de conductividades térmicas en todas las gráficas presentadas.

Esto conduce a resultados que son aplicables solo para transporte de calor por conducción

entre un medio poroso y un fluido. Con el objetivo de examinar la dependencia del tensor

térmico con la intensidad de flujo, en la Figura 3.4 se presenta la dependencia espacial de

(K∗ββ)xx para diferentes valores de Pecell en un rango de cuatro órdenes de magnitud. Se nota

que, a medida que el número de Péclet aumenta, los perfiles se alejan de la tendencia lineal

y adquieren una forma sigmodal para y ∈ (−r0, r0). Cabe señalar, que solo se presentan los

perfiles de (K∗ββ)xx por dos razones:

Debido a que la dirección de flujo neto es tangente a la superficie divisoria entre el

medio poroso y el fluido libre, los componentes yy del tensor térmico prácticamente no

se afectan por cambios en el número de Péclet.

Los órdenes de magnitud de los tensores K∗βσ y Kσσ son mucho menores comparados

con el de (K∗ββ)xx.

Con base en estos razonamientos, es razonable para Pecell > 1 considerar que (K∗eff )xx =

(K∗ββ)xx.
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Figura 3.4. Dependencia espacial de (K∗ββ)xx para diferentes valores de Pecell, tomando εβ,ω = 0.5

y κ = 10.

El siguiente coeficiente que se presenta es el coeficiente de transferencia de calor por

unidad de volumen, avh, el cual es normalizado con kβ/`
2
cell en los resultados mostrados en

la Figura 3.5. Este coeficiente exhibe una fuerte dependencia con κ cuando esta relación es

menor o igual a uno. De hecho, para κ > 10 todas las curvas colapsan en una sola. Además,

se encontró que avh depende débilmente con el número de Péclet. Las curvas sigmodales

de la Figura 3.5 se ajustaron satisfactoriamente (R2 > 0.99) a la siguiente ecuación tipo

Boltzmann,

avh`
2
cell

kβ
= A2 +

A1 − A2

1 + exp[(y/r0 − x0)/x1]
(3.5)

Los coeficientes A1, A2, x0 y x1 dependen de los valores de κ tal como se muestran en la

Tabla 3.1, donde además, se ha incluido la dependencia con la porosidad del medio poroso

homogéneo.

El último coeficiente efectivo que se presenta es el vector tipo-velocidad u para el modelo

de equilibrio. En esta parte no se presentan los resultados para los vectores involucrados

en el modelo de no equilibrio. Esto con el fin de ser lo más breve posible y mostrar solo

la información más relevante en esta parte del documento. Sin embargo, información más

detallada acerca de los vectores tipo-velocidad se puede encontrar en el Apéndice B. En la

Figura 3.6 se muestran los perfiles de los componentes x y y del vector u para dos valores del

número de Péclet de celda, y además considerando cambios en varios órdenes de magnitud
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Figura 3.5. Dependencia espacial de avh para diferentes valores de κ manteniendo fijo εβ,ω = 0.5

y Pecell = 0.01.

de κ. De los cálculos llevados a cabo, se sabe que para Pecell ≥ 1 el componente x de u

predomina sobre el componente y, y para Pecell � 1 ocurre el caso contrario (es decir,

predomina el componente y). Nótese en la Figura 3.6a que ux aumenta conforme κ lo hace y

es siempre positivo, además exhibe una dependencia espacial del tipo sigmodal en todos los

casos. Mientras tanto, en la Figura 3.6b se observa que uy es prácticamente cero para κ < 10

y aumenta drásticamente para κ > 100.

La relevancia del cómputo de las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos se

resumen en:

Primero, los coeficientes efectivos determinan el campo de la temperatura promedio

cuando se resuelven las GTE’s.

Segundo, los coeficientes efectivos son necesarios para el cómputo de los coeficientes de

salto en el desarrollo de las condiciones de frontera involucradas en el modelo de dos

dominios (Valdés-Parada y col., 2007b, 2009b).

3.1.2. Efecto del contacto part́ıcula-part́ıcula

Ahora se considera el efecto del contacto part́ıcula-part́ıcula sobre los coeficientes efectivos

involucrados en los modelos LTNE y LTE. En este caso, el medio poroso es modelado
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Figura 3.6. Dependencia espacial de a) ux con Pecell = 1 y b) uy tomando Pecell = 0.01 para

diferentes valores de κ y εβ,ω = 0.5.

como un arreglo periódico de cuadrados que se encuentran interconectados, tal como el

arreglo periódico 2 mostrado en la Figura 3.1. Alĺı c representa el grosor de los brazos de

interconexión y a es el ancho de los cuadrados. El grado de interconexión entre las part́ıculas

sólidas es cuantificado a través de la relación c/a. Debido a que a medida que c/a → 0

los brazos de interconexión se adelgazan, los requerimientos de recursos de cómputo se

incrementan notablemente limitando los cálculos hasta cierto valor mı́nimo de la relación

c/a. Esto lleva a dividir el análisis en dos etapas: la primera consiste en resolver el problema

de cerradura en celdas representativas del seno poroso, lo cuál permite realizar simulaciones

hasta c/a = 0.005; y la segunda consiste en resolver celdas en la inter-región permitiendo

realizar cálculos solo hasta c/a = 0.04. De esta forma, el comportamiento de los coeficientes

efectivos de transporte en la inter-región para bajos valores de la relación c/a pueden inferirse

a partir del comportamiento correspondiente en el seno poroso. Ambos tipos de celda se

presentan en la Figura 3.7 donde, además, se ha ejemplificado la malla utilizada para la

solución de los problemas de cerradura.

Predicción en el seno del medio poroso

En esta sección, se presenta la dependencia que presentan los tensores térmicos y el

coeficiente de transferencia de calor con el grado de interconexión de las part́ıculas y la

relación de conductividades térmicas. No se presenta el efecto de éstos parámetros sobre los

vectores tipo-convectivo debido a que, generalmente, su orden de magnitud son despreciables
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fase fluida fase fluida

fase fluida fase fluida

fase sólida

Celda unitaria
en el

seno poroso

Celda unitaria
en la

inter-región

x

y

fase sólida

fase fluida

Figura 3.7. Ejemplos de malla utilizada para resolver los problemas de cerradura en celdas en el

seno del medio poroso y en la inter-región. Se tomó εβ,ω = 0.5 y c/a = 0.1.

en comparación con los coeficientes restantes. Debido a que en el tipo de celda utilizada la fase

dispersa es la fluida, no es posible imponer flujo alguno por lo que en todos los casos el número

de Péclet es cero. Además en el caso de los tensores térmicos, solo se presentan los resultados

para los componentes longitudinales debido a que, como se discutió en la sección anterior,

éstos son muy similares a los componentes transversales y significativamente mayores a los

componentes fuera de la diagonal principal.

En la Figura 3.8 se presenta la dependencia de los componentes longitudinales de K∗ββ,ω

y Kσσ con la relación c/a. Nótese que incrementar el grado de interconexión lleva a que(
K∗ββ,ω

)
xx

disminuya cuando κ < 1, mientras que cuando κ > 1 es invariante. Para el

coeficiente (Kσσ,ω)xx se tiene el comportamiento inverso. Esta situación es consistente con la
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Figura 3.8. Dependencia de a) (K∗ββ,ω)xx y b) (Kσσ,ω)xx con κ y la relación c/a, tomando εβ,ω = 0.5

y Pecell = 0.

f́ısica que ocurre en la microescala, pues si el sólido es la fase más conductiva en comparación

con el fluido (κ > 1), entonces al incrementar la interconexión se favorecen los valores de los

tensores térmicos asociados con el sólido, es decir, Kσσ. Para el caso en que la fase fluida es

la más conductiva (κ < 1), disminuir el grado de interconexión entre las part́ıculas favorece

al tensor K∗ββ debido a que la resistencia térmica ofrecida por el sólido disminuye.

Los siguientes tensores térmicos que se presentan son los cruzados K∗βσ y Kσβ. Sin

embargo, a partir de las simulaciones y en concordancia con resultados previos reportados

por Quintard y Whitaker (1993) se encontró que ambos tensores son iguales, por lo que solo

se presentan los resultados para el componente longitudinal de K∗βσ. Como se muestra en la

Figura 3.9a, éste coeficiente térmico se incrementa conforme c/a → 0 cuando κ > 1. Note

que para κ � 1 el valor del coeficiente disminuye rápidamente y el grado de interconexión

no es significativo.

Con los tensores térmicos involucrados en el modelo LTNE disponibles, se utiliza la

definición (2.26b) para predecir el único tensor térmico efectivo involucrado en el modelo

LTE. En la Figura 3.9b se muestra la dependencia del componente longitudinal del tensor

K∗eff con κ y el grado de interconexión entre part́ıculas. El valor de la relación de

conductividades térmicas tiene importancia significativa principalmente cuando κ < 1 y,

eventualmente, la conductividad efectiva disminuye cuando c/a → 1. Para el caso opuesto

(κ > 1), la conductividad efectiva aumenta significativamente con la existencia de contacto

part́ıcula-part́ıcula. Este efecto es de esperarse pues al ser el sólido mucho mas conductivo
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Figura 3.9. Dependencia de a) (K∗βσ,ω)xx y b) (K∗eff,ω)xx con κ y la relación c/a y comparación

con celdas unitarias simples, tomando εβ,ω = 0.5 y Pecell = 0.

que el fluido, el calor se transporta preferencialmente por el sólido aunque los brazos de

interconección sean delgados (inclusive aunque solo se tenga un contacto puntual entre las

part́ıculas sólidas).

Para propósitos de comparación, en la Figura 3.9b se ha graficado la expresión anaĺıtica de

Batchelor y O’Brien (1977), Ecuación (1.1) , válida para valores grandes de κ y con contacto

puntual entre las part́ıculas. Nótese que la tendencia de los resultados de este trabajo está en

concordancia con la curva para contacto puntual. Además, se presentan los resultados para la

conductividad efectiva cuando los problemas de cerradura son resueltos en celdas de Chang

en 2D (Ochoa-Tapia y col., 1994), Ecuación (3.4), y en celdas en 3D dada por la siguiente

expresión (Maxwell, 1873),

(Keff,ω)∗xx
kβ

=
3κ− 2εβ,ω(κ− 1)

3 + εβ,ω(κ− 1)
(3.6)

Sumarizando todos los resultados de la Figura 3.9b, la importancia del contacto part́ıcula-

part́ıcula se manifiesta con los tres tipos de curvas graficadas: con contacto, sin contacto y

con contacto puntual. Cabe señalar, que en los casos con κ� 1 ó κ� 1, son más notorias las

diferencias entre las distintas curvas, y bajo estas circunstancias, la caracterización adecuada

de la microestructura porosa se convierte un asunto relevante en las predicciones.

Para finalizar esta parte, en la Figura 3.10 se presenta el efecto de la relación c/a y de
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Figura 3.10. Dependencia de avh con κ y la relación c/a, tomando εβ,ω = 0.5 y Pecell = 0.

κ sobre el coeficiente de transferencia de calor intersticial avh normalizado con kβ/l
2
cell. Para

los casos en que κ� 1 el coeficiente efectivo se aproxima al valor de cero y la influencia del

contacto part́ıcula-part́ıcula es despreciable. Este comportamiento está en concordancia con

la f́ısica que ocurre en la microescala; a medida que κ→ 0 el sólido actúa como un aislante

térmico y el calor intercambiado entre las fases (cuantificado con avh) disminuye. Cuando el

sólido es más conductivo que el fluido, incrementar el grado de interconexión disminuye la

cantidad de calor transferida entre las fases. Sin embargo, debe mencionarse que esto sucede

porque el área interfacial av disminuye cuando c/a→ 1.

Predicción en la inter-región

Ahora se analiza la transición espacial de los coeficientes efectivos a través de la inter-

región. Particularmente, el interés se centra en la influencia del grado de interconexión. La

influencia de otros parámetros como κ, el número de Péclet y εβ,ω puede consultarse en la

Sección 3.1.1 y en el Apéndice B. En la inter-región se utilizan celdas más largas como la

mostrada en la Figura 3.7 con el fin de incluir los cambios en la microestructura.

En la Figura 3.11a se presentan las evoluciones espaciales de (K∗ββ)xx y (K∗βσ)xx en función

de la relación c/a. En cuanto al primer coeficiente, se tiene una funcionalidad débil con el

contacto part́ıcula-part́ıcula y todos los resultados calculados prácticamente colapsan en la

misma curva, por esta razón solo se presentan los datos para c/a = 0.04. Para este caso

(κ = 100), la relación c/a tiene poca influencia sobre (K∗ββ)xx, lo cual esta de acuerdo con los
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Figura 3.11. Dependencia de a) (K∗ββ)xx y (K∗βσ)xx, y b) (K∗eff )xx y (Kσσ)xx con la posición en la

inter-región y la geometŕıa de la microestructura porosa, tomando εβ,ω = 0.5, κ = 100 y Pecell = 0.

resultados mostrados en la Figura 3.8a. Además, para fines de comparación se han agregado

los resultados cuando el medio poroso se modela como el arreglo periódico 1 mostrado en la

Figura 3.7. En cuanto al coeficiente (K∗βσ)xx, el grado de interconexión tiene una influencia

moderada principalmente en las cercańıas del seno poroso, es decir, cuando y/r0 → −1.

No obstante, cuando se considera la geometŕıa con contacto part́ıcula-part́ıcula se tienen

resultados claramente diferentes con respecto a cuando se consideran part́ıculas aisladas.

Cabe agregar que cuando se usa el arreglo periódico 1 (K∗βσ)xx, depende linealmente de la

posición siendo igual a (K∗ββ)xx en el seno poroso y toma el valor de cero en el seno del fluido.

En la Figura 3.11b se presenta la dependencia espacial de (Kσσ)xx, involucrado en el

modelo LTNE, y (K∗eff )xx, el único coeficiente efectivo del modelo LTE. Debido a que κ = 100

ambos coeficientes efectivos tienen valores similares en la inter-región y en el seno del medio

poroso. Tal como se mencionó arriba, valores altos de κ favorecen los coeficientes asociados

con el sólido, y como consecuencia, el tensor térmico Kσσ contribuye en mayor proporción

al cálculo de la conductividad térmica efectiva1. Los resultados presentados en la Figura

3.11b son consistentes con los mostrados en las Figuras 3.8b y 3.9b, en el sentido en que

el contacto part́ıcula-part́ıcula afecta significativamente a los coeficientes efectivos, lo cual

conduce a resultados notoriamente diferentes con respecto a part́ıculas aisladas. Cabe señalar

que en casos de celdas con contacto part́ıcula-part́ıcula la dependencia espacial no es lineal,

1Recuérdese que Keff involucra todos los coeficientes del modelo LTNE, Ecuación (2.26b).
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microestructura porosa, tomando εβ,ω = 0.5, κ = 100 y Pecell = 0.

lo cual es contrario a cuando se consideran part́ıculas dispersas.

Finalmente, en la Figura 3.12 se presenta la funcionalidad de avh con la posición y la

relación c/a. Para este caso la tendencia de las curvas es similar con y sin contacto part́ıcula-

part́ıcula. No obstante, como se mostró en la Figura 3.10, la interconexión entre part́ıculas

genera valores más grandes del coeficiente avh en comparación con part́ıculas dispersas en

el seno poroso, y esta tendencia se mantiene a través de la inter-región. Los perfiles de la

Figura 3.12 presentan un valor máximo en el seno de la región porosa y toman el valor de

cero en el seno de la región fluida. Este comportamiento es consistente con el fenómeno de la

microescala, ya que, eventualmente, la fracción volumétrica del sólido disminuye conforme

se aproxima a la región de fluido, y por tanto también disminuye la cantidad de calor

intercambiado entre las fases.

3.2. Comparación con simulación numérica directa

Con el objetivo de evaluar la precisión de los modelos promedio desarrollados en el

Caṕıtulo 2, en esta parte del trabajo se comparan los perfiles de la temperatura promedio

obtenidos con los modelos de equilibrio y no equilibrio, con aquellos que resultan de resolver

directamente la ecuaciones gobernantes puntuales en estado estacionario (de aqúı en adelante

se señalarán como DNS). Ciertamente, este tipo de comparaciones no reemplaza en ningún
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sentido la necesidad de corroboración con datos experimentales de laboratorio. No obstante,

la comparación con DNS da una idea acerca del alcance de las leyes de escalamiento (Wood,

2009a) involucradas en los modelos promedio, y sobretodo, corroborar si dichas leyes son

satisfechas en la inter-región.

La DNS consiste en resolver las ecuaciones gobernantes puntuales en estado estacionario,

(ρcP )β∇ · (vβTβ) = ∇ · (kβ∇Tβ) , en la fase-β (3.7a)

0 = ∇ · (kσ∇Tσ) , en la fase-σ (3.7b)

−nβσ · (kβ∇Tβ) = −nβσ · (kσ∇Tσ) , en la interfase sólido-fluido (3.7c)

Tβ = Tσ, en la interfase sólido-fluido (3.7d)

en el dominio mostrado en la Figura 3.13 con el fin de mantener consistencia con la solución

de los problemas de cerradura expresados en el Apéndice A. Además, en las fronteras superior

e inferior se imponen las condiciones de frontera tipo Dirichlet,

Tβ = Tη, en y = Lη (3.8a)

Tβ = Tω, en y = −Lω (3.8b)

Aqúı se ha considerado que el eje y tiene el origen donde termina el medio poroso e inicia la

región de solo fluido.

Las magnitudes de Lη y Lω se eligen de tal manera que se satisfaga la restricción de escala

`β, `σ � r0 � Lη, Lω. Espećıficamente, se utilizó 2r0 = 15`cell y Lη = Lω = 100`cell, lo cual

garantiza al menos un orden de magnitud de separación entre las longitudes caracteŕısticas

del sistema. No se consideraron separaciones de escala más grandes con el fin de evitar la

disminución de las precisión en los resultados numéricos. Una vez más, los cálculos se llevaron

a cabo usando el software comercial Comsol Multiphysicsr usando refinamiento de malla

para, de esta manera, asegurar que los resultados sean independientes del número de nodos

computacionales.

Aśı, el dominio de solución para el DNS tiene una altura total de 200`cell y, por

simplicidad, se consideró una anchura igual a `cell. Se reconoce que esta es una suposición

severa debido a que el ancho del dominio de solución debe ser, al menos, 2r0. Esto significa

que, en este caso, el volumen promediante consiste en un rectángulo de anchura igual a

`cell y altura igual a 15`cell. Además, en las fronteras verticales del dominio de solución se
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Figura 3.13. Dominio utilizado para la simulación numérica directa.

impusieron las siguientes condiciones de frontera tipo Neumann:

−n · kβ∇Tβ = 0, en x = 0, `cell (3.9)

Donde, en este caso, n representa el vector normal unitario dirigido hacia afuera del dominio

de solución.

Bajo estas circunstancias resulta que la temperatura promedio solo depende de la

dirección y. Esto significa que los modelos promedio de equilibrio y no equilibrio se reducen

a ecuaciones diferenciales ordinarias. Además, el campo de velocidad empleado en los

modelos promedio se obtiene de resolver la ecuación de Stokes en el dominio del DNS y

promediar los resultados. En este caso, las condiciones de frontera para las temperaturas

promedio en −Lω y Lη surgen de promediar apropiadamente los campos calculados en el

DNS. A continuación, con la finalidad de presentar resultados más generales se introduce la

temperatura adimensional definida como,

Θm =
Tm − Tω
Tη − Tω

, m = β, σ (3.10)
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En la Figura 3.14 se muestran los perfiles de temperatura calculados con los modelos

de equilibrio, Ecuación (2.25), y de no equilibrio, Ecuaciones (2.17) y (2.20), y utilizando

la dependencia espacial de los coeficientes efectivos considerando al medio poroso como un

arreglo periódico de cilindros aislados. Además, se añaden los perfiles de temperatura del

DNS. Primero considérense los casos con baja intensidad de flujo, es decir, Pecell < 1 (Figuras

3.14a y 3.14b). Cuando la relación de conductividades térmicas es suficientemente pequeña

(κ < 1, Figura 3.14a), el calor es transportado esencialmente solo por la fase fluida. Debido a

que el mismo fluido esta presente fuera y dentro del medio poroso, no es de sorprenderse que

los resultados del modelo de equilibrio coincidan con aquellos del modelo de no equilibrio y del

DNS. Por otro lado, cuando κ > 100 (Figura 3.14b), el calor se transporta preferencialmente

por la fase sólida del medio poroso. En la vecindad de la superficie divisoria, es decir, cerca

de la posición y/r0 = 0, el dominio de promediado incluye mas fluido conduciendo aśı a

complicaciones para satisfacer la hipótesis de equilibrio local térmico. Tal como se muestra

en la Figura 3.14b, las mayores diferencias entre los perfiles de temperatura ocurren cerca de

y = 0, y éste error se propaga hacia el resto del dominio ocupado por el fluido homogéneo.

Cuando los mecanismos de transporte por convección y conducción son de magnitud

similar, es decir, Pecell = 1 (Figuras 3.14c y 3.14d), ambos modelos presentan cierto error con

respecto a la temperatura del DNS principalmente en la zona de fluido libre. Atendiendo el

fenómeno con κ < 1 en la Figura 3.14c, se tienen mejores predicciones de la temperatura con

el modelo de no equilibrio en comparación con el modelo de equilibrio. Tal como se esperaba,

el utilizar un medio poroso altamente conductivo, favorece la situación de equilibrio debido

a que el sólido presenta menor resistencia al transporte de calor. Esto es consistente con los

resultados mostrados en la Figura 3.14d donde se muestra que las predicciones del modelo

de equilibrio mejoran en la zona del medio poroso.

Cuando el número de Péclet de celda aumenta (Pecell = 10, Figuras 3.14e y 3.14f), el

término convectivo en los modelos de equilibrio y no equilibrio domina sobre el término de

dispersión; por lo tanto la influencia de las fuentes de no equilibrio se convierten despreciables.

Como consecuencia, los perfiles de temperatura de ambos modelos coinciden para κ = 0.01

y 100.

Finalmente, para cuantificar la precisión de la predicción del perfil de temperaturas de

los modelos promedio se introduce la siguiente definición del error:

% Error = 100

∫

Ω

abs
(
〈Θ〉DNS − 〈Θ〉Modelo promedio

)
d(y/r0) (3.11)
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Donde Ω se refiere al dominio en donde se resolvieron los modelos. Para diferentes valores del

número de Péclet y de la relación de conductividades térmicas, en la Tabla 3.2 se muestran los

errores de los modelos promedio de equilibrio (LTE) y de no equilibrio (LTNE) local térmico.

De manera general, el modelo de no equilibrio presenta un menor error en comparación con

el modelo de equilibrio local térmico independientemente del par de valores de Pecell y κ.

Además, de los resultados se infiere que ambos modelos son adecuados para la predicción

del perfil de temperatura, excepto el modelo de equilibrio cuando Pecell < 1 y κ > 1. Esto

sugiere que bajo esas condiciones el principio de equilibrio local térmico es más dif́ıcil de

satisfacer en la inter-región.
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Tabla 3.1. Dependencia de los coeficientes de la Ecuación (3.5) con la relación de conductividades

térmicas y con la porosidad tomando Pecell = 0.01.

κ A1 A2 x0 x1

Manteniendo 0.01 0.563 0.015 -0.699 0.146

constante 0.1 5.590 0.034 -0.878 0.096

εβ,ω = 0.5 1 32.240 0.073 -0.958 0.076

10 67.470 0.073 -1.004 0.077

100 82.526 0.091 -1.025 0.080

εβ,ω

Manteniendo 0.4 206.346 0.063 -1.118 0.078

constante 0.6 38.804 0.083 -0.939 0.076

κ = 10 0.7 25.799 0.093 -0.891 0.076

0.8 17.418 0.099 -0.852 0.077

0.9 10.805 0.098 -0.810 0.085

Tabla 3.2. Error de los modelos promedio.

Pecell = 0.01

κ 0.01 0.1 10 100

Modelo de no equilibrio 13.340 12.079 11.287 8.973

Modelo de equilibrio 13.726 12.892 43.220 47.213

Pecell = 1

Modelo de no equilibrio 18.055 17.450 21.131 15.719

Modelo de equilibrio 28.070 18.436 21.288 19.415

Pecell = 10

Modelo de no equilibrio 11.472 16.239 13.874 18.685

Modelo de equilibrio 11.742 16.672 17.528 19.667
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Figura 3.14. Comparación de los perfiles de temperatura obtenidos con los modelos de equilibrio

y no equilibrio con los obtenidos del DNS para εβ,ω = 0.5 y tomando a) Pecell = 0.01, κ = 0.01, b)

Pecell = 0.01, κ = 100, c) Pecell = 1, κ = 0.01, d) Pecell = 1, κ = 100, e) Pecell = 10, κ = 0.01 y f)

Pecell = 10, κ = 100.
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CAPÍTULO 4

CASO DE ESTUDIO: INTERCAMBIADOR DE CALOR CON

INSERTO POROSO

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se utilizan las ecuaciones promedio desarrollas para modelar la

transferencia de calor en un ejemplo de aplicación práctica, como lo es un intercambiador

de calor modificado con un inserto poroso. El estudio de sistemas que incluyen insertos

porosos para mejorar la transferencia de calor en equipos modificados ha adquirido un interés

sustancial recientemente (Alkam y Al-Nimr, 1998, 1999; Byun y col., 2006; Huang y col.,

2010). Esto es motivado principalmente por el amplio rango de aplicaciones en sistemas

ingenieŕıles. En la literatura se encuentran diversos trabajos dedicados a este tipo de estudios

utilizando diferentes configuraciones geométricas, y además, se ha analizado el efecto que

tienen diversos parámetros asociados (por ejemplo el número de Biot, el número de Darcy, el

coeficiente de arrastre, etc). En la Figura 4.1 se muestran dos diferentes configuraciones

de intercambiadores de calor que utilizan insertos porosos. De manera general, existen

intercambiadores de calor de placas y de tubos. En ambos tipos, los insertos porosos son

añadidos en las paredes con la finalidad de aumentar el transporte de calor entre los fluidos

utilizados.

El mejoramiento del transporte de calor usando insertos porosos en diferentes tipos de

intercambiadores de calor, ha sido resaltado en varios trabajos en la literatura mediante

simulación. Alkam y Al-Nimr (1998) estudiaron el problema transitorio de flujo por
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Figura 4.1. Intercambiadores de calor con insertos porosos.

convección forzada en canales circulares parcialmente llenos con un inserto poroso. Ellos

mostraron el efecto del tamaño del medio poroso, también como el de los números de Darcy

y Forchheimer, sobre el desempeño hidrodinámico y térmico. Además, los investigadores

reportaron que la transferencia de calor puede mejorarse hasta 8 veces por la inclusión

del inserto poroso. En un trabajo posterior (Al-Nimr y Alkam, 1998), los mismos autores

sugirieron que la eficiencia térmica puede incrementar en el intervalo 3-32 % en un colector

solar modificado. El inconveniente es que la cáıda de presión puede aumentar hasta 30 veces

en relación a cuando no se usa el inserto poroso. La mejora de la transferencia de calor

ocurre sin importar si flujo es en paralelo o a contracorriente en el sistema (Alkam y Al-

Nimr, 1999). Además, se ha reportado que existe un valor cŕıtico en el tamaño del inserto

poroso, sobre el cual, ya no hay mejoramiento significativo en la eficiencia térmica. Además

de los trabajos mencionados hasta aqúı, se han llevado a cabo estudios recientes en canales

de placas paralelas en configuraciones en 2D (Alkam y col., 2001) y en 3D (Jen y Yan, 2005).

Todos estos trabajos evidenćıan que la convección no es el único mecanismo de transporte de

calor que es mejorado. De hecho, Chen y Sutton (2005) demostraron que la transferencia de

calor por radiación puede aumentarse alrededor de 105 % usando cerámicas porosas en ductos

circulares. Considerando flujo turbulento, Yang y Hwang (2009) recientemente investigaron

el mejoramiento del transporte de calor en un tubo con un núcleo poroso para un rango

amplio de valores del número de Reynolds (5000-15000). Además, estos autores reportaron

que la relación óptima núcleo poroso-radio es aproximadamente 0.8. Recientemente, Lukisha

y Prisnyakov (2010) llevaron a cabo un análisis detallado acerca de las condiciones óptimas
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que favorecen la eficiencia térmica usando condiciones de frontera del tipo ley de enfriamiento

de Newton en canales circulares. Los investigadores resumen que dichas condiciones óptimas

se encuentran por: disminuyendo el diámetro del canal ó el número de Biot ó incrementando

la porosidad ó el número de Reynolds.

Además de los trabajos que mediante simulación resaltan el mejoramiento de la

transferencia de calor por el uso de insertos poroso, existen algunos trabajos que concluyen lo

mismo utilizando evidencia experimental. Por ejemplo, Pavel y Mohamad (2004) investigaron

el efecto de materiales porosos metálicos sobre la rapidez de transferencia de calor y la cáıda

de presión. Recientemente, Huang y col. (2010) hicieron experimentos insertando un medio

poroso con porosidad alta (0.951-0.975) en el centro de un tubo. De esta manera, ellos

estudiaron la resistencia al flujo y las caracteŕısticas de transferencia de calor experimental

y numéricamente.

Aśı, los principales objetivos en el caso de aplicación a estudiar son:

Modelar el transporte de calor convectivo en un sistema compuesto por dos regiones

homogéneas (fluido e inserto poroso), bajo la formulación de un solo dominio. Esto

requiere tomar en cuenta la dependencia espacial de coeficientes efectivos de transporte

como: la permeabilidad, la porosidad y la conductividad térmica efectiva, los cuales

aparecen en las ecuaciones de medio efectivo para el transporte de calor y de cantidad

de movimiento.

Resolver las ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes variables correspondien-

tes, usando un esquema numérico robusto.

Mostrar los alcances y limitaciones de la ODA bajo varias condiciones de transporte.

Por último, se señala que diversos detalles presentados en este caṕıtulo se encuentran

disponibles en la literatura (Aguilar-Madera y col., 2011b).

4.2. Descripción del problema

En la Figura 4.2 se presenta la configuración del problema bajo estudio. Éste consiste en

un intercambiador de placas con un inserto poroso de grosor e el cual se encuentra adherido

en la placa inferior. La convección se genera debido a la diferencia de presiones 〈P 〉L−〈P 〉0.

Además por simplicidad, las temperaturas de las placas se mantienen constantes, 〈T 〉wall.
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Figura 4.2. Configuración de un intercambiador de calor de placas con inserto poroso.

En ocasiones podŕıa considerarse imponer un flux de calor conocido, sin embargo, es común

encontrar en la literatura estudios que utilizan uno o ambos de estos tipos de condiciones

de frontera. Lo más correcto y riguroso es simular también el transporte de calor que ocurre

en el otro lado de las placas. Las condiciones de frontera para el problema de calor en la

entrada y salida del canal se discuten más adelante.

El análisis comienza adoptando la ecuación de Darcy-Brinkman para la velocidad

promedio en el contexto del ODA y en estado estacionario. Dicha ecuación fue previamente

derivada descartando efectos inerciales y utilizando el método del promedio volumétrico por

Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) y más recientemente por Valdés-Parada y col. (2007b),

0 = −∇ 〈pβ〉β + ρβg + µβε
−1
β (x)∇2 〈vβ〉 − µβε−1

β (x)∇εβ(x) ·∇
(
ε−1
β (x) 〈vβ〉

)

− µβK−1
β (x) · 〈vβ〉 (4.1)

Esta ecuación además se resuelve de manera acoplada con la ecuación promedio de

continuidad,

∇ · 〈vβ〉 = 0 (4.2)

En la Ecuación (4.1) Kβ es el tensor de permeabilidad, µβ es viscosidad del fluido y 〈pβ〉β

y 〈vβ〉 representan la presión y la velocidad promediadas en volumen respectivamente. Debe
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enfatizarse que las variables dependientes (presión y velocidad) están definidas en cualquier

parte del sistema, es decir, en el inserto poroso y en la región de solo fluido.

Como ya se mencionó en caṕıtulos anteriores, en el contexto del método del promedio

volumétrico las predicciones de coeficientes de medio efectivo se llevan a cabo mediante

la solución de los problemas de cerradura asociados en zonas representativas de la

microestructura (celdas unitarias). Para tener una idea clara acerca de esto, en la Figura

4.3 se muestran varias celdas unitarias en diferentes posiciones en la inter-región. Alĺı la

microestructura del inserto poroso se representa por medio de un modelo periódico cilindros

ó cubos que no están en contacto entre śı. De esta manera, de acuerdo al centroide de cada

celda unitaria, se especifica la posición de cada coeficiente efectivo.

Para el proceso de transporte de calor, en ausencia de cualquier tipo de fuentes térmicas,

a continuación se reescribe la ecuación gobernante para la temperatura promedio 〈T 〉,
suponiendo la condición de equilibrio local térmico, y de igual manera, en estado estacionario,

(ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 〈T 〉) = ∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇ 〈T 〉

]
(4.3)

En este caso, para modelar el proceso de transporte de calor se ha optado por utilizar

el modelo de equilibrio local térmico. Como ya se analizó en la Sección 3.2, para varias

condiciones de flujo y conductividades térmicas efectivas el modelo de equilibrio predice

la temperatura promedio con aceptable precisión, y tiene la ventaja de utilizar menos

coeficientes de medio efectivo que el modelo de no equilibrio. Además, en la Ecuación (4.3) se

ha descartado la contribución del vector-convectivo total, u, debido a que como se discutió en

el Apéndice B, generalmente dicho término es depreciable en comparación con el campo de

velocidad.

Con el fin de utilizar la Ecuación (4.3), es necesario contar con le dependencia espacial del

tensor térmico efectivo total, K∗eff , aśı como también del campo de velocidad promedio, 〈vβ〉.
No obstante, en este caso el campo de velocidad se considera independiente del problema

de transporte de calor por lo que la velocidad se trata como un dato de entrada. En las

siguientes secciones se presenta la solución de los modelos macroscópicos aqúı presentados.
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Figura 4.3. Celdas unitarias para la predicción de coeficientes efectivos colocadas en diferente

posición en la inter-región.

4.3. Solución integral impĺıcita del campo de velocidad

4.3.1. Dependencia espacial de la porosidad y la permeabilidad

La ecuación de transporte de cantidad de movimiento promedio, Ecuación (4.1),

está expresada en término de coeficientes de medio efectivo, los cuales dependen, en

general, de todas las coordenadas espaciales. Sin embargo, por simplicidad se asume que

las variaciones más importantes ocurren solamente en la dirección vertical, es decir, en la

dirección y. Aśı, para un modelo periódico de esferas representando el inserto poroso, Valdés-
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Parada y col. (2007b) reportaron la siguiente expresión para la dependencia espacial de la

porosidad,

εβ (y/r0) =





εβ,ω, y/r0 < −1

1
2

(εβ,ω + 1) + 1
4

(εβ,ω − 1)
(
y
r0

)[(
y
r0

)2

− 3

]
, −1 ≤ y/r0 ≤ +1

1, y/r0 > +1

(4.4)

Aqúı se ha utilizado la coordenada normalizada y/r0 con el objetivo de acotar el intervalo de

cambios importantes a [−1,+1]. Como ya se mencionó anteriormente, el intervalo de cambios

importantes es la zona donde los coeficientes efectivos experimentan rápidos y continuos

cambios. Ésta zona es la llamada inter-región de tamaño ξ1 similar a 2r0 (véase la Figura

4.3).

La Ecuación (4.1) además requiere de los cambios espaciales de la derivada espacial de

la porosidad. Aśı, derivando la Ecuación (4.4) con respecto a y/r0 se tiene que,

d

d(y/r0)
[εβ (y/r0)] =





0, y/r0 < −1

3
4

(εβ,ω − 1)

[(
y
r0

)2

− 1

]
, −1 ≤ y/r0 ≤ +1

0, y/r0 > +1

(4.5)

En la Figura 4.4 se presenta la forma t́ıpica de los cambios espaciales de la porosidad y de

su derivada.

Recientemente, Valdés-Parada y col. (2009b) predijeron la dependencia espacial de la

permeabilidad para un arreglo de cuadrados que no se tocan entre śı. Esta situación

corresponde a resolver el problema de cerradura asociado que define a la permeabilidad en

celdas unitarias bidimensionales como las mostradas en la Figura 4.3. Los valores reportados

fueron ajustados a una ecuación del siguiente tipo (R2 ≥ 0.999),

Kβ,ω

Kβ (y/r0)
=





1, y/r0 < −1

c0 +
3∑
i=1

ci exp
[
−
(
y
r0
− t0

)
t−1
i

]
, −1 ≤ y/r0 ≤ +1

0, y/r0 > +1

(4.6)

El valor de los parámetros involucrados en esta ecuación se presentan en la Tabla 4.1, mientras

que en la Figura 4.5 se muestra gráficamente la variación espacial de la permeabilidad para

diferentes valores de la porosidad.

1En este caṕıtulo, con el fin de evitar confusión con la función delta de Dirac, δ, el tamaño de la inter-región

será representado con el śımbolo ξ.
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Figura 4.4. Dependencia espacial de: a) la porosidad y b) la derivada de la porosidad.

Sin embargo, de simulaciones previas se observó que la permeabilidad depende

fuertemente de la geometŕıa de la microescala en la cual el problema de cerradura es resuelto.

Con esta idea en mente, con el objetivo de obtener predicciones más realistas en este trabajo

se resolvió el problema de cerradura en celdas tridimensionales. Dichas celdas unitarias

contienen cubos que no se tocan entre śı tal como la que se muestra en la Figura 4.3.

Con el objetivo de mantener fluidez en el trabajo, enseguida se presenta la definición del

Tabla 4.1. Coeficientes involucrados en la Ecuación (4.6) para predicciones de la permeabilidad a

partir de celdas unitarias bidimensionales.

εβ,ω c0 t0 c1 t1 c2 t2 c3 t3

0.1 -0.011 -0.502 0.496 0.023 0.382 0.082 0.172 0.362

0.2 -0.027 0.000 0.091 0.422 3.39E-03 0.102 6.66E-08 0.033

0.3 -0.051 0.000 8.04E-03 0.123 1.47E-06 0.043 1.43E-01 0.488

0.4 -0.084 0.000 1.10E-05 0.053 0.015 0.147 0.202 0.565

0.5 -0.118 -0.50 0.305 0.240 0.302 0.105 0.507 0.677

0.6 -0.146 -0.50 0.169 0.084 0.463 0.297 0.514 0.736

0.7 -0.259 0.000 0.049 0.234 0.451 0.867 1.42E-04 0.089

0.8 -0.325 0.000 0.576 1.470 5.51E-03 0.168 0.158 0.407

0.9 -0.456 0.000 0.220 0.722 0.220 0.722 0.220 0.722
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Figura 4.5. Dependencia espacial de la permeabilidad para predicciones a partir de celdas unitarias

bidimensionales y diferentes valores de la porosidad.

tensor de permeabilidad extráıdo del trabajo de Valdés-Parada y col. (2007b),

εβ (x)K−1
β (x) = − 1

Vβ (x)

∫

Aβσ(x)

nβσ · (−Ihβ + ∇Cβ) dA (4.7)

donde hβ y C son el vector y el tensor de cerradura respectivamente, los cuales son

determinados a partir de la solución del siguiente problema de valor en la frontera (Valdés-

Parada y col., 2009b),

∇ ·Dβ = ε−2
β (x)∇εβ (x) ·Kβ(x), en la fase-β (4.8a)

0 = −∇dβ +∇2Dβ + I, en la fase-β (4.8b)

Dβ = 0, en la interfase Aβσ (4.8c)

∂Dβ

∂y
= 0,

∂dβ
∂y

= 0, en el fondo y tapa de la celda (4.8d)

dβ(r + li) = dβ(r), Dβ(r + li) = Dβ(r), periodicidad (4.8e)

〈Dβ〉βω = ε−1
β Kβ(x), promedio (4.8f)

Aqúı se han hecho los siguientes cambios de variable tal como lo sugiere Whitaker (1999) en

su texto:

dβ = ε−1
β (x)hβ ·Kβ(x) (4.9a)

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 69



4. Caso de estudio: Intercambiador de calor con inserto poroso

−1 −0.5 0 0.5 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y/r0

K
β
,ω
/
K
β
(y
/r

0
)

εβ,ω = 0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

Figura 4.6. Dependencia espacial de la permeabilidad para predicciones a partir de celdas unitarias

tridimensionales y diferentes valores de la porosidad.

Dβ = ε−1
β (x)(Cβ + I) ·Kβ(x) (4.9b)

En la Figura 4.6 se presenta la variación espacial de la permeabilidad cuando se resuelve el

problema de cerradura en celdas unitarias tridimensionales. En este caso, el valor mı́nimo de

la porosidad reportado es de 0.3, debido a la alta demanda computacional que se requiere al

resolver el problema de cerradura para porosidades menores. Nótese que los perfiles exhiben

una dependencia espacial similar a los de la Figura 4.5. De igual manera, la funcionalidad

de la permeabilidad se ajustó a una Ecuación del tipo (4.6), y los coeficientes se presentan

en la Tabla 4.2.

Finalmente, con el objetivo de utilizar la Ecuación (4.6) se necesita conocer el valor

de la permeabilidad en el seno del inserto poroso, Kβ,ω, el cual puede ser calculado a

partir de la solución del problema de cerradura en celdas representativas del seno. Para

un arreglo periódico de cuadrados y cubos separados entre śı, en la Figura 4.7 se presenta la

permeabilidad en función de la porosidad. Se observa que, generalmente, las predicciones en

la celda bidimensional son mayores que las obtenidas con la celda tridimensional. Además,

en la literatura (Bird y col., 1960) se han reportado expresiones semi-anaĺıticas como la

ecuación de Blake-Kozeny, válida para condiciones en la región laminar; la ecuación de

Blake-Plummer, válida para la región altamente turbulenta; y la ecuación de Ergun, la cual

es una combinación de las anteriores.

Los resultados de la Figura 4.7 se ajustaron a una ecuación de la siguiente forma
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(R2 > 0.999),

Kβ,ω

`2
cell

= 2.430× 10−3 + 1.360× 10−6 exp(13.900εβ,ω), celdas en 2D (4.10a)

Kβ,ω

`2
cell

= 1.606× 10−4 + 2.047× 10−5 exp(8.397εβ,ω), celdas en 3D (4.10b)

Particularmente, en problemas que involucran efectos dispersivos, la forma de la celda

unitaria utilizada para resolver los problemas de cerradura influye de manera importante en

el valor del coeficiente dispersivo que se esté calculando (Whitaker, 1999; Lugo-Méndez y

col., 2010), sobre todo cuando se calculan los componentes transversales de los coeficientes

efectivos. Este mismo fenómeno se observa en predicciones de la permeabilidad, ya que la

forma real de la micro-estructura y la dirección del flujo neto influyen significativamente en

los valores predichos (Valdés-Parada y col., 2009c), lo cual es más notorio en situaciones con

intensidad de flujo considerable (números de Péclet mayores a 1).

Una situación interesante que surge a partir de los resultados de la Figura 4.7, es conocer

la diferencia de la permeabilidad a través de la inter-región cuando se calcula a partir de

celdas conteniendo cuadros y cubos. Dicha diferencia se presenta en la Figura 4.8 calculada

de acuerdo a la expresión,

Diferencia =

[
Kβ,ω

Kβ(y/r0)

]

3D

−
[

Kβ,ω

Kβ(y/r0)

]

2D

(4.11)

Nótese que las diferencias máximas se encuentran con valores intermedios de la porosidad,

es decir εβ,ω = 0.4 − 0.6, siendo con el valor de 0.6 el caso con las mayores desviaciones.

Tabla 4.2. Coeficientes involucrados en la Ecuación (4.6) para predicciones de la permeabilidad a

partir de celdas unitarias tridimensionales.

εβ,ω c0 t0 c1 t1 c2 t2 c3 t3

0.3 -0.175 -1.006 0.189 0.012 0.674 0.340 0.402 2.375

0.4 -0.124 -1.000 0.109 0.100 0.516 0.405 0.498 1.411

0.5 -0.144 -1.000 0.362 0.282 0.387 1.177 0.395 1.186

0.6 -0.231 -1.000 0.392 1.364 0.436 0.568 0.405 1.754

0.7 -0.284 -1.000 0.388 0.744 0.388 0.858 0.506 2.491

0.8 -0.292 -1.045 0.445 1.360 0.445 1.360 0.445 1.360

0.9 -0.557 -1.074 0.539 1.956 0.539 1.956 0.539 1.956
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Figura 4.7. Predicción de la permeabilidad en el seno del medio poroso en función de la porosidad

utilizando celdas bi- y tri-dimensionales.

Se encontró además que la diferencia es mayor en las posiciones cercanas al seno del medio

poroso. Este análisis sugiere que las mayores desviaciones ocurren cuando existen cambios

significativos en el campo de la velocidad puntual, lo cual sucede principalmente cuando

existen muchas part́ıculas en la celda de solución, es decir, la celda de solución se localiza

más cerca del seno poroso. Se reconoce que un análisis mas detallado de la influencia de

la microestructura sobre la permeabilidad debe de incluir celdas mas realistas durante la

solución de los problemas de cerradura. El hecho de que con las celdas simples utilizadas en

este trabajo se tengan diferencias importantes, es un indicativo de la necesidad de llevar esto

a cabo.

4.3.2. Solución impĺıcita con funciones de Green

Antes de proceder a la solución de la Ecuación (4.1), es conveniente introducir las

siguientes variables adimensionales,

x̂ =
x

H
, ŷ =

y + e

H
, v̂β =

〈vβ〉
〈vβ〉βω

, Da =
Kβ

H2
, P̂ =

〈pβ〉βH
µβ 〈vβ〉βω

(4.12)

Donde 〈vβ〉βω es la norma de la velocidad promedio en el seno del inserto poroso; P̂ es la

presión adimensional; x̂ y ŷ son las coordenadas adimensionales; v̂β es el campo de velocidad

adimensional y Da es el número de Darcy. Nótese además que el origen del eje ŷ está situado
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Figura 4.8. Diferencia de la permeabilidad cuando se predice en celdas unitarias bi- y tri-

dimensionales.

en la frontera inserto poroso-fluido. Estas variables adimensionales conducen a la siguiente

ecuación,

0 = −∇̂P̂ + ε−1
β (x̂)∇̂2v̂β − ε−1

β (x̂)∇̂εβ(x̂) · ∇̂
(
ε−1
β (x̂)v̂β

)
− 1

Da(x̂)
I · v̂β (4.13)

La cual se resuelve junto con la ecuación de continuidad adimensional,

∇̂ · v̂β = 0 (4.14)

En el término que involucra el número de Darcy, en la Ecuación (4.13), se ha considerado

que el tensor de esfuerzos es isotrópico, lo cual implica que,

Kβ = KβI (4.15)

donde I es el tensor identidad, I = δijeiej. Además se descartó el término gravitacional.

Para encontrar la solución es conveniente escribir el problema en forma escalar.

Considerando que uβ y vβ son los componentes x y y del campo de velocidad, se tiene

el siguiente problema de valor a la frontera.

0 = −∂P̂
∂x̂

+ ε−1
β (ŷ)

∂2ûβ
∂ŷ2

− ε−1
β (ŷ)

∂

∂ŷ
[εβ(ŷ)]

∂

∂ŷ

[
ε−1
β (ŷ)ûβ

]
− ûβ

Da(ŷ)
(4.16)

Con condiciones de frontera,
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En ŷ = 0, 1 ûβ = 0 (4.17)

La configuración del sistema sugiere adoptar las siguientes simplificaciones,

v̂β = 0,
∂P̂

∂ŷ
= 0,

∂ûβ
∂x̂

= 0,
∂εβ
∂x̂

= 0 (4.18)

Esto trae como consecuencia que el problema involucra una ecuación diferencial de

segundo orden con coeficientes variables, y cuya única fuente es la cáıda de presión

adimensional en la dirección x, .

La Ecuación (4.16) puede reescribirse de la siguiente manera,

∂2ûβ
∂ŷ2

− ∂

∂ŷ
[εβ(ŷ)]

∂

∂ŷ

[
ε−1
β (ŷ)ûβ

]
− εβ(ŷ)

ûβ
Da(ŷ)

= εβ(ŷ)
∂P̂

∂x̂
(4.19)

Además, desarrollando la derivada del producto y después de cierto esfuerzo algebraico se

tiene que,
d2ûβ
dŷ2

= Φ(ûβ, ŷ) (4.20)

Donde,

Φ(ûβ, ŷ) = εβ(ŷ)
dP̂

dx̂
+

[
εβ(ŷ)Da−1(ŷ)−

(
ε−1
β (ŷ)

d

dŷ
εβ(ŷ)

)2
]
ûβ + ε−1

β (ŷ)
d

dŷ
εβ(ŷ)

dûβ
dŷ

(4.21)

La dependencia espacial de la porosidad εβ(ŷ), y de la derivada de la porosidad dεβ(ŷ)/dŷ,

están definidas por las Ecuaciones (4.4) y (4.5) respectivamente. Sin embargo, aún falta por

definir expĺıcitamente la dependencia espacial del número de Darcy, Da(ŷ). Éste parámetro

se define como,

Da(ŷ) =
Kβ(ŷ)

H2
(4.22)

Según la Ecuación (4.6) y los resultados de las Tablas 4.1 y 4.2, la permeabilidad solo depende

de la porosidad en el seno del medio poroso εβ,ω, y de la posición normalizada y/r0. De esta

manera, para determinada posición y valor de la porosidad, se puede encontrar la relación

Kβ,ω/Kβ utilizando la Ecuación (4.6), y la permeabilidad en el seno del medio poroso se

puede estimar a partir de la Ecuación (4.10).

En su forma actual, no es fácil encontrar una solución anaĺıtica de la Ecuación (4.20)

debido a la complicada dependencia espacial de la porosidad y de la permeabilidad. Con esto
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en mente, es conveniente considerar los términos del lado derecho de la Ecuación (4.20) como

un solo término fuente heterogéneo. Esto se hace con el objetivo de encontrar una solución

anaĺıtica impĺıcita usando formulaciones integrales en término de funciones de Green, tal

como se describe en el trabajo de Valdés-Parada y col. (2007a). El problema de Green

asociado está definido por,

d2G(ŷ, ŷ0)

dŷ2
= δ(ŷ − ŷ0) (4.23a)

En ŷ = 0, 1, G(ŷ, ŷ0) = 0 (4.23b)

Donde δ(ŷ − ŷ0) es la función delta de Dirac definida como,

δ(ŷ − ŷ0) =

{
0, ŷ 6= ŷ0

∞, ŷ = ŷ0

(4.24)

Además, para los desarrollos subsecuentes es conveniente introducir el siguiente operador

diferencial,

L (•) =
d2

dŷ2
(•) (4.25)

De tal manera que se tienen las siguientes igualdades,

L (ûβ) = Φ(ûβ, ŷ) (4.26a)

L (G) = δ(ŷ − ŷ0) (4.26b)

La fórmula de Green adaptada a este caso en particular está dada por (Haberman, 2004),

ŷ=1∫

ŷ=0

[ûβL (G)−GL (ûβ)] dŷ =

(
ûβ
dG

dŷ
−Gdûβ

dŷ

)∣∣∣∣
ŷ=1

ŷ=0

(4.27)

Después de sustituir las Ecuaciones (4.26a) y (4.26b) en (4.27), y evaluar las condiciones

de frontera para ûβ y G se tiene,

ûβ(ŷ) =

ŷ0=1∫

ŷ0=0

Φ (ûβ, ŷ0)G (ŷ, ŷ0) dŷ0 (4.28)

Además, en éste resultado se ha utilizado la propiedad de filtración de la función delta de

Dirac, la cual establece que,

ŷ=1∫

ŷ=0

ûβ (ŷ) δ (ŷ − ŷ0) dŷ = ûβ (ŷ0) (4.29)
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La Ecuación (4.28) representa la solución formal al problema de transporte de cantidad

de movimiento. Ésta es una solución integral impĺıcita ya que se necesita integrar el término

fuente a través de todo el dominio evaluado con el mismo campo de solución. Por lo tanto

se requiere de un esquema iterativo para encontrar el campo de velocidad. Este tipo de

formulación integral impĺıcita ha sido utilizado, por ejemplo, para resolver problemas de

transporte de masa que involucran reacción qúımica con cinéticas lineales y no lineales

(Valdés-Parada y col., 2007a, 2008a,b) en geometŕıas simples.

En la Ecuación (4.28) la función de Green, G(ŷ, ŷ0), refleja la influencia que tiene la

fuente Φ(ûβ, ŷ0) en la posición ŷ0 sobre la velocidad situada en ŷ. También lo contrario es

cierto debido a la simetŕıa de la función de Green, es decir G(ŷ, ŷ0) = G(ŷ0, ŷ). Debido

a que el término fuente es la única fuerza que origina perturbaciones en el campo de

velocidad, es de esperarse que la solución involucre solo un término relacionado con éste

término no homogéneo. Nótese que en el caso que hubiera fuentes asociadas a las condiciones

de frontera, éstas apareceŕıan en la solución como términos extras. En otras palabras, la

formulación integral que se obtiene al encontrar la solución mediante funciones de Green,

permite identificar de manera muy clara la contribución que cada una de las fuentes tiene

sobre el campo de solución. Estos conceptos han sido aplicados recientemente por Valdés-

Parada (2010), con el objetivo de interpretar el significado f́ısico de las variables de cerradura

que aparecen en procesos de escalamiento. Por último, cabe señalar que el término fuente Φ

puede ser tan complicado o tan simple de tal manera que la única dificultad que se tiene,

se relaciona únicamente con la estabilidad del esquema iterativo utilizado para encontrar la

solución. Esto significa, por ejemplo, que el término Φ puede simplemente modificarse con

el objetivo de explorar diferentes alternativas de la dependencia espacial de los coeficientes

efectivos. Esta es una de las principales ventajas en usar formulaciones integrales sobre otros

esquemas clásicos basados en la discretización de las ecuaciones diferenciales.

Para poder evaluar la solución es necesario determinar la función de Green. Para ello se

parte de la solución general la cual es,

G (ŷ, ŷ0) =

{
aŷ + b, ŷ < ŷ0

cŷ + d, ŷ > ŷ0

(4.30)

Al utilizar las condiciones de frontera

G(0, ŷ0) = G(1, ŷ0) = 0
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se tiene,

G (ŷ, ŷ0) =

{
aŷ, ŷ < ŷ0

c(ŷ − 1), ŷ > ŷ0

(4.31)

Imponiendo que la función de Green es continua en ŷ = ŷ0, es decir,

G(ŷ−0 , ŷ0) = G(ŷ+
0 , ŷ0) (4.32)

se tiene que,

G (ŷ, ŷ0) =





c
(
ŷ − ŷ

ŷ0

)
, ŷ < ŷ0

c(ŷ − 1), ŷ > ŷ0

(4.33)

Finalmente, integrando la ecuación diferencial se produce la condición de frontera

faltante,
dG
(
ŷ+

0 , ŷ0

)

dŷ
− dG

(
ŷ−0 , ŷ0

)

dŷ
= 1 (4.34)

la cual al evaluarse permite obtener la expresión final de la función de Green,

G (ŷ, ŷ0) =

{
ŷ (ŷ0 − 1) , ŷ < ŷ0

ŷ0 (ŷ − 1) , ŷ > ŷ0

(4.35)

Nótese que la función de Green es simétrica debido a que el operador diferencial que se

definió L (•) también lo es. En la Figura 4.9 se muestra la forma de la función de Green

para tres valores de ŷ0. En dicha figura se observa claramente la simetŕıa de la función de

Green, G(ŷ, ŷ0) = G(ŷ0, ŷ).

4.4. Determinación del campo de temperatura prome-

dio

El problema de transporte de calor en la macroescala se encuentra definido por la

Ecuación diferencial (4.3) la cual está sujeta a las condiciones de frontera,

〈T 〉 = 〈T 〉wall , En y = −e,H − e (4.36a)

(ρcP )βuβ 〈T 〉0 = (ρcP )βuβ 〈T 〉 − (K∗eff )xx
∂ 〈T 〉
∂x

, En x = 0 (4.36b)

∂ 〈T 〉
∂x

= 0, En x = Ltotal (4.36c)
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Figura 4.9. Gráfica de la función de Green dada por la Ecuación (4.35).

Por un lado, la condición de frontera expresada en la Ecuación (4.36b) es conocida como

la condición de frontera tipo Danckwerts (Danckwerts, 1986), la cual establece que en la

frontera x = 0 la cantidad de calor que entra por el lado izquierdo, (ρcP )β uβ 〈T 〉0, es igual a

la cantidad de calor que sale por el lado derecho, (ρcP )β uβ 〈T 〉−(K∗eff )xx(∂ 〈T 〉 /∂x). Nótese

que con esto la condición de frontera tiende a una condición del tipo Dirichlet cuando el

número la intensidad de flujo es suficientemente grande, es decir 〈T 〉 ≈ 〈T 〉0. Por otro lado,

la condición de frontera de la Ecuación (4.36c), de manera estricta, solamente es válida

cuando

Ltotal � H (4.37)

ya que esto garantiza que prácticamente la temperatura en el canal sea constante y cercana

a 〈T 〉wall.
Dado que se utiliza el modelo de equilibrio local térmico, solo es necesario conocer la

dependencia espacial del tensor térmico efectivo total K∗eff . Dicha dependencia espacial

se obtuvo por métodos numéricos mediante la solución de los problemas de cerradura

correspondientes, y los resultados son presentados en el Caṕıtulo 3 y en el Apéndice B

para diferentes valores de la porosidad del inserto poroso, del número de Péclet y de las

conductividades térmicas de los materiales. Se enfatiza que el principal objetivo de esta

parte del trabajo es mostrar la utilidad y aplicabilidad del modelo promedio de equilibrio

de un solo dominio, desarrollado en el Caṕıtulo 2, en un problema práctico de la ingenieŕıa.

Debe señalarse que, contrario al problema de transporte de cantidad de movimiento, en este
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caso existen serias dificultades relacionadas con el término dispersivo en la Ecuación (4.3), lo

cual complica en demaśıa encontrar la solución anaĺıtica basada en funciones de Green. Por

este motivo, el problema de transporte de calor es resuelto a partir de métodos numéricos.

4.5. Resultados y discusión

4.5.1. Comportamiento hidrodinámico

Tal como se explicó en la Sección 4.3.2, con el objetivo de obtener el campo de velocidad

promedio es necesario implementar un esquema iterativo. Para ello se utiliza la siguiente

fórmula recursiva,

(ûβ)j+1 = w(ûβ)j−1 + (1− w)(ûβ)j (4.38)

Donde el sub́ındice j se refiere al número de iteración y w es la función peso en el esquema

iterativo. La rapidez de convergencia depende fuertemente de éste parámetro y su intervalo de

valores es de 0 a 1. En el código computacional, el esquema iterativo fue forzado a satisfacer

una tolerancia en el error basado en la norma L2, es decir,

error =





ŷ=1∫

ŷ=0

[(ûβ)j − (û)j−1]2 dŷ





1
2

(4.39)

Las iteraciones son detenidas siempre y cuando error ≤ 1× 10−4.

En todos los cálculos la cáıda de presión se mantuvo fija en

∆ 〈pβ〉β
Ltotal

= −1 Pa m−1 (4.40)

Esto permite obtener la velocidad caracteŕıstica 〈vβ〉βω cuando el canal está totalmente lleno

con el inserto poroso. Nótese que con este procedimiento no se mantiene fijo el número de

Reynolds basado en la altura del canal,

ReH =
ρβ 〈vβ〉βωH

µβ
(4.41)

debido a que la velocidad caracteŕıstica depende de la porosidad del inserto poroso. Un

procedimiento alternativo consiste en mantener fijo el número de Reynold y entonces

encontrar la cáıda de presión correspondiente. En este caso, la búsqueda no es tan directa

pues depende de la porosidad del inserto poroso.
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Es de esperarse que la porosidad influya notablemente en el perfil de velocidad en el canal.

De acuerdo a la Figura 4.10a, la velocidad es fuertemente influenciada por la porosidad del

inserto poroso, lo cual es consistente con resultados teóricos y experimentales previamente

reportados (Goyeau y col., 2003; Beavers y Joseph, 1967; Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995b).

Nótese que a medida que la porosidad toma el valor de 1, la resistencia ejercida por el medio

poroso disminuye y el perfil de velocidad es similar al que se encuentra entre dos placas

paralelas, es decir, flujo Poiseuille. En el caso opuesto, es decir εβ,ω → 0, eventualmente

el inserto actúa como una pared impermeable. Debido a la definición adoptada para la

velocidad adimensional, Ecuación (4.12), los perfiles de velocidad están adimensionalizados

con respecto a la velocidad caracteŕıstica 〈vβ〉βω, por lo tanto, se espera que aproximadamente

a la mitad de la altura del inserto poroso (es decir, ŷ ≈ 0.25) ûβ ≈ εβ,ω.

Además, en la Figura 4.10b se muestra la importancia de la dimensionalidad de la celda

unitaria para la predicción del campo de velocidad. Se observa que las mayores diferencias

ocurren en el pico del perfil de velocidad, es decir, en ûβ,max. Una de las causas es que se

involucra directamente la inversa del número de Darcy (es decir, la permeabilidad) en la

solución, Ecuación (4.28). Cualquier diferencia pequeña afecta en sobremanera el campo de

velocidad. De hecho, para el caso considerado en la figura, se tiene que el valor de ûβ,max

correspondiente para celdas en 2D es aproximadamente la tercera parte del que se obtiene

con las celdas en 3D. A nuestro conocimiento, existe poca o nula información en la literatura

acerca del efecto de la dimensionalidad de la celda unitaria sobre el campo de solución, lo

cual resulta una situación crucial en el modelado en la macroescala. Bajo esta situación, se

enfatiza la importancia de contar con métodos rigurosos (y robustos) para la predicción de

parámetros efectivos. Sin duda, la mejor manera de evaluar la precisión en la predicción del

campo de velocidad es a través de la comparación adecuada con datos de laboratorio.

Siguiendo las observaciones experimentales de Beavers y Joseph (1967), los perfiles de

velocidad también son influenciados por la configuración del canal parcialmente lleno con

el inserto poroso. En la Figura 4.11a se presentan los perfiles de velocidad que se obtienen

cuando se utilizan diferentes espesores del inserto poroso, e/H = 0.25, 0.5, 0.75. Como se

esperaba, la velocidad se incrementa a medida que el tamaño del inserto poroso disminuye

o la porosidad del inserto poroso se aproxima a 1.

Un aspecto crucial que surge en procesos de escalamiento es la relación de escalas

presentes en el sistema. Se ha discutido a lo largo de este documento que para que el método

del promedio volumétrico funcione deben de existir jerarqúıas de escalas en el sistema, es
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Figura 4.10. Perfil de velocidad adimensional en el canal con inserto poroso para: a) diferentes

valores de la porosidad y tomando la permeabilidad calculada en celdas en 3D, b) permeabilidades

estimadas en celdas en 2D y 3D y εβ,ω = 0.5. Para todos los casos se utilizó e/H = 0.5 y ξ/H = 0.01.

decir, las longitudes caracteŕısticas deben ser dispares. En otras palabras, se deben identificar

las leyes de escalamiento (Wood, 2009a) bajo las cuales las ecuaciones en la macroescala son

válidas. Usualmente, la disparidad de escalas se expresa en la forma `β � r0 � L. Mientras

que este tipo de restricciones son ciertamente informativas, éstas no arrojan información

suficiente en cuestiones prácticas. Según las Ecuaciones (4.10), la permeabilidad se encuentra

normalizada con el cuadrado del tamaño de la celda utilizada para resolver el problema de

cerradura correspondiente, `2
cell. Para el tipo de celdas utilizadas en este trabajo (véase la

Figura 4.3), se tiene que,

`cell ∼ dp (4.42)

donde dp es el diámetro equivalente de la part́ıcula. Sin embargo, en la ecuación

adimensionalizada para el transporte de cantidad de movimiento, aparece el número de Darcy

definido con la altura del canal H. Por tanto, para poder utilizar las Ecuaciones (4.10) es

necesario especificar la relación de escalas `cell/H. Para una relación fija de `cell/ξ = 0.1, esto

puede lograrse modificando la relación ξ/H, la cual relaciona el tamaño de la inter-región

con la altura del canal. En la Figura 4.11b se investigó la influencia de la relación ξ/H sobre

el perfil de velocidad. Nótese que un pequeño cambio en ξ origina cambios significativos

en el perfil de velocidad. Esto resalta la enorme importancia de identificar claramente las

distintas escalas involucradas en determinado problema, además de capturar adecuadamente
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ûβ

ŷ
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Figura 4.11. Perfil de velocidad adimensional en el canal para: a) diferentes tamaños del inserto

poroso (ξ/H = 0.01), b) diferentes tamaños de la altura del canal (e/H = 0.5). En todos los casos

se utilizó εβ,ω = 0.5 y la permeabilidad obtenida con la celda tridimensional.

la microestructura del medio poroso.

Para finalizar esta sección, como una medida cuantitativa del efecto del inserto poroso

sobre la hidrodinámica en el canal, se introduce el flujo volumétrico promedio por unidad de

anchura del canal,

Q

W
=

y=H−e∫

y=−e

〈uβ〉 dy (4.43)

En la Figura 4.12 se presenta la variación de Q con el tamaño del inserto poroso y la

porosidad. Nótese que el flujo volumétrico se ha dividido entre el flujo que se tiene cuando

no hay inserto poroso en el canal. En la Figura 4.12a se observa que existe una disminución

exponencial en el flujo a medida que el inserto poroso llena totalmente el canal. Cabe señalar

que el flujo volumétrico que se tiene cuando el inserto llena totalmente el canal se puede

calcular directamente de la ley de Darcy. En la Figura 4.12b se presenta el efecto de la

porosidad sobre el flujo volumétrico dentro del canal para tres valores del tamaño del inserto

poroso. Contrario a la Figura 4.12a, aqúı se utilizó la permeabilidad calculada en celdas

en 2D para poder simular en porosidades cercanas a cero. De manera general, la relación

Q/Qe=0 presenta una débil dependencia con la porosidad debido a que la mayor contribución

para el flujo volumétrico, surge del fluido en la región libre del canal. Esto es consistente con

el a) de esta figura, pues en ella se observa la fuerte dependencia de Q con el espesor del
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Figura 4.12. a) Efecto del tamaño del inserto poroso sobre Q tomando la permeabilidad calculada

con la celda tridimensional y εβ,ω = 0.3, 0.6 y 0.9. b) Efecto de la porosidad sobre Q tomando la

permeabilidad calculada con la celda bidimensional y e/H = 0.25, 0.5 y 0.75. En todos los casos se

consideró ξ/H = 0.01.

inserto poroso e.

4.5.2. Comportamiento térmico

El problema del transporte de calor se resolvió mediante el software comercial Comsol

Multiphysicsr, el cual está basado en formulaciones con elemento finito. Para asegurar que

los resultados sean independientes del número de nodos computacionales, se usó un algoritmo

de refinamiento de malla consecutivo el cual se detiene cuando se generan resultados

consistentes. Ya obtenido el campo de velocidad (es decir, satisfacer la Ecuación (4.28)),

éste se utiliza como dato de entrada al programa de Comsol. La principal dificultad del

problema de transporte de calor, además del hecho de que es bidimensional, yace en la

cuantificación correcta de los cambios espaciales del tensor térmico efectivo total K∗eff (x).

En este problema existen varios grados de libertad, sin embargo, solo se consideran los

siguientes: la relación de conductividades térmicas del inserto poroso; la porosidad; el tamaño

del inserto poroso y el número de Péclet basado en la altura del canal definido como,

PeH =
(ρcP )β vavH

kβ
(4.44)

la relación de éste número de Péclet con el de celda es PeH = Pecell/`cell. Aqúı vav es la
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velocidad caracteŕıstica definida como

vav =

ŷ=1∫

ŷ=0

|| 〈vβ〉 ||dŷ (4.45)

la cual puede evaluarse en cualquier distancia dentro del canal.

En la Figura 4.13 se presenta el campo de la temperatura adimensional definida como,

Θ =
〈T 〉 − 〈T 〉0
〈T 〉wall − 〈T 〉0

(4.46)

para diferentes valores del número de Péclet del canal. Se observa que, para las condiciones

aqúı consideradas, bajo intensidades de flujo moderadas, es decir PeH < 10, prácticamente

todo el fluido que pasa a través del canal adquiere la temperatura de la pared. En el

caso opuesto, es decir PeH > 10, el transporte de calor por convección predomina sobre

la conducción axial, y en esta situación, solamente el fluido cercano a la pared está a la

temperatura 〈T 〉wall. Por otra parte, se observa que la porción del sistema ocupado por el

inserto poroso tiene una fuerte tendencia a preservar la temperatura de la pared; debido a

esto se notan variaciones drásticas en la temperatura cercana a la frontera inserto poroso-

fluido, especialmente para PeH > 10. Además, para estas condiciones, el fluido fuera del

medio poroso prácticamente conserva la temperatura de entrada del fluido. Cabe señalar

que estos resultados están basados en un canal cuya longitud es 10 veces su altura. Se espera

que estas observaciones cambien ligeramente para longitudes mayores (o menores) del canal,

debido a que esto origina un aumento (o disminución) en el tiempo de contacto entre el fluido

y las paredes del canal.

El efecto de utilizar insertos porosos con diferentes valores de la conductividad térmica

de la matriz sólida se presenta en la Figura 4.14. Como es de esperarse, la incorporación

de insertos porosos más conductivos lleva a que la transferencia de calor sea mayor de las

paredes del canal hacia el fluido o viceversa. Nótese que con κ = 0.01 el fluido no alcanza

a salir con la temperatura del canal en su mayor proporción. En el caso contrario, cuando

κ = 100, el fluido prácticamente sale con la temperatura 〈T 〉wall. Estos resultados sugieren

que una manera de mejorar la transferencia de calor en intercambiadores de calor es usando

sustratos porosos con alta conductividad térmica, y con gran área interfacial disponible para

el intercambio de calor entre el fluido intersticial y el sólido que compone al sustrato.

En la Figura 4.15 se muestra el perfil de temperatura adimensional en el canal cuando

se utilizan diferentes tamaños del inserto poroso. A medida que el inserto poroso satura
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Figura 4.13. Efecto del número de Péclet sobre el campo de temperatura adimensional en el canal

poroso: a) PeH = 1, b) 10, c) 100 y d) 1000. Se tomó κ = 100, e/H = 0.5, εβ,ω = 0.5, ξ/H = 0.01

y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

por completo el canal, se tienen temperaturas más uniformes con valores cercanos a la

temperatura de la pared. Nótese que en el caso en que no hay inserto poroso, es decir

e/H = 0, solo el fluido cercano a la pared aumenta su temperatura. Esta es la situación

t́ıpica que se encuentra en los equipos de intercambio de calor que no son modificados con un

inserto poroso cuando el flujo es en régimen laminar. Aunque el uso de los insertos porosos

lleva a un aumento (no directamente proporcional) de la cáıda de presión (Al-Nimr y Alkam,

1998), su utilidad se aprecia inmediatamente en los resultados presentados en la Figura 4.15.

Finalmente, en la Figura 4.16 se presenta el efecto que tiene la porosidad del inserto poroso

sobre el campo de temperatura adimensional. En este caso, los resultados corresponden

a una cáıda presión fija y cuyo valor origina un número de Péclet de canal igual a 10

cuando la porosidad es 0.5 usando la permeabilidad calculada en celdas bidimensionales.

Además, con el objetivo de hacer una comparación más sencilla de interpretar, las gráficas

corresponden a la situación del canal completamente saturado con el sustrato poroso. Para

valores de la porosidad relativamente bajos, εβ,ω < 0.5, el perfil de temperaturas que se

obtiene es prácticamente similar al de una barra sólida de dimensiones iguales a las del

canal. La situación contraria ocurre cuando la porosidad se acerca a la unidad. Los perfiles
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Figura 4.14. Efecto de la relación de conductividades térmicas sobre el campo de temperatura

adimensional en el canal: a) κ = 0.01 y b) 100. Se tomó PeH = 100, e/H = 0.5, ξ/H = 0.01,

εβ,ω = 0.5 y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

de temperatura y velocidad son similares a los encontrados cuando no hay inserto poroso

debido a que la matriz porosa ejerce menos resistencia al flujo. De esta manera, se espera

que bajos valores de la porosidad aumenten el transporte de calor entre las paredes del canal

y el fluido de trabajo.

Con el objetivo de evaluar cuantitativamente el desempeño térmico del intercambiador

de calor, se introduce el número de Nusselt local (Al-Nimr y Alkam, 1998; Alkam y col.,

2001),

Nux =
1

1−Θm

[
(K∗eff )yy

kβ

dΘ

dŷ

]∣∣∣∣
ŷ=0

(4.47)

el cual se encuentra evaluado en la posición x dentro del canal. Además, se ha introducido

la temperatura media definida como,

Θm =

ŷ=1∫

ŷ=0

Θdŷ (4.48)

El análisis comienza variando la relación de conductividades térmicas, κ, tal como se

muestra en la Figura 4.17a. Para las condiciones utilizadas en los resultados, se observa que

los perfiles tanto de velocidad como de temperatura, están desarrollados prácticamente en

x = H/2. Por esta razón solo se presentan resultados para x̂ ∈ [0, 5]. En todos los casos,

en la entrada del canal el número de Nusselt es menor que en el resto del canal debido a

que el canal está parcialmente saturado con el inserto poroso. Nótese que los cambios más

significativos en el número de Nusselt ocurren cuando κ > 1. Cabe señalar que el número de
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Figura 4.15. Efecto del tamaño del inserto poroso sobre el campo de temperatura adimensional en

el canal: a) e/H = 0.0, b) 0.5 y c) 1.0. En todos los casos se consideró la cáıda de presión necesaria

para que PeH = 100 cuando e/H = 0.5; κ = 100, εβ,ω = 0.5, ξ/H = 0.01 y la permeabilidad

calculada en celdas tridimensionales.

Nusselt definido en la Ecuación (4.47) es una medida directa de la tasa de transferencia de

calor entre la placa inferior y el fluido dentro del canal. Debido a esto, es de esperarse que

se tenga mayor transporte de calor cuando el inserto poroso es altamente conductivo. Esta

situación es consistente con los perfiles de temperatura presentados en la Figura 4.14.

La influencia de la porosidad sobre la tasa de transferencia de calor se presenta en la

Figura 4.17b. Se observa que el número de Nusselt local incrementa a medida que la porosidad

disminuye. Además, en este caso el número de Nusselt es mayor en la entrada que en el resto

del canal, debido a que el canal se encuentra saturado completamente con el inserto poroso.

Cabe agregar en este punto, que en situaciones reales ocurre un fenómeno extra dentro del

inserto poroso. La cual es la turbulencia que se origina por las numerosas y complejas redes

porosas (de Lemos, 2006) dentro del inserto, y coadyuva al mezclado interno. Realmente,

los modelos aqúı desarrollados no contemplan flujo en régimen turbulento y un análisis más

detallado se encuentra fuera del alcance del presente documento.

En la Figura 4.18a se presentan los perfiles del número de Nusselt para diferentes valores

del número de Péclet. En todos los casos que se presentan, la tasa de transferencia de calor

es menor en la entrada que en el resto del canal. Observando la tendencia de los perfiles se

puede concluir que si la longitud del canal se incrementa, esto es (x̂ � 1), el desempeño
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Figura 4.16. Efecto de la porosidad del inserto poroso sobre el campo de temperatura adimensional

en el canal: a) εβ,ω = 0.5, b) 0.7 y c) 0.9. Se tomó e/H = 1, ξ/H = 0.01, κ = 100 y la cáıda de

presión correspondiente a PeH = 10 cuando εβ,ω = 0.5 y usando la permeabilidad calculada en

celdas bidimensionales.

térmico del sistema se ve favorecido para valores bajos del número de Péclet, debido a que

esto representa mayor tiempo de contacto entre las paredes y el fluido. Esto ocasiona que,

en el caso de transporte predominantemente conductivo (PeH < 1), la mayoŕıa del fluido

alcanza la temperatura de la pared en menos distancia dentro del canal. En el caso opuesto

(PeH > 1), el fluido necesita trasladarse una mayor distancia con el fin de alcanzar la misma

temperatura.

Finalmente, en la Figura 4.18b se muestra el efecto del grosor del inserto poroso sobre el

número de Nusselt. Los resultados son consistentes con los presentados en la Figura 4.15, es

decir, un incremento en el tamaño del inserto poroso lleva a mejorar la tasa de transferencia de

calor. Sin embargo, esta situación no es directamente proporcional a la cantidad de material

poroso presente en el canal. No obstante, puede concluirse que el mejor desempeño térmico

corresponde cuando el canal está completamente saturado con el inserto poroso.

Resumiendo, con el fin de mejorar la tasa de transferencia de calor en el canal es

recomendable:

Usar un inserto poroso altamente conductivo.

Usar un inserto poroso con baja porosidad.
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Figura 4.17. Influencia sobre el número de Nusselt local de: a) la relación de conductividades

térmicas tomando e/H = 0.5; b) la porosidad del inserto poroso tomando κ = 100 y e/H = 1.

En todos los casos se consideró la cáıda de presión correspondiente a un valor de PeH = 1 cuando

εβ,ω = 0.5, ξ/H = 0.01 y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

Mantener, por un lado, valores del número de Péclet menores a 1 para canales largos

(x̂ � 1), y por otro lado, para canales pequeños (x̂ � 1) es conveniente operar con

PeH � 1.

Usar un canal completamente saturado con el inserto poroso.

Cabe agregar que un análisis más detallado, por ejemplo incluyendo costos debido a la cáıda

de presión y al material poroso, necesita hacerse con el objetivo de evaluar la viabilidad de

las recomendaciones aqúı sugeridas para optimizar el proceso.

Los resultados de este trabajo sirven como motivación para posteriores estudios

experimentales y teóricos de transporte de calor y de cantidad de movimiento, en canales

parcialmente llenos con un medio poroso. Debe señalarse que, a pesar de que se fue capaz

de resolver el modelo ODA en este trabajo, no significa que ésta deba ser la alternativa más

óptima de modelamiento en situaciones prácticas. Por ejemplo, la demanda computacional

considerable involucrada en la solución de ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes

variables, puede convertirse en algo impráctico en aplicaciones de monitoreo continuo, como

lo son los sistemas de control. Por esta razón, es de gran interés comparar los resultados

de este trabajo con los correspondientes del modelo TDA, el cual involucra resolver más

ecuaciones diferenciales parciales (al menos el doble que los utilizados en el ODA), pero
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Figura 4.18. Influencia sobre el número de Nusselt local de: a) el número de Péclet tomando

e/H = 0.5; b) el tamaño del inserto poroso tomando PeH = 1. En todos los casos se consideró κ =

100, εβ,ω = 0.5, ξ/H = 0.01 y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

con la diferencia que se encuentran expresadas en términos de coeficientes de medio efectivo

constantes. No obstante, debe señalarse que las predicciones surgidas con el modelo TDA,

dependen de las condiciones de salto asociadas con la frontera macroscópica medio poroso-

fluido. Como ya se mencionó anteriormente, con el fin de calcular los coeficientes involucrados

en las condiciones de salto es necesario contar con las variaciones espaciales de los coeficientes

de transporte efectivo en el modelo ODA. Aśı, el material presentado en esta sección es útil

para estudios posteriores enfocados a la derivación, solución y comparación de los modelos

de uno y dos dominios.

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 90



Parte II

El modelo de dos dominios

91



Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 92



CAPÍTULO 5

CONDICIONES DE SALTO COMPLETAS PARA EL MODELO

DE EQUILIBRIO LOCAL TÉRMICO

En este caṕıtulo se desarrollan las condiciones de salto para el campo de temperatura

promedio y el flux de calor en la frontera medio poroso-fluido considerando el modelo de

equilibrio local térmico.

5.1. Desviaciones macroscópicas de la temperatura

El desarrollo comienza re-escribiendo la ecuación efectiva válida en todo el dominio para

el transporte de calor bajo la suposición de equilibrio local térmico,

〈ρ〉CP
∂ 〈T 〉
∂t

+ (ρcP )β 〈vβ〉 ·∇ 〈T 〉 = ∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇ 〈T 〉

]
(5.1)

En esta ecuación se ha utilizado la caracteŕıstica solenoidal de la fase fluida, ∇ · 〈vβ〉 = 0,

y, con base en el análisis presentado en el Apéndice B, se ha descartado la contribución del

vector total tipo-convectivo u.

Desarrollando la Ecuación (5.1) en coordenadas cartesianas se tiene,

〈ρ〉CP
∂ 〈T 〉
∂t

+ (ρcP )β

(
〈uβ〉

∂ 〈T 〉
∂x

+ 〈vβ〉
∂ 〈T 〉
∂y

)
=

∂

∂x

[
(K∗eff )xx(y)

∂ 〈T 〉
∂x

+ (K∗eff )xy(y)
∂ 〈T 〉
∂y

]
+

∂

∂y

[
(K∗eff )yx(y)

∂ 〈T 〉
∂x

+ (K∗eff )yy(y)
∂ 〈T 〉
∂y

]

(5.2)
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Sin embargo, a partir de las caracteŕısticas propias del problema bajo estudio se pueden

hacer las siguientes simplificaciones:

No existe flujo neto en la dirección normal a la frontera medio poroso-fluido, es decir,

〈vβ〉 = 0, debido a las paredes del canal.

Tal como lo sugieren los resultados de la Sección 3.1, los elementos del tensor térmico

fuera de la diagonal principal son despreciables en comparación con los de la diagonal,

es decir, (K∗eff )xy, (K
∗
eff )yx = 0.

Para fines del desarrollo de la condición de salto en esta parte, se descartan las

contribuciones transitorias por lo que ∂ 〈T 〉 /∂t = 0.

Además, con el objetivo que la condición de salto sea independiente de la coordenada

tangente a la superficie divisoria (coordenada x), se considera que el transporte de

calor ocurre principalmente en la dirección y, es decir, ∂ 〈T 〉 /∂x = 0.

Tomando en cuenta todo esto la Ecuación (5.2) se reduce a,

0 =
d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

d 〈T 〉
dy

]
, modelo ODA (5.3)

Debe recalcarse que esta ecuación pertenece al modelo de un solo dominio (ODA), y por

tanto, el coeficiente efectivo es dependiente de la posición y no es posible sacarlo fuera de la

derivada.

La ecuación correspondiente para el seno de la región del medio poroso puede deducirse

fácilmente a partir de la Ecuación (5.3),

0 =
d2 〈T 〉ω
dy2

, modelo TDA en la región porosa (5.4)

Mientras que la ecuación análoga para el seno de la región de fluido es,

0 =
d2 〈T 〉η
dy2

, modelo TDA en la región de fluido (5.5)

Para ilustrar las diferencias substanciales entre ambos modelos, en la Figura 5.1 se

presentan de manera cualitativa los perfiles de temperatura t́ıpicos bajo los modelos ODA y

TDA. Debido a que los coeficientes efectivos de transporte entre ambos modelos difieren

principalmente en la inter-región, es en dicha zona donde ocurren las desviaciones más
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Figura 5.1. Perfiles de temperatura t́ıpicos bajo los modelos de uno y dos dominios.

importantes. Cabe agregar que la diferencia en los perfiles de temperatura toma lugar

no solo en la inter-región, sino que además puede extenderse sobre una zona más grande

incluyendo porciones del medio poroso homogéneo y del fluido libre. Ésta zona de influencia

es denominada región frontera.

En este punto, es oportuno señalar las diferencias más importantes entre el concepto de

inter-región, el cual se puede definir como la:

Porción del sistema donde ocurren los cambios espaciales de las propiedades de

transporte involucradas en las ecuaciones efectivas (permeabilidad, porosidad,

conductividad térmica efectiva, etc.). Generalmente, esta porción es de tamaño

similar al de la muestra promediante utilizada en el proceso de escalamiento.

y el concepto de región frontera, el cual se puede definir como la:

Porción del sistema donde ocurren diferencias significativas entre el campo de

solución de los modelos de uno y dos dominios. Se espera que el tamaño de esta

zona sea mayor que el de la inter-región, pero a su vez menor que el tamaño

completo del sistema.

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 95



5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

Bajo este contexto, resulta útil listar las relaciones entre las distintas longitudes

caracteŕısticas introducidas a lo largo de este documento de la siguiente forma,

`β, `σ︸ ︷︷ ︸
asociadas con

las fases-β y -σ

� r0︸︷︷︸
asociada con la inter-región
y el proceso de escalamiento

< yω, yη︸ ︷︷ ︸
asociadas con la
región frontera

� L︸︷︷︸
asociada con el
sistema entero

(5.6)

Con base en los perfiles t́ıpicos de temperatura mostrados en la Figura 5.1, es razonable

definir una nueva variable de desviación macroscópica,

T̂ω = 〈T 〉 − 〈T 〉ω , en la región-ω (5.7a)

T̂η = 〈T 〉 − 〈T 〉η , en la región-η (5.7b)

Aqúı, para evitar confusiones, se recalca que dicha definición se hace sobre la diferencia

entre los modelos de uno y dos dominios, ambos bajo la suposición de equilibrio local térmico

inclusive en la inter-región. Esto es diferente a la definición de las desviaciones del equilibrio

local térmico dadas en las Ecuaciones (2.22), donde las desviaciones son establecidas entre las

temperaturas promedio del fluido y del solido, ambas bajo el modelo de un solo dominio. Para

enfatizar dicha diferencia, en las Ecuaciones (5.7) se utiliza un śımbolo circunflejo más grande

que el utilizado en las Ecuaciones (2.22). En la Figura 5.2 se presenta de manera general la

dependencia espacial de las desviaciones macroscópicas, donde se señala que pueden existir

valores negativos y positivos a través de la región frontera. Cabe agregar que el modelo TDA

usado en las definiciones (5.7), corresponde al modelo con condiciones de salto, del cual, en

este punto no se conoce su condición frontera que aplica en la superficie divisoria, ni tampoco

la posición de dicha superficie.

De las Ecuaciones (5.7) se observa que para obtener la ecuación gobernante para las

desviaciones espaciales, es necesario restar las ecuaciones del modelo TDA a la ecuación

ODA. Con este fin, se reescribe la Ecuación (5.3) en la siguiente forma,

0 =
d2 〈T 〉
dy2

+
1

(K∗eff )yy(y)

d(K∗eff )yy(y)

dy

d 〈T 〉
dy

(5.8)

y restándole la Ecuación (5.4) se tiene,

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dT̂ω
dy

]
= −

d(K∗eff )yy(y)

dy

d 〈T 〉ω
dy︸ ︷︷ ︸

fuente

, en la región-ω (5.9)
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Figura 5.2. Forma t́ıpica de la distribución de las desviaciones macroscópicas de la temperatura

en la región frontera.

La ecuación análoga para la región-η es,

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dT̂η
dy

]
= −

d(K∗eff )yy(y)

dy

d 〈T 〉η
dy︸ ︷︷ ︸

fuente

, en la región-η (5.10)

En estas ecuaciones se señalan las fuentes que originan el campo de las desviaciones

macroscópicas. Con el objetivo de proponer la solución formal de las desviaciones como

una superposición de las fuentes, es necesario localizar previamente las fuentes de manera

análoga al desarrollo de la cerradura en la microescala para la predicción de los coeficientes

efectivos. Para ello, se utilizan las siguientes expansiones en series de Taylor alrededor de la

posición de la superficie divisoria, y = y0, la cual en este punto permanece desconocida,

d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y

=
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

+ (y − y0)
d2 〈T 〉ω
dy2

∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

O

(
yω
L

d〈T 〉ω
dy

∣∣∣
y0

)
+

1

2
(y − y0)2 d

3 〈T 〉ω
dy3

∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

O

(
y2
ω
L2

d〈T 〉ω
dy

∣∣∣
y0

)
+ . . . (5.11a)
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d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y

=
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

+ (y − y0)
d2 〈T 〉η
dy2

∣∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

O

(
yη
L

d〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

)
+

1

2
(y − y0)2

d3 〈T 〉η
dy3

∣∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

O

(
y2
η

L2

d〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

)
+ . . . (5.11b)

Aqúı se ha expresado en algunos términos el estimado de orden magnitud. De esta manera,

con base en un análisis de orden de magnitud se concluye que si se satisfacen las siguientes

restricciones de escala,
yω
L
� 1;

yη
L
� 1;

y2
ω

L2
� 1;

y2
η

L2
� 1 (5.12)

Entonces se pueden considerar las fuentes evaluadas en la superficie divisoria como constantes

dentro de la región frontera. Esto es,

d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y

=
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

(5.13a)

d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y

=
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

(5.13b)

La condición frontera que acopla las ecuaciones diferenciales (5.9) y (5.10) en la superficie

divisoria, surge de la idea de que el campo de la temperatura promedio y el flux de calor en

el modelo ODA son continuos en la superficie divisoria,

〈T 〉|y−0 = 〈T 〉|y+
0

(5.14a)

(K∗eff )yy(y
−
0 )
d 〈T 〉
dy

∣∣∣∣
y−0

= (K∗eff )yy(y
+
0 )
d 〈T 〉
dy

∣∣∣∣
y+
0

(5.14b)

ó escrito en la siguiente manera utilizando la descomposición de la temperatura promedio

dada por las Ecuaciones (5.7),

T̂ω − T̂η = 〈T 〉η
∣∣∣
y0

− 〈T 〉ω|y0
(5.15a)

dT̂ω
dy
− dT̂η

dy
=
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

− d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

(5.15b)

Finalmente, para plantear completamente el problema de valor a la frontera para las

desviaciones macroscópicas, se impone que dichas desviaciones tomen el valor de cero en

las fronteras del dominio de solución. Esto es similar a afirmar que los campos de solución

de los modelos ODA y TDA son iguales.

〈T 〉 = 〈T 〉ω , en y = −yω (5.16a)
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〈T 〉 = 〈T 〉η , en y = yη (5.16b)

A continuación se presenta el problema completo.

T̂ω = 0, en y = −yω (5.17a)

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dT̂ω
dy

]
= −

d(K∗eff )yy(y)

dy

d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

fuente

, en − yω ≤ y ≤ y0 (5.17b)

T̂ω − T̂η = 〈T 〉η
∣∣∣
y0

− 〈T 〉ω|y0︸ ︷︷ ︸
fuente

, en y = y0 (5.17c)

dT̂ω
dy
− dT̂η

dy
=
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

fuente

− d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

fuente

, en y = y0 (5.17d)

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dT̂η
dy

]
= −

d(K∗eff )yy(y)

dy

d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0︸ ︷︷ ︸

fuente

, en y0 ≤ y ≤ yη (5.17e)

T̂η = 0, en y = yη (5.17f)

5.2. Problemas de cerradura

Con base en las fuentes identificadas en las Ecuaciones (5.17), la solución formal de las

desviaciones macroscópicas se puede escribir como,

T̂ω = bωω
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

+ bωη
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

+ sω

(
〈T 〉η

∣∣∣
y0

− 〈T 〉ω|y0

)
(5.18a)

T̂η = bηω
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

+ bηη
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

+ sη

(
〈T 〉η

∣∣∣
y0

− 〈T 〉ω|y0

)
(5.18b)

donde bωω, bωη, bηω, bηη, sω y sη son las variables de cerradura macroscópicas.

Sustituyendo la solución formal de las desviaciones macroscópicas en el problema del

valor a la frontera planteado en las Ecuaciones (5.17), se tienen los siguientes problemas de

cerradura macroscópicos:

Problema para bωω y bηω, fuente
d〈T 〉ω
dy

∣∣∣
y0

:

bωω = 0, en y = −yω (5.19a)
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d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dbωω
dy

]
= −

d(K∗eff )yy(y)

dy
, en − yω ≤ y ≤ y0 (5.19b)

bωω − bηω = 0, en y = y0 (5.19c)

dbωω
dy
− dbηω

dy
= −1, en y = y0 (5.19d)

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dbηω
dy

]
= 0, en y0 ≤ y ≤ yη (5.19e)

bηω = 0, en y = yη (5.19f)

Problema para bωη y bηη, fuente
d〈T 〉η
dy

∣∣∣
y0

:

bωη = 0, en y = −yω (5.20a)

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dbωη
dy

]
= 0, en − yω ≤ y ≤ y0 (5.20b)

bωη − bηη = 0, en y = y0 (5.20c)

dbωη
dy
− dbηη

dy
= 1, en y = y0 (5.20d)

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dbηη
dy

]
= −

d(K∗eff )yy(y)

dy
, en y0 ≤ y ≤ yη (5.20e)

bηη = 0, en y = yη (5.20f)

Problema para sω y sη, fuente

(
〈T 〉η

∣∣∣
y0

− 〈T 〉ω|y0

)
:

sω = 0, en y = −yω (5.21a)

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dsω
dy

]
= 0, en − yω ≤ y ≤ y0 (5.21b)

sω − sη = 1, en y = y0 (5.21c)

dsω
dy
− dsη

dy
= 0, en y = y0 (5.21d)

d

dy

[
(K∗eff )yy(y)

dsη
dy

]
= 0, en y0 ≤ y ≤ yη (5.21e)

sη = 0, en y = yη (5.21f)

La solución de cada uno de los problemas de cerradura puede lograrse anaĺıticamente

conduciendo a,

bωω = (y0 + yω) sω − y − yω (5.22a)
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bηω = (y0 + yω) sη (5.22b)

bωη = (yη − y0) sω (5.22c)

bηη = (yη − y0) sη − y + yη (5.22d)

sω =

y∫
−yω

dy

(K∗eff)yy(y)

yη∫
−yω

dy

(K∗eff)yy(y)

(5.22e)

sη = −

yη∫
y

dy

(K∗eff)yy(y)

yη∫
−yω

dy

(K∗eff)yy(y)

(5.22f)

La solución expĺıcita de las variables de cerradura sω y sη dependen del tipo de evolución

espacial que presente el coeficiente de conductividad térmica efectiva. Basándose en los

resultados mostrados en la Figura 3.3, es aceptable suponer una dependencia lineal en la

inter-región con valores constantes fuera de la misma, tal como se muestra en la Figura 5.3.

Expresado matemáticamente es,

(
K∗eff

)
yy

(y)

kβ
=





(K∗eff,ω)
yy

kβ
, y

r0
< −1

1
2

[
1− (K∗eff,ω)

yy

kβ

](
y
r0

+ 1
)

+
(K∗eff,ω)

yy

kβ
, −1 ≤ y

r0
≤ +1

1, y
r0
> +1

(5.23)

Donde
(
K∗eff,ω

)
yy

representa la conductividad térmica efectiva en el seno del medio poroso,

la cual puede predecirse a partir de la solución del problema de cerradura correspondiente

en celdas unitarias representativas. Para un arreglo periódico bidimensional de cilindros que

no se tocan entre śı bajo condiciones difusivas (Ochoa-Tapia y col., 1994), la conductividad

efectiva está dada por la Ecuación (3.4), mientras que para un arreglo tridimensional de

esferas la expresión se da en la Ecuación (3.6).

Utilizando el tipo de dependencia lineal por partes, las soluciones expĺıcitas para sω y sη
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1

0
0

( )*
,effK

k

0/y r+1-1

k > 1

k < 1

b

w

Figura 5.3. Variación lineal de la conductividad térmica efectiva en la inter-región.

son,

sω =





(
y
r0

+ yω
r0

)1−
(K∗eff,ω)

yy
kβ


 yω
r0
−1+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
yη
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


, y

r0
< −1

(
yω
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1−
(K∗eff,ω)

yy
kβ

2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

(
y
r0

+1
)

+1


 yω
r0
−1+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
yη
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


, −1 ≤ y

r0
≤ +1

 yω
r0
−1+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
y
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


 yω
r0
−1+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
yη
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


, y

r0
> +1

(5.24)
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sη =





 y
r0

+1−
(K∗eff,ω)

yy
kβ

(
yη
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

−2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


 yω
r0
−1+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
yη
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


,

y
r0
< −1

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
1− yη

r0

)1−
(K∗eff,ω)

yy
kβ

−2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln


1

1−
(K∗eff,ω)

yy
kβ
2 ( y

r0
+1)+

(K∗eff,ω)
yy

kβ


 yω
r0
−1+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
yη
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


,

−1 ≤ y
r0
≤ +1

(K∗eff,ω)
yy

kβ

1−
(K∗eff,ω)

yy
kβ

( y
r0
− yη
r0

)
 yω
r0
−1+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
yη
r0
−1
)1−

(K∗eff,ω)
yy

kβ

+2
(K∗eff,ω)

yy
kβ

ln

 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


,

y
r0
> +1

(5.25)

Con fines ilustrativos, en la Figura 5.4 se presentan ejemplos de las variables de cerradura

macroscópicas para las condiciones alĺı descritas, y utilizando la Ecuación (3.4) para el cálculo

de
(
K∗eff,ω

)
yy

.

5.3. Condición de salto

La idea fundamental para la derivación de la condición de salto radica en que, en

promedio, el campo de solución del modelo de dos dominios debe satisfacer al modelo de

un solo dominio. Esto expresado matemáticamente es,

1

y0 + yω

y=y0∫

y=−yω

(〈T 〉 − 〈T 〉ω) dy +
1

yη − y0

y=yη∫

y=y0

(
〈T 〉 − 〈T 〉η

)
dy = 0 (5.26)

De esta manera, la construcción de la condición de salto se basa en la minimización del área

sombreada de la Figura 5.2. Ahora, de la definición de la desviación espacial macroscópica
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Figura 5.4. Ejemplos de los campos de las variables de cerradura macroscópicas. y0 = 0, κ = 100,

yω = yη = 10r0 y εβ,ω = 0.5.

se tiene que,

1

y0 + yω

y=y0∫

y=−yω

T̂ωdy +
1

yη − y0

y=yη∫

y=y0

T̂ηdy = 0 (5.27)

En esencia, este es un procedimiento similar al presentado por Ochoa-Tapia y Whitaker

(1998) en la derivación de la condición de salto para el flux de calor. La idea principal
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en su desarrollo teórico consistió en la derivación de la ecuación de transporte de calor

superficial asociada con la superficie divisoria, llevando a cabo una metodoloǵıa equivalente

a la utilizada en balances en fases interfases (Gibbs, 1948; Slattery, 1967b). Sin embargo, la

diferencia substancial del procedimiento aqúı presentado, radica en que la expresión (5.27)

es aplicada a la diferencia de los campos de temperatura y no a las ecuaciones gobernantes

para el transporte de enerǵıa.

Para obtener la condición de salto del campo de la temperatura promedio, se sustituyen

las expresiones constitutivas de las desviaciones espaciales, Ecuaciones (5.18), en la Ecuación

(5.27), lo cual conduce a

〈T 〉ω|y0
= 〈T 〉η

∣∣∣
y0

+ gω
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

+ gη
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

(5.28)

Esta expresión representa la condición de salto para el campo, en la cual se han introducido

los llamados coeficientes de salto gω y gη definidos como,

gω =

1
y0+yω

y=y0∫
y=−yω

bωωdy + 1
yη−y0

y=yη∫
y=y0

bηωdy

1
y0+yω

y=y0∫
y=−yω

sωdy + 1
yη−y0

y=yη∫
y=y0

sηdy

(5.29a)

gη =

1
y0+yω

y=y0∫
y=−yω

bωηdy + 1
yη−y0

y=yη∫
y=y0

bηηdy

1
y0+yω

y=y0∫
y=−yω

sωdy + 1
yη−y0

y=yη∫
y=y0

sηdy

(5.29b)

Ahora, dado que el problema de valor a la frontera que determina las desviaciones

espaciales macroscópicas, es independiente del criterio utilizado para desarrollar la condición

de salto de la temperatura, es posible desarrollar la condición de salto faltante a partir de las

ecuaciones gobernantes para T̂ω y T̂η. De este modo, integrando la Ecuación (5.17b) desde

y = −yω hasta y = y0, y sumando el resultado a la integral de la Ecuación (5.17e) desde

y = y0 hasta y = yη se tiene,

[
(K∗eff )yy(y)

dT̂ω
dy

]∣∣∣∣∣
y=y0

−
[

(K∗eff )yy(y)
dT̂ω
dy

]∣∣∣∣∣
y=−yω

+

[
(K∗eff )yy(y)

dT̂η
dy

]∣∣∣∣∣
y=yη

=

[
(K∗eff )yy(y)

dT̂η
dy

]∣∣∣∣∣
y=y0

− (K∗eff )yy(y0)
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

+ (K∗eff )yy(−yω)
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0
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− (K∗eff )yy(yη)
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

+ (K∗eff )yy(y0)
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

(5.30)

Pero, en las fronteras del dominio de solución el flux del calor en el modelo ODA es igual

que en el modelo TDA, es decir,

(K∗eff )yy(−yω)
d 〈T 〉
dy

= (K∗eff )yy(−yω)
d 〈T 〉ω
dy

, en y = −yω (5.31a)

(K∗eff )yy(yη)
d 〈T 〉
dy

= (K∗eff )yy(yη)
d 〈T 〉η
dy

, en y = yη (5.31b)

lo cual, utilizando la descomposición espacial macroscópica de la temperatura lleva a que,

(K∗eff )yy(−yω)
dT̂ω
dy

= 0, en y = −yω (5.32a)

(K∗eff )yy(yη)
dT̂η
dy

= 0, en y = yη (5.32b)

Utilizando estas expresiones y las condición de frontera de la Ecuación (5.17d), la Ecuación

(5.30) se simplifica a,

(K∗eff )yy(−yω)
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

= (K∗eff )yy(yη)
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

(5.33)

o escrito en la siguiente manera,

(K∗eff,ω)yy
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0

= kβ
d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0

(5.34)

con lo cual se recupera la condición de continuidad de flux de enerǵıa.

5.4. Solución anaĺıtica de los modelos macroscópicos

El modelo de dos dominios con la condición de salto puede fácilmente resolverse de manera

anaĺıtica. Imponiendo las condiciones de frontera tipo Dirichlet en las fronteras del dominio

〈T 〉ω = 〈T 〉ω|−Lω , en y = −Lω (5.35a)

〈T 〉η = 〈T 〉η
∣∣∣
Lη
, en y = Lη (5.35b)
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se tiene la solución,

〈T 〉ω =

〈T 〉η
∣∣∣
Lη
− 〈T 〉ω|−Lω

y0 + Lω − gω +
(K∗eff,ω)

yy

kβ
(Lη − y0 − gη)

(y + Lω) + 〈T 〉ω|−Lω , −Lω ≤ y ≤ y0

(5.36a)

〈T 〉η =

〈T 〉η
∣∣∣
Lη
− 〈T 〉ω|−Lω

kβ

(K∗eff,ω)
yy

(y0 + Lω − gω) + Lη − y0 − gη
(y − Lη) + 〈T 〉η

∣∣∣
Lη
, y0 ≤ y ≤ Lη (5.36b)

A partir de este resultado es sencillo recuperar la solución anaĺıtica cuando se descarta la

contribución de los coeficientes de salto, es decir, recuperar el modelo de dos dominios con

condiciones de continuidad. De esta manera, haciendo gω, gη = 0 y localizando la superficie

divisoria en y0 = 0 se tiene,

〈T 〉ω =

〈T 〉η
∣∣∣
Lη
− 〈T 〉ω|−Lω

Lω +
(K∗eff,ω)

yy

kβ
Lη

(y + Lω) + 〈T 〉ω|−Lω , −Lω ≤ y ≤ 0 (5.37a)

〈T 〉η =

〈T 〉η
∣∣∣
Lη
− 〈T 〉ω|−Lω

kβ

(K∗eff,ω)
yy

Lω + Lη
(y − Lη) + 〈T 〉η

∣∣∣
Lη
, 0 ≤ y ≤ Lη (5.37b)

Dado que el problema bajo estudio es relativamente simple y los perfiles de temperatura

prácticamente son ĺıneas rectas, es posible redefinir la posición de la superficie divisoria de

manera que se traslapen las soluciones de las Ecuaciones (5.36). Con esto se recupera la

condición de continuidad de temperatura,

〈T 〉ω = 〈T 〉η , en y = y′0 (5.38)

La nueva posición de la superficie divisoria puede determinarse igualando la Ecuación (5.36a)

con la (5.36b), y despejar la posición y′0. Haciendo esto se tiene,

y′0 =
y0 − gω −

(K∗eff,ω)
yy

kβ
(y0 + gη)

1− (K∗eff,ω)
yy

kβ

(5.39)

Debe señalarse que en y = y′0 se tienen condiciones de continuidad tanto para el flux de

calor como en la temperatura promedio; mientras que, en la posición original de la superficie
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divisoria utilizada para calcular los coeficientes de salto, y = y0, se tiene una discontinuidad

en el campo.

Finalmente, para fines de comparación es útil presentar la solución anaĺıtica del modelo

ODA,

〈T 〉 =

y∫
−Lω

dy

(K∗eff)yy(y)

Lη∫
−Lω

dy

(K∗eff)yy(y)

(
〈T 〉|Lη − 〈T 〉|−Lω

)
+ 〈T 〉|−Lω (5.40)

en la cual, la relación de las integrales es similar a la solución anaĺıtica para sω, Ecuación

(5.22e), pero reemplazando yω por Lω y yη por Lη.

5.5. Resultados y discusión

En este punto aún faltan por determinar las longitudes desconocidas yω y yη, sin

embargo, de diversos cálculos llevados a cabo se observó que los coeficientes de salto tienden

asintóticamente hacia un valor fijo (cuando se normalizan con yω + yη) a medida que yω y yη

se incrementan. En la Figura 5.5 se presenta un ejemplo de los coeficientes de salto en función

del tamaño total de la región frontera, yη + yω, el cual se encuentra normalizado con el radio

del volumen promediante r0. Eventualmente se alcanza un valor constante aproximadamente

cuando yη + yω ≥ 150r0. Esta situación se observa para diferentes valores de la porosidad y

conductividades térmicas del sistema.

En la Figura 5.6 se presenta la dependencia del coeficiente de salto gω en función de la

porosidad y de la relación de conductividades térmicas. Eventualmente, el coeficiente tiende

al valor de cero cuando εβ,ω → 0, y presenta un valor máximo cuando εβ,ω → 1. Además,

se observa que a medida que κ → 1 el coeficiente de salto tiende a cero con lo cual se

recupera la continuidad de la temperatura, y por lo tanto, el sistema se comporta como si solo

hubiera fluido. Debe señalarse que estos resultados son válidos cuando el contacto part́ıcula-

part́ıcula no es importante en el transporte de calor [aproximadamente para κ < 100 según

comparaciones llevadas a cabo por Nozad y col. (1985a)], y se esperan resultados diferentes

cuando el transporte de calor por contacto a través de la matriz sólida sea significativo.

Por otra parte, la forma de la microestructura influye de manera importante en la

predicción de los coeficientes de salto tal como se muestra en la Figura 5.7; en ella se

comparan los valores de gω cuando se predice utilizando las Ecuaciones (3.4) y (3.6). Se
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Figura 5.5. Dependencia de los coeficientes de salto con el tamaño de la región frontera. y0 = 0,

κ = 100 y εβ,ω = 0.5.

observa que las principales diferencias ocurren cuando la porosidad es cercana 1.

Los resultados mostrados en la Figura 5.6 se ajustaron satisfactoriamente a la siguiente

expresión (R2 ≥ 0.99999),

gω
yω + yη

= a0 + a1 exp

(
−εβ,ω
a2

)
+ a3 exp

(
−εβ,ω
a4

)
(5.41)

Los coeficientes de esta expresión se reportan en la Tabla 5.1 para gω. No se presentan los

resultados para el coeficiente gη debido a que, con base en las predicciones, se observó que

gη(κ) = gω(1/κ) (5.42)

Ahora, considerando el modelo TDA con condiciones de continuidad de flux y de

temperatura, en la Figura 5.8 se presenta el valor de la posición de la superficie divisoria, y′0

Tabla 5.1. Coeficientes involucrados en la Ecuación (5.41) para gω.

κ a0 a1 a2 a3 a4

0.01 0.09701 -1.68575E-6 -0.06351 -0.11854 -0.30376

0.1 0.01450 -1.99347E-6 -0.06346 -0.14108 -0.30305

10 0.98547 1.99335E-6 -0.06346 0.14108 -0.30305

100 0.90295 1.68586E-6 -0.06351 0.11855 -0.30376
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−10

−5

0

5

10

εβ,ω

g ω
/(
y ω

+
y η
)

κ = 0.01
0.1
10
100

Ajuste

Figura 5.6. Dependencia de gω con la porosidad y la relación de conductividades térmicas. Aqúı se

utilizó la Ecuación (3.4) para predecir la conductividad efectiva en el medio poroso.
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Figura 5.7. Valores de gω utilizando un arreglo periódico de cilindros (Ecuación (3.4)) y de esferas

(Ecuación (3.6)) para predecir la conductividad térmica efectiva en el seno del medio poroso. Se

tomó y0 = 0 y κ = 100.

como función de la porosidad y de la relación de conductividades térmicas. Nótese que todos

los valores están dentro de la inter-región, es decir, y′0 ∈ [−r0,+r0], y además, las mayores

diferencias con respecto a y0 = 0 aumentan cuando la porosidad disminuye y cuando κ� 1

ó � 1.

Con el fin de evaluar la precisión en las predicciones del campo de temperatura con los

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 110



5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico
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Figura 5.8. Valor de y0 en función de la porosidad y de las conductividades térmicas.

modelos desarrollados, se resolvieron los modelos ODA y TDA con condiciones de continuidad

situando la superficie divisoria en y = 0 y en y = y′0. Para ello, se utilizó el dominio de solución

y/r0 ∈ [−100, 100]. En los extremos del dominio se utilizaron condiciones de frontera tipo

Dirichlet, es decir, se impusieron temperaturas promedio conocidas. Para generalizar los

resultados se introdujo la temperatura adimensional:

Θ =
τ − 〈T 〉|y/r0=−100

〈T 〉|y/r0=100 − 〈T 〉|y/r0=−100

, τ = 〈T 〉 , 〈T 〉ω , 〈T 〉η (5.43)

Para describir de manera cuantitativa el mejoramiento en las predicciones de la

temperatura con el modelo TDA con coeficientes de salto y colocando la posición de la

superficie divisoria en y′o, con respecto al mismo modelo pero con condiciones de continuidad,

se introduce el siguiente factor de mejora,

% mejora = 100
errorcontinuidad − errorsalto

errorcontinuidad

(5.44)

Donde el error se define con respecto al modelo ODA de la siguiente manera,

% error = 100

y/r0=1∫

y/r0=−1

abs

(
ΘODA −Θλ,TDA

ΘODA

)
d(y/r0), λ = ω, η (5.45)

Aqúı el cálculo del error incluye solamente la inter-región.

En la Tabla 5.2 se muestran los porcentajes de mejora para varias condiciones en el

transporte de calor. De manera general, las predicciones mejoran notablemente cuando κ� 1
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ó � 1 y cuando εβ,ω → 0. Cabe señalar que, a medida que la porosidad se incrementa

las ventajas de usar los coeficientes de salto disminuyen, pues, en este caso, el perfil de

temperatura es una ĺınea recta y eventualmente se recuperan condiciones de continuidad.

Un caso similar ocurre con respecto al parámetro κ; cuando κ→ 1 las propiedades térmicas

son similares y todo el sistema se comporta como una sola fase, lo cual hace que el valor de

los coeficientes de salto disminuyan. En resumen, los resultados de la Tabla 5.2 constatan la

mejora en las predicciones de la temperatura con la introducción de las condiciones de salto

desarrolladas, sobretodo cuando las propiedades efectivas entre el medio poroso y el fluido

libre son significativamente diferentes.

Para finalizar esta Sección, en la Figura 5.9 se presentan dos ejemplos de los perfiles de

temperatura que se obtienen al resolver el modelo de un solo dominio junto con los modelos

de dos dominios para κ = 0.01 y 100. Obsérvese que las mayores desviaciones de los modelos

TDA con respecto al ODA ocurren en la vecindad de la superficie divisoria. En el resto

del dominio los perfiles de temperatura son muy similares entre los tres modelos resueltos.

No obstante, es de resaltar la tendencia del modelo con coeficientes de salto a predecir

cercanamente la temperatura del modelo ODA en el dominio de solución.

Tabla 5.2. Porcentaje de mejora en las predicciones de la temperatura con el modelo TDA con

condiciones de salto.

εβ,ω κ = 0.01 κ = 0.1 κ = 10 κ = 100

0.1 84.66 69.86 69.57 84.43

0.2 74.55 61.97 61.71 74.26

0.3 65.01 54.11 53.90 64.72

0.4 55.59 46.16 46.05 55.37

0.5 46.08 38.08 38.09 45.97

0.6 36.37 29.80 29.94 36.39

0.7 26.36 21.33 21.61 26.57

0.8 16.16 12.75 13.16 16.51

0.9 5.75 3.91 4.40 6.22
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Figura 5.9. Perfiles de temperatura usando el modelo ODA y el TDA con condiciones de salto y

de continuidad. Se utilizó κ = 0.01, 100 y εβ,ω = 0.5.

5.6. Posición óptima de la superficie divisoria

En los resultados presentados en la sección anterior se consideró que la superficie divisoria

se localizaba en y0 = 0. Con esto, el modelo de dos dominios presentó una correspondencia

excelente con el perfil de temperatura del modelo de un solo dominio. Sin embargo, existe

una condición que nunca se aplicó al problema de las desviaciones macroscópicas; ésta es

que en los extremos de la región frontera el flux de calor es el mismo en los modelos ODA y

TDA. En otras palabras, las desviaciones macroscópicas de la temperatura realmente deben

satisfacer en los extremos de la región frontera las siguientes condiciones,

T̂ω = 0,
(
K∗eff,ω

)
yy

dT̂ω
dy

= 0, en y = −yω (5.46a)
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T̂η = 0, kβ
dT̂η
dy

= 0, en y = yη (5.46b)

con el fin de asumir que fuera de la región frontera los modelos de uno y dos dominios son

idénticos.

En el problema de las desviaciones macroscópicas, Ecuaciones (5.17), se impusieron las

condiciones tipo Dirichlet T̂ω, T̂η = 0, por lo que, estrictamente, aún faltan por satisfacer

las condiciones tipo Neumann. Este tipo de condiciones no se satisfacen en cualquier

posición de la superficie divisoria. Existe una posición y0 = y0,ω para la cual se cumple

que
(
K∗eff,ω

)
yy

dT̂ω
dy

= 0; y existe otra posición y0 = y0,η (no necesariamente y0,ω = y0,η) para

la cual se satisface que kβ
dT̂η
dy

= 0.

La determinación de y0,ω comienza sustituyendo la solución formal para T̂ω, Ecuación

(5.18a), en la condición tipo Neumann de (5.46a) conduciendo a

dbωω
dy

∣∣∣∣
−yω

d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0,ω

+
dbωη
dy

∣∣∣∣
−yω

d 〈T 〉η
dy

∣∣∣∣
y0,ω

+
dsω
dy

∣∣∣∣
−yω

(
〈T 〉η

∣∣∣
y0,ω

− 〈T 〉ω|y0,ω

)
= 0 (5.47)

O bien, utilizando las soluciones expĺıcitas para bωω y bωη y usando la condición de continuidad

de flux de calor se tiene,

{[
y0,ω + yω +

(
K∗eff,ω

)
yy

kβ
(yη − y0,ω)

]
dsω
dy

∣∣∣∣
−yω
− 1

}
d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0,ω

+
dsω
dy

∣∣∣∣
−yω

(
〈T 〉η

∣∣∣
y0,ω

− 〈T 〉ω|y0,ω

)
= 0 (5.48)

Ahora solo falta evaluar las cantidades:

dsω
dy

∣∣∣∣
−yω

=

1
r0

[
1− (K∗eff,ω)

yy

kβ

]

[
yω
r0
− 1 +

(K∗eff,ω)
yy

kβ

(
yη
r0
− 1
)] [

1− (K∗eff,ω)
yy

kβ

]
+ 2

(K∗eff,ω)
yy

kβ
ln


 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ




(5.49)

d 〈T 〉ω
dy

∣∣∣∣
y0,ω

=

〈T 〉η
∣∣∣
Lη
− 〈T 〉ω|−Lω

y0,ω + Lω − gω +
(K∗eff,ω)

yy

kβ
(Lη − y0,ω − gη)

(5.50)

〈T 〉ω|y0,ω
=

〈T 〉η
∣∣∣
Lη
− 〈T 〉ω|−Lω

y0,ω + Lω − gω +
(K∗eff,ω)

yy

kβ
(Lη − y0,ω − gη)

(y0,ω + Lω) + 〈T 〉ω|−Lω (5.51)
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〈T 〉η
∣∣∣
y0,ω

=

〈T 〉η
∣∣∣
Lη
− 〈T 〉ω|−Lω

kβ

(K∗eff,ω)
yy

(y0,ω + Lω − gω) + Lη − y0,ω − gη
(y0,ω − Lη) + 〈T 〉η

∣∣∣
Lη

(5.52)

Por lo tanto, después de cierto esfuerzo algebraico la posición y0,ω esta dada por,

y0,ω

r0

=

(K∗eff,ω)
yy

kβ



2 ln


 1

(K∗eff,ω)
yy

kβ


+

(K∗eff,ω)
yy

kβ

[
1− gη(y0,ω)

r0

]
+ gη(y0,ω)

r0
− gω(y0,ω)

r0





[
1− (K∗eff,ω)

yy

kβ

]2

+

gω(y0,ω)

r0
− 1

[
1− (K∗eff,ω)

yy

kβ

]2 (5.53)

Debe mencionarse que ésta es una expresión impĺıcita, pues los coeficientes de salto dependen

de la posición de la superficie divisoria que se elija para la solución de los problemas de

cerradura macroscópicos. Por tanto, se debe implementar un procedimiento iterativo para

encontrar el valor de y0,ω que satisface a la Ecuación (5.53). Además, por brevedad no se

escribe la expresión para la posición y0,η debido a que se encontró que,

y0,η = y0,ω (5.54)

lo cual es consecuencia directa de la continuidad de flux de calor en la superficie divisoria.

No se presentan los resultados para los valores de y0,ω debido a que se encontró que son muy

cercanos a cero. Esta es la razón por la cual al utilizar y0 = 0 en los resultados mostrados en

la sección anterior, los perfiles de temperatura del modelo TDA con salto son muy similares

al del modelo ODA.
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CAPÍTULO 6

CONDICIONES DE SALTO: CASO GENERAL

6.1. Ecuaciones gobernantes

En este caṕıtulo se aborda el problema de transporte convectivo y conductivo de calor en

estado transitorio, además de que no restringe el análisis a alguna geometŕıa en particular.

En este caso la ecuación gobernante bajo el esquema de un solo dominio y con la suposición

de equilibrio local térmico está dada por,

〈ρ〉CP (x)
∂ 〈T 〉
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 〈T 〉) = ∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇ 〈T 〉

]
, válida en todo el dominio

(6.1)

Aqúı el vector tipo convectivo u se ha descartado debido a que, generalmente, es despreciable

en comparación con el campo de velocidad.

Bajo el modelo de dos dominios se requieren de las ecuaciones efectivas para cada región

homogénea. Aśı, para la región porosa la ecuación gobernante se escribe como,

(〈ρ〉CP )ω
∂ 〈T 〉ω
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 〈T 〉ω) = ∇ ·
(
K∗eff,ω ·∇ 〈T 〉ω

)
, válida en la región-ω

(6.2)

mientras que la ecuación gobernante para la región fluida es

(ρcP )β
∂ 〈T 〉η
∂t

+ (ρcP )β ∇ ·
(
〈vβ〉 〈T 〉η

)
= ∇ ·

(
kβ∇ 〈T 〉η

)
, válida en la región-η (6.3)

En estas ecuaciones se han utilizado los sub́ındices ω y η para indicar variables asociadas al

medio poroso y a la región de fluido respectivamente. Cabe agregar que en la Ecuación (6.1)
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los coeficientes efectivos dependen de la posición x, mientras que en las Ecuaciones (6.2) y

(6.3) son independientes de la posición.

6.2. Desviaciones macroscópicas de la temperatura

Como se mencionó en el Caṕıtulo 5, la filosof́ıa fundamental para el desarrollo de las

condiciones de salto recae en que en promedio el modelo de dos dominios satisfaga al modelo

de un dominio. Esto escrito matemáticamente de manera mas general es,

1

Vω

∫

Vω

(〈T 〉 − 〈T 〉ω) dV +
1

Vη

∫

Vη

(
〈T 〉 − 〈T 〉η

)
dV = 0 (6.4)

Aqúı Vω y Vη representan las zonas del medio poroso y del fluido libre, mientras que Vω

y Vη son sus volúmenes respectivamente. Se asume que en las regiones Vω y Vη ocurren

las diferencias más significativas entre los campos de solución de los modelos de uno y dos

dominios. Dichas zonas no necesariamente son las mismas que el dominio completo del medio

poroso Ωω y del fluido Ωη donde se resuelven los modelos escalados, tal como se muestra en

la Figura 6.1. Además, se señala que la superficie divisoria yace en la región formada por la

unión de Vω y Vη.

El principal inconveniente de la Ecuación (6.4) es que se requiere conocer simultáneamente

los campos de solución de los modelos escalados. Aśı, el siguiente paso consiste en encontrar

una expresión de la forma,

〈T 〉 = f(〈T 〉ω , 〈T 〉η) (6.5)

de manera similar como en los problemas de cerradura en la microescala. Para ello se

proponen una función por partes de la siguiente manera,

〈T 〉 = T̂ω + 〈T 〉ω , en Vω (6.6a)

〈T 〉 = T̂η + 〈T 〉η , en Vη (6.6b)

Cabe agregar que T̂ω y T̂η representan desviaciones espaciales macroscópicas entre dos

variables de la macroescala, lo cual contrasta con la definición de las desviaciones

microscópicas T̃β [Ecuación (2.13a)] y T̃σ las cuales enlazan los campos de una variable

en la macroescala con una en la microescala.

El siguiente paso consiste en encontrar la ecuación diferencial gobernante para las

desviaciones macroscópicas. Atendiendo a las definiciones (6.6), se resta la Ecuación (6.2) a
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Vh

Vw

Wh

Ww

Figura 6.1. Dominios de solución en un sistema medio poroso-fluido.

la (6.1) para obtener después de cierto esfuerzo algebraico la ecuación diferencial para T̂ω,

〈ρ〉CP (x)
∂T̂ω
∂t

+ (ρcP )β ∇ ·
(
〈vβ〉 T̂ω

)
−∇ ·

[
K∗eff (x) ·∇T̂ω

]
= Fω(x) : ∇∇ 〈T 〉ω|x0

+ fω(x) · ∇ 〈T 〉ω|x0
+ fω(x) 〈T 〉ω|x0

, en Vω (6.7)

Donde,

Fω(x) = K∗eff (x)− 〈ρ〉CP (x)

(〈ρ〉CP )ω
K∗eff,ω (6.8a)

fω(x) = ∇ ·K∗eff (x) +
〈ρ〉CP (x)− (〈ρ〉CP )ω

(〈ρ〉CP )ω
(ρcP )β 〈vβ〉 (6.8b)

fω(x) =
〈ρ〉CP (x)− (〈ρ〉CP )ω

(〈ρ〉CP )ω
(ρcP )β ∇ · 〈vβ〉 (6.8c)

Mientras que la ecuación correspondiente para T̂η es,

〈ρ〉CP (x)
∂T̂η
∂t

+ (ρcP )β ∇ ·
(
〈vβ〉 T̂η

)
−∇ ·

[
K∗eff (x) ·∇T̂η

]
= Fη(x) : ∇∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ fη(x) · ∇ 〈T 〉η
∣∣∣
x0

+ fη(x) 〈T 〉η
∣∣∣
x0

, en Vη (6.9)
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Con,

Fη(x) = K∗eff (x)− 〈ρ〉CP (x)

(ρcP )β
kβI (6.10a)

fη(x) = ∇ ·K∗eff (x) +
[
〈ρ〉CP (x)− (ρcP )β

]
〈vβ〉 (6.10b)

fη(x) =
[
〈ρ〉CP (x)− (ρcP )β

]
∇ · 〈vβ〉 (6.10c)

En las Ecuaciones (6.7) y (6.9) se han considerado a las cantidades que involucran a las

temperaturas y gradientes del modelo de dos dominios, como valores constantes dentro de los

dominios de solución Vω y Vη. Tales valores han sido evaluados en la posición de la superficie

divisoria x0. Además, es necesario encontrar las restricciones de escala bajo las cuales las

Ecuaciones (6.7) y (6.9) son válidas en Vω y Vη respectivamente. Para ello, se hacen las

siguientes expansiones en series de Taylor alrededor de la superficie divisoria,

〈T 〉γ
∣∣∣
x

= 〈T 〉γ
∣∣∣
x0︸ ︷︷ ︸

O(〈T 〉γ)

+ (x− x0) · ∇ 〈T 〉γ
∣∣∣
x0︸ ︷︷ ︸

O

(
Lγ〈T 〉γ

L

)

+
1

2
(x− x0) (x− x0) : ∇∇ 〈T 〉γ

∣∣∣
x0︸ ︷︷ ︸

O

(
L2
γ〈T 〉γ
L2

)
+ . . . , γ = ω, η (6.11a)

∇ 〈T 〉γ
∣∣∣
x

= ∇ 〈T 〉γ
∣∣∣
x0︸ ︷︷ ︸

O(∆〈T 〉γ)

+ (x− x0) · ∇∇ 〈T 〉γ
∣∣∣
x0︸ ︷︷ ︸

O

(
Lγ∆〈T 〉γ

L

)
+ . . . , γ = ω, η (6.11b)

Aqúı se ha descartado la contribución de gradientes de tercer orden o superior1, y se

han agregado los estimados de orden de magnitud de algunos términos. De esta manera,

imponiendo las siguientes restricciones

Lγ
L
� 1, γ = ω, η (6.12a)

L2
γ

L2
� 1, γ = ω, η (6.12b)

entonces es aceptable considerar las temperaturas y gradientes del modelo de dos dominios

constantes en el dominio de solución de las desviaciones macroscópicas. En las Ecuaciones

1Es razonable descartar los gradientes de orden superior debido a que, como se observa en la tendencia

de las Ecuaciones (6.12) la disparidad de escalas lo permite.
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(6.11) y (6.12) Lγ (γ = ω, η) representa la longitud caracteŕıstica de la región Vγ, mientras

que L es la correspondiente para la región Ωγ.

El problema de las desviaciones macroscópicas se completa imponiendo las condiciones

iniciales,

T̂ω = 0, a t = 0 y en Vω (6.13a)

T̂η = 0, a t = 0 y en Vη (6.13b)

Las cuales indican que al inicio los campos de temperatura en los modelos de uno y dos

dominios son iguales. Esto solo es posible cuando al inicio el sistema está a temperatura

constante desde el punto de viste de la microescala. Además, se requiere de las condiciones

de frontera en la superficie externa de las regiones Vω y Vη (δVω y δVη respectivamente), es

decir, sin considerar a la superficie divisoria

T̂ω = 0, en δVω (6.14a)

T̂η = 0, en δVη (6.14b)

La condición de frontera en la superficie divisoria surge de la idea de continuidad de la

temperatura y del flux de calor en el modelo de un solo dominio, es decir,

〈T 〉|x−o = 〈T 〉|x+
o

(6.15a)

(ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 〈T 〉)
∣∣∣
x−0
− ∇ ·

[
K∗eff (x

−
0 ) ·∇ 〈T 〉

]∣∣
x−0

=

(ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 〈T 〉)
∣∣∣
x+

0

− ∇ ·
[
K∗eff (x

+
0 ) ·∇ 〈T 〉

]∣∣
x+

0

(6.15b)

Sustituyendo las definiciones (6.6) se tiene después de cierto esfuerzo algebraico

T̂ω − T̂η = 〈T 〉η
∣∣∣
x0

− 〈T 〉ω|x0
, en x0 (6.16a)

(ρcP )β ∇ ·
[
〈vβ〉

(
T̂ω − T̂η

)]
−∇ ·

[
K∗eff (x0) ·∇

(
T̂ω − T̂η

)]
=

K∗eff (x0) : ∇∇ 〈T 〉ω|x0

−K∗eff (x0) : ∇∇ 〈T 〉η
∣∣∣
x0

+
[
∇ ·K∗eff (x0)− (ρcP )β 〈vβ〉

]
· ∇ 〈T 〉ω|x0

−
[
∇ ·K∗eff (x0)− (ρcP )β 〈vβ〉

]
· ∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

− (ρcP )β ∇ · 〈vβ〉 〈T 〉ω|x0

+ (ρcP )β ∇ · 〈vβ〉 〈T 〉η
∣∣∣
x0

, en x0 (6.16b)

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Página 121



6. Condiciones de salto: caso general

6.3. Problemas de cerradura

La solución formal para las desviaciones macroscópicas de la temperatura se puede escribir

como,

T̂ω =Bωω : ∇∇ 〈T 〉ω|x0
+ Bωη : ∇∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ cωω · ∇ 〈T 〉ω|x0
+ cωη · ∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ sωω 〈T 〉ω|x0
+ sωη 〈T 〉η

∣∣∣
x0

(6.17a)

T̂η =Bηω : ∇∇ 〈T 〉ω|x0
+ Bηη : ∇∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ cηω · ∇ 〈T 〉ω|x0
+ cηη · ∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ sηω 〈T 〉ω|x0
+ sηη 〈T 〉η

∣∣∣
x0

(6.17b)

Donde Bmp (m, p = ω, η), cmp y smp son las variables de cerradura macroscópicas que

resuelven los siguientes problemas de valor inicial y a la frontera:

Problema para Bωω y Bηω, fuente ∇∇ 〈T 〉ω|x0

Bωω = 0, en δVω (6.18a)

Bηω = 0, en δVη (6.18b)

Bωω = 0, a t = 0 (6.18c)

Bηω = 0, a t = 0 (6.18d)

Bωω − Bηω = 0, en x0 (6.18e)

(ρcP )β ∇ · [〈vβ〉 (Bωω − Bηω)]−∇ ·
[
K∗eff (x0) ·∇ (Bωω − Bηω)

]
= K∗eff (x0), en x0

(6.18f)

〈ρ〉CP (x)
∂Bωω

∂t
+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉Bωω)−∇ ·

[
K∗eff (x) ·∇Bωω

]
= Fω(x), en Vω (6.18g)

〈ρ〉CP (x)
∂Bηω

∂t
+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉Bηω)−∇ ·

[
K∗eff (x) ·∇Bηω

]
= 0, en Vη (6.18h)

Problema para Bωη y Bηη, fuente ∇∇ 〈T 〉η
∣∣∣
x0

Bωη = 0, en δVω (6.19a)

Bηη = 0, en δVη (6.19b)

Bωη = 0, a t = 0 (6.19c)

Bηη = 0, a t = 0 (6.19d)

Bωη − Bηη = 0, en x0 (6.19e)
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(ρcP )β ∇ · [〈vβ〉 (Bωη − Bηη)]−∇ ·
[
K∗eff (x0) ·∇ (Bωη − Bηη)

]
= −K∗eff (x0), en x0

(6.19f)

〈ρ〉CP (x)
∂Bωη

∂t
+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉Bωη)−∇ ·

[
K∗eff (x) ·∇Bωη

]
= 0, en Vω (6.19g)

〈ρ〉CP (x)
∂Bηη

∂t
+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉Bηη)−∇ ·

[
K∗eff (x) ·∇Bηη

]
= Fη(x), en Vη (6.19h)

Problema para cωω y cηω, fuente ∇ 〈T 〉ω|x0

cωω = 0, en δVω (6.20a)

cηω = 0, en δVη (6.20b)

cωω = 0, a t = 0 (6.20c)

cηω = 0, a t = 0 (6.20d)

cωω − cηω = 0, en x0 (6.20e)

(ρcP )β ∇ · [〈vβ〉 (cωω − cηω)]−∇ ·
[
K∗eff (x0) ·∇ (cωω − cηω)

]
=

∇ ·K∗eff (x0)− (ρcP )β 〈vβ〉 , en x0 (6.20f)

〈ρ〉CP (x)
∂cωω
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 cωω)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇cωω

]
= fω(x), en Vω (6.20g)

〈ρ〉CP (x)
∂cηω
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 cηω)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇cηω

]
= 0, en Vη (6.20h)

Problema para cωη y cηη, fuente ∇ 〈T 〉η
∣∣∣
x0

cωη = 0, en δVω (6.21a)

cηη = 0, en δVη (6.21b)

cωη = 0, a t = 0 (6.21c)

cηη = 0, a t = 0 (6.21d)

cωη − cηη = 0, en x0 (6.21e)

(ρcP )β ∇ · [〈vβ〉 (cωη − cηη)]−∇ ·
[
K∗eff (x0) ·∇ (cωη − cηη)

]
=

(ρcP )β 〈vβ〉 −∇ ·K∗eff (x0), en x0 (6.21f)

〈ρ〉CP (x)
∂cωη
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 cωη)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇cωη

]
= 0, en Vω (6.21g)

〈ρ〉CP (x)
∂cηη
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 cηη)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇cηη

]
= fη(x), en Vη (6.21h)

Problema para sωω y sηω, fuente 〈T 〉ω|x0

sωω = 0, en δVω (6.22a)
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sηω = 0, en δVη (6.22b)

sωω = 0, a t = 0 (6.22c)

sηω = 0, a t = 0 (6.22d)

sωω − sηω = −1, en x0 (6.22e)

(ρcP )β ∇ · [〈vβ〉 (sωω − sηω)]−∇ ·
[
K∗eff (x0) ·∇ (sωω − sηω)

]
= − (ρcP )β ∇ · 〈vβ〉 , en x0

(6.22f)

〈ρ〉CP (x)
∂sωω
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 sωω)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇sωω

]
= fω(x), en Vω (6.22g)

〈ρ〉CP (x)
∂sηω
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 sηω)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇sηω

]
= 0, en Vη (6.22h)

Problema para sωη y sηη, fuente 〈T 〉η
∣∣∣
x0

sωη = 0, en δVω (6.23a)

sηη = 0, en δVη (6.23b)

sωη = 0, a t = 0 (6.23c)

sηη = 0, a t = 0 (6.23d)

sωη − sηη = 1, en x0 (6.23e)

(ρcP )β ∇ · [〈vβ〉 (sωη − sηη)]−∇ ·
[
K∗eff (x0) ·∇ (sωη − sηη)

]
= (ρcP )β ∇ · 〈vβ〉 , en x0

(6.23f)

〈ρ〉CP (x)
∂sωη
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 sωη)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇sωη

]
= 0, en Vω (6.23g)

〈ρ〉CP (x)
∂sηη
∂t

+ (ρcP )β ∇ · (〈vβ〉 sηη)−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇sηη

]
= fη(x), en Vη (6.23h)

6.4. Condiciones de salto

Con la solución formal de las desviaciones macroscópicas se procede a desarrollar la

primera condición de salto. Sustituyendo las Ecuaciones (6.6) y (6.17) en (6.4) se tiene

〈T 〉ω|x0
= αI 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ HI
ω : ∇∇ 〈T 〉ω|x0

+ HI
η : ∇∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ gIω · ∇ 〈T 〉ω|x0
+ gIη · ∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

(6.24)
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Donde αI , HI
ω, HI

η, gIω y gIη son los coeficientes de salto dependientes de las variables de

cerradura en la siguiente forma,

αI = −

1
Vω

∫
Vω

sωηdV + 1
Vη

∫
Vη

sηηdV

1
Vω

∫
Vω

sωωdV + 1
Vη

∫
Vη

sηωdV
(6.25a)

HI
ω = −

1
Vω

∫
Vω

BωωdV + 1
Vη

∫
Vη

BηωdV

1
Vω

∫
Vω

sωωdV + 1
Vη

∫
Vη

sηωdV
(6.25b)

HI
η = −

1
Vω

∫
Vω

BωηdV + 1
Vη

∫
Vη

BηηdV

1
Vω

∫
Vω

sωωdV + 1
Vη

∫
Vη

sηωdV
(6.25c)

gIω = −

1
Vω

∫
Vω

cωωdV + 1
Vη

∫
Vη

cηωdV

1
Vω

∫
Vω

sωωdV + 1
Vη

∫
Vη

sηωdV
(6.25d)

gIη = −

1
Vω

∫
Vω

cωηdV + 1
Vη

∫
Vη

cηηdV

1
Vω

∫
Vω

sωωdV + 1
Vη

∫
Vη

sηωdV
(6.25e)

La Ecuación (6.24) representa la condición de salto para el campo de la temperatura en

la posición x0. Ciertamente, con el fin de recuperar la condición de continuidad se requiere

que αI = 1 y los coeficientes restantes sean igual a cero. Tales requerimientos se cumplen

de acuerdo con el tipo de problema de transporte en cuestión. Para el problema simple de

transporte unidireccional, estacionario y conductivo de calor presentado en el Caṕıtulo 5,

se mostró que es posible recuperar la condición de continuidad replanteando la posición de

la superficie divisoria. De esta forma, la condición de salto (6.24) se considera de carácter

general en el sentido de que incluye acumulación, convección y conducción en cualquier tipo

de geometŕıa, y puede reducirse a una forma más simple dependiendo de las condiciones de

transporte de calor.

Ahora, la siguiente etapa consiste en encontrar la segunda condición de frontera asociada

con el salto del flux de calor. Para ello, se enfatiza que las Ecuaciones (6.7) y (6.9) son

independientes del criterio utilizado para derivar la primera condición de salto, Ecuación

(6.4), por lo que se utilizan para la derivación de la segunda condición de salto. De esta
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manera, después de integrar la Ecuación (6.7) en la región Vω, sumar el resultado a la

integración de la Ecuación (6.9) en Vη e igualar a cero se obtiene2,

〈T 〉ω|x0
= αII 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ HII
ω : ∇∇ 〈T 〉ω|x0

+ HII
η : ∇∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

+ gIIω · ∇ 〈T 〉ω|x0
+ gIIη · ∇ 〈T 〉η

∣∣∣
x0

(6.26)

Donde,

αII = −

∫
Vω

L (sωη)dV +
∫
Vη

[L (sηη)− fη(x)] dV

∫
Vω

[L (sωω)− fω(x)] dV +
∫
Vη

L (sηω)dV
(6.27a)

HII
ω = −

∫
Vω

[L (Bωω)− Fω(x)] dV +
∫
Vη

L (Bηω)dV

∫
Vω

[L (sωω)− fω(x)] dV +
∫
Vη

L (sηω)dV
(6.27b)

HII
η = −

∫
Vω

L (Bωη)dV +
∫
Vη

[L (Bηη)− Fη(x)] dV

∫
Vω

[L (sωω)− fω(x)] dV +
∫
Vη

L (sηω)dV
(6.27c)

gIIω = −

∫
Vω

[L (cωω)− fω(x)] dV +
∫
Vη

L (cηω)dV

∫
Vω

[L (sωω)− fω(x)] dV +
∫
Vη

L (sηω)dV
(6.27d)

gIIη = −

∫
Vω

L (cωη)dV +
∫
Vη

[L (cηη)− fη(x)] dV

∫
Vω

[L (sωω)− fω(x)] dV +
∫
Vη

L (sηω)dV
(6.27e)

con L siendo el operador diferencial lineal definido como,

L (•) = 〈ρ〉CP (x)
∂(•)
∂t

+ (ρcP )β ∇ · [〈vβ〉 (•)]−∇ ·
[
K∗eff (x) ·∇(•)

]
(6.28)

Debe mencionarse que para la estimación de los numerosos coeficientes de salto que

aparecen en las Ecuaciones (6.24) y (6.26), solo se requiere conocer la dependencia espacial

de las propiedades efectivas del modelo de un solo dominio. Lo cual en este punto, solo

se conoce para el transporte unidireccional de calor en la dirección normal a la superficie

divisoria. Ciertamente, con el fin de analizar configuraciones más complicadas del transporte

de calor es necesario extender el análisis presentado en este trabajo a sistemas con superficies

divisorias irregulares.

2Realmente, este procedimiento significa la aplicación del principio de conservación de enerǵıa.
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Para finalizar, se añade que en este punto aún no está definida expĺıcitamente la posición

de la superficie divisoria x0. Siguiendo el razonamiento utilizado en la Sección 5.6, la posición

x0 debe satisfacer que en las fronteras δVω y δVη el flux total de las desviaciones macroscópicas

sea igual a cero, esto es

∫

δVω

nω ·
[
(ρcP )β 〈vβ〉 T̂ω −K∗eff (x) ·∇T̂ω

]
dA

+

∫

δVη

nη ·
[
(ρcP )β 〈vβ〉 T̂η −K∗eff (x) ·∇T̂η

]
dA = 0 (6.29)

Donde nω y nη son los vectores normales unitarios apuntando hacia afuera de las regiones

Vω y Vη respectivamente.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se utilizó el método del promedio volumétrico para la derivación de

las ecuaciones efectivas para el transporte de calor convectivo y difusivo entre un medio

poroso homogéneo y una región de solo fluido. Se estudiaron los casos cuando es válida la

suposición de equilibrio local térmico y también cuando la suposición no es válida y, por

tanto, se requiere de una ecuación efectiva para cada fase presente. Los objetivos principales

consistieron en la derivación de los modelos cerrados de uno y dos dominios, los cuales se

llevaron a cabo en las siguientes etapas:

En la Parte I se discutió todo lo relacionado con el modelo de un solo dominio.

En el Caṕıtulo 2 se presentó la forma de las ecuaciones efectivas bajo la suposición

de equilibrio y no equilibrio local térmico. Para ello, se utilizó el método del

promedio volumétrico para escalar rigurosamente las ecuaciones gobernantes desde la

microescala, y se desarrollaron los esquemas de cerradura (presentados en el Apéndice

A) para la predicción de todos los coeficientes efectivos involucrados. Además, en

el modelo de no equilibrio, el cual incluye dos ecuaciones efectivas, se desarrolló la

condición frontera asociada a la ecuación del sólido en el lado de la región de fluido.

En el Caṕıtulo 3 se llevó a cabo la predicción de los coeficientes efectivos en función de

las conductividades térmicas, del número de Péclet, de la porosidad y de la posición a

través de la zona de cambios significativos en la microestructura (inter-región). Para ello

el medio poroso fue representado de dos maneras simples: como un arreglo periódico de

cilindros en ĺınea que no se tocan entre śı, y como un arreglo periódico de cuadrados con

brazos de interconexión. Espećıficamente, se encontró que los elementos de la diagonal
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principal de los tensores térmicos son más significativos que el resto de los elementos

y además, los elementos-xx (tangentes a la dirección del flujo neto) incrementan

su valor notablemente cuando el régimen de transporte es convectivo. El coeficiente

de transferencia de calor disminuye exponencialmente desde un valor máximo en el

seno del medio poroso hasta tomar el volar de cero en la región de solo fluido. Se

encontró que los vectores tipo-convectivo, generalmente, pueden ser descartados para

efectos prácticos. Los coeficientes efectivos menos relevantes se muestran en el Apéndice

B. Además, el contacto part́ıcula-part́ıcula modifica significativamente los valores de

los coeficientes efectivos, especialmente cuando una fase es más conductiva que la otra.

También, en el Caṕıtulo 3 se resolvieron los modelos escalados de equilibrio y no

equilibrio en un dominio simple, y los perfiles de temperatura se compararon con

resultados originados al resolver las ecuaciones gobernantes de la microescala (DNS)

en un dominio simplificado del medio poroso. A pesar de que el modelo de equilibrio

involucra más suposiciones que el modelo de no equilibrio, éste predice adecuadamente

los resultados del DNS para diferentes condiciones de simulación. Por lo tanto, dada

su precisión y relativa sencillez del modelo de equilibrio, su uso representa una buena

opción incluso para modelar el transporte de calor en la inter-región entre el medio

poroso y la región de fluido libre.

Habiendo comprobado que el modelo de equilibrio térmico es una opción adecuada

para modelar el transporte de calor, en el Caṕıtulo 4 se utilizó dicho modelo para

estudiar el desempeño térmico de un intercambiador de calor de placas paralelas con

un inserto poroso sometido a convección forzada. Para ello, el campo de velocidad se

obtuvo al resolver la ecuación de Darcy-Brinkman con coeficientes variables utilizando

un esquema integral iterativo con funciones de Green. Con esto, el campo de velocidad

se utilizó como dato de entrada para resolver el problema de transporte de calor en el

canal utilizando rutinas numéricas de Comsol Multiphysics R© 3.5a. Particularmente,

se comprobó que el uso del inserto poroso lleva a una mejora significativa en la tasa de

transferencia de calor entre el fluido y las paredes del intercambiador.

En la Parte II de este documento se presentó lo relacionado con el modelo de dos

dominios. En este caso, los objetivos que se persiguieron consisten en el desarrollo

de condiciones salto cerradas, tanto para el flux de calor como para la temperatura.
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Para transporte de calor unidimensional, estacionario y difusivo en la dirección normal

a la superficie divisoria, se implementó un procedimiento teórico el cual, en esencia,

consiste en que el modelo de dos dominios satisfaga en promedio al modelo de un solo

dominio. Aśı, con el procedimiento descrito en el Caṕıtulo 5, se derivó teóricamente

la condición de continuidad del flux de calor y una discontinuidad en el campo de

la temperatura. La condición de salto de la temperatura se expresó en términos de

dos coeficientes que pueden ser predichos a partir de la solución de los problemas de

cerradura macroscópicos asociados. La introducción de la condición de salto condujo a

mejores predicciones de la temperatura en comparación con el modelo con condiciones

de continuidad. Además, en este caso se encontró que se recupera la condición de

continuidad de la temperatura al modificar apropiadamente la posición de la superficie

divisoria.

Con los antecedentes del Caṕıtulo 5, en el Caṕıtulo 6 se presenta la derivación de

las condiciones de salto para el problema de transporte de calor en un sentido más

general. Espećıficamente, se analizó el transporte transitorio, convectivo y dispersivo

de calor para cualquier tipo de geometŕıa. En este caso, se derivaron las condiciones de

salto tanto para el flux como de la temperatura encontrándose que las discontinuidades

dependen linealmente de los gradientes (hasta de segundo orden) de la temperatura.

Los coeficientes que aparecen en las condiciones de salto dependen expĺıcitamente de

las variables de cerradura, las cuales pueden determinarse a partir de la solución de los

problemas de valor a la frontera asociados. Para resolver los problemas de cerradura

solo se requiere conocer la dependencia espacial de los coeficientes efectivos del modelo

de un solo dominio.

Cabe agregar que la metodoloǵıa expuesta en este trabajo puede extenderse a problemas

de mayor complejidad. A lo largo del documento se ha enfatizado que ambos tipos de modelo

–de uno y dos dominios– comparten la información del fenómeno que ocurre en la microescala

en la zona cercana a la frontera medio poroso-fluido. Si se piensa en el desarrollo del modelo

cerrado de dos dominios como el objetivo final de cierto estudio, invariablemente se tiene

que recurrir, como un paso previo, al desarrollo del modelo cerrado de un solo dominio. Tres

de las contribuciones más importantes de este trabajo se presentan en los Caṕıtulos 2, 5

y 6; donde se presentan los modelos cerrados de uno y dos dominios. No obstante, uno de

los avances más significativos presentados está relacionado con el desarrollo del problema
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de cerradura macroscópico para la predicción de los coeficientes de salto, el cual involucra

solamente los cambios espaciales de las propiedades efectivas de transporte. Esto mejora

notablemente la metodoloǵıa para el desarrollo de condiciones de salto, y en contraste con

otras metodoloǵıas (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997a, 1998; Wood y col., 2000; Valdés-Parada,

2007), no se requiere del campo de solución del modelo de un solo dominio para el cómputo

de los coeficientes de salto (relacionados con las cantidades de exceso).
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Esta sección se enfoca hacia el uso correcto que se le debe brindar a los modelos térmicos

desarrollados en este trabajo. A lo largo de la búsqueda bibliográfica se encontraron algunos

trabajos de carácter experimental (para transporte de masa y momentum), en los cuales se

utilizaron determinados modelos (algunos muy utilizados en la literatura) para interpretar

los datos de laboratorio. Si bien esto funciona en la mayoŕıa de las veces, puesto que se

trata de ajustar lo mejor posible los datos experimentales a alguna curva de predicciones, en

ocasiones dichos modelos contienen impĺıcitas algunas suposiciones como pueden ser:

La existencia de un volumen elemental representativo.

Disparidad de escalas en el sistema.

Soluciones diluidas.

La posibilidad de descartar algún tipo de transporte (convección, radiación, etc).

La posibilidad de descartar algún tipo de fuente o sumidero.

Que el fenómeno obedezca alguna expresión constitutiva (relación termodinámica, ley

de Fick, fluido newtoniano, etc.).

Entre otras...

las cuales podŕıan no ser respetadas durante el desarrollo del experimento. Esto puede llevar

a inconsistencias entre lo que puede predecir el modelo y lo que se quiere que prediga el

modelo.
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Sobre esto, una de las caracteŕısticas importantes del método del promedio volumétrico

es que permite identificar de manera clara el dominio de validez del modelo escalado al

que se llega, y de las suposiciones hechas durante su derivación teórica. Posterior a esto,

es de suma importancia comprobar experimentalmente tales suposiciones en el caso de

que se pueda llevar a cabo. Considerando los modelos térmicos cerrados desarrollados en

este trabajo, dichas suposiciones y restricciones de escala y temporales se detallan en el

Caṕıtulo 2 y en el Apéndice A. Si se desean utilizar estos modelos para interpretar resultados

experimentales (esto es, determinar experimentalmente propiedades efectivas de transporte),

es muy recomendable tomar en cuenta todo lo descrito en el desarrollo teórico con el

objetivo de mantener consistencia entre el modelo utilizado con las caracteŕısticas propias

del experimento que se lleva a cabo.
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APÉNDICE A

PROBLEMAS DE CERRADURA

En esta sección se presentan los detalles relacionados con el planteamiento y solución

formal de los problemas de cerradura asociados con los modelos promedio.

A.1. Cerradura para el modelo de no equilibrio local

térmico

De la Ecuación (2.13a) se deduce que,

T̃β

∣∣∣
rβ

= Tβ|rβ − 〈Tβ〉
β
∣∣∣
rβ

(A.1)

Por lo tanto, la ecuación gobernante para las desviaciones de la temperatura se puede obtener

restando la ecuación promedio (tomando x→ rβ),

(ρcP )βεβ (rβ)
∂ 〈Tβ〉β

∣∣
rβ

∂t
= − (ρcP )β ∇ ·

〈(
〈vβ〉β

∣∣
rβ

+ ṽβ|rβ
)(
〈Tβ〉β

∣∣∣
rβ

+ T̃β

∣∣∣
rβ

)〉

+ ∇ ·


εβ (rβ) kβ∇〈Tβ〉β

∣∣
rβ

+
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ T̃β

∣∣∣
rβ
dA




+
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ ·
(
∇〈Tβ〉β

∣∣∣
rβ

+ ∇T̃β

∣∣∣
rβ

)
dA (A.2)
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a la ecuación gobernante puntual (también evaluada en rβ),

(ρcP )β

[
∂ Tβ|rβ
∂t

+ ∇ · (vβTβ)|rβ

]
= ∇ · (kβ∇Tβ)|rβ (A.3)

El resultado puede expresarse como,

(ρcP )β
∂T̃β
∂t

+ (ρcP )β ∇ ·
(
〈vβ〉β〈Tβ〉β − 〈〈vβ〉β〈Tβ〉β〉β

)

+ (ρcP )β ∇ ·
(
〈vβ〉βT̃β − 〈〈vβ〉βT̃β〉β

)
+ (ρcP )β ∇ ·

(
ṽβ〈Tβ〉β − 〈ṽβ〈Tβ〉β〉β

)

+ (ρcP )β ∇ ·
(
ṽβT̃β − 〈ṽβT̃β〉β

)
= ∇ ·

(
kβ∇T̃β

)
− ε−1

β ∇εβ ·
(
kβ∇〈Tβ〉β

)

− ε−1
β ∇ ·


kβ

V

∫

Aβσ

nβσT̃βdA


+ ε−1

β (ρcP )β ∇εβ · 〈〈vβ〉β〈Tβ〉β〉β

+ ε−1
β (ρcP )β ∇εβ · 〈〈vβ〉βT̃β〉β + ε−1

β (ρcP )β ∇εβ · 〈ṽβ〈Tβ〉β〉β

+ ε−1
β (ρcP )β ∇εβ · 〈ṽβT̃β〉β −

ε−1
β kβ

V

∫

Aβσ

nβσ ·
(
∇〈Tβ〉β + ∇T̃β

)
dA (A.4)

Aqúı se ha simplificado la nomenclatura, pero debe enfatizarse que cada término

está evaluado en la posición rβ.

Cabe señalar que la Ecuación (A.4) contiene fuentes promedio locales y no locales. Esto

puede ser un inconveniente cuando el problema de cerradura se sustituya en la GTE de la

fase-β, Ecuación (2.14), debido a que el campo de la temperatura promedio dependeŕıa de

integrales de área y de volumen de ella misma. Para sobrellevar este aspecto se proponen las

siguientes expansiones en series de Taylor para ψβ = vβ, Tβ,

〈ψβ〉β
∣∣
rβ

= 〈ψβ〉β
∣∣
x︸ ︷︷ ︸

O(〈ψβ〉β)

+ yβ ·∇ 〈ψβ〉β
∣∣
x︸ ︷︷ ︸

O( r0L 〈ψβ〉β)

+
1

2
yβyβ : ∇∇ 〈ψβ〉β

∣∣
x︸ ︷︷ ︸

O

(
r20
L2 〈ψβ〉β

)
+... (A.5a)

∇ 〈ψβ〉β
∣∣
rβ

= ∇ 〈ψβ〉β
∣∣
x︸ ︷︷ ︸

O(∇〈ψβ〉β)

+ yβ ·∇∇ 〈ψβ〉β
∣∣
x︸ ︷︷ ︸

O( r0L ∇〈ψβ〉β)

+... (A.5b)

Aqúı se han incluido los estimados de orden de magnitud de los primeros términos de las

series. Nótese que en estos estimados se ha supuesto que la longitud caracteŕıstica asociada

a las variaciones espaciales de 〈ψβ〉β y ∇〈ψβ〉β son del mismo orden de magnitud, la cual se
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toma como la longitud caracteŕıstica del sistema, L. Además, con el propósito de resolver el

problema de cerradura, se imponen las siguientes restricciones de escala,

r0 � L (A.6a)

r2
0 � L2 (A.6b)

De tal manera que las Ecuaciones (A.5) conducen a que

O
(
〈ψβ〉β

∣∣
rβ
− 〈ψβ〉β

∣∣
x

)
� 1 (A.7a)

O
(
∇ 〈ψβ〉β

∣∣
rβ
−∇ 〈ψβ〉β

∣∣
x

)
� 1 (A.7b)

Estos resultados permiten remover cantidades promedio de las integrales de área y de

volumen. Bajo estas condiciones la Ecuación (A.4) se reduce a

(ρcP )β
∂T̃β
∂t

+ (ρcP )β ∇ ·
(
vβT̃β

)
+ (ρcP )β ∇ ·

(
ṽβ〈Tβ〉β

)
− (ρcP )β ∇ · 〈ṽβT̃β〉β

= ∇ ·
(
kβ∇T̃β

)
− ε−1

β ∇ ·


kβ

V

∫

Aβσ

nβσT̃βdA


+ ε−1

β (ρcP )β ∇εβ ·
(
〈vβ〉β〈Tβ〉β

)

+ ε−1
β (ρcP )β ∇εβ · 〈ṽβT̃β〉β −

ε−1
β kβ

V

∫

Aβσ

nβσ ·∇T̃βdA (A.8)

En la Ecuación (A.8) se entiende que las cantidades promedio ya están evaluadas en la

posición x. Además, se ha impuesto la siguiente restricción en el promedio de las desviaciones

espaciales,

〈ψ̃β〉β = 0, ψβ = vβ, Tβ (A.9)

lo cual permite acotar el nivel de valores de las desviaciones espaciales.

Ahora, con el objetivo de simplificar aún mas la Ecuación (A.8), se afirma con base en

la ecuación de continuidad,

∇ · vβ = 0, en la fase-β (A.10)

que el promedio intŕınseco de la velocidad satisface la expresión:

∇ · 〈vβ〉β = −ε−1
β ∇εβ · 〈vβ〉β (A.11)

Aśı, restando la Ecuación (A.11) a la (A.10) se tiene que,

∇ · ṽβ = ε−1
β ∇εβ · 〈vβ〉β, en la fase-β (A.12)
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Con base en estos resultados se tienen las siguientes identidades,

(ρcP )β ∇ ·
(
vβT̃β

)
= (ρcP )β vβ ·∇T̃β (A.13a)

(ρcP )β ∇ ·
(
ṽβ〈Tβ〉β

)
= (ρcP )β ε

−1
β ∇εβ · 〈vβ〉β〈Tβ〉β + (ρcP )β ṽβ ·∇〈Tβ〉β (A.13b)

Además, nótese que

ε−1
β (ρcP )β ∇ · 〈ṽβT̃β〉 = (ρcP )β ∇ · 〈ṽβT̃β〉β + ε−1

β (ρcP )β ∇εβ · 〈ṽβT̃β〉β (A.14)

Sustituyendo las Ecuaciones (A.13) y (A.14) en (A.8) se tiene,

(ρcP )β



∂T̃β
∂t

+ vβ ·∇T̃β︸ ︷︷ ︸
O((ρcP )βvβ T̃β/`β)

+ṽβ ·∇〈Tβ〉β


 = kβ∇2T̃β︸ ︷︷ ︸

O(kβ T̃β/`2β)

− ε−1
β ∇ ·


kβ

V

∫

Aβσ

nβσT̃βdA




︸ ︷︷ ︸
O(kβ T̃β/(L`βεβ))

+ ε−1
β (ρcP )β ∇ · 〈ṽβT̃β〉︸ ︷︷ ︸
O((ρcP )βvβ T̃β/(Lεβ))

−
ε−1
β kβ

V

∫

Aβσ

nβσ ·∇T̃βdA, en la fase-β (A.15)

Aqúı nuevamente se han agregado el estimado del orden de magnitud de algunos términos.

En este análisis se ha tomado en cuenta la condición de no deslizamiento de la velocidad,

lo cual conduce a que vβ = O (ṽβ). De los estimados de orden de magnitud de la Ecuación

(A.15), y considerando la restricción de escala,

`β � L (A.16)

entonces se pueden afirmar las siguientes desigualdades

ε−1
β ∇ ·


kβ

V

∫

Aβσ

nβσT̃βdA


� kβ∇2T̃β (A.17a)

ε−1
β ∇ · 〈ṽβT̃β〉 � vβ ·∇T̃β (A.17b)

Esto permite simplificar la Ecuación (A.15) a

(ρcP )β

(
∂T̃β
∂t

+ vβ ·∇T̃β + ṽβ ·∇〈Tβ〉β
)

= kβ∇2T̃β
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−
ε−1
β kβ

V

∫

Aβσ

nβσ ·∇T̃βdA, en la fase-β (A.18)

Como una simplificación final, se limita el análisis a situaciones en la cual las desviaciones

espaciales de la temperatura se pueden suponer en estado cuasi-estacionario. La restricción

asociada con esta simplificación es,

`2
β/kβ

vβ`β
kβ

+ 1
� t∗ (A.19)

De esta manera, la Ecuación (A.18) toma su forma final

(ρcP )β vβ ·∇T̃β + (ρcP )β ṽβ ·∇〈Tβ〉β︸ ︷︷ ︸
Fuente convectiva

= kβ∇2T̃β

−
ε−1
β kβ

V

∫

Aβσ

nβσ ·∇T̃βdA, en la fase-β (A.20)

Se puede desarrollar un análisis similar a la ecuación gobernante de la fase-σ, lo cual

conduce a la ecuación gobernante para las desviaciones espaciales de la fase sólida,

0 = kσ∇2T̃σ −
ε−1
σ kσ
V

∫

Aβσ

nσβ ·∇T̃σdA, en la fase-σ (A.21)

Las Ecuaciones (A.20) y (A.21) están acopladas por las condiciones de frontera interfacial,

T̃β = T̃σ + 〈Tσ〉σ − 〈Tβ〉β︸ ︷︷ ︸
Fuente interfacial

, en Aβσ (A.22a)

−nβσ · kβ∇T̃β = −nβσ · kσ∇T̃σ + nβσ · kβ∇〈Tβ〉β − nβσ · kσ∇〈Tσ〉σ︸ ︷︷ ︸
Fuentes conductivas

, en Aβσ (A.22b)

las cuales resultan de sustituir la descomposición espacial de la temperatura, Ecuación

(2.13a), en las Ecuaciones (2.3). Para completar el problema de valor en la frontera de

las desviaciones de la temperatura, es necesario establecer las condiciones de frontera en las

entradas y salidas del dominio de solución en la dirección tangente a la superficie divisoria,

la cual separa al medio poroso de la región de solo fluido. Cabe señalar que no se tiene

la intención de resolver el problema en la frontera macroscópica por completo, para evitar

esto, se asume que una geometŕıa periódica es una representación suficientemente precisa
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de las condiciones de frontera externas. Esto con el propósito de resolver los problemas de

cerradura. Esta suposición constituye una ley de escalamiento en el sentido de Wood (2009a)

y da lugar a las siguientes condiciones de frontera periódicas,

T̃i(r + lj) = T̃i(r), i = β, σ; j = 1, 2 (A.23)

La solución formal del problema de valor en la frontera dado por las Ecuaciones (A.20)-

(A.23) puede llevarse a cabo usando formulaciones integrales basadas en funciones de Green

(véase por ejemplo Valdés-Parada, 2010), y las expresiones resultantes para el campo de

desviaciones se pueden escribir como,

T̃β = bββ ·∇〈Tβ〉β + bβσ ·∇〈Tσ〉σ − sβ
(
〈Tβ〉β − 〈Tσ〉σ

)
(A.24a)

T̃σ = bσβ ·∇〈Tβ〉β + bσσ ·∇〈Tσ〉σ + sσ

(
〈Tσ〉σ − 〈Tβ〉β

)
(A.24b)

lo cual es consistente con trabajos previos (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997a; Quintard y

Whitaker, 1993; Quintard y col., 1997). En las Ecuaciones (A.24), las variables bββ, bβσ, bσβ,

bσσ, sβ y sσ son las llamadas variables de cerradura y representan integrales de las funciones

de Green asociadas, tal como se explica en detalle en el trabajo de Valdés-Parada (2010).

Las variables de cerradura se determinan resolviendo los problemas de valor en la frontera

correspondientes, los cuales resultan de sustituir las Ecuaciones (A.24) en las Ecuaciones

(A.20)-(A.23). Estos problemas son:

Problema I:

En Vβ, (ρcP )β (vβ ·∇bββ + ṽβ) = kβ∇2bββ − (ρcP )β ε
−1
β cββ (A.25a)

En Vσ, 0 = kσ∇2bσβ − (ρcP )σ ε
−1
σ cσβ (A.25b)

En Aβσ, nβσkβ + nβσ · (kβ∇bββ) = nβσ · (kσ∇bσβ) (A.25c)

En Aβσ, bββ = bσβ (A.25d)

Periodicidad, bββ (r + li) = bββ (r) , i = 1, 2 (A.25e)

Periodicidad, bσβ (r + li) = bσβ (r) , i = 1, 2 (A.25f)

Restricción, 〈bββ〉 = 0 (A.25g)

Restricción, 〈bσβ〉 = 0 (A.25h)

cββ =
αβ
V

∫

Aβσ

nβσ ·∇bββdA (A.25i)
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cσβ =
ασ
V

∫

Aβσ

nσβ ·∇bσβdA (A.25j)

(ρcP )β cββ = − (ρcP )σ cσβ (A.25k)

Problema II:

En Vβ, (ρcP )β vβ ·∇bβσ = kβ∇2bβσ − (ρcP )β ε
−1
β cβσ (A.26a)

En Vσ, 0 = kσ∇2bσσ − (ρcP )σ ε
−1
σ cσσ (A.26b)

En Aβσ, nβσ · (kβ∇bβσ) = nβσkσ + nβσ · (kσ∇bσσ) (A.26c)

En Aβσ, bβσ = bσσ (A.26d)

Periodicidad, bβσ (r + li) = bβσ (r) , i = 1, 2 (A.26e)

Periodicidad, bσσ (r + li) = bσσ (r) , i = 1, 2 (A.26f)

Restricción, 〈bβσ〉 = 0 (A.26g)

Restricción, 〈bσσ〉 = 0 (A.26h)

cβσ =
αβ
V

∫

Aβσ

nβσ ·∇bβσdA (A.26i)

cσσ =
ασ
V

∫

Aβσ

nσβ ·∇bσσdA (A.26j)

(ρcP )β cβσ = − (ρcP )σ cσσ (A.26k)

Problema III:

En Vβ, (ρcP )β vβ ·∇sβ = kβ∇2sβ − ε−1
β hβ (A.27a)

En Vσ, 0 = kσ∇2sσ + ε−1
σ hσ (A.27b)

En Aβσ, nβσ · (kβ∇sβ) = nβσ · (kσ∇sσ) (A.27c)

En Aβσ, sβ = sσ + 1 (A.27d)

Periodicidad, sβ (r + li) = sβ (r) , i = 1, 2 (A.27e)

Periodicidad, sσ (r + li) = sσ (r) , i = 1, 2 (A.27f)

Restricción, 〈sβ〉 = 0 (A.27g)

Restricción, 〈sσ〉 = 0 (A.27h)

hβ =
kβ
V

∫

Aβσ

nβσ ·∇sβdA (A.27i)
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hσ = −kσ
V

∫

Aβσ

nσβ ·∇sσdA (A.27j)

hβ = hσ = avh (A.27k)

Las Ecuaciones (A.25k) y (A.26k), son una consecuencia directa de integrar en la interfase

Aβσ y dividir entre V las condiciones de frontera para el flux de calor en los problemas I

y II respectivamente, Ecuaciones (A.25c) y (A.26c). Sin embargo, cabe señalar que para la

derivación de dichas expresiones se consideró que,
∫

Aβσ(x)

nβσdA = 0 (A.28)

Estrictamente, no existe dificultad alguna en satisfacer la ecuación anterior para los casos en

que se tienen part́ıculas simétricas en la celda unitaria de solución. Sin embargo, se debe tener

cuidado cuando se tienen part́ıculas asimétricas. En esta situación las Ecuaciones (A.25k) y

(A.26k) no son válidas.

Computacionalmente es fácil resolver los problemas I y II, sin embargo, particularmente

en el problema III la condición interfacial sβ = sσ + 1 es dif́ıcil de satisfacer en Comsol

Multiphysicsr. Para atacar este problema se hace el siguiente cambio de variable

sβ = avhs
0
β (A.29a)

sσ = avhs
0
σ − 1 (A.29b)

Esta superposición se basa en que los términos no locales en las Ecuaciones (A.27a) y (A.27b)

se consideran constantes debido a la imposición de las condiciones de periodicidad. Aśı, las

Ecuaciones (A.29) producen el siguiente problema de cerradura alterno,

Problema IIIa:

En Vβ, (ρcP )β vβ ·∇s0
β = kβ∇2s0

β − ε−1
β (A.30a)

En Vσ, 0 = kσ∇2s0
σ + ε−1

σ (A.30b)

En Aβσ, nβσ ·
(
kβ∇s0

β

)
= nβσ ·

(
kσ∇s0

σ

)
(A.30c)

En Aβσ, s0
β = s0

σ (A.30d)

Periodicidad, s0
β (r + li) = s0

β (r) , i = 1, 2 (A.30e)

Periodicidad, s0
σ (r + li) = s0

σ (r) , i = 1, 2 (A.30f)

Restricción,
〈
s0
β

〉β
= 0 (A.30g)
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fluido libre

x

y

2r
0

centroide

medio poroso

superficie divisoria

Figura A.1. Celdas unitarias representativas de la inter-región en diferentes posiciones.

y por lo tanto, a partir de las Ecuaciones (A.29b) y (A.27h) es fácil deducir que el coeficiente

de transferencia de calor se calcula a partir del campo de s0
σ,

avh =
1

〈s0
σ〉σ

(A.31)

Los problemas I, II y IIIa se resuelven en varias celdas unitarias que toman en cuenta las

drásticas variaciones geométricas en la inter-región, tales como las mostradas en la Figura A.1

donde el medio poroso es representado como un arreglo periódico de cilindros aislados (véase

Figura 3.1). La altura de la celda unitaria se selecciona de tal manera que cuando se localiza

en la superficie divisoria, se obtienen resultados consistentes y no vaŕıan significativamente

con el número de part́ıculas involucradas. De hecho, el tamaño de la celda unitaria debe ser

tal que se garantice que las siguientes condiciones de frontera sean satisfechas en el fondo y

en la parte superior de la celda unitaria,

En y = +r0, φji = 0 (A.32a)

En y = −r0,

{
∂φji
∂y

= 0, Para el componente x de los problemas I y II, y el problema escalar IIIa

φji = 0, Para el componente y de los problemas I y II

(A.32b)

φ = b, s; j, i = β, σ; solo un sub́ındice si φ = s

La condición frontera de la Ecuación (A.32a) se origina de imponer que en la posición

y = +r0 las desviaciones espaciales de la temperatura son cero debido a que el centroide del
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1
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0
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-0.8

componente x
del problema I
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del problema II

problema 3

fluido

sólido

variable de
cerradura

adimensional

Figura A.2. Ejemplos del campo de las variables de cerradura en celdas representativas de la

inter-región. Pecell = 0.01, κ = 10 and εβ,ω = 0.5.

REV se localiza en la región del fluido homogéneo. Además, las Ecuaciones (A.32b) plantean

condiciones de simetŕıa (derivada igual a cero) y antisimetŕıa (campo igual a cero) en el lado

de la celda unitaria que se encuentra en contacto con el medio poroso homogéneo, cuando se

resuelven los componentes x y y de los problemas I y II. Nótese que en el problema escalar

IIIa solo se imponen condiciones de simetŕıa. Se encontró que una celda que contiene 10

part́ıculas es suficiente para obtener resultados consistentes, sin embargo con el fin de tener

más datos discretos en la inter-región se seleccionó una celda con 15 part́ıculas.

Para ilustrar la forma t́ıpica de las variables de cerradura, en la Figura A.2 se presentan

ejemplos de las variables (bββ)x/`cell y (bσβ)x/`cell relacionadas con el problema I; (bβσ)x/`cell y

(bσσ)x/`cell del problema II; y sβ y sσ del problema III. Nótese que, en general, las variables

de cerradura relacionadas con el problema III presentan valores mayores en comparación

con el resto de las variables de cerradura. Además, en el problema III se ilustra el salto

en el campo de la variable en la interface fluido-sólido, mientras que en el problema I y II

la discontinuidad ocurre en la derivada de las variables de cerradura. Cabe señalar que las

variables relacionadas con los problemas I y II toman prácticamente el valor de cero en la

región de solo fluido.

Para concluir, a continuación se presentan las expresiones de los coeficientes efectivos

involucrados en las Ecuaciones (2.17) y (2.20), en términos de las variables de cerradura

derivadas en esta sección.
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Para la ecuación del fluido:

K∗ββ(x) = kβ


εβ(x)I +

1

V

∫

Aβσ(x)

nβσbββdA


− (ρcp)β 〈ṽβbββ〉

∣∣∣
x

(A.33a)

K∗βσ(x) =
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσbβσdA− (ρcp)β 〈ṽβbβσ〉
∣∣∣
x

(A.33b)

u∗ββ(x) =
αβ
V



∫

Aβσ(x)

nβσ ·∇bββdA−
∫

Aβσ(x)

nβσsβdA


+ 〈ṽβsβ〉|x (A.33c)

u∗βσ(x) =
αβ
V



∫

Aβσ(x)

nβσ ·∇bβσdA+

∫

Aβσ(x)

nβσsβdA


− 〈ṽβsβ〉|x (A.33d)

avh(x) =
kβ
V

∫

Aβσ(x)

nβσ ·∇sβdA = −kσ
V

∫

Aβσ(x)

nσβ ·∇sσdA (A.33e)

Para la ecuación del sólido:

Kσβ(x) =
kσ
V

∫

Aβσ(x)

nσβbσβdA (A.34a)

Kσσ(x) = kσ


εσ(x)I +

1

V

∫

Aβσ(x)

nσβbσσdA


 (A.34b)

uσβ(x) =
ασ
V



∫

Aβσ(x)

nσβ ·∇bσβdA−
∫

Aβσ(x)

nσβsσdA


 (A.34c)

uσσ(x) =
ασ
V



∫

Aβσ(x)

nσβ ·∇bσσdA+

∫

Aβσ(x)

nσβsσdA


 (A.34d)

Aqúı αi representa la difusividad térmica de la fase-i.
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A.2. Modelo de equilibrio local térmico

En esta sección se plantea el problema de cerradura para el modelo de equilibrio local

térmico. Dada la expresión de equilibrio

〈Tβ〉β = 〈Tσ〉σ = 〈T 〉 (A.35)

Entonces, se puede reducir la expresión formal de las desviaciones espaciales de la

temperatura del fluido y del sólido,

T̃β = (bββ + bβσ) ·∇ 〈T 〉 (A.36a)

T̃σ = (bσβ + bσσ) ·∇ 〈T 〉 (A.36b)

La Ecuación (A.36) expresa la idea de que, bajo la condición de equilibrio, las desviaciones

espaciales de la temperatura del fluido y del fluido se pueden encontrar resolviendo solo un

problema de cerradura. Dicho problema de cerradura resulta de sumar los problemas I y

II. Debido a que la fuente que origina al problema III (y por lo tanto también al problema

IIIa) es la diferencia de temperaturas promedio del fluido y del sólido, se tiene que con la

suposición de equilibrio el problema III desaparece.

Si se hace el cambio de variable,

bβ = bββ + bβσ (A.37a)

bσ = bσβ + bσσ (A.37b)

entonces el problema de cerradura resultante bajo la condición de equilibrio local térmico

es,

En Vβ, (ρcP )β (vβ ·∇bβ + ṽβ) = kβ∇2bβ − (ρcP )β ε
−1
β cβ (A.38a)

En Vσ, 0 = kσ∇2bσ − (ρcP )σ ε
−1
σ cσ (A.38b)

En Aβσ, nβσ · (kβ∇bβ) = nβσ · (kσ∇bσ) + nβσ (kσ − kβ) (A.38c)

En Aβσ, bβ = bσ (A.38d)

Periodicidad, bβ (r + li) = bβ (r) , i = 1, 2 (A.38e)

Periodicidad, bσ (r + li) = bσ (r) , i = 1, 2 (A.38f)

Restricción, 〈bβ〉 = 0 (A.38g)

Restricción, 〈bσ〉 = 0 (A.38h)
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cβ =
αβ
V

∫

Aβσ

nβσ ·∇bβdA (A.38i)

cσ =
ασ
V

∫

Aβσ

nσβ ·∇bσdA (A.38j)

(ρcP )β cβ = − (ρcP )σ cσ (A.38k)

Ahora, dada la definición del tensor de dispersión térmico total,

K∗eff (x) = K∗ββ(x) + K∗βσ(x) + Kσβ(x) + Kσσ(x) (A.39)

entonces, utilizando la definición para cada tensor térmico en el modelo de no equilibrio y

las Ecuaciones (A.37), se obtiene después de cierto arreglo algebraico la expresión para el

tensor de dispersión térmico total en función del único problema de cerradura,

K∗eff (x) = [kβεβ(x) + kσεσ(x)] I +
kβ − kσ

V

∫

Aβσ(x)

nβσbβdA− (ρcP )β 〈ṽβbβ〉
∣∣∣
x

(A.40)

La Ecuación (A.40) es similar a la reportada por Whitaker (1999, Ecuación 2.5-2) en el

estudio del transporte de calor solo por conducción. Sin embargo, la diferencia sustancial

está en el término dispersivo debido a la existencia de transporte de calor por convección.

Un procedimiento similar puede hacerse para el vector tipo-velocidad total,

u(x) = u∗ββ(x) + u∗βσ(x) +
(ρcP )σ
(ρcP )β

[uσβ(x) + uσσ(x)] (A.41)

Si se sustituyen las definiciones para cada vector velocidad de la Ecuación (A.41) y los

cambios de variable de la Ecuación (A.37) eventualmente se llega a que,

u = 0 (A.42)

Debe enfatizarse que este resultado solo es posible bajo las siguientes condiciones:

Cuando es válido el principio de equilibrio local térmico, incluso en la inter-región.

Son válidas en el REV las expresiones

kβ
V

∫

Aβσ

nβσ ·∇bββdA = −kσ
V

∫

Aβσ

nσβ ·∇bσβdA (A.43a)

kβ
V

∫

Aβσ

nβσ ·∇bβσdA = −kσ
V

∫

Aβσ

nσσ ·∇bσβdA (A.43b)

La validez de estas ecuaciones se discutió al final de la Sección anterior.
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APÉNDICE B

DEPENDENCIA ESPACIAL DE COEFICIENTES EFECTIVOS

En esta sección se presenta la dependencia espacial de los coeficientes efectivos

involucrados en los modelos promedio de equilibrio y no equilibrio local térmico en el Caṕıtulo

2. Con el fin de ser breves y concisos, en el Caṕıtulo 3 se presentó únicamente la dependencia

espacial de los coeficientes efectivos con mayor orden de magnitud bajo ciertas condiciones.

La información restante cuando el medio poroso se modela como un arreglo periódico de

cilindros aislados se presenta a continuación.

B.1. Tensores térmicos

El análisis comienza presentando la dependencia espacial de los tensores térmicos efectivos

como función de la porosidad del medio poroso homogéneo. Los siguientes resultados se

calcularon considerando que el transporte por conducción predomina sobre el de convección.

De esta manera, los tensores térmicos tienen ordenes de magnitud comparables y el efecto

de la porosidad es más notorio.

De las simulaciones llevadas a cabo, se concluye que todos los elementos fuera de

la diagonal principal de los tensores térmicos son despreciables en comparación con los

elementos de la diagonal. En otras palabras, para cualquier condición bajo la cual se lleva a

cabo el transporte de calor se puede afirmar que,

(K)xy, (K)yx � (K)xx, (K)yy, K = K∗ββ, K
∗
βσ, Kσβ, Kσσ, K

∗
eff (B.1)

En este caso, como se trabajó en configuraciones en 2D cada tensor térmico efectivo

B-1



B. Dependencia espacial de coeficientes efectivos

tiene cuatro elementos. No obstante, las mismas afirmaciones pueden sugerirse para

configuraciones tridimensionales.

En la Figura B.1a se presenta el efecto de la porosidad sobre el tensor térmico K∗ββ. En

este caso, el valor mı́nimo de la porosidad utilizado es 0.4 debido a las altas exigencias

computacionales requeridas para resolver los problemas de cerradura para valores de la

porosidad menores. Para el modelo de no equilibrio, éste es el único coeficiente efectivo

que toma el valor de kβ en el seno de la región de solo fluido, es decir, en y/r0 ≥ 1. Como se

esperaba, a medida que el valor de la porosidad se acerca a 1, el coeficiente efectivo tiende al

valor de kβ debido a que el volumen promediante contiene principalmente fluido. A diferencia

de los tensores térmicos restantes, los elementos de la diagonal de K∗ββ tienen prácticamente

el mismo valor, es decir,

(K∗ββ)xx u (K∗ββ)yy, para Pecell < 1 (B.2)

Cabe señalar que, con base en las simulaciones llevadas a cabo, para condiciones

predominantemente conductivas (Pecell < 1) la dependencia espacial de los elementos

diagonales de K∗ββ solo dependen de la porosidad y de la conductividad térmica de los

materiales.

El resto de los tensores térmicos para el modelo de no equilibrio son mostrados en las

Figuras B.1b y c. Generalmente, se puede afirmar que los tensores térmicos cruzados son

iguales, es decir,

K∗βσ = Kσβ (B.3)

Contrario al tensor K∗ββ, los elementos longitudinales (componentes xx) de K∗βσ, Kσβ

y Kσσ son ligeramente diferentes a sus contrapartes transversales (componentes yy). Por

ejemplo, se tiene que (Kσσ)xx 6= (Kσσ)yy. Esta diferencia aumenta a medida que la porosidad

disminuye. Además, todos éstos tensores térmicos toman el valor de cero en el seno de la

región de solo fluido. Esto se debe, a que en sus definiciones (Ecuaciones (A.33b), (A.34a) y

(A.34b)) se involucra la presencia de la fase sólida, la cual no existe en la región del fluido.

Esta situación, además, explica el hecho que valores bajos de la porosidad conducen a valores

bajos de los tensores térmicos.

Finalmente, en la Figura B.1d se presenta la dependencia espacial del tensor térmico total

K∗eff involucrado en el modelo de equilibrio local térmico en función de la porosidad. Nótese

que en este caso, el valor del coeficiente efectivo toma el valor kβ a medida que se predice

cerca del seno de la región de solo fluido. Esta situación ocurre debido a que en la celda
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de solución solo existe la fase-β. Además, se encontró que el valor del coeficiente efectivo

en el seno del medio poroso incrementa cuando la porosidad disminuye. Esto sucede para

κ > 1 debido a que la muestra promediante contiene principalmente sólido. El caso contrario

también es cierto para κ < 1. De la misma manera, se pueden utilizar ĺıneas rectas para

ajustar la dependencia espacial de (K∗eff )xx en la inter-región similar a la Ecuación (3.2a)

del Caṕıtulo 3.

Si se acepta que los elementos diagonales de los tensores térmicos presentados en la Figura

B.1 son iguales entre śı, entonces se puede escribir que,

K u (K)xxI, para Pecell < 1, K = K∗ββ, K
∗
βσ, Kσβ, Kσσ, K

∗
eff (B.4)

En otras palabras, bajo régimen conductivo los tensores térmicos de los modelos de equilibrio

y de no equilibrio son isotrópicos.

Tal como se discutió en el Caṕıtulo 3, solo el coeficiente (K∗ββ)xx es afectado

significativamente por el número de Péclet. De hecho, la dependencia espacial en la inter-

región de dicho coeficiente efectivo está fuertemente influenciada por el flujo en la dirección

tangente a la frontera medio poroso-fluido, al grado que puede aumentar varios órdenes de

magnitud tal como se muestra en la Figura 3.4. Además, dado que el tensor de dispersión

térmico total en el modelo de equilibrio local térmico representa la suma de los tensores

térmicos involucrados en el modelo de no equilibrio, es razonable considerar para Pecell > 1

el componente-xx de K∗eff es igual a (K∗ββ)xx.

B.2. Coeficiente de transferencia de calor

Ahora se analiza al coeficiente de transferencia de calor intersticial avh. Dicho coeficiente

efectivo presenta una débil dependencia con el número de Péclet y una moderada influencia

de la porosidad y de la relación de conductividades térmicas. La dependencia espacial de

avh en función de κ se presentó en la Figura 3.5 del Caṕıtulo 3, por lo que en esta sección

solo se presenta la funcionalidad que tiene con la porosidad. En la Figura B.2 se observa

que el valor máximo de avh se tiene en el seno del medio poroso, es decir, en y/r0 ≤ −1, y

rápidamente disminuye hasta alcanzar el valor de cero en el seno de la región de solo fluido

(y/r0 ≥ +1). Esto es consistente con la f́ısica del problema debido a que solo debe existir de

transporte interfacial de calor cuando se hallan al menos dos fases en la muestra promediante.

Cabe señalar que los valores correspondientes al seno de la región poroso, son similares a
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Figura B.1. Dependencia espacial de los tensores térmicos en función de la porosidad tomando

Pecell = 0.01 y κ = 10. a) K∗ββ , b) K∗βσ, c) Kσσ y d) K∗eff .

los reportados por Quintard y col. (1997) en el estudio de transporte de calor en un medio

poroso homogéneo bajo el modelo de no equilibrio local térmico. Finalmente, obsérvese que

valores bajos de la porosidad conducen a valores ligeramente mayores de avh en el medio

poroso. Esta situación se revierte rápidamente a medida que se evaluá en la inter-región. En

otras palabras, los valores mayores corresponden a valores de la porosidad cercanas a 1.

B.3. Coeficientes efectivos tipo-convectivo

Los últimos coeficientes efectivos que se estudian son los vectores tipo-convectivo u∗ββ,

u∗βσ, uσβ y uσσ. Dependiendo de la intensidad de flujo y de la relación de conductividades
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Figura B.2. Dependencia espacial de avh en función de la porosidad, Pecell = 0.01 y κ = 10.

térmicas, la funcionalidad de tales coeficientes se puede resumir de la siguiente manera.

Pecell < 1 y κ < 1. Los componentes-y predominan sobre los componentes-x y, en general,

se tienen las siguientes relaciones de ordenes de magnitud:

O
(
(u∗ββ)y

)
> O

(
(u∗βσ)y

)
(B.5a)

O ((uσβ)y) > O ((uσσ)y) (B.5b)

O
(

(ρcP )β (u∗ββ)y

)
� O ((ρcP )σ (uσβ)y) (B.5c)

Nótese que la última expresión es dependiente de la relación de capacidades caloŕıficas de

las fases presentes, y por lo tanto, podŕıa revertirse dependiendo de dicha relación. De esta

manera, con base en las Ecuaciones (B.5) se puede afirmar que el término predominante es

únicamente (ρcP )β (u∗ββ)y.

Pecell < 1 y κ > 1. Una vez más los componentes-y presentan valores más grandes que los

componentes-x y, en general, se tienen las siguientes relaciones:

O
(
(u∗ββ)y

)
� O

(
(u∗βσ)y

)
(B.6a)

O ((uσβ)y)� O ((uσσ)y) (B.6b)

O
(

((ρcP )β u
∗
βσ)y

)
� O ((ρcP )σ (uσσ)y) (B.6c)

De esta manera, el parámetro predominante es solamente (ρcP )σ (uσσ)y.

Pecell > 1 y κ < 1. En este caso, excepto para (uσσ)y, los componentes-x presentan valores

mayores que los componentes-y y, en general, se pueden afirmar las siguientes relaciones de
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ordenes de magnitud:

O
(
(u∗ββ)x

)
= O

(
(u∗βσ)x

)
(B.7a)

O ((uσβ)x)� O ((uσσ)y) (B.7b)

O
(

(ρcP )β (u∗ββ)x

)
� O ((ρcP )σ (uσβ)x) (B.7c)

Aśı, considerando estas relaciones los coeficientes más importantes son (ρcP )β (u∗ββ)x y

(ρcP )β (u∗βσ)x

Pecell > 1 y κ > 1. Una vez más, excepto para (uσσ)y, los componentes-x predominan

sobre los componentes-y. En este caso, las relaciones de ordenes de magnitud son:

O
(
(u∗ββ)x

)
= O

(
(u∗βσ)x

)
(B.8a)

O ((uσβ)x)� O ((uσσ)y) (B.8b)

O
(

(ρcP )β (u∗ββ)x

)
� O ((ρcP )σ (uσβ)x) (B.8c)

Con base en estas expresiones, se puede afirmar que el más importante coeficiente efectivo

es solamente (ρcP )σ (uσβ)x.

De esta forma, independientemente de las condiciones que se encuentren en el problema de

transporte de calor, es razonable descartar a los coeficientes efectivos (u∗βσ)y, (uσβ)y y (uσσ)x.

Para los coeficientes restantes, en la Figura B.3 se presenta la dependencia que tienen con

la porosidad del medio poroso homogéneo. Cabe señalar que los coeficientes toman el valor

de cero en la región de fluido debido principalmente a dos razones:

1. En su definición, los coeficientes tipo-convectivo contienen integrales de área sobre la

interface sólido-fluido y (algunos) un término de dispersión hidrodinámica. Debido a

que estos dos tipos de términos no existen en la región de fluido entonces desaparecen.

2. No tiene sentido utilizar el modelo de no equilibrio local térmico, el cual involucra una

ecuación promedio para el fluido y otra para el sólido, en la región de fluido debido a

que alĺı solo existe una fase. Aśı, se requiere que la ecuación correspondiente para el

sólido desaparezca, y también los términos acoplados de la ecuación del fluido.

En general, nótese de la Figura B.3 que la porosidad tiene una influencia moderada sobre

los coeficientes tipo-convectivo, excepto para (uσσ)y. Dicha influencia se puede resumir en la

siguiente manera:
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(u∗ββ)x se incrementa de manera negativa al aumentar la porosidad, véase la Figura

B.3a.

(u∗ββ)y disminuye al aumentar la porosidad, véase la Figura B.3b.

(u∗βσ)x incrementa con la porosidad, véase la Figura B.3c.

(uσβ)x incrementa con la porosidad, véase la Figura B.3d.

(uσσ)y disminuye con la porosidad, véase la Figura B.3e.

Estos tipos de coeficientes presentan un comportamiento complejo en la inter-región. Por

ejemplo, algunos de ellos generalmente tienen valores positivos, otros negativos, y otros

incluso como (uσσ)y, tienen valores positivos y negativos. Esta caracteŕıstica dificulta el

ajustarlos a alguna curva, y por esta razón no se lleva a cabo esta tarea.

En la Figura B.4 se presenta el efecto de la relación de conductividades térmicas sobre

los coeficientes efectivos tipo-convectivo más relevantes. Por un lado, se observa que los

componentes-x presentan un valor máximo en las cercańıas del seno de la región de fluido,

mientras que los componentes-y lo tienen cerca del seno del medio poroso homogéneo. Esta

caracteŕıstica es consiste con la f́ısica del problema, debido a que la dirección de flujo del

fluido es tangente a la frontera macroscópica medio poroso-fluido, es decir, la dirección x.

Por lo tanto, los componentes-x son más influenciados por los efectos de convección. Como

el transporte por convección es mayor en la región de fluido, entonces se espera que los

componentes-x tengan un valor máximo en esta zona. Por otro lado, como ya se mencionó,

los componentes-y presentan el valor máximo cerca del medio poroso homogéneo porque en

esta zona la presencia del sólido tiene una mayor influencia que los efectos convectivos, lo

cual favorece la conducción efectiva y el intercambio de calor interfacial.

El efecto de κ sobre los coeficientes tipo-convectivo se puede resumir en la siguiente

manera:

(u∗ββ)x disminuye cuando κ < 1 y alcanza un valor asintótico para κ > 1, véase la

Figura B.4a.

(u∗ββ)y no tiene un comportamiento bien definido con el valor de κ. Cuando κ < 1 tiene

valores positivos y negativos significativos a través de la inter-región, y cuando κ > 1

éste parámetro disminuye rápidamente pero solamente presentando valores negativos,

véase la Figura B.4b.
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(u∗βσ)x disminuye cuando κ < 1 y alcanza un valor asintótico cuando κ > 1, véase la

Figura B.4c. De hecho, obsérvese que para κ = 10 y 100 los resultados colapsan en la

misma curva.

(uσβ)x incrementa rápidamente cuando κ > 1 y, eventualmente, desaparece cuando

κ < 1, véase la Figura B.4d.

(uσσ)y eventualmente desaparece para κ < 1 e incrementa rápidamente para κ > 1

adquiriendo valores positivos y negativos significativos a través de la inter-región, véase

la Figura B.4d.

Ahora el análisis se centra en el efecto del número de Péclet de celda sobre los coeficientes

efectivos tipo-convectivo. Se espera que al aumentar la intensidad de flujo se incrementen los

componentes longitudinales y disminuyan los componentes transversales. Esto se debe a que

el calor se transporta principalmente en la dirección x. Aśı, se encontró que al aumentar el

número de Péclet los coeficientes (u∗ββ)x, (u∗βσ)x y (uσσ)x incrementaron rápidamente. Para

el caso opuesto, en tasas de flujo bajas los valores de (u∗ββ)y y (uσσ)y se incrementaron tal

como se muestra en la Figura B.5.

Para finalizar esta sección, se enfatiza que la dependencia espacial del vector tipo-

convectivo total del modelo de equilibrio local térmico, u, no se presenta debido a que

éste se puede inferir a partir de los coeficientes correspondientes del modelo de no equilibrio.

En este punto, se conoce que dependiendo del par de valores del número de Péclet y de la

relación de conductividades térmicas, solo algunos componentes son los más relevantes en

relación con sus órdenes de magnitud. Con el objetivo de ser más expĺıcito acerca de esto

último, se escriben las siguientes expresiones:

u ≈
[

0

(u∗ββ)y

]
, cuando Pecell < 1 y κ < 1 (B.9a)

u ≈
[

0

(uσσ)y
(ρcP )σ
(ρcP )β

]
, cuando Pecell < 1 y κ > 1 (B.9b)

u ≈
[

(u∗ββ)x + (u∗βσ)x

0

]
, cuando Pecell > 1 y κ < 1 (B.9c)

u ≈
[

0

(uσβ)x
(ρcP )σ
(ρcP )β

]
, cuando Pecell > 1 y κ > 1 (B.9d)
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Aqúı se ha utilizado la notación vectorial u =

[
ux

uy

]
.

Cabe señalar, que en las Figuras B.3-B.5 los coeficientes efectivos tipo-convectivo han sido

normalizados con la norma del campo de velocidad evaluada en el seno del medio poroso

homogéneo, 〈vβ〉βω. Como se muestra en dichas figuras, en algunas posiciones en la inter-

región éstos coeficientes presentan valores muy grandes, pero esto no significa que sean mucho

mayores a la velocidad promedio local. En otras palabras, se encontró que, generalmente,

los coeficientes tipo-convectivo son mucho más pequeños que la velocidad promedio debido

a que,

〈vβ〉βω � 〈vβ〉 , en la inter-región (B.10)

Lo cual lleva a la posibilidad de descartar la contribución de dichos coeficientes con fines de

simulación.
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Figura B.3. Efecto de la porosidad sobre: a) (u∗ββ)x tomando Pecell = 1, b) (u∗ββ)y tomando

Pecell = 0.01, c) (u∗βσ)x tomando Pecell = 1, d) (uσβ)x tomando Pecell = 1 y e) (uσσ)y tomando

Pecell = 0.01. En todos los casos se tomó κ = 10.
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Figura B.4. Efecto de la relación de conductividades térmicas sobre: a) (u∗ββ)x tomando Pecell = 1,

b) (u∗ββ)y tomando Pecell = 0.01, c) (u∗βσ)x tomando Pecell = 1, d) (uσβ)x tomando Pecell = 1 y e)

(uσσ)y tomando Pecell = 0.01. En todos los casos se utilizó εβ,ω = 0.5.
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Figura B.5. Efecto del número de Péclet de celda sobre: a) (u∗ββ)x, b) (u∗ββ)y, c) (u∗βσ)x, d) (uσβ)x

y e) (uσσ)y. En todos los casos se utilizó εβ,ω = 0.5 y κ = 10.
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