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Resumen

El modelado del transporte de calor entre dos distintas regiones homogéneas, como las de
un medio poroso y una region de fluido libre puede llevarse a cabo mediante dos diferentes
alternativas. La primera consiste en utilizar una sola ecuacion efectiva vélida en todo el
sistema con coeficientes dependientes de la posiciéon (modelo de un solo dominio). Tales
coeficientes pueden experimentar variaciones rapidas en la zona donde ocurren cambios
significativos en la microestructura (inter-regién). En la segunda alternativa se utiliza una
ecuacion efectiva con coeficientes constantes para cada region homogénea (modelo de dos
dominios). Esto crea la necesidad de introducir una frontera hipotética (superficie divisoria)
que separe a las regiones homogéneas, y a la cual se le asocien las condiciones de frontera que
acoplan a las ecuaciones efectivas de las regiones adyacentes. Se ha demostrado que ambos
modelos se encuentran relacionados principalmente mediante la informacién contenida en la
inter-region.

En el presente trabajo se utiliza el método del promedio volumétrico para derivar las
ecuaciones efectivas del modelo de un solo dominio, para el transporte de calor convectivo
y difusivo bajo equilibrio y no equilibrio local térmico. Ademas, se derivan y resuelven los
problemas de cerradura que permiten predecir las variaciones espaciales de los coeficientes
efectivos. Ya con el modelo cerrado, éste se resolvié y los perfiles de temperatura se
compararon con resultados de simulaciones numéricas directas y en un caso de aplicacién
practica. Finalmente, con la disponibilidad de las variaciones espaciales de los coeficientes
efectivos, se derivan las condiciones de salto para la temperatura y el flux de calor
y se predicen los coeficientes que contienen mediante la soluciéon de los problemas de
cerradura macroscépicos asociados. Como ejemplo, se estudia el caso de transporte de calor

unidireccional, transitorio y conductivo de calor.
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Coeficiente de dispersion térmico total en el modelo de
equilibrio local térmico,

Coeficiente térmico efectivo en la ecuacion promedio de la

P en el modelo de no

fase-m asociado al término V (T})
equilibrio local térmico (m,p = §,0),

Coeficiente térmico efectivo para la fase-m en el seno del
medio poroso bajo el modelo de no equilibrio local térmico
(m = p,0),

Tensor de permeabilidad,

Vectores del patron de periodicidad,

Vector normal unitario dirigido hacia afuera del dominio
de solucién para los calculos del DNS,

Vector normal unitario dirigido hacia afuera de la region
Vin (m = w,n),

Vector normal unitario dirigido desde la fase- o regién-m
hacia la fase- o regién-p (m,p = f,0 6 m,p = w,n),
Indica orden de magnitud,

Vector de posicidn,

Vector que localiza a la fase-m con respecto a un marco de
referencia externo (m = 3, 0),

Coeficiente efectivo tipo-convectivo total en el modelo de
equilibrio local térmico,

Vector tipo-convectivo en la ecuacién promedio de la fase-m
asociado con el término (7},)” en el modelo de no equilibrio
local térmico (m,p = 3, 0),

Campo de velocidad puntual,

Campo de velocidad normalizado,

Desviacion espacial del campo de velocidad,

mfl

Adimensional

W (m-K)™!

W (m-K)™!

W-(m-K) ™!

m2

m

Adimensional

Adimensional

Adimensional

IIl'Si1

Adimensional

m-s™!
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Campo de la velocidad superficial,

Vector que localiza el centroide del volumen promediante
con respecto a un marco de referencia externo,

Posicion de la superficie divisoria,

Vector que localiza el seno de la region de fluido,

Vector que localiza el seno del medio poroso homogéneo,
Vector que localiza a la fase-m con respecto al centroide

del volumen promediante (m = (,0),

Simbolos griegos

«

Ozﬁg
877

O{I

11

ar

Bi

oV
€m
gﬁ’w

€uw

Coeficiente de deslizamiento para el transporte de cantidad
de movimiento,

Difusividad térmica mezclada,

Difusividad térmica de la fase-m (m = 3, 0),

Coeficiente en la condicién de salto para la temperatura

asociado con el término (T),

)
X0

Coeficiente en la condicién de salto para el flux de calor

asociado con el término (T")

)

K X0

Coeficiente de deslizamiento térmico,

Coeficiente de salto para el transporte de cantidad de
movimiento,

Coeficientes de salto para el transporte de cantidad de
movimiento considerando efectos inerciales (i = 1, 2),
Indica diferencia,

Tamano de la inter-region. Funcion delta de Dirac,
Longitud caracteristica asociada con el transporte de calor
en la microescala para la fase-i (i = 3, 0),

Superficie externa de la regién V,, (m = w,n),

Fraccién volumétrica de la fase-m (m = (3, 0),

Fraccién volumétrica en el seno poroso,

Mayor de la fraccién volumétrica de las dos fases (w =

B,0),

=

2 B B B

Adimensional

m2-s’1

m?-s~!

Adimensional

Adimensional

Adimensional

Adimensional

Adimensionales

Adimensional
m. Adimensional

m

Adimensional
Adimensional

Adimensional
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Fuente térmica relacionada con las desviaciones de la
condicién de equilibrio local térmico. Fuente heterogénea
relacionada con el problema de transporte de cantidad de
movimiento en el canal,

Fuente térmica de no equilibrio de exceso,

Fuente térmica homogénea promediada de fase,

Relacién de conductividades térmicas,

Longitud caracteristica en la condicion de deslizamiento de
la temperatura,

Viscosidad efectiva en el medio poroso,

Viscosidad de la fase fluida,

Dominio de solucion,

Fuente térmica heterogénea promediada en el area,
Dominio de solucién en la regién-m para las desviaciones
espaciales macroscopicas (m = w,n),

Densidad promediada espacialmente,

Densidad de la fase-m (m = 3, 0),

Capacidad calorifica mezclada,

Temperatura adimensional,

Temperatura media,

Espesor de la inter-region,

Subindices y superindices

17

Indica el dominio de la regién del fluido libre,

Indica el dominio de la regién porosa,

Relativo a la celda de solucion,

Relativo a la altura del canal,

Coeficiente asociado con la condicién de salto para el
campo en el modelo de dos dominios,

Coeficiente asociado con la condicién de salto para el flux
en el modelo de dos dominios,

Cantidad de exceso,

Jm™3.s

mensional

W-(m?-K)™!
W-(m3-s)~!
Adimensional

m

Pa-s
Pa-s

J-(m?.s)~!

Kg-m™3
Kg-m™3
J-(m*K)™!
Adimensional
Adimensional

m
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x Componente longitudinal,
Y Componente transversal,
15} Fase fluida,
i Region homogénea del fluido libre,
w Regién homogénea del medio poroso,
o Fase sdlida,
Acrénimos
DNS Direct Numerical Simulation (Simulacién Numérica Directa),
GTE Generalized Transfer Equation (Ecuacién de Transferencia Generalizada),
LTE Local Thermal Equilibrium (Equilibrio Local Térmico),

LTNE Local Thermal Non-Equilibrium (No Equilibrio Local Térmico),

ODA One-Domain Approach (Modelo de un Solo Dominio),

REV Representative Elementary Volume (Volumen Elemental Representativo),
SAT Spatial Averaging Theorem (Teorema del Promediado Espacial),

TDA Two-Domain Approach (Modelo de Dos Dominios),
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INTRODUCCION

En la naturaleza es muy comun encontrar sistemas compuestos de varias fases y también
en aplicaciones hechas por el hombre. La descripcién completa del transporte de propiedades
tales como la velocidad, temperatura y masa en este tipo de sistemas, puede realizarse
mediante la solucién de las ecuaciones de conservacién de cantidad de movimiento, calor y
masa en cada fase presente en el sistema, es decir, en la escala del continuo 6 microescala. Sin
embargo, existen serios problemas para llevar esto a cabo debido a la presencia de numerosas

e irregulares fronteras interfaciales. Al respecto, es oportuno puntualizar lo siguiente:

» Es extremadamente complejo conocer la distribucion exacta de cada una de las fases
en el sistema, es decir, la posicién de las fronteras interfaciales incluso en el caso mas

simple cuando se consideran medios rigidos y/o con estructura ordenada.

= Frecuentemente el tamano completo del sistema multifasico es mucho mayor al tamano
caracteristico de las fases individuales (disparidad de escalas), lo cual origina que el
dominio de solucién del problema luzca gigantesco si se pretende modelar todo el

sistema a partir de la solucién de las ecuaciones gobernantes en la microescala.

= Adn si los dos puntos anteriores no fueran limitantes, en ocasiones no es necesario
conocer los numerosos detalles relacionados con la microescala, y es suficiente con

describir el fenémeno a partir de variables promedio.

Una de las maneras de describir el transporte en término de variables promedio es llevando
a cabo un proceso de escalamiento. Uno de los métodos mas utilizados para escalar, el

cual es utilizado en este trabajo, es el método del promedio volumétrico (Whitaker| 1999)).



Introduccién

Dicho método, ademas de reducir enormemente la cantidad de informacién proveniente de la
microescala, proporciona un marco teérico que, de manera rigurosa, permite derivar modelos
promedio o macroscopicos a partir de las ecuaciones gobernantes de la microescala. Entre

las principales ventajas que se tienen con este método estan las siguientes:

Se obtiene una definicién clara de las variables dependientes promedio.

= Se definen rigurosamente los coeficientes efectivos de transporte. En dicha definicion,
se identifica de manera clara el efecto que tiene el fenomeno y la estructura de la

microescala sobre el fenémeno en la macroescala.

= Proporciona la manera de enlazar el campo de las variables puntuales al campo de las

variables macroscopicas mediante los problemas de cerradura asociados.

= Se obtienen las restricciones de escala que deben de satisfacerse para utilizar los modelos

promedio, es decir, se define la validez de las ecuaciones desarrolladas.

Uno de los retos importantes en modelos escalados esta en la manera que se caracteriza
el transporte en la inter-regiéon que separa a dos o mé&s regiones homogéneas. Dentro
de este contexto, por regién homogénea se entiende a aquella porcion del sistema donde
propiedades promedio (por ejemplo la porosidad, permeabilidad, etc) son independientes de
la posicion; mientras que, la inter-region es la zona donde ocurren variaciones importantes de
las propiedades promedio (Chandesris y Jamet, 2009; Valdés-Parada y col., |2007¢| [2009b)).
El tamano caracteristico de la inter-regién es comparable con el volumen de promediado
utilizado en el escalamiento. Para llevar a cabo el modelado en la inter-regién se tienen dos
alternativas (Goyeau y col., 2003): 1) El Modelo de un Solo Dominio (ODA por sus siglas en
inglés: One Domain Approach), en el cual el sistema entero, es decir, regiones homogéneas
e inter-regién, se considera como un medio pseudo-continuo. El modelado se lleva a cabo
por medio de una Ecuacion de Transferencia Generalizada (GTE por sus siglas en inglés:
Generalized Transfer Equation), la cual es valida en todo el dominio de solucién y en su
formulacién existen coeficientes efectivos dependientes de la posicién. 2) El Modelo de Dos
Dominios (TDA por sus siglas en inglés: Two Domain Approach), en el cual el sistema
se divide en dos dominios homogéneos y la inter-region es reemplazada por una superficie
divisoria. Bajo esta formulacion, la informacién contenida en la inter-region es capturada en
las condiciones de salto asociadas con la superficie divisoria. El uso de cualquiera de estos

dos modelos, es usualmente una opciéon que se determina, como ejemplo, por las propiedades
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<t Region — Superficie Ecuacion promedio
homogénea 2 divisoria para la regién 2

Ecuacion de .
transferencia Inter-region
generalizada

Ecuacion promedio

< Region > para la region 1
homogénea 1

Modelo de un solo dominio Modelo de dos dominios

Figura 1. Modelos de uno y dos dominios para el transporte entre regiones homogéneas.

del sistema en particular y por las capacidades de computo disponibles. En trabajos previos
(Valdés-Parada y col., |2009b)) se ha mostrado que el cémputo de los coeficientes de salto
en el TDA, requiere de informacién proveniente de la formulacion alterna ODA. Con fines
ilustrativos, en la Figura [l| se muestra un esquema mostrando las diferencias sustanciales
entre los modelos de uno y dos dominios.

El presente trabajo de investigacion doctoral se enfoca en el desarrollo de los modelos
ODA y TDA cerrados (en término de pardmetros conocidos) para el transporte de calor
por conveccion y conduccion entre dos regiones homogéneas; y ademas, considerando la
suposicién de equilibrio y no equilibrio local térmico. En este caso, una regién se compone
de un medio poroso (regién-w) y la otra solo de fluido (regién-n) tal como se muestra en
la Figura [2| De esta forma, existen solo dos fases en el sistema: la matriz sélida del medio
poroso la cual se encuentra saturada por el mismo fluido de la regién de fluido libre. Algunos

ejemplos de procesos donde estos tipos de sistemas son importantes son:

Transporte de calor en suelos (Chounet y col., [1999; Xin-Bi y Fu-Chul, 2008).

Procesos de secado (Jiménez-Islas y col., [2004; [Whitaker, |1977 [1980).

Enfriamiento de artefactos electrénicos (Huang y col., 2005).

Reactores cataliticos (Fatehi y Kaviany|, 1994} Pereira-Duarte y col., [1984ajb)).

Procesos de enfriamiento por transpiraciéon (Cho y Eckert, [1994).

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Pégina 3
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Fluido libre
homogéneo
(region—n)
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Figura 2. Sistema compuesto de un medio poroso homogéneo adyacente a una regién de solo
fluido.

» Transporte de calor en tejidos biolégicos (Khaled y Vafai, [2003; [Nakayama y Kuwahara)
2008).

» Transporte de calor en intercambiadores de calor no convencionales (Alkam y Al-Nimr),
11998, |1999; Alkam y col., 2001; |Haji-Sheikh y Vafai, 2004; Mohamad, 2003)).

» Transporte de calor en barras de combustible nuclear (Kim y El-Genk| 1989; Nield,
1998).

» Transporte de calor en colectores solares modificados (Al-Nimr y Alkam)| 1998).

» Transporte de calor en sistemas geotérmicos (Espinosa-Paredes, [2011)).

El trabajo se encuentra estructurado en la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presenta
la revisién de la literatura. La Parte [I| (Capitulos , y se enfoca en el desarrollo y
aplicacién del modelo ODA. En el Capitulo [2 se desarrollan las ecuaciones de transferencia
generalizada bajo la suposicion de equilibrio y no equilibrio local térmico. En el Capitulo
se lleva a cabo la prediccién de los coeficientes efectivos mas relevantes del modelo ODA, y

se realiza una comparacion entre los perfiles de temperatura obtenidos con las ecuaciones de

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Pégina 4



Introduccién

transferencia generalizada, y la temperatura promedio que resulta de resolver las ecuaciones
de la microescala en un dominio simple. En el Capitulo {4 se utiliza el modelo de equilibrio
local térmico para modelar y analizar un caso de aplicacién practica (intercambiador de calor
con inserto poroso).

En la Parte |lI| (Capitulos [5| y @ del trabajo se presentan los desarrollos del modelo
TDA. En el Capitulo 5| se estudia el modelo dos dominios bajo la suposicion de equilibrio
local térmico en una configuracién unidireccional del transporte de calor; se plantean los
problemas de cerradura asociados y se predicen los coeficientes de salto que aparecen en
las condiciones de salto. Ademds, se propone un criterio tedrico para la ubicaciéon 6ptima
de la superficie divisoria. Con el antecedente del problema simple tratado en el Capitulo [3]
en el Capitulo [6] se enfoca en la derivacién tedrica de las condiciones de salto pero para un
problema més general, esto es, se aborda el modelo de equilibrio térmico con acumulacion,
conveccién y dispersion en una geometria general.

La parte final del documento contiene las conclusiones generales, una seccién con
comentarios finales, la lista de referencias citadas y los apéndices. En el Apéndice [A] se
derivan los problemas de cerradura correspondientes para predecir los coeficientes efectivos
de transporte asociados con el modelo ODA. Por iltimo, en el Apéndice [B| se presenta la

prediccién los coeficientes efectivos menos relevantes.
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CAPITULO 1

REVISION BIBLIOGRAFICA

En este capitulo se presenta la revision de los trabajos mas relevantes relacionados con
la investigacion. Particularmente, se identifican tres temas principales a revisar. El primero
se centra en trabajos dedicados a la derivacién y aplicaciéon de modelos escalados para el
transporte de calor en sistemas multifdsicos; esto se presenta en la Seccién [I.1} El segundo
tema, presentado en la Seccién[I.2] trata de estudios sobre la validez del principio de equilibrio
local térmico. El tercer tema se enfoca en las distintas propuestas y desarrollos sobre la

caracterizacion del transporte entre regiones homogéneas, las cuales se discuten en la Seccién

L3l

1.1. Escalamiento del transporte de calor

Uno de los primeros trabajos sobre la derivacion de parametros efectivos de transporte es
el de [Maxwell (1873). Aunque su trabajo estuvo enfocado a la conduccién eléctrica entre dos
distintos medios, sus resultados pueden facilmente adaptarse al problema de conduccién de
calor. En su desarrollo se consideré un medio en la cual se encuentran diseminadas numerosas
esferas suficientemente pequenas para evitar efectos entre particulas; por lo tanto, sus
resultados solo son validos para valores de la porosidad suficientemente altas. Posteriormente,
Rayleigh! (1892) extendi6 el trabajo de Maxwell a un medio con una concentracién mayor de
particulas y considerando un arreglo periddico de esferas.

En un intento por incluir adecuadamente las caracteristicas geométricas de medios



1. Revisién bibliografica

porosos en la prediccién de coeficientes efectivos, algunos investigadores han recurrido a
métodos estocdsticos. Por ejemplo, Batchelor| (1974) definié la conductividad térmica efectiva
en funcién de la densidad de probabilidad que define a las caracteristicas geométricas y fisicas
de un medio multifasico. Bajo este contexto, es posible capturar el cardcter aleatorio de un
medio poroso complejo. En dicho trabajo se presentan los limites inferior y superior de la
conductividad térmica efectiva en funcién de la porosidad (véase la Figura 1 en Batchelor]
1974), los cuales estan basados en principios variacionales previamente reportados por Hashin
y Shtrikman| (1962).

Uno de los métodos mas utilizados para procesos de escalamiento es el del promedio
volumétrico (Whitaker, 1999). Carbonell y Whitaker| (1984) y |Zanotti y Carbonell| (1984)
utilizaron este método para obtener los modelos escalados que gobiernan el transporte de
calor en reactores de lecho empacado. En su desarrollo teérico utilizaron el modelo de no
equilibrio local térmico (LTNE por sus siglas en inglés: Local Thermal Non-Equilibrium),
el cual consiste en el uso de una ecuacién para la temperatura promedio de la fase fluida y
otra para la fase solida; ademés de considerar efectos dispersivos. Debido a la complejidad
derivada de los numerosos coeficientes efectivos involucrados en los modelos, y en los
problemas de cerradura necesarios para su prediccion, se utilizé6 un modelo simple de tubo
capilar para representar la microestructura del lecho empacado. A pesar de las enormes
simplificaciones que esto conlleva, se encontrd una excelente correspondencia de la dispersién
térmica efectiva con datos de laboratorio. Obviamente, la precision de las predicciones
de los perfiles de temperatura puede mejorarse significativamente al involucrar celdas de
solucion mas realistas. Una opciéon muy adecuada para la determinacién de los coeficientes
efectivos del modelo de no equilibrio, consiste en usar dicho modelo para interpretar datos
de laboratorio, tal como se presenta en el trabajo de (Glatzmaier y Ramirez| (1988)). Ademads
del método del promedio volumétrico, otras técnicas han sido aplicadas para describir el
transporte desde la macroescala. Por ejemplo, Auriault| (1983) y [Auriault y Royer| (1993))
aplicaron y compararon los métodos fenomenolégicos y de homogenizacién en el problema

de calor conductivo.

Para transporte de calor solo por mecanismos difusivos, Nozad y col.| (1985a) presentaron
en un primer trabajo el escalamiento del transporte de calor en un sistema poroso bifasico.
En su desarrollo obtuvieron el modelo de una ecuacion; también conocido como el modelo de
equilibrio local térmico (LTE por sus siglas en inglés: Local Thermal Equilibrium). Ademés

de presentar el problema de cerradura para la prediccion del tensor de conductividad térmica
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efectiva, utilizando la teoria de perturbacion demostraron que la conductividad térmica
efectiva es invariante cuando la relacién de conductividades térmicas entre el sélido y el fluido
es muy grande; lo cual es valido solamente cuando en el sistema no existe contacto particula-
particula. Los mismos autores, en una segunda parte (Nozad y col., |1985b]), extendieron el
analisis a un sistema de tres fases encontrando ligeras discrepancias en las comparaciones de
la conductividad térmica efectiva predichas tedricamente con experimentos de laboratorio.
Tales discrepancias fueron atribuidas al uso de una celda unitaria simple para resolver el
problema de cerradura, la cual no consideraba el contacto particula-particula.

La importancia del contacto particula-particula ha sido discutida de diferentes maneras
en la literatura. Batchelor y O’Brien! (1977)) obtuvieron una expresién analitica utilizando el

método de expansion asintdtica en un estudio sobre materiales granulares,
Keff = k‘g [4111(%) — 11] (11)

Esta expresion es valida cuando existe contacto entre las particulas en un solo punto y
para valores grandes del parametro s, la relaciéon de conductividades térmicas entre el
solido y el fluido k,/ks. Nozad y col. (1985a) mejoraron notablemente las predicciones de
la conductividad térmica efectiva, al resolver el problema de cerradura en celdas unitarias
en donde el sélido es la fase continua. Posteriormente, Shonnard y Whitaker| (1989) llevaron
a cabo experimentos de laboratorio considerando esferas en contacto para la determinacién
experimental de la conductividad térmica efectiva.

Recientemente, |Yang y Nakayama| (2010) senalaron la gran importancia del area de
contacto entre particulas sélidas. Basados en una celda compleja tri-dimensional la cual
consiste en rectangulos sélidos con brazos conectores en una arreglo periddico, utilizaron
un analisis del transporte de calor en la escala del poro similar al utilizado en circuitos
eléctricos. De esta manera, obtienen una expresion algebraica para la conductividad térmica
efectiva, la cual predice de manera muy cercana datos de laboratorio. No obstante, uno
de los inconvenientes de esta metodologia es la cantidad de informacién que se requiere
de la microescala acerca de los brazos conectores reales, la cual en muchas ocasiones no se
encuentra disponible. Ademads, proponen una expresién empirica para la dispersion térmica
efectiva para flujo en régimen laminar y turbulento.

Utilizando el método del promedio volumétrico, Quintard y Whitaker| (1993) llevaron
a cabo un exhaustivo andlisis de los modelos de equilibrio y no equilibrio local térmico

en estado transitorio. En su desarrollo tedrico se encontraron las restricciones temporales
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y de escala, bajo las cuales, los modelos promedio son simplificados. Para el modelo
de equilibrio presentaron la prediccién del tinico coeficiente involucrado, el tensor de
conductividad térmica K.;r; mientras que para el modelo de no equilibrio presentaron los
cuatro coeficientes efectivos involucrados, Kgg, Kgr, = Ky5, Kye v athI. De manera general,
mediante comparaciones de la prediccién tedrica de la temperatura promedio y la que resulta
de experimentos numéricos, sugieren que ambos modelos son confiables para simulaciones en
estado transitorio y estacionario. En un trabajo posterior, Quintard y col.| (1997)) extendieron
el andlisis al problema donde también existe transporte de calor por convecciéon en la fase
fluida. Bajo el modelo de no equilibrio, se obtuvo la forma macroscépica de las ecuaciones
efectivas del fluido y del sélido y se definié el esquema de cerradura para predecir los
diversos coeficientes efectivos de transporte involucrados. Debido al transporte convectivo, en
algunos coeficientes aparecen términos dipersivos que incluyen efectos de la hidrodinamica
en la microescala. Para diversos valores de la relacion de la conductividades térmicas y
del nimero de Péclet, los autores presentaron predicciones numéricas de los coeficientes
efectivos a partir de la solucién de los problemas de cerradura en celdas unitarias bi- y
tri-dimensionales. Algunas comparaciones entre estas predicciones y datos experimentales
visualizan buena concordancia, a pesar de las dificultades encontradas en experimentos de
laboratorio. Recientemente, el analisis del transporte de calor ha sido extendido a sistemas
que involucran efectos termodifusivos (Davarzani y col., [2010)), es decir, existe transporte de
masa debido a los gradientes de temperatura; lo cual se conoce como el efecto Soret. El efecto
contrario, es decir, cuando existe transporte de calor debido a gradientes de concentracién,
se conoce como efecto Dufour.

Los trabajos mencionados hasta este punto, involucran esquemas de cerradura indepen-
dientes del tiempo, y muy pocos se han enfocado al analisis de esquemas transitorios. Sin
embargo, el trabajo de |[Moyne (1997) sugiere que, generalmente, es aceptable utilizar esque-

mas de cerradura independientes del tiempo.

1.2. Analisis de la validez del equilibrio local térmico

La pertinencia sobre el uso de un modelo de equilibrio o de no equilibrio ha sido analizada
en varios trabajos en la literatura. Cuando es aceptable utilizar una sola temperatura

promedio para la descripcién del transporte en la macroescala, entonces es suficiente con

'La definicién explicita de los tensores térmicos se encuentra en el Apéndice
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utilizar una sola ecuacién efectiva para el modelamiento. En el caso en que una sola
temperatura no es adecuada, entonces es necesario recurrir al modelo de no equilibrio el
cual se compone de una ecuacion efectiva para cada fase presente en el sistema, y que
se encuentran acopladas entre si. Esto incrementa notablemente el numero de coeficientes
efectivos a determinar, y por ende, la complejidad del modelo. Asi, en la medida de lo posible
es deseable utilizar el modelo de equilibrio, y ademads, definir las condiciones de validez de
dicho modelo. Con el objetivo de identificar las restricciones asociadas con el modelo de
equilibrio local térmico, Whitaker| (1991) llev6 a cabo un andlisis de ordenes de magnitud
utilizando el método del promedio volumétrico, y concluyo que el uso de una sola temperatura

promedio es valida siempre y cuando se satisfagan las siguientes restricciones,

cao |(per)y — (per), | L2
(é‘gkg + 8gkg) t*

L.\ ( L. ks
JPe = A<l 1.2b
{666 ‘ (dp) (chp> <€5k5+€aka)} < (1.2b)

epeo (kp — ki)
—— 3 A 1 1.2
{ Eﬁkﬁ + Egkia < ( C)

Akl (1.2a)

() ()]

-1

] o) (0]
(28] ol

d2 k d d,\* dya,
X ”*+O[50<—’3>(LP)Pe]+O(L—”) +0 R
Qgot ko pep ) 5550< B“) <—B+,‘i—g>

dp ) \ kg

+0

(1.3)

Aqui O significa orden de magnitud; ¢; es la fracciéon volumétrica de la fase-i (i = f,0
donde /5 es la fase fluida y o la fase sélida); (pcp); es la capacidad térmica de la fase-i;
k; es la conductividad térmica de la fase-i; t* es el tiempo caracteristico del proceso en
la microescala; L. es la longitud caracteristica asociada con el término V2 (T); Pe es el
nimero de Péclet; d, es el didmetro efectivo de particula; L., es la longitud caracteristica
asociada con el transporte convectivo; (pcp) 5o €S una combinacién de las capacidades

térmicas de los materiales, (pcp),, = €. (pcp)s+€5 (pcp),; ks representa una conductividad
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térmica combinada, kg, = e,kp + €sk,; o, representa la difusividad térmica combinada,
age = kgo/ (pcp) 503 Ew Tepresenta el valor mayor de la fraccion volumétrica de ambas fases,
la fluida y la sélida; a, es el drea interfacial por unidad de volumen; A (T') es el cambio neto
del campo de temperatura promedio; d; es la longitud caracteristica para la transferencia
de calor en la microescala para la fase-i; (Q2),, representa la fuente térmica heterogénea
promediada en el drea, y finalmente, (®,)? es la fuente térmica homogénea promedio.

Con base en las expresiones (|1.2)), el equilibrio local térmico puede aceptarse cuando:

1. Ya sea que el fluido o el sélido se encuentre en una proporciéon mucho menor al otro,

es decir, g 6 £, < 1.

2. Las capacidades térmicas de los materiales son muy parecidas, es decir, (pcp) g ~

(pcp),-

3. El tiempo caracteristico del proceso es suficientemente grande, es decir, L?/t* < 1.
4. La intensidad de flujo es suficientemente pequena, es decir, Pe< 1.
5. Las conductividades térmicas de los materiales son muy parecidas, es decir, kg ~ k.

6. Exista disparidad de escalas en el sistema, es decir, (d,/L.)* < 1 (involucrado en el

parametro A).

Es obvio que la mayoria de los sistemas multifasicos no cumplen con todos los puntos
anteriores; sin embargo, el requerimiento més importante, y el cual es el que relaja las
restricciones para el LTE, es la disparidad de escalas del punto 6. La principal consecuencia
de esto recae en la definicién del parametro A, el cual en general se tiene que a medida que
(dp/Lc)* = 0, A — 0.

Quintard y Whitaker| (1995)), en un trabajo posterior, derivaron la ecuacién gobernante
para la diferencia de temperaturas promedio entre el fluido y el sélido. De esta manera,

presentaron el estimado de orden de magnitud,

o [pjteri] o [(eiiiee)]

kﬁo.t* kﬁo.
1 2 l2
1+0(%) +0 ()

Donde (T3)” y (T,)° son las temperaturas promedio de fase para el fluido y el sélido,

(T =T (zi) .

AT . (1.4)

respectivamente; [, es una longitud microscoépica asociada con el sistema fluido-sélido; L es
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la longitud del sistema completo, y Cgs, es el asi-llamado tensor de tortuosidad asociado con

la diferencia de temperatura (T3)" — (T,)°.
Para verificar el estimado de la Ecuacién (1.4), los investigadores llevaron a cabo
experimentos numéricos encontrando que la diferencia de temperaturas es aproximadamente,
(T5)” — (T,)"

N O (1 - 10) (1.5)

cuando la diferencia en las propiedades fisicas de los materiales son importantes. Esto es un
indicativo cuantitativo de la validez del LTE, ya que para que el modelo de equilibrio sea
satisfactorio se requiere que ((T@B —(T,)")/A(T) <« 1.

Ademas de la justificacion tedrica del principio de equilibrio local térmico, en la literatura
también pueden encontrarse estudios cuantitativos dedicados a este fin. Por ejemplo, Jeng y

col.| (2006)) definieron el parametro

h h
Q= ( KML> tanh ( KML) (1.6)

donde h es el coeficiente de transferencia de calor intersticial, K, es la conductividad térmica

efectiva de la matriz sélida y L es el tamano del medio poroso. Los autores sugieren que la
condicién de equilibrio local térmico es valida siempre y cuando 2 < 3. Ademas, analizaron el
efecto de la condicion frontera a la entrada del medio poroso sobre la suposicion de equilibrio,
encontrando que dicho efecto disminuye a medida que el valor de h se incrementa.

Kim y Jang (2002)) analizaron el efecto de pardmetros pertinentes como el nimero de
Darcy, el nimero de Prandtl y el niimero de Reynolds sobre la validez del LTE. Los autores
concluyen que la suposicion de equilibrio local térmico es siempre valida en todos los medios
porosos cuando la transferencia de calor ocurre principalmente por conduccion. Para sistemas
porosos donde el coeficiente de transferencia de calor intersticial es proporcional al niimero
de Reynolds con una potencia mayor a 1, la condicion de equilibrio es valida cuando el
transporte de calor por conveccién es dominante. En general, la condicién de LTE es vélida
siempre y cuando se cumpla la siguiente expresion

PreffﬁRedpDal/?;—i <1 (1.7)

Donde Presf s es un nimero de Prandtl efectivo basado en el fluido, Reg, es el ntimero de
Reynolds basado en el didmetro del poro d,, Da es el nimero de Darcy y Nu es el nimero

de Nusselt definido en la microescala.
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Mientras tanto, Marafie y Vafai (2001) incorporaron en el andlisis el efecto del nimero
de Biot, de parametros inerciales asociados con el problema de flujo y de la relacién de
conductividades térmicas. Por comparacion entre los campos de solucién de los modelos de
equilibrio y de no equilibrio, los investigadores encuentran que el niimero de Darcy y los
parametros inerciales tienen una menor influencia para establecer la validez de la suposicion

del equilibrio local térmico.

1.3. Caracterizacién del transporte entre regiones ho-

mogéneas

1.3.1. Propuestas empiricas

Uno de los trabajos pioneros dedicados al andlisis de los fenémenos de transporte en la
zona que separa a dos regiones homogéneas fue llevado a cabo por Beavers y Joseph (1967)).
En su trabajo tedrico-experimental se aborda la problematica del transporte de cantidad de
movimiento en un sistema compuesto por un medio poroso adyacente a una region de solo
fluido; especificamente, en la frontera macroscopica medio poroso-fluido. Con el objetivo de
reproducir teéricamente los datos experimentales, utilizaron la ley de Darcy para modelar el
flujo en el medio poroso; la ecuacion de Poiseuille en la region fluida, y para acoplar ambos
modelos en la asi llamada frontera nominal propusieron la condicién de frontera empirica,

dug
dy

_ \/% (uﬁ\yzo+ . uw) (1.8)

y=04+

Donde Kp,, representa la permeabilidad del medio poroso, o es un pardmetro desconocido
el cual se ajusta para tener correspondencia con los datos experimentales y uﬁ|y:O+ y
u, representan la velocidad del lado del fluido y del medio poroso, respectivamente. Esta
expresion involucra una discontinuidad en el campo de la velocidad proporcional al gradiente
de la velocidad (\/m / a) dug/dy. Esta propuesta originé mucho interés y, posteriormente,
diversos investigadores se dieron a la tarea de determinar el pardmetro o usando distintos
procedimientos tedricos (Richardson|, 1971} Saffman, |1971; |Taylor, |1971; |Neale y Nader|, 1974}
Haber y Mauri, |1983; Ross, |1983} |Sahraoui y Kaviany, (1992)).

La idea de un salto en el campo de la variable dependiente fue retomada posteriormente

por |Sahraoui y Kaviany| (1993], [1994)) para el problema de transporte de calor. En este caso,
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se propuso una version andloga a la Ecuacién ([1.8)) dada por,

Ay oA (1)~ — (1)) (1.9)

donde a7 es el asi llamado coeficiente de deslizamiento y A representa una longitud
caracteristica de la microescala; (T)” y (T)+ representan las temperaturas del medio poroso
y de la regién adyacente respectivamente, y (T) es la temperatura promediada en volumen.

Los autores reportaron que el orden de magnitud de ar es aproximadamente,
ar = O(1 —10) (1.10)

Para un medio poroso adyacente a un medio homogéneo sélido, los autores reportaron que
el coeficiente de deslizamiento presenta una dependencia con la porosidad del medio poroso,

€8, ¥ la conductividad térmica efectiva, K.ss, de la siguiente forma,

K —2.41 k?
ar = 10.07 ( eff) €512, para 0.5 < g5, < 0.7, y -~ = 10° (1.11a)
]Cﬂ ’ k)lg
—2.04
o) —25986’—‘” para 0.5 < g5, < 0.8 yﬁ—l (1.11Db)
T — 4- 3 J > w = U0, - .
Kepp/hp —1 ks

Previamente, [Yagi y Kunii (1960) realizaron experimentos en un lecho empacado anular de
esferas. Sus resultados muestran que ar se comporta como una funcién lineal del nimero de
Péclet.

En un trabajo numérico, |Alazmi y Vafai| (2001)) hicieron una comparacién cuantitativa
entre los perfiles de velocidad y temperatura que se obtienen al utilizar las diferentes

condiciones de salto propuestas ¢ utilizadas hasta ese momento en la literatura:
= Para el problema de cantidad de movimiento:

e Condicion de salto en el flux de cantidad de movimiento(Beavers y Joseph, 1967)).

«

- = <u6|y:()+ - uw) (1.12)

)

dup
dy

y=04+

e Condiciones de continuidad en la velocidad y en el gradiente de la velocidad (ver

por ejemplo: Neale y Nader, |1974).

dup

du,,
ulymop =t | =

Fm (1.13)

y=04
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e Condiciones de continuidad en la velocidad y en el flux de cantidad de movimiento
(ver por ejemplo: |Vafai y Thiyagarajaj, [1987)).
dug du,,

R -1 1.14
Uply—o, = Uur  Heyf a | o M8 g (1.14)

e Condicién de salto en el flux de cantidad de movimiento descartando efectos

inerciales, y continuidad en la velocidad (Ochoa-Tapia y Whitaker| 1995al).

tg duy, dug

ey (1.15)

vV Kgw

e Condicién de salto en el flux de cantidad de movimiento considerando efectos

U = U, - =
flymo, =t cow dy 1y

inerciales, y continuidad en la velocidad (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997b).

du, d
. e G4 B = By —EE i, + Bapsild (1.16)

VK

= Para el problema de calor suponiendo equilibrio local térmico:

u = Uw; 5
sly=0, oy My

e Condiciones de continuidad en la temperatura y en el flux de calor (ver por ejemplo
Vafai y Thiyagaraja, [1987).

Ty, oM’

™t =(TV": K
(I)" =(T)"; Kesy Jy ry

(1.17)

e Condicion de salto en la temperatura y continuidad en el flux de calor (Sahraoui
y Kaviany, |1994).

Ty, om)”
Ir Iy B Iy

— =— (" -(D)7"); K. (1.18)
e Condicién de continuidad en la temperatura y un salto en el flux de calor (Ochoa-
Tapia y Whitaker, 1998)).
o(T)” a(r)"

<T>+ = <T>_ ; CI)S + Keff ay = kﬂ ay (1.19)

Aqui peys se refiere a la viscosidad efectiva del medio poroso; iz es la viscosidad del fluido;
B1y B2 son los asi-llamados coeficientes de salto; pg es la densidad del fluido, y @5 es el
coeficiente de no equilibrio. Para diferentes valores de parametros relevantes como el nimero

de Darcy, el parametro de inercia, el nimero de Reynolds, la porosidad y los coeficientes de

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Pagina 16



1. Revisién bibliografica

deslizamiento, concluyen que, en general, los efectos de las distintas condiciones de frontera
son mas pronunciados en el campo de la velocidad que en el de la temperatura; inclusive
tienen un efecto muy pequeno en la distribucién del nimero de Nusselt. Sin embargo, sugieren
que pueden surgir algunas discrepancias para valores grandes del niimero de Reynolds y /6 del

numero de Darcy.

1.3.2. Propuestas metodolégicas

Utilizando el modelo escalado para transporte de calor conductivo de |[Nozad y col.
(1985a)), Prat| (1989, 1990, (1992)) llevé a cabo una serie de andlisis sobre las condiciones
de frontera que aplican en las fronteras macroscopicas de un medio poroso. En estos
trabajos, se resalté la ambigiiedad que se tiene al prescribir las condiciones de frontera
desde la macroescala, es decir, son impuestas independientemente del fenémeno que ocurre
en la microescala lo cual lleva a inconsistencias fisicas. A pesar de esto, Prat concluye que
generalmente el uso de condiciones tipo Dirichlet o Neumann generan errores que, desde
un punto de vista practico, pueden descartarse debido a que son confinados dentro de una
capa delgada, llamada zona interfacial. Cuando existen fuentes térmicas en el sistema (Prat,
1992), aparece un flux de calor extra en la frontera macroscopica, aunque, de igual manera,
es despreciable. Estas conclusiones se basan en el uso de modelos macroscépicos de uno y
dos dominios, es decir, usando ecuaciones con coeficientes de transporte dependientes (Prat,
1990)) e independientes (Prat, 1989, |1992)) de la posicién, respectivamente.

Utilizando algunas ideas tedricas de trabajos previos (Whitaker, 1992; |Stone, 1990),
Ochoa-Tapia y Whitaker| (1995alb)) desarrollaron una metodologia bajo la cual, sisteméatica-
mente, se deriva la condicién de salto para el flux de cantidad de movimiento utilizando el
método del promedio volumétrico. Esta metodologia consiste en la introduccion de cantida-
des de exceso similares a las que se utilizan en balances entre fases homogéneas (Gibbs, |1948;
Slattery, [1967b). La diferencia sustancial radica en que Ochoa-Tapia y Whitaker llevaron a
cabo balances entre regiones homogéneas. Debido a que este tipo de metodologia conduce a la
obtencion de ecuaciones gobernantes para el transporte superficial, es necesario la introduc-
cién de una frontera nominal que separe (de manera abstracta) a las regiones homogéneas.
Dicha frontera nominal es asi-llamada como superficie divisoria, la cual es analoga a la su-
perficie singular manejada en balances entre fases homogéneas (Slatteryl |1967b). Para un

sistema medio poroso-fluido similar al estudiado por Beavers y Joseph| (1967) y descartando
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los términos inerciales, la condicién de salto desarrollada es,
1 0(ug), Olus)y, B ()
Bw - w
ay ay vV Kﬁ,w
la cual se completa con la condiciéon de continuidad del campo de la velocidad,

(ug),, = (us), (1.21)

Cabe senalar que esta condicion es impuesta, es decir, no fue derivada rigurosamente

(1.20)

utilizando un procedimiento de escalamiento. De hecho, el desarrollo tedrico de la condicion
apropiada para el campo es un punto faltante actualmente, y algunos esfuerzos dedicados
a esto se presentan en este documento. En la Ecuacién (1.20) 8 es un pardmetro (en ese
momento) ajustable que depende de las propiedades intrinsecas del sistema y, ademds, de
orden de magnitud igual a uno. La definicién completa de /3 se expresa en la Ecuacién (88) de
(Ochoa-Tapia y Whitaker, [1995a). En una segunda parte, Ochoa-Tapia y Whitaker| (1995b))
compararon predicciones a partir del modelo con condicién de salto con datos experimentales.
Para ello utilizaron un modelo de porosidad variable encontrando poca correspondencia con
los datos de laboratorio. Tal como sugieren los investigadores, una de las razones de esto se
atribuye a la inherente complejidad del transporte en la region heterogénea del sistema, es
decir, en la inter-region. A pesar de no disponer del esquema de cerradura para predecir a
B, la condicion de salto de estrés ha sido utilizada para el desarrollo de soluciones analiticas
para el flujo en canales parcialmente llenos con un medio poroso (ver por ejemplo Kuznetsov),
1996).

La derivacién tedrica de la condicion de salto desperté un gran interés en varios
investigadores. La principal inquietud de ellos fue encontrar la relacion explicita que guarda
el coeficiente de salto 3, con la propiedades geométricas y de transporte de la zona cercana
a la frontera medio poroso-fluido. Para ello, Goyeau y col. (2003)) introdujeron el concepto
de un solo dominio el cual se compone de dos zonas homogéneas, la del medio poroso y la
del fluido libre, y una zona heterogénea localizada en la frontera medio poroso-fluido. La
zona heterogénea se caracteriza por contener la transicién de las propiedades de transporte
entre las regiones homogéneas adyacentes; en otras palabras, contiene las dependencias
espaciales de las propiedades efectivas de transporte como la porosidad, permeabilidad,
viscosidad efectiva, etc. Bajo esta idea, y utilizando solamente integracion de las ecuaciones
gobernantes, los investigadores fueron capaces de definir explicitamente la dependencia de 3

con las propiedades heterogéneas del sistema (véase la Ecuacion (28) de /Goyeau y col., 2003).
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Sin embargo, algunas de las dificultades encontradas en esta metodologia, se relacionan con
la disponibilidad de la dependencia espacial de los coeficientes efectivos de transporte, la
determinacion del tamano de la zona heterogénea (la cual se maneja como inter-region en
este trabajo) y el hecho de que se involucra el mismo campo de velocidad en la definicién
de (. El concepto de un solo dominio es ampliamente usado en este trabajo como un paso

intermedio hacia el desarrollo de condiciones de salto para el modelo de dos dominios.

En un trabajo posterior, Deng y Martinez| (2005)) utilizaron el concepto de un solo
dominio para modelar el transporte en todo el sistema; sin embargo, en vez de considerar
la dependencia espacial de las propiedades de transporte en la zona heterogénea, ellos
consideraron los cambios espaciales en la forma de cambios en escalén. De esta forma, al
ajustar los resultados del modelo con la condicién de salto ([1.20)), con los resultados del
modelo de un solo dominio obtienen el valor de 3. Sin embargo, una inconsistencia surge al
utilizar funciones escaléon para modelar la dependencia espacial de las propiedades efectivas,
debido a que esta metodologia es equivalente al uso de condiciones de continuidad en el
modelo de dos dominios (Jamet y col., 2009). Es decir, se usa un modelo con condiciones de

continuidad, para encontrar el coeficiente de salto de un modelo con condiciones de salto.

La dificultad relacionada con la inclusién del campo de velocidad en la definicién de £
encontrada por |Goyeau y col.| (2003), fue removida por |Chandesris y Jamet, (2006 usando el
método de expansion asintética. Sin embargo, el coeficiente de salto obtenido contiene ain
cantidades de exceso desconocidas que involucran la dependencia espacial de la porosidad
y la permeabilidad (véase la Ecuacién (85) de |Chandesris y Jamet, 2006). Ciertamente,
la disponibilidad de estos parametros de transporte, ya sea filtrando informacién de la
microescala o por métodos experimentales, permite en principio el computo de cantidades
de exceso, y el posterior cédlculo del coeficiente de salto; aunque aun faltaria por definir
explicitamente la localizacién mds propicia para la superficie divisoria (Jamet y Chandesris|,
2009)). Este tipo de metodologia también ha sido aplicada para problemas de flujo turbulento
y transporte de calor solo por conduccion (Chandesris y Jamet, 2009; |Jamet y Chandesris,
2009).

Cuando los efectos inerciales son importantes, la derivaciéon de la condicién de salto para
el flux de cantidad de movimiento se complica enormemente y la Ecuacién ((1.20)) ya no es

vélida. Al respecto, |Ochoa-Tapia y Whitaker| (1997b)) utilizaron la misma metodologia para
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la obtencién de la Ecuacién ((1.20)), y desarrollaron la siguiente condicién de salto,

;0 {ug), 0 (ug) I
ey Ty T e e+ b ((0a),)” (1.22)

donde (B, y (2 son parametros ajustables de orden uno. La definicion completa de estos
pardmetros estd dada en las Ecuaciones (75) y (76) de (Ochoa-Tapia y Whitaker, [1997D).
Una vez mas, la condicién de frontera faltante se completa con la condicién de continuidad
de la velocidad, Ecuacién (|1.21]).

Utilizando la misma ideologia, posteriormente Ochoa-Tapia y Whitaker (1997a) derivaron
la condicién de salto para el flux de calor entre un medio poroso y un fluido homogéneo.
Dado que el desarrollo tedrico se aplicé al modelo de no equilibrio local térmico, en este caso

las condiciones de salto son dos,

n,, - (K;yw -V <T5>g> =1, - (kgV <T/3>§> — hgeo ((Tﬁ)g - (Tg)g) , para el fluido
(1.23a)

- (Koo - V(T,)7) = hg, ((T@ﬁ - <T0>g> , para el solido
(1.23b)

donde Kj , v K, ., son tensores térmicos efectivos para el fluido y el sélido respectivamente,
definidos en el seno del medio poroso; hg, es un parametro ajustable para tener
correspondencia con datos de laboratorio. Estrictamente, hg, es el coeficiente de intercambio
de calor de exceso, es decir, hg, = (a,h), cuya definicién explicita se presenta en la Ecuacion
(A13) de (Ochoa-Tapia y Whitaker, |1997a). Ademds, las Ecuaciones son validas

cuando es aceptable la condicion de equilibrio local del gradiente térmico
V (Tp). = V(T,)] (1.24)

Ademas, en su derivacién se ha descartado la contribucion de algunas cantidades de exceso.
Cuando la expresion ([1.24)) no es véalida es necesario recurrir a las versiones no simplificadas

de las condiciones de salto,

Ny (Kip - V(TS + K- V(T0)0) =0+ (ks ¥ (T0)] ) = s ((T0)] = (T2)7)
para el fluido (1.25a)
N, - (K(,ﬁ,w VAT’ + Koy - V <T(,>g) —hso ((Tg)g - (Tg>g) , para el sélido  (1.25b)
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donde los tensores representan coeficientes térmicos efectivos asociados con el modelo de no
equilibrio local térmico; su definicién puede consultarse en el Apéndice [A] de este trabajo.
Debe recalcarse que estas expresiones fueron derivadas de manera rigurosa utilizando el
método del promedio volumétrico y la teoria de balances entre fases homogéneas, es decir, no
son expresiones empiricas. Su aplicacion en un problema practico origina algunas cuestiones
muy interesantes. Por ejemplo, si hg, = 0 la Ecuacién indica que todo el flux que
entra del fluido al medio poroso a través de la superficie divisoria n,,, - (/{:BV (T, 5>5 > (también
puede verse en el sentido contrario para el flux de calor), se distribuye en el medio poroso
entre el sélido y el fluido intersticial de acuerdo la resistencia térmica que presentan, es decir,
N, - (KU@W -V (Tg)g +Koow -V (TU>Z) Esto indica que la manera en que se distribuye el
flux calor en el medio poroso, en este caso, depende inicamente de las propiedades intrinsecas
del seno poroso. Cabe senalar que Kj, , no es el coeficiente efectivo mas representativo para
la conductividad del sélido (de hecho el mas representativo es Ko, ); sin embargo, es ttil
para ejemplificar las ideas en esta parte. En el caso contrario en que hg, # 0, la distribucién
de calor en el medio poroso ya no es tan simple debido a que el coeficiente de salto determina
la cantidad de calor que se transporta a través del fluido y a través del sélido. En este caso,
la manera en que se distribuye el calor en la frontera no solo depende de las propiedades
intrinsecas del seno poroso, sino también de los fenémenos asociados a la zona heterogénea
del sistema cuantificados en la condicion de salto.

Este tipo de metodologia se aplic6 de nueva cuenta al problema de calor pero bajo
el principio de LTE (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998]). Cuando la contribucién de algunas

cantidades de exceso son descartadas, la condiciéon de salto toma la forma,
Ny, - (K5 V(T),) = 1 (kﬁv <T>n> + 0, (1.26)

donde @, es la asi llamada fuente térmica de no equilibrio de exceso. La importancia de este
término recae en que, al igual que el término hg, de las Ecuaciones , indica la existencia
o no de un salto en el flux de calor en la frontera medio poroso-fluido. Cabe senalar que ®,
es un parametro asociado con el transporte superficial de calor en la superficie divisoria; su

definicién asociada con el transporte en las regiones homogéneas es,

/CDSdA:/fde (1.27)

Awn Voo
donde A, representa el lugar geométrico de la superficie divisoria y 75, representa un

dominio de integracion suficientemente grande que incluye porciones del medio poroso y
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del fluido homogéneo. Aqui ® es un término complejo que involucra diversas cantidades

asociadas con la diferencia de temperaturas promedio entre el fluido y el sélido,

® = caz, [(pep)s — (per),] o (T5)° — (T2)°) =9 [V (eshs — eoke) (11" — (1)7) ]

£V - [esa ks = ko) V ((T0) = (L)) | = (ber)y (vi) - 9 [e ((T0)7 = (T)7) | (1.29)

En esta definicién, claramente se observa que si la condicion de equilibrio térmico se satisface,
(T)? = (T,) = (T), entonces ® = 0. Debido a que el principio de LTE puede fallar en
la inter-regién (tema adn por investigarse rigurosamente), el término de no equilibrio juega
un papel muy importante para minimizar los errores incurridos por el uso del modelo de
equilibrio en la regién frontera.

La metodologia empleada por (Ochoa-Tapia y Whitaker| (1995a,bl (1997a,bl (1998)) fue la
primera con la cual, eventualmente, se deriva rigurosamente la condicion de salto para el
flux de cualquier potencial entre medios homogéneos; la cual contiene cantidades de exceso
dificiles de determinar. Aunque su desarrollo tedrico se aplicé a un medio poroso adyacente
a un fluido libre, su aplicabilidad puede extenderse a cualquier tipo de configuraciéon. Sin
embargo, ain falta por determinar sistematicamente la condicion de salto para el campo, lo
cual, a la fecha, es atiin un problema abierto. Con fines ilustrativos, es oportuno resumir la

metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker:

» Utilizando el método del promedio volumétrico, obtener ecuaciones efectivas validas
en todo el dominio. Esto se logra evitando imponer restricciones de escala durante el

desarrollo.

= Obtener las ecuaciones efectivas para cada regiéon homogénea mediante la imposicion

de restricciones asociadas con cada region.

= Integrar las ecuaciones obtenidas en un dominio suficientemente grande que incluya
porciones de cada region homogénea. Posteriormente, se restan las ecuaciones de medio

efectiva integradas a la ecuacion integrada valida en todo el dominio.

= La forma de la ecuacién resultante sugiere definir cantidades de exceso similares a las

que resultan en balances entre fases homogéneas (Gibbs, [1948; Slattery, (1967h)).

» El resultado representa la condicion de salto en su forma mas completa. En la medida

de lo posible, es 1til agrupar todos los términos desconocidos en uno solo.
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En un trabajo posterior, Wood y col.| (2000) obtuvieron la condicién de salto efectiva para
una reaccion de primer orden en una superficie catalitica heterogénea. Para ello introducen
un coeficiente de reaccion efectivo que depende de las propiedades locales de la superficie
reactiva; en otras palabras, de la distribucion espacial de los sitios activos del catalizador. Uno
de los resultados mas importantes en este trabajo es la relacién de promedios de cantidades

de exceso,
W)y = (Ws)uy (1.29)

donde (e)  se refiere a un promedio en drea en la frontera w —7. Esta ecuacién estd limitada
a casos cuando el radio de curvatura de la superficie divisoria w —n es mucho mayor al radio
del volumen de promediado, y cuando la propiedad 1 no esta correlacionada con la posicién
radial dentro del volumen de promediado. La importancia de la Ecuacién recae en que
permite relacionar directamente las cantidades de exceso que aparecen en el desarrollo de
condiciones de salto, usando la metodologia de|Ochoa-Tapia y Whitaker| (1995a)), a cantidades
promedio definidas en las regiones homogéneas utilizando esquemas de cerradura similares
a los utilizados en el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999). Debe senalarse
que el concepto de reaccién efectiva manejada por [Wood y col| (2000), es muy diferente
conceptualmente al utilizado en condiciones de frontera efectivas (Veran y col., 2009). En la
cual la superficie (rugosa y heterogénea) donde se lleva a cabo la reaccién, es reemplazada
por una plana (idealizada). Ademés, aqui el enlace de la fisica en las porciones del dominio
cercanas a la superficie real, a la fisica del dominio lejos de la frontera, se hace por medio
de aproximaciones en series de Taylor (usando solo los dos primeros términos). De esta
forma, las propiedades efectivas de transporte que aparecen en la descripcion macroscopica
del problema son caracterizadas como de primer orden.

Ademas de los métodos descritos para la descripcion de los coeficientes de salto hasta
este punto, en la literatura se encuentran algunos trabajos basados enteramente en soluciones
analiticas del campo microscépico. Por ejemplo, Min y Kim| (2005) resolvieron analiticamente
el problema de calor y flujo en un canal conteniendo un medio poroso con estructura
periddica. En su desarrollo consideraron la profundidad del canal para encontrar la solucion
en la region de fluido libre. De esta forma, haciendo comparaciones con los modelos que
involucran condiciones de salto en el flux de calor (Ecuaciones (1.23)) y de cantidad de
movimiento (Ecuacién (1.20])), determinaron los valores de 8 y hg,. No obstante, debido
al tipo de geometria periédica utilizada para encontrar la solucién, los resultados de este

trabajo quedan limitados a este tipo de estructuras porosas.

Carlos Gilberto Aguilar Madera Tesis Doctoral Pagina 23



1. Revisién bibliografica

Recientemente, Valdés-Parada (2007) hizo una combinacién de las metodologias de
Ochoa-Tapia y Whitaker, (1995a) y [Wood y col| (2000 en el estudio de condiciones de
frontera entre medios multifasicos. A diferencia del trabajo de [Wood y col., en donde el
analisis se centra entre una superficie heterogénea adyacente a una regién homogénea, el
analisis de [Valdés-Parada) se extiende a dos regiones homogéneas adyacentes. De esta forma,
se derivaron las condiciones de salto asociadas con las superficie divisoria que separa a
las regiones homogéneas, y se obtiene la manera de predecir las cantidades de exceso que
aparecen mediante el problema de cerradura correspondiente. Una primera aplicacién de
esta metodologia fue sobre el problema de transporte de masa con reaccion heterogénea de
primer orden (Valdés-Parada y col., 2006), con ello, eventualmente, se obtuvo la condicién de
salto apropiada, y el problema de cerradura que permite predecir el coeficiente de reaccién
efectiva contenido en la condicién de salto. Ademds, este tipo de andlisis se extendié a
sistemas que involucran también adsorcién en la matriz sélida (Valdés-Parada y col., 2009al),
en sistemas de emulsién doble (Espinosa-Paredes|, 2006} 2007; Morales-Zarate y col., 2008]),
y en problemas de transporte de cantidad de movimiento (Valdés-Parada y col., [2007b)).

Posteriormente, Valdés-Parada y col| (2007c) derivaron la ecuacién gobernante ma-
croscopica para el transporte de masa solo por medios difusivos. Utilizando la aproximacién
de un solo dominio, desarrollé el problema de cerradura que permite predecir el tensor de
difusividad efectiva en la inter-region. Para ello, resolvié el problema de cerradura en cel-
das unitarias colocadas en diferentes posiciones a través de la inter-region. De esta manera,
la dependencia espacial de la difusividad efectiva se logra al asociarla al centroide de cada
celda. A diferencia de las celdas unitarias utilizadas cominmente en el seno de las regiones
homogéneas, [Valdés-Parada y col.| utilizaron una celda suficientemente grande para captu-
rar convenientemente los cambios geométricos importantes de la inter-regién (esta idea es
retomada en este trabajo para predecir los coeficientes efectivos de los modelos ODA para
el transporte de calor). Al contar con la dependencia espacial de los coeficientes efectivos,
usando un método iterativo los investigadores fueron capaces de estimar las cantidades de
exceso que aparecen en la condiciéon de salto. Este tipo de procedimiento fue aplicado pos-
teriormente para el calculo del coeficiente de salto que aparece en el problema de transporte
de cantidad de movimiento, 3, (Valdés-Parada y col., 2009b).
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OBJETIVOS

General

Desarrollar condiciones de salto completas cerradas para el transporte de calor por

conveccién y conduccién entre un medio poroso homogéneo y una regién de solo fluido.

Especificos

Para el transporte de calor por conveccién y conduccion entre un medio poroso homogéneo

y una regioén de solo fluido:

= Desarrollar las ecuaciones de transferencia generalizadas para los modelos de equilibrio

y no equilibrio local térmico.

= Predecir los coeficientes de transporte efectivos involucrados en las ecuaciones de

transferencia generalizadas.

= Aplicar las ecuaciones de transferencia generalizadas en el modelado de un caso
practico, y comparar su campo de solucién con resultados surgidos de simulaciones

numeéricas directas.
= Desarrollar las condiciones de salto para la temperatura y el flux de calor.

= Predecir los coeficientes que aparecen en las condiciones de salto.
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Objetivos
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Parte 1

El modelo de un solo dominio
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CAPITULO 2

ECUACIONES DE TRANSFERENCIA GENERALIZADAS

2.1. Ecuaciones puntuales

El sistema en consideracién se presenta en la Figura [2.1] La fase fluida es denotada como
la fase- mientras que la sélida como fase-o. Se asume que el mismo fluido satura el medio
poroso y fluye sobre éste ultimo de manera similar al sistema estudiado por |Beavers y Joseph
(1967). La ecuacion gobernante puntual para la transferencia de calor en la fase fluida es,

(,OCp)ﬁ % + V- (VﬁTg) =V. (kgVTg) (2.1)

donde (pcp) 5 ¥ kg son la capacidad calorifica por volumen y la conductividad térmica de la
fase fluida respectivamente; mientras que 7} es la temperatura puntual del fluido. El campo
de velocidad, vg, se obtiene de resolver ya sea la Ecuacién de Stokes o la Ecuacién de Navier-
Stokes, y suponiendo que el fluido es Newtoniano e incompresible. Ademas, debido a que
se considera un medio poroso rigido la condicién de no deslizamiento, vg = 0, es impuesta
en la interfase que separa al fluido del sélido, Ag,. Nétese que en la Ecuacién se ha
mantenido la contribucion convectiva del transporte de calor, mientras que para el transporte
de cantidad de movimiento pudieran despreciarse los efectos inerciales. Esto implica que los
resultados que se obtengan de esta manera, son validos para ciertas condiciones de transporte
en el sistema, particularmente en condiciones con flujo laminar.

La ecuacién correspondiente para la fase sélida es,

(per), 0% = V- (k, VT, (2.2)
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Figura 2.1. Sistema multifisico mostrando las regiones y fases homogéneas, el volumen

promediante y longitudes caracteristicas.

De manera andloga, (pcp), y k, representan la capacidad calorifica volumétrica y la
conductividad térmica del sélido respectivamente. Ademads, en la interfase Ag, se aplican

condiciones de continuidad para el flux de calor y la temperatura,

—Ilﬁg ’ (k5VTB) = _nBU : (kO'VTO') (23&)
T,B =T5 (23b)

Donde ng, es el vector normal unitario dirigido desde la fase fluida a la fase sélida
(ngy = —Mgp).

Las Ecuaciones - junto con las correspondientes condiciones de frontera en las
entradas y salidas del sistema y la condicién inicial, constituyen por completo el problema
en la escala puntual. Debe recalcarse que las Ecuaciones y (y las condiciones
de frontera interfaciales) son vélidas siempre y cuando la fase fluida y la fase sélida estén

presentes respectivamente. Sin embargo, la solucién del problema puntual en todo el sistema
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es un esfuerzo computacional altamente demandante. Por esta razon, frecuentemente es
necesario llevar a cabo un proceso de escalamiento, el cual sistematicamente reduce el
numero de grados de libertad involucrados en el modelo de la escala puntual. Con este fin,
Ochoa-Tapia y Whitaker| (1997a, |1998) utilizaron el método del promedio volumétrico para
obtener las correspondientes ecuaciones validas en la macroescala. En parrafos subsecuentes
se muestran los pasos esenciales de este proceso. Ademas antes de continuar, es importante
senalar que el escalamiento de las ecuaciones puntuales puede desarrollarse siempre y cuando
ciertas leyes de escalamiento (usualmente, en forma de restricciones de escala y de tiempo)
se puedan aplicar. Tal como lo describe Wood (2009a,b)), una ley de escalamiento es una
afirmacién acerca de la estructura de las desviaciones en el sistema que permita reducir
los grados de libertad. Como ejemplos se tienen: 1) condiciones de suavidad, 2) estructura
geométrica periddica y 3) estructuras estadisticamente homogéneas. Cuando no se pueda
identificar alguna ley de escalamiento en el sistema, entonces resolver completamente el
problema en la escala puntual es el tnico curso de accién posible. Cabe anadir que, bajo
estas situaciones, la solucién del problema en la escala puntual en dominios reducidos es una
alternativa razonable para propdsitos de comparacion. Esto es conocido como Simulacion
Numérica Directa. Por iltimo, cabe senalar que gran parte del contenido del presente capitulo

se encuentra publicado en la literatura (Aguilar-Madera y col., [2011a)).

2.2. Promediado volumétrico

Con el objetivo de suavizar espacialmente las ecuaciones puntuales, se introduce un
dominio de promediado V', también llamado Volumen Elemental Representativo (REV
por sus siglas en inglés: Representative Elementary Volume) (Bear, |1972) cuya magnitud
volumétrica es ¥. Asi, en términos del REV se introduce el operador de promediado
superficial de cualquier propiedad continua definida en cierta fase, ¥, (A = (,0), como

sigue

1
WUn)lx = / Unlyry, @V (2.4)
Va(x)

donde V) es el dominio ocupado por la fase-\ dentro del volumen de promediado; x es el
vector de posicion que localiza el centroide de V' con respecto a un marco de referencia
externo, y y, es el vector de posicién que localiza puntos de la fase-A dentro de V' con

respecto al centroide. Estos vectores se muestran en la Figura .
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Figura 2.2. Vectores asociados con el dominio de promediado.
El operador de promedio intrinseco se define como,

1
Va(x)

Ambos operadores estan relacionados de la siguiente manera,

()

(r) = ex(x) (1) (2.6)

donde €\, = Y,(x)/7 es la fraccion volumétrica de la fase-\ dentro del volumen de
promediado. En este punto ademads, es importante resaltar que las Ecuaciones y
al igual que la fraccion volumétrica estan evaluadas en la posiciéon x. Esto es conveniente
para la derivacién de modelos promedio que son vélidos en todo el dominio (es decir, en las
dos regiones homogéneas y la inter-regiéon que las separa).

Una afirmacién suficiente para que la Ecuacion (2.4) sea una definicion precisaﬂ

(Whitaker| [1986), es que el tamano del volumen de promediado satisfaga la restriccién de

escala,

€A<<7’0<<L (27)

y ademads, cumpliéndose la restriccion anterior se evitan las heterogeneidades de la micro-
escala, cuya longitud caracteristica es £y, y de la macro-escala, con longitud caracteristica L

(véase la Figura|2.1)). Esto garantiza ademads que se suavice espacialmente la propiedad que se

LAqui definicién precisa se refiere a la situacién en la cual hay una adecuada comparacién entre datos

experimentales y cantidades promedio tedricas.
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estd promediando, y se evita la pérdida de demasiada informacion del fenémeno proveniente

de la micro-escala.

2.2.1. El modelo de no equilibrio local térmico

Ahora, con el objetivo de desarrollar el modelo promedio de no equilibrio, se aplica
el operador de promediado superficial, Ecuacién (2.4]), a la ecuacién gobernante puntual,
Ecuacién (2.1)), para obtener,

9 (1)
ot

(pcp)g +(V - (vgTs)) | = (V- (ks VTs)) (2.8)

En este resultado se ha considerado que las propiedades fisicas son constantes dentro del
volumen de promediado, y ademds que V3 no depende del tiempo. Para seguir en el desarrollo
es necesario intercambiar diferenciacion e integracién. Para ello se recurre al Teorema de
Promediado Espacial (SAT por sus siglas en inglés: Spatial Averaging Theorem) (Slattery,
1967a; [Whitaker, |1967; [Howes y Whitaker], |1985)),

1
(Vo) =V i)+ [ il dA 29)
Aﬁa(x)
El SAT requiere que las propiedades promedio sean continuas y diferenciables, lo cual ocurre
cuando se acepta la restriccién de escala de la Ecuacién (2.7)).
La aplicacién del SAT a la Ecuacién (2.8) produce,

B
(m&4%®w$>+VWW%>

k
=V - (kg <VT5>)+75 / ng, - Vsl dA (2.10)
Aﬂa(x)

Aqui se ha utilizado la condicién de no deslizamiento y la definicién de variable promedio
intrinseca en el lado derecho de la ecuacién. Una segunda aplicacion del SAT en el primer
término del lado derecho de la Ecuacién (2.10) produce,

0(Ts)"

(pcp) g [55 (x) =5, — + V- {vsTp) :

_hB
= 7 / ngao - VTﬁ|x+y5dA
Aﬁo’(x)

+V. €p (X) k5V<T5>B + k—; / ngs <T5|x+y5 - <Tg>ﬁ ) dA (211)

ABU(X)

X
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en donde adicionalmente ha sido utilizada la siguiente relacién que se puede deducir a partir
del SAT,

1
Ves ()=~ / ngdA (2.12)
ABU(X)
Ahora, con el fin de eliminar las variables puntuales, T3 y vg, de la Ecuacién (2.11)) se

introducen las siguientes descomposiciones espaciales (Gray, [1975),

(2.13a)

Volusy, = (0| + 7 (2130)

)

y después de sustituirlas en la Ecuacién (2.11)) se tiene,

e 002 ey, @ ( (s, 4 9,) (127

+ T;

rs

+V' ( )l{?gv <T5 + - / ngs ( Tg - <T5>B‘ T ) dA
Aﬂo B B
+ @ na. - | V(T B T
Bo (Ts) + Vip dA (2.14)
V4 rg rs

A,@’U(x)

En la Ecuacién rg = X+Yygs es el vector de posicién que localiza puntos de la fase-3
dentro del dominio de promediado, con respecto a un marco de referencia externo (véase la
Figura . Una expresion similar (sin los términos que involucran el campo de velocidad)
se puede obtener para la ecuacién de la fase-o siguiendo el mismo procedimiento.

La Ecuacion es mas complicada que su contraparte puntual, Ecuacion , debido
a que aun no se han desarrollado simplificaciones significativas en el proceso de suavizado
espacial. No obstante, es importante entender el significado fisico de los términos que
constituyen la Ecuacién (2.14)). En este sentido, debe senalarse que ademés de los términos
esperados (es decir, acumulacion, conveccién, conduccién e intercambio entre fases), estan
presentes términos adicionales no locales (convectivos y dispersivos).

En su forma presente, la Ecuacién es de poco uso debido a que no estd expresada
solamente en términos de cantidades promediadas en volumen. El proceso de determinar la
funcionalidad de las desviaciones espaciales con las correspondientes cantidades promedio es
conocido como cerradura. Los detalles de la derivacion y solucién formal del problema de

cerradura es un proceso muy elaborado, y este se presenta en el Apéndice[A]l En este punto,
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es suficiente con escribir la solucion formal del campo de desviaciones espaciales para las dos

fases:
Ty = bas - V{T5) + by - V(T =55 ((T5) = (1)) (2.152)
fa = baﬁ ’ V<Tﬂ>ﬁ + boo - V<T0>0 + S <<T0’>U - <Tﬂ>ﬂ> (2'15b)

Aqui los vectores bgg, bg,, byg, bss ¥ los escalares sz y s, son las llamadas variables de
cerradura. Tal como se discute en el Apéndice , para obtener las Ecuaciones (2.15a)) y
(2.15b)) se han impuesto las siguientes restricciones de escala:

ro < L (2.16a)
rp < L? (2.16b)

En estas restricciones se ha supuesto que la longitud caracteristica asociada con las
variaciones espaciales de la temperatura promedio y sus gradientes, puede representarse
por la longitud macroscépica del sistema, L. En el caso de la longitud caracteristica del
gradiente de la temperatura, esto representa una subestimacion, dado que usualmente, para
sistemas con gradientes suaves y en ausencia de alguna fuente o sumidero térmico, dicha
longitud es mucho mayor que el tamano completo del sistema medio poroso-fluido. Ademas,
se ha tomado ry como la longitud caracteristica de los cambios espaciales de la porosidad,
lo que de igual manera representa una subestimacion en el seno del medio poroso donde
generalmente es cercano al valor de L.

La sustitucion de la Ecuacion en produce, después de cierto esfuerzo
algebraico, la GTE para la fase-3,

B
5 00) (per), 04 (pep) 39 - [(v5) (1) — (o) (T3 — s (30 (1] =

V- [Kia(0) - VT + K, (x) - VAT | = auh(x) ((T5)° = (T,)7) (2.17)

En la Ecuacién (2.17)) se han introducido varios coeficientes efectivos, los cuales pueden
ser calculados a partir de la solucién de los problemas de cerradura asociados (presentados
en el Apéndice . Por ejemplo, el tensor Kjs (x) que representa la dispersién de calor total

en la fase-f se define como

] 1 <
s = b [ 251+ 5 [ maobasdd | = (o), @abal, (219
Aﬁa(x)
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Ademds, uj; es un vector tipo-velocidad que resulta de la conduccién y dispersion en la
fase-3, mientras que en conjunto el término (pcp), V - [ugU<Tg>°’] representa un término
tipo-convectivo que surge de la interaccién entre las fases sélida y fluida. Finalmente,
a,h representa el coeficiente de transferencia de calor interfacial por unidad de volumen.
Evidentemente, este coeficiente debe tener un valor maximo en el seno del medio poroso
y debe disminuir hasta un valor de cero en el fluido homogéneo. Esto se demostrara mas
adelante en este trabajo junto con la dependencia espacial de los otros coeficientes efectivos.
En este punto, debe enfatizarse que se ha supuesto que la transferencia de calor en la fase
solida ocurre solo por procesos conductivos, y no por conducciéon y convecciéon como sucede
en la fase fluida. Para mantener esta distincion en mente, se ha usado un superindice * en
algunos de los coeficientes efectivos involucrados en la Ecuacion para indicar que ellos
tienen contribuciones generadas por el transporte convectivo, es decir, efectos dispersivos.

Cabe senalar que la Ecuacion fue derivada previamente por |Ochoa-Tapia y
Whitaker| (1997al) suponiendo que la solucién del problema de cerradura esta dada por las
Ecuaciones (2.15)). Sin embargo, en este trabajo, las Ecuaciones (2.15a) y (2.15b) fueron

obtenidas como la solucién formal del problema de cerradura. De este modo, ademas de

justificar la derivacién previa de |(Ochoa-Tapia y Whitaker| (1997a)), este resultado permite
calcular los coeficientes efectivo asociados como se mostrara mas adelante. De esta manera,
los resultados de este trabajo complementan los de |Ochoa-Tapia y Whitaker| y proveen la
informacion necesaria para predecir los coeficientes de salto asociados en el TDA.

Es importante senalar que la Ecuacién (2.17) estd limitada por la restricciéon de escala
lg Lrg < L (2.19)

Estas restricciones no impiden que la Ecuacién sea aplicable en todo el dominio, debido
a que éstas son menos restrictivas que las que se aplican en el seno de las regiones homogéneas.
Ademais, lo anterior se debe a la suposicion de que las longitudes caracteristicas del sistema
entero satisfacen dichas restricciones de escala. Cuando este no es el caso, se obtienen modelos
promedio no locales los cuales sustancialmente incrementan la complejidad. Se recalca que
el analisis de este tipo de modelos macroscopicos se encuentra fuera de los objetivos de este
trabajo.

Si se repite el procedimiento que condujo a la Ecuacion , se obtiene la GTE para

la fase solida,
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o (09 (), 20l (), 9 - [, 00 T0)” + 1,0 (0T =

V- [Kos(x) - V(T3 + Koo (x) - VT, | = ah(x) ((T)7 = (T5)7)  (2:20)

Es interesante notar que la Ecuacién involucra coeficientes tipo-convectivos a pesar
de que no hay transporte por conveccion en la fase sélida, tal como lo habian senalado
previamente Quintard y col| (1997)). La naturaleza de estos términos se atribuye a una
compleja interaccion entre el transporte interfacial y conduccién efectiva a nivel del poro
asociados con diferentes fuerzas impulsoras (fuentes macroscépicas). Para clarificar este
punto, se remite al lector a revisar las definiciones de cada uno de los coeficientes tipo-

convectivos (y de los deméds coeficientes también) en la parte final del Apéndice

2.2.2. El modelo de equilibrio local térmico

El desarrollo presentado hasta aqui constituye el modelo de no equilibrio local térmico, el
cual consiste de dos ecuaciones de medio efectivo, una para cada fase en el sistema, Ecuaciones
y . Sin embargo, estudios previos han sugerido que modelos que involucran una
sola temperatura promedio (con un peso apropiado), son suficientes para obtener predicciones
razonables del transporte de calor en el seno del medio poroso. La temperatura promedio en

este caso se define como sigue (Whitaker, |1999, Capitulo 2),

()]0 = % / TAV = 25(x)(Ts)? + £, (x)(T,)" (2.21)

V(x)

Asi, es posible representar cada temperatura promedio intrinseca en términos de (T
(Whitaker, |1991)),

(T’ =(T) +Tj (2.22a)
(I5)7 = (1) + 1, (2.22b)
Donde Tg y T, representan las desviaciones macroscopicas de las temperaturas promedio
intrinsecas en las fases- y -0 con respecto a (T'), respectivamente. Es claro que en la regién

de fluido homogéneo Tﬁ = 0 debido a que solo hay una fase en el dominio de promediado,

mientras que en la regién porosa se tiene que (véase Whitaker, (1999, Seccién 2.3)

ey = (ea = VT, = 251 — ) ({Tp)” — (1)) (2:23)
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De esta manera, puede afirmarse que la condicion de equilibrio local térmico es valida siempre

y cuando la diferencia <<Tﬁ>ﬁ — (TU)U> = 0, lo cual como consecuencia implica que
(Ts)? = (T,)" = (T), equilibrio local térmico (2.24)

En su texto, [Whitaker| (1999)) concluye que la diferencia de las temperaturas promedio son
cercanas a cero cuando las propiedades fisicas de las fases sélida y fluida son parecidas, o
debido a la disparidad de escalas existente entre los procesos de transporte en la microescala
y en la macroescala. Para detallar este punto, se remite al lector a la Ecuacién (2.3-39) de
Whitaker| (1999).

Para derivar la ecuacién gobernante de (T") se sustituye la descomposicién macroscépica

dada por la Ecuacién (2.22)) en (2.17) y (2.20)) y después se suman los resultados para obtener
(Ochoa-Tapia y Whitaker} [1998)
9(T)

() Cp(x) =5 + (per) ¥ - {[(vs) + u(] (1)) = V- [Kiyy () - ¥ (T)] + () (225)

donde se introdujo

(p) Cp(x) = es(x)(pcp) 5 + €0(x) (pcp), (2.26a)
K r(x) = Kis(x) + K, (%) + Kop(x) + Koo (X) (2.26b)
(pcp),

u(x) = ugﬁ(x) +ug, (x) + [U5(X) + Upp (X)) (2.26¢)

(pCP)ﬁ

El término fuente ® en la Ecuacién (2.25) agrupa todos los términos involucrados en la

desviaciones macroscépicas de la siguiente manera (Ochoa-Tapia y Whitaker, [1998)),

B(x) = 2u2, [(pee), — (per), ] = ({T5)° — (1))
= V- [(Ven) (eaks + eoke) (T0)° = (T2)°) | 4 V- [esea (ks = k) ¥ ({70)° — (1))
~(per)y (va) -V |e0 (25)° = (1)) ] (2.2

Debe recalcarse que cada término de esta ecuacién estd evaluado en la posicién (x).

Por mencionarse en otras palabras, la Ecuacién es solo otra manera de expresar las
Ecuaciones y (2.20)) debido a que ain no se ha utilizado la suposicién de equilibrio local
térmico. Ciertamente, siempre y cuando ® pueda considerarse despreciable en comparacion
con los otros términos de la Ecuacion , se puede afirmar que el modelo corresponde al de

equilibrio local térmico. Esta condiciéon requiere de suposiciones y restricciones de escala, las
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cuales se encuentran en muchos casos debido a la disparidad de escalas que existen en sistemas
multifdsicos (Whitaker, [1991)). Como se mencioné anteriormente, algunas restricciones de
escala no son faciles de satisfacer en la zona de cambios geométricos drasticos. Esto genera
la necesidad de determinar las condiciones en las cuales, el modelo de equilibrio local térmico
(es decir, la Ecuacién (2.20) con & = 0) se puede utilizar en la inter-regién. Esta situacién

se retomara mas adelante.

2.3. Condiciones de frontera para los modelos prome-
dio

En este punto el desarrollo tedérico corresponde a la formulacién de un solo dominio, por lo
tanto no es necesario especificar las condiciones de frontera entre el medio poroso y el fluido.
Sin embargo, con el objetivo de completar el planteamiento de los modelos promedio, ain
se necesitan considerar las condiciones de frontera que aplican en el seno del medio poroso
homogéneo y en el fluido homogéneo, es decir, en x = x,, y X = X, respectivamente (véase
la Figura . Como una primera propuesta, es comun imponer condiciones tipo Dirichlet

en las fronteras correspondientes del seno del medio poroso y de la regién de fluido libre,
En Xws <T5>6 = TB,W? <TU>U = Ta,un <T> = Tw (228&)
Enx,, (Tp)°=(T)=T, (2.28h)

donde T}, T}, 1., and T}, son temperaturas conocidas en dichas posiciones. Esto no es una
regla, frecuentemente en el seno de las regiones homogéneas también se impone cierto flux
de calor conocido.

Una situaciéon muy importante surge con la condicién de frontera de la ecuacion del sélido
en el modelo de no equilibrio, Ecuacion . Nétese que en x,, ya no existe sélido dentro
de V', es decir £, = 0, y por lo tanto no es posible especificar una condicion de frontera para
(T,)° en esta posicién. Por esta razén, se impone que la temperatura promedio del sélido

satisfaga la siguiente restriccion

0=-— [(uaﬁ>y<T5)5 + (uw)y<Ta>0} » (pc(;a)a
§ a y=+ro
_ % [(Kgﬁ)yyd<§5> + (Kga)yyd<§;> - _ % / ayh <<Tg>‘7 _ <T5>B> dy (2.29)
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Fluido homogéneo
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Figura 2.3. Dominio de soluciéon para los modelos promedio.

la cual resulta de integrar la Ecuacién en la inter-regién (es decir desde y = —r( hasta
y = 1¢9) suponiendo que las temperaturas promedio se encuentran en estado estacionario
y solo dependen de la direccién y. Se reconoce que esta es una suposicion seria para la
mayoria de los casos de aplicacion, y para ello se requiere elaborar la restriccién integral
en forma completa, es decir en 3 dimensiones, y en estado transitorio. Sin embargo,
tal ecuacion se utilizard en los casos de comparacion de los perfiles de temperatura mostrados
en la Seccién [3.2], en donde la configuraciéon del problema permite plantear la suposicién de
estado estacionario unidimensional.

En la Ecuacién d es el grosor de la inter-regién (de longitud similar a 2rg). La
restriccién de la Ecuacion representa la condicion de solvabilidad 6 la condicion de
compatibilidad asociada con la Ecuacion . Esta condicién establece que en el estado
estacionario el campo de temperaturas debe satisfacer el principio del mdzimo, el cual dice
que en el estado estacionario, y en ausencia de algun tipo de fuente, la temperatura no puede

tener un valor mdzimo en el interior del dominio. Nétese que esta condicion aplica incluso

cuando la temperatura es constante en todo el dominio (véase Haberman) 2004, Seccién

2.5.4). Un corolario de este principio es que solo puede haber valores maximos o minimos de

la temperatura promedio en las fronteras del dominio de solucién. Este principio no se viola
con la introduccién de la condicién de compatibilidad de la Ecuacion ([2.29)).
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CAPITULO 3

PREDICCION DE COEFICIENTES EFECTIVOS Y
COMPARACION CON DNS

3.1. Prediccidon de coeficientes efectivos

En esta seccion se presenta la funcionalidad de los coeficientes efectivos con las
propiedades de la microescala. Con la finalidad de ser breves y concisos en esta capitulo,
aqui se presentan solo los coeficientes mas relevantes, es decir, aquéllos que tienen mayor
orden de magnitud en comparacién con los restantes. La dependencia espacial del resto de los
coeficientes se presentan en el Apéndice |[Bl Cabe senalar que todos los coeficientes efectivos
presentaron una moderada dependencia con la porosidad del seno medio poroso g, por
lo que de igual manera, la funcionalidad que tienen los coeficientes con este parametro se

presenta en el Apéndice [B]

3.1.1. Efecto de la intensidad de flujo y de las conductividades

térmicas

En este caso el andlisis se centra en la dependencia espacial de los tensores térmicos, el
coeficiente de transferencia de calor interfacial y los términos tipo-convectivos para diferentes

valores de la relacién de conductividades térmicas k = k,/kg y del nimero de Péclet de celda,

(PCP)g (vg) leen

5 (3.1)

Peccll =

41
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Arreglo
periodico 1

Celda unitaria 1

fccll
Celda unitaria 2

Figura 3.1. Tipos de modelos periddicos para representar la estructura porosa.

Para ello, la estructura porosa se modela como un arreglo periédico de cilindros que no
estan en contacto como el mostrado en la Figura (arreglo periddico 1). Esto disminuye
considerablemente los recursos de computo requeridos, al ser necesario resolver solamente
celdas en 2D. Ademas, el hecho de que las particulas no estén en contacto entre si facilita
la inclusién de transporte de calor por conveccién forzada. Realmente, los dos modelos
geométricos mostrados en la Figura son poco realistas en comparacién con estructuras
porosas comunes; no obstante, en la literatura se ha encontrado que el uso de tales celdas
simples lleva a predicciones de propiedades efectivas muy similares a las obtenidas bajo
procedimientos de laboratorio (Eidsath y col.,|1983; Ryan y col., 1983} [Nozad y col., [1985a).

El cémputo de los coeficientes efectivos se llevd a cabo usando el software comercial
basado en elemento finito Comsol Multiphysics®), el cual utiliza un algoritmo adaptativo
para refinar la malla con la finalidad de asegurar que los resultados sean independientes del
nimero de elementos computacionales. El procedimiento numérico consistio en resolver las
ecuaciones de transporte de cantidad de movimiento para determinar el campo de velocidad

en celdas unitarias de solucién (véase la Figura [A.1)). Para llevar esto a cabo, se impone
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una caida de presion en la direccion tangente a la superficie que divide al medio poroso del
fluido libre (es decir, la direccién x). Estos resultados, entonces, se utilizan como datos de
entrada en la solucién de los problemas de cerradura asociados (véanse los problemas I, 11
y Illa del Apéndice debido a que el campo de velocidad es independiente del campo
de las variables de cerradura. Una vez que los campos de las variables de cerradura estén
disponibles, estos se sustituyen en las Ecuaciones — para predecir los coeficientes
efectivos.

En la Figura se presenta la dependencia espacial de Kj5, Kj5, v K,, para diferentes
valores de la relacién de conductividades térmicas k, mientras se mantiene fijo el valor de
la porosidad, g, = 0.5, y el valor del nimero de Péclet de celda, Pe.; = 0.01. Para los
calculos numéricos se opté por mantener fija una porosidad intermedia con el fin de evitar
que los resultados se sesguen hacia situaciones cuando hay principalmente sélido o fluido. No
se presentan los perfiles para K, 3 debido a que los resultados son iguales a los del coeficiente
K3, Se encontré que con el valor del ntimero de Péclet menor o igual a 0.01 la intensidad
de flujo es suficientemente baja y el transporte por conduccion es el mecanismo dominante;
asi, se observa que la dependencia espacial es lineal para todos los coeficientes en general.
Esto es consistente con resultados previos para difusion pasiva entre un medio poroso y
un fluido homogéneo (Valdés-Parada y col., [2007c). Ademds, en la vecindad del seno del
medio poroso se recuperan los resultados reportados por |Quintard y col.| (1997). Tal como
se esperaba, Kiz5 — kg en la vecindad del fluido homogéneo. En esta misma posicién, se
tiene que KEJ = K,, — 0 debido a que las variables de cerradura tienden a cero conforme
el centroide del REV se aproxima a la regién de solo fluido.

Bajo situaciones en que Pe. < 1 se puede escribir que,

« 1 Yy
Kﬁﬁ = |:K/357w + 5([6/3 — Kgﬁyw) (1 + 7”_0>:| | (3.2&)
Q=Kj , K,
Q= {% (1 - 3)} I o (3.2b)
2 "o buw = Kgg’w7 Kaa,w

Aqui se ha utilizado el subindice w para representar valores en el seno del medio poroso.
De acuerdo a la Ecuaciéon , el tensor de dispersion térmica total, K7, involucrado

en el modelo de equilibrio, Ecuacion (2.25) con ® = 0, puede obtenerse al sumar los tensores

térmicos contenidos en el modelo de no equilibrio, Ecuaciones y (2.20). En la Figura

3.3] se presenta este resultado para las mismas condiciones utilizadas en la Figura [3.2] La
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Figura 3.2. Dependencia espacial de a) Kj3, b) K, y ¢) K, para diferentes valores de s tomando
Peceu =0.01 Y Epw = 0.5.

dependencia lineal de los perfiles se representan facilmente por

1
K:ff = Keff,w + §<kﬁ — Keff,w) (1 + %)1 I, Pecell <K 1 (33)
0
En este caso, K., se puede obtener utilizando la celda de Chang (Chang, 1983)) tal
como se explica en el trabajo de Ochoa-Tapia y col. (1994)). Los resultados para un arreglo

bidimensional de cilindros que no se encuentran en contacto estan dados por

Keff,w _ 2K—€g’w(li— 1) (3 4)
ks 2+epu(n—1) '

En todas las graficas presentadas en las Figuras [3.2] y [3.3] se muestran célculos para un
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Figura 3.3. Dependencia espacial de Ksz para diferentes valores de x tomando Pe.; = 0.01 y

€gw = 0.5.

valor maximo de x = 100 debido a que para valores mayores todas las curvas colapsan
practicamente en la misma curva. La misma situacién se encontré cuando x < 0.01.

En este punto, se ha mantenido fijo el nimero de Péclet de la celda en un valor menor a
1, v se ha variado la relaciéon de conductividades térmicas en todas las graficas presentadas.
Esto conduce a resultados que son aplicables solo para transporte de calor por conduccién
entre un medio poroso y un fluido. Con el objetivo de examinar la dependencia del tensor
térmico con la intensidad de flujo, en la Figura [3.4] se presenta la dependencia espacial de
(K;; /o’)m para diferentes valores de Pe.o; en un rango de cuatro 6rdenes de magnitud. Se nota
que, a medida que el nimero de Péclet aumenta, los perfiles se alejan de la tendencia lineal
y adquieren una forma sigmodal para y € (—rg, o). Cabe senalar, que solo se presentan los

perfiles de (Kjg).. por dos razones:

= Debido a que la direccién de flujo neto es tangente a la superficie divisoria entre el
medio poroso y el fluido libre, los componentes yy del tensor térmico practicamente no

se afectan por cambios en el numero de Péclet.

= Los érdenes de magnitud de los tensores K3, y K,, son mucho menores comparados

con el de (Kjg)za-

Con base en estos razonamientos, es razonable para Pe.y > 1 considerar que (K:ff)m =
(K3g)aa:
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Figura 3.4. Dependencia espacial de (Kg’ﬁ)zx para diferentes valores de Pegyj, tomando g, = 0.5

v k = 10.

El siguiente coeficiente que se presenta es el coeficiente de transferencia de calor por
unidad de volumen, a,h, el cual es normalizado con kg/¢? en los resultados mostrados en
la Figura [3.5] Este coeficiente exhibe una fuerte dependencia con s cuando esta relacion es
menor o igual a uno. De hecho, para x > 10 todas las curvas colapsan en una sola. Ademas,
se encontrdé que a,h depende débilmente con el nimero de Péclet. Las curvas sigmodales
de la Figura se ajustaron satisfactoriamente (R? > 0.99) a la siguiente ecuacién tipo

Boltzmann,
—= = A+ 3.5
ks * T 1+ expl(y/ro — mo) /7] (3:5)

Los coeficientes Ay, Ay, xg y x1 dependen de los valores de x tal como se muestran en la
Tabla [3.1], donde ademds, se ha incluido la dependencia con la porosidad del medio poroso
homogéneo.

El ultimo coeficiente efectivo que se presenta es el vector tipo-velocidad u para el modelo
de equilibrio. En esta parte no se presentan los resultados para los vectores involucrados
en el modelo de no equilibrio. Esto con el fin de ser lo més breve posible y mostrar solo
la informacién mas relevante en esta parte del documento. Sin embargo, informacién mas
detallada acerca de los vectores tipo-velocidad se puede encontrar en el Apéndice [Bl En la
Figura [3.6] se muestran los perfiles de los componentes z y y del vector u para dos valores del

niumero de Péclet de celda, y ademas considerando cambios en varios 6rdenes de magnitud
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Figura 3.5. Dependencia espacial de a,h para diferentes valores de x manteniendo fijo eg,, = 0.5
y Pecen = 0.01.

de k. De los calculos llevados a cabo, se sabe que para Pe,y > 1 el componente z de u
predomina sobre el componente y, y para Pe. < 1 ocurre el caso contrario (es decir,
predomina el componente ). Nétese en la Figura que u, aumenta conforme x lo hace y
es siempre positivo, ademas exhibe una dependencia espacial del tipo sigmodal en todos los
casos. Mientras tanto, en la Figura se observa que u, es practicamente cero para k < 10
y aumenta drasticamente para x > 100.

La relevancia del computo de las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos se

resumen en:

= Primero, los coeficientes efectivos determinan el campo de la temperatura promedio

cuando se resuelven las GTE'’s.

= Segundo, los coeficientes efectivos son necesarios para el computo de los coeficientes de
salto en el desarrollo de las condiciones de frontera involucradas en el modelo de dos
dominios (Valdés-Parada y col., 2007b, 2009b).

3.1.2. Efecto del contacto particula-particula

Ahora se considera el efecto del contacto particula-particula sobre los coeficientes efectivos

involucrados en los modelos LTNE y LTE. En este caso, el medio poroso es modelado
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diferentes valores de x y €3, = 0.5.

como un arreglo peridodico de cuadrados que se encuentran interconectados, tal como el
arreglo periédico 2 mostrado en la Figura [3.1] Allf ¢ representa el grosor de los brazos de
interconexién y a es el ancho de los cuadrados. El grado de interconexién entre las particulas
sélidas es cuantificado a través de la relacién c/a. Debido a que a medida que ¢/a — 0
los brazos de interconexion se adelgazan, los requerimientos de recursos de cémputo se
incrementan notablemente limitando los calculos hasta cierto valor minimo de la relacién
c/a. Esto lleva a dividir el andlisis en dos etapas: la primera consiste en resolver el problema
de cerradura en celdas representativas del seno poroso, lo cudl permite realizar simulaciones
hasta ¢/a = 0.005; y la segunda consiste en resolver celdas en la inter-regién permitiendo
realizar célculos solo hasta ¢/a = 0.04. De esta forma, el comportamiento de los coeficientes
efectivos de transporte en la inter-regién para bajos valores de la relacién ¢/a pueden inferirse
a partir del comportamiento correspondiente en el seno poroso. Ambos tipos de celda se
presentan en la Figura donde, ademads, se ha ejemplificado la malla utilizada para la

solucién de los problemas de cerradura.

Prediccion en el seno del medio poroso

En esta seccion, se presenta la dependencia que presentan los tensores térmicos y el
coeficiente de transferencia de calor con el grado de interconexion de las particulas y la
relacién de conductividades térmicas. No se presenta el efecto de éstos parametros sobre los

vectores tipo-convectivo debido a que, generalmente, su orden de magnitud son despreciables
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Figura 3.7. Ejemplos de malla utilizada para resolver los problemas de cerradura en celdas en el

seno del medio poroso y en la inter-regién. Se tomé eg, = 0.5y ¢/a = 0.1.

en comparacion con los coeficientes restantes. Debido a que en el tipo de celda utilizada la fase
dispersa es la fluida, no es posible imponer flujo alguno por lo que en todos los casos el nimero
de Péclet es cero. Ademaés en el caso de los tensores térmicos, solo se presentan los resultados
para los componentes longitudinales debido a que, como se discutio en la seccion anterior,
éstos son muy similares a los componentes transversales y significativamente mayores a los
componentes fuera de la diagonal principal.

En la Figura se presenta la dependencia de los componentes longitudinales de K |
y Kyo con la relacién c¢/a. Nétese que incrementar el grado de interconexién lleva a que
(Kéﬁ,w)m disminuya cuando x < 1, mientras que cuando x > 1 es invariante. Para el

coeficiente (Kw,w)m se tiene el comportamiento inverso. Esta situacién es consistente con la
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fisica que ocurre en la microescala, pues si el sélido es la fase més conductiva en comparacion
con el fluido (k > 1), entonces al incrementar la interconexién se favorecen los valores de los
tensores térmicos asociados con el sélido, es decir, K,,. Para el caso en que la fase fluida es
la mds conductiva (k < 1), disminuir el grado de interconexién entre las particulas favorece
al tensor K5 debido a que la resistencia térmica ofrecida por el sélido disminuye.

Los siguientes tensores térmicos que se presentan son los cruzados K;U y Kgg. Sin
embargo, a partir de las simulaciones y en concordancia con resultados previos reportados
por Quintard y Whitaker| (1993) se encontr6é que ambos tensores son iguales, por lo que solo
se presentan los resultados para el componente longitudinal de Kj,. Como se muestra en la
Figura , éste coeficiente térmico se incrementa conforme ¢/a — 0 cuando x > 1. Note
que para k < 1 el valor del coeficiente disminuye rapidamente y el grado de interconexién
no es significativo.

Con los tensores térmicos involucrados en el modelo LTNE disponibles, se utiliza la
definicién para predecir el Unico tensor térmico efectivo involucrado en el modelo
LTE. En la Figura [3.9b se muestra la dependencia del componente longitudinal del tensor
Ki;; con k y el grado de interconexién entre particulas. El valor de la relacién de
conductividades térmicas tiene importancia significativa principalmente cuando x < 1 vy,
eventualmente, la conductividad efectiva disminuye cuando ¢/a — 1. Para el caso opuesto
(k > 1), la conductividad efectiva aumenta significativamente con la existencia de contacto

particula-particula. Este efecto es de esperarse pues al ser el solido mucho mas conductivo
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con celdas unitarias simples, tomando €3, = 0.5 y Pecen = 0.

que el fluido, el calor se transporta preferencialmente por el sélido aunque los brazos de
interconeccién sean delgados (inclusive aunque solo se tenga un contacto puntual entre las
particulas sélidas).

Para propdsitos de comparacion, en la Figura|3.9b se ha graficado la expresién analitica de
Batchelor y O’Brien| (1977)), Ecuacién , valida para valores grandes de k y con contacto
puntual entre las particulas. Nétese que la tendencia de los resultados de este trabajo estd en
concordancia con la curva para contacto puntual. Ademas, se presentan los resultados para la
conductividad efectiva cuando los problemas de cerradura son resueltos en celdas de Chang
en 2D (Ochoa-Tapia y col., [1994)), Ecuacién , y en celdas en 3D dada por la siguiente
expresion (Maxwell, 1873)),

(Keprw)ie _ 38— 2¢pu(k — 1)
k’g 3+€B=W(K“_1)

(3.6)

Sumarizando todos los resultados de la Figura [3.9p, la importancia del contacto particula-
particula se manifiesta con los tres tipos de curvas graficadas: con contacto, sin contacto y
con contacto puntual. Cabe senalar, que en los casos con kK < 1 6 k > 1, son mas notorias las
diferencias entre las distintas curvas, y bajo estas circunstancias, la caracterizacion adecuada
de la microestructura porosa se convierte un asunto relevante en las predicciones.

Para finalizar esta parte, en la Figura se presenta el efecto de la relacién ¢/a y de
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2

- Para

K sobre el coeficiente de transferencia de calor intersticial a,h normalizado con kg/I
los casos en que k < 1 el coeficiente efectivo se aproxima al valor de cero y la influencia del
contacto particula-particula es despreciable. Este comportamiento esta en concordancia con
la fisica que ocurre en la microescala; a medida que k — 0 el sélido actiia como un aislante
térmico y el calor intercambiado entre las fases (cuantificado con a,h) disminuye. Cuando el
solido es mas conductivo que el fluido, incrementar el grado de interconexién disminuye la
cantidad de calor transferida entre las fases. Sin embargo, debe mencionarse que esto sucede

porque el drea interfacial a, disminuye cuando c¢/a — 1.

Prediccion en la inter-region

Ahora se analiza la transicion espacial de los coeficientes efectivos a través de la inter-
region. Particularmente, el interés se centra en la influencia del grado de interconexién. La
influencia de otros pardmetros como &, el nimero de Péclet y €3, puede consultarse en la
Seccion y en el Apéndice Bl En la inter-regién se utilizan celdas més largas como la
mostrada en la Figura con el fin de incluir los cambios en la microestructura.

Enla Figura se presentan las evoluciones espaciales de (Kj35) 2z ¥ (K7, )ze en funcién
de la relacién ¢/a. En cuanto al primer coeficiente, se tiene una funcionalidad débil con el
contacto particula-particula y todos los resultados calculados practicamente colapsan en la
misma curva, por esta razén solo se presentan los datos para ¢/a = 0.04. Para este caso

(k = 100), la relacién c/a tiene poca influencia sobre (Kj4).., lo cual esta de acuerdo con los
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inter-region y la geometria de la microestructura porosa, tomando eg,, = 0.5, K = 100 y Pecen = 0.

resultados mostrados en la Figura [3.8h. Ademés, para fines de comparacion se han agregado
los resultados cuando el medio poroso se modela como el arreglo periddico 1 mostrado en la
Figura . En cuanto al coeficiente (K}, ).z, el grado de interconexién tiene una influencia
moderada principalmente en las cercanias del seno poroso, es decir, cuando y/rg — —1.
No obstante, cuando se considera la geometria con contacto particula-particula se tienen
resultados claramente diferentes con respecto a cuando se consideran particulas aisladas.
Cabe agregar que cuando se usa el arreglo periédico 1 (K3, )., depende linealmente de la

posicién siendo igual a (Kj)., en el seno poroso y toma el valor de cero en el seno del fluido.

En la Figura se presenta la dependencia espacial de (K,4)ze, involucrado en el
modelo LTNE, y (K7} )z, el tinico coeficiente efectivo del modelo LTE. Debido a que x = 100
ambos coeficientes efectivos tienen valores similares en la inter-regién y en el seno del medio
poroso. Tal como se mencioné arriba, valores altos de k favorecen los coeficientes asociados
con el sélido, y como consecuencia, el tensor térmico K,, contribuye en mayor proporcién
al calculo de la conductividad térmica efectivaﬂ Los resultados presentados en la Figura
son consistentes con los mostrados en las Figuras v [B:9b, en el sentido en que
el contacto particula-particula afecta significativamente a los coeficientes efectivos, lo cual

conduce a resultados notoriamente diferentes con respecto a particulas aisladas. Cabe senalar

que en casos de celdas con contacto particula-particula la dependencia espacial no es lineal,

'Recuérdese que K, ¢# involucra todos los coeficientes del modelo LTNE, Ecuacién (2.26b)).
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microestructura porosa, tomando eg,, = 0.5, K = 100 y Pecen = 0.

lo cual es contrario a cuando se consideran particulas dispersas.

Finalmente, en la Figura [3.12| se presenta la funcionalidad de a,h con la posicién y la
relacién c¢/a. Para este caso la tendencia de las curvas es similar con y sin contacto particula-
particula. No obstante, como se mostré en la Figura la interconexién entre particulas
genera valores mas grandes del coeficiente a,h en comparacién con particulas dispersas en
el seno poroso, y esta tendencia se mantiene a través de la inter-region. Los perfiles de la
Figura [3.12| presentan un valor méaximo en el seno de la regiéon porosa y toman el valor de
cero en el seno de la region fluida. Este comportamiento es consistente con el fenémeno de la
microescala, ya que, eventualmente, la fraccion volumétrica del sélido disminuye conforme
se aproxima a la region de fluido, y por tanto también disminuye la cantidad de calor

intercambiado entre las fases.

3.2. Comparacién con simulacién numérica directa

Con el objetivo de evaluar la precisién de los modelos promedio desarrollados en el
Capitulo [2| en esta parte del trabajo se comparan los perfiles de la temperatura promedio
obtenidos con los modelos de equilibrio y no equilibrio, con aquellos que resultan de resolver
directamente la ecuaciones gobernantes puntuales en estado estacionario (de aqui en adelante

se sefalardn como DNS). Ciertamente, este tipo de comparaciones no reemplaza en ningun
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sentido la necesidad de corroboracién con datos experimentales de laboratorio. No obstante,
la comparacién con DNS da una idea acerca del alcance de las leyes de escalamiento (Wood,
2009a) involucradas en los modelos promedio, y sobretodo, corroborar si dichas leyes son
satisfechas en la inter-regién.

La DNS consiste en resolver las ecuaciones gobernantes puntuales en estado estacionario,

(pcp) sV - (vaTp) =V - (kgVTp), en la fase-f3 (3.7a)
0=V - (k,VT,), en la fase-o (3.7b)

—ng, - (kgV1s) = —ng, - (k,VT,), en la interfase sélido-fluido (3.7¢)
Ts =1,, en la interfase sélido-fluido (3.7d)

en el dominio mostrado en la Figura[3.13|con el fin de mantener consistencia con la solucién
de los problemas de cerradura expresados en el Apéndice[A] Ademés, en las fronteras superior

e inferior se imponen las condiciones de frontera tipo Dirichlet,

Ts=1T, eny=1L, (3.8a)
Ty =T, eny=—L, (3.8b)

Aqui se ha considerado que el eje y tiene el origen donde termina el medio poroso e inicia la
regiéon de solo fluido.

Las magnitudes de L, y L, se eligen de tal manera que se satisfaga la restriccién de escala
lg, by L 19 K Ly, L. Especificamente, se utilizé 2ry = 15leen y Ly, = Lo, = 100€gen, lo cual
garantiza al menos un orden de magnitud de separacion entre las longitudes caracteristicas
del sistema. No se consideraron separaciones de escala mas grandes con el fin de evitar la
disminucién de las precision en los resultados numéricos. Una vez mas, los célculos se llevaron
a cabo usando el software comercial Comsol Multiphysics® usando refinamiento de malla
para, de esta manera, asegurar que los resultados sean independientes del nimero de nodos
computacionales.

Asi, el dominio de solucién para el DNS tiene una altura total de 200.y y, por
simplicidad, se consideré una anchura igual a f... Se reconoce que esta es una suposicién
severa debido a que el ancho del dominio de solucién debe ser, al menos, 2ry. Esto significa
que, en este caso, el volumen promediante consiste en un rectdngulo de anchura igual a

leen v altura igual a 15.. Ademas, en las fronteras verticales del dominio de solucién se
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Figura 3.13. Dominio utilizado para la simulacién numérica directa.

impusieron las siguientes condiciones de frontera tipo Neumann:
—1n - k‘ﬁVTg = 0, en r = 0,£Ceu (39)

Donde, en este caso, n representa el vector normal unitario dirigido hacia afuera del dominio
de solucién.

Bajo estas circunstancias resulta que la temperatura promedio solo depende de la
direccién y. Esto significa que los modelos promedio de equilibrio y no equilibrio se reducen
a ecuaciones diferenciales ordinarias. Ademéds, el campo de velocidad empleado en los
modelos promedio se obtiene de resolver la ecuacién de Stokes en el dominio del DNS y
promediar los resultados. En este caso, las condiciones de frontera para las temperaturas
promedio en —L, y L, surgen de promediar apropiadamente los campos calculados en el
DNS. A continuacién, con la finalidad de presentar resultados mas generales se introduce la

temperatura adimensional definida como,

Ty — 1,

O = 2,
T, -1,

m=p,0 (3.10)
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En la Figura se muestran los perfiles de temperatura calculados con los modelos
de equilibrio, Ecuacion , y de no equilibrio, Ecuaciones y , y utilizando
la dependencia espacial de los coeficientes efectivos considerando al medio poroso como un
arreglo periddico de cilindros aislados. Ademas, se anaden los perfiles de temperatura del
DNS. Primero considérense los casos con baja intensidad de flujo, es decir, Pe.; < 1 (Figuras
y 13.14b). Cuando la relacién de conductividades térmicas es suficientemente pequena
(k < 1, Figura ), el calor es transportado esencialmente solo por la fase fluida. Debido a
que el mismo fluido esta presente fuera y dentro del medio poroso, no es de sorprenderse que
los resultados del modelo de equilibrio coincidan con aquellos del modelo de no equilibrio y del
DNS. Por otro lado, cuando « > 100 (Figura ), el calor se transporta preferencialmente
por la fase sélida del medio poroso. En la vecindad de la superficie divisoria, es decir, cerca
de la posicién y/ro = 0, el dominio de promediado incluye mas fluido conduciendo asi a
complicaciones para satisfacer la hipdtesis de equilibrio local térmico. Tal como se muestra
en la Figura[3.14Db, las mayores diferencias entre los perfiles de temperatura ocurren cerca de
y = 0, y éste error se propaga hacia el resto del dominio ocupado por el fluido homogéneo.

Cuando los mecanismos de transporte por convecciéon y conduccién son de magnitud
similar, es decir, Pe.y = 1 (Figuras y ), ambos modelos presentan cierto error con
respecto a la temperatura del DNS principalmente en la zona de fluido libre. Atendiendo el
fenémeno con x < 1 en la Figura[3.14, se tienen mejores predicciones de la temperatura con
el modelo de no equilibrio en comparacién con el modelo de equilibrio. Tal como se esperaba,
el utilizar un medio poroso altamente conductivo, favorece la situacién de equilibrio debido
a que el solido presenta menor resistencia al transporte de calor. Esto es consistente con los
resultados mostrados en la Figura donde se muestra que las predicciones del modelo
de equilibrio mejoran en la zona del medio poroso.

Cuando el numero de Péclet de celda aumenta (Pe.; = 10, Figuras y 13.14f), el
término convectivo en los modelos de equilibrio y no equilibrio domina sobre el término de
dispersién; por lo tanto la influencia de las fuentes de no equilibrio se convierten despreciables.
Como consecuencia, los perfiles de temperatura de ambos modelos coinciden para x = 0.01
y 100.

Finalmente, para cuantificar la precision de la prediccion del perfil de temperaturas de

los modelos promedio se introduce la siguiente definicion del error:

% Error = 100 / abs <<@>DNS - <@>Modelo promedio) d(y/TO) (311)
Q
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Donde (2 se refiere al dominio en donde se resolvieron los modelos. Para diferentes valores del
numero de Péclet y de la relacién de conductividades térmicas, en la Tabla|3.2|se muestran los
errores de los modelos promedio de equilibrio (LTE) y de no equilibrio (LTNE) local térmico.
De manera general, el modelo de no equilibrio presenta un menor error en comparacién con
el modelo de equilibrio local térmico independientemente del par de valores de Pe. v k.
Ademas, de los resultados se infiere que ambos modelos son adecuados para la prediccion
del perfil de temperatura, excepto el modelo de equilibrio cuando Peey < 1y K > 1. Esto
sugiere que bajo esas condiciones el principio de equilibrio local térmico es mas dificil de

satisfacer en la inter-regién.
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Tabla 3.1. Dependencia de los coeficientes de la Ecuacién (3.5)) con la relacién de conductividades

térmicas y con la porosidad tomando Pe.e; = 0.01.

Y Al AQ Zo T

Manteniendo | 0.01 0.563 0.015 -0.699 0.146
constante 0.1 5.590 0.034 -0.878 0.096
€80 = 0.5 1 32240 0.073 -0.958 0.076

10 67.470 0.073 -1.004 0.077
100 82526 0.091 -1.025 0.080

€B,w

Manteniendo | 0.4 206.346 0.063 -1.118 0.078
constante 0.6 38.804 0.083 -0.939 0.076
k=10 0.7 25799 0.093 -0.891 0.076
0.8 17.418 0.099 -0.852 0.077
0.9 10.805 0.098 -0.810 0.085

Tabla 3.2. Error de los modelos promedio.

Pecen =0.01

K 0.01 0.1 10 100
Modelo de no equilibrio || 13.340 12.079 11.287  8.973
Modelo de equilibrio 13.726 12.892 43.220 47.213

Pecell =1

Modelo de no equilibrio || 18.055 17.450 21.131 15.719
Modelo de equilibrio 28.070 18.436 21.288 19.415

Pecell =10

Modelo de no equilibrio || 11.472 16.239 13.874 18.685
Modelo de equilibrio 11.742 16.672 17.528 19.667
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3. Prediccién de coeficientes efectivos y comparacién con DNS
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Figura 3.14. Comparacion de los perfiles de temperatura obtenidos con los modelos de equilibrio
y no equilibrio con los obtenidos del DNS para €3, = 0.5 y tomando a) Pece = 0.01, x = 0.01, b)
Pecen = 0.01, kK = 100, ¢) Pecen = 1, k = 0.01, d) Peeep = 1, K = 100, €) Pecey = 10, K = 0.01 y f)
Pecen = 10, £ = 100.
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CAPITULO 4

CASO DE ESTUDIO: INTERCAMBIADOR DE CALOR CON
INSERTO POROSO

4.1. Introduccion

En este capitulo se utilizan las ecuaciones promedio desarrollas para modelar la
transferencia de calor en un ejemplo de aplicacién practica, como lo es un intercambiador
de calor modificado con un inserto poroso. El estudio de sistemas que incluyen insertos
porosos para mejorar la transferencia de calor en equipos modificados ha adquirido un interés
sustancial recientemente (Alkam y Al-Nimr, (1998, 1999; Byun y col., [2006; Huang y col.,
2010)). Esto es motivado principalmente por el amplio rango de aplicaciones en sistemas
ingenieriles. En la literatura se encuentran diversos trabajos dedicados a este tipo de estudios
utilizando diferentes configuraciones geométricas, y ademas, se ha analizado el efecto que
tienen diversos pardmetros asociados (por ejemplo el niimero de Biot, el niimero de Darcy, el
coeficiente de arrastre, etc). En la Figura se muestran dos diferentes configuraciones
de intercambiadores de calor que utilizan insertos porosos. De manera general, existen
intercambiadores de calor de placas y de tubos. En ambos tipos, los insertos porosos son
anadidos en las paredes con la finalidad de aumentar el transporte de calor entre los fluidos
utilizados.

El mejoramiento del transporte de calor usando insertos porosos en diferentes tipos de
intercambiadores de calor, ha sido resaltado en varios trabajos en la literatura mediante

simulacién. |Alkam y Al-Nimr (1998)) estudiaron el problema transitorio de flujo por
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Intercambiador de calor de doble tubo Intercambiador de placas

— fluido externo

tubo
interno

tubo
externo

—— > fluido externo

Figura 4.1. Intercambiadores de calor con insertos porosos.

conveccion forzada en canales circulares parcialmente llenos con un inserto poroso. Ellos
mostraron el efecto del tamano del medio poroso, también como el de los niimeros de Darcy
y Forchheimer, sobre el desempeno hidrodinamico y térmico. Ademas, los investigadores

reportaron que la transferencia de calor puede mejorarse hasta 8 veces por la inclusion

del inserto poroso. En un trabajo posterior (Al-Nimr y Alkam, 1998), los mismos autores

sugirieron que la eficiencia térmica puede incrementar en el intervalo 3-32 % en un colector
solar modificado. El inconveniente es que la caida de presién puede aumentar hasta 30 veces
en relacion a cuando no se usa el inserto poroso. La mejora de la transferencia de calor
ocurre sin importar si flujo es en paralelo o a contracorriente en el sistema (Alkam y Al
Nimr, [1999). Ademds, se ha reportado que existe un valor critico en el tamano del inserto
poroso, sobre el cual, ya no hay mejoramiento significativo en la eficiencia térmica. Ademas

de los trabajos mencionados hasta aqui, se han llevado a cabo estudios recientes en canales

de placas paralelas en configuraciones en 2D (Alkam y col., 2001) y en 3D (Jen y Yan, 2005).

Todos estos trabajos evidencian que la conveccién no es el inico mecanismo de transporte de

calor que es mejorado. De hecho, (Chen y Sutton| (2005) demostraron que la transferencia de

calor por radiacién puede aumentarse alrededor de 105 % usando ceramicas porosas en ductos

circulares. Considerando flujo turbulento, |[Yang y Hwang (2009) recientemente investigaron

el mejoramiento del transporte de calor en un tubo con un nicleo poroso para un rango
amplio de valores del nimero de Reynolds (5000-15000). Ademés, estos autores reportaron

que la relacion 6ptima nicleo poroso-radio es aproximadamente 0.8. Recientemente, Lukisha

v Prisnyakov| (2010)) llevaron a cabo un analisis detallado acerca de las condiciones 6ptimas
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que favorecen la eficiencia térmica usando condiciones de frontera del tipo ley de enfriamiento
de Newton en canales circulares. Los investigadores resumen que dichas condiciones 6ptimas
se encuentran por: disminuyendo el didmetro del canal 6 el nimero de Biot 6 incrementando
la porosidad ¢ el nimero de Reynolds.

Ademas de los trabajos que mediante simulacién resaltan el mejoramiento de la
transferencia de calor por el uso de insertos poroso, existen algunos trabajos que concluyen lo
mismo utilizando evidencia experimental. Por ejemplo, |Pavel y Mohamad| (2004)) investigaron
el efecto de materiales porosos metalicos sobre la rapidez de transferencia de calor y la caida
de presién. Recientemente, Huang y col.| (2010) hicieron experimentos insertando un medio
poroso con porosidad alta (0.951-0.975) en el centro de un tubo. De esta manera, ellos
estudiaron la resistencia al flujo y las caracteristicas de transferencia de calor experimental
y numéricamente.

Asi, los principales objetivos en el caso de aplicacién a estudiar son:

= Modelar el transporte de calor convectivo en un sistema compuesto por dos regiones
homogéneas (fluido e inserto poroso), bajo la formulacién de un solo dominio. Esto
requiere tomar en cuenta la dependencia espacial de coeficientes efectivos de transporte
como: la permeabilidad, la porosidad y la conductividad térmica efectiva, los cuales
aparecen en las ecuaciones de medio efectivo para el transporte de calor y de cantidad

de movimiento.

= Resolver las ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes variables correspondien-

tes, usando un esquema numérico robusto.
= Mostrar los alcances y limitaciones de la ODA bajo varias condiciones de transporte.

Por ultimo, se senala que diversos detalles presentados en este capitulo se encuentran

disponibles en la literatura (Aguilar-Madera y col., 2011b)).

4.2. Descripcion del problema

En la Figura se presenta la configuracién del problema bajo estudio. Este consiste en
un intercambiador de placas con un inserto poroso de grosor e el cual se encuentra adherido
en la placa inferior. La conveccion se genera debido a la diferencia de presiones (P); — (P),.

Ademés por simplicidad, las temperaturas de las placas se mantienen constantes, (T"), .-
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Figura 4.2. Configuracién de un intercambiador de calor de placas con inserto poroso.

En ocasiones podria considerarse imponer un flux de calor conocido, sin embargo, es comin
encontrar en la literatura estudios que utilizan uno o ambos de estos tipos de condiciones
de frontera. Lo mas correcto y riguroso es simular también el transporte de calor que ocurre
en el otro lado de las placas. Las condiciones de frontera para el problema de calor en la
entrada y salida del canal se discuten mas adelante.

El analisis comienza adoptando la ecuacién de Darcy-Brinkman para la velocidad
promedio en el contexto del ODA y en estado estacionario. Dicha ecuacién fue previamente
derivada descartando efectos inerciales y utilizando el método del promedio volumétrico por
Ochoa-Tapia y Whitaker| (1995a)) y més recientemente por |Valdés-Parada y col.| (2007b)),

0=—V (ps)” + psg + pse5" (x)V2 (vg) — pges’ (x)Ves(x) - V (g5 (%) (vs))
— K5 (x) - (vg) (4.1)
Esta ecuacion ademas se resuelve de manera acoplada con la ecuacién promedio de

continuidad,

V. <V5> =0 (42)

En la Ecuaciéon (4.1)) Kz es el tensor de permeabilidad, ps es viscosidad del fluido y <p5>6

y (vs) representan la presién y la velocidad promediadas en volumen respectivamente. Debe
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enfatizarse que las variables dependientes (presion y velocidad) estan definidas en cualquier

parte del sistema, es decir, en el inserto poroso y en la region de solo fluido.

Como ya se mencioné en capitulos anteriores, en el contexto del método del promedio
volumétrico las predicciones de coeficientes de medio efectivo se llevan a cabo mediante
la soluciéon de los problemas de cerradura asociados en zonas representativas de la
microestructura (celdas unitarias). Para tener una idea clara acerca de esto, en la Figura
se muestran varias celdas unitarias en diferentes posiciones en la inter-regién. Alli la
microestructura del inserto poroso se representa por medio de un modelo periédico cilindros
0 cubos que no estan en contacto entre si. De esta manera, de acuerdo al centroide de cada

celda unitaria, se especifica la posicion de cada coeficiente efectivo.

Para el proceso de transporte de calor, en ausencia de cualquier tipo de fuentes térmicas,
a continuacién se reescribe la ecuacién gobernante para la temperatura promedio (T),

suponiendo la condicién de equilibrio local térmico, y de igual manera, en estado estacionario,

(pep)s V- ((ve) (T)) = V - [Kipp(x) - V(T)] (4.3)

En este caso, para modelar el proceso de transporte de calor se ha optado por utilizar
el modelo de equilibrio local térmico. Como ya se analizé en la Seccién |3.2 para varias
condiciones de flujo y conductividades térmicas efectivas el modelo de equilibrio predice
la temperatura promedio con aceptable precisién, y tiene la ventaja de utilizar menos
coeficientes de medio efectivo que el modelo de no equilibrio. Ademas, en la Ecuacién se
ha descartado la contribucién del vector-convectivo total, u, debido a que como se discutio en
el Apéndice B generalmente dicho término es depreciable en comparacién con el campo de

velocidad.

Con el fin de utilizar la Ecuacién , es necesario contar con le dependencia espacial del
tensor térmico efectivo total, K7, asi como también del campo de velocidad promedio, (vg).
No obstante, en este caso el campo de velocidad se considera independiente del problema
de transporte de calor por lo que la velocidad se trata como un dato de entrada. En las

siguientes secciones se presenta la solucion de los modelos macroscopicos aqui presentados.
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celda colocada
eny =47,

™~

celdas colocadas
eny=0

celda colocada

y centroide eny=-r,
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I NN EEEEES

Figura 4.3. Celdas unitarias para la prediccién de coeficientes efectivos colocadas en diferente

posicion en la inter-region.
4.3. Solucién integral implicita del campo de velocidad

4.3.1. Dependencia espacial de la porosidad y la permeabilidad

La ecuacién de transporte de cantidad de movimiento promedio, Ecuacién (4.1)),
estd expresada en término de coeficientes de medio efectivo, los cuales dependen, en
general, de todas las coordenadas espaciales. Sin embargo, por simplicidad se asume que
las variaciones mas importantes ocurren solamente en la direccion vertical, es decir, en la

direccién y. Asi, para un modelo periédico de esferas representando el inserto poroso, [Valdés-
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Parada y col.| (2007b)) reportaron la siguiente expresién para la dependencia espacial de la

porosidad,
€8uw, Yo < —1
es (y/ro) = L(epo+ 1)+ L(epw—1) (%) {(%)2 - 3} , —l<y/ro<+1 (44)
1L, y/ro>+1
Aqui se ha utilizado la coordenada normalizada y /7 con el objetivo de acotar el intervalo de
cambios importantes a [—1,41]. Como ya se mencioné anteriormente, el intervalo de cambios

importantes es la zona donde los coeficientes efectivos experimentan rapidos y continuos
cambios. Esta zona es la llamada inter-regién de tamano &!| similar a 2r (véase la Figura
13).

La Ecuacién (4.1) ademds requiere de los cambios espaciales de la derivada espacial de

la porosidad. Asi, derivando la Ecuacion (4.4]) con respecto a y/ry se tiene que,

0, y/TO < -1
d i 2
0y /7o) es (y/ro)] = § 1(E0 = 1) {(E) — 1} . —1<y/ro< 41 (4.5)
0, y/ro>+1

En la Figura [4.4] se presenta la forma tipica de los cambios espaciales de la porosidad y de
su derivada.

Recientemente, Valdés-Parada y col. (2009b) predijeron la dependencia espacial de la
permeabilidad para un arreglo de cuadrados que no se tocan entre si. Esta situacion
corresponde a resolver el problema de cerradura asociado que define a la permeabilidad en
celdas unitarias bidimensionales como las mostradas en la Figura[d.3] Los valores reportados

fueron ajustados a una ecuacién del siguiente tipo (R? > 0.999),

1, y/?“() < —1
Rse ) 23: ¢ €xp [_ (l — to) fl] —1<y/ro < +1 (4.6)
Kg (y/ro) = o o N B

0, y/ro>+1

El valor de los parametros involucrados en esta ecuacion se presentan en la Tabla 4.1, mientras
que en la Figura se muestra graficamente la variacién espacial de la permeabilidad para

diferentes valores de la porosidad.

'En este capitulo, con el fin de evitar confusién con la funcién delta de Dirac, d, el tamaiio de la inter-regién

sera representado con el simbolo £.
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Figura 4.4. Dependencia espacial de: a) la porosidad y b) la derivada de la porosidad.

Sin embargo, de simulaciones previas se observé que la permeabilidad depende
fuertemente de la geometria de la microescala en la cual el problema de cerradura es resuelto.
Con esta idea en mente, con el objetivo de obtener predicciones mas realistas en este trabajo
se resolvid el problema de cerradura en celdas tridimensionales. Dichas celdas unitarias

contienen cubos que no se tocan entre si tal como la que se muestra en la Figura [4.3

Con el objetivo de mantener fluidez en el trabajo, enseguida se presenta la definicién del

Tabla 4.1. Coeficientes involucrados en la Ecuacién (4.6 para predicciones de la permeabilidad a

partir de celdas unitarias bidimensionales.

€8w Co Lo 1 151 Co 123 3 t3

0.1 -0.011 -0.502 0.496 0.023 0.382 0.082 0.172 0.362
0.2 -0.027 0.000 0.091 0.422 3.39E-03 0.102 6.66E-08 0.033
0.3 -0.051 0.000 8.04E-03 0.123 1.47E-06 0.043 1.43E-01 0.488
0.4 -0.084 0.000 1.10E-05 0.053 0.015 0.147 0.202 0.565
0.5 -0.118 -0.50  0.305 0.240 0.302 0.105 0.507 0.677
0.6 -0.146 -0.50 0.169 0.084 0.463 0.297 0.514 0.736
0.7 -0.259 0.000 0.049 0.234 0.451 0.867 1.42E-04 0.089
0.8 -0.325 0.000 0.576 1.470 5.51E-03 0.168 0.158 0.407
0.9 -0.456 0.000 0.220 0.722  0.220 0.722  0.220 0.722
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Figura 4.5. Dependencia espacial de la permeabilidad para predicciones a partir de celdas unitarias

bidimensionales y diferentes valores de la porosidad.

tensor de permeabilidad extraido del trabajo de [Valdés-Parada y col.| (2007b),

1

€s (X) Kgl (X) = _/7/5 (X)

/ ng, - (—lh/j + VCﬂ) dA (47)
Apo(x)
donde hs y C son el vector y el tensor de cerradura respectivamente, los cuales son

determinados a partir de la solucién del siguiente problema de valor en la frontera (Valdés-
Parada y col., 2009b),

V .-Ds = 652 (x) Veg (x) - Kg(x), en la fase-f3 (4.8a)
0=-Vds+ V°Ds + 1, en la fase-3 (4.8b)

Ds =0, en la interfase Ag, (4.8¢)

83—26 =0, af)_(;iyﬁ =0, en el fondo y tapa de la celda (4.8d)
ds(r+ 1) =ds(r), Ds(r+1,)=Ds(r), periodicidad (4.8¢)
(Ds)? = e5'Ks(x), promedio (4.8f)

Aqui se han hecho los siguientes cambios de variable tal como lo sugiere |Whitaker| (1999) en

su texto:

dg = €EI(X)h/3 : Kﬂ(X) (49&)
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Figura 4.6. Dependencia espacial de la permeabilidad para predicciones a partir de celdas unitarias

tridimensionales y diferentes valores de la porosidad.

Ds =5 (x)(Cs + 1) - Ks(x) (4.9b)

En la Figura|4.6|se presenta la variacion espacial de la permeabilidad cuando se resuelve el
problema de cerradura en celdas unitarias tridimensionales. En este caso, el valor minimo de
la porosidad reportado es de 0.3, debido a la alta demanda computacional que se requiere al
resolver el problema de cerradura para porosidades menores. Nétese que los perfiles exhiben
una dependencia espacial similar a los de la Figura 4.5 De igual manera, la funcionalidad
de la permeabilidad se ajusté a una Ecuacion del tipo , y los coeficientes se presentan
en la Tabla 4.2

Finalmente, con el objetivo de utilizar la Ecuacion se necesita conocer el valor
de la permeabilidad en el seno del inserto poroso, Kz, el cual puede ser calculado a
partir de la solucién del problema de cerradura en celdas representativas del seno. Para
un arreglo periédico de cuadrados y cubos separados entre si, en la Figura[4.7)se presenta la
permeabilidad en funcion de la porosidad. Se observa que, generalmente, las predicciones en
la celda bidimensional son mayores que las obtenidas con la celda tridimensional. Ademas,
en la literatura (Bird y col., [1960) se han reportado expresiones semi-analiticas como la
ecuacién de Blake-Kozeny, valida para condiciones en la regién laminar; la ecuacién de
Blake-Plummer, valida para la regién altamente turbulenta; y la ecuaciéon de Ergun, la cual
es una combinacién de las anteriores.

Los resultados de la Figura [4.7] se ajustaron a una ecuacién de la siguiente forma
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> 0.999),
R? > 0.999
K -3 —6
2= 2.430 x 107° 4+ 1.360 x 10™° exp(13.900¢4,,), celdas en 2D (4.10a)
cell
Kﬁ w —4 -5
7 = =1.606 x 107" +2.047 x 107" exp(8.397¢4,,), celdas en 3D (4.10Db)

Particularmente, en problemas que involucran efectos dispersivos, la forma de la celda
unitaria utilizada para resolver los problemas de cerradura influye de manera importante en
el valor del coeficiente dispersivo que se esté calculando (Whitaker, 1999; |Lugo-Méndez y
col., 2010)), sobre todo cuando se calculan los componentes transversales de los coeficientes
efectivos. Este mismo fenémeno se observa en predicciones de la permeabilidad, ya que la
forma real de la micro-estructura y la direcciéon del flujo neto influyen significativamente en
los valores predichos (Valdés-Parada y col., |2009¢), lo cual es mas notorio en situaciones con
intensidad de flujo considerable (nimeros de Péclet mayores a 1).

Una situacion interesante que surge a partir de los resultados de la Figura 4.7}, es conocer
la diferencia de la permeabilidad a través de la inter-region cuando se calcula a partir de
celdas conteniendo cuadros y cubos. Dicha diferencia se presenta en la Figura calculada
de acuerdo a la expresion,

Diferencia = {%} - [%} N (4.11)

Notese que las diferencias méaximas se encuentran con valores intermedios de la porosidad,

es decir eg,, = 0.4 — 0.6, siendo con el valor de 0.6 el caso con las mayores desviaciones.

Tabla 4.2. Coeficientes involucrados en la Ecuacién (4.6) para predicciones de la permeabilidad a

partir de celdas unitarias tridimensionales.

€8w Co to 1 151 Co 123 c3 t3

0.3 -0.175 -1.006 0.189 0.012 0.674 0.340 0.402 2.375
04 -0.124 -1.000 0.109 0.100 0.516 0.405 0.498 1.411
0.5 -0.144 -1.000 0.362 0.282 0.387 1.177 0.395 1.186
0.6 -0.231 -1.000 0.392 1.364 0.436 0.568 0.405 1.754
0.7 -0.284 -1.000 0.388 0.744 0.388 0.858 0.506 2.491
0.8 -0.292 -1.045 0.445 1.360 0.445 1.360 0.445 1.360
0.9 -0.557 -1.074 0.539 1.956 0.539 1.956 0.539 1.956
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10°

Figura 4.7. Prediccién de la permeabilidad en el seno del medio poroso en funcién de la porosidad

utilizando celdas bi- y tri-dimensionales.

Se encontré ademas que la diferencia es mayor en las posiciones cercanas al seno del medio
poroso. Este andlisis sugiere que las mayores desviaciones ocurren cuando existen cambios
significativos en el campo de la velocidad puntual, lo cual sucede principalmente cuando
existen muchas particulas en la celda de solucién, es decir, la celda de solucion se localiza
mas cerca del seno poroso. Se reconoce que un andlisis mas detallado de la influencia de
la microestructura sobre la permeabilidad debe de incluir celdas mas realistas durante la
solucién de los problemas de cerradura. El hecho de que con las celdas simples utilizadas en
este trabajo se tengan diferencias importantes, es un indicativo de la necesidad de llevar esto

a cabo.

4.3.2. Solucion implicita con funciones de Green

Antes de proceder a la solucién de la Ecuacién (4.1]), es conveniente introducir las

siguientes variables adimensionales,

B pl {ps)" H (4.12)

02 ps (vs)?

Donde (vg)i es la norma de la velocidad promedio en el seno del inserto poroso; P es la

vre oo {vs)
H (va)]

Da

i’: g:

X
Ha

presiéon adimensional; 2 y ¢ son las coordenadas adimensionales; v es el campo de velocidad

adimensional y Da es el nimero de Darcy. Nétese ademas que el origen del eje ¢ esta situado
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Figura 4.8. Diferencia de la permeabilidad cuando se predice en celdas unitarias bi- y tri-

dimensionales.

en la frontera inserto poroso-fluido. Estas variables adimensionales conducen a la siguiente

ecuacion,
A . . A 1
0=—-VP+e;' (X)VV5 — ;' (X)Veg(x) - V (g5 (X) V) — o (i)l Vg (4.13)
La cual se resuelve junto con la ecuacion de continuidad adimensional,
V- v3=0 (4.14)

En el término que involucra el niimero de Darcy, en la Ecuacién (4.13)), se ha considerado

que el tensor de esfuerzos es isotropico, lo cual implica que,

Ky = Kl (4.15)

donde | es el tensor identidad, | = §;;e;e;. Ademas se descarto el término gravitacional.
Para encontrar la solucién es conveniente escribir el problema en forma escalar.
Considerando que ug y vg son los componentes  y y del campo de velocidad, se tiene

el siguiente problema de valor a la frontera.

— (9]5 175 62’&5 1/ 9 ~ 0 —1/A\ A lAL/g

Con condiciones de frontera,
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En =01 d5=0 (4.17)
La configuracion del sistema sugiere adoptar las siguientes simplificaciones,
opP

811/3 —0 855 o
oy N

5 =0 50 =0 (4.18)

By =0,

0,

Esto trae como consecuencia que el problema involucra una ecuacién diferencial de
segundo orden con coeficientes variables, y cuya unica fuente es la caida de presién
adimensional en la direccién z, .

La Ecuacion puede reescribirse de la siguiente manera,

8221/3 a N a IR R '&/ﬁ B . ap

Ademas, desarrollando la derivada del producto y después de cierto esfuerzo algebraico se

tiene que,
d*iig o
Donde,
dp d 2 d di
P (iis. 1) = N DD AN -1 N N —1/\ Y N B
(1.0 = £0(0) 5 + |ea@)Da ) = (550D oen()) | s+ 51 0) o) o
(4.21)

La dependencia espacial de la porosidad e3(7), y de la derivada de la porosidad deg(y)/dy,
estan definidas por las Ecuaciones y respectivamente. Sin embargo, atn falta por
definir explicitamente la dependencia espacial del niimero de Darcy, Da(y). Este parametro
se define como, A

Da(j) = K]Z(f) (4.22)
Segtn la Ecuacién y los resultados de las Tablas y la permeabilidad solo depende

de la porosidad en el seno del medio poroso €5, y de la posicién normalizada y/rg. De esta

manera, para determinada posicion y valor de la porosidad, se puede encontrar la relacién
K3, /Ks utilizando la Ecuacién (4.6]), y la permeabilidad en el seno del medio poroso se
puede estimar a partir de la Ecuacién (4.10)).

En su forma actual, no es facil encontrar una solucién analitica de la Ecuacién (4.20)

debido a la complicada dependencia espacial de la porosidad y de la permeabilidad. Con esto
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en mente, es conveniente considerar los términos del lado derecho de la Ecuacién como
un solo término fuente heterogéneo. Esto se hace con el objetivo de encontrar una solucién
analitica implicita usando formulaciones integrales en término de funciones de Green, tal
como se describe en el trabajo de |Valdés-Parada y col. (2007a)). El problema de Green

asociado esta definido por,

dQG(A7 QO) ~ ~

Donde 6(g — o) es la funcién delta de Dirac definida como,
~ A~ Oa 3} # 3)0
0( — Go) = { o (4.24)
o0, Y=Y

Ademas, para los desarrollos subsecuentes es conveniente introducir el siguiente operador

diferencial,
d2
Z(eo) = e (o) (4.25)
De tal manera que se tienen las siguientes igualdades,
ZL(tg) = P(ig,7) (4.26a)
Z(G) = 0(9 — 1o) (4.26b)

La férmula de Green adaptada a este caso en particular estda dada por (Haberman, 2004),
g=1

R R . . dG du
032 (6) - G2 )] dj = (155 - 632 )

§=1

(4.27)

.
§=0 Y

Después de sustituir las Ecuaciones (4.26a) y (4.26b)) en (4.27)), y evaluar las condiciones

de frontera para g y G se tiene,
go=1
i5() = [ @ (a.00) G (3.50) i (4.28)
90=0
Ademas, en éste resultado se ha utilizado la propiedad de filtracién de la funcién delta de

Dirac, la cual establece que,

g (9) 6 (9 — 9o) dy = tig (Yo) (4.29)
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La Ecuacion representa la solucién formal al problema de transporte de cantidad
de movimiento. Esta es una solucién integral implicita ya que se necesita integrar el término
fuente a través de todo el dominio evaluado con el mismo campo de solucién. Por lo tanto
se requiere de un esquema iterativo para encontrar el campo de velocidad. Este tipo de
formulacién integral implicita ha sido utilizado, por ejemplo, para resolver problemas de
transporte de masa que involucran reaccion quimica con cinéticas lineales y no lineales
(Valdés-Parada y col., 2007a, |2008a.b) en geometrias simples.

En la Ecuacién la funcién de Green, G(y,7o), refleja la influencia que tiene la
fuente ® (g, gy) en la posicién gy sobre la velocidad situada en . También lo contrario es
cierto debido a la simetria de la funcién de Green, es decir G(9,90) = G(9o,y). Debido
a que el término fuente es la unica fuerza que origina perturbaciones en el campo de
velocidad, es de esperarse que la solucién involucre solo un término relacionado con éste
término no homogéneo. Notese que en el caso que hubiera fuentes asociadas a las condiciones
de frontera, éstas aparecerian en la solucién como términos extras. En otras palabras, la
formulacion integral que se obtiene al encontrar la soluciéon mediante funciones de Green,
permite identificar de manera muy clara la contribucién que cada una de las fuentes tiene
sobre el campo de solucion. Estos conceptos han sido aplicados recientemente por |Valdeés-
Paradaj (2010), con el objetivo de interpretar el significado fisico de las variables de cerradura
que aparecen en procesos de escalamiento. Por tltimo, cabe senalar que el término fuente ®
puede ser tan complicado o tan simple de tal manera que la unica dificultad que se tiene,
se relaciona unicamente con la estabilidad del esquema iterativo utilizado para encontrar la
solucion. Esto significa, por ejemplo, que el término ® puede simplemente modificarse con
el objetivo de explorar diferentes alternativas de la dependencia espacial de los coeficientes
efectivos. Esta es una de las principales ventajas en usar formulaciones integrales sobre otros
esquemas clasicos basados en la discretizacion de las ecuaciones diferenciales.

Para poder evaluar la solucién es necesario determinar la funcién de Green. Para ello se
parte de la solucion general la cual es,
ay +b, y <o

G (9,70) = { (4.30)

C:g—f—da Q>?JO

Al utilizar las condiciones de frontera
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se tiene,

~ A a:&) Q < gO
G (9, 90) = ) o (4.31)
C<y - 1)7 Y > Yo

Imponiendo que la funciéon de Green es continua en § = o, es decir,
G (Yo »90) = G(¥g » Jo) (4.32)

se tiene que,

o fei-2)s a<ao
G (9,90) = A (4.33)
C(y—l), Y > Yo

Finalmente, integrando la ecuacion diferencial se produce la condiciéon de frontera

faltante,
4G (3. 50) _ dG (3.50) _ s
dy dy '
la cual al evaluarse permite obtener la expresién final de la funcién de Green,
L J(90—1), 9 <o
G(9,90) =19 . o (4.35)
9o (9 —1), 9> 9o

Notese que la funcion de Green es simétrica debido a que el operador diferencial que se
definié Z(e) también lo es. En la Figura se muestra la forma de la funcién de Green
para tres valores de gy. En dicha figura se observa claramente la simetria de la funcién de
Green, G(9, %) = G(Yo,9)-

4.4. Determinacion del campo de temperatura prome-
dio

El problema de transporte de calor en la macroescala se encuentra definido por la

Ecuacién diferencial (4.3]) la cual estd sujeta a las condiciones de frontera,

<T> - <T>wall ) En Yy = —¢, H —€ (436&)
.y o)
(pep)gug (T')y = (pcp)gug (T') — (Keff)ava7 Enxz =0 (4.36b)
o(T
8<x> =0, En o = Lisa (4.36¢)
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Figura 4.9. Gréfica de la funcién de Green dada por la Ecuacién (4.35]).

Por un lado, la condicién de frontera expresada en la Ecuacién (4.36b)) es conocida como
la condicion de frontera tipo Danckwerts (Danckwerts|, 1986)), la cual establece que en la
frontera x = 0 la cantidad de calor que entra por el lado izquierdo, (pcp) 4 us (T),, es igual a
la cantidad de calor que sale por el lado derecho, (pcp)zup (T) = (K;f)ze (0 (T) /Ox). Nétese
que con esto la condicién de frontera tiende a una condicion del tipo Dirichlet cuando el
nimero la intensidad de flujo es suficientemente grande, es decir (T') ~ (T),. Por otro lado,
la condicién de frontera de la Ecuacién , de manera estricta, solamente es valida
cuando

Liotar > H (4.37)

ya que esto garantiza que practicamente la temperatura en el canal sea constante y cercana
a (T)

Dado que se utiliza el modelo de equilibrio local térmico, solo es necesario conocer la

wall”

dependencia espacial del tensor térmico efectivo total K;,. Dicha dependencia espacial
se obtuvo por métodos numéricos mediante la soluciéon de los problemas de cerradura
correspondientes, y los resultados son presentados en el Capitulo [3| v en el Apéndice
para diferentes valores de la porosidad del inserto poroso, del nimero de Péclet y de las
conductividades térmicas de los materiales. Se enfatiza que el principal objetivo de esta
parte del trabajo es mostrar la utilidad y aplicabilidad del modelo promedio de equilibrio
de un solo dominio, desarrollado en el Capitulo 2| en un problema practico de la ingenieria.

Debe senalarse que, contrario al problema de transporte de cantidad de movimiento, en este
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caso existen serias dificultades relacionadas con el término dispersivo en la Ecuacién (4.3)), lo
cual complica en demasia encontrar la solucién analitica basada en funciones de Green. Por

este motivo, el problema de transporte de calor es resuelto a partir de métodos numéricos.

4.5. Resultados y discusion

4.5.1. Comportamiento hidrodinamico

Tal como se explicé en la Seccién [£.3.2] con el objetivo de obtener el campo de velocidad
promedio es necesario implementar un esquema iterativo. Para ello se utiliza la siguiente
férmula recursiva,

(tg)j+1 = wlig)j— + (1 — w)(ig); (4.38)
Donde el subindice j se refiere al nimero de iteracién y w es la funcién peso en el esquema
iterativo. La rapidez de convergencia depende fuertemente de éste parametro y su intervalo de

valores es de 0 a 1. En el cédigo computacional, el esquema iterativo fue forzado a satisfacer

una tolerancia en el error basado en la norma L?, es decir,

=

error = [ (), = (@)1 dg (4.39)

y=0
Las iteraciones son detenidas siempre y cuando error <1 x 107

En todos los cédlculos la caida de presién se mantuvo fija en

B
A ps)” =—1Pam™' (4.40)

Ltotal
B

w

Esto permite obtener la velocidad caracteristica (vg). cuando el canal esta totalmente lleno
con el inserto poroso. Nétese que con este procedimiento no se mantiene fijo el nimero de

Reynolds basado en la altura del canal,

ps (vs)? H
Ha

debido a que la velocidad caracteristica depende de la porosidad del inserto poroso. Un
procedimiento alternativo consiste en mantener fijo el nimero de Reynold y entonces
encontrar la caida de presién correspondiente. En este caso, la bisqueda no es tan directa

pues depende de la porosidad del inserto poroso.
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Es de esperarse que la porosidad influya notablemente en el perfil de velocidad en el canal.
De acuerdo a la Figura [£.10h, la velocidad es fuertemente influenciada por la porosidad del
inserto poroso, lo cual es consistente con resultados tedricos y experimentales previamente
reportados (Goyeau y col., 2003; Beavers y Josephl, [1967; |(Ochoa-Tapia y Whitaker, [1995b)).
Notese que a medida que la porosidad toma el valor de 1, la resistencia ejercida por el medio
poroso disminuye y el perfil de velocidad es similar al que se encuentra entre dos placas
paralelas, es decir, flujo Poiseuille. En el caso opuesto, es decir €g,, — 0, eventualmente
el inserto actia como una pared impermeable. Debido a la definicién adoptada para la
velocidad adimensional, Ecuacién , los perfiles de velocidad estan adimensionalizados
con respecto a la velocidad caracteristica (v@i , por lo tanto, se espera que aproximadamente
a la mitad de la altura del inserto poroso (es decir, § ~ 0.25) g = €4,,.

Ademsds, en la Figura [4.10b se muestra la importancia de la dimensionalidad de la celda
unitaria para la prediccién del campo de velocidad. Se observa que las mayores diferencias
ocurren en el pico del perfil de velocidad, es decir, en g mq,. Una de las causas es que se
involucra directamente la inversa del nimero de Darcy (es decir, la permeabilidad) en la
solucion, Ecuacion . Cualquier diferencia pequena afecta en sobremanera el campo de
velocidad. De hecho, para el caso considerado en la figura, se tiene que el valor de g max
correspondiente para celdas en 2D es aproximadamente la tercera parte del que se obtiene
con las celdas en 3D. A nuestro conocimiento, existe poca o nula informacién en la literatura
acerca del efecto de la dimensionalidad de la celda unitaria sobre el campo de solucién, lo
cual resulta una situacién crucial en el modelado en la macroescala. Bajo esta situacién, se
enfatiza la importancia de contar con métodos rigurosos (y robustos) para la prediccién de
parametros efectivos. Sin duda, la mejor manera de evaluar la precision en la prediccion del
campo de velocidad es a través de la comparacién adecuada con datos de laboratorio.

Siguiendo las observaciones experimentales de |Beavers y Joseph| (1967), los perfiles de
velocidad también son influenciados por la configuracion del canal parcialmente lleno con
el inserto poroso. En la Figura se presentan los perfiles de velocidad que se obtienen
cuando se utilizan diferentes espesores del inserto poroso, e/H = 0.25,0.5,0.75. Como se
esperaba, la velocidad se incrementa a medida que el tamano del inserto poroso disminuye
o la porosidad del inserto poroso se aproxima a 1.

Un aspecto crucial que surge en procesos de escalamiento es la relacion de escalas
presentes en el sistema. Se ha discutido a lo largo de este documento que para que el método

del promedio volumétrico funcione deben de existir jerarquias de escalas en el sistema, es
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Figura 4.10. Perfil de velocidad adimensional en el canal con inserto poroso para: a) diferentes
valores de la porosidad y tomando la permeabilidad calculada en celdas en 3D, b) permeabilidades

estimadas en celdas en 2D y 3D y €5, = 0.5. Para todos los casos se utilizé e/H = 0.5y {/H = 0.01.

decir, las longitudes caracteristicas deben ser dispares. En otras palabras, se deben identificar
las leyes de escalamiento (Wood, 2009a) bajo las cuales las ecuaciones en la macroescala son
vélidas. Usualmente, la disparidad de escalas se expresa en la forma {g < ro < L. Mientras
que este tipo de restricciones son ciertamente informativas, éstas no arrojan informacién
suficiente en cuestiones practicas. Segun las Ecuaciones , la permeabilidad se encuentra

normalizada con el cuadrado del tamano de la celda utilizada para resolver el problema de

2

c- Para el tipo de celdas utilizadas en este trabajo (véase la

cerradura correspondiente, ¢

Figura , se tiene que,
leen ~ d, (4.42)

donde d, es el didmetro equivalente de la particula. Sin embargo, en la ecuacién
adimensionalizada para el transporte de cantidad de movimiento, aparece el nimero de Darcy
definido con la altura del canal H. Por tanto, para poder utilizar las Ecuaciones es
necesario especificar la relacién de escalas .o/ H. Para una relacion fija de leon /€ = 0.1, esto
puede lograrse modificando la relacién £/H, la cual relaciona el tamano de la inter-region
con la altura del canal. En la Figura se investigé la influencia de la relacién &/ H sobre
el perfil de velocidad. Noétese que un pequeno cambio en £ origina cambios significativos
en el perfil de velocidad. Esto resalta la enorme importancia de identificar claramente las

distintas escalas involucradas en determinado problema, ademas de capturar adecuadamente
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Figura 4.11. Perfil de velocidad adimensional en el canal para: a) diferentes tamanos del inserto
poroso ({/H = 0.01), b) diferentes tamafios de la altura del canal (e/H = 0.5). En todos los casos

se utiliz6 g, = 0.5 y la permeabilidad obtenida con la celda tridimensional.

la microestructura del medio poroso.
Para finalizar esta seccion, como una medida cuantitativa del efecto del inserto poroso
sobre la hidrodinamica en el canal, se introduce el flujo volumétrico promedio por unidad de

anchura del canal,

2o [ s dy (4.43)

y=

o

En la Figura [{4.12| se presenta la variacién de () con el tamano del inserto poroso y la
porosidad. Nétese que el flujo volumétrico se ha dividido entre el flujo que se tiene cuando
no hay inserto poroso en el canal. En la Figura se observa que existe una disminucion
exponencial en el flujo a medida que el inserto poroso llena totalmente el canal. Cabe senalar
que el flujo volumétrico que se tiene cuando el inserto llena totalmente el canal se puede
calcular directamente de la ley de Darcy. En la Figura [4.12b se presenta el efecto de la
porosidad sobre el flujo volumétrico dentro del canal para tres valores del tamano del inserto
poroso. Contrario a la Figura [4.12h, aqui se utilizé la permeabilidad calculada en celdas
en 2D para poder simular en porosidades cercanas a cero. De manera general, la relacion
@/ Q=0 presenta una débil dependencia con la porosidad debido a que la mayor contribucién
para el flujo volumétrico, surge del fluido en la regién libre del canal. Esto es consistente con

el a) de esta figura, pues en ella se observa la fuerte dependencia de @) con el espesor del
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Figura 4.12. a) Efecto del tamano del inserto poroso sobre @ tomando la permeabilidad calculada
con la celda tridimensional y €5,, = 0.3, 0.6 y 0.9. b) Efecto de la porosidad sobre ) tomando la
permeabilidad calculada con la celda bidimensional y e/H = 0.25,0.5 y 0.75. En todos los casos se
consideré £/H = 0.01.

inserto poroso e.

4.5.2. Comportamiento térmico

El problema del transporte de calor se resolvié mediante el software comercial Comsol
Multiphysics®), el cual estd basado en formulaciones con elemento finito. Para asegurar que
los resultados sean independientes del niimero de nodos computacionales, se usé un algoritmo
de refinamiento de malla consecutivo el cual se detiene cuando se generan resultados
consistentes. Ya obtenido el campo de velocidad (es decir, satisfacer la Ecuacién ),
éste se utiliza como dato de entrada al programa de Comsol. La principal dificultad del
problema de transporte de calor, ademas del hecho de que es bidimensional, yace en la
cuantificacién correcta de los cambios espaciales del tensor térmico efectivo total K, (x).

En este problema existen varios grados de libertad, sin embargo, solo se consideran los
siguientes: la relacion de conductividades térmicas del inserto poroso; la porosidad; el tamano

del inserto poroso y el numero de Péclet basado en la altura del canal definido como,

Cp)a VanH
Poy = L3 tw (4.44)
ks

la relacién de éste nimero de Péclet con el de celda es Peg = Pecen/leen. Aqui v, es la
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velocidad caracteristica definida como
g=1
tw = [ 11w 1ds (4.45)
§=0
la cual puede evaluarse en cualquier distancia dentro del canal.
En la Figura se presenta el campo de la temperatura adimensional definida como,
o =T (4.46)
(T warr = (T
para diferentes valores del nimero de Péclet del canal. Se observa que, para las condiciones
aqui consideradas, bajo intensidades de flujo moderadas, es decir Pey < 10, practicamente
todo el fluido que pasa a través del canal adquiere la temperatura de la pared. En el
caso opuesto, es decir Pey > 10, el transporte de calor por conveccién predomina sobre
la conduccion axial, y en esta situacién, solamente el fluido cercano a la pared estd a la

temperatura (7' Por otra parte, se observa que la porcion del sistema ocupado por el

wall*
inserto poroso tiene una fuerte tendencia a preservar la temperatura de la pared; debido a
esto se notan variaciones drasticas en la temperatura cercana a la frontera inserto poroso-
fluido, especialmente para Pey > 10. Ademads, para estas condiciones, el fluido fuera del
medio poroso practicamente conserva la temperatura de entrada del fluido. Cabe senalar
que estos resultados estan basados en un canal cuya longitud es 10 veces su altura. Se espera
que estas observaciones cambien ligeramente para longitudes mayores (0 menores) del canal,
debido a que esto origina un aumento (o disminucién) en el tiempo de contacto entre el fluido
y las paredes del canal.

El efecto de utilizar insertos porosos con diferentes valores de la conductividad térmica
de la matriz sélida se presenta en la Figura [4.14 Como es de esperarse, la incorporacién
de insertos porosos mas conductivos lleva a que la transferencia de calor sea mayor de las
paredes del canal hacia el fluido o viceversa. Nétese que con k = 0.01 el fluido no alcanza
a salir con la temperatura del canal en su mayor proporcion. En el caso contrario, cuando

k = 100, el fluido practicamente sale con la temperatura (7T') Estos resultados sugieren

wall”®
que una manera de mejorar la transferencia de calor en intercambiadores de calor es usando
sustratos porosos con alta conductividad térmica, y con gran area interfacial disponible para
el intercambio de calor entre el fluido intersticial y el sélido que compone al sustrato.

En la Figura [4.15 se muestra el perfil de temperatura adimensional en el canal cuando

se utilizan diferentes tamanos del inserto poroso. A medida que el inserto poroso satura
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Figura 4.13. Efecto del nimero de Péclet sobre el campo de temperatura adimensional en el canal
poroso: a) Pey =1, b) 10, ¢) 100 y d) 1000. Se tomé x = 100, e/H = 0.5, €5, = 0.5, {/H = 0.01

y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

por completo el canal, se tienen temperaturas mas uniformes con valores cercanos a la
temperatura de la pared. Nétese que en el caso en que no hay inserto poroso, es decir
e/H = 0, solo el fluido cercano a la pared aumenta su temperatura. Esta es la situacién
tipica que se encuentra en los equipos de intercambio de calor que no son modificados con un
inserto poroso cuando el flujo es en régimen laminar. Aunque el uso de los insertos porosos
lleva a un aumento (no directamente proporcional) de la caida de presién (Al-Nimr y Alkam),

1998), su utilidad se aprecia inmediatamente en los resultados presentados en la Figura m

Finalmente, en la Figura[f.16]se presenta el efecto que tiene la porosidad del inserto poroso
sobre el campo de temperatura adimensional. En este caso, los resultados corresponden
a una caida presién fija y cuyo valor origina un niumero de Péclet de canal igual a 10
cuando la porosidad es 0.5 usando la permeabilidad calculada en celdas bidimensionales.
Ademas, con el objetivo de hacer una comparacion mas sencilla de interpretar, las graficas
corresponden a la situacién del canal completamente saturado con el sustrato poroso. Para
valores de la porosidad relativamente bajos, €5, < 0.5, el perfil de temperaturas que se
obtiene es practicamente similar al de una barra sélida de dimensiones iguales a las del

canal. La situacion contraria ocurre cuando la porosidad se acerca a la unidad. Los perfiles
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Figura 4.14. Efecto de la relacion de conductividades térmicas sobre el campo de temperatura
adimensional en el canal: a) k = 0.01 y b) 100. Se tomé Pey = 100, e/H = 0.5, {/H = 0.01,

€8, = 0.5 y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

de temperatura y velocidad son similares a los encontrados cuando no hay inserto poroso
debido a que la matriz porosa ejerce menos resistencia al flujo. De esta manera, se espera
que bajos valores de la porosidad aumenten el transporte de calor entre las paredes del canal
y el fluido de trabajo.

Con el objetivo de evaluar cuantitativamente el desempeno térmico del intercambiador
de calor, se introduce el nimero de Nusselt local (Al-Nimr y Alkam, [1998; Alkam y col.
2001),

Nu,

1 [M@ﬁwgq (4.47)

T 1-6, | ks dj

§=0
el cual se encuentra evaluado en la posiciéon = dentro del canal. Ademads, se ha introducido

la temperatura media definida como,
y=1
O, = / Ody (4.48)

El anélisis comienza variando la relacion de conductividades térmicas, x, tal como se
muestra en la Figura 4.17a. Para las condiciones utilizadas en los resultados, se observa que
los perfiles tanto de velocidad como de temperatura, estan desarrollados practicamente en
x = H/2. Por esta razén solo se presentan resultados para & € [0,5]. En todos los casos,
en la entrada del canal el nimero de Nusselt es menor que en el resto del canal debido a
que el canal esta parcialmente saturado con el inserto poroso. Nétese que los cambios mas

significativos en el nimero de Nusselt ocurren cuando x > 1. Cabe senalar que el nimero de
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Figura 4.15. Efecto del tamaifio del inserto poroso sobre el campo de temperatura adimensional en
el canal: a) e/H = 0.0, b) 0.5 y ¢) 1.0. En todos los casos se consideré la caida de presién necesaria
para que Pey = 100 cuando e/H = 0.5; k = 100, €5, = 0.5, {/H = 0.01 y la permeabilidad

calculada en celdas tridimensionales.

Nusselt definido en la Ecuacién (4.47)) es una medida directa de la tasa de transferencia de
calor entre la placa inferior y el fluido dentro del canal. Debido a esto, es de esperarse que
se tenga mayor transporte de calor cuando el inserto poroso es altamente conductivo. Esta

situacién es consistente con los perfiles de temperatura presentados en la Figura [4.14]

La influencia de la porosidad sobre la tasa de transferencia de calor se presenta en la
Figura[d.17p. Se observa que el niimero de Nusselt local incrementa a medida que la porosidad
disminuye. Ademas, en este caso el nimero de Nusselt es mayor en la entrada que en el resto
del canal, debido a que el canal se encuentra saturado completamente con el inserto poroso.
Cabe agregar en este punto, que en situaciones reales ocurre un fenémeno extra dentro del
inserto poroso. La cual es la turbulencia que se origina por las numerosas y complejas redes
porosas (de Lemos, 2006) dentro del inserto, y coadyuva al mezclado interno. Realmente,
los modelos aqui desarrollados no contemplan flujo en régimen turbulento y un anélisis mas

detallado se encuentra fuera del alcance del presente documento.

En la Figura se presentan los perfiles del niimero de Nusselt para diferentes valores
del niimero de Péclet. En todos los casos que se presentan, la tasa de transferencia de calor
es menor en la entrada que en el resto del canal. Observando la tendencia de los perfiles se

puede concluir que si la longitud del canal se incrementa, esto es (Z > 1), el desempeno
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Figura 4.16. Efecto de la porosidad del inserto poroso sobre el campo de temperatura adimensional
en el canal: a) eg,, = 0.5, b) 0.7y ¢) 0.9. Se tomé e/H =1, {/H = 0.01, k = 100 y la caida de
presién correspondiente a Pey = 10 cuando €5, = 0.5 y usando la permeabilidad calculada en

celdas bidimensionales.

térmico del sistema se ve favorecido para valores bajos del nimero de Péclet, debido a que
esto representa mayor tiempo de contacto entre las paredes y el fluido. Esto ocasiona que,
en el caso de transporte predominantemente conductivo (Pey < 1), la mayoria del fluido
alcanza la temperatura de la pared en menos distancia dentro del canal. En el caso opuesto
(Pey > 1), el fluido necesita trasladarse una mayor distancia con el fin de alcanzar la misma
temperatura.

Finalmente, en la Figura [4.18b se muestra el efecto del grosor del inserto poroso sobre el
numero de Nusselt. Los resultados son consistentes con los presentados en la Figura [4.15] es
decir, un incremento en el tamano del inserto poroso lleva a mejorar la tasa de transferencia de
calor. Sin embargo, esta situacién no es directamente proporcional a la cantidad de material
poroso presente en el canal. No obstante, puede concluirse que el mejor desempeno térmico
corresponde cuando el canal estd completamente saturado con el inserto poroso.

Resumiendo, con el fin de mejorar la tasa de transferencia de calor en el canal es

recomendable:
= Usar un inserto poroso altamente conductivo.

= Usar un inserto poroso con baja porosidad.
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Figura 4.17. Influencia sobre el nimero de Nusselt local de: a) la relacién de conductividades
térmicas tomando e/H = 0.5; b) la porosidad del inserto poroso tomando x = 100 y e/H = 1.
En todos los casos se considero la caida de presién correspondiente a un valor de Peyy = 1 cuando

egw = 0.5, £/H = 0.01 y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

= Mantener, por un lado, valores del niimero de Péclet menores a 1 para canales largos

(z > 1), y por otro lado, para canales pequenos (& < 1) es conveniente operar con

Peyg > 1.
= Usar un canal completamente saturado con el inserto poroso.

Cabe agregar que un analisis méas detallado, por ejemplo incluyendo costos debido a la caida
de presiéon y al material poroso, necesita hacerse con el objetivo de evaluar la viabilidad de
las recomendaciones aqui sugeridas para optimizar el proceso.

Los resultados de este trabajo sirven como motivacion para posteriores estudios
experimentales y tedricos de transporte de calor y de cantidad de movimiento, en canales
parcialmente llenos con un medio poroso. Debe senalarse que, a pesar de que se fue capaz
de resolver el modelo ODA en este trabajo, no significa que ésta deba ser la alternativa mas
optima de modelamiento en situaciones practicas. Por ejemplo, la demanda computacional
considerable involucrada en la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes
variables, puede convertirse en algo impractico en aplicaciones de monitoreo continuo, como
lo son los sistemas de control. Por esta razon, es de gran interés comparar los resultados
de este trabajo con los correspondientes del modelo TDA, el cual involucra resolver mas

ecuaciones diferenciales parciales (al menos el doble que los utilizados en el ODA), pero
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Figura 4.18. Influencia sobre el nimero de Nusselt local de: a) el nimero de Péclet tomando
e/H = 0.5; b) el tamafio del inserto poroso tomando Pey = 1. En todos los casos se consider6 k =

100, egy = 0.5, £/H = 0.01 y la permeabilidad calculada en celdas tridimensionales.

con la diferencia que se encuentran expresadas en términos de coeficientes de medio efectivo
constantes. No obstante, debe senalarse que las predicciones surgidas con el modelo TDA,
dependen de las condiciones de salto asociadas con la frontera macroscépica medio poroso-
fluido. Como ya se mencioné anteriormente, con el fin de calcular los coeficientes involucrados
en las condiciones de salto es necesario contar con las variaciones espaciales de los coeficientes
de transporte efectivo en el modelo ODA. Asi, el material presentado en esta seccién es util
para estudios posteriores enfocados a la derivacién, solucion y comparacion de los modelos

de uno y dos dominios.
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CAPITULO 5

CONDICIONES DE SALTO COMPLETAS PARA EL MODELO
DE EQUILIBRIO LOCAL TERMICO

En este capitulo se desarrollan las condiciones de salto para el campo de temperatura
promedio y el flux de calor en la frontera medio poroso-fluido considerando el modelo de

equilibrio local térmico.

5.1. Desviaciones macroscopicas de la temperatura

El desarrollo comienza re-escribiendo la ecuacion efectiva valida en todo el dominio para

el transporte de calor bajo la suposicion de equilibrio local térmico,

) oS 4 (o), (i) - (D) = V- [Kiyy (00 - ¥ (1) (5.1)

En esta ecuacién se ha utilizado la caracteristica solenoidal de la fase fluida, V - (vg) = 0,
y, con base en el anélisis presentado en el Apéndice [B] se ha descartado la contribucién del
vector total tipo-convectivo u.

Desarrollando la Ecuacién (5.1)) en coordenadas cartesianas se tiene,

25t tper, ((tun) 25 4 o) 250 ) =

L R [T LS

(5.2)

(p) Cp
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

Sin embargo, a partir de las caracteristicas propias del problema bajo estudio se pueden

hacer las siguientes simplificaciones:

= No existe flujo neto en la direcciéon normal a la frontera medio poroso-fluido, es decir,

(vg) = 0, debido a las paredes del canal.

= Tal como lo sugieren los resultados de la Seccion los elementos del tensor térmico
fuera de la diagonal principal son despreciables en comparacién con los de la diagonal,
es decir, (KZpp)ay, (Kifp)ye = 0.

e

= Para fines del desarrollo de la condicién de salto en esta parte, se descartan las

contribuciones transitorias por lo que 0 (T") /0t = 0.

= Ademads, con el objetivo que la condicién de salto sea independiente de la coordenada
tangente a la superficie divisoria (coordenada x), se considera que el transporte de

calor ocurre principalmente en la direccion y, es decir, 0 (T') /O0x = 0.

Tomando en cuenta todo esto la Ecuacién (5.2) se reduce a,

d . d(T)
0= & (Keff)yy(y)d—y , modelo ODA (5.3)

Debe recalcarse que esta ecuacién pertenece al modelo de un solo dominio (ODA), y por
tanto, el coeficiente efectivo es dependiente de la posicién y no es posible sacarlo fuera de la
derivada.

La ecuacién correspondiente para el seno de la regién del medio poroso puede deducirse
facilmente a partir de la Ecuacién (5.3)),

a*(T)
dy?

w

0=

, modelo TDA en la regién porosa (5.4)

Mientras que la ecuacion analoga para el seno de la region de fluido es,

)

Wz", modelo TDA en la regién de fluido (5.5)

Para ilustrar las diferencias substanciales entre ambos modelos, en la Figura se
presentan de manera cualitativa los perfiles de temperatura tipicos bajo los modelos ODA y

TDA. Debido a que los coeficientes efectivos de transporte entre ambos modelos difieren

principalmente en la inter-region, es en dicha zona donde ocurren las desviaciones mas
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Figura 5.1. Perfiles de temperatura tipicos bajo los modelos de uno y dos dominios.

importantes. Cabe agregar que la diferencia en los perfiles de temperatura toma lugar
no solo en la inter-regién, sino que ademéas puede extenderse sobre una zona mas grande
incluyendo porciones del medio poroso homogéneo y del fluido libre. Esta zona de influencia
es denominada region frontera.

En este punto, es oportuno senalar las diferencias mas importantes entre el concepto de

inter-region, el cual se puede definir como la:

Porcién del sistema donde ocurren los cambios espaciales de las propiedades de
transporte involucradas en las ecuaciones efectivas (permeabilidad, porosidad,
conductividad térmica efectiva, etc.). Generalmente, esta porcién es de tamano

similar al de la muestra promediante utilizada en el proceso de escalamiento.
y el concepto de region frontera, el cual se puede definir como la:

Porcién del sistema donde ocurren diferencias significativas entre el campo de
solucion de los modelos de uno y dos dominios. Se espera que el tamano de esta
zona sea mayor que el de la inter-region, pero a su vez menor que el tamano

completo del sistema.
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Bajo este contexto, resulta 1util listar las relaciones entre las distintas longitudes

caracteristicas introducidas a lo largo de este documento de la siguiente forma,

gﬂa go‘ < To < Yews Yn < L (56)
N—— N~~~ \ / v

asociadas con asociada con la inter-regién asociadas con la a§001ada con el

las fases-8 y -o y el proceso de escalamiento regién frontera sistema entero

Con base en los perfiles tipicos de temperatura mostrados en la Figura [5.1] es razonable

definir una nueva variable de desviacién macroscépica,

)

= (1) (1)
= (1) (T)

en la regién-w (5.7a)

€

w?

)

en la regién-n (5.7b)

3

n )

Aqui, para evitar confusiones, se recalca que dicha definicién se hace sobre la diferencia
entre los modelos de uno y dos dominios, ambos bajo la suposicion de equilibrio local térmico
inclusive en la inter-regién. Esto es diferente a la definicién de las desviaciones del equilibrio
local térmico dadas en las Ecuaciones , donde las desviaciones son establecidas entre las
temperaturas promedio del fluido y del solido, ambas bajo el modelo de un solo dominio. Para
enfatizar dicha diferencia, en las Ecuaciones se utiliza un simbolo circunflejo méas grande
que el utilizado en las Ecuaciones . En la Figura se presenta de manera general la
dependencia espacial de las desviaciones macroscépicas, donde se senala que pueden existir
valores negativos y positivos a través de la regién frontera. Cabe agregar que el modelo TDA
usado en las definiciones , corresponde al modelo con condiciones de salto, del cual, en
este punto no se conoce su condicion frontera que aplica en la superficie divisoria, ni tampoco
la posiciéon de dicha superficie.

De las Ecuaciones se observa que para obtener la ecuaciéon gobernante para las
desviaciones espaciales, es necesario restar las ecuaciones del modelo TDA a la ecuacién
ODA. Con este fin, se reescribe la Ecuacion en la siguiente forma,

> (T 1 d(K; d{T
0 — <2> n . ( ff)yy(?/) ( > (5.8)
dy (Keff)yy(y) dy dy
y restandole la Ecuacion (5.4]) se tiene,
d | . dT, d(K ) (y) d(T), y
d_y [(Keff)yy(y)d—y = — dyyy 0 en la region-w (5.9)
fu;lte
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Figura 5.2. Forma tipica de la distribucién de las desviaciones macroscépicas de la temperatura

en la region frontera.

La ecuacién analoga para la regién-n es,

d |, . dT, A(K 1)y (y) d(T) g
p <Keff>yy<y>d—; = gyyy vy en la region-n (5.10)
ﬁ;;;e

En estas ecuaciones se senalan las fuentes que originan el campo de las desviaciones
macroscopicas. Con el objetivo de proponer la solucién formal de las desviaciones como
una superposicion de las fuentes, es necesario localizar previamente las fuentes de manera
analoga al desarrollo de la cerradura en la microescala para la prediccién de los coeficientes
efectivos. Para ello, se utilizan las siguientes expansiones en series de Taylor alrededor de la

posiciéon de la superficie divisoria, y = 1o, la cual en este punto permanece desconocida,

T | 4T & (T) ! L & (T)
wl — w + (y — vV w +—(y —y — Y +... 5.11a
dy Yy dy Yo ( 0) dy2 Yo 2 ( 0) dy3 Yo ( )
() o
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d(T)
dy

d*(T) 1 , (T
dy2 + 5(3/ - yO) dy3
Yo Yo

(& N J/

~~ ~~
yO)

v AT y3 d(T)
O<n ] y0> O<LZ @

L dy
Aqui se ha expresado en algunos términos el estimado de orden magnitud. De esta manera,

n n n n

(1)

A11b
0 - (5.11)

+ (¥ — o)
Yo

Y

con base en un analisis de orden de magnitud se concluye que si se satisfacen las siguientes

restricciones de escala,

2 2
Yo o1, Yo 1 D1 g (5.12)

L L L? L?
Entonces se pueden considerar las fuentes evaluadas en la superficie divisoria como constantes

dentro de la regién frontera. Esto es,

d(T),| _ d(T),

0 y— d |, (5.13a)
d{T),|  d(T),

i (5.13b)

La condicidn frontera que acopla las ecuaciones diferenciales ((5.9)) y (5.10]) en la superficie
divisoria, surge de la idea de que el campo de la temperatura promedio y el flux de calor en

el modelo ODA son continuos en la superficie divisoria,

(), = Dl (5.149)
Km0 = (Kol S (5.140)

0 escrito en la siguiente manera utilizando la descomposicion de la temperatura promedio

dada por las Ecuaciones ((5.7)),

Lo =Ty =T}y = (Thuly, (5.15a)
dT, dT, _d(1), d(T),, (5.15b)
dy dy dy Yo dy Yo '

Finalmente, para plantear completamente el problema de valor a la frontera para las
desviaciones macroscopicas, se impone que dichas desviaciones tomen el valor de cero en

las fronteras del dominio de solucién. Esto es similar a afirmar que los campos de solucién
de los modelos ODA y TDA son iguales.

(T) =(T), eny = —y, (5.16a)
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(T) =(1T),, eny =y, (5.16b)

A continuacién se presenta el problema completo.

T, =0, eny = —y, (5.17a)
d dﬁ; d(K*ff)yy(?/) d<T>
— (K} = s w —y,<y< 5.17b
—_———
fuente
T,-7,=@),| -1, en y = 1o (5.17¢)
0
fu;gte
a1, d1, d(T d(T
_ n_ < >77 < >w en y = yo (5.17d)
dy dy dy Yo dy Yo
fu;gte fuzgte
dT, A(K g )yy(y) d(T)
2l g n| = el n <y< 5.17
dy [( eff)yy(y> dy dy dy y07 en Yo > Y > yT] ( e)
———
fuente
T\n =0, eny =y, (5.17f)

5.2. Problemas de cerradura

Con base en las fuentes identificadas en las Ecuaciones (5.17)), la solucién formal de las

desviaciones macroscopicas se puede escribir como,

. d(T) d(T) ( )
= bow @l 4 by, — s, | (T — (T, 5.18a
ay | T gy | e (D], = (Dl (5.184)

. d(T) d(T) < )
T, = by, Sl by ——2 A8, | (D), — (D), 5.18Db
n yl dy o nm dy o n < >77 i~ < > |y0 ( )

donde by, by, byws byys S0 Y Sy son las variables de cerradura macroscopicas.

Sustituyendo la solucion formal de las desviaciones macroscopicas en el problema del
valor a la frontera planteado en las Ecuaciones , se tienen los siguientes problemas de
cerradura macroscopicos:

Problema para b,,, y by, fuente d@u

Yo

by, =0, en y = —1, (5.19a)
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

d *
d_y [( eff)yy(y)d_y

dbww] _ _d(K:ff)yy(w

dy
bww - bnw - 07
dbyy, B dbyy, _q
dy  dy ’
d . db,,
@ [(Keff>yy<y) d; 1 =Y,
bnw - 07
Problema para b, y by, fuente dg;j” yo:
buy =0,
d y db,
d_y [(Keff)yy(y)d_yn] =Y,
bun — by =0,
dby, B % -
dy —dy
d db d(KZps)yy(y)
o K* et/ L/ B eff/yy
o [l G| = -
by = 0,
Problema para s, y s,, fuente ((T}77 W (T)w|y0>:
s, =0,

d . ds,,
dy {(Keff)yy(y)d_yl =0,

Sy — 8y =1,

dsy _ dsy _
dy —dy
d . ds
d_y {(Keff)yy(y)d_yn} = 07
sy =0,

en — Y, <Y < Yo
en y = Yo
eny = Yo

en yo <y < Yy

eny=1uyy

eny = —Yu
en — Y, <Y < Yo
eny = Yo
eny = Yo
enyo <y <y,

enyY =Yy

eny = —Yu
en — Y, <Y< Yo
en Yy = Yo

en y = Yo

en yo <y < yy

eny =1uyy

(5.19b)
(5.19¢)
(5.19d)
(5.19¢)

(5.19f)

(5.20a)
(5.20b)
(5.20¢)
(5.20d)
(5.20e)

(5.20f)

(5.21a)

(5.21b)
(5.21c)
(5.21d)
(5.21¢)

(5.21f)

La soluciéon de cada uno de los problemas de cerradura puede lograrse analiticamente

conduciendo a,

bww:(y0+yw)sw_y_yw

(5.22a)
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

bw = (Yo + Yu) Sy (5.22b)
bun = (Yn = Yo) 50 (5.22¢)
by = Yy — ¥0) Sy — ¥ + 4y (5.22d)
Yy
nGH
)W)
b= e (5.22¢)

Yn

(R
y (Kop),,®
gy = — T (5.22f)

Yn
dy
e (K2r1),, @)

La solucioén explicita de las variables de cerradura s, y s, dependen del tipo de evolucion
espacial que presente el coeficiente de conductividad térmica efectiva. Basandose en los
resultados mostrados en la Figura [3.3, es aceptable suponer una dependencia lineal en la
inter-regién con valores constantes fuera de la misma, tal como se muestra en la Figura [5.3]

Expresado matematicamente es,

(Kerrw)y, v
(Kirr),, W) ¥ 0
ey M) (K2rp) (KZ)
P 5{1—7%' <%+1)+Tyy, 1< <41 (5.23)
1, % > +1

Donde (K of f,w)yy representa la conductividad térmica efectiva en el seno del medio poroso,
la cual puede predecirse a partir de la solucién del problema de cerradura correspondiente
en celdas unitarias representativas. Para un arreglo periddico bidimensional de cilindros que
no se tocan entre si bajo condiciones difusivas (Ochoa-Tapia y col., [1994)), la conductividad
efectiva estd dada por la Ecuacion , mientras que para un arreglo tridimensional de

esferas la expresion se da en la Ecuacién (3.6)).

Utilizando el tipo de dependencia lineal por partes, las soluciones explicitas para s, y s,
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Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

(Kef/,m)
kg
__________________ Kk>1
1+
k<1
0 T T T >
-1 0 +1 v/

Figura 5.3. Variacion lineal de la conductividad térmica efectiva en la inter-regién.

son,

( <L yiu)) {1( :fg’“)yy}
rg ' 70 8
: L<—1
|:%E))_1+<K:fkf;)yy (% 1)} [1—( ef]f;’)yy]+2(1(:ff“’)yy In (K*f; )
eff,w
kﬂ yy
: (%2r1)
K* K* — Yy
(1) [ = ol i
- 2 k’; Y 1 < y < +1
] _ - [ T =
L J J i ké yy-
[ (%Zrs) 1T (ere)y, | (Brre)
_%AJF kg yy(%fl)_ _17 kg yy_+2 kg el (K;‘f;,w)yy
_ — _ 2=, E>41
[ B
L 4 L m ’ vy
\ kg

(5.24)
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

i o (Ke?ff,w>yy
kg
)
* * *
I yy
kg
L < -1
To
(%2r10),, ( yn){l_( eff,w)yy}_ (K2r10),, n \
B kg 0 kg k . (Kfo,w)yy (K* ) 5 25
S *QL(L_H)_*_ efkf; yy ( : )
)
2 yy
kg
-1< L <41

L > 41
\ To
Con fines ilustrativos, en la Figura|5.4]se presentan ejemplos de las variables de cerradura

macroscopicas para las condiciones alli descritas, y utilizando la Ecuacién (3.4) para el célculo
de (K1),

5.3. Condicion de salto

La idea fundamental para la derivacion de la condicion de salto radica en que, en
promedio, el campo de solucion del modelo de dos dominios debe satisfacer al modelo de

un solo dominio. Esto expresado matematicamente es,

o —|1- v :_] (T) = (D)) dy + o — ]n<<T> —(T),) dy =0 (5.26)

De esta manera, la construccion de la condicion de salto se basa en la minimizacion del area

sombreada de la Figura [5.2] Ahora, de la definicién de la desviacién espacial macroscdpica
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

of ]

g i
3 - i
< L i
£ 4 ]
3 L i
S 4l i
_8:\ T T T T S T \:
-12-10-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12

S 2F i

\‘: | i

< | |

£ 1) .

5 |

O i | | | | | | | | | | | ]

-12-10-8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8 10 12

e B e e e e syt B R B e

0l / i

Ulr [ 7

—0.5 -
T T T T T Y A

-12-10-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 & 10 12
y/To

Figura 5.4. Ejemplos de los campos de las variables de cerradura macroscépicas. yg = 0, £ = 100,

Yo = Yyn = 10rg y €5 = 0.5.

se tiene que,
1 Y=Yo Y=Yn
T.dy + / T,dy =0 (5.27)

Yo + Yuw Yn — Yo
Y=""Yw Y=Yo

En esencia, este es un procedimiento similar al presentado por |Ochoa-Tapia y Whitaker

(1998) en la derivacién de la condicién de salto para el flux de calor. La idea principal
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

en su desarrollo tedérico consistié en la derivacién de la ecuacion de transporte de calor
superficial asociada con la superficie divisoria, llevando a cabo una metodologia equivalente
a la utilizada en balances en fases interfases (Gibbs| [1948; Slattery, [1967b). Sin embargo, la
diferencia substancial del procedimiento aqui presentado, radica en que la expresion (|5.27))
es aplicada a la diferencia de los campos de temperatura y no a las ecuaciones gobernantes
para el transporte de energia.

Para obtener la condicién de salto del campo de la temperatura promedio, se sustituyen

las expresiones constitutivas de las desviaciones espaciales, Ecuaciones ([5.18]), en la Ecuacién

(5.27)), lo cual conduce a

d(T)

" d (T
Yo g dy

0~ (5.28)

Yo Yo

Esta expresion representa la condicién de salto para el campo, en la cual se han introducido

los llamados coeficientes de salto g., y g, definidos como,

y=Yo Y=Yn
yoJlryw y:[yw buwdy + yniyo y:fyo by
Yo = s L (5.29a)
yo+yw y:Iyw Swdy + Yn—Y0 y=fyo S”dy
1 yjyo b dy n 1 yjynb dy
Yo+Yw — “n Yn—Yo o m
In = , ¥ L v (5.29b)
Yo+ y:!yw Swdy + Yn—Yo y:fyo S”dy

Ahora, dado que el problema de valor a la frontera que determina las desviaciones
espaciales macroscépicas, es independiente del criterio utilizado para desarrollar la condicion
de salto de la temperatura, es posible desarrollar la condicion de salto faltante a partir de las
ecuaciones gobernantes para T\w y T\n. De este modo, integrando la Ecuacién desde
y = —y, hasta y = yp, v sumando el resultado a la integral de la Ecuacién desde

y = Yo hasta y =y, se tiene,

~

T,

o\ [( )

[( :ff)yy@)d_y

y=y0
. dT,
[( eff)yy (y) d_yn

- (K)o

Y=Yo

Y=yn

()

w

Yo Yo
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

aT d(T
<d—y>” (o) ;—; 630

- (Kgff)yy(yn)

Pero, en las fronteras del dominio de solucién el flux del calor en el modelo ODA es igual

que en el modelo TDA, es decir,

Keplv) S = ) 0% = G3w)
d (T
(K2 = (2 )™ — (5310)

lo cual, utilizando la descomposicion espacial macroscopica de la temperatura lleva a que,

. dT,
(Keff)yy(_yw)d_y =0, eny = —"Yu (5.32a)

. dT,
(Keff)yy(yn)d_yn =0, eny =1y, (5.32Db)

Utilizando estas expresiones y las condicién de frontera de la Ecuaciéon (5.17d)), la Ecuacién

(5.30) se simplifica a,

d(T)
dy

d(T
= (K2 w) (539

Yo

w

(K:ff)yy(_yw)

Yo

o escrito en la siguiente manera,

; d(T)
( eff,w)yy dy

w

(5.34)

B dy

Yo Yo

con lo cual se recupera la condicion de continuidad de flux de energia.

5.4. Solucién analitica de los modelos macroscopicos

El modelo de dos dominios con la condicién de salto puede facilmente resolverse de manera

analitica. Imponiendo las condiciones de frontera tipo Dirichlet en las fronteras del dominio

(T), = (T),| 1, eny=—Ly (5.35a)
(1), =(T),|, »eny=1L, (5.35b)

n
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

se tiene la solucion,

@]~ Tl
<T>w = (UK* ) (y + Lw) + <T>w|—Lw ) _Lw S ) S Yo
yo+Lw—gw+%(Ln_yo_gn>
(5.36a)
(T) o b~ Db (y — L) + (T) <y<L, (536h)
! #(y()"i_[/w_gw)—i_[m_yo_gn ! nL" !

A partir de este resultado es sencillo recuperar la solucién analitica cuando se descarta la
contribucion de los coeficientes de salto, es decir, recuperar el modelo de dos dominios con
condiciones de continuidad. De esta manera, haciendo g, g, = 0 y localizando la superficie

divisoria en gy = 0 se tiene,

<T>77 I - <T>w‘fLw
(1), = WL+ (Dl ~Le <y <0 (5.37a)
eff,w
Lw + Tnyn
(I)y|, = (Dol
(1), = —=, Lt L (y=Ly)+ (D), s 0<y<L, (5.37h)
(K2 r)

Dado que el problema bajo estudio es relativamente simple y los perfiles de temperatura
practicamente son lineas rectas, es posible redefinir la posicion de la superficie divisoria de
manera que se traslapen las soluciones de las Ecuaciones ([5.36). Con esto se recupera la

condicién de continuidad de temperatura,

(1), =(T),, eny =1y (5.38)

La nueva posicién de la superficie divisoria puede determinarse igualando la Ecuacion ((5.36al)
con la (5.36b)), y despejar la posicion y;,. Haciendo esto se tiene,

(Kirs)
, yO_gw_%(yO‘an)
vh = e (5.39)
1 — effw/)yy
kg

Debe senalarse que en y = y(, se tienen condiciones de continuidad tanto para el flux de

calor como en la temperatura promedio; mientras que, en la posicién original de la superficie
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5. Condiciones de salto completas para el modelo de equilibrio local térmico

divisoria utilizada para calcular los coeficientes de salto, y = ¥, se tiene una discontinuidad
en el campo.

Finalmente, para fines de comparacion es 1til presentar la solucion analitica del modelo
ODA,

,{ (Ke*fjl)/yy(y)
(T) = " ((T)],, = (D)) + Dy, (5.40)

dy
I, (K2pp),,®)

en la cual, la relacion de las integrales es similar a la solucién analitica para s,, Ecuacion
(5.22€)), pero reemplazando y,, por L, y y, por L.

5.5. Resultados y discusion

En este punto atun faltan por determinar las longitudes desconocidas v, y ¥,, sin
embargo, de diversos calculos llevados a cabo se observo que los coeficientes de salto tienden
asintéticamente hacia un valor fijo (cuando se normalizan con y,, + y,) a medida que y,, y yy,
se incrementan. En la Figura[5.5|se presenta un ejemplo de los coeficientes de salto en funcion
del tamano total de la region frontera, v, + y.,, el cual se encuentra normalizado con el radio
del volumen promediante ry. Eventualmente se alcanza un valor constante aproximadamente
cuando y, + y, > 1507. Esta situacién se observa para diferentes valores de la porosidad y
conductividades térmicas del sistema.

En la Figura se presenta la dependencia del coeficiente de salto g, en funcién de la
porosidad y de la relaciéon de conductividades térmicas. Eventualmente, el coeficiente tiende
al valor de cero cuando €3, — 0, y presenta un valor maximo cuando €3, — 1. Ademas,
se observa que a medida que k — 1 el coeficiente de salto tiende a cero con lo cual se
recupera la continuidad de la temperatura, y por lo tanto, el sistema se comporta como si solo
hubiera fluido. Debe senalarse que estos resultados son validos cuando el contacto particula-
particula no es importante en el transporte de calor [aproximadamente para x < 100 segin
comparaciones llevadas a cabo por Nozad y col| (1985a)], y se esperan resultados diferentes
cuando el transporte de calor por contacto a través de la matriz sélida sea significativo.

Por otra parte, la forma de la microestructura influye de manera importante en la
prediccién de los coeficientes de salto tal como se muestra en la Figura 5.7 en ella se

comparan los valores de g, cuando se predice utilizando las Ecuaciones (3.4) y (3.6)). Se
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152 1 T T T I T T T T T
- 1 -0.49 - :
<1511 2| |
> ) L _
Tt {205
3 I 1 2 - 8
< 15F 1 <
S a 1 S-051F 1
1.49 | I |
C L I | I I | I I | I I | 1 _052 Ll I | I I | I I | I I Ll
0 50 100 150 200 0 20 100 150 200
(yn + ) /70 (yn + ) /70

Figura 5.5. Dependencia de los coeficientes de salto con el tamafio de la region frontera. yo = 0,
k =100y eg = 0.5.

observa que las principales diferencias ocurren cuando la porosidad es cercana 1.
Los resultados mostrados en la Figura se ajustaron satisfactoriamente a la siguiente
expresion (R? > 0.99999),

Yo _ ao + a; exp (—gﬁ—w> + asexp (—E’B—w) (5.41)
Yo + Yn a2

Los coeficientes de esta expresién se reportan en la Tabla para g,. No se presentan los

resultados para el coeficiente g, debido a que, con base en las predicciones, se observé que

gn(K) = gu(1/K) (5.42)

Ahora, considerando el modelo TDA con condiciones de continuidad de flux y de

temperatura, en la Figura se presenta el valor de la posicion de la superficie divisoria, yj,

Tabla 5.1. Coeficientes involucrados en la Ecuacién (5.41)) para g,,.

K ao aq a9 as ay

0.01 | 0.09701 -1.68575E-6 -0.06351 -0.11854 -0.30376
0.1 |0.01450 -1.99347E-6 -0.06346 -0.14108 -0.30305
10 |1 0.98547 1.99335E-6 -0.06346  0.14108 -0.30305
100 | 0.90295 1.68586E-6 -0.06351 0.11855 -0.30376
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[T T T T T T T T T ]
|| o £=0.01 |
10 | = 0.1 |
L] e 10 R
5 = 100 i
Sy Fl—— Ajuste R
+ [ —e—a—— 7
S 1
< L B
3 L i
>

-5+ |
—10 |

| I | I I | I I | I I | I |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

8570‘}

Figura 5.6. Dependencia de g,, con la porosidad y la relacién de conductividades térmicas. Aqui se

utiliz6 la Ecuacion (3.4]) para predecir la conductividad efectiva en el medio poroso.

67\ T T T T T T T T T T T =

| —e— Usando arreglo de cilindros

—m— Usando arreglo de esferas

9o/ (Yo + Yn)

6/8,(4)

Figura 5.7. Valores de g, utilizando un arreglo periédico de cilindros (Ecuacion (3.4))) y de esferas
(Ecuacién ({3.6))) para predecir la conductividad térmica efectiva en el seno del medio poroso. Se

tomd yp =0y xk = 100.

como funcién de la porosidad y de la relacién de conductividades térmicas. Notese que todos
los valores estan dentro de la inter-region, es decir, y, € [—7o, +70], ¥ ademds, las mayores
diferencias con respecto a yo = 0 aumentan cuando la porosidad disminuye y cuando kK < 1
6> 1.

Con el fin de evaluar la precisién en las predicciones del campo de temperatura con los
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r —.— 0.1 [
0 5 L —® 10 ||
’ —— 100

y(')/To
(@)
I
|

—0.5 .

Figura 5.8. Valor de gy en funcién de la porosidad y de las conductividades térmicas.

modelos desarrollados, se resolvieron los modelos ODA y TDA con condiciones de continuidad
situando la superficie divisoriaen y = 0y en y = y;. Para ello, se utilizé el dominio de solucién
y/ro € [—100,100]. En los extremos del dominio se utilizaron condiciones de frontera tipo
Dirichlet, es decir, se impusieron temperaturas promedio conocidas. Para generalizar los

resultados se introdujo la temperatura adimensional:

O = T — <T>’y/ro=—100 = (T) (T), (T (5.43)
<T>|y/r0:100 - <T‘>|y/m:_1007 ’ w? n

Para describir de manera cuantitativa el mejoramiento en las predicciones de la

temperatura con el modelo TDA con coeficientes de salto y colocando la posicién de la
superficie divisoria en ¥/, con respecto al mismo modelo pero con condiciones de continuidad,

se introduce el siguiente factor de mejora,

€ITOIcontinuidad — €ITOTgalto

% mejora = 100 (5.44)
€ITOI continuidad
Donde el error se define con respecto al modelo ODA de la siguiente manera,
y/ro=1 o o
% error = 100 / abs ( obA A’TDA) d(y/ro), A=w,n (5.45)
/ Oopa
y/ro=—1

Aqui el calculo del error incluye solamente la inter-region.
En la Tabla [5.2] se muestran los porcentajes de mejora para varias condiciones en el

transporte de calor. De manera general, las predicciones mejoran notablemente cuando k < 1
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6 > 1y cuando e, — 0. Cabe senalar que, a medida que la porosidad se incrementa
las ventajas de usar los coeficientes de salto disminuyen, pues, en este caso, el perfil de
temperatura es una linea recta y eventualmente se recuperan condiciones de continuidad.
Un caso similar ocurre con respecto al parametro x; cuando x — 1 las propiedades térmicas
son similares y todo el sistema se comporta como una sola fase, lo cual hace que el valor de
los coeficientes de salto disminuyan. En resumen, los resultados de la Tabla constatan la
mejora en las predicciones de la temperatura con la introduccién de las condiciones de salto
desarrolladas, sobretodo cuando las propiedades efectivas entre el medio poroso y el fluido

libre son significativamente diferentes.

Para finalizar esta Seccién, en la Figura se presentan dos ejemplos de los perfiles de
temperatura que se obtienen al resolver el modelo de un solo dominio junto con los modelos
de dos dominios para x = 0.01 y 100. Obsérvese que las mayores desviaciones de los modelos
TDA con respecto al ODA ocurren en la vecindad de la superficie divisoria. En el resto
del dominio los perfiles de temperatura son muy similares entre los tres modelos resueltos.
No obstante, es de resaltar la tendencia del modelo con coeficientes de salto a predecir

cercanamente la temperatura del modelo ODA en el dominio de solucion.

Tabla 5.2. Porcentaje de mejora en las predicciones de la temperatura con el modelo TDA con

condiciones de salto.

€gw | k=001 k=01 k=10 ~ =100

0.1 84.66 69.86  69.57 84.43
0.2 74.55 61.97  61.71 74.26
0.3 65.01 54.11  53.90 64.72
0.4 55.59 46.16  46.05 55.37
0.5 46.08 38.08  38.09 45.97
0.6 36.37 29.80  29.94 36.39
0.7 26.36 21.33 2161 26.57
0.8 16.16 1275 13.16 16.51
0.9 5.75 3.91 4.40 6.22
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A T T T — . -
1 k=001 1 075
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0.6 i .
@ - 1074
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Figura 5.9. Perfiles de temperatura usando el modelo ODA y el TDA con condiciones de salto y
de continuidad. Se utilizé x = 0.01,100 y €5, = 0.5.

5.6. Posicién 6ptima de la superficie divisoria

En los resultados presentados en la seccién anterior se consideré que la superficie divisoria
se localizaba en yy = 0. Con esto, el modelo de dos dominios presenté una correspondencia
excelente con el perfil de temperatura del modelo de un solo dominio. Sin embargo, existe
una condicion que nunca se aplicé al problema de las desviaciones macroscépicas; ésta es
que en los extremos de la regién frontera el flux de calor es el mismo en los modelos ODA y
TDA. En otras palabras, las desviaciones macroscopicas de la temperatura realmente deben
satisfacer en los extremos de la region frontera las siguientes condiciones,

T,

T, =0, (K:ff,w>yy o 0, eny = —y, (5.46a)
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BCZ—,Z;] =0, eny =y, (5.46b)
con el fin de asumir que fuera de la regiéon frontera los modelos de uno y dos dominios son
idénticos.

En el problema de las desviaciones macroscépicas, Ecuaciones , se impusieron las
condiciones tipo Dirichlet T\w,j’\n = 0, por lo que, estrictamente, ain faltan por satisfacer
las condiciones tipo Neumann. Este tipo de condiciones no se satisfacen en cualquier
posicién de la superficie divisoria. Existe una posiciéon yo = 3o para la cual se cumple

aue (Kepro),, G =

4y dp = Uiy existe otra posicion yo = yo, (no necesariamente v, = ¥o,) para
la cual se satisface que kg

a7, _
dy
La determinacién de ¥, comienza sustituyendo la solucién formal para 7T;,, Ecuacion

(5.18a)), en la condicién tipo Neumann de ([5.46a)) conduciendo a
by d(T) db,, d(T) ds.,
: (1),
e

dy dy dy dy dy
O bien, utilizando las soluciones explicitas para b.., y b, ¥ usando la condicién de continuidad

w n

Yo, w B <T>w’y0,w) =0 (547)

—Yw Yo,w —Yw Y0,w

de flux de calor se tiene,

{

(K : ) d d (1
effw)yy Sw (T),,
w w w / 1 /

ds
- T T =0 (5.48
=N (@), - mu,.) =0 By
Ahora solo falta evaluar las cantidades:
1l (Kifra),,
dsw T0 k‘B
4y T B (Kifr) (KZfs) (Kifs)
y_w_1+M<y_n_1> 1 - Berrw)yy | 4 o\ Ferrw)yy 1) 1
0 k:g 0 k5 kﬁ (Ksz,w)yy
kg
(5.49)
T —A{T
d(T),| _ o Ly Tl (5.50)
d B S '
4 Yo.w Yo,w + Lw — Gw + % (Ln —Yow — gn)
<T>r] I - <T>w|fLw
<T>w|y07w = : (yO,w + Ly) + <T>w|—Lw (5.51)

(Kepr)
yO,w + Lw — Gu + % (Ln - yO,w - gn)
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@), — T,
@), = : (0 = L) + (T), (552)

k
—ﬂ) (Yoo + L — 9u) + Ly — Yow — Gy Ly
vy

(Kt

Por lo tanto, después de cierto esfuerzo algebraico la posicién ¥y, esta dada por,

(Ksz,w>yy 21n 1 I (K:ff,w)yy [1 . gn(yo,w)] + gn(Yo,w)  gw(¥ow)
k:/g (K:ff,w)yy kﬂ T0 0 T0
Yo,w - kg
= - 5
7o [1 B (Keff,w)yyl
kg
9o (Yo,0) _
b - (5.53)
[1 B (Ksz,w)yyl
kg

Debe mencionarse que ésta es una expresién implicita, pues los coeficientes de salto dependen
de la posicién de la superficie divisoria que se elija para la solucién de los problemas de
cerradura macroscépicos. Por tanto, se debe implementar un procedimiento iterativo para
encontrar el valor de yo,, que satisface a la Ecuacién . Ademads, por brevedad no se

escribe la expresion para la posicién yp, debido a que se encontré que,

Yo, = Yow (5.54)

lo cual es consecuencia directa de la continuidad de flux de calor en la superficie divisoria.
No se presentan los resultados para los valores de v, debido a que se encontré que son muy
cercanos a cero. Esta es la razon por la cual al utilizar yo = 0 en los resultados mostrados en

la seccién anterior, los perfiles de temperatura del modelo TDA con salto son muy similares
al del modelo ODA.
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CAPITULO 6

CONDICIONES DE SALTO: CASO GENERAL

6.1. Ecuaciones gobernantes

En este capitulo se aborda el problema de transporte convectivo y conductivo de calor en
estado transitorio, ademas de que no restringe el andlisis a alguna geometria en particular.
En este caso la ecuacion gobernante bajo el esquema de un solo dominio y con la suposicién

de equilibrio local térmico esta dada por,

{(p) C’p(x)@ + (pcp)g V- ((vp) (T)) =V - [K:;;(x) - V(T')] , vélida en todo el dominio

ot
(6.1)
Aqui el vector tipo convectivo u se ha descartado debido a que, generalmente, es despreciable
en comparacion con el campo de velocidad.
Bajo el modelo de dos dominios se requieren de las ecuaciones efectivas para cada regién

homogénea. Asi, para la region porosa la ecuacién gobernante se escribe como,

((p) Cp),, 0 g;>w + (pcp)s V- ((vp) (T),,) =V - (Kipro - V(T),) . vélida en la regién-w

(6.2)

mientras que la ecuacion gobernante para la regién fluida es

o(T
(pcp)g <8t>n + (pcp)y V - <<v5> <T>n) =V- <k5V <T>n) , véalida en la regién-n  (6.3)

En estas ecuaciones se han utilizado los subindices w y n para indicar variables asociadas al

medio poroso y a la regién de fluido respectivamente. Cabe agregar que en la Ecuacién (6.1
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los coeficientes efectivos dependen de la posicién x, mientras que en las Ecuaciones (6.2)) y
(6.3) son independientes de la posicién.

6.2. Desviaciones macroscopicas de la temperatura

Como se mencion en el Capitulo o] la filosoffa fundamental para el desarrollo de las
condiciones de salto recae en que en promedio el modelo de dos dominios satisfaga al modelo

de un dominio. Esto escrito matematicamente de manera mas general es,

7 / dV+—/ dV—O (6.4)

Aqui V,, y V,, representan las zonas del medio poroso y del fluido libre, mientras que ¥,
y 7, son sus volumenes respectivamente. Se asume que en las regiones V,, y V, ocurren
las diferencias mas significativas entre los campos de solucién de los modelos de uno y dos
dominios. Dichas zonas no necesariamente son las mismas que el dominio completo del medio
poroso €, y del fluido €2, donde se resuelven los modelos escalados, tal como se muestra en
la Figura [6.1] Ademas, se seniala que la superficie divisoria yace en la regién formada por la
unién de V,, y V,,.

El principal inconveniente de la Ecuacion es que se requiere conocer simultaneamente
los campos de solucion de los modelos escalados. Asi, el siguiente paso consiste en encontrar

una expresion de la forma,
(T) = f((T),,.(T),) (6.5)
de manera similar como en los problemas de cerradura en la microescala. Para ello se

proponen una funcién por partes de la siguiente manera,

en V, (6.6a)
(T) = T +(T),, en'V, (6.6b)

n Y
~ ~

Cabe agregar que T, y T, representan desviaciones espaciales macroscopicas entre dos
variables de la macroescala, lo cual contrasta con la definicion de las desviaciones
microscopicas 7| 5 [Ecuacién (2.13a))] y T, las cuales enlazan los campos de una variable
en la macroescala con una en la microescala.

El siguiente paso consiste en encontrar la ecuacion diferencial gobernante para las
desviaciones macroscopicas. Atendiendo a las definiciones (6.6)), se resta la Ecuacién a
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Figura 6.1. Dominios de solucién en un sistema medio poroso-fluido.

la (6.1]) para obtener después de cierto esfuerzo algebraico la ecuacién diferencial para T\w,

() Cp) 52 4 (per), V- () ) = V- [Key (0 - VI = Ful) - 9T,

X0

+ (%) - V(T), |, + fu(x) (T),|,,, en V. (6.7)

Donde,
* CP X *
Fux) = Ky o) = (K (680
£(x) = VK () + 2 Pé?,})_cﬁ;p) el (e 5 (V) (6.8b)
folx) = (p) CP((Z?);}Eé? CP)w (pCp)B V- (vs) (6.8¢)
Mientras que la ecuacion correspondiente para T\n es,
() cp(x)% (o), V- ((va) 1) = V- [Key(0) - VT, | = Fy(x) - VYD), |
+f,(x)- V (T>77 . + f(x) <T>n . enV, (6.9)
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Con,
CP X
F,(x) = fo(x) — %kﬁl (6.10a)
£,(%) = V - Ky, (%) + () Cp(x) = (pep)s | (vi) (6.10)
1x) = [(0) Co(x) = (per) | ¥ - (va) (6.10¢)

En las Ecuaciones y se han considerado a las cantidades que involucran a las
temperaturas y gradientes del modelo de dos dominios, como valores constantes dentro de los
dominios de solucién V,, y V,,. Tales valores han sido evaluados en la posicién de la superficie
divisoria xo. Ademas, es necesario encontrar las restricciones de escala bajo las cuales las
Ecuaciones y son validas en V,, y V;, respectivamente. Para ello, se hacen las

siguientes expansiones en series de Taylor alrededor de la superficie divisoria,

(T), = (T), 3 +(x=x%o) - V(T), 3
—_— - )
o((1),) o1
1
+§(X_XO) (X_XO) . VV <T>7 + , V=W, (611&)
X0
(%)
V(T>7 :V(T>7 —i—(X—Xo)-VV(T)W +...,vy=w,n (6.11D)
X Xol N XOJ
o(atr),) o 575)

Aqui se ha descartado la contribucion de gradientes de tercer orden o superiOIEI, y se
han agregado los estimados de orden de magnitud de algunos términos. De esta manera,

imponiendo las siguientes restricciones

L

f < ]_’ Y=w,n (612&)
Lz 1, v= 6.12b
ﬁ <L y=wn ( : )

entonces es aceptable considerar las temperaturas y gradientes del modelo de dos dominios

constantes en el dominio de solucién de las desviaciones macroscépicas. En las Ecuaciones

'Es razonable descartar los gradientes de orden superior debido a que, como se observa en la tendencia
de las Ecuaciones (6.12) la disparidad de escalas lo permite.
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y L., (v = w,n) representa la longitud caracteristica de la regién V., mientras
que L es la correspondiente para la regién (2.
El problema de las desviaciones macroscépicas se completa imponiendo las condiciones
iniciales,
T,=0,at=0yenV, (6.13a)
T,=0,at=0yenV, (6.13b)

Las cuales indican que al inicio los campos de temperatura en los modelos de uno y dos
dominios son iguales. Esto solo es posible cuando al inicio el sistema estd a temperatura
constante desde el punto de viste de la microescala. Ademads, se requiere de las condiciones
de frontera en la superficie externa de las regiones V,, y V,, (0V,, y 6V}, respectivamente), es

decir, sin considerar a la superficie divisoria
T, =0, en 6V, (6.14a)
T, =0, en 8V, (6.14h)

La condicion de frontera en la superficie divisoria surge de la idea de continuidad de la

temperatura y del flux de calor en el modelo de un solo dominio, es decir,

(T = (T)|r (6.15a)

Xo

=V [K(x0) - VD =

(pcp) V - ((vs) (T))

Sustituyendo las definiciones se tiene después de cierto esfuerzo algebraico

(pcp)s V - ((vg) (T))

L= V- [K () - V(D). (6.15b)

Xg 0

T, - T, = (T)

— (1), |y, » enXo (6.16a)

@@MV-B%;@l—ﬁJ]—V~[QK&%V(ﬁ—jﬁ}z
K:ff(xo) : VV (T)w\xo
— K (x0) : VV(T),

n

+ [V K (x0) = (per)y (v3)] - VAT,
= [V K (x0) = (per)y (va)] - VD),

per)s V- (va) (T,

per)y V- (va) (T),

X0

= (
( , en Xg (6.16b)

X0

+
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6.3. Problemas de cerradura

La solucién formal para las desviaciones macroscépicas de la temperatura se puede escribir

€omo,
T, =B : VV(T), | + By, : VV(T), Tt VATl + - VAT, |
+ Suw (T)yly, + 8wn (1), . (6.17a)
T, =B, : VV(T) | +B,,: VV(T) L Fen VAT, e VAT, |
o (Tl + 50 Ty | (6.17b)

Donde By, (m,p = w,n), Cmp ¥ Smp son las variables de cerradura macroscopicas que
resuelven los siguientes problemas de valor inicial y a la frontera:
Problema para B, y B,., fuente VV (T')

w|x0

B.. =0, endV, (6.18a)
B,. =0, endV, (6.18Db)
B..=0 at=0 (6.18c¢)
B,.=0 at=0 (6.18d)
B.. — By, =0, enx (6.18e)
(ep)s ¥ - [(v3) (B~ Buo)] — V- [K2yy(x0) - ¥ (B — Bo)] = Ky (x0). en o
(6.18f)
() Op() P22 4 (pep), V- (v5) Bu) = V- [Kijy () VB = Fux), en Vi, (6.188)
() Op() T2 4 () V- (v5) B) = V- [Kiyy(x) - VB =0, enV,  (618h)

Problema para B, y B,,, fuente VV (T’

WXO

B., =0, endV, (6.19a)
B,, =0, en dV, (6.19b)
B., =0, at=0 (6.19¢)
B,, =0, at=0 (6.19d)
B., —B,, =0, enx (6.19¢)
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(pCP)B V- [(vg) (Bwn - Bnn)] -V. [K:ff(xo) Y (Bwn - Bnn)} = _K:ff(X0)> el Xo

(6.19f)
0B, .
(p) Cp(x) T + (pcp)s V - ((vs) Buy) — V- [K:;;(x)- VB, =0, enV, (6.19g)
0B .
(1) Cp() T2 4 (), V- (v5) Byy) = V- [Kiyy () VBy] = Fyfx), en 'V, (6.190)
Problema para €y ¥ €y, fuente V(1) [
Cow =0, en oV, (6.20a)
Cw =0, endV, (6.20b)
Cow=0, at=0 (6.20c)
Cpo=0, at=0 (6.20d)
Cuw — Cpw = 0, en xg (6.20e)
(pcp)s V - [(ve) (Cuw — €pu)] = V - [KEfp(30) + V (€ — €p)] =
VK pp(x0) — (pep) g (ve), en Xo (6.20f)
0 ww *
() O 252 4 () V- (v3) €)= V- [Kipy(x) - View] = Lx), en Vo (6:208)
0Cpy .
(p) Cp(x>a—;’ +(pcp) s V- ((Vg) ep) — V - [Kip4(x) - Veyg,] =0, en 'V, (6.20h)

Problema para ¢,y y ¢, fuente V (T'),
X

Cuon =0, en dV, (6.21a)
¢y =0, endV, (6.21Db)
Cop =0, at=0 (6.21c)
Cy =0, at=0 (6.21d)
Cun — Cpy = 0, en xg (6.21e)
(pcp)s V- [(va) (Cuy =€) = V - [K:ff(XO) *V (Cwy — )] =
(pcp)g (ve) — V - Kipp(x0), en Xo (6.21f)
oc,, «
(p) CP<X)77I +(pcp)g V- ((vg) Cuy) — V - I (X)) - Ve, =0, enV, (6.21g)
dc .
(p) Cp(x) =2+ (pcp) s V - ((Vg) Coy) = V - [KE (%) - V| = £(x), enV,  (6.21h)

ot

Problema para sy, ¥ Sy, fuente (1),

Sww = 0, en 0V, (6.22a)
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Spw =0, en 0V, (6.22Db)
Sww =0, at=0 (6.22¢)
Spw =0, at=0 (6.22d)
Sww — Sy = —1, en X (6.22¢)
(pCP)ﬁ V- [(vg) (Sww = Sp)] = V- [K:ff(X(J) V(S — Snw)} = (pCP)/i V- {vs), enxo

(6.22f)
() Op () 2222 4 () V- ((v5) 5) = V- [Kipy () V] = L), en Vo (6228)
(1) Op() P2 4 (), V- (95) s) = V- [Kipy () - V] =0, en'V, (6.220)

Problema para sy, y sy, fuente (T'),
Xg

Swnp =0, en oV, (6.23a)
Spy =0, en 0V, (6.23Db)
Sop =0, at=0 (6.23¢)
Sy =0, at=0 (6.23d)
Swnp — S =1, en xg (6.23¢)
(pcp)g V- [(va) (sun — syy)] =V [Keff(XO) V (8wy = )] = (pcp)g V- {vg), enxq
(6.23f)
0Sun .
() Cr(x) =5 + (per)s V - (V) s0n) = V- [KEg5 (%) - Visig] = 0, en V, (6.23g)
() Col0 %2+ (per), V- (v5) sn) = 9+ [KEy () ] = F00, en ¥y (6280

6.4. Condiciones de salto

Con la solucién formal de las desviaciones macroscopicas se procede a desarrollar la

primera condicién de salto. Sustituyendo las Ecuaciones y (6.17) en (6.4) se tiene

(T |, =" (T),| +H,: VV(T) | +H :VV(T)

X0

X0

+gl -V (T),) + g V(T)

(6.24)

Mo
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Donde o/, HUIJ, H7I7, gl y g{l son los coeficientes de salto dependientes de las variables de
cerradura en la siguiente forma,
7/% [ SwndV + 4,/%] [ $pydV
Ve v’?

I
__ 6.25
“ e Vf StV + o J SrodV (6:25)

7 J BuwdV + 5 [ ByudV
Vo Vi

H, = — 6.25b
) 7z J SudV + 5 [ spudV ( )
“V, "V,
7 | BuydV + 5 [ ByydV
H = — = o 6.25
T g [ swedV + g [spdV (6:25¢)
“V, "V,
7 J CuudV + 5 [ cpudV
I Ve "V,
=— 6.25d
B T T L [ 5ndV £ £ [ 5pdV (6.254)
“ Ve "V,

7 | condV + 3 [ cppdV
I Vi "V,
- 6.25
&=L T ooV 5 T oV (6.25¢)

La Ecuacion ((6.24]) representa la condicion de salto para el campo de la temperatura en
la posicién x4. Ciertamente, con el fin de recuperar la condiciéon de continuidad se requiere
que of = 1y los coeficientes restantes sean igual a cero. Tales requerimientos se cumplen
de acuerdo con el tipo de problema de transporte en cuestion. Para el problema simple de
transporte unidireccional, estacionario y conductivo de calor presentado en el Capitulo [f]
se mostré que es posible recuperar la condicién de continuidad replanteando la posicién de
la superficie divisoria. De esta forma, la condiciéon de salto se considera de caracter
general en el sentido de que incluye acumulacién, convecciéon y conduccién en cualquier tipo
de geometria, y puede reducirse a una forma mas simple dependiendo de las condiciones de
transporte de calor.

Ahora, la siguiente etapa consiste en encontrar la segunda condicién de frontera asociada
con el salto del flux de calor. Para ello, se enfatiza que las Ecuaciones y (6.9) son
independientes del criterio utilizado para derivar la primera condicion de salto, Ecuacion

(6.4), por lo que se utilizan para la derivaciéon de la segunda condiciéon de salto. De esta
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manera, después de integrar la Ecuacién (6.7) en la regién V,, sumar el resultado a la

integracion de la Ecuacién en V, e igualar a cero se obtienqﬂ,

(T) |y, =" (T),| +H): VV(T)

II .
+HI . vv(T),

wlxo

X0 X0

+gll -V (T), |+l V(T),| (626

X0

Donde,

f L (84n)dV + f ($yn) — f(x)] dV

ol =~ f o) = L0V £ [ 2o dV (6.27a)
Ve Vi
f [X(wa) - Fw(X)] dV + f X(an)dv

H, = - TT20m) = Lo dV [ Z0opdv (6.27b)
| Z(By,)dV + f [-Z(By,;) — F,(x)] dV

H, = - TTZ0m) = oAV = [ Z0o)dv (6.27¢)
v, v,
J () = LGV + [ Lle,)av

& = T P (o) — o)AV + f.z(snw)dv (6.27d)
| Z(cuy)dV + f (cpy) — £,(x)] dV

7 Vi

& = T [ Z(o) - fw( NV + [ Z(srm)dV (6.27¢)

Vi v,

con .Z siendo el operador diferencial lineal definido como,

2(0) = (0 Co00 2 4 (), (i) (0] -V [Keyx) V(@) (629)

Debe mencionarse que para la estimacion de los numerosos coeficientes de salto que
aparecen en las Ecuaciones (6.24) y (6.26]), solo se requiere conocer la dependencia espacial
de las propiedades efectivas del modelo de un solo dominio. Lo cual en este punto, solo
se conoce para el transporte unidireccional de calor en la direccién normal a la superficie
divisoria. Ciertamente, con el fin de analizar configuraciones mas complicadas del transporte
de calor es necesario extender el analisis presentado en este trabajo a sistemas con superficies

divisorias irregulares.

2Realmente, este procedimiento significa la aplicacién del principio de conservacién de energia.
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Para finalizar, se anade que en este punto ain no esta definida explicitamente la posicion
de la superficie divisoria xg. Siguiendo el razonamiento utilizado en la Seccién 5.6}, la posicién
Xy debe satisfacer que en las fronteras dV,, y 0V, el flux total de las desviaciones macroscépicas

sea igual a cero, esto es

/ n, - [(pcp) (V) T — K 4 (x) - vﬁ,] dA

+ / n, - [(pcp)ﬁ (vg) Ty — K2y p(x) - VT, | dA=0 (6.29)
5Vy
Donde n,, y n, son los vectores normales unitarios apuntando hacia afuera de las regiones

V., v V,, respectivamente.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se utilizé el método del promedio volumétrico para la derivacién de
las ecuaciones efectivas para el transporte de calor convectivo y difusivo entre un medio
poroso homogéneo y una regién de solo fluido. Se estudiaron los casos cuando es valida la
suposicion de equilibrio local térmico y también cuando la suposicién no es vélida y, por
tanto, se requiere de una ecuacion efectiva para cada fase presente. Los objetivos principales
consistieron en la derivacion de los modelos cerrados de uno y dos dominios, los cuales se

llevaron a cabo en las siguientes etapas:

» En la Parte [l se discutié todo lo relacionado con el modelo de un solo dominio.
En el Capitulo [2] se presentd la forma de las ecuaciones efectivas bajo la suposicién
de equilibrio y no equilibrio local térmico. Para ello, se utilizé el método del
promedio volumétrico para escalar rigurosamente las ecuaciones gobernantes desde la
microescala, y se desarrollaron los esquemas de cerradura (presentados en el Apéndice
A)) para la prediccién de todos los coeficientes efectivos involucrados. Ademads, en
el modelo de no equilibrio, el cual incluye dos ecuaciones efectivas, se desarrolld la

condicion frontera asociada a la ecuacion del sélido en el lado de la region de fluido.

= En el Capitulo |3[se llevo a cabo la prediccion de los coeficientes efectivos en funcion de
las conductividades térmicas, del nimero de Péclet, de la porosidad y de la posicion a
través de la zona de cambios significativos en la microestructura (inter-region). Para ello
el medio poroso fue representado de dos maneras simples: como un arreglo periédico de
cilindros en linea que no se tocan entre si, y como un arreglo periodico de cuadrados con

brazos de interconexién. Especificamente, se encontré que los elementos de la diagonal
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principal de los tensores térmicos son mas significativos que el resto de los elementos
y ademds, los elementos-zx (tangentes a la direccién del flujo neto) incrementan
su valor notablemente cuando el régimen de transporte es convectivo. El coeficiente
de transferencia de calor disminuye exponencialmente desde un valor maximo en el
seno del medio poroso hasta tomar el volar de cero en la region de solo fluido. Se
encontrd que los vectores tipo-convectivo, generalmente, pueden ser descartados para
efectos practicos. Los coeficientes efectivos menos relevantes se muestran en el Apéndice
Bl Ademés, el contacto particula-particula modifica significativamente los valores de

los coeficientes efectivos, especialmente cuando una fase es mas conductiva que la otra.

= También, en el Capitulo [3| se resolvieron los modelos escalados de equilibrio y no
equilibrio en un dominio simple, y los perfiles de temperatura se compararon con
resultados originados al resolver las ecuaciones gobernantes de la microescala (DNS)
en un dominio simplificado del medio poroso. A pesar de que el modelo de equilibrio
involucra mas suposiciones que el modelo de no equilibrio, éste predice adecuadamente
los resultados del DNS para diferentes condiciones de simulacién. Por lo tanto, dada
su precision y relativa sencillez del modelo de equilibrio, su uso representa una buena
opcion incluso para modelar el transporte de calor en la inter-regién entre el medio

poroso y la region de fluido libre.

= Habiendo comprobado que el modelo de equilibrio térmico es una opcion adecuada
para modelar el transporte de calor, en el Capitulo [4] se utiliz6 dicho modelo para
estudiar el desempeno térmico de un intercambiador de calor de placas paralelas con
un inserto poroso sometido a conveccion forzada. Para ello, el campo de velocidad se
obtuvo al resolver la ecuacién de Darcy-Brinkman con coeficientes variables utilizando
un esquema integral iterativo con funciones de Green. Con esto, el campo de velocidad
se utilizo como dato de entrada para resolver el problema de transporte de calor en el
canal utilizando rutinas numéricas de Comsol Multiphysics® 3.5a. Particularmente,
se comprobo que el uso del inserto poroso lleva a una mejora significativa en la tasa de

transferencia de calor entre el fluido y las paredes del intercambiador.

» En la Parte [lI] de este documento se presenté lo relacionado con el modelo de dos
dominios. En este caso, los objetivos que se persiguieron consisten en el desarrollo

de condiciones salto cerradas, tanto para el flux de calor como para la temperatura.
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Para transporte de calor unidimensional, estacionario y difusivo en la direccién normal
a la superficie divisoria, se implementé un procedimiento tedrico el cual, en esencia,
consiste en que el modelo de dos dominios satisfaga en promedio al modelo de un solo
dominio. Asi, con el procedimiento descrito en el Capitulo [5] se derivé tedricamente
la condicion de continuidad del flux de calor y una discontinuidad en el campo de
la temperatura. La condicién de salto de la temperatura se expresé en términos de
dos coeficientes que pueden ser predichos a partir de la soluciéon de los problemas de
cerradura macroscopicos asociados. La introduccién de la condicién de salto condujo a
mejores predicciones de la temperatura en comparaciéon con el modelo con condiciones
de continuidad. Ademads, en este caso se encontré que se recupera la condicién de
continuidad de la temperatura al modificar apropiadamente la posicién de la superficie

divisoria.

» Con los antecedentes del Capitulo [5] en el Capitulo [6] se presenta la derivacién de
las condiciones de salto para el problema de transporte de calor en un sentido mas
general. Especificamente, se analizé el transporte transitorio, convectivo y dispersivo
de calor para cualquier tipo de geometria. En este caso, se derivaron las condiciones de
salto tanto para el flux como de la temperatura encontrandose que las discontinuidades
dependen linealmente de los gradientes (hasta de segundo orden) de la temperatura.
Los coeficientes que aparecen en las condiciones de salto dependen explicitamente de
las variables de cerradura, las cuales pueden determinarse a partir de la solucién de los
problemas de valor a la frontera asociados. Para resolver los problemas de cerradura
solo se requiere conocer la dependencia espacial de los coeficientes efectivos del modelo

de un solo dominio.

Cabe agregar que la metodologia expuesta en este trabajo puede extenderse a problemas
de mayor complejidad. A lo largo del documento se ha enfatizado que ambos tipos de modelo
—de uno y dos dominios— comparten la informacién del fenémeno que ocurre en la microescala
en la zona cercana a la frontera medio poroso-fluido. Si se piensa en el desarrollo del modelo
cerrado de dos dominios como el objetivo final de cierto estudio, invariablemente se tiene
que recurrir, como un paso previo, al desarrollo del modelo cerrado de un solo dominio. Tres
de las contribuciones mds importantes de este trabajo se presentan en los Capitulos [2]
y [0 donde se presentan los modelos cerrados de uno y dos dominios. No obstante, uno de

los avances mas significativos presentados esta relacionado con el desarrollo del problema
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de cerradura macroscopico para la prediccién de los coeficientes de salto, el cual involucra
solamente los cambios espaciales de las propiedades efectivas de transporte. Esto mejora
notablemente la metodologia para el desarrollo de condiciones de salto, y en contraste con
otras metodologias (Ochoa-Tapia y Whitaker], 1997al,1998;|Wood y col., 2000; |Valdés-Paradal,
2007)), no se requiere del campo de solucién del modelo de un solo dominio para el cémputo

de los coeficientes de salto (relacionados con las cantidades de exceso).
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Esta seccion se enfoca hacia el uso correcto que se le debe brindar a los modelos térmicos
desarrollados en este trabajo. A lo largo de la busqueda bibliografica se encontraron algunos
trabajos de cardcter experimental (para transporte de masa y momentum), en los cuales se
utilizaron determinados modelos (algunos muy utilizados en la literatura) para interpretar
los datos de laboratorio. Si bien esto funciona en la mayoria de las veces, puesto que se
trata de ajustar lo mejor posible los datos experimentales a alguna curva de predicciones, en

ocasiones dichos modelos contienen implicitas algunas suposiciones como pueden ser:
» La existencia de un volumen elemental representativo.
= Disparidad de escalas en el sistema.
= Soluciones diluidas.
» La posibilidad de descartar algin tipo de transporte (conveccién, radiacion, etc).
= La posibilidad de descartar algiin tipo de fuente o sumidero.

= Que el fendmeno obedezca alguna expresion constitutiva (relacién termodindmica, ley

de Fick, fluido newtoniano, etc.).
= Entre otras...

las cuales podrian no ser respetadas durante el desarrollo del experimento. Esto puede llevar
a inconsistencias entre lo que puede predecir el modelo y lo que se quiere que prediga el

modelo.
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Sobre esto, una de las caracteristicas importantes del método del promedio volumétrico
es que permite identificar de manera clara el dominio de validez del modelo escalado al
que se llega, y de las suposiciones hechas durante su derivacion tedrica. Posterior a esto,
es de suma importancia comprobar experimentalmente tales suposiciones en el caso de
que se pueda llevar a cabo. Considerando los modelos térmicos cerrados desarrollados en
este trabajo, dichas suposiciones y restricciones de escala y temporales se detallan en el
Capitulo 2]y en el Apéndice[A] Si se desean utilizar estos modelos para interpretar resultados
experimentales (esto es, determinar experimentalmente propiedades efectivas de transporte),
es muy recomendable tomar en cuenta todo lo descrito en el desarrollo tedrico con el
objetivo de mantener consistencia entre el modelo utilizado con las caracteristicas propias

del experimento que se lleva a cabo.
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APENDICE A

PROBLEMAS DE CERRADURA

En esta seccion se presentan los detalles relacionados con el planteamiento y solucion

formal de los problemas de cerradura asociados con los modelos promedio.

A.1. Cerradura para el modelo de no equilibrio local

térmico
De la Ecuacién (2.13a)) se deduce que,

T

= Tpl,, — (Tp)"’ (A1)

rs rs

Por lo tanto, la ecuacion gobernante para las desviaciones de la temperatura se puede obtener

)

restando la ecuacién promedio (tomando x — rg),

9(Ts)"|, -
(pcp)ges (rp) %‘B =—(pcp)s V - << (vg)’ |, t Vﬁ|rﬁ> ((T/a)ﬁ

r

+ Ty
B

k ~
+ V. 3] (I‘g) k/gV <T5>B‘rﬁ + 75 / ngs Tﬁ dA
A,Bo’(x) ’
ks 8 =
+ — Ilga . V<T5> + VTg dA (AQ)
/V I‘ﬂ I‘[g

ABU (X)

A-1



A. Problemas de cerradura

a la ecuacion gobernante puntual (también evaluada en rg),

0 Tpl,
(pep)y | =57 + V- (VaTp)l, | = V- (ksVT)l,, (A.3)
El resultado puede expresarse como,
T,
(pee)s 5+ (per)s ¥ - (V) (T5) = (V) (T5)")°)
+(pep)y V- (V) Ts = (V) Ti)") + (per), V - (ValTh) = (W Ts)"))
+ (pCp)ﬁ V. (Vﬁfg - <{’/5T5>6> =V. (kgig) - 551V55 : (/C@V(Tg)ﬁ)
_ k ~ _
'V |5 [ s TdA| + &5 (per), Vs (va) (D)
Ago
+e5' (pep) 5 Veg - ((va)Ts) + 257 (pep) Ves - (V5(T5)7)°
o~ Eilkg ~
+e5" (pep)y Veg - (VaTp)" — =2 7 / ng, - (V(Tﬁ)ﬁ + VT5> dA  (A4)
Ago

Aqui se ha simplificado la nomenclatura, pero debe enfatizarse que cada término
esta evaluado en la posicién rg.

Cabe senalar que la Ecuacién (A.4) contiene fuentes promedio locales y no locales. Esto
puede ser un inconveniente cuando el problema de cerradura se sustituya en la GTE de la
fase-3, Ecuaciéon , debido a que el campo de la temperatura promedio dependeria de
integrales de area y de volumen de ella misma. Para sobrellevar este aspecto se proponen las

siguientes expansiones en series de Taylor para 13 = vg, T},

1
<¢B>B}rﬁ = (p)’| +ys-V <¢B>ﬂ\x+§ywﬁ LYV (g)?| +... (A.5a)
o) O(Rws) o)
v WB)BLB =V <¢6>'B\,S+§’ﬁ V'V (1g)?| +... (A.5b)
o(vz:pﬁw) 0(%;@@5)

Aqui se han incluido los estimados de orden de magnitud de los primeros términos de las
series. Notese que en estos estimados se ha supuesto que la longitud caracteristica asociada

a las variaciones espaciales de (15)? y V{1)5)” son del mismo orden de magnitud, la cual se
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A. Problemas de cerradura

toma como la longitud caracteristica del sistema, L. Ademads, con el propdsito de resolver el

problema de cerradura, se imponen las siguientes restricciones de escala,

ro < L (A6a)
rg < L? (A.6b)

De tal manera que las Ecuaciones ([A.5) conducen a que

0 (s, - wa)l,) <1 (A.7a)
O (V (s, = ¥ (s)f],) < 1 (A7b)

Estos resultados permiten remover cantidades promedio de las integrales de area y de

volumen. Bajo estas condiciones la Ecuacion (A.4) se reduce a

(pee)y B2+ (ep)y ¥ - (voTs) + (per)y ¥ - (Ta(T5)7) — (per), ¥ - (95T

~ B k ~ B
=V (ksVT;) ~ 'V g/ngoTﬁdA + 25" (pep), Ve - (Vi) (T)°)

Ago

e’:‘glk/g

+e5" (pep) g Veg - (VsT3)° — / s, - VIdA (A.8)
Agy
En la Ecuacién se entiende que las cantidades promedio ya estan evaluadas en la
posicién x. Ademas, se ha impuesto la siguiente restriccion en el promedio de las desviaciones
espaciales,
()’ =0, p=vpTp (A.9)
lo cual permite acotar el nivel de valores de las desviaciones espaciales.

Ahora, con el objetivo de simplificar ain mas la Ecuacién (A.8)), se afirma con base en

la ecuacién de continuidad,
V.vg=0, enlafase-f (A.10)

que el promedio intrinseco de la velocidad satisface la expresion:
V- <V/5>>’b7 = —851V85 . <V5>’B (A.ll)
Asi, restando la Ecuacién (A.11)) a la (A.10) se tiene que,

V. .vg= eglv% (vg)?,  en la fase-j3 (A.12)
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Con base en estos resultados se tienen las siguientes identidades,

(pcp)g V - (ngg> = (pcp)g Vs - VT, (A.13a)

(per)s ¥ - (ValTa)?) = (per)y 25 Ves - (val (To) + (pep), 95 - V(T (A13b)
Ademas, nétese que

g5 (pep)s V - (VaTs) = (pep) s V - (VoT5)° + €5 (pep) 5 Veg - (V5T5)” (A.14)

Sustituyendo las Ecuaciones (A.13) y (A.14) en (A.8) se tiene,

T, ~ ~ k ~
(pcp) 4 a—f+ v VI  +vg- V(I | = ksVPTs —e5'V - 75 / ns, TpdA
O((pCp)ﬁvﬁfﬁ/ff;) O(k‘ﬁf/@/ﬁ%) o Aﬁf"

-~

O(kpTp/(Llsep))

J/

-1
f,B (PCP)ﬁ V - (Vg BZ

O((pep)5vpTs/(Lep))

k ~
o / ng, - VIzdA, en la fase-f (A.15)

Ago

Aqui nuevamente se han agregado el estimado del orden de magnitud de algunos términos.
En este analisis se ha tomado en cuenta la condicion de no deslizamiento de la velocidad,

lo cual conduce a que vz = O (v3). De los estimados de orden de magnitud de la Ecuacién
(A.15]), y considerando la restriccién de escala,

fﬁ < L (A.lﬁ)

entonces se pueden afirmar las siguientes desigualdades

o |k - -

8/81V . 76 / nﬁaTﬂdA <K kﬂVQTlg (Al?a)
Ago

Eglv . <vgfg> L vg- Vfg (Al?b)

Esto permite simplificar la Ecuacién (A.15) a

o7, ~ ~
(pCP)fB (a_tﬁ +vg - VTQ +vg - V<T5>’6> = k5V2Tﬁ
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ng, - VdeA, en la fase-5 (A.18)

Ago

Como una simplificacién final, se limita el anélisis a situaciones en la cual las desviaciones
espaciales de la temperatura se pueden suponer en estado cuasi-estacionario. La restriccion
asociada con esta simplificacién es,

2
65/ ks

<t A.19
Sl (A19)

De esta manera, la Ecuacién (A.18]) toma su forma final

(pcp) Ve - Vs + (pep)s Vs - V{(T5)? = ks V2T

N

Fuente convectiva
-1
V4

Ago

ng, - VfgdA, en la fase-5 (A.20)

Se puede desarrollar un analisis similar a la ecuacién gobernante de la fase-o, lo cual

conduce a la ecuacion gobernante para las desviaciones espaciales de la fase solida,

—1 .
8(,7/]% n,s- VI,dA, en la fase-o (A.21)

Ago

=k, VT, —
Las Ecuaciones (A.20]) y (A.21]) estdn acopladas por las condiciones de frontera interfacial,

Ty =T, + (T,)" — (T3)°, en Ag, (A.22a)
N————
Fuente interfacial

—1’150 . ]{IQVTB = —ngg . kgig + 1’15(7 . kﬁV(Tg)ﬁ — 1’150 . ]{JUV<T0>U, en Aﬁg (A22b)

/

vV
Fuentes conductivas

las cuales resultan de sustituir la descomposicion espacial de la temperatura, Ecuacién
, en las Ecuaciones . Para completar el problema de valor en la frontera de
las desviaciones de la temperatura, es necesario establecer las condiciones de frontera en las
entradas y salidas del dominio de solucién en la direccién tangente a la superficie divisoria,
la cual separa al medio poroso de la regién de solo fluido. Cabe senalar que no se tiene
la intencién de resolver el problema en la frontera macroscopica por completo, para evitar

esto, se asume que una geometria periddica es una representacién suficientemente precisa
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de las condiciones de frontera externas. Esto con el propdsito de resolver los problemas de
cerradura. Esta suposicién constituye una ley de escalamiento en el sentido de Wood| (2009a))

y da lugar a las siguientes condiciones de frontera periédicas,
Tir+1) =Ty(r), i=p,0;j=12 (A.23)
La solucién formal del problema de valor en la frontera dado por las Ecuaciones (A.20))-
(A.23) puede llevarse a cabo usando formulaciones integrales basadas en funciones de Green
(véase por ejemplo [Valdés-Parada, 2010)), y las expresiones resultantes para el campo de

desviaciones se pueden escribir como,

Ty =bgs - V(T5)’ +bgy - V(T,)7 — 55 ((Tg}ﬁ - <Ta>a> (A.24a)

T, = by V{T3)" + boy - V(L) + 5, ((T)7 — (T3)") (A.24D)

lo cual es consistente con trabajos previos (Ochoa-Tapia y Whitaker] [1997a; |Quintard y
Whitaker, |1993; |Quintard y col.}[1997)). En las Ecuaciones , las variables bgg, bgs, bog,
b,s, 55 ¥ 5, son las llamadas variables de cerradura y representan integrales de las funciones
de Green asociadas, tal como se explica en detalle en el trabajo de |Valdés-Parada (2010)).
Las variables de cerradura se determinan resolviendo los problemas de valor en la frontera

correspondientes, los cuales resultan de sustituir las Ecuaciones (A.24)) en las Ecuaciones

(A.20)-(A.23]). Estos problemas son:

Problema I:

En V3, (pcp)s (Vg - Vbgg + V) = kgVPbsg — (pcp) 565 cpp (A.25a)
En V, 0 = k,V?bos — (pcp), €, Cop (A.25D)
En Ag,, Ngo ks + Ng, - (k3Vbgs) = ng, - (k;Vbyp) (A.25¢)
En Ag,, bss = bog (A.25d)
Periodicidad, bss (r +1;) = bgs (r), i=1,2 (A.25e)
Periodicidad, bes (r+1;) = bys (1), i=1,2 (A.25f)
Restriccidn, (bgg) =0 (A.25g)
Restriccion, (bysg) =0 (A.25h)

Cag = — / ng, - VbgdA (A.25i1)
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Problema II:

En V3,

En V,,

En Ag,,

En Ag,,
Periodicidad,
Periodicidad,
Restriccién,

Restriccién,

Problema III:

En V3,

En V,,

En Ag,,

En Ag,,
Periodicidad,
Periodicidad,
Restriccion,

Restriccion,

%
Caﬁ - v
Aﬁg

(pcp)gcas = — (pcp), Cop

(pcp)s Vs - Vbge = kgVbge — (pcp)ze5 oo
0="Fk,V?b,, — (pcp), £ ' Coo
nﬁg . (k’ﬁVbﬁU) = ngaka + nﬁg . (k’JVbUU)

bﬂa ba’o
bgg(r—l—li):b&,(r), 1=1,2
b,o (r+1;) = b,y (1), 1=1,2
(bgo) =0
(byy) =0
Coo = % ng, - Vb, dA
Ao
Cop = % n,s - Vb,,dA
Asy
(pCP)B Cso - (PCP)U Coo

(pCp)ﬁ A\ VSﬁ = k)ﬂVQSﬁ — 651h5
0=Fk,V?s, +¢, h,
g, - (ksVisg) = ngy - (ks Vo)

58 =8,+1
sg(r+1;)=sz(r), i=1,2
So (r+1;) = s, (r), 1=1,2

(sg) =0
(s5) =0
h @ n VsgdA
,3_7/ Bo B
Ao

Nsg - VbaﬁdA

(A.25))

(A.25k)
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he = —-2 | n,5- Vs,dA (A.27j)

hs = hy = ayh (A.27K)

Las Ecuaciones (A.25k)) y (A.26k]), son una consecuencia directa de integrar en la interfase

Ap, y dividir entre ¥ las condiciones de frontera para el flux de calor en los problemas I

y II respectivamente, Ecuaciones (A.25c) y (A.26¢|). Sin embargo, cabe senalar que para la

derivacién de dichas expresiones se considerd que,

/ ng,dA =0 (A.28)
Apo(x)

Estrictamente, no existe dificultad alguna en satisfacer la ecuacion anterior para los casos en
que se tienen particulas simétricas en la celda unitaria de solucién. Sin embargo, se debe tener
cuidado cuando se tienen particulas asimétricas. En esta situacion las Ecuaciones (A.25k]) y

(A.26k) no son validas.
Computacionalmente es facil resolver los problemas I y II, sin embargo, particularmente
en el problema III la condicién interfacial sg = s, 4+ 1 es dificil de satisfacer en Comsol

Multiphysics®. Para atacar este problema se hace el siguiente cambio de variable

Sg = avhs% (A.29a)
Sg = ayhs — 1 (A.29b)

Esta superposicién se basa en que los términos no locales en las Ecuaciones (A.27a) y (A.27b))

se consideran constantes debido a la imposicién de las condiciones de periodicidad. Asi, las
Ecuaciones (A.29)) producen el siguiente problema de cerradura alterno,
Problema IITIa:

En V3, (pcp)gve - Vsh = kgV7sy — 551 (A.30a)
En V,, 0=k, V?s? +¢;! (A.30b)
En Ag,, ng, - (k/ng%) =ng, - (k:Ung) (A.30c)
En Ag,, sy = 5o (A.30d)
Periodicidad, sy (r+1;)=s3(r), i=1,2 (A.30e)
Periodicidad, s2(r+1;) =82 (r), i=1,2 (A.30f)
Restriccion, <s%>ﬁ =0 (A.30g)
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fluido libre centroide

v

Q b 4

superficie divisoria

i

X

OO0 ~—_ |

©0000

©O00000

medio poroso

Figura A.1l. Celdas unitarias representativas de la inter-regién en diferentes posiciones.

y por lo tanto, a partir de las Ecuaciones ((A.29b)) y (A.27h]) es ficil deducir que el coeficiente

de transferencia de calor se calcula a partir del campo de s2,
1

(s2)°

Los problemas I, IT y IITa se resuelven en varias celdas unitarias que toman en cuenta las

ayh = (A.31)

drésticas variaciones geométricas en la inter-region, tales como las mostradas en la Figura[A.T]
donde el medio poroso es representado como un arreglo periédico de cilindros aislados (véase
Figura . La altura de la celda unitaria se selecciona de tal manera que cuando se localiza
en la superficie divisoria, se obtienen resultados consistentes y no varian significativamente
con el numero de particulas involucradas. De hecho, el tamano de la celda unitaria debe ser
tal que se garantice que las siguientes condiciones de frontera sean satisfechas en el fondo y

en la parte superior de la celda unitaria,

Eny=+ry, ¢;=0 (A.32a)
B 8%1 = 0, Para el componente z de los problemas I y II, y el problema escalar IIla
ny=-ro
7 qﬁji = (0, Para el componente y de los problemas I y II

(A.32b)

¢=Db,s; j,i=[,0; soloun subindice si ¢ = s

La condicién frontera de la Ecuacién ((A.32a]) se origina de imponer que en la posicién

y = +7rp las desviaciones espaciales de la temperatura son cero debido a que el centroide del
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variable de
problema 3 cerradura
adimensional

e 1.2
fluido / )

0.8

0.6

0.4

0.2
-

0

solido 02
04

componente x componente x
del problema I del problema IT

-0.6

-0.8

Figura A.2. Ejemplos del campo de las variables de cerradura en celdas representativas de la

inter-regién. Pece = 0.01, k = 10 and eg, = 0.5.

REV se localiza en la region del fluido homogéneo. Ademas, las Ecuaciones plantean
condiciones de simetria (derivada igual a cero) y antisimetria (campo igual a cero) en el lado
de la celda unitaria que se encuentra en contacto con el medio poroso homogéneo, cuando se
resuelven los componentes x y y de los problemas I y II. Nétese que en el problema escalar
[ITa solo se imponen condiciones de simetria. Se encontré que una celda que contiene 10
particulas es suficiente para obtener resultados consistentes, sin embargo con el fin de tener

mas datos discretos en la inter-regién se selecciond una celda con 15 particulas.

Para ilustrar la forma tipica de las variables de cerradura, en la Figura se presentan
ejemplos de las variables (bgg)./leen Y (bop)z/Leen relacionadas con el problema I; (bgy)s/Ceen y
(boo)z/leen del problema II; y sg v s, del problema III. Nétese que, en general, las variables
de cerradura relacionadas con el problema III presentan valores mayores en comparacién
con el resto de las variables de cerradura. Ademas, en el problema III se ilustra el salto
en el campo de la variable en la interface fluido-sélido, mientras que en el problema I y II
la discontinuidad ocurre en la derivada de las variables de cerradura. Cabe senalar que las
variables relacionadas con los problemas I y II toman practicamente el valor de cero en la

regién de solo fluido.

Para concluir, a continuacién se presentan las expresiones de los coeficientes efectivos

involucrados en las Ecuaciones (2.17)) y (2.20)), en términos de las variables de cerradura

derivadas en esta seccion.
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Para la ecuacién del fluido:

* 1 ~
Kp(x) = ks [ es(x)1 + -7 / ngbssdA | — (pey)y (Vsbgs)| (A.33a)
gy (x)
) k -
Kiso (%) = 76 ngbgedA = (pcy) 5 (V5bso) | (A.33b)
Apo (%)
ujs(x) = % / ng, - VbggdA — / ngyspdA | + (Vasg)|, (A.33c)
50 (%) Agy (%)
w0 = 2 / no - VbodA + / nsyssdA | — (@sss)l. (A.33d)
\Agf,(x) Agy (x)
ks ke
ayh(x) = % ng, - VsgdA = Y n,s - Vs,dA (A.33e)
Ao (%) Agy (x)

Para la ecuacién del sélido:

Kglg(X) = % / l’lgﬁbaﬁdA (A34a)
Apo (%)
1
Koo (x) = ks eg(x)l—l—? / n,sb,,dA (A.34b)
Ago (%)
uaﬂ(x):% / N, VbysdA — / n,zs,dA (A.34c)
Ao () Ap0(x)
um(x):% / N, Vb,,dA + / n,ss,dA (A.34d)
(%) Ago(x)

Aqui «; representa la difusividad térmica de la fase-i.
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A.2. Modelo de equilibrio local térmico

En esta seccion se plantea el problema de cerradura para el modelo de equilibrio local

térmico. Dada la expresion de equilibrio
(Tp)? = (T,)” =(T) (A.35)

Entonces, se puede reducir la expresion formal de las desviaciones espaciales de la

temperatura del fluido y del sélido,

Ts = (bgs + bgo) - V(T (A.36a)
T, = (bys + byo) - V (T) (A.36h)

La Ecuacion expresa la idea de que, bajo la condicién de equilibrio, las desviaciones
espaciales de la temperatura del fluido y del fluido se pueden encontrar resolviendo solo un
problema de cerradura. Dicho problema de cerradura resulta de sumar los problemas I y
II. Debido a que la fuente que origina al problema III (y por lo tanto también al problema
IITa) es la diferencia de temperaturas promedio del fluido y del sélido, se tiene que con la
suposicién de equilibrio el problema III desaparece.

Si se hace el cambio de variable,

bﬁ = bgﬁ + bga (A37a)
b, = bgs + by, (A.37b)

entonces el problema de cerradura resultante bajo la condicién de equilibrio local térmico

es,
En V3, (pcp)g (Vs Vbg +vg) = ksV?bs — (pCp)BEEICQ (A.38a)
En V,, 0 = k,V?b, — (pcp), <, ¢, (A.38b)
En Ag,, ng, - (k3gVbg) = ng, - (k,Vb,) +ng, (ke — kg) (A.38¢)
En Ag,, bs = b, (A.38d)
Periodicidad, bs (r+ ;) = bg (r), i=1,2 (A.38e)
Periodicidad, b, (r+1;) =b, (r), i=1,2 (A.38f)
Restriccién, (bg) =0 (A.38¢g)
Restriccion, (by) =0 (A.38h)
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Cpg = ? Ngs - VbﬂdA (A381)
Apo
c, = % / n,; - Vb,dA (A.38])
Ao
(pcp)gcs = = (pcp), Co (A.38k)

Ahora, dada la definicién del tensor de dispersién térmico total,
K p(x) = Kjg(x) + K3, (%) + Kop(x) + Koo (%) (A.39)

entonces, utilizando la definicién para cada tensor térmico en el modelo de no equilibrio y
las Ecuaciones (A.37)), se obtiene después de cierto arreglo algebraico la expresién para el

tensor de dispersién térmico total en funcién del tnico problema de cerradura,
. kg — ks ~
Ky () = sz () + o (X)] 14+ = / nabsdA — (pep), (Vebs)|  (A40)
Aﬁa(x)
La Ecuacién (A.40) es similar a la reportada por [Whitaker| (1999, Ecuacién 2.5-2) en el

estudio del transporte de calor solo por conduccion. Sin embargo, la diferencia sustancial

esta en el término dispersivo debido a la existencia de transporte de calor por conveccion.
Un procedimiento similar puede hacerse para el vector tipo-velocidad total,

(pcp),

(pcp) B

Si se sustituyen las definiciones para cada vector velocidad de la Ecuacién y los

cambios de variable de la Ecuacién eventualmente se llega a que,

u(x) = ups(x) + up, (x) + [U55(%) + 150 (x)] (A.41)

u=20 (A.42)
Debe enfatizarse que este resultado solo es posible bajo las siguientes condiciones:

= Cuando es valido el principio de equilibrio local térmico, incluso en la inter-region.

= Son validas en el REV las expresiones

k k.

7ﬂ ng, - VbgsdA = =22 [ ny5- VbsdA (A.43a)
Ags Ago

kg ko

7 Ngg - Vb,BUdA - _7 / Ny - Vbo-ﬁdA (A43b)
Ao Ao

La validez de estas ecuaciones se discutié al final de la Seccién anterior.
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APENDICE B

DEPENDENCIA ESPACIAL DE COEFICIENTES EFECTIVOS

En esta seccion se presenta la dependencia espacial de los coeficientes efectivos
involucrados en los modelos promedio de equilibrio y no equilibrio local térmico en el Capitulo
[2l Con el fin de ser breves y concisos, en el Capitulo [3|se presenté unicamente la dependencia
espacial de los coeficientes efectivos con mayor orden de magnitud bajo ciertas condiciones.
La informacion restante cuando el medio poroso se modela como un arreglo periédico de

cilindros aislados se presenta a continuacion.

B.1. Tensores térmicos

El analisis comienza presentando la dependencia espacial de los tensores térmicos efectivos
como funcién de la porosidad del medio poroso homogéneo. Los siguientes resultados se
calcularon considerando que el transporte por conduccion predomina sobre el de conveccién.
De esta manera, los tensores térmicos tienen ordenes de magnitud comparables y el efecto
de la porosidad es mas notorio.

De las simulaciones llevadas a cabo, se concluye que todos los elementos fuera de
la diagonal principal de los tensores térmicos son despreciables en comparacion con los
elementos de la diagonal. En otras palabras, para cualquier condicién bajo la cual se lleva a

cabo el transporte de calor se puede afirmar que,
(K)xya(K)yx < (K)xxa(K)yw K: K;ﬁ7KEU7KU,B7KUU) :ff (Bl)

En este caso, como se trabajé en configuraciones en 2D cada tensor térmico efectivo
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B. Dependencia espacial de coeficientes efectivos

tiene cuatro elementos. No obstante, las mismas afirmaciones pueden sugerirse para
configuraciones tridimensionales.

En la Figura se presenta el efecto de la porosidad sobre el tensor térmico Kjs. En
este caso, el valor minimo de la porosidad utilizado es 0.4 debido a las altas exigencias
computacionales requeridas para resolver los problemas de cerradura para valores de la
porosidad menores. Para el modelo de no equilibrio, éste es el tnico coeficiente efectivo
que toma el valor de kg en el seno de la regién de solo fluido, es decir, en y/ro > 1. Como se
esperaba, a medida que el valor de la porosidad se acerca a 1, el coeficiente efectivo tiende al
valor de ks debido a que el volumen promediante contiene principalmente fluido. A diferencia
de los tensores térmicos restantes, los elementos de la diagonal de K tienen practicamente

el mismo valor, es decir,

(K3g)ze = (Kj3)yy, para Pe g <1 (B.2)

cell

Cabe senalar que, con base en las simulaciones llevadas a cabo, para condiciones
predominantemente conductivas (Pe.oy < 1) la dependencia espacial de los elementos
diagonales de KZ»/B solo dependen de la porosidad y de la conductividad térmica de los
materiales.

El resto de los tensores térmicos para el modelo de no equilibrio son mostrados en las
Figuras B.Ip y c. Generalmente, se puede afirmar que los tensores térmicos cruzados son
iguales, es decir,

Ks, = Kop (B.3)

Contrario al tensor Kjg, los elementos longitudinales (componentes zx) de Kj,, Kys
y Ky son ligeramente diferentes a sus contrapartes transversales (componentes yy). Por
ejemplo, se tiene que (Kyq )z # (Ko )yy- Esta diferencia aumenta a medida que la porosidad

disminuye. Ademads, todos éstos tensores térmicos toman el valor de cero en el seno de la

regién de solo fluido. Esto se debe, a que en sus definiciones (Ecuaciones ({A.33b)), (A.34a)) y

(A.34b))) se involucra la presencia de la fase sélida, la cual no existe en la regién del fluido.
Esta situacion, ademads, explica el hecho que valores bajos de la porosidad conducen a valores
bajos de los tensores térmicos.

Finalmente, en la Figura[B.Id se presenta la dependencia espacial del tensor térmico total
K?;; involucrado en el modelo de equilibrio local térmico en funcién de la porosidad. Nétese
que en este caso, el valor del coeficiente efectivo toma el valor ks a medida que se predice

cerca del seno de la region de solo fluido. Esta situacion ocurre debido a que en la celda
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de solucién solo existe la fase-5. Ademads, se encontré que el valor del coeficiente efectivo
en el seno del medio poroso incrementa cuando la porosidad disminuye. Esto sucede para
k > 1 debido a que la muestra promediante contiene principalmente sélido. El caso contrario
también es cierto para x < 1. De la misma manera, se pueden utilizar lineas rectas para
ajustar la dependencia espacial de (K[;).. en la inter-region similar a la Ecuacién (3.2a)
del Capitulo [3]

Si se acepta que los elementos diagonales de los tensores térmicos presentados en la Figura

son iguales entre si, entonces se puede escribir que,
K & (K)SCIL pal"a Peceu < 17 K — KEﬁ’ KEU, Kaﬁ, KO’O’) K:ff (B4)

En otras palabras, bajo régimen conductivo los tensores térmicos de los modelos de equilibrio
y de no equilibrio son isotrépicos.

Tal como se discuti6 en el Capitulo , solo el coeficiente (Kj3).. es afectado
significativamente por el nimero de Péclet. De hecho, la dependencia espacial en la inter-
region de dicho coeficiente efectivo esta fuertemente influenciada por el flujo en la direccion
tangente a la frontera medio poroso-fluido, al grado que puede aumentar varios 6rdenes de
magnitud tal como se muestra en la Figura [3.4 Ademads, dado que el tensor de dispersién
térmico total en el modelo de equilibrio local térmico representa la suma de los tensores
térmicos involucrados en el modelo de no equilibrio, es razonable considerar para Pe. > 1

el componente-rz de K7, es igual a (Kjg)zz-

B.2. Coeficiente de transferencia de calor

Ahora se analiza al coeficiente de transferencia de calor intersticial a,h. Dicho coeficiente
efectivo presenta una débil dependencia con el nimero de Péclet y una moderada influencia
de la porosidad y de la relacién de conductividades térmicas. La dependencia espacial de
a,h en funcion de k se present6 en la Figura del Capitulo [3| por lo que en esta seccién
solo se presenta la funcionalidad que tiene con la porosidad. En la Figura se observa
que el valor méximo de a,h se tiene en el seno del medio poroso, es decir, en y/ro < —1,y
rapidamente disminuye hasta alcanzar el valor de cero en el seno de la regién de solo fluido
(y/ro > +1). Esto es consistente con la fisica del problema debido a que solo debe existir de
transporte interfacial de calor cuando se hallan al menos dos fases en la muestra promediante.

Cabe senalar que los valores correspondientes al seno de la region poroso, son similares a
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Figura B.1. Dependencia espacial de los tensores térmicos en funcién de la porosidad tomando
Pecen = 0.01 y £ = 10. a) Kj5, b) Kj,, ¢) Koo v d) Kis s

los reportados por (Quintard y col.| (1997) en el estudio de transporte de calor en un medio
poroso homogéneo bajo el modelo de no equilibrio local térmico. Finalmente, obsérvese que
valores bajos de la porosidad conducen a valores ligeramente mayores de a,h en el medio
poroso. Esta situaciéon se revierte rapidamente a medida que se evalua en la inter-region. En

otras palabras, los valores mayores corresponden a valores de la porosidad cercanas a 1.

B.3. Coeficientes efectivos tipo-convectivo

Los tltimos coeficientes efectivos que se estudian son los vectores tipo-convectivo ujg,

uj,, U5 ¥ Use. Dependiendo de la intensidad de flujo y de la relacion de conductividades
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Figura B.2. Dependencia espacial de a,h en funcién de la porosidad, Pecp = 0.01 y k = 10.

térmicas, la funcionalidad de tales coeficientes se puede resumir de la siguiente manera.

Pecen < 1y k < 1. Los componentes-y predominan sobre los componentes-z y, en general,

se tienen las siguientes relaciones de ordenes de magnitud:

O ((Ugﬁ)y) >0 ((uza)y) (B.5a)
O ((tss)y) > O ((oo)y) (B.5b)
O ((per)y (3)y) > O ((pep), (itos)y) (B.5)

Notese que la ultima expresion es dependiente de la relacién de capacidades calorificas de
las fases presentes, y por lo tanto, podria revertirse dependiendo de dicha relacion. De esta
manera, con base en las Ecuaciones se puede afirmar que el término predominante es
nicamente (pcp); (usg)y-

Pecen < 1y k> 1. Una vez mas los componentes-y presentan valores mas grandes que los

componentes-x y, en general, se tienen las siguientes relaciones:

O ((u35),) < O ((u,),) (B.62)
O ((uop)y) < O ((uoo)y) (B.6b)
O (((per)y i)y ) < O ((per), (os)) (B.6c)

De esta manera, el pardmetro predominante es solamente (pcp), (toq)y-

Pecen > 1y k < 1. En este caso, excepto para (uw)y, los componentes-x presentan valores

mayores que los componentes-y y, en general, se pueden afirmar las siguientes relaciones de
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ordenes de magnitud:

((ugo)x) (B.7a)
((too)y) (B.7b)
((pcp), (uap)a) (B.7¢)

Asf, considerando estas relaciones los coeficientes mds importantes son (pcp)z (ufg)s v

(pcp) g (Ufe)a
Pecy > 1y k> 1. Una vez més, excepto para (us.),, los componentes-z predominan

sobre los componentes-y. En este caso, las relaciones de ordenes de magnitud son:

((uho)x) (B.8a)
U )y) (B.8b)

pcp), (tas).) (B.8c)

Con base en estas expresiones, se puede afirmar que el mas importante coeficiente efectivo
es solamente (pcp), (Uop)q-

De esta forma, independientemente de las condiciones que se encuentren en el problema de
transporte de calor, es razonable descartar a los coeficientes efectivos (u3, )y, (Uop)y ¥ (Yoo )z-
Para los coeficientes restantes, en la Figura se presenta la dependencia que tienen con
la porosidad del medio poroso homogéneo. Cabe senalar que los coeficientes toman el valor

de cero en la regién de fluido debido principalmente a dos razones:

1. En su definicién, los coeficientes tipo-convectivo contienen integrales de area sobre la
interface sélido-fluido y (algunos) un término de dispersién hidrodindmica. Debido a

que estos dos tipos de términos no existen en la region de fluido entonces desaparecen.

2. No tiene sentido utilizar el modelo de no equilibrio local térmico, el cual involucra una
ecuacion promedio para el fluido y otra para el sélido, en la regién de fluido debido a
que alli solo existe una fase. Asi, se requiere que la ecuacién correspondiente para el

solido desaparezca, y también los términos acoplados de la ecuacion del fluido.

En general, nétese de la Figura que la porosidad tiene una influencia moderada sobre
los coeficientes tipo-convectivo, excepto para (u,,),. Dicha influencia se puede resumir en la

siguiente manera:
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(ufg). se incrementa de manera negativa al aumentar la porosidad, véase la Figura

B.3h.
= (ujg), disminuye al aumentar la porosidad, véase la Figura .
= (u},). incrementa con la porosidad, véase la Figura :

» (uyp), incrementa con la porosidad, véase la Figura .

(Uye)y disminuye con la porosidad, véase la Figura .

Estos tipos de coeficientes presentan un comportamiento complejo en la inter-region. Por
ejemplo, algunos de ellos generalmente tienen valores positivos, otros negativos, y otros
incluso como (u,,)y, tienen valores positivos y negativos. Esta caracteristica dificulta el
ajustarlos a alguna curva, y por esta razon no se lleva a cabo esta tarea.

En la Figura se presenta el efecto de la relacion de conductividades térmicas sobre
los coeficientes efectivos tipo-convectivo mas relevantes. Por un lado, se observa que los
componentes-r presentan un valor maximo en las cercanias del seno de la regién de fluido,
mientras que los componentes-y lo tienen cerca del seno del medio poroso homogéneo. Esta
caracteristica es consiste con la fisica del problema, debido a que la direccién de flujo del
fluido es tangente a la frontera macroscopica medio poroso-fluido, es decir, la direccion z.
Por lo tanto, los componentes-z son mas influenciados por los efectos de conveccion. Como
el transporte por conveccion es mayor en la regiéon de fluido, entonces se espera que los
componentes-r tengan un valor maximo en esta zona. Por otro lado, como ya se menciond,
los componentes-y presentan el valor maximo cerca del medio poroso homogéneo porque en
esta zona la presencia del solido tiene una mayor influencia que los efectos convectivos, lo
cual favorece la conduccién efectiva y el intercambio de calor interfacial.

El efecto de k sobre los coeficientes tipo-convectivo se puede resumir en la siguiente

manera:

= (ujy), disminuye cuando x < 1y alcanza un valor asintético para £ > 1, véase la
Figura B.4h.

= (ujg)y 1o tiene un comportamiento bien definido con el valor de x. Cuando x < 1 tiene
valores positivos y negativos significativos a través de la inter-region, y cuando x > 1

éste parametro disminuye rapidamente pero solamente presentando valores negativos,
véase la Figura [B.4p.
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= (uj,), disminuye cuando k£ < 1y alcanza un valor asintético cuando x > 1, véase la
Figura [B.4e. De hecho, obsérvese que para k = 10 y 100 los resultados colapsan en la

misma curva.

» (Uyp), incrementa rapidamente cuando ~ > 1y, eventualmente, desaparece cuando
k < 1, véase la Figura [B.4[d.

» (Uyr)y eventualmente desaparece para £ < 1 e incrementa rapidamente para k > 1

adquiriendo valores positivos y negativos significativos a través de la inter-regién, véase

la Figura [B.4{d.

Ahora el anélisis se centra en el efecto del niimero de Péclet de celda sobre los coeficientes
efectivos tipo-convectivo. Se espera que al aumentar la intensidad de flujo se incrementen los
componentes longitudinales y disminuyan los componentes transversales. Esto se debe a que
el calor se transporta principalmente en la direccién z. Asi, se encontré que al aumentar el
ntiimero de Péclet los coeficientes (uj3)s, (Uj,)e ¥ (Uoo). incrementaron rdpidamente. Para
el caso opuesto, en tasas de flujo bajas los valores de (ujg), ¥ (Uoo)y se incrementaron tal
como se muestra en la Figura [B.5

Para finalizar esta seccion, se enfatiza que la dependencia espacial del vector tipo-
convectivo total del modelo de equilibrio local térmico, u, no se presenta debido a que
éste se puede inferir a partir de los coeficientes correspondientes del modelo de no equilibrio.
En este punto, se conoce que dependiendo del par de valores del nimero de Péclet y de la
relacion de conductividades térmicas, solo algunos componentes son los mas relevantes en
relacion con sus ordenes de magnitud. Con el objetivo de ser mas explicito acerca de esto

ultimo, se escriben las siguientes expresiones:

0
u = , cuando Pe.qy <1y k <1 (B.9a)
| (uBs)y
[ 0
u =~ ( )yEPCP;" , cuando Pe.gp <1y k> 1 (B.9b)
70 )Y (pcp) 4
i * " _l_ * "
u = (35) 0 (t50) ] : cuando Pecy > 1y k <1 (B.9¢)
[ 0
u~ () EPCPia , cuando Pecgp > 1y k> 1 (B.9d)
7B (pep) 4
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Uy ]
Uy

Cabe senalar, que en las Figuras los coeficientes efectivos tipo-convectivo han sido

Aqui se ha utilizado la notaciéon vectorial u =

normalizados con la norma del campo de velocidad evaluada en el seno del medio poroso
homogéneo, (vg)g . Como se muestra en dichas figuras, en algunas posiciones en la inter-
region éstos coeficientes presentan valores muy grandes, pero esto no significa que sean mucho
mayores a la velocidad promedio local. En otras palabras, se encontré que, generalmente,
los coeficientes tipo-convectivo son mucho mas pequenos que la velocidad promedio debido
a que,

(v5)? < (vg), en la inter-regién (B.10)

Lo cual lleva a la posibilidad de descartar la contribuciéon de dichos coeficientes con fines de

simulacién.
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Figura B.3. Efecto de la porosidad sobre: a) (ujg), tomando Pecen = 1, b) (ujg)y tomando
Pecen = 0.01, ¢) (u’gg)x tomando Pecej = 1, d) (ueg)s tomando Pecey = 1y €) (uge)y tomando

Pecen = 0.01. En todos los casos se tomé « = 10.
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Figura B.4. Efecto de la relacién de conductividades térmicas sobre: a) (u3), tomando Pecen = 1,

b) (uzﬁ)y tomando Peg; = 0.01, ¢) (uzg)x tomando Pegen = 1, d) (uy3), tomando Pecey =1y e)

(Uge)y tomando Pecep = 0.01. En todos los casos se utilizé eg,, = 0.5.
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Figura B.5. Efecto del nimero de Péclet de celda sobre: a) (ufg)z, b) (ufg)y, ¢) (Uf,)z, d) (Uep)s

y €) (Uge)y. En todos los casos se utiliz6 eg,, = 0.5 y £ = 10.
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