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Resumen de la tesis

La formacion de patrones espacio-temporales es una de las
caracteristicas méas importantes de los sistemas bioldgicos debi-
do a que pueden ser determinantes tanto en el desarrollo y la
funciéon del organismo como en su supervivencia y adaptacion
al medio ambiente. En particular, uno de las manifestaciones de
gran interés consiste en la formacion de los patrones espaciales
en la piel de algunos animales. La teorfa mas ampliamente acep-
tada que explica la formacién de estas estructuras supone que un
patrén quimico inicial (genético), que en general puede depender
de las condiciones externas, es responsable de que las células se
diferencien siguiendo rutas metabdlicas especificas que las llevan
a formar los patrones que observamos, por ejemplo, en la piel.
En el enfoque matematico del problema, estas suposiciones pue-
den modelarse con bastante precision en términos de sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales no-lineales que se conocen co-
mo ecuaciones de reaccién difusion (RD). Estas ecuaciones aco-
plan los procesos de transporte de masa y de reacciones quimicas
que son necesarios para dar una explicacién cuantitativa de las
observaciones experimentales. Los patrones que reproducen son
conocidos como estructuras de Turing y fueron identificadas en el
laboratorio sélo recientemente. En este trabajo se estudian prime-
ramente los conceptos fisico-quimicos y biolégicos involucrados en
las ideas de Alan Turing, para luego establecer el sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales que resultan de un mecanismo RD,
y finalmente arribar a las condiciones mateméticas para produ-
cir patrones espaciales estacionarios. Después, describiremos los
métodos de aproximacion de diferencias finitas y elemento fini-
to que nos permitiran resolver numéricamente estas ecuaciones,
métodos que fueron programados en el lenguaje Matlab para el
caso de una y dos dimensiones y distintas condiciones de fron-
tera. Estos programas permitiran reproducir algunos resultados
reportados en la literatura. Como contribucién original, en es-
te trabajo propondremos algunas modificaciones a los modelos
existentes que permitiran comprender mejor los patrones que se
encuentran en la piel de los peces Pseudoplatystoma.
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Capitulo

Introduccion

En este capitulo se explica sucintamente qué es un patrén de Tu-
ring enmarcando el problema en un contexto histérico, ademas de pre-
figurar los conceptos necesarios para su estudio que se detallaran en el
siguiente capitulo. Se destaca la importancia de las ideas de Turing en
el campo de las biomatematicas, dejando asi implicita la motivaciéon
de esta tesis. Esta introduccion sirve también de glosario de algunos
conceptos de fisica, quimica y biologia con los que el lector pudiera no
estar familiarizado.

1.1. Panorama histérico del problema

Durante cientos de anos, fue (o quizé sigue siendo) un prejuicio el hecho
de que las formas mas complejas de la naturaleza sélo pueden obtenerse por
el planeado y meticuloso diseno de un arquitecto divino, ya sea llamado dios,
casualidad o naturaleza. Hasta mediados del siglo pasado era increible pensar
que la formacién de las dunas de arena, el complicado disenio de la piel de
un leopardo o el inteligente disenno de una colmena pudieran explicarse me-
ramente con las frias leyes de la quimica o la fisica. Del mismo modo, todo
aquello que representa la vida, como sus formas, su diseno, sus colores o su
funcionamiento, estaban mas alla de alcance de una ley, no solo por su com-
plejidad inherente e incuestionable, sino porque (implicita o explicitamente)
se creia que su esencia estaba un escalén mas allda de lo que un cientifico
podria capturar en sus modelos [1].

Fue a partir del pensamiento del cientifico escocés D’ Arcy Thomson (1860-



2 Introduccién

Figura 1.1: Patrones en la piel de algunos animales.

1948) que se pudo iniciar un cambio de mentalidad respecto a la aparicién de
patrones en los animales. Para él, la seleccion natural planteada por Darwin
(y aceptada hasta nuestros dias) tiene el defecto de que no describe el pro-
ceso 0 mecanismo subyacente. Por ejemplo, para explicar la piel manchada
de una jaguar (Ver Figura 1.1), la explicacién evolutiva es que la seleccién
natural prefirié este tipo de superficie para que el felino pudiera camuflarse
entre la espesa vegetacion y acechar mas facilmente a su victima. Esta expli-
cacion, aunque parcialmente cierta, adolece de un defecto: no establece como
la seleccién natural conforma ese patrén, o de qué armario de pieles elige la
naturaleza el méas adecuado para el jaguar, o como se adapta a los cambios
evolutivos que ha sufrido esta especie a lo largo del tiempo [2]. Estas dudas
razonables de Thompson fueron consideradas practicamente una herejia por
los bidlogos de sus tiempos.

Las primeras pistas de cémo un cumulo de células pueden diferenciarse
y formar un patréon en la piel de los animales provienen no de la Biologia,
sino de la Fisica donde ya se conocian algunas propiedades de los sistemas
complejos. En particular se sabia que el orden en un sistema de muchas
particulas no podia ocurrir espontaneamente, debido a la segunda ley de
la Termodinamica, sino que requeria que que el sistema estuviera abierto y
utilizara energia. Ilya Prigogine definié a los sistemas auto-organizantes de
este tipo como estructuras disipativas, de las cuales un ser vivo es un
claro ejemplo [3]. Otro indicio de la Fisica es el hecho de que el orden y
simetria de un sistema usualmente van en sentidos contrarios, esto es, que
conforme mas simetria tiene un sistema, méas desordenados estan sus unidades
o componentes y viceversa. Como ejemplo de lo primero, témese las moléculas
de un fluido que viajan completamente erraticas y sin embargo el fluido es
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igual por donde se le vea. Mientras tanto en el caso opuesto, las moléculas de
un cristal se encuentra perfectamente organizadas en los vértices del poliedros
y, no obstante, sélo tienen limitados ejes de simetria. La existencia de una
estructura organizada requiere de una fuerza termodinamica que produzca el
llamado rompimiento de la simetrial[4].

Los seres vivos somos sistemas complejos, es decir sistemas termodinami-
cos formados por muchas celdas llamadas células. Evidentemente somos sis-
temas abiertos que intercambian materia y energia con su entorno, mismas
que le ayudan a gestarse, desarrollarse y reproducirse. El comer, respirar,
asolearse, beber, representan la fuente que nos proveen de lo necesario pa-
ra vivir. Todos estos intercambios son reacciones quimicas, lo cual nos hace
pensar en éstas como la fuerza termodinamica que permite a las células di-
ferenciarse en 6rganos bien identificados y en patrones, es decir, generar un
orden [5].

En la década de los anos 50’s, Belousov descubrié que en una reaccion
quimica con dos distintos tipos de iones de Cerio, la mezcla no alcanzaba
un estado estacionario después de un proceso mas o menos uniforme (como
se observaba de costumbre), sino que oscilaba entre la preponderancia de
una y otra especie quimica. Esto se notaba en la alternancia sucesiva de dos
coloraciones caracteristicas de las distintas especies. Esta fue la primera vez
que se observo una reaccién quimica oscilante, y con ello el ordenamiento
aparentemente espontaneo de un sistema . En un inicio hubo un rechazo de
la comunidad cientifica de la época a estas observaciones, puesto que se creia
que violaban la segunda ley de la termodinamica. Segin su interpre-
taciéon méas conocida, esta ley fisica establece que el curso de la naturaleza
avanza solo en cierta direccién dictada por el aumento de la entropia y, por
ende, del desorden. Esto quiere decir que la manzana cae del arbol al suelo,
el metal limpio se oxida y la gota de crema se difunde en el café y no a la
inversa. El punto de los detractores era que un sistema no puede avanzar
espontaneamente a un sistema mas ordenado, es decir, la crema en el café no
se concentrara por si misma para rehacer la gota inicial. Era como si Belou-
sov propusiera que la crema por si misma se difunde y concentra una y otra
vez en el café de manera natural, lo cual parecia un sinsentido. Por lo tanto,
sus resultados fueron ignorados por mas de 20 anos, hasta que su compatrio-
ta Anatol Zhabotinsky realiz6 un meticuloso experimento que completé y
confirmo las observaciones de Belousov, es decir, que hay sistemas quimicos
que pueden oscilar y crear un orden temporal. A partir de estas aportacio-
nes, la reaccién se conoce como la reaccion BZ, por los nombres de sus
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Figura 1.2: Oscilaciones temporales en la reaccién BZ

descubridores [6]. La figura 1.2 ilustra este fenémeno.

La aparente contradicciéon con la segunda ley se resuelve notando que
ésta dice que en un sistema cerrado la entropia no decrece entre dos estados
de equilibrio, pero no dice nada sobre lo que pasa en el intermedio de la
reaccién. En el caso de la reaccién BZ, el orden generado por las oscilaciones
sucesivas no dura eternamente, sino que después de ciertas repeticiones el
sistema deja de reaccionar. Al alcanzar el estado estacionario, la entropia del
sistema (considerando la mezcla y sus alrededores) efectivamente es mayor
que la que tenia antes de empezar la reaccion, en perfecta concordancia con
lo establecido con la segunda ley, s6lo que en el camino hacia el estado es-
tacionario, la mezcla transita una ruta sinuosa y extrana para aquello que
los investigadores conocian en esos tiempos [7]. Hoy en dia esa extraneza
ha dejado de serlo. Hoy se sabe que los sistemas en equilibrio descritos por
la termodinamica clasica describen muy pocas situaciones relevantes para la
biologia. El planeta, el clima, la vida misma, estan descritos por procesos fue-
ra del equilibrio, con intercambios que se activan continuamente a tal grado
que para aspirar a estar en equilibrio termodindamico, esencialmente hay que
primero estar muerto. Este devenir de la vida necesita para su evolucion de
energia continua.

La clave en la reaccion BZ es la auto-catalisis, en la cual un compuesto
acelera la taza con que ocurre la produccion de si mismo. A este compuesto
se le llama catalizador al que, en el caso de reacciones bioquimicas, se le
conoce también como enzima. Lo particular de las reacciones del tipo BZ
es que hay dos catalizadores X y Y que, aparte de producirse a si mismos,
inhiben al otro, dando lugar a un proceso competitivo entra ambos que genera
la preponderancia alternada de uno (que pinta la mezcla de un color, digamos
rojo) y de otro (que la pinta de azul), lo cual produce las oscilaciones y los
cambios de color de la mezclal8].

Sin embargo, practicamente el mismo mecanismo de oscilaciones tempo-
rales puede dar lugar a la creacién de patrones en el espacio; la diferencia
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Figura 1.3: La difusién como proceso estabilizador resulta del movimiento
térmico de las particulas del medio.

consiste en la manera como se lleva a cabo la reaccién. En el experimento
de Belouzov (al igual que en las mezclas quimicas estandar) todos los com-
puestos se introducen en un vaso de precipitado con un agitador magnético
que mezcla continuamente todos los componentes para que la concentracién
de cada uno de ellos sea homogénea en todo el sistema . Sin embargo, si los
mismos compuestos se introducen en un sistema donde no hay mezclado, es
decir, donde la unica fuente de movilidad de los catalizadores es la difusién
molecular, entonces las pequenas variaciones locales de concentracién de los
compuestos X y Y pueden dar lugar a que el estado de la reaccién sea distinto
de un lugar en otro, y que mientras en algin sitio prepondere el rojo, en otro
sea azul. El punto clave de estos patrones transitorios es que, en ausencia
de mezclado, la difusién lleva a cabo el transporte entre las moléculas de los
compuestos. La difusion es un proceso espontaneo por el cual las moléculas
de los reactantes se esparcen en todas direcciones a causa de los choques con
las moléculas del medio o solvente como se muestra en la Figura 1.3. Cuando
no hay mezclado, la difusion controla la cantidad disponible de un reactante
en una regiéon, dando lugar a las variaciones locales y, por ende, a la aparicion
de patrones [9].

Lo anterior se ha obtenido experimentalmente en medios como el gel.
Lo que se ha observado es que estas variaciones no se propagan de mane-
ra completamente aleatoria, sino como anillos concéntricos o espirales que
irradian hacia afuera, como cuando se tira una piedra en el agua [10]. Estos
patrones espaciales se forman por un tiempo limitados hasta que la mezcla
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deja de reaccionar y desaparecen. La etapa transitoria se deriva del hecho de
que, por si solas, tanto las reacciones quimicas como la difusién son procesos
homogeinizadores que tenderan a borrar cualquier diferencia local, es decir,
cualquier patrén.

1.2. ;Qué es un patrén de Turing?

La genialidad del matematico inglés Alan Turing radica en notar que, si
bien ambos procesos (la reaccién quimica y la difusién molecular) son homo-
geneizadores por separado (por lo cual cualquier irregularidad esta condenada
a desaparecer), juntos pueden dar lugar a patrones estacionarios cuando se les
combina de una forma especial. En su famoso articulo de 1952: The chemical
basis of morfogenesis [11] Turing establece: primero, cémo se pueden formar
patrones quimicos espaciales, y segundo, cémo relacionar estos patrones con
aquellos observados en la naturaleza.

La morfogénesis (del griego morphé, forma, y génesis, creacioén) es el pro-
ceso por el cual se van desarrollando en un embrién los 6rganos diferenciados
de un adulto a partir de estructuras indiferenciadas. Conjuntamente con el
control del crecimiento celular y de la diferenciacién celular, constituye uno de
los aspectos fundamentales de la biologia del desarrollo. Turing propuso que
la generacién de forma y orden en un ser vivo puede relacionarse directamen-
te con el orden generado con un pre-patron quimico de la siguiente manera:
supongamos que en el medio celular del cigoto se puede generar un patrén
quimico mediante algin mecanismo; supongamos que en las células existen
sustancias capaces de responder a la concentracién local de ese quimicos (los
llamados morfégenos), de tal forma que si esa concentracién sobrepasa cier-
to valor, la célula expresa un rasgo (como el color rojo), y si no sobrepasa ese
umbral, entonces expresa otro (se torna color azul). El resultado final es la
traduccion de un pre-patron quimico en una diferenciacion de érganos, de
tejidos, o patrén en la piel, etc.. Por ello, lo tinico que hace falta es establecer
las condiciones en las que se puede establecer el pre-patron quimico mediante
algin mecanismo. Ver Figura 1.4. El mecanismo que ¢l encontré fue del tipo
reaccién-difusién (RD en adelante).

Puesto en otras palabras, el esquema de Turing es el siguiente: un com-
puesto X lleva a cabo una reaccion autocatalitica para generar mas de ella
misma. La velocidad con la que X se genera depende de la cantidad de X
preexistente. Pero en este esquema X también activa la formacién de un com-
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Figura 1.4: Segtin Turing un patrén quimico puede generar un patrén biol6gi-
co mediante los llamados morfégenos que ayudan a la célula a diferenciarse
de un color o de otro.

U (activador)
V (inhibidor) .. ...

conc. uv

Figura 1.5: Mecanismo RD de Turing. Si en el proceso competitivo entre
activador e inhibidor el primero se difunde més lento, se da lugar a irregula-
ridades locales que forman un patron.

puesto Y que inhibe la formacién de mas X. Si ambas sustancias se difunden
con distintas velocidades en el medio, los rangos de sus respectivas influen-
cias pueden variar localmente, es decir, X y Y pueden dominar en distintas
regiones. El punto clave es precisamente la difusion diferenciada que per-
mite que la competencia entre ambos compuestos no sea idéntica en toda la
region [13]. Ver Figura 1.5.

En el lenguaje de los quimicos, el mecanismo de Turing representa la
competencia entre la activaciéon de un compuesto X y la inhibicién de un
compuesto Y. Para que este esquema pueda dar lugar al desarrollo de patro-
nes, el inhibidor debe difundirse més rapidamente que el activador, porque de
otro modo, el inhibidor agotaria por completo la presencia de X en la region
y se terminaria la reaccién. Ademas, el mecanismo de Turing es espontaneo y
global, a diferencia del esquema BZ donde debe haber perturbaciones locales
en el medio para que aparezcan diferencias de concentracion [24].
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Figura 1.6: Evidencia experimental de patrones de Turing para varias reac-
ciones quimicas. Imagenes tomadas de [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].

Turing demostré la existencia de patrones matematicamente, aunque cier-
tamente bajo suposiciones muy restrictivas. Por ejemplo supuso un dominio
unidimensional, una reaccién quimica muy sencilla y un analisis de las ecua-
ciones diferenciales sélo hasta orden lineal. Por ello, al igual que pasé a Be-
lousov, la consideracion e interés en la propuesta de Turing tuvo que esperar
casi 20 anos, hasta que la quimica le prestara atencién a los proceso de no
equilibrio, y la fisica-matemaética ganara experiencia en el estudio de los pro-
blemas no lineales. De hecho, una gran cantidad de evidencia experimental
se ha recabado demostrando que un mecanismo puede dar lugar a patrones
quimicos reproducibles en los laboratorios; ver Figura 1.6 para referencias.
Desde entonces el mecanismo de Turing ha gozado de gran popularidad en-
tre los biomatemaéticos como explicacion de los patrones en la naturaleza,
aunque ciertamente no sucede asi entre la comunidad de biolégos que ain
miran la sencillez y elegancia del modelo de Turing con ojos de desconfianza.
Los principales argumentos en contra del modelo de Turing son la falta de
informacion biolégica incorporada al modelo, la complejidad del proceso de
diferenciacion celular sobre-simplificado por Turing y, mayormente, la falta
de alguna evidencia experimental bioldgica concluyente [10].

Esto 1ltimo no ha impedido que desde hace unas décadas para aca se
hayan escrito y publicado una gran cantidad de articulos y documentos al-
rededor del tema, ya sea reformulando las ideas de Turing, reproduciendo
patrones por computadora con extraordinario parecido a los encontrados en
los animales, o incluso usando las mismas ecuaciones para otras aplicaciones
en los campos de la fisiologia, la ecologia y hasta en el procesamiento de
imagenes[25]. Todavia hoy, gente como Murray, Meinhardt, Barrio, Madzva-
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muse, Gierer, Maini, Kondo, etc.! siguen ampliando nuestro conocimiento e
interés en las ideas de Alan Turing.

1.3. Objetivos de esta tesis

Dada la importancia de las ideas de Alan Turing en el campo de las
Biomatematicas, en esta Tesis nos proponemos revisar su trabajo con los
siguientes objetivos concretos:

1. En la Introduccién y en el Capitulo 2 (“Preliminares”) presentaremos
un resumen de los conceptos fisico-quimicos y biolégicos fundamenta-
les que intervienen en la idea de Turing para la formacion de patrones:
reacciones quimicas oscilantes, difusion molecular, ecuaciones que rigen
estos dos procesos, morfogenos, etcétera. En primer lugar discutiremos
el origen y caracteristicas dinamicas y de estabilidad de las ecuaciones
de la cinética quimica para reacciones cataliticas oscilantes. En segundo
lugar presentaremos un resumen de la teoria de transporte para pro-
cesos de difusién. Estos aspectos se resumiran con vista a la dindmica
espacio temporal de morfégenos.

2. En el Capitulo 3 (“Patrones de Turing”) nos enfocaremos al estudio de
los patrones de Turing al analizar las condiciones matematicas sobre
las ecuaciones RD que permiten la existencia de patrones espaciales
estacionarios.

3. El capitulo 4 (“Métodos numéricos”) estd dedicado al andlisis de los
métodos numéricos que nos serviran para encontrar las soluciones apro-
ximadas de las ecuaciones RD. Esto incluye distintas variaciones de
Diferencias Finitas y el método de Elemento Finito.

4. La elaboracién de los cédigos y su validacion al reproducir patrones
reportados en la literatura se hard en el Capitulo 5 (“Miscelanea de
patrones obtenidos por simulaciéon numérica”). Esto nos permitira tanto
estudiar las caracteristicas de estos patrones como verificar la correccion
de nuestros programas.

'En la bibliografia y en el texto aparecen las referencias de algunos de los trabajos méas
importantes de estos autores.
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5. Finalmente, en el Capitulo 6 (“Patrones en peces Pseudoplatystoma’)
presentaremos un estudio numérico original realizado para reproducir
algunos de los patrones de una variedad de peces neotropicales.



Capitulo

Preliminares

Como se ha visto, un patrén de Turing resulta de la combinacién
de reacciones quimicas oscilantes y la difusién diferenciada de ambos
catalizadores. En este capitulo se adentra al lector en el desarrollo de
estos temas, primero considerando la reaccién oscilante mas famosa,
i.e. la reaccién BZ, para luego estudiar algunas propiedades bésicas
de la difusién, de tal manera que podamos arribar a las ecuaciones
RD. Sin embargo, para entender cémo aparecen y se desarrollan las
oscilaciones temporales y patrones espaciales, asi como demostrar su
existencia a partir del modelo, es necesario un analisis de estabilidad
del sistema, por lo que antes de entrar en materia, damos un ligero
repaso de estos métodos tradicionales de andlisis de EDO’s.

2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Trayectorias y Equilibrio !

Suponga que el estado de un sistema esta descrito por el par de funciones
u(t) y v(t). Estas variables de estado dependen de una variable dependiente
t que usualmente es el tiempo, y rigen al sistema por el par de ecuaciones
diferenciales:

!La mayor parte de esta seccién se extrajo de las referencias [26, 27).
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= f(u,v), (2.1)

en donde el punto superior indica derivacién respecto al tiempo. En nota-
cién vectorial, este sistema puede escribirse como w = R(w) y es llamado
auténomo porque la funcion R no depende explicitamente del tiempo. Las
soluciones u(t) y v(t) de un sistema bidimensional forman un conjunto de
trayectorias (lineas de flujo u érbitas) que cubren densamente el plano (u,v),
ya sea total o parcialmente, suponiendo que los datos son suficientemente
regulares. A una figura que delinea ciertas trayectorias elegidas se le llama
diagrama fase y al plano (u,v) se le conoce como plano fase. Se puede elegir
una trayectoria especifica requiriendo que pase por un cierto punto (ug, vo)
de wvalores iniciales:

U(to) = U, ’U(to) = Vo

a un tiempo prescrito ty que en un sistema auténomo se elige usualmente
como ty = 0.

Si uno se imagina a una particula flotando sobre el plano (u, v), la tangente
de su trayectoria estda determinada por las funciones f y ¢, que son iguales a
u y v, las velocidades horizontal y vertical, respectivamente. El conjunto de
todas las trayectorias que empiezan de alguna region del plano w es llamado
el flujo de dicha parte.

En el andlisis de sistemas de EDO’s (Ecuaciones diferenciales ordinarias)
son de especial interés los puntos de equilibrio que estan definidos como aque-
llos que cumplen:

uw=0 v=0.

En este conjunto, también llamado de puntos singulares, criticos o fijos, el
sistema esta en reposo, es decir, las soluciones que en algiin instante crucen
este punto permaneceran ahi para todo instante futuro, y se les considera
soluciones constantes. La ecuacién (2.1) indica que para encontrar dichos
puntos, se debe encontrar la solucién al siguiente sistema algebraico de ecua-
ciones:

f(uo,v0) =0 g(ug, vg) = 0.
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Para una evaluacién practica de estas soluciones estacionarias, se obser-
va que cada una de estas ecuaciones define una curva de pendiente nula (o
en inglés null cline). Asi, las soluciones estacionarias son la interseccién de
ambas null clines. Otra utilidad de estas curvas es que proporcionan infor-
macién del comportamiento global de las trayectorias, pues sabemos que las
trayectorias intersectan verticalmente la null cline definida por f(u,v) = 0,
mientras que la otra g(u,v) = 0 se intersecta horizontalmente.

Perturbaciones y Estabilidad

En un sistema fisico, una perturbacion es un agente que influye en su
comportamiento de alguna manera no descrita por el modelo matematico.
Las perturbaciones pueden ser interiores, lo cual quiere decir que pertenecen
inherentemente al sistema que se estudia (como por ejemplo, la inexactitud
en las mediciones o la pérdida de informacién al tomar promedios macroscopi-
cos en un sistema de moléculas), o perturbaciones externas, que si cambian
notablemente el comportamiento del sistema (como por ejemplo cuando una
agente externo hace contacto con un péndulo oscilatorio).

Matematicamente hablando, una perturbacién externa puede describirse
como un salto en la trayectoria en algin instante ¢; en el cual empieza la
perturbacién a otro punto (z1, z2):

(u(t1),v(tr)) — (21, 22),

por lo que cuando la perturbaciéon termina en to > t; el sistema vuelve a
ser gobernado por el sistema de ecuaciones diferenciales, pero con los valores
iniciales u(ty) = 21 y v(t2) = 22 de una nueva trayectoria.

La respuesta de un sistema a una perturbacién en un punto de equilibrio
(uo, v9) es lo que define su tipo de estabilidad . En ODE’s, como en Mecénica,
un estado del sistema es estable cuando al perturbar levemente una solucién
estacionaria, el sistema regresa a su estado original (como tocar una canica
en el fondo de un tazon), mientras que el estado es inestable si una perturba-
cién, por pequena que sea, saca al sistema del estado estacionario en que se
encontraba (como un vagén equilibrado en lo més alto de la montana rusa).

Matematicamente hablando, una solucién estacionaria wq se dice estable
si para condiciones iniciales suficientemente cercanas del punto de equilibrio,
la solucion tiende a wq conforme el tiempo avanza, o sea:
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w(t) = wo.

A este tipo de puntos se les llama atractores. En contraste, si la solucién
(o respuesta) se aleja del punto de equilibrio conforme el tiempo avanza,
entonces el punto estacionario es inestable.

Hasta ahora no se ha aclarado qué significa estar “suficientemente cerca”
de un punto, lo cual define la region de estabilidad o inestabilidad de sis-
tema. En general, dichas regiones son dificiles de obtener, sin embargo, en
la practica conviene estudiar el sistema localmente alrededor de los puntos
criticos usando una linearizacién como se vera a continuacién.

Estabilidad lineal

Una expansion de Taylor de f alrededor de (ug, vg) da como resultado:

fu,v) = f(ugp,vo) + %(uo,vo)(u —up) + g—g(uo, o) (v — o),

despreciando términos de orden cuadratico, y de 6rdenes mayores en |w—wyp|.
Como wy es un nodo estacionario, el primer término de esta suma se anula
y sblo restan los términos con las derivadas de primer orden. Haciendo un
desarrollo analogo para ¢, y usando la matriz Jacobiana J:

IR o
=gt =(% &)
v (uo,v0)

con todas las derivadas evaluadas en el punto de equilibrio, el sistema w =
R(w) se puede reemplazar localmente por el sistema lineal:

5SS
S

dz

7 Jz, (2.2)

donde z = w — wy representa la aproximacién a primer orden de puntos

cercanos a wg o, en otras palabras, el comportamiento local de la solucion.
De este modo, la cuestién de la estabilidad se reduce al estudio de las so-

luciones de la ecuacion lineal (2.2). El procedimiento estandar para encontrar

la solucion local es proponer una solucion de la forma:

z(t) = eMh, (2.3)
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e insertar esta forma en la ecuacién diferencial (2.2), resultando en el problema
de eigenvalores:

(J— A)h =0, (2.4)

siendo A el valor propio, h el eigenvector e I la matriz identidad. La existencia
de soluciones no triviales requiere que los eigenvalores \; y Ay sean las raices
de la ecuacion caracteristica:

det(J — M) = 0.

En el problema bidimensional, esto resulta en una ecuaciéon cuadratica
cuyas raices \; y A9 son obtenidas facilmente. Los eigenvectores w se calculan
al insertar los valores obtenidos directamente en (2.2) y resolver el sistema
de ecuaciones lineales.

De los valores obtenidos para los valores propios, uno puede regresar a la
ecuacién (2.3) y analizar el tipo de comportamiento de los puntos fijos, ya
sean nodos, focos o puntos silla. Para nuestro estudio requerimos solamente
del siguiente teorema atribuido a Liapunov:

Teorema Suponga R(w) una funcién continua dos veces diferenciable y
R(wp) = 0. Sean \;, j = 1,2...n los eigenvalores de la matriz Jacobiana
evaluados en la solucién estacionaria. Estos determinan la estabilidad de la
siguiente manera:

= SiPe();) < 0 para todo j, el punto es estable.
= Si Re(Ag) > 0 para algin k, el punto es inestable.

En el caso en que todos o algunos de los eigenvalores sélo tengan parte
imaginaria la situacion es més complicada, sin embargo, este caso no es de
nuestro interés ya que, como se vera en detalle mas adelante, la formacién de
patrones requiere estabilidad lineal del primer modo de Fourier de la solucion
e inestabilidad en alguno de los modos restantes.

2.2. Reaccion oscilante Belouzov-Zhabotinski

La reaccién BZ es el ejemplo clésico de un oscilador quimico no-lineal®. Su
relevancia radica en mostrar que las reacciones quimicas no necesariamente

2La mayor parte de esta seccién se extrajo de las referencias [4, 28].
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tienen que estudiarse cerca del equilibrio termodindamico. Por este hecho la
reaccién es de gran interés en problemas biolégicos, donde la mayoria de los
procesos ocurren lejos del equilibrio. Otro aspecto interesante de esta reaccion
es la llamada excitabilidad. Segin esta propiedad, bajo la influencia de un
estimulo (por ejemplo, la luz) pueden darse patrones espaciales por medio de
la actividad auto-organizante de los catalizadores involucrados.

El punto fundamental de la reaccion BZ es la competencia entre dos
catalizadores, seglin un proceso que se podria resumir como sigue:

En la primera reaccién, el compuesto X aumenta rapidamente, pues
funge como catalizador de él mismo (es decir, lleva a cabo un proceso
autocatalitico).

Sin embargo, tanto como crece la cantidad de X, se van agotando los
otros reactantes que permiten la creacion de X, puesto que la reacciéon
consume mas de lo que ella misma puede proveer.

La concentracion de los reactantes que dan lugar a X caen en picada
y en la mezcla abunda solamente los productos de X. Esto torna el
sistema de un color, digamos azul.

Conforme los reactantes desaparecen, el proceso autocatalitico pierde
impetu, y esto permite que la segunda reaccién compita en prioridad.

Esta nueva reaccion genera otro producto Y, que puede iniciar su propio
ciclo autocatalitico, y por lo tanto pinta la mezcla de otro color, digamos
el rojo.

Esto consume casi todo el producto dejados por X, dejando a su vez
como productos especies que sirven como reactantes para producir X.

Entonces hay condiciones nuevamente para la creacién del catalizador
y la mezcla puede reiniciar el proceso de autocatélisis.

Y asi sucesivamente, alternado ciclos de azul y rojo hasta agotar la
excitabilidad del medio donde se dé la reaccién.

Belousov observé que las concentraciones de ambos catalizadores X y Y
suben y bajan alternada y coordinadamente formando un patrén temporal:
azul, luego rojo, luego azul, luego rojo, etc., en todo el sistema. No obstan-
te, esta reaccién también puede producir patrones espaciales. Si en lugar de
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mezclar todos los compuestos se deja que estos se difundan libremente, en-
tonces pequenas variaciones locales de uno u otro catalizador producidas por
la difusiéon pueden generar regiones alternadas de un color o de otro. Estas
variaciones se propagan como anillos concéntricos o espirales que irradian
hacia afuera, como cuando se tira una piedra en el agua.

Para entender porque la propagacion ocurre de esta manera cuando no
hay mezclado, obsérvese lo siguiente. Conforme el ciclo autocatalitico de X
toma lugar en un punto, digamos el origen, su influencia se expande en el
medio circundante y la region azul se expande en forma de circulo. Mientras
avanza la circunferencia o el frente de onda, la mancha se alimenta agotando
los reactantes que producen el azul hasta consumirse. Entonces, cerca del
origen surgen condiciones para la preponderancia de Y sobre X. Conforme
Y lleva a cabo su propio ciclo, su predominio se traduce en un nuevo circulo
rojo concéntrico con el primero hasta que nuevamente se agotan los productos
de Y y X puede reiniciar el proceso. El resultado es un conjunto de franjas
concéntricas rojas y azules que parecen moverse hacia afuera como ondas
viajeras, con una frecuencia fija. Estas formas circulares pueden cambiarse
experimentalmente si se introducen perturbaciones mecanicas que rompan
las lineas. Por ejemplo, si se rompe el frente de una onda con una aguja, se
forman dos espirales que giran en sentidos contrarios.

El Brusselator

Para estudiar este tipo de reacciones oscilantes se han propuesto diversos
modelos de reacciéon quimica. Quiza el mas sencillo sea el “bruselator”,
llamado asi debido a que fue propuesto en la Universidad de Bruselas por
Ilya Prigogine y Lefever en 1968 [29]. El brusselator es un modelo teérico de
reaccion autocatalitica donde se ha demostrado la existencia de oscilaciones
quimicas y ondas viajeras como las que se han encontrado en la reaccion BZ.

El brusselator esta dado por cuatro reacciones elementales:

A5 X,
B+X B v41E
2X +Y H 3X,

X M F

(2.5)

El esquema neto de la reaccién es simplemente:

A+ B — E+ F,
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donde X y Y sélo fungen como catalizadores de reacciones intermedias. Si
asumimos que los reactantes A y B se mantienen a un valor fijo durante toda
la reaccion y los productos F y F' son removidos en cuanto se forman, enton-
ces, si la solucion estd bien agitada, la evolucién de la concentracion de X
total puede calcularse como la contribucién de su consumicion o produccion
en cada paso elemental. La ley de accién de masas indica que la dindmica de
los catalizadores esta dada por:

% = k1[A] — ko[ B[X] + ks[XP[Y] — ka[X] (2:6)

d[Y] 2
= = hBIIX] — B[ XY,

donde los paréntesis cuadrados hacen referencia a la concentracion. Este pro-
cedimiento nos da las leyes diferenciales de velocidad que deben ser
resueltas, es decir, integradas analitica o numéricamente teniendo en cuenta
las concentraciones iniciales de cada elemento de la reaccién. En términos
matematicos, estas ecuaciones definen un sistema de ecuaciones no lineales
muy semejante a las estudiadas por Lotka-volterra para los modelos presa-
predador [26]. Por ello, ahora repetimos un analisis de estabilidad semejante
para estudiar cualitativamente las soluciones del Brusselator.

En este caso [A] y [B] fungen como los parametros del eigenvalor A. Uno
puede verificar facilmente que el punto de equilibrio es:

_ k1 _ kyks|B|
k4 kski[A]
La matriz jacobiana evaluada en el punto estacionario es:

ko|B] — ks k3| X]3
J:( k(B —mm%)'

[(X]o = —[4], [Y]o

El tipo de estabilidad de este punto depende de las raices de la ecuacion
caracteristica det(J — Al) = 0, que se obtienen facilmente como:

A — (ttD)A + 0et] = 0,

es decir

A =

(ttJ + \/M) . (2.7)

N | —
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Figura 2.1: Izquierda:Esquema del brusselator. Derecha: oscilaciones tipicas
del modelo para la reaccién BZ.

Nosotros nos concentraremos en las soluciones donde ambos eigenvalores
resulten complejos conjugados, pues es en esta region del espacio de pardme-
tros donde se encuentran oscilaciones. Para ello primero buscamos el punto
donde la solucion pierde su estabilidad en funcién del incremento en la conce-
tracién [B]. Esto ocurre cuando la parte real del eigenvector deviene positiva,
es decir, cuando ttJ = ko[B] — ky — k3[X]2 > 0, es decir:

ke ksk?
Ta ) R
ko | kok?

[B] > 4],

en donde se ha sustituido [X]y en términos de [A]. Esto quiere decir que, pa-
ra [A] fijo, la solucién es estable hasta que [B] sobrepase este valor. Cuando
esto pase, el estado estacionario hace una transicion a oscilaciones cuyo tipo
depende del valor en el radical de (2.7). Es claro que una combinacién de
pardmetros tal que (ttJ)? < 40et] resulta en eigenvalores con parte imagina-
ria, y por ende, en oscilaciones en las concentraciones de [X] y [Y]. Una de
sus oscilaciones tipicas se muestra en la Figura 2.1.

La reaccién BZ muestra oscilaciones de gran variedad y complejidad, in-
cluso caos. También produce ondas y multiestabilidad. Un gran nimero de
fenémenos interesantes se han estudiado usando esta reaccién [4, 6].
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2.3. Difusion

Leyes de Fick *

La difusién molecular (o simplemente la difusién) se puede describir como
el proceso de transporte mediante el cual las moléculas de una region de alta
concentracion pasan a una regién de menor concentracion. A grandes rasgos,
el resultado de la difusién es un mezcla gradual de los materiales hasta que
las concentraciones llegan a ser homogéneas.

Este proceso ha sido estudiado desde la primera mitad del siglo XIX y su
enfoque termodinamico moderno puede resumirse en las llamadas leyes de
Fick:

Primera ley de Fick. Es una ley fenomenolégica que establece que
el flujo difusivo va de las regiones de alta concentraciéon a las regiones de
baja concentracion. La magnitud del flujo es proporcional al gradiente de la
concentracion, a saber:

J=—-DVuw, (2.8)
donde

= J es el vector de flujo de difusién,
= D es el coeficiente de difusién, y
= w es la concentracion.

Usualmente la difusion se mide en pares de especies, es decir, depende de
cémo una sustancia se difunde dentro de otra sustancia especifica; ademas,
en mezclas ideales, el coeficiente de difusién D es proporcional al promedio
del cuadrado de la velocidad con que las particulas se difunden, segin la
relacion de Stokes-Einstein.

Segunda ley de Fick. Es una ecuacion de balance o conservacién de la
masa que indica que la concentracién local de una especie cambia debido a
las moléculas que entran o salen por la difusién. Para formularse mateméti-
camente, sea ) una region en el espacio con superficie de frontera I'. El grado

3La integridad de esta seccién es un resumen de [30)].
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de cambio de masa dentro de la regién debe ser igual al flujo que entra o sale
por la frontera. Suponiendo que no hay fuentes, se tiene:

d
K wdQ:/J-ﬁdF. (2.9)
dt Jo r

Sustituyendo la primera ley de Fick en el término de la derecha, supo-
niendo ademas que la regién no cambia con el tiempo y aplicando el teorema
de la divergencia, se obtiene:

/Q%_"t”dngﬂv-(DVw)dQ. (2.10)

Como esta relacion es valida para cualquier region §2 y las derivadas de
w son continuas, entonces se puede obtener la forma diferencial de esta ley
como:

ow
5 =V (DVw), (2.11)

cuya forma matematica es la de una ecuacién del tipo parabdlico, y que
también modela los procesos de difusién de calor, entre otros fenémenos.

La ecuacion de Reaccion Difusion

En el caso de que haya reacciones quimicas por los cuales se active o inhiba
la aparicién de la sustancia en cuestion, es necesario anadir a la ecuacién de
balance de masas un término que describa este proceso, en la siguiente forma:

4 wdQ:/RdQ—/J~ﬁdF, (2.12)
dt Jq Q r

donde R(w,x,t) es una funcién que expresa cémo se desarrolla la cinética
quimica de la mezcla en funcion de la concentracion, la posicion y el tiempo.

Por un céalculo analogo al anterior, se puede derivar una ecuacién diferen-
cial para un proceso de reaccion difusiéon:

%—;" =R+ V- (DVuw). (2.13)

Esta ecuacion puede generalizarse para el caso en que existan diversas
especies interactuando. Si w;(x,t) es la concentracién de la i-ésima especie
(con ¢ = 1,2,...m) difundiéndose dentro de las otras con coeficiente D;, y
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R es el vector que describe las interacciones entre las m especies, entonces la
ecuacion de reaccion difusién que resulta es:

88—‘: =R(w)+ V- (DVw),

donde ahora DD es una matriz de difusividades, cuya estructura es diagonal a
menos que exista algin tipo de difusién cruzada, es decir, efectos anisotrépi-
cos. Suponiendo que esta matriz es constante, la ecuacién reaccion difusién
es simplemente:

%—Y = R(w) + DV?w. (2.14)

Una ecuacion como esta es la que utilizo Turing para describir la forma-
cion de patrones estacionarios.



Capitulo

Patrones de Turing

En este capitulo realizamos el analisis matematico de las ideas de
Turing para demostrar la existencia de patrones espaciales estaciona-
rios derivables de un mecanismo RD. Al estudiar la relacién de disper-
sién, la cual define la presencia y el tipo de las oscilaciones, definimos
las condiciones del espacio de parametros. Finalmente, para concretar
estas ideas generales, ejemplificamos con la reaccion de Schnakenberg.

3.1. Condiciones matematicas para la apari-

cién de patrones!'

Como vimos en el capitulo anterior, la ecuaciéon que describe un mecanis-
mo de reaccién difusion esta dadas por:

%—Y(x, t) = R(w) + DV?w, (3.1)
expresion vectorial que en realidad recoge tantas ecuaciones como especies in-
teractuando existan en la mezcla. En nuestro caso, trabajaremos tinicamente
con dos especies, por lo que w representa un vector con las dos concentra-
ciones a estudiar, R expresa la cinética quimica entre ambas especies y D
es una matriz diagonal con los coeficientes de difusion. Por lo tanto en este
capitulo buscaremos las condiciones para que en el sistema:

!Para mayor informacién sobre este estudio se pueden consultar las referencias [31, 32].
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0

8_7; = f(u,v) + D,V?u, (3.2)
ov

— = D,V?

5 g(u,v) + D,V-u,

aparezcan estructuras de Turing. Antes de empezar a realizar los calculos
conviene senalar que, formalmente hablando, las estructuras de Turing son
inhomogeneidades espaciales u oscilaciones que aparecen en el estado esta-
cionario de una mezcla como el resultado, no de los mecanismo quimicos,
sino de la difusién?.

Antes de entrar en la laboriosa tarea del andlisis y calculo de las condi-
ciones matematicas que hacen posibles la apariciéon de estos patrones, consi-
deramos necesario bosquejar un camino a seguir:

1. Usaremos una primera condicion para la aparicion de los patrones, a
saber, que en ausencia de difusion, el estado estacionario resulta tinica-
mente de la cinética quimica del sistema; tal estado debe ser estable a
pequenas perturbaciones. De este modo, la estabilidad del primer modo
de Fourier garantizard que la solucién (el patrén) sea estacionaria.

2. Usaremos una segunda condicion que garantice el hecho de que la difu-
sion sea la causante de oscilaciones espaciales, a saber, que en presen-
cia de la difusion, algunos modos de oscilacion del sistema deben ser
inestable a pequenas perturbaciones espaciales. Esto significa que estos
modos no se desvaneceran con el tiempo y que serdan los causantes de
los patrones espaciales.

3. Finalmente hablaremos de la relacion de dispersién que establece con-
diciones entre el desarrollo temporal del proceso y los niimeros de onda
requeridos para la aparicion de patrones de Turing.

Para que el sistema (3.2) tenga solucién bien determinada son necesa-
rias condiciones de frontera e iniciales. Con fines de simplificar la exposicion
usaremos las siguientes condiciones:

2Esto resulta muy particular puesto que la difusién usualmente es un proceso estabiliza-
dor, ademas de que las oscilaciones quimicas conocidas mas estudiadas estan relacionadas
mas bien a la parte temporal.
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n-Vu=0yn-Vv=0, para puntos en la frontera I,y (3.3)
u(x,t =0) y v(x,t = 0) son concentraciones iniciales dadas. (3.4)

En la ecuacion refhectl, n es el vector normal unitario exterior al dominio, y
depende del punto escogido sobre I'. La razén de escoger condiciones de flujo
nulo en la frontera es porque estamos interesados en la auto-organizacién
del sistema para la formacion de patrones y descartar el hecho de que sean
generados por influencias externas al sistema.

Estabilidad en ausencia de difusion

En ausencia de difusion, el estado estacionario es estable
ante pequenas perturbaciones.

Para mostrar esto, empezaremos con un sistema bien mezclado entre los dos
componentes. En este caso la difusiéon no toma parte en el proceso y el sistema
es solamente:

uy = f(u,v), (3.5)

v o= g(u,v),

Evidentemente, la solucién de equilibrio se alcanzara cuando

f(UQ,U()) = 07 (36)
g(u07 UO) = 0.
Sin embargo, supongamos que en algiin momento previo detenemos el pro-

ceso de mezclado. En este caso, el estado estacionario dependera ahora de la
difusién y estara dado por la solucién del sistema:

f(u,v) + D,V*u =0, (3.7)
g(u,v) + D,V =0,

que dependera ahora de la posicion y de los pardmetros D, y D,. Sin embar-
go, las soluciones de equilibrio de (3.6) pueden ser atun soluciones de (3.7),
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siempre y cuando el Laplaciano tanto de © como de v se anulen en el equi-
librio, es decir, cuando las soluciones en equilibrio son también funciones
armoénicas. En otras palabras, estamos interesados en los procesos en los que
la difusién no afecte la existencia y particularidad de los estados estaciona-
rios de la reacciéon quimica, pero que s7 afecte su estabilidad. En particular,
buscamos que el estado (ug,vp), al activar la difusién, cambie a inestable
(hasta primer orden) ante perturbaciones espaciales no uniformes, lo cual se
estudiarad en detalle hasta la préxima seccién.

De momento, regresemos al par de ecuaciones (3.5) para ver qué condi-
ciones se pueden imponer para la existencia de patrones. Para simplificar la
deduccion, sea w el vector formado por las concentraciones u y v. Entonces
el sistema (3.5) puede escribirse como:

w = R(w),

con R = (f(u,v), g(u,v)) la funcién de las cinéticas. Sea wy la solucién de
equilibrio obtenida de resolver (3.6). Sea ademads J la matriz Jacobiana con
las primeras derivadas de f y g evaluadas en este punto:

(B R)
Gu Yo (u0,v0)

Expandiendo la funcién R alrededor de este punto hasta el primer orden,
se obtiene la aproximaciéon R(w) ~ R(wg) +J - (W — wy), donde el primer
término se anula por ser wq solucion de equilibrio. La ecuacion anterior puede
escribirse entonces simplemente como:

z = Jz,

con z = wW—Wwy. Proponiendo una solucién de la forma z = e#*h y sustituyen-
do en la ecuacion anterior, se obtiene el siguiente problema de eigenvalores:
(J — A)h = 0, que tiene solucién no trivial cuando el determinante del
término entre paréntesis sea cero. Los dos eigenvalores para este problema
estan dados por:

Ay = % [ttJ] + /2] —4- aet]]] :

siendo tvJ y 0et] la traza y el determinante de la matriz Jacobiana respec-
tivamente. Recordamos ahora que en este primer paso requerimos que los
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puntos de equilibrio (sin el efecto de la difusién) sean estables,. por lo que se
necesita que Rel < 0, lo cual resulta en las condiciones:

] <0, ¥y (3.8)
oet] > 0.

las cuales constituyen las primeras dos condiciones que buscamos.

Inestabilidad espacial ante la presencia de la difusién

En presencia de la difusion el sistema linearizado es ines-
table ante pequenas perturbaciones espaciales

Se requiere que la difusiéon cause un cambio, no en las concentraciones
de equilibrio, sino mas bien en su estabilidad. Lo cual quiere decir que debe
tener algunos efectos que no desaparezcan con el tiempo; en particular, se
requiere la formacién de oscilaciones espaciales en las concentraciones tal que
puedan generar un patrén. Algo importante es que esta inestabilidad ocurra
solamente para el sistema lineal: la presencia de términos de la solucion lineal
que crecen con el tiempo (y que posibilitan la formacién de patrones) no
significa que las concentraciones creceran infinitamente con el tiempo sino que
sus efectos seran balanceados por los términos de orden mas alto para lograr
la estabilizacion de toda la solucién, como se vera al final de la seccion. Por
ende, la condicién de inestabilidad lineal es un artilugio para poder estudiar
analiticamente condiciones en el sistema y concentrar los efectos espaciales
en el término lineal.

Una vez asentado esto, consideremos el sistema completo de reacciéon
difusién dado por ecuacién (3.2), que en forma vectorial puede escribirse
como:

w; = R(w) + DV?w, (3.9)

con R definida igual que antes y la matriz de difusién D dada por:

D, 0
p-( % 5 )

Pero antes de poder plantear el problema de eigenvalores para esta ecua-
cion que depende no solo del tiempo, sino también del espacio, es conveniente
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resolver el problema de valores propios, que denotaremos por k, para el ope-
rador Laplaciano, los cuales son independientes del tiempo y satisfacen:

VW (r) + k*W(r) = 0, (3.10)

con condiciones de flujo nulo (fi - V)W = 0 en la frontera. La solucién de
este problema depende tunica y exclusivamente de la geometria del sistema.
Para dominios acotados, £ toma usualmente valores discretos, los cuales se
pueden numerar. Las soluciones de esta ecuacion son generalmente funciones
oscilatorias y k representa el modo de oscilacion de la solucién, por ello es
llamado numero de onda.

Suponiendo que se ha resuelto la ecuacion (3.10), lo cual significa también
haber encontrado el conjunto posible de valores de k, se puede ahora proponer
una solucién para la ecuacién (3.9) en la forma:

w(r,t) =Y e Wy(r), (3.11)
k
donde Wy(r) son las soluciones del problema espacial (3.10). Por construc-
cién, estas funciones satisfacen automaticamente las mismas condiciones de
frontera de flujo nulo del problema original. Al sustituir esta solucién linea-
lizada en la ecuacién (3.9), se obtiene que, para cada eigenvalor k:

(MI—J + K*D)w = 0. (3.12)

Este problema tiene solucién no trivial cuando la matriz entre paréntesis tiene
determinante cero. Esto resulta en un polinomio caracteristico de segundo
grado para A que, mediante un poco de algebra, resulta ser:

Ap + A [FP0D — te]] + h(k?) = 0, (3.13)
con h(k?) = (vetD)k* — (D: J)k* + detJ,

donde D: J = D, f, + Dy,g,. En la secciéon anterior hemos visto las condi-
ciones para que el modo k£ = 0 alcance un estado estable en ausencia de
difusion. Para este modo, los efectos espaciales estan dados por la ecuacién
VZW(r) = 0 y las condiciones (3.8) que, como se recordara, estas tltimas se
obtuvieron pidiendo Rel,—y < 0. Ahora, para que existan modos inestables
a perturbaciones espaciales, es preciso pedir que PRe), > 0 para algin k. A
esta relacion entre A y k se le conoce como relacion de dispersion. El anélisis
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detallado de esta relacion requiere de cuidado por lo que iniciamos su estudio
un poco mas abajo.

De momento, solo resaltamos que ademds de las condiciones (3.8), el
estudio de (3.13) indica que la inestabilidad lineal en presencia de difusién
implica otro par de condiciones(lo cual serd demostrado a continuacién), a
saber:

(D: J)? — 4(0etD)det] > 0, (3.14)
D:J>0.

La relacion de dispersion

A continuacién analizaremos la relacion de dispersién (3.13) para obtener
las condiciones que permitan Re\, > 0 para algin k. Puesto que ttJ < 0 por
(3.8) y k*ttD > 0 para toda k # 0, entonces [k*ttD — tJ] > 0. Por ende, la
tinica forma de que PReA;, > 0 para algtin k es que el término h(k?) < 0, lo
cual es claro de las soluciones del polinomio para A:

1/2
A = %{ [te] — K*teD] £ { (k26D — «J]° — 4h(k;2)} }

Volviendo sobre (3.13) y recordando que tenifamos detJ] > 0 por (3.8),
debe tenerse entonces D: J > 0 lo cual es la segunda condicién en (3.14).
Esta desigualdad es necesaria, pero no suficiente. Para que h(k?) sea negativo
para algin valor de k, es necesario ademas que el minimo de la funcion h sea
negativo. Diferenciando esta funcién respecto a k? de (3.13), se obtiene que
el minimo de la funcién se toma en:

B2 D:J
min T odetD’

donde la funcién vale

(D: J)*
40etD

h(k2,) = [Det]] -

De donde resulta claro que h,,;, sera negativo si el término en el paréntesis
cuadrado es negativo, obteniendo la primera condicién de (3.14).
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Ahora nos concentramos en la funcién h(k?) en (3.13):
h(k?) = (vetD)k* — (D: J)k* 4 vet]. (3.15)

Esta es una funcién cuadritica (en k%) y convexa por las condiciones que
acabamos de analizar. Su minimo se encuentra en k2,, v sus valores son
negativos en el rango que esté entre las raices de h(k?):

g

2 2:
D72 90etD

(D2 3) + [(D: 3)? - 4(0etD)oets] '] (3.16)

Esto quiere decir que solo los modos con nuimeros de onda k contenido en-
tre estos dos valores son aquellos que producen patrones espaciales. Todos
aquellos que no se encuentre en este rango tienen un decaimiento exponencial
en el tiempo y se desvanecen, ver Figura 3.1. Por ello, volviendo a la ecua-
cién (3.11), para tiempos suficientemente largos la solucién a primer orden
es simplemente:

ko
w(rt) =Y e Wy(r).
k1
El supuesto de esta solucién es que las soluciones linealmente inestables
que crecen exponencialmente con el tiempo, gradualmente se van acotando
con los términos no lineales de las ecuaciones RD, para que al final emerja una
solucion estacionaria con homogeneidades espaciales. El elemento clave para
sustentar esta suposicion es que el sistema es espacialmente acotado. Uno
esperaria que si un conjunto de soluciones existen tinicamente para la cinética
quimica, el mismo conjunto contendra las soluciones cuando la difusién es
incluida, lo cual ya ha sido rigurosamente demostrado [32]

3.2. Ejemplo: reaccion de Schnakenberg
Cinética

Una de las reacciones oscilantes més simples entre dos especies quimicas
fue sugerida por Schnakenberg en 1979 [43]. Su mecanismo es el siguiente:

ky
x A Br2y IX +Y 3 3%

ka



3.2 Ejemplo: reaccién de Schnakenberg 31

h(k?) d=d, ReA

Wavenumbers
d<d of unstable modes

4] e /

KN\ kZ kK ke BN &2
d>d;
(2) (b) el Y

Figura 3.1: Grafica de h(k?) definido por 3.15 para una cinética tipica. Cuan-
do la razén entre ambos coeficientes de difusiéon d = D, /D, alcanza un valor
critico d., entonces h(k?) se torna negativo en un rabgo finito de k2. (b)
Gréafica de los eigenvalores més grandes de A como funcién de k?. Cuando
d > d. hay un rango de niimeros de onda k? < k* < k2t que son linealmente
inestables. Tomado de ([32]).

Al usar la ley de accién de masas, se obtiene que la cinética de los cata-
lizadores A y B esta dada por:

F(A,B) = ki — kyA + ky AB,

G(A,B) = ky — ks A’B.

Este modelo explica el comportamiento de un quimico activador A en
presencia de un inhibidor B. El término A?B es tal que en la primera ecua-
cién representa la produccion de A en presencia de B, mientras que en la
segunda ecuacion representa el consumo de B en presencia de A. El termino
proporcional a —A representa la degradacién o reduccion del mismo en la
primera ecuacién, produciendo asi un aumento de B en la segunda reaccion
[42]. Por ello, a este tipo de reacciones se les llama de reduccion de sustrato
(substrate-depletion en inglés) La reaccién se puede esquematizar como en la
Figura (3.2):
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Produccion
de activador
Activador
Degradacion

Inhil
Preduccion
de inhibidor

ibicion
Activacion
by

Figura 3.2: Esquema para la reacciéon de Schnakenberg.

Adimensionalizacion

Sean t, x, el tiempo y la posicion de un punto en el dominio, respectiva-
mente, entonces los valores adimensionales de t, z, A, B, se definen por las
expresiones:

Dt ey \ /2 ks \ /2

Respectivamente, en donde L es el tamano caracteristico del dominio, D 4
y Dp los coeficientes de difusiéon de las sustancias. Para simplificar, definimos
ademas las constantes d, v, a y b de la siguiente manera:

D L2 ki (ks 2 ko [ Fs\ Y2
d= 377:_k2,a:_1 &3 7b:_4 ~ ) (3.18)
Ky \ ks

respectivamente. Hecho lo anterior, el sistema adimensional que resulta para
la reaccién de Schnakenberg se puede escribir de la siguiente forma:

u, = vy(a—u+u*v)+ Vi, (3.19)
v, = v(b—u*v) +dVo.
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Basta observar la adimensionalizacién (3.18) para notar que los pardme-
tros a,b,d y v deben ser positivos si pretenden modelar una reaccién real.
Esto se debe a que los coeficientes de difusién y las velocidades de reaccién
son positivas en este caso.

Condiciones para la aparicién de patrones

El punto de equilibrio estable de la reaccién quimica:
fu,v) = ~(a —u+uv),

g(u,v) = (b — uv).

se encuentra resolviendo f = 0, g = 0, encontrando facilmente que:

u0:a+b,
P
P (et b

Al sustituir estos valores y teniendo en cuenta que todos los parametros son
positivos en las diversas derivadas se obtiene:

b—a
w = _— v — b2
—2b
W =7—— < 0, , = — b)?2 0,
g a—i—b< g v(a+b)* <

y el determinante del Jacobiano es f,g, — f,gu = 7?(a + b)* > 0. Con estas
expresiones, las condiciones encontradas anteriormente para la formacion de
patrones de Turing (3.8 y 3.14), se traducen en las siguientes cuatro desigual-

dades:

futg,<0 = 0<b—a<(a+b)?
Jugo = fogu >0 = (a+0)*>0,
dfy +g, >0 = db—a)> (a+b)?>0,
(dfu + 90)* = 4d(fugy — fogu) >0 = [d(b—a) = (a+b)*]* > 4d(a +b)°.
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Figura 3.3: Espacio de Turing de la reacciéon de Schnakenberg

donde se ha usado que b > a de la tercera condicién para sustituirlo en la
primera. En el espacio (a, b, d) esto define una regién de valores posibles para
la existencia de patrones. Este dominio es llamado espacio de Turing y sirve
para determinar bajo qué perturbaciones espaciales el sistema serd inestable
en presencia de difusién. Ver Figura 3.3.

Inhomogeneidades espaciales

Para ver como se producen las inhomogeneidades, considere el proble-
ma espacial de eigenvalores (3.10), escogiendo el caso unidimensional en el
dominio definido por x € [0, p|:

VAW (z) + k*W (z) = 0

con condiciones de flujo nulo en la frontera definida por z = 0 y x = p. Las
soluciones del problema son de la forma:

W, (z) = A, cos (@> n—+1+2 ..
p

con A, con constantes arbitrarias. Los valores propios son el conjunto discreto
de ntimeros de onda dados por:

()
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Por tanto, una vez seleccionados los parametros a,b y d, debe elegirse v
de tal manera que el nimero de onda k esté entre los valores definidos por

(3.16):
yL(a,b,d) = k¥ < k2 < ki = yM(a,b,d)
con L y M dados por:

[d(b—a) — (a+ )] —{[d(b—a) — (a+ b)*]* — 4d(a + b)*}

L =
2d(a +b) ’

[d(b—a) — (a+ )%+ {[d(b—a) — (a+b)*]* — 4d(a + b)*}
2d(a + b) '

En otras palabras, todos los modos de la solucién se desvaneceran con el
tiempo a menos que exista al menos algin entero n tal que:

M =

p*L(a,b,d) s p*M(a,b,d)

'y—WQ <nt <y . (3-20)

2

Esto significa que habra patrones de Turing sélo en el caso de que los
parametros y el tamano del dominio permitan la existencia de modos de
onda k,, tales que 1) quepan en la regién, y 2) no se desvanezcan por el efecto
homogeneizador de la difusion.Ver Figura 3.4.
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Re A(w)

U > upg

u < U

Ug

1972 P

0
(b)

/2 Pz

Figura 3.4: (a)Relacién de dispersién tipica para PRe(A) como funcién de la
longitud de onda w = 27 /k obtenida de la linearizacién alrededor del pun-
to de equilibrio. En este ejemplo el inico modo inestable es n = 1; todos
los demés tienen PRe(N) < 0. (b) El desenvolvimiento temporal desde con-
diciones iniciales aleatorias hasta patrones espaciales de amplitud finita. (c)
Patron obtenido, donde el area sombreada corresponde a regiones de alta
concentracion, y las blancas a zonas de menor concentraciéon a las del estado
estacionario. Tomado de [32].



Capitulo

Métodos numéricos

Como se vié en el capitulo anterior, el andlisis lineal de las ecua-
ciones RD nos garantiza la existencia de patrones dada cierta configu-
racién de pardmetros. Sin embargo, dicho anélisis no nos dice el tipo
de patréon que se obtendra, ni como este dependerd de las condiciones
iniciales, tampoco nos indica qué efectos puedan tener los términos
no lineales. Ademds, usualmente no es posible encontrar soluciones
analiticas para este tipo de ecuaciones diferenciales no lineales. Por
lo tanto, para hacer un analisis méas exhaustivo, ademés de obtener
la forma y caracteristicas de algunos patrones conviene resolver las
ecuaciones RD numéricamente, por lo que ahora resumimos dos de la
estrategias de discretizaciéon mas comunes para la resolucién de este
tipo de ecuaciones, a saber los métodos de diferencia finitas y elemento
finito.

Planteamiento del problema y notacion

Nos proponemos resolver el sistema de ecuaciones reaccién difusion para
el caso de dos especies quimicas u y v resumidas en el vector w. Las in-
teracciones quimicas estdn dadas por el vector R(w) y las difusividades de
cada compuesto se suponen constantes y ubicadas en la traza de la matriz
de difusividades ID. Vectorialmente, la ecuaciéon a resolver es:

ow

S (1) = R(w) + DV2w. (4.1)



38 Métodos numéricos

Sélo con fines de simplificar la exposicién?, la deduccién de los métodos
se hard para el caso en que el dominio {2 es un cuadrado de lado p y con
condiciones de flujo nulo en la frontera I', es decir:

Vw(t)-fi =0 paraxcT. (4.2)

Las condiciones iniciales las suponemos dadas:

w(x) = w" para t = 0, (4.3)

y en general se toman como concentraciones aleatorias alrededor del punto de
equilibrio. El problema esta definido desde el tiempo ¢ty = 0 hasta el tiempo
final t; =T.

4.1. Diferencias Finitas

En el computo cientifico, el método de las diferencias finitas es un método
para calcular de manera aproximada las soluciones a las ecuaciones diferencia-
les usando diferencias divididas para aproximar derivadas. Para ello, primero
es necesario hacer una discretizacién temporal y espacial del problema, es de-
cir, hay que plantear la ecuaciéon aproximada en términos de las diferencias
finitas, para finalmente incluir las condiciones iniciales y de frontera. Esto
resulta en sistemas de ecuaciones lineales que hay que resolver en cada paso
de tiempo y que nos dan el valor de la solucion en cada nodo de la malla.

4.1.1. Ecuaciones en diferencias finitas

Para aproximar las derivada temporal de una funcién w(t) se suelen usar
esquemas de primer y segundo orden, dependiendo el orden de convergencia
que uno requiera. Ejemplos de este tipo de esquemas son:

" w(T + AAI?j — w(T) Lo,
E(T) - {310(7’ + At) — dw(T) + w(T — At)
2At

(4.4)

+ O(AF?),

!Las ideas de este capitulo proceden de los cursos [33, 34, 35].
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donde el simbolo O(-) representa que el error que se comete en cada aproxi-
macién es proporcional al argumento. Suponiendo que At es pequeno, puede
verse entonces que un esquema de segundo orden es mas preciso, pero involu-
cra la informacién en tres tiempos, mientras que el esquema de primer orden
s6lo involucra informacién de dos. La conveniencia de una u otra discretiza-
cion dependerd del tipo de problema y la precision que se requiera.

En cuanto a la aproximacién del operador de segunda derivada (necesaria
para el operador Lapalaciano), el esquema de diferencia finitas mas comin
es el llamado esquema de diferencias centrales. Si se tiene una funcién que
dependa de la posiciéon w(zx), entonces su segunda derivada en el punto y
puede aproximarse como:

Pw, . w(x+h) = 2w(x) +w(x —h)
@(X) = 72

+ O(h?). (4.5)

4.1.2. Discretizacion espacial y temporal

Supongamos que dividimos cada lado del dominio €2 en M — 1 subin-
tervalos de lado h = p/(M — 1), de tal manera que se forme una malla de
cuadros con con M? nodos. Sean i y j los indices que numeren los nodos
en la direccién horizontal y vertical respectivamente. Analogamente con la
discretizacion temporal, se divide el tiempo total T" en N subintervalos de
tamano At = T'/N numerados con el indice n. Entonces la solucién w(x, t)
se puede discretizar de la siguiente manera:

w(z,y,t) = w(ih, jh,nAt) = W

En este caso w(x,y,t) es la solucién exacta de la ecuacién diferencial, mien-
tras que usaremos w;; como la solucion de la ecuacion en diferencias finitas,
es decir, la solucion aproximada de w.

Con esta notacién, las ecuaciones en diferencias finitas (4.4) y (4.5) pue-
den reescribirse respectivamente como:

Wn+1 —wh
dw At ’
E(HAIS) =~ {Bwn+1 _ 4w n anl para n = O, ce N -1 (46)
2At ’
d? i1 — 2W, i1
d‘;v(zh,jh) o Vitl ‘;;ﬁw Yo parai=1,...,M—1  (47)
T
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La escritura de esta tultima ecuacién puede simplificarse usando el llamado
operador de diferencias centrales definido como

02 Wiy = Wit1/2,5 — Wi—1/2,j,
de donde es facil deducir con poco de algebra que:
2
O Wi = 5z(Wi+1/2,j - Wi—1/2,j) = Wit1,; — 2W;j + Wi_1;.

Si andlogamente se define un operador d, que opere sobre el subindice j, el
operado Laplaciano puede escribirse de manera compacta como:

Viw = (dQ—W + dQW)

dz?  dy?
~Witly — 2w+ Wiy 4 Wigh1 2w+ Wi
X h? h? (4.8)
=75 (Witrj + Wijr — AW + Wit + Wij1)

1 . .
2 (07 +0,) wi; parai,j=2,....M—1

4.1.3. Condiciones de frontera

Como puede verse de la ecuacion anterior, esta discretizacién del operador
Laplaciano es valida para los puntos interiores. Significa que dado un punto
interior, el Laplaciano en ese punto puede calcularse usando la informacién
del nodo y de 4 nodos vecinos (Ver figura 4.1). Sin embargo, los puntos en la
frontera solo tienen 3 o 2 vecinos, por lo que es preciso usar las condiciones
de frontera para completar la solucion en estos nodos.

CONDICIONES DE FLUJO NULO

Ahora veremos en detalle como hacer esto para condiciones de flujo nulo
en la frontera vertical de la izquierda. La generalizacién a los otros 3 bordes
es andloga. La condicién (4.2) para dicha frontera se lee cémo:

Vw - (_01) =0 para z = 0.
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Figura 4.1: Ejemplo de discretizacion de un dominio §2. En el esquema de
diferencias centrales, el Laplaciano en un punto se estima con cuatro vecinos.
En el caso de los nodos en la frontera , la informaciéon del nodo “faltante”
se deduce de las condiciones de frontera. En la figura se representan los
nodos “fantasma” que permiten cumplimentar las condiciones de flujo nulo
y periddicas en la frontera vertical izquierda.

Lo cual significa que %—‘;’(x = 0,y) = 0. Si usamos una ecuacién en dife-

rencias para aproximar la derivada de la izquierda:

ow _ W(ha y) B W<_h7 y)
oz Y = 2h

uno obtiene la siguiente expresién para la solucion aproximada en la frontera
definida por i = 1, Vj:

+O(h?),

Wo,j = Waj parajzl,...,M.

En otras palabras, este esquema supone una columna de nodos extra
(numerados por i = 0) tales que no pertenecen al dominio de interés (i =
1,..., M) pero que permiten seguir usando la férmula (4.7) y a la vez cum-
plimentar las condiciones de frontera de flujo nulo en ese borde. Este tipo de
nodos se conocen como “fantasma” y en el caso de las otras tres fronteras se
puede deducir facilmente que su valor estda dado por:

War41,5 = WM—1,5 paraj=1,..., M
Wio = W;2 parat=1,..., M,
M

WiM+1 = Wi M1 parai: 1,...7
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Usando estas ecuaciones es posible extender (4.7) a todos los nodos en el
entendido de que la solucion estd definida sélo en los nodos originales.

CONDICIONES PERIODICAS

En este caso, se supone que los nodos del lado derecho corresponden
exactamente a los nodos del lado izquierdo, y los de la frontera de arriba cor-
responden a la frontera de abajo. Por ejemplo, si consideramos las fronteras
verticales esto significa que:

wi; = Wy para todo j.

Por ello, el nimero de nodos horizontales donde hay que resolver el sistema
es igual a M — 1, pues el nodo M es equivalente al primero. Ademas, los
nodos fantasma que se encuentran a la izquierda de los nodos numerados por
¢ = 1 se corresponden con los nodos a la izquierda de los nodos numerados
por ¢ = M. Ver figura 4.1. Esto significa que para los nodos fantasma de la
izquierda:

Wo; = Wi—1,; para todo j.
Esto se puede generalizar facilmente para los otros tres lados del cuadrado
obteniendo las siguientes condiciones para las otras fronteras:
Wi = Wi,

Woj = Wa—1j, Wyl = Wo; paraj=1,...,M —1,

W;1 = Wi,

Wio = Wi M—1, WiM+1 = W ; Dpara 1= 17 .. .,M — 1.

4.1.4. Esquemas de diferencias finitas para la ecuacién
RD

Existen varias formas de discretizar la ecuacién original (4.1) dependiendo
de el orden del esquema temporal (ya sea de primer o segundo orden) y del
tiempo en que se evaltie el operado Laplaciano (esquema backward o forward).
Las combinaciones que usamos para esta tesis son las siguientes:
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MeTopo ExpLiciTo (EXP)

En el siguiente esquema totalmente explicito, la derivada temporal se
evalia con la aproximacion a primer orden, mientras que los términos de la
derecha de (4.1) se evalian al tiempo n, es decir:

witl _ wn D
z] vJ n
— A R(w;) + 2

o equivalentemente mediante algo de dlgebra:

(02 + 62w,

n+1 n n 2 2 n
wiith = wii + AR(W]) + (0 + 0))w

ij ij)
conn=12...,Newj=12....,M, con g la matriz definida por u =
(%) . Por lo que para encontrar la solucion al tiempo n = 1 simplemente se
sustituyen los valores de w y de R al tiempo cero obtenidos de la condicién
inicial W?j definida en (4.3). Andlogamente, para obtener la solucién al tiempo
n + 1 s6lo es necesario sustituir la informaciéon del sistema en el tiempo
anterior n de manera iterativa.

Este método tiene la ventaja de ser sumamente simple, sin embargo, puede
demostrarse que su estabilidad esta limitada, i.e. que el paso de tiempo At
que uno debe elegir debe ser del orden de h? para que el método sea estable
(Ver Apéndice A y [33]). Esto significa que una solucién detallada (i.e una
malla muy fina) requiere de pasos de tiempo més pequenos, y por ende, de
mas iteraciones.

METODO SEMI-IMPLICITO DE PRIMER ORDEN (1-SBDF)

Para evitar la anterior limitacion, se suelen usar esquemas implicitos o
semiimplicitos. Estos tienen la ventaja de que no sufren de restricciones tan
severas en la eleccion del paso del tiempo para mantener la estabilidad, pero
el costo a pagar es que, en vez de hacer una simple sustitucién como en el
caso explicito, ahora se tiene que resolver un sistema de ecuaciones lineales
en cada iteracion.

Para el esquema 1-SBDF 2, se usa la misma derivada temporal a primer
orden, pero la discretizacion del Laplaciano se evalia no al tiempo n como
antes, sino al tiempo n + 1, mientras que los términos de reaccion se evalian
en el tiempo n, obteniendo:

2Estas nombre procede de sus siglas en ingles Semi-implicit Backward Differentiation
Formula, donde el 1 indica que es de primer orden en el tiempo.
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w’?.+1 — W
1] 1] — R n
At (W) + 72

por lo que al sustituir los operadores de diferencias centrales y con algo de
algebra uno puede obtener:

(52+62> n+1

_MWZ;’;Il luw;H—ll] + (1 + 41“) Tl+1 - luwﬁjil l’[’wzljil AtR‘( ) + Wz]7

para los nodos 4,5 € {1,...,M}. Haciendo la transformacién de indices
k(i,j) = (M — 1)i + j uno obtiene:

—pwWitl = Wi+ (L AWt — pwpt = pwi ] = AR(wE) 4+ wi,

lo cual constituye para cada componente del vector w un sistema de ecua-
ciones lineales de la forma Awl — b donde A es una matriz esencialmente
pentadiagonal® tipo sparse y b es un vector con la informacién del sistema
al tiempo anterior. Al resolver este sistema de ecuaciones y aplicar la trans-
formacion inversa para regresar a los indices ¢, 7 se encuentra la solucién al
tiempo n + 1.

SEMI-IMPLICITO DE SEGUNDO ORDEN (2-SBDF)

Es una variacién del método anterior, solamente que ahora la aproxima-
cién temporal es de segundo orden; ademas se usa informacién de la reaccion
a dos tiempos distintos por medio de una extrapolacion. El esquema obtenido
es:

3wttt — 4wl + wi - B
. 2At = (2R(Wij) - R<Wij 1)) 12

lo cual lleva a un sistema de ecuaciones cuya estructura es similar al obtenido
en el caso del esquema de primer orden, pero ahora con la siguiente forma:

(52+52) 'n—i-l7

—2uwiptt = 2wty L+ (B ) wiptt = 2wty 2wt =
2At(2R(WZ) —R(wW} ) + 4w} —wi

3La estructura de la matriz se ve un poco modificada por las condiciones de frontera
que se utilicen.
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con i y k definidos como antes. Este esquema permite utilizar un paso de
discretizacion en el tiempo un poco mayor al esquema de primer orden.

METODO IMPLICITO DE DIRECCIONES ALTERNANTES (ADI )

Esta variacién de método implicito propone dividir el intervalo de tiempo
At en dos partes. En la primera se toma tunicamente la discretizacion de
la segunda derivada en x, mientras que en la segunda parte se toma solo
la discretizacion de la segunda derivada en y. El esquema se resume en los
siguientes dos pasos:

n+1/2 wh
ij - Wi 2 n+1/2
n+1 n+1/2
Wij  — Wi — R( nf1/2) 52 n+1
At/2 i 120

Al simplificar y usar la misma transformacién de indices anterior, se ob-
tienen los siguientes sistemas de ecuaciones lineales para cada una de las dos
componentes de w:

B ng1/2 nt1/2 M n1/2 At n
_§Wk—1\/§+1 + (1 + p)wy, / 2W1~c+1\/§ 1= TR(WIC> + wy,

[T n Koy At n+1/2 1/2
_Ewk+11 + (14wt = Swi = 7R<Wk+ )+t

Esto quiere decir que en el primer paso se resuelve un sistema para obtener
la solucién al tiempo intermedio n+ 1/2, solucién que a su vez se utiliza para
generar la solucién al tiempo n + 1. En cada subpaso se resuelve un sistema
donde la matriz es tridiagonal y el vector de la derecha depende de la infor-
macién al tiempo anterior. Este esquema tiene la ventaja de que ahora las
matrices son tridiagonales, lo cual permite resolver el sistema eficientemente

4En realidad, este esquema deberia llamarse semi-implicito de direcciones alternantes,
pues la reaccién R se evalia al timpo n, y no al n+1 como requiere un esquema totalmente
implicito. Este esquema requeriria resolver un sistema de ecuaciones no lineales mediante
algin método iterativo. Sin embargo, nosotros usaremos solo el método semi-implicito y
seguiremos usando el nombre tradicional de método bajo este entendido.
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con el algoritmo de Thomas[33]. Ademads, en el caso de una malla cuadra-
da regular, el tamano de cada uno de los sistemas tridiagonales es igual al
nimero de nodos por lado M, mientras que el sistema pentadiagonal de los
métodos semi-implicitos es de tamaiio M?2.

4.2. Elemento Finito

El procedimiento que seguiremos en este trabajo es discretizar las de-
rivadas temporales por medio de diferencias finitas, de tal manera que en
cada paso del tiempo se tiene que resolver una ecuacién diferencial parcial en
las derivadas espaciales, utilizando para esto ultimo el método de elemento
finito.

En el método del elemento finito primero se transforma la ecuacién di-
ferencial parcial en una ecuacion integral, mediante lo que se denomina la
formulacién variacional del problema (6 formulacién débil). Luego se divide
el dominio espacial en subdominios o elementos, que en nuestro caso seran
tridngulos. Posteriormente se aproximan las funciones en sus variables es-
paciales en cada elemento mediante polinomios (lineales, en nuestro caso).
El resultado es un sistema de ecuaciones algebraico que se debe resolver en
cada paso del tiempo. La ventaja del método de elemento finito, al discre-
tizar sobre cada elemento, es que la malla no tiene porque ser uniforme o
estructurada, haciéndolo mas apropiado para dominios generales y comple-
jos. Ademas, en el método de elemento finito las condiciones de frontera del
tipo Neumann se adaptan de manera natural en la formulacién variacional,
por lo que no es necesario hacer artificios especiales como los que hicimos al
aplicar el método de diferencias finitas.

Por 1ultimo, queremos mencionar que también es posible dejar sin discre-
tizar las derivadas en el tiempo y sélo discretizar las variables espaciales por
medio de elemento finito. En este caso el resultado es un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primero orden en el tiempo, las cuales se
pueden resolver utilizando algiin método estandar como: el método de Eu-
ler, los métodos de Runge-Kutta, 6 los metodos de Adams—Bashforth, entre
otros. En este trabajo no seguiremos esta metodologia y, por simplicidad,
llevaremos a cabo la metodologia senalada en el primer parrafo.
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4.2.1. Discretizacion temporal

Nuestro sistema de ecuaciones para ambas concentraciones es de la forma
(4.1), con condiciones de flujo nulo en la frontera y condiciones iniciales
dadas. Para ejemplificar el método de elemento finito nos concentraremos
en una de las ecuaciones de (3.2), por ejemplo, aquella para u, dando por
sentado que v cumple una ecuacién diferencial muy parecida, por lo que sélo
restaria acoplarlas. Por ello, considérese la ecuacién de reaccion-difusion:

ou
— =D,V?
T WVeu+ f(u,v)

Si al igual que antes consideramos una aproximacién temporal de la forma
u(x) &~ u(x,n-At) conn =0,1,2,..., N, entonces uno puede discretizar la
parte temporal de manera semi-implicita como antes y obtener el siguiente
problema:

n+l _ . n
——— = DV (),
0
8_u =0; sobre Q, y
n
’LLO = Uyg.

donde f™(u,v) significa la funcién f con u y v evaluadas al tiempo anterior
n. Haciendo un poco de algebra, esto significa que si tenemos la solucién al
tiempo n, podemos obtener la solucion al tiempo n+1 resolviendo el siguiente
problema:

u—vViu = f, (4.9)
con condiciones de frontera
ou
— =0 4.10
V@n ’ ( )

con v = D,At y condiciones iniciales dadas u® = ug(x). En este caso hemos
obviado el superindice n+ 1, sobrentendiendo que la solucion a este problema
serd u"!, la cual dependerd de la solucién al tiempo anterior contenida en
el término fuente de la derecha:

f=Atf"(u,v) +u"
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Por ende, al discretizar el tiempo hemos transformado del problema de
reaccién-difusion original en una sucesién de problemas elipticos similares
que se resuelven iterativamente en el tiempo. A continuaciéon explicaremos
como se resuelven los problemas elipticos del tipo (4.9)-(4.10) con elemento
finito.

4.2.2. Formulacion variacional

Si multiplicamos la ecuacién (4.9) por una funcién de prueba ¥ (x,t) e
integramos en el dominio €2 se obtiene:

/Q uhdS) — v /Q YV3udQ = /Q fbdS (4.11)

Utilizando la identidad de Green, podemos hacer el cambio ¥V?u = V -
(¥Vu) — Vu - Vi) en la segunda integral, resultando en

/QuwdQ—u/QV~(z/JVu)dQ—l—V/QVu-deQ:/wadQ

Para la segunda integral podemos usar el teorema de Gauss:

/QV - (YVu)dQ = /Fw(Vu -n)dl,

siendo 7 el normal unitario. Sin embargo, de la condicién de frontera(4.10),
esta integral se anula ® | por lo que la ecuacién integral resultante es:

/Q uhdQ + v /Q Vu - VipdQ = /Q fd (4.12)

Para que lo anterior tenga sentido basta que las funciones de prueba ) y
la solucién u y sus derivadas sean cuadrado integrables en el sentido de las
distribuciones generalizadas. FEn otras palabras se requirié que u y ¢ fueran

5Debe notarse que esta integral de frontera también se anula para cuando deseamos
resolver la misma ecuacién con condiciones periddicas. En este caso se debe a que no
existe frontera del dominio. Los nodos que cubren el lado derecho y superior equivalen
a los nodos izquierdo e inferior respectivamente. Por ello al “cruzar” el borde derecho es
como si se entrara por el lado izquierdo formando un continuo. En elemento finito esto se
logra numerando estos 2M nodos extra de arriba y derecha con la misma etiqueta que los
nodos de abajo e izquierda respectivamente. Al igual que en el caso de diferencias finitas,
esto significa que los nodos de relevancia son solamente los (M — 1)? nodos restantes.
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Figura 4.2: De izquierda a derecha: Elementos de una triangulacion del do-
minio; requerimientos de la triangulacion, y finalmente, ilustracién de una
funcién base piramidal. La funcion base piramidal vale cero en todos los
otros nodos de la malla, no mostrados en el dibujo.

funciones del espacio de Hilbert H'(Q). Como se tomo ¢ funcion H'(Q)
arbitraria, el problema variacional consiste en encontrar la funcién u que
cumpla con la ecuacién (4.12) para todo v € H'(Q)

4.2.3. Funciones base y proyeccion en elementos

El método de elemento finito requiere la subdivisién del dominio €2 en un
conjunto de elementos mas pequenos, siendo los triangulos los mas utilizados.
Las caracteristicas de la triangulacién 75, del dominio 2 son: a) La unién de
todos los tridngulos forma el dominio €2 y su frontera; y b) Dos tridngulos de
la subdivisiéon o bien no se intersectan, o cuando se intersectan lo hacen en
una arista ¢ vértice comun. Ver Figura 4.2 .Sea ¥, el conjunto de todos los
vértices P = (x;,y;) de la triangulacion. El subindice h puede verse como un
pardmetro que depende de la discretizacién®, por lo que denotaremos como
up, a la solucién aproximada del problema variacional.

El problema aproximado se obtiene escribiendo la solucién aproximada
como combinacién lineal de funciones base ¢p(x) de la forma:

Eligiendo la funciones base ¢p como funciones continuas que son lineales en

6El sentido matemaético del pardmetro h podra verse méas claramente en el Apéndice C.
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cada triangulo, se obtiene funciones cuya forma es una piramide centrada en
el nodo, de tal modo que su valor es 1 en el vértice central P y 0 en todos
los vértices restantes de la maya ) = (z;,y;). Es posible demostrar que los
coeficientes ap coinciden con el valor de la funcién en ese punto uy(P). De
tal manera que se tiene:

up(x) = Z un(P)op(x),

PYn(x) = dg(x).

con () corriendo sobre todos los nodos de la malla. Sustituyendo estos apro-
ximaciones en la ecuacién (4.12), se tiene:

S un(P) ( | éroain vy [ Gon: deQ) ~ [ fogan. 1y

Pexy,

para cada uno de los M, vértices de la triangulacién . Esto puede verse como
un sistema de ecuaciones lineales de tamano M; de la forma:

AhUh = (M + VK)Uh = gh, (414)

siendo la matriz A la suma de la matriz de masa M mas v veces la matriz
de rgidez K, cuyos respectivos coeficientes son:

M, = /Q 016502,

K;; = / Vi - VdQ.
Q

El sistema lo completa el vector de carga b cuyos coeficientes son:

ij/Qfﬁbde,

y el vector solucion {U}; = {up(x;,y;)}i. Asi, la solucién al problema apro-
ximado se reduce a resolver un sistema lineal de ecuaciones de tamano M?.
Esto quiere decir que conforme més fina sea la triangulacion, mayor seré el
tamano del sistema lineal. Basta decir que la convergencia de la aproxima-
cion 4.13 a la solucion del problema variacional 4.12 estd garantizada por el
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teorema de Lax-Milgram generalizado, asi como la convergencia a la solucion
exacta cuando la discretizacién es muy fina. Los detalles de este teorema se
estudiardn en el Apéndice C.

El célculo explicito de las funciones base y de las distintas integrales invo-
lucradas en el problema anterior se facilita en gran manera por la utilizacién
del llamado elemento maestro. Esencialmente, este célculo requiere: 1) hacer
una transformacién afin de cada tridngulo en un elemento de referencia don-
de es mas sencillo hacer los célculos y 2) separar las diversas contribuciones
de las integrales en todo el dominio {2 en la suma de las contribuciones por
cada elemento. Los detalles de este proceso no se incluyen en esta tesis, para
lo cual se remite el lector a cualquier libro que incluya aspectos practicos del
método de elemento Finito, por ejemplo [36].

Algunas notas sobre la programacion.

1) Todos los programas se realizaron en Matlab, que pueden encontrarse
junto con sus resultados en un archivo adjunto a este documento escrito. Los
programas pueden encontrarse en el Apéndice D.

2) Respecto al acoplamiento entre w y v, tanto para diferencias finitas
y elemento finito: en ambos casos, una vez obtenida una solucién para wu al
tiempo n, esta informacion se actualiza en la reacciéon de v para obtener una
mejor aproximacién de v™. Con estas dos soluciones se obtiene u™™!, que se
actualiza para la reaccién de v"*! y asi sucesivamente.

3) En ambos métodos, los esquemas resultan en sistemas de ecuaciones
lineales de la forma Aw = l;, donde A es una matriz simétirca y positiva
definida del tipo sparse. Aprovechando la programacién en Matlab utilizamos
los comandos >> sparse(A) y >> w = A\ b para una eficiente resolucién y
almacenamiento de los sistemas de ecuaciones.

4) El método ADI resulta en sistemas tridiagonales que se pueden resolver
por medio del algoritmo de Thomas solamente para el caso de condiciones
de frontera de flujo nulo. En el caso de condiciones peridédicas no es posible
hacer esta reduccién por lo que tiene que resolverse el sistema completo.

5) En el caso de mallas no estructuradas para dominio irregulares , su ge-
neracion se hizo con el programa GID [37]. No obstante para la programacién
y las graficas se utilizé igualmente Matlab.

6) Respecto al criterio de convergencia. En el caso en que los resultados
se reproducen de otro autor, usualmente estda indicado tiempo T que dura
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el mecanismo en alcanzar su estabilidad. Cuando este dato no esté indicado,
obedecimos tinicamente al criterio de semejanza con los resultados publica-
dos. Andlogamente respecto al error numérico, supusimos que el autor ya
realizé las pruebas de refinamiento temporal y de la malla y utilizamos el
intervalo de tiempo At y el tamano de malla h que él indica. Cuando es-
tos datos no aparecen, se buscan mediante prueba y error hasta alcanzar la
similitud de resultados.

7) Las pruebas de error que consiste en refinar la malla y/o el interva-
lo de tiempo sélo se hicieron para los parametros generados por nosotros.
Igualmente, para nuestros resultados se utilizo un criterio de paro basado
en la norma del vector solucién, el cual indica que si en un una iteracion la
diferencia de la norma del vector al tiempo n 4+ 1 y al tiempo n es menor a
e~ 1x 1078, se ha alcanzado la estabilidad.

8) Para el caso de elemento finito, se utilizaron solamente elementos trian-
gulares y la integracién numérica se realiz6 mediante el método de Simpson.

9) La ejecucién de los programas se realizaron en una computadora portétil
HP Pavillon dv6000 con procesador AMD Turion 64 bits, 4096 MB en me-
moria RAM y velocidad de 667 MHz.

10) Algunas propiedades tedricas de los métodos numéricos de diferencias

finitas (estabilidad, consistencia y convergencia) se bosquejan en los Apéndi-
ces Ay C.



Capitulo

Miscelanea de patrones obtenidos por
simulacion numeérica

En este capitulo tratamos de resumir algunas de las caracteristicas
mas generales y relevantes de los patrones de Turing. Para ello reto-
mamos resultados publicados con anterioridad con el objetivo no sélo
de confirmar la correccién de nuestros programas, sino también para
estudiar la relacién que podrian tener con algin sistema concreto.

1) De la referencia [34]. Se usa la reaccién de Schnakenberg (3.19):

u = y(a—u+u*v)+ Vu,
v, = v(b—u*v)+dV3v,

en el dominio unidimensional [0, 1] con condiciones de frontera periédicas y
condiciones iniciales que van como oscilaciones alrededor de las concentra-
ciones de equilibrio:

2 cos(2mjx)
u(,0) = g +0.001 3 T

= 7

2 cos(2mjx)
o(@,0) = vy +0.001 Y AT

=7
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1 T T - - . r . . . Patrén de un estads astacianatio tipico
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Figura 5.1: [zquierda: Patrén estacionario al tiempo T=2.5, tomado de Ruuth
[34]. Los pardmetros son a = 0.126779,b = 0.792366,d = 10,y = 10000, ug =
0.919145, vy = 0.937903. Derecha: Patron reproducido con el método 2-SBDF
con una malla de 200 nodos y At =5 x 107°.

Este ejemplo sencillo confirma que un mecanismo RD puede dar lugar a
patrones para las concentraciones v y v. También se observa que las osci-
laciones son periddicas, de amplitud constante y, en el caso particular de la
reaccién de Schnakenberg, los patrones de u y v ocurren con desfase, es decir,
los minimos de u corresponden a maximos de v y viceversa. Ver Figura 5.1.

2) De referencia [38] . Para la misma reaccién de Schnakenberg (3.19) en
el dominio [-1,1], con condiciones iniciales de ruido a aleatorio y condiciones
de frontera de flujo nulo.

Se observa que, incluso partiendo de condiciones aleatorias, el mecanismo
RD de Turing selecciona los modos adecuados para la formacién de patro-
nes estacionarios, partiendo tinicamente de alguna perturbacion espacial. Ver
Figura 5.2.

3) Tomado de la referencia [38]. La misma reaccién (3.19) con los mismos
valores de pardametros, pero ahora para un dominio bidimensional de un cua-
drado unitario. Las condiciones son de flujo nulo en la frontera y condiciones
iniciales dadas por:
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Figura 5.2: Izquierda: Patrones para distinto valores de v = 114, 1000, 5000
respectivamente y un tiempo T=5 | tomado de Mazdvamuse [38]. Los pardme-
tros son: @ = 0.1,b = 0.9 y 7 igual a 114, 1000 y 50000 respectivamente .
Derecha: Reproduccién de patrones con método 1-SBDF y una malla de 400
nodos, At =5 x 1075,

8
u(x,y,0) = ug + 0.0016 cos(2m(x + y)) + 0.01 Z cos(2mjx),

J=1

8
v(x,y,0) = vy + 0.0016 cos(2m(x + y)) + 0.01 Z cos(2mjx).
j=1
Los resultados se resumen en la Figura 5.3. Se observan patrones con man-
chas en todos los casos, salvo cuando el tamano del dominio es comparable
con el de la forma del patron.

4) Ejemplo tomado de [39]. Se utiliza la misma reaccién (3.19) para un
cuadrado de lado 1.1. Las condiciones iniciales son oscilaciones mas ruido
aleatorio alrededor del punto de equilibrio.

Fijando los valores de y=10000 y d = 20, se pueden encontrar distintos
patrones variando los coeficientes a y b. En la Figura 5.4 se observan de iz-
quierda a derecha para la pareja (a, b): franjas (0.07,1,61), zigzags(0.14,1.34),
hexagonos H1(0.02,1.77) y hexdgonos H2(0.1,1.35).

5) Tomado de [39]. La misma reaccién de Schnakenberg (3.19) en un
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Figura 5.3: Arriba: patrones obtenidos por Madzvamuse [38], variando solo
el parametro v = 114, 1000, 5000 respectivamente después de un tiempo final
T = 5. Los otros pardmetros son: a=0.126779, b=0.792366 y d=10. Abajo:
Reproduccién utilizando distintos métodos. Utilizamos distintos métodos pa-
ra cada figura: a) 2-SBDF, At = 1 x 1074, malla de 32 x 32; b) Explicito,
At =1x107°, malla de 48 x 48; ¢c) 1-FBDF, At = 5x 107, malla de 64 x 64.
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Figura 5.4: Arriba: patrones regulares para la reaccion de Schnakenberg segin
cambios en (a,b), ver texto para detalles. Tomado de Dufiet [39]. Abajo:
Reproduccion distintos métodos en una malla regular de 96 x 96. De izquierda
a derecha a) 2-SBDF con At =5 x 1075 b) EXP con At = 1 x 107% ¢) 1-
SBDF con At =1 x 107, y d) ADI con At =1 x 107°. El tiempo final en
todos los casos fue T' = 1.
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Figura 5.5: Arriba: Patrones mezclados de franjas y arreglos hexagonales
obtenidos por Dufiet [39]. Los pardmetros usados son d = 20 y v = 1000
como antes y a = 1.535 y b = 1.35 para la transiciéon de hexagonos a franjas,
y a = 1.535, b = 1.241 para el caso inverso. Abajo: Reproduccién usando
método 2-SBDF, At = 1 x 107° y una malla de 96 x 96.

cuadrado de lado 1.1, con condiciones periddicas a la frontera, y condiciones
iniciales oscilatorias con ruido anadido. Lo que se observa es la transicion de
hexagonos a franjas y viceversa, debido a que los parametros se encuantran
en la frontera entra la regiéon de uno y otro tipo de parametros.

Se analiza el comportamiento transitorio entre un patrén hexagonal H1
que decae en franjas y viceversa. Ello puede observarse en un cuadrado de
lado 1.1, con condiciones periddicas a la frontera, condiciones iniciales osci-
latorias con ruido anadido. Ver Figura 5.5.

6) Tomado de [39]. La reaccién (3.19) para dos dominios diferentes. En
el primer caso se trata de un cuadrado de lado 2, y en el segundo caso para
un rectangulo de medidas 1.99 x 0.49. En ambos casos se toman condiciones
de flujo nulo en las fronteras y condiciones iniciales totalmente aleatorias.

Para ambos dominios se toman la misma combinacién de parametros y
lo que se observa es la tendencia de las franjas a alinease paralelamente a
alguna de los bordes, en el caso de condiciones de flujo nulo. Ver Figura 5.6.
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Figura 5.6: Con condiciones de flujo nulo, el patrén tiende a alinearse con
los bordes. Patrones para dos dominios diferentes y el desenvolvimiento para
varios tiempos . Tomado de Dufiet [39]. Los pardmetros son a = 0.14,b =
0.35,d = 20 y v = 10000. La reproduccion se hizo utilizando los métodos
2-SBDF y ADI respectivamente. En ambos casos, se tomo At =1 x 1075 y
h = 0.01.

7) Los siguientes ejemplos proceden de [40]. Se utiliza la reacciéon de Gray
Scott:

ou

= D, Vu — F(1-
e Viu — uv® + F(1 — u),
ov 9
at—DVv—(F—l—k’)zH—uv

donde F'y k son los parametros de la reaccion. En este caso u funciona como
el inhibidor y los coeficientes de difusién fijos son D, = 2x107° y D, = 1075,
Se utilizan condiciones periddicas a la frontera en un dominio cuadrado de
lado 2.5. Se lleva a cabo una discretizaciéon de 256 nodos en cada lado. Las
condiciones iniciales proceden de la siguiente manera: Primero se fijau =1y
v = 0 en todo el dominio; luego en un cuadrado ubicado al centro conformado
por 20 nodos por lado se cambia v = 1/2 y v = 1/4 formando un hueco y
un pulso respectivamente; finalmente todo el sistema se perturba con ruido
aleatorio de intensidad 41 %.

A diferencia de los patrones reproducidos anteriormente de [39], las di-
versas formas (circulos y franjas) aparecen por crecimiento y autoreplicacion.
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Figura 5.7: Comparacion de el desarrollo de patrones en Dufiet [39] y Pear-
son [40]. En el primer caso se forman manchas en todo el dominio que se
organizan por efectos de frontera. En el segundo caso las formas surgen por
autoreplicacién de circulos o por crecimiento/decrecimiento en el caso de
franjas.

Todos los patrones antes obtenidos se formaban como reorganizacion de man-
chas por efectos de frontera. En el caso de las condiciones iniciales sugeridas
por Pearson las manchas se dividen y duplican llenando el espacio, mientras
que las franjas se elongan o rompen en circulos dependiendo el tipo de patrén.
Ver Figura 5.7. Pearson encuentra hasta doce tipos distintos de patrones de
los cuales nosotros sélo reprodujimos algunos. Ver Figura 5.8 .

8) Tomado de [41]. En este caso se explora el efecto del la forma del
dominio en los patrones. Para ello se utiliza una reaccién BVAM!:

% = D§V2'LL + OéU(l — T1U2) + 'U(l - TZu)a
0 _ sv2 + Bo(1+ ruv) + u(raw — o)
at— u v BU’U U\roU ).

La forma y el tamano exacto del dominio no se especifica, por lo que
nuestros resultados son sélo cualitativos. Lo tnico que se puede decir es que
el dominio es irregular y que las condiciones de frontera son tipo Neumann:
una fuente de u en la curva frontera superior y flujo nulo en las otras fronteras.

'Llamada asi por las siglas de sus autores: Barrio, Varea, Aragén y Maini. Cabe decir
que esta misma reaccion se puede escribir en su forma adimensional, la cual usaremos
después.
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Figura 5.8: Arriba. Patrones caracteristicos del sistema de Gray-Scott con las
condiciones iniciales sugeridas por Pearson [40]. Los pardmetros F'y k deter-
minan el tipo de patrén: el laberintico (F' = 0.05,k = 0.063), el hexagonal
(F =0.04,k = 0.065); y el de franjas (F' = 0.04, k = 0.065) respectivamente.
Abajo : Patrones reproducidos con elemento finito. Se usa un intervalo de
tiempo es de At = 5 y el tiempo total es T=200,000.
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Las condiciones iniciales son de ruido aleatoria alrededor de la concentracién
de equilibrio (ug,vo) = (0,0).

El dominio tiene la forma de aleta de un pez y puede observarse que éste
produce irregularidades y defectos en los distintos patrones. Ver Figura 5.9.
En las franjas (r; = 3.5, 79 = 0), la forma del dominio produce cruzamientos
y faltas de paralelismo; en las manchas (r; = 0.02,7, = 0.2), produce un
ordenamiento que no corresponde al hexagonal, y finalmente en el patrén en
forma de panal (r; = 3.5,72 = 0.2) se producen distorsiones en la forma de
los huecos y en su orientacién.

Otra observacion realizada por el autor es que valores con mayor ro fa-
vorecen las manchas mientras que si r; predomina se producen franjas. Esto
se debe a que ry y 79 corresponden a los términos ctibicos y cuadraticos de
la reaccion respectivamente. Es ampliamente sabido que la interaccion cubi-
ca favorece las franjas mientras que las cuadraticas producen patrones de
manchas [41].

9)El siguiente ejemplo también es de [41]. Se analiza el comportamiento
de dos sistemas de Turing acoplados mediante las ecuaciones:

0
8—1: = DoV?u + au(l — riv*) + v(1 — rou) + qu’ + gou'v + gzu'v?,
ov 2 ary ’ 2,1
E:W u—i—ﬂv(l—i-7uv)+u(72@—@)—Q2UU—Q3U ',
o’ 152, 1 ’ 2 1ol
EzD(SVquOM(l—TlU )+ vl —ryu’),
o' 72,/ /0 ary 100 /
EzéVU—i—ﬁv(l—i——B/uv)%—u(er—a).

Los términos q1, ¢2, g3 determinan el orden de la interaccion lineal, cuadrati-
ca y cubica respectivamente. Se analiza el comportamiento del sistema con
solo una interaccion de intensidad ¢; = 40.55 a la vez, donde el indice 7
determina el orden de la interaccién y el signo determina si es interaccion
positiva o negativa.

Lo que se observa es que el tipo de patrén obtenido cambia con el signo
de la interaccion. Ademas, en el orden lineal los dos sistemas de Turing
producen patrones semejantes a los obtenidos anteriormente (hexdgonos).
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Figura 5.9: Arriba: Distintos irregularidades producida por la forma irre-
gular del dominio en franjas, patrones hexagonales del tipo Hy v H, en-
contrados por Barrio, 1999. Las primeras dos figuras utilizan los parame-
tros a« = 0398, = —04,0 = 2,D = 0.122. La ultima figura utiliza
a=0.899,5 = —-091,0 = 2,D = 0.526. La fuente es de intensidad 0.005.
Abajo: reproducciones hechas con elemento finito con un mallado no estruc-
turado de triangulos con 100 nodos en cada lado. Se utilizé un intervalo de
tiempo igual a la unidad y se hicieron 5,000 iteraciones. La escala de grises
varia de -0.4 a 0.4 al igual que en el articulo.
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Sin embargo si la interaccion es cuadratica se observan patrones laberinticos
o tipo mosaicos, los cuales no se obtienen con un sélo sistema de Turing. Ver
Figura 5.10.
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Figura 5.10: Arriba: Imagen de Barrio, 1999, analizando diversos tipos de
acoplamiento entre dos sistemas de Turing. Los valores de los parametros
son 1, = 3.5, = 0,D = 0.516,a = 0.899,5 = —0.91,7, = 0.2,D" =
0.122,a' = 0.398, 5" = 0.4,6 = § = 2. Abajo: nuestra reproduccién usando
elemento finito con una malla estructurada de 100 nodos por lado y un paso
de tiempo At = 1. La escala de grises varia de -0.4 a 0.4 al igual que en el
articulo.
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Capitulo

Patrones en peces Pseudoplatystoma

En este capitulo aplicaremos los resultados obtenidos en capitu-
los anteriores sobre la conformacién de los patrones en un mecanismo
RD para aplicarlos a un sistema concreto, a saber, los patrones que
aparecen en la piel de los peces surubies. Para ello utilizaremos la reac-
cion BVAM. No obstante a que nuestra investigacién no es exhaustiva,
creemos que ella nos brinda herramientas valiosas para buscar los me-
canismos que modelen dichas estructuras.

6.1. Antecedentes

6.1.1. Morfologia de los surubies

Pseudoplatystoma es un grupo de bagres neotropicales de la familia Pime-
lodidae que viven en diversos hébitats de Sudamérica tales como los grandes
rios, lagos y bosques inundados del neotrépico. Su pigmentacion es distin-
tiva y consiste de bandas verticales oscuras y palidas, bandas reticuladas y
manchas circulares oscuras, segiin la especie. También se distinguen por la ca-
beza algo comprimida de donde proviene su nombre!. Los individuos de este
género son generalmente reconocidos con los nombres vernaculos de: “Bagre
Rayado”, “Pintadillo”, “Surubi” y “Caparari”. Se alimentan de otros peces
como también miembros de su propia clase y crustaceos, ademés de algu-
nas frutas y semillas. Su distribucién geografica incluye grandes cuencas del

'La etimologfa provienen del griego: pseudo, por falso; platis, plana, stoma, boca.
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Figura 6.1: Especies de surubies. Izquierda: Especies Pseudoplayistoma Blee-
ker. De arriba a abajo P. coruscans, P. fasciatum y P.tigrinum . Derecha:
P. reticulatum, P. orinocoense y P. magdaleniatum. Tomado de [45].

neotrépico, el Amazonas, el Orinoco, el Parana (incluyendo el rio Uruguay),
rios de la regién de las Guayanas, San Francisco y Magdalena [44].

La sistemadtica? de este pequefio grupo es totalmente desconocida pues sus
especies presentan una gran variacién geografica en su morfologia y colora-
cion. Las tres especies mayormente conocidas son las llamadas Pseudoplayis-
toma Bleeker claramente discernibles por su pigmentacion: la regiéon lateral
de las poblaciones de P. fasciatum presenta bandas verticales oscuras; las de
P. tigrinum presentan bandas reticuladas y las de P. coruscans presentan
puntos grandes y dispuestos en hileras en la region lateral del cuerpo. Ver
Figura 6.1. Ademas existen otras cinco especies organizadas y descritas re-
cientemente: P. punctifer, P. reticulatum, P. orinocoense, P. metaense y P.
magdaleniatum [45].

En general, la informacion que existe sobre la formacién de los patrones
y de su diversidad en estas especies es muy poca. Por ejemplo, se sabe que la
pigmentacién comienza a notarse a los 9 dias de edad. Esta aparece, en primer
lugar, en la parte de la cabeza, siendo hasta el décimo dia que se definen las
caracteristicas generales de la coloraciéon. Ver Figura 6.2. También se cree

2En biologfa, por sistemética se entiende la clasificacién de las especies con arreglo a
su historia evolutiva (filogenia).
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Figura 6.2: Izquierda: Estados de desarroollo del embrién. Desde que el huevo
es fecundado hasta la aparicién de la larva y la eclosion transcurren alrededor
de 14 horas. Derecha: Estadios de desarrollo de las larvas. Es hasta el noveno
dia que se empieza a notar pigmentacién, principalmente en la cabeza.

que el patrén peculiar de coloracion inicial de las post-larvas se conserva
durante dos meses y medio hasta tomar su coloracién definida. Este patrén
sirve a los peces para camuflarse como una defensa cuando son arrastradas
a las riberas inundadas de los rios, en donde la vegetacion les proporciona
sitios ideales para su ocultamiento. En estos lugares, se desarrolla una elevada
productividad de zooplancton, quironémidos, de larvas de insectos y de otros
organismos que son susceptibles de ser consumidos por las post-larvas y larvas
juveniles de Pseudoplatystoma. Asimismo, se ha encontrado que individuos
Pseudoplatystoma fasciatum menores de 10 cm, capturados en los ambientes
antes descritos, estaban llenos de insectos acuaticos y de larvas de peces.
A partir de ello, se puede aseverar que la caracteristica de la apariciéon del
patron de coloracién definitiva marcaria el inicio de los habitos piscivoros de
esta especie [46].

6.1.2. Modelos de patrones en peces

Los peces teolostei, asi como la mayoria de los vertebrados derivados de
una cresta neural, exhiben una gran diversidad de patrones de pigmentacion.
Estos patrones dependen de células pigmentadas que tienen su origen en la
cresta neural®. Los patrones de la mayoria de los peces se derivan de tres

3Una poblacién transitoria de células que se producen durante la neurulacién a través
del tubo dorsal neural. Las células que integran ésta se dispersan a través del embrion
transportando con ello no solamente células de pigmentos, sino otras células que contri-
buyen al arreglo y formacién de otras células y érganos.
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tipos de células de pigmentacion o cromatoforos: los xantéforos amarillos o
naranja; los melanéforos negros; y los iridéforos plateados*. La células de
pigmento migran hacia toda la piel como una perturbacién oscilatoria hasta
que se localizan sobre la piel. S6lo cuando la migracién ha terminado es que
la células adquieren su pigmento caracteristico. De este modo, las regiones
de piel son dominadas por un color especifico cuando hay acumulaciéon de
células de algtin tipo especifico produciendo asi un patrén®.

Los mecanismos que establecen el tiempo y la organizacion de estos patro-
nes aun no se han determinado en forma concluyente. Fueron Kondo y Asai
[49] los primeros en sugerir que un mecanismo reaccion difusién como el que
propuso Turing puede dar cuenta de este proceso. La idea es que un mecanis-
mo RD provee de un pre-patrén quimico entre los diversos cromatoforos; este
patron es fijado mediante algin morfogen; finalmente, mediante diferencia-
miento celular entre regiones de preponderancia de uno u otro cromatoforo,
se da lugar a un patrén en el pez. Los resultados de este y otros traba-
jos [50, 51, 52| son imégenes que concuerdan bien con las caracteristicas de
desenvolvimiento, crecimiento y mutacion de los patrones en los peces.

Recientemente, Barrio et. al. [53] sugirieron una posible conexién entre
un mecanismo RD usando la reaccion BVAM y los patrones de los peces
surubies. Nuestro propédsito es profundizar en este modelo para encontrar
algunos patrones de los peces Pseudoplatystoma. Ver Figura 6.3.

6.1.3. El modelo BVAM

Barrio propuso un modelo de reaccion difusion para dos componentes
quimicas u y v suponiendo un punto fijo en la concentracion de equilibrio en
(uo,v9) = (0,0) y haciendo un expansién de Taylor de la cinética quimica
alrededor de este punto hasta orden cibico. En su forma adimensional, este
modelo puede escribirse como:

% — DV3u + n(u +av — Cuv — qu); (6-1)
% = V2 + n(bv + hu + Cuv + uv?),

4Nosotros creemos que las franjas y manchas como las del Pseudoplatystoma se deben
fundamentalmente a la interaccién de los dos tltimos tipos de células.
La mayor parte de esta seccién procede de los articulos [47, 48]
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Figura 6.3: Izquierda: Detalle de los patrones en el flanco de los Pseudoplatys-
toma. Derecha: Imagen tomada de Barrio [53]. Se sugiere que un mecanismo
RD puede dar lugar a patrones parecidos a los de estos peces.

donde D = D, /D, es el cociente de constantes de difusién,  proporciona
la escala espacio-temporal, y C es una medida de la fuerza de la interaccién
cuadratica. Ademas del origen, el modelo tiene otros dos puntos fijos ubicados
en (ug,vy) = v+(—g, 1), con:

_ —C+JCrraf
_ ) ,

y los pardmetros g y f definidos como g = (a +b)/(1 +h)y f =b/g — h.
Para estos tres puntos fijos, el jacobiano toma la forma general:

J— 1—¢ a—7v

~(has i)

con ¢ = vg(c+wp) y ¥ = Cug+2ugvg = —gu(C +21y). Si definimos la matriz
de difusividades como aquella cuya traza es la difusividad de v y de v, es de-
cir, D = tr(D, 1), entonces el sistema linearizado puede analizarse estudiando
los eigenvalores \;, de la matriz J — k2D. Un estudio detallado del modelo ha
sido publicado en otro lugar [54] confirmando que la existencia de otros pun-

tos fijos le da al modelo una gran riqueza de comportamientos; ademas, las
simulaciones numéricas confirman gran variedad de patrones estacionarios y

Ut
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Figura 6.4: Patrones (no necesariamente estacionarios) de la reacciéon BVAM en
un cuadrado de lado 80 después de un tiempo T=750. Las condiciones iniciales
son aleatorias en todo el dominio y las condiciones de frontera son de flujo nulo. Se
utilizaron los valores de f = 0.65,g = 0.165 y h = —2.5. Los valores de los pardme-
tros (D, C,n) estan dados de izquierda a derecha y de arriba a abajo por: a(0.344;
0.72; 0.225), b(0.172; 2.0; 0.1), ¢(0.172; 0.8; 0.15), d(0.344; 1.5; 0.3), e(0.516; 0.72;
0.15), £(0.172; 0.00; 0.15), g(0.172; 0.72; 0.15), h(0.172; 3.5; 0.15), i(0.344; 1.55;
0.15), j(0.344; 1.7; 0.15), k(0.344; 0.72; 0.075), 1(0.344; 0.0; 0.225), m(0.344; 0.0;
0.15), n(0.344; 1.4; 0.15), 0(0.516; 0.0; 0.15), p(0.516;0.36; 0.15). Las simulaciones
se hicieron mediante Elemento finito con una malla de 3200 tridangulos y un
paso de tiempo At =5 x 1072.

transitorios en la reaccion BVAM. De particular interés para nosotros son las
franjas y puntos desordenados, pues son este tipo de formas y combinaciones
de ellas las que buscamos para los patrones de los Pseudoplatystoma.

6.2. Simulaciones numéricas

A diferencia de los patrones convencionales obtenidos de la reaccion BVAM
(ver Figura 6.4), los patrones en los peces Pseudoplatystoma presentan: 1)
distinto grosor entre las franjas negras y plateadas (salvo en el P. coruscans);
2) una orientacién preferencial de las franjas con la direccion vertical, y 3)
una variacion de los patrones en la direccion vertical, por ejemplo, las motas
que se presentan sélo en la parte de abajo del P. oricoense o el reticulado en
la parte superior del P. reticulatum.

Esto quiere decir que, a pesar de que el modelo BVAM convencional re-
produce el ordenamiento irregular de franjas y puntos que presentan estos
peces, aun no explica la dependencia espacial de las formas y su orientacion.
Con el modelo convencional nos referimos al uso de 1) fronteras fijas, 2) do-
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minio cerrado, 3) coeficientes constantes y 4) condiciones iniciales aleatorias
en todo el dominio alrededor del punto de equilibrio. En este trabajo explora-
remos como es que la variacién en uno o varios de estos factores® contribuye a
la disposicion especial de los patrones en cada especie de Pseudoplatystoma.

6.2.1. Condiciones iniciales y de frontera

A pesar de la mucha atencion que han tenido los sistemas reaccion difusion
en los ultimos anos, es de notarse que el principal estudio se ha enfocado en
el sistema de ecuaciones y en los parametros que son capaces de producir
patrones espaciales estacionarios. Sin embargo, poco se ha estudiado sobre
la influencia de las condiciones iniciales y de frontera, los cuales completan
el problema y determinan las posibles soluciones.

Como hemos visto en el capitulo anterior, las condiciones iniciales utili-
zadas con més frecuencia en este tipo de problemas consisten en fijar las
concentraciones de ambos reactantes en sus puntos de equilibrio y agre-
gar una contribucion aleatoria, de tal manera que el valor en cada nodo
no esté correlacionado con los valores en los nodos adyacentes (Ver por ejem-
plo [55, 39, 41]). En este caso, la orientacién preferencial de las formas en los
patrones puede producirse mediante dos formas: 1) utilizando fronteras tipo
Neumann que alinean las franjas o las celdas paralelas o perpendiculares a las
fronteras, o 2) agregando alguna direccién preferencial en las condiciones ini-
ciales [34, 38, 39]. Nuestro interés en esta seccién del trabajo es mostrar dos
cosas: 1) qué estas dos condiciones podrian producir la orientacién vertical
que buscamos para las franjas de los peces Pseudoplatystoma, vy quiza mas
importante 2) que variaciones en las condiciones iniciales pueden producir
patrones muy distintos (a pesar de usar el mismo conjunto de pardmetros),
no sélo en cuanto a la orientacion, sino a la disposicion de las formas que
constituyen el patrén.

La influencia de las condiciones iniciales en el modelo, se muestra en la
Figura 6.5, mediante la grafica de algunos resultados. En dicha figura se
presenta la evoluciéon temporal del patron presentando en la columna de la
izquierda la condicion inicial, en las columnas intermedias algunos estados
transitorios, y en la columna de la derecha el patrén estacionario. Estos
resultados se obtuvieron manteniendo fijos: el dominio, las condiciones de

SExplotaremos solamente los tiltimos tres, pues el el crecimiento del dominio requiere
de mayor cuidado, ademds de que ya ha sido estudiado previamente por [50, 52, 58].
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frontera (Neumann, flujo nulo) y el conjunto de pardmetros. Es decir, solo se
modifica la condicién inicial en cada caso. Ver Figura 6.5 para detalles.

= Primero comparamos las filas 6.5.A y 6.5.B donde hemos utilizado con-
diciones aleatorias convencionales, con la tnica diferencia de que la
intensidad del ruido es distinta, pues mientras el 6.5.A los valores de
u y v estan entre £0.001, en 6.5.B estan entre +0.1. Los resultados
muestran que las lineas que conforman el patrén son (en promedio)
mas largas en el primer caso que en el segundo, donde incluso aparecen
manchas més parecidas a puntos que a franjas propiamente.

= Ahora comparemos las filas 6.5.C y 6.5.D. En ambos casos las concen-
traciones de ambos reactantes son cero excepto en una pequena franja
en el lado izquierdo del cuadrado. En el primer caso, la franja esta da-
da por u = —0.1 y v aleatorio, mientras que en el segundo caso ambos
son aleatorios”. En ambos casos puede observarse que la perturbacién
avanza como una onda hasta alcanzar el otro lado del dominio. Sin
embargo, el frente de onda de 6.5.C avanza como una franja vertical,
que se duplica y rebota en la frontera vertical derecha para formar una
figura del tipo laberintico. En el segundo caso 6.5.D la perturbacion
avanza desordenadamente, incluso con alguna preferencia por la direc-
cién horizontal, dando al final un patréon mas bien parecido a 6.5.B.

» Comparemos las figuras 6.5.FE y 6.5.F. En este caso la concentracién de
ambos reactantes es cero en casi todo el dominio, salvo en una franja
en la parte superior del dominio. En el primer caso, esta franja contiene
cuatro oscilaciones cosenoidales de u mientras que el otro tiene solo tres.
Estas oscilaciones son de amplitud +0.05. La variable v es aleatoria en
esta franja y cero fuera de ella. En el caso de 6.5.E las franjas avanzan
hasta convertirse en manchas con més o menos la misma disposicion
de columnas, mientras que en el caso 6.5.F las franjas avanzan hasta
dispersarse y formar un patréon més parecido a 6.5.C.

» Finalmente presentamos un patron donde las franjas se encuentran
completamente ordenadas, como se muestra en la Figura 6.5.G. Las
condiciones iniciales son oscilaciones verticales con exactamente cuatro
minimos, mas ruido aleatorio para ambas variables. Las oscilaciones son

"En todas la simulaciones siguientes, la intensidad de la aleatoriedad se ajustard a
40.05, a menos que se indique lo contrario.
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Figura 6.5: Diferencia de patrones variando solamente las condiciones ini-
ciales. En la columna de la izquierda aparece la condicion inicial, en las
columnas intermedias algunos estados transitorios, y en la derecha el patrén
estacionario obtenido después de un tiempo: A)875, B)875 C)5000, D)875,
E)5000, F)4000, G)500. El dominio es igualmente un cuadrado de lado 80 y
los parametros de la reaccién se fijaron en f = 0.65, g = 0.165,h = —2.5, D =
0.344,C' = 0.72 y n = 0.15 para todos los casos. Las simulaciones numéricas
se realizaron usando el método de elemento finito con los mismos parametros
de discretizacion que la figura anterior.
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cosenos verticales de amplitud 0.05 en todo el dominio. La orientacion
vertical casi perfecta se desvanece cuando uno utiliza algiin un nimero
de oscilaciones en las condiciones iniciales distinto de cuatro. En este
caso, las franjas se desvanecen formando patrones mas bien parecidos
a 6.5.D sin orientacion preferencial alguna.

De nuestro analisis podemos deducir que
= las fronteras Neumann tienden a alinear las formas con los bordes,

= las formas del patron pueden viajar como una perturbaciéon y conser-
varse o desvanecerse dependiendo de la condicion inicial, y que

= una de las formas de conseguir la orientacion puramente vertical puede
ser a través de condiciones iniciales que de alguna manera anticipe el
patron.

El problema de esta tltima aseveracién es que para explicar el pre-patron
quimico vertical tendriamos que apelar a un patron previo en las condiciones
iniciales, el cual se tendria que justificar a su vez ya sea por otro pre-patrén
o por algin otro mecanismo ajeno al modelo.

Otro aspecto a considerar es el tipo de condiciones de frontera a utilizar.
Convencionalmente se han utilizado condiciones periédicas y de flujo nulo
para demostrar la existencia de patrones. En nuestro caso, atendiendo a la
forma de pez pseudoplatystoma, consideramos que también podria ser rele-
vante un dominio con flujo nulo en las fronteras horizontales (es decir, que no
hay flujo hacia arriba o a hacia abajo) y condiciones periddicas en los bordes
verticales atendiendo a que el patrén se repite espacialmente a lo largo del pez
desde el final de la cabeza (opérculos) hasta la raiz de la cola (aleta caudal).
No obstante, estas condiciones no deben verse como restrictivas puesto que
el uso de los distintos tipos de condiciones de frontera que implementamos
no altera significativamente el patrén [39, 38]. Ver Figura 6.6.

6.2.2. Coeficientes dependientes del espacio

En esta seccién del trabajo nos concentraremos basicamente en la obten-
cién de las distintas formas (puntos, lineas, manchas) como resultado de un
solo proceso. En otras palabras, exploraremos cémo una variacién espacial
en los parametros de la reaccién quimica puede dar lugar a que aparezcan
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Figura 6.6: Patrones variando tnicamente las condiciones de frontera: A)
Neumann, flujo nulo, B) Neumann, con una fuente de intensidad 0.05 en la
frontera superior, C) periédicas y D) Izquierda y derecha son periédicas, y
flujo nulo arriba y abajo. Los patrones son tomados después de un tiempo
T=350. Los patrones fueron obtenidos con el método SBDF en un cuadrado
de lado 80, un paso de tiempo At = 0.05 y una malla de 56 x 56 nodos.

grecas, franjas, y puntos en la misma imagen. Para ello, atenderemos a va-
riar los coeficientes n y C' de la reaccion BVAM. Como Barrio observéd, todas
estas formas pueden obtenerse variando iinicamente el coeficiente cuadratico
C (Ver Figura 6.7). Ademds, es bien sabido que en la forma adimensional
de una reacciéon quimica, el valor n es un factor de escala espacio-tiempo
proporcional a L?/t, por lo que si se fija el tamafio de dominio, un aumento
en 7 representa una disminucién del tamano en la forma del patrén y una
mayor velocidad de reaccién® [32].

Los resultados de nuestros experimentos al hacer variaciones en estos
coeficientes, asi como los detalles de las simulaciones numéricas se encuentran
en la Figura 6.8, que procedemos a analizar:

» En la primera columna de la Figura 6.8 exploramos el efecto del parame-
tro 1 en un patrén de manchas (a), de franjas (b) y de puntos (c) corres-
pondientes a las Figuras 6.7A, B y D respectivamente donde n = 0.35
era fijo. La diferencia es que ahora 7 varia , aumentando su valor lineal-
mente desde 0.15 en la parte de abajo, hasta 0.40 en la parte superior®.

Se observa que un aumento en 1 provoca disminucién en el tamano en

8También se ha probado que una difusién anisotrépica puede generar orientaciones
especificas de los patrones [56, 57]. Estos modelos suponen que cada una de las sustancias
tienen una direccion preferencial para difundirse, lo cual da una orientacién especifica al
patrén. Nosotros no consideraremos esta variacién al modelo.

9Formalmente: n(x,y) = 0.15 + (0.40 — 0.15)y/L.
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Figura 6.7: Tomada de Barrio [53]. Un cambio en las formas del patrén
puede darse mediante el cambio tinicamente en el pardametro C: A)0.0, B)0.6,
C)0.71, D)0.72. Los demds parametros son iguales a los de la figura anterior.
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Figura 6.8: Patrones con dependencia espacial de n y C'. Los otros pardmetros
se fijan en los valores antes dados. Las simulaciones se hicieron usando el
método 2-SBDF con condiciones de flujo nulo en las fronteras horizontales y
periddicas en las verticales, para un cuadrado de longitud L=80. En todos
los casos se usé una malla de 4096 nodos y un paso de tiempo At = 5 x 1072,
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franjas y manchas sin una modificacién en la forma. Sin embargo, en
el caso de los puntos, el gradiente de n provoca que se conviertan en
franjas.

= En la segunda columna, las Figuras 6.8 exploran las oscilaciones cose-
noidales del parametro C en la direcciéon horizontal. Las oscilaciones de
C ocurren entre los valores 0.71 y 0.80 que corresponden a los valores
donde habia franjas y puntos en la Figura 6.7. La tnica diferencia es el
numero de oscilaciones verticales de C', siendo éstas 2, 3 y 4 respecti-
vamente'?. Se observa que la orientacién vertical se conserva solamente
para el caso 6.8.e, mientras que en los otros dos puntos y franjas se
entreveran desordenadamente, como en 6.8.d, o aparecen franjas hori-
zontales, como en 6.8.f.

= En la tercera columna de 6.8 exploramos el efecto de aumentar C' de
manera lineal entre los tres distintos intervalos que hay entre las distin-
tos valores de C' que determinan los cuatro diversos comportamientos
de la Figura 6.7. Asi, 6.8.g daria en principio el paso de manchas a
lineas , 6.8.h de lineas a puntos, y 6.8.i constituiria una mezcla lineas
y puntos'!. Sin embargo, al igual que en 6.8.b, el gradiente de C oca-
siona que se destruyan las formas que incluyen puntos convirtiéndolos
en lineas.

= La cuarta columna es igual que la anterior, salvo que el transito no es
continuo, sino discontinuo, pues en la mitad superior e inferior se usan
dos valores de C' dictados por los mismos intervalos que antes'?. En
estos puede verse el traslape de formas y la distorsiéon de los puntos
excepto en el caso 6.8.].

0Es decir: C(x,y) = 0.71 + (0.80 — 0.71) /2 (1 + cos(2mrma /L)) siendo m el ntimero de
oscilaciones verticales.

"Formalmente: Los cuatro valores de C' donde hay un cambio de comportamiento son
C; = 0.0,y = 0.60,C3 = 0.71,Cy = 0.72. En cada figura, C' aumenta de arriba hacia
abajo segin C(z,y) = Cpy1 + (Cp, — Cint1)y/ L, donde m = 1,2, 3.

12Es decir: Usando los mismos valores C,, de la nota anterior, cada figura estd dada
por:

Cn siy>L/2
Cmy1 siy<L/2.

C(m>y) = {
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= Finalmente, en la tltima columna de la Figura 6.8 presentamos combi-
naciones de los anteriores. El patréon 6.8.m constituye el cambio lineal
de C en el intervalo 0 a 0.72'3; 6.8.n es una mezcla de (g) y (e), es de-
cir, de oscilaciones en la direcciéon horizontal y aumento gradual en la
direccién vertical'4; y finalmente 6.8.0 constituye el mismo cambio que

6.8.m pero de manera discontinua en tres escalones dados por 0,0.60 y
0.7215,

De esta seccién uno puede notar que la aparicion de franjas junto con pun-
tos en el patrén es muy dificil. La razén es que los iltimos tienden a estirarse
en presencia de un gradiente. Por ello, en la siguiente secciéon consideramos
otra posibilidad para su formacién.

6.2.3. Sistema reaccion-conveccion

Matematicamente hablando, la adveccion representa la variacion de un
campo escalar por el efecto de un campo vectorial. En términos fisicos, la ad-
veccién es un fendmeno de transporte de una sustancia debida al movimiento
de cuerpo del fluido (bulk motion), por ejemplo, cuando el polvo y el limo
son arrastrados por la corriente de un rio. Técnicamente, la conveccion es la
suma de los efectos de la difusién y la adveccién cuando ambos fenémenos
son comparables. De este modo, la transferencia convectiva de una sustan-
cia se da a través de la difusién (el movimiento aleatorio Browniano de las
particulas en el fluido), y por adveccién (en el cual la materia es transportada
por el movimiento a mayor escala de fluido)[59].

En esta seccién exploraremos si la verticalidad de las franjas y el orde-
namiento de las distintas formas dentro de un patrén pueden obtenerse por
medio de un movimiento advectivo de ambos quimicos en el sistema RD origi-
nal. Por ello, si agregamos el término advectivo a la ecuacién (2.14) original,
el sistema RC (reaccién-conveccién) puede escribirse segin [42] como:

13Es decir: C(x,y) = 0.72 + (0.0 — 0.72)y/L.
“Formalmente: C(z,y) = (0.60 — 0.0)y/L + (0.72 — 0.60)y/(2L) (1 + cos(67x/L)).
15Es decir:
0.0 siy>2L/3,
C(z,y) =40.60 si2L/3>y>L/3.
0.72 siy<L/3.
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En el Apéndice B esbozamos la resolucién numérica de esta ecuacién

para el caso particular que utilizaremos, a saber, un movimiento de cuerpo

constante en la direcciéon vertical: z = —zé,. En la Figura 6.9 exploramos

el efecto de la adveccion en los patrones originales de la Figura 6.7. Como

puede observarse, la adveccién introduce no solamente la orientacion vertical

deseada, sino ademas presenta puntos y franjas en el mismo patrén lo cual
no ocurria en nuestro estudio de los coeficientes dependientes del tiempo.

= R(w) + DV?w + Vw - z. (6.2)

6.3. Discusion

Como adelantamos al principio del capitulo, nuestro estudio no es ain
concluyente respecto a como los factores estudiados junto con la reaccién
BVAM se coordinan para modelar los patrones que emergen en los peces
Pseudoplatystoma'®. No obstante, creemos que nuestro estudio permite ade-
lantar algunas hipdtesis que esperamos corroborar posteriormente:

= En el caso del P. coruscans (Figura 6.10.A), el patrén presenta esen-
cialmente manchas cuasi-circulares que presentan cierto ordenamiento
horizontal. No obstante, también pueden observarse algunas manchas
alargadas en la parte superior. Esto sugiere que estos patrones pue-
den modelarse como en la Figura 6.7 con algin tipo de dependencia
horizontal en los coeficientes que diera no solamente la regularidad en
esta direccién, sino que también distorsionara levemente los puntos, tal
y como hemos observado en la seccién anterior. Si bien nuestro estu-
dio del sistema RC nos indica que la adveccion alarga algunos puntos,
tampoco podemos descartar que una adveccion mas lenta junto con
condiciones iniciales como a las de la Figura 6.5 puedan producir este
patron.

1615 limitacién es de cardcter temporal. Cada simulacién requiere de por lo menos
un dia de ejecucién computacional. Ademéas de que los patrones que buscamos son muy
complejos, por lo que su modelacién requiere de la combinacién de los varios factores que
hemos estudiado, combinaciones éstas que seguiremos intentando aunque ya no entren
dentro del cuerpo de este trabajo.
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Figura 6.9: Los mismos patrones que en Figura 6.7 pero con el efecto de la
adveccion en la direccion vertical: z = —0.02¢,. La primera columna muestra
condiciones andalogas a los sistemas sin adveccién, pero conforme avanza el
tiempo (hacia la derecha en cada fila), los patrones obtienen la orientacion
vertical. La columna mas hacia la derecha muestra el patrén estacionario.
Las simulaciones fueron generadas por una variaciéon del método 2-SBDF
esbozado en el Apéndice B con los mismos parametros de discretizacién que
la figura anterior.
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» En el caso del P. reticulatum (Figura 6.10.B), el patrén consiste de
un patron reticulado en la parte superior para luego tornarse en lineas
verticales. Es posible que una dependencia espacial del parametro C'
parecido a la Figura 6.8.n, o alternativamente una dependencia como
en 6.8.g junto con el efecto de la adveccién (Figura 6.9.a) pueden dar
lugar a este patrén.

» En el caso del P. tigrinum (Figura 6.10.C), el patrén consiste de lineas
casi verticales entrelazadas y con puntos que llenan los diversos huecos.
Se nos ocurren las posibilidades de una dependencia espacial como en
Figura 6.8.f y/o el hecho de que la configuracién del patrén biolégico
(visible) no sea necesariamente el patrén quimico estacionario'”. En
este caso, patrones transitorios como en la Figura 6.9.b o (c), junto
con una adveccién menos marcada pueden dar lugar al patrén de esta
especie.

» En los casos del P. oriconoense y P. magdalenatium (Figuras 6.10.D y
(F) respectivamente), el patrén consiste de lineas verticales bien sepa-
radas con puntos en la parte inferior, siendo el tamano de los puntos
méas grandes en la primera especie. Una posibilidad para este tipo de
patrén seria una modificacién en las condiciones iniciales como en la
Figura 6.5.E; o quiza, otra posibilidad mas plausible es que los patrones
sean formados por efectos advectivos como en las Figuras 6.9.c o (d).

» En el caso del P. fasciatum (Figura 6.10.E) encontramos patrones de
lineas verticales con puntos en los espacios. Estos patrones los podemos
identificar con el patron de coeficientes espacio-dependientes del tipo de
la Figura 6.8.e combinado con (c); la primera dependencia estableceria

17Creemos importante remarcar el hecho de que las hipétesis que hemos hecho respecto
a la formacién de patrones en los animales no descartan esta posibilidad. El diferencia-
miento celular (que produce células de un color o de otro) se activarfa en algin momento
de la reaccién quimica (no necesariamente hasta que la reaccién alcance el equilibrio). El
desarrollo de los patrones biolégicos como funcién del tiempo podria independizarse del
desarrollo de la reaccién quimica (el patrén quimico) suponiendo que los morfégenos sean
distintos de los cromatéforos, en este caso, es decir, que los quimicos que activan el dife-
renciamiento celular sean distintos de las sustancias quimicas que producen el patréon. En
este caso, un mecanismo RD como el de Turing estableceria solamente un patrén inicial
y otro tipo de proceso biolégico determinaria la evolucion del patrén visible en el animal.
Esto, por supuesto, también es una hipétesis.
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el ordenamiento de lineas y puntos, mientras que la segunda produciria
el cambio de tamano del grosor de las franjas.

JITE

Figura 6.10: Comparacion entre los patrones encontrado en los flancos de los
diversos surubies (en rojo) y los encontrados en simulaciones numéricas (en
verde). Ver texto para detalles.

Si bien nuestro estudio no es concluyente respecto a estas ideas, permite
suponer que la formacion de patrones en la naturaleza, aun suponiendo vélido
el modelo de Turing, es mucho més compleja que lo se supone usualmente en
estos modelos. Esperamos que nuestro analisis sirva como motivacién para
iniciar un estudio més profundo que permita fijar nuevas bases para entender
que la irregularidad de los patrones en los animales, la diversidad bioldgica
entre organismos de la misma especie, la evolucién del patrén en un mismo
individuo, etc., dependen no sélo de un mecanismo reaccién difusién, sino que
también son cruciales el como y cuando se activa el diferenciamiento celular,
cémo depende del dominio en cuestion y como podria relacionarse con otros
mecanismos como fuentes, adveccion o gradientes.



Conclusiones y Perspectivas

Entre las principales conclusiones de este trabajo se encuentran:

= Un patrén de Turing es una forma que aparece como el resultado de
una reaccion oscilatoria entre dos o mas especies quimicas y la difu-
sion molecular diferenciada. Aunque ambos mecanismos por separado
sean homogeneizadores, bajo ciertas combinaciones de pardmetros un
mecanismo RD da lugar a patrones especiales estacionarios.

= Un patrén quimico de este tipo puede servir para explicar los patrones
que aparecen en la piel de los animales. Segun la hipétesis de Turing,
el patrén bioldgico puede aparecer a consecuencia de un pre-patréon
quimico. Si las células tienen agentes capaces de registrar la concentra-
cién exterior donde se ha formado un patréon quimico, entonces pueden
diferenciarse de acuerdo a éste, dando como resultado células de un
color y de otro, formando el patrén bioldgico.

= Es posible establecer una definicion puramente matemaética de los pa-
trones de Turing como un mecanismo RD en el cual: 1) El estado de
equilibrio se determina unicamente de la cinética quimica y es estable
en ausencia de difusién, y 2) la inclusion de la difusién introduce modos
inestables en la solucién que son los que ocasionan formas espaciales
que no se desvanecen en el tiempo.

= Dada la complejidad de las ecuaciones RD, es necesario resolverlas
numéricamente. Las estrategias mas comunes para resolver este tipo de
ecuaciones son los métodos de diferencias finitas y el de elemento fini-
to. Nuestro trabajo confirma que los métodos explicitos, semi-implicitos
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de primer y segundo orden, el esquema de direcciones alternantes y el
método de elemento finito son eficaces para la solucion 1D y 2D de este
tipo de ecuaciones.

Cada esquema o método tienen sus ventajas y desventajas en cuanto
a la facilidad de programacién, tiempo de ejecucién y precisién. Sin
embargo, bajo ciertas condiciones sobre el mallado y el paso de tiem-
po, todos los métodos que utilizamos ofrecen los mismos patrones. Si
bien este trabajo no esta enfocado en la eficiencia y desempeno de los
métodos, es bien sabido que la eleccién de uno u otro depende del tipo
de ventaja que uno desee explotar.

El modelo BVAM presenta una gran diversidad de comportamientos
entre los que se incluye la existencia de patrones estacionarios irregu-
lares fuera de la region de Turing. En particular la existencia de lineas
y puntos desordenados en este modelo pueden utilizarse para modelar
los patrones de los peces Pseudoplatystoma.

En cuanto al trabajo futuro, nuestra investigacién tiene las siguientes

perspectivas:

» Es necesario hacer mas simulaciones numéricas para poder encontrar

con todo detalle los patrones que se encuentra en la piel de los peces
Pseudoplatystoma. Aunque nuestro trabajo sienta los principales me-
canismos que podrian intervenir en el estudio de estos patrones, un
estudio exhaustivo de este tema requerira explorar mas combinaciones
de parametros, dependencias espaciales en otros coeficientes como el
de difusién, el efecto del cambio de tamano de los peces y estudiar con
mas detalle el papel de la adveccion, de fuentes o de otros mecanismos.

Las ecuaciones del tipo reacciéon difusién no estan limitadas al campo
de los patrones bioldgicos, sino que han sido encontradas en muchos
sistemas, dos de los cuales me parecen de particular interés. El primero
tiene que ver con la propagacion de calcio en distintos tipos de células,
donde ha sido comprobado que el Ca?" intercelular reacciona quimi-
camente con el calcio almacenado en diversos organelos de la célula
al mismo tiempo que se difunde. Esto produce ondas de Ca?* que se
propagan en el interior de la célula activando otras funciones celulares
importantes como la secrecién y la comunicacién intercelular [60]. Cree-
mos que se puede relacionar la dependencia espacial y temporal de la
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secrecion con la activacién de ondas de calcio por un mecanismo RD,
por lo que pretendemos realizar el estudio numérico correspondiente
para comprobar esta hipdtesis.

= Kl segundo sistema reaccion difusién que nos interesa esta relacionado
con los cristales liquidos (LQ). En estos sistemas se ha predicho recien-
temente la existencia de patrones y ondas viajeras entre la densidad del
sistema y el pardmetro de orden (un nimero que mide qué tan ordena-
dos estdn los cilindros que conforman un sistema LQ) [61]. Aunque las
ecuaciones que describen este sistema no son exactamente del tipo RD,
existen muchas analogias con los sistemas vistos en esta tesis, por lo
que creemos poder determinar las condiciones en las que estos patrones
aparecen y, de esta forma, reproducir efectos fisicos observados, como
la birrefringencia.
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Apéndice A. Error, estabilidad vy
convergencia en métodos de diferencias
finitas

A continuacién ilustraremos algunas de las propiedades mas importantes
de los esquemas numéricos de diferencias finitas'®. Esto lo hacemos tnica-
mente para la ecuacion de difusién, omitiendo los términos no lineales de
la reaccién, pues esto introduce una complejidad en los calculos ajenos al
propédsito de este trabajo. Asi pues, con fines meramente ilustrativos consi-
deremos la ecuacién de difusion en una dimension:

ow 0w
—— —_— D= 1
definida en un dominio © = [0,1] y con condiciones tipo Dirchlet en la

frontera I': w(y € I') = 0. Sea U} la aproximacién de u al tiempo nAt y en
la posicién y = jh, siendo h el tamano del elemento de la malla y At el paso
de tiempo.

Error de truncamiento y orden del esquema

Para fijar ideas, consideremos el método explicito que aproxima la ecua-
cién anterior (1) por el siguiente esquema de diferencias:

18La informacién de esta seccién asi como los detalles de los distintos cdlculos pueden
verse en [35, 62, 63].
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wrtt—_wnr  p
J J n n n
S = (W - 2 W) )
El error de truncamiento T'(y,t) para un de diferencias finitas se obtie-
ne cuando la aproximacion W}' se reemplaza por la solucién exacta de la
ecuacion diferencial. Es decir:

w(y,t +At) —w(y,t) D (w(y + h,t) — 2w(y, t) +w(y — h,1)).

Sustituyendo w(y, t), w(y + At) y w(y — At) por sus respectivas expansio-
nes de Taylor y omitiendo términos de orden més alto a At y a h?, se obtiene
que el error de truncamiento es:

1 1
T(y,t) = §wtt(y777)At - Ewyyyy(ga t)h27

con £ € (y—h,y+h), n € (t,t + At), donde el subindice de w significan
derivada parcial respecto a la variable. De esta igualdad puede verse que
T(y,t) — 0 cuando At,h — 0. Esto significa que el esquema de diferencias
(2) es consistente con la ecuacién diferencial (1), puesto que éste se acerca
a la ecuacion diferencial cuando los parametros de discretizacion tienden a
cero.

Por otro lado, si las derivadas de |wy| y |wyy,,| estan acotadas por My y
M,y respectivamente en el dominio, entonces :

T (y,t)| < % (Mtt + M6y—Zyy) 5
donde p = (DAt)/h?. Esto significa que al fijar el valor de p, |T'(y,t)| tiende a
cero asintoticamente tan rapido como At. Por lo tanto, se dice que el esquema
es de primer orden en At. Otro tanto igual se puede demostrar para un
esquema implicito de primer orden, mientras que el esquema 2-SBDF es de
segundo orden. En el caso bidimensional, el método de direcciones alternantes
es de segundo orden.

Analisis de Fourier del error y estabilidad

La solucién analitica de la ecuacién (1) se puede obtener como la suma
infinita de los modos de Fourier:



97

W(Y,t) = D amtn(y,1) = Y ap |e e

donde los a; son los coeficientes de Fourier que dependen de las condiciones
iniciales. A k = mn (con m entero) se le llama el nimero de onda, pues esta
relacionado con el nimero de oscilaciones que tienen cada modo de Fourier
Wi (y,t) dentro del dominio. Es facil ver que los modos de Fourier més alto
tienden mads rdpidamente a cero (pues su amplitud decae como e”™™), y que
son los més oscilatorios (con m/2 ondas en el el dominio).

En el caso de la solucién aproximada W} = W (jh,nAt), se puede definir
un modo de Fourier discreto de la forma:
W (k) = og"e*lh) (3)

)

A o (k) se le conoce como factor de amplificacién'®. Al sustituir (3) en la
ecuacién en diferencias (2), uno obtiene que este factor estd dado por:

o(k) =1 — 4usin*(hk/2).

Es posible mostrar que la diferencia entre los modos de Fourier en el caso
continuo y discreto difieren poco para bajas frecuencia, i.e. para modos de
Fourier bajos. Sin embargo, se puede mostrar que si > 1/2, |o(k)| > 1 por lo
que la amplitud de las oscilaciones de los modos mas altos de la aproximacién
discreta crecen desmesuradamente®’. Como hemos visto, esto no sucede en
el caso continuo, por lo que se estaria introduciendo error. Esto significa que
el método explicito es condicionalmente estable. La condiciéon

_ DAt _1
/J/_ h2 _2’

significa que, dada una malla fija con elementos de tamano h < 1, el inter-
valo de tiempo debe ser menor a h?/(2D). Es decir, conforme m4s precisién

19Esta definicién se hace en analogia al modo de Fourier continuo:
w(y;, tn) = w(jh, nAt) = o—knAt ik(jh) _ (e—kAt)neik(jh)’

por lo que ahora o sustituye al término entre paréntesis.

20Aqui conviene sehalar que, a diferencia de la solucién analitica, los modos de Fourier
discretos no son infinitos. Si recordamos que la oscilacién del modo m-ésimo de Fourier
requiere de al menos m + 1 nodos, el nimero més alto de Fourier discreto es M-1, siendo
M el nimero de nodos totales.
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espacial se necesite, menor debe ser el paso de tiempo, y por ende, mayor el
nimero de iteraciones necesarias para cubrir el tiempo total. Esta limitacién
no ocurre en los esquemas implicitos que son incondicionalmente estables, ni
en el método de direcciones alternantes.

Convergencia y la ecuacion RD

Si se cumple la condicion anterior, hemos visto que el esquema explicito
es consistente y estable. Segin un teorema atribuido a P. Lax, esto garantiza
que el método sea convergente. Esto significa que si p < 1/2 la solucién
aproximada W tiende al valor exacto de la solucion cuando los pardmetros
de discretizacién At y h tienden a cero. En el caso de los métodos implicitos
que son incondicionalmente estable, junto con la consistencia, el teorema
demuestra la convergencia para toda .

Como hemos dicho antes, en los calculos de esta seccion no hemos con-
siderado los términos de reaccion, los cuales no son lineales. El analisis del
error en este caso no es trivial debido a que aparece un problema que no sur-
ge en el caso de ecuaciones lineales: el error se propaga de manera no-lineal
cuando n crece. Sin embargo, tanto Ruuth [34], como Madzvamuse [38] han
evaluado el error de distintos esquemas numéricos de diferencias finitas apli-
cados especificamente a las ecuaciones RD. Sus resultados confirman que los
esquemas de diferencias finitas son adecuados si se escoge un intervalo de
tiempo suficientemente pequeno. Ver Figura 11.
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Figura 11: Cuantificacion del error numérico de distintos esquemas de dife-
rencias finitas para ecuaciones RD (reaccién de Schnakenberg), como funcién
del intervalo de tiempo. Izquierda: Imagen de Ruuth [34]; el error para los
métodos 1-SBDF, 2-SBDF Y CNAB que es un Crank-Nicholson para los
términos de difusién y tipo Adams-Bashfort para los términos de reaccion.
En esta imagen se considera una soluciéon puramente oscilatoria. Derecha:
Del mismo autor, se comparan estos métodos para una solucién con patrones
estacionarios. Abajo: De Madzvamuse [38]; se comparan el esquema 2-SBDF
con un esquema de Euler hacia atras 1-SBEM.
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Apéndice B. Resolucion de la ecuaciéon
reaccion conveccion

La ecuacién que estudiamos es de la forma:

Ou = R(u) +dV*u +z- Vu. (4)
ot

con una ecuacién similar para v. Para simplificar la exposicién y sin pérdida

de generalidad, resolveremos esta ecuacion para el caso unidimensional y solo

para cuando z = —z¢é,. En este caso y en analogia con el método 2-SBDF, las

distintas derivadas de u se aproximaran mediante las siguientes diferencias

finitas:

n+1 n n—1
ou UM +4Ur — U

~

ot~ 2AL ’
V2 — 0%u ~ Ufy — 207 + UL,
oy? h? ’
0 U - U

Al sustituir esto en la ecuacién (4), mediante un poco de algebra se ob-
tiene:

(=) U +(B=2p) U = (v+p) UM = 2A4(R(UM)—R(US 1)) +4U! U

J
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con p = 2dAt/h* y v = zAt/h. La ecuacién anterior representa un sistema
de ecuaciones para U™ donde el vector de la derecha depende de la solucién
en los tiempos anteriores n y n — 1. Notese que la matriz ya no es simétrica
lo cual indica en este caso el movimiento preferencial en una direccion.



Apéndice C. Teorema de Lax-Milgram

En este apartado mencionaremos el teorema que permite garantizar la
convergencia del método de Elemento Finito?'. Para ello, consideremos el
problema eliptico (4.9) en una dimensién, con coeficiente v = 1 y con fron-
teras tipo Neumann en x =0y z = 1:

" du=f en )
Z—Z:O en o)

La forma variacional de este problema puede escribirse en analogia con
(4.12) como:

a(u,v) = L(v)

donde se han usado los operadores:

a(u,v) = /Q(uv + u'v")dQ

L(v) = /Q FodQ)

con ambas funciones definidas en el espacio:

V= {v : / [v]2 + |v']2d§) < oo} :
Q

21La informacién de este apartado se obtuvo de [64, 65].
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Observaciones

1) El espacio V' tienen un producto escalar y una norma definidos por:

(v,w)y = /(vw + v'w’)dS,
Q

vl = (/Q(v2+ Iv’|2)d9> 1/2~

Dado que V' es completo, entonces es un espacio de Hilbert y es conocido
como el espacio de Sobolev de orden 1.

2) La forma a(v,w) es claramente bilineal y simétrica. Ademds es V-
eliptica coercitiva. Esto significa que existe k; > 0 tal que a(v,v) < kqi||v||3,
lo cual es evidente de la definicién:

ofo,0) = [ (67 + )i = ol
Q

por lo que basta tomar k; = 1. Por otro lado se puede mostrar que la
forma a(v,w) es continua, es decir, que existe ko > 0 tal que |a(v,w)| <
ka||v||v||w||v. Esto se puede demostrar notando que la forma a(v,w) coinci-
de con el producto interior de V' y luego usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

a(v,w) = /(Uw + v'w")dQ = (v, w)y, por lo que
Q

la(v, w)| = |(v,w)v] < [[v][v]lw]lv,

por lo que basta tomar ky = 1.

3) La forma L(v) es continua, es decir, existe ks constante finita tal que
|L(v)| < [||v]|v. Para ver esto, nétese que:

()2 = (/Q fde>2 < /Q(ffu)de < (/Q f2d9> (/§2v2d9>
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por lo que

Lo < ([ £ae) ([ @+ 10ma0) = il

Esto significa que basta tomar k3 = || f||z, finita para demostrar que L(v)
es continua.

Estas propiedades hacen que se cumplan las hipdtesis del teorema de
Lax-Milgram:

Teorema 1 Si la forma lineal L(v) es continua y la forma bilineal a(u,v)
es V-eliptica y continua en el espacio de Hilbert V, entonces el problema de
encontrar v € V' tal que:

a(u,v) = L(v)

tiene solucion unica uw € V' y satisface la cota de estabilidad:

ks

lully < 2.

Asi pues, este teorema garantiza que la solucién del problema variacional

(4.12) corresponde con la solucién exacta de la ecuacién diferencial original

(4.9). Ahora estudiaremos las hipdtesis que hacen posible que la solucién

aproximada obtenida por el método de elemento finito converja a la solucion
del problema variacional y, por ende, a la solucién exacta.

El método de Galerkin

Este método proporciona una forma sistematica de obtener aproxima-
ciones de dimension finita al problema variacional. Para ello se considera
una familia de funciones {V},},~0 de subespacios de dimensién finita de V.
Supongamos que Vv € V' existe una sucesion vy, tal que :

vp — v cuando h — 0,

es decir, h representa un parametro de refinamiento que, cuanto mas pequeno
sea, la funcién de dimensién finita se aproxima més a la funcion original de
dimension infinita en principio. Si L pertenece al espacio dual de V, en la
aproximacién de Galerkin se trata de encontrar u;, € V), tal que:
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a(up,vy) = L(vy) Yo, € V.

Si definimos una base de Vj, dada por {¢; : 7 =1,..., N} donde N es la
dimensién del subespacio, entonces la solucién aproximada se puede escribir
como una combinacién lineal de estas funciones segun:

N
up =Y &o;
j=1

Como hemos visto, esto resulta en un sistema algebraico de ecuaciones
dado por:

AE=1T
con A la matriz de componentes a(¢;, ¢;), L el vector de componentes L(¢;)
y & el vector incognita con las coordenadas de la solucion aproximada wuy, en la
base finita. En nuestro problema (4.14), la matriz A es la suma de la matriz
de masa y de rigidez. El siguiente teorema garantiza la convergencia de la

solucién aproximada a la variacional cuando el pardametro de discretizacién
h tiende a cero.

Teorema 2 Bajo las hipdtesis del teorema de Lax-Milgram, para todo h > 0
existe una unica solucion uy, € Vy, del problema discreto:

a(un,v) = L(v) Vo € V,

Esta satisface la cota de estabilidad: ||up||y < % Ademds, se tiene que:

k3
_ <3 nf lu—
|[u —up[ly < ot [ — up||v

donde u y up son las soluciones del problema variacional y discreto respec-
tivamente. En particular, si u, — uw cuando h — 0, entonces el método de
Galerkin converge.



Apéndice D. Listado de los programas
utilizados

A continuacién presentamos algunas muestras representativas de los pro-
gramas utilizados en esta tesis.

’ Pagina \ Método ‘
I Explicito (EXP)
I Semi-implicito de primer orden (1-SBDF')
\Y% Semi-implicito de segundo orden (2-SBDF')
VII Semi-implicito de direcciones alternantes (ADI)

’ X \ Elemento finito ‘




PROGRAMA 1. DIFERENCIAS FINITAS. METODO
EXPLICITO

SMETODO EXPLICITO PARA RESOLVER SCHAKENBERGER
%%condiciones de frontera periodicas
clear all

clc

$parédmetros de la malla uniform3
long=1l.1;%%longitud del cuadrado

M=96; %intervalos

h=long/M; $%tamafio del paso
x=0:h:long;x=x"';%%%nodos horizontales
y=0:h:long;y=y';%nodos verticales
dt=1le-6; %%paso de tiempo
=.50;%%%tiempo total

N=floor (T/dt)+1l%iteraciones en el tiempo
$parametros

a=0.14;

b=1.34;

gamma=10000;

d=20.0;

$paréametros fisicos de difusion

mu=(1*dt/h"2);

mv=(d*dt/h"2);

©7o

condiciones iniciale

o

3%%valores de geuilibrio de la reaccién

ul=a+b;
v0=b/ (a+b) "2;
ff=1;%%%%contador para el video
$condiciones iniciales prueba 1
v=v0*ones (M+3,M+3) ;
for i=1:M+1
for j=1:M+1
suma (i,3)=0;
for k=1:20
suma (i, j)=suma (i, J)+cos (pi*k/long* (x(i)-10.7));
end
u(i+l,j+1)=u0+u0*.001*suma (i,7);
end
end
$%ruido aleatorio
v=v+v0*.001* (-1+2.*rand (M+3,M+3) ) ;
u=u';
v=v';

0000000
500600600

$graficacién grafica
short=u(2:M+2,2:M+2) /u0;
colormap (gray)
surf (x,y,short, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', "'none')
axis ([0,long, 0, longl)
pause
tic
for n=1:N
$conciciones periodicas a la frontera
u(:,1l)=u(:,M+1);
u(:,M+3)=u(:,3);
u(l,:)=u(M+1l,:);
u(M+3,:)=u(3,:);
u(2,:)=uM+2,:);
u(:,2)=u(:,M+2);
v(:,1)=v(:,M+1);



v(:,M+3)=v(:,3)
v(l,:)=v(M+1l, :)
v(M+3,:)=v(3,:);
v(2,:)=v(M+2,:)
2)=v( 2)

s
2:M+2,

u2(i,j)=dt*freac(i,j,u,v,gamma, a)+(l-4*mu)*u(i,j)+mu* (u(i+l,j)+u(i-
1,3)+u(i,J+1)+u(i,j-1));
end
end
for i=2:M+2,
for j=2:M+2,
v2(i,J)=dt*greac(i,j,u2,v,gamma,b)+ (1-4*mv) *v (i, ) +mv* (v (i+1l,3)+v (i-
1,3)+v(i,3+1)+v(i,J-1));
end
end
%actualizacion de la malla
u=u2;
v=v2;
%generacion de los frames para el video
if mod(n,20)==
n
colormap (gray)
short=u2 (2:M+2,2:M+2) /ul;
surface (%, y,short, '"FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', 'none'")
axis([0,long, 0, longl)
M2 (ff) =getframe;
ff=ff+1;
end
end
toc

PROGRAMA 2.- DIFERENCIAS FINITAS, METODO
SEMI-IMPLICITO PRIMER ORDEN

$METODO implicito PARA RESOLVER SCHAKENBERGER
clear all
clc

$parametros de la malla uniformE
long=1l.1;%%largo del cuadrado
M=96; %%%%nodods por lado
h=long/M;%%%longitud del intervalo
x=0:h:long;x=x"';%%nodos horixontales
y=0:h:long;y=y';%nodos verticales
$parémetros
dt=1le-5; %%tamafilo de paso temporal
T=0.20;%%teimpo total
N=floor (T/dt)+1l%iteraciones en el tiempo
$pardmetros
a=0.02;
b=1.77;
gamma=10000;
d=20.0;

$parédmetros fisicos de difusion
mu=(1*dt/h"2);




mv=(d*dt/h"2);
%%%condiciones iniciales
ul=a+b;
v0=b/ (a+b) "2;
ff=1;%%contador para el video
%condiciones iniciales prueba 1
v=v0*ones (M+1,M+1) ;
for i=1:M+1

for j=1:M+1

suma (i, 3)=0;

for k=1:11
suma (i, J)=suma (i, J)+(2*k*pi/long) *cos (2*pi*k/long* (0.08*x (i) -y (j)-11));
end
u(i,j)=u0+ul0*.0001*suma (i, ) ;
end
end
$%ruido aleatorio
v=v+v0*.05* (-14+2.*rand (M+1,M+1)) ;
u=u';
v=v';
$%%%%%%grafica de la condicion inicial
diff=u/ul;

colormap (gray)
surf (x,y,diff, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', 'none')
axis([0,long, 0, longl)
pausespausa
%definicion de las matrices, subrutina al final
[Au,Av]=Matrices (mu,mv,M, 1) ;
$metodo implicito
for n=1:N
$%%%%%%5%resolviendo para u
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+73;
bu (k)=dt*freac(i,j,u,v,gamma,a)+u(i,j);
end
end
%resolucion del sistema de ecuaciones
unew=Au\bu';
$desenrredando la cadena
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(1i-1)* (M+1)+73;
u(i,j)=unew(k);

0000000

$%%%%%%%%%%%%resolviendo para v
i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+73;
bv (k)=dt*greac (i, j,u,v,gamma,b)+v (i, J);
end
end
$resolucion del sistema de ecuaciones
vnew=Av\bv';
$desenrredando la cadena
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+7;
v(i,J)=vnew (k) ;
end
end
if mod(n,250)==
n
diff=u/u0;



colormap (gray)

surface (x,y,diff, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', 'none')
axis([0,long, 0, longl)

M2 (ff)=getframe;

ff=ff+1;

5%%%%%5%5%5%5%%%%%% $%$%%%$SSUBRUTINAS DEL IMPLICITO
function [Au,Av]=Matrices (mu,mv,M,index)
%$%$GENERACION DE LAS DIAGONALES PRINCIPALES
I=M+1;

if index ==
Au=(1+4*mu) *diag (ones (I72,1));
Au=Au-mu*diag(ones (I"2-1,1),-1);
Au=Au-mu*diag(ones (I"2-1,1),1);
Au=Au-mu*diag (ones (I"2-M-1,1),M+1);
Au=Au-mu*diag (ones (I"2-M-1,1),-M-1);
Av=(1+4*mv) *diag (ones (I"2,1));
Av=Av-mv*diag (ones (I72-1,1),-1);
Av=Av-mv*diag (ones (I"2-1,1),1);
Av=Av-mv*diag (ones (I"2-M-1,1),M+1);
Av=Av-mv*diag(ones (I"2-M-1,1),-M-1);
else

Au=(3+4*mu) *diag (ones (I72,1));
Au=Au-mu*diag(ones (I"2-1,1),-1);
Au=Au-mu*diag(ones (I"2-1,1),1);
Au=Au-mu*diag (ones (I"2-M-1,1),M+1);
Au=Au-mu*diag (ones (I*2-M-1,1),-M-1);
Av=(3+4*mv) *diag (ones (I"2,1));
Av=Av-mv*diag(ones (I"2-1,1),-1);
Av=Av-mv*diag (ones (I72-1,1),1);
Av=Av-mv*diag (ones (I"2-M-1,1),M+1);
Av=Av-mv*diag (ones (I"2-M-1,1),-M-1);

end
$SELIMINACION DE LOS NODOS EXTRA
for i=1:M
Au(i* (M+1),i* (M+1)+1)=0;
Au(i* (M+1)+1,i* (M+1))=0;
Av (1* (M+1),1i* (M+1)+1)=0;
Av (i* (M+1)+1,1i* (M+1))=0;
end
$%%%5%%%5%%%%%%%condicoones de frontera periodicas

for i=1:M+1
kjl=(i-1)* (M+1)+1;%frontera con j=1
kjm=(i-1)* (M+1)+M; %nodod m
Au(kjl, kjm)=-mu;
Av(kjl,kjm)=-mv;
kjMl=(i-1) * (M+1)+M+1;Sforntera con j=M+1
kj2=(i-1)* (M+1)+2; %nodo 2
Au (kjM1,kj2)=-mu;
Av (kjM1,kj2)=-mv;

end

for j=1:M+1
kil=(1-1)* (M+1)+3j;%frontera con i=1
kim=(M-1)* (M+1)+3; %%nodo M
Au(kil, kim)=-mu;
Av (kil, kim)=-mv;
kiMl=(M+1-1)* (M+1)+73;%%%%frontera 1 m+l
kiz2=(2-1)* (M+1)+3;
Au (kiM1l, ki2)=-mu;
Av (kiM1l, ki2)=-mv;

end




$%%reduccidén a matrices sparse
Au=sparse (Au) ;

Av=sparse (Av) ;

$%%fin de matrices.m%$%%%%%%%%%%%%

$%$%%%%%%subrutinas con las reacciones quimicas freac.m y reac.m
function z=freac(i,j,u,v,gamma,a)

z=gamma* (a-u (i, j)+u(i, )2 * v(i,3));

end

function z=greac(i,j,u,v,gamma,b)
z=gamma* (b-u(i,j) " "2*v(i,J));

PROGRAMA 3.- DIFERENCIAS FINITAS,

SEMI-IMPLICITO DE SEGUNDO ORDEN

$METODO sbdf PARA RESOLVER SCHAKENBERGER

clear all

clc

$parédmetros de la malla uniform

long=1.1;%%%%$LOGITUD DEL CUADRADO

M=96; %intervalos

h=long/M; $3TAMANO DE PASO

x=0:h:long;x=x";%nodos horizontales

y=0:h:long;y=y';%%nodos verticales

$parémetros

dt=5e-5;%$%tamafio de paso

T=0.50;%%%yiempo total

N=floor (T/dt)+1l%iteraciones en el tiempo

$pardmetros de la reaccid

a=0.07;

b=1.61;

gamma=10000;

d=20.0;

$parametros fisicos de difusion

mu= (1*dt/h"2) ;

mv=(d*dt/h"2);

ul0=a+b;

v0=b/ (a+tb) "2;

ff=1;

%condiciones iniciales prueba 1

v=v0*ones (M+1,M+1) ;

u=ul*ones (M+1,M+1) ;

for i=1:M+1
for j=1:M+1
u(i,j)=ul0+ul*.05*cos (pi*17.5/long* (0.7*x(i)-y(J)-12));
end

end

$%ruido aleatorio

u=u+u0*.025* (-1+2.*rand (M+1,M+1)) ;

;
$%%%%%%%asignacion de valores

unml=u;

METODO



vnml=v;

diff=u/ul;%contraste (unml,M, u0) ;

clf

colormap (gray) %colormap([l1 1 0; 0O 1 17)

surface (x,y,diff, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', 'none')
axis([0,long, 0, longl)%,.5,1.5]1)%, 0.8, 1.2])

pause

%%% IMPLICITO para btener un otro vector (se necesitan 2) $%%%%%%%%
[Au,Av]=Matrices (mu,mv,M, 1) ;
$metodo implicito
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+3;
bu(k)=dt*freac(i,j,u,v,gamma,a)+tu(i,j);
end
end
%resolucion del sistema de ecuaciones
unew=Au\bu';
$desenrredando la cadena
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(1i-1)* (M+1)+73;
u(i,j)=unew (k) ;
end
end
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+73;
bv (k)=dt*greac (i, j,u,v,gamma,b)+v (i, J);
end
end
$resolucion del sistema de ecuaciones
vnew=Av\bv';
%desenrredando la cadena
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+7;
v(i,j)=vnew (k) ;

end
end
unmO=u; %u a la n menos 0
vnm0=v;

o

3%grafica del primer vector de implicito

diff=unm0; $contraste (unm0,M, u0) ;

clf

colormap (gray)

surface(x,y,diff/u0, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', 'none')
axis([0,long, 0, longl)%,.5,1.5]1)%, 0.8, 1.2])

%%%%%acaba el primer paso de tiempo

$%%%%$método SBDF
mu=2*mu; %se duplica el valor de mu y se hace lo mismo cambiando el derechpo
mv=2*mv;
[Au,Av]=Matrices (mu, mv,M,2);
%%%%se cambia el lado derecho
for n=1:N
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+73;
bu (k)=2*dt* (2*freac (i, j,unm0, vnm0, gamma, a) -
freac(i,j,unml,vnml, gamma,a))+4*unmO (i, 3)-unml (i,3);
end

Vi



end
%resolucion del sistema de ecuaciones
unew=Au\bu';
%desenrredando la cadena
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(i-1)* (M+1)+73;
unpl (i, j)=unew (k) ;
end
end
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(1i-1)* (M+1)+73;

bv (k)=2*dt* (2*greac (i, j, unm0, vhm0, gamma, b) -
greac (i, j,unml, vnml,gamma,b))+4*vnm0 (i, j) -voml (i,3);

end
end
vnew=Av\bv';
%desenrredando la cadena
for i=1:M+1
for j=1:M+1
k=(1i-1)* (M+1)+73;
vnpl (i, j)=vnew (k) ;
end
end
$reasignacion de valores
unml=unmO0;
vnml=vnmO;
unmO=unpl;
vnm0=vnpl;

0000

%% GRAFICACION

if mod(n,250)==

n

diff=unpl/u0;%contraste (unpl,M,ul) ;
clf

colormap (gray)

surface (x,y,diff, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', 'none')

axis([0,long, 0, longl)%,.5,1.51)%, 0.8, 1.2])

M2 (ff)=getframe;
ff=£ff+1;

$%%%%%Las subrutinas Matrices.m freac y greac.m son las mismas que

$%%en el método implicito

PROGRAMA 4. DIFERENCIAS FINITAS

METODO ADI

SMETODO adi para schnakenberg
clear all

clc

$parédmetros de la malla uniform
long=2; %%tamafio del cuadrado

Vi

CON

EL



M=128;%intervalos
h=long/M; $%%paradmetro de malla
x=0:h:long;x=x"';%%nodos horizontales
O0:h:long;y=y';%nodos verticales
=be-6; %tamafio de paso
0.6;%%tiempo total
=floor (T/dt)+1%iteraciones en el tiempo
paradmetros
=0.14;
b=1.35;
gamma=10000;
d=20.0;
$parédmetros fisicos de difusion
mu= (1*dt/h"2) ;
mv=(d*dt/h"2);
% CONDICIONES INICIALES
ul0=a+b;
v0=b/ (a+b) "2;
ff=1;
%%% CONDICIONES ALEATORIAS
u=u0+ul0*.05* (-1+2.*rand (M+3,M+3)) ;
v=v0+v0*.05* (-14+2.*rand (M+3,M+3) ) ;
% GRAFICA DE LA CONDICION INICIAL
diff=u(2:M+2,2:M+2) /ul;
colormap (gray)
surface (x,y,diff, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor', 'none')
axis([0,long, 0, longl)
pause
% METODO DE ADI
tic
mu=mu/2;
mv=mv/2;
dthalf=dt/2;%%%division del intervalo en dos pasos
for n=1:N
% CONDICIONES DE FLUJO NULO
for k=2:M+2
u(l,k)=u(3,k);
u(k,1l)=u(k,3);
u(M+3,k)=u(M+1,k);
u(k,M+3)=u(k,M+1) ;
v(l,k)=v(3,k);
vk, 1)=v(k,3);
v (M+3,k)=v (M+1,k) ;
v (k,M+3)=v(k,M+1) ;

y
d
T
N
a

2oo
%%

for j=2:M+2
$Para cada i
for i=2:M+2

bu(i-1)=u(i,j)+dthalf*freac(i,j,u,v,gamma,a)+mu* (u(i, j+1)-2*u(i,3)+u(i,3-1));

60000000 00000000

$%%5%%5%%5%%5%%%%%%%primero se hace para u

29000
65000

end
$construccionde las e y las f para el método de Thomas
eu(l)=2*mu/ (1+2*mu) ;
fu(l)=bu(l)/ (1+2*mu) ;
for k=2:M

eu (k)=mu/ (1+2*mu-mu*eu (k-1)) ;

fu (k)= (bu(k)+mu*fu(k-1))/ (1+2*mu-mu*eu (k-1)) ;
end
u(M+2,3)=(bu (M+1l)+2*mu*fu (M) )/ (1+2*mu-2*mu*eu (M) ) ;
for k=M+1:-1:2

u(k,j)=fu(k-1)+eu(k-1)*u(k+1,7);

[}
e}

$%%%%%%final de la parte de u

VIl



for j=2:M+2
%Para cada i
for i=2:M+2

bv(i-1)=v(i,j)+dthalf*greac(i,j,u,v,gamma,b) +mv* (v

end
ev(l)=2*mv/ (1+2*mv) ;
fv(1l)=bv(l)/ (1+2*mv) ;
for k=2:M
ev(k)=mv/ (1+2*mv-mv*ev (k-1)) ;
fv (k)= (bv (k) +mv*fv (k-1))/ (1+2*mv-mv*ev (k-1)) ;
end
v (M+2,3)=(bv (M+1)+2*mv*fv (M) ) / (1+2*mv-2*mv*ev (M) ) ;
for k=M+1:-1:2
vi(k,j)=fv(k-1)+ev (k-1)*v (k+1,7);

o

clear fu fv bu bv
% Condiciones de flujo nulo
for k=1:M+3
u(l,k)=u(3,k);
u(k,1l)=u(k,3);
u(M+3,k)=u(M+1, k) ;
u(k,M+3)=u(k,M+1) ;
v(l,k)=v(3,k);
vi(k,1)=v(k,3);
v (M+3,k)=v(M+1, k) ;
v (k,M+3)=v(k,M+1) ;

%Para cada i
for j=2:M+2
bu(j-1)=u(i,j)+dthalf*freac(i,j,u,v,gamma,a)+mu* (u

end
fu(l)=bu(l)/ (1+2*mu) ;
for k=2:M

fu (k)= (bu(k)+mu*fu(k-1))/ (1+2*mu-mu*eu (k-1)) ;
end
u(i,M+2)=(bu (M+1l)+2*mu*fu(M))/ (1+2*mu-2*mu*eu (M) ) ;
for k=M+1:-1:2

u(i,k)=fu(k-1)+eu(k-1)*u(i, k+l);

para v

for i=2:M+2
for j=2:M+2
bv(j-1)=v(i,j)+dthalf*greac(i,j,u,v,gamma,b) +mv* (v

end
fv(1l)=bv(l)/ (1+2*mv) ;
for k 2:M
v (k)= (bv (k) +mv*fv (k=1))/ (1+2*mv-mv*ev (k-1)) ;
end

v (i,M+2)=(bv (M+1l)+2*mv*fv (M))/ (1+2*mv-2*mv*ev (M) ) ;
for k=M+1:-1:2
v(i,k)=fv(k-1)+ev (k-1)*v (i, k+1l);

t%final de la parete de v
GRAFICADO

colormap (gray)
diff=u(2:M+2,2:M+2) /ul;

surface (x,y,diff, 'FaceColor', 'texturemap', 'EdgeColor',

355final de la parte para u

(il

(i+1,9) -2*u

(i+1,3)

J41) —2%v (i,

'none’'

%$%%final de la primera parte para v
SEGUNDO PASO DEL METODOS ADI

(i

-2*v (i,

)

J)+v(i,3-1));

fJ)tu(i=1,3));

J)+v(i-1,3));



axis([0,long, 0, longl)
M2 (ff)=getframe;
ff=£ff+1;

oo

$%%%%Las subrutinas freac.m y greac.m son las mismas que antes

PROGRAMA 5. ELEMENTO FINITO (SOLO LA RUTINA
PRINCIPAL)

%$%%DATOS DE LA MALLA

(" \n Tipo de elemen:l=cuadrado, 2=triangulo \n')

\n normal 0, trapecio 1, simpson 2 1 \n')TIPO DE INTEGRACION
PAR+AMETROS TEMPORALES

1000.0;

e
5%%%%555005

floor (Ttotal/dt)+1
$%%%%%%%5%%coeficientes de difusion PARA U Y V RESPECTIVAMENTE

°c= ol
o~
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o
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e

=
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oo -

datosMallaleta3

0.0;
0.0;

<

_ant=ul0+.05*1* (-1+2.*rand (nnt, 1)) ;
v0+.05*1* (-1+2.*rand (nnt, 1)) ;

22%%%%%%%%%%%%%%%%%%5%GRAFICACION

colormap (gray)
DibujaSol (x,g,u_ant)
title('condicion inicial');

$%%%%% CREACION DE LOS DATOS PARA EL ELEMENTO DE REFERENCIA
% Numero de puntos de Gauss
switch tipoelem
case 1
ngaus=4;
case 2
switch cuadra



case 0
ngaus=1;
case 1
ngaus=3;
case 2
ngaus=3;
end

end
Determinacion de la cuadratura y funciones de forma

coo

ospg, pespgl=Cuadratura (ngaus, tipoelem, cuadra) ; $%%gtriangularizacion
Nxi, Neta]—FuncForm(pospg,tipoelem,ngaus);%%°func1ones de forma

M] = CreMat (x,9,pespg,N,Nxi,Neta,nni,ne,nne,ngaus, lm) ;
pardmetros para la nueva ecuacién elitica
elipdiffu=diffu*dt;
elipdiffv=diffv*dt;
Ku=sparse (Mtelipdiffu.*K) ;
Kv=sparse (M+telipdiffv.*K) ;
55%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%55
22222222222 ITERACION TEMPORAL
for nms=1:Ntotal
%Para u
Fu=CreaFMat (%, g, pespg,N,Nxi,Neta, nni,ne,nne,ngaus,lm ,u_ant,v_ant,dt,
ned, ed);
uhaux=Ku\Fu; % solucidn aproximada nodos interiores
% retorna a la numeracidén global
for i=1l:nnt
ind=1lm (i) ;
if ind ~= 0
h(i) =

oo
oo~
o°

1,elipdiffu,

uhaux (ind) ;
end
end
u_ant=uhaux;
$%%%resolucion ahora para v
Fv=CreaFMat (%, g,pespg,N,Nxi,Neta,nni,ne,nne,ngaus, lm ,u _ant,v _ant,dt,
2,elipdiffv, ned, ed);
vhaux=Kv\Fv;
for i=l:nnt
ind=1lm (i) ;
if ind ~= 0
uh (1) = vhaux (ind) ;
end
end
v_ant=vhaux;
%%%%generacion del video
if mod(nms, 100)==
nms
clf
colormap (gray)
DibujaSol (x,g,uh')%$%%%graficacion
s (ff)=getframe;
ff=ff+1;
end
end %%%del for para el tiempo
SE OMITEN TODAS LAS SUBRUTINAS PUES OCUPAN MUCHO ESPACIO.
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