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1



I

Dedicado a
mis padres:

Virgilio Piedra e Irma Tavira.
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Introducción

Con el fin de resolver problemas en geometrı́a algebraica enumerativa, uno trabaja
con varias clases de espacios de parámetros o espacios de módulos. La idea básica es la
siguiente: estamos interesados en el comportamiento de cierta colección Xα de objetos
geométricos de un espacio proyectivo Pn; estos pueden ser por ejemplo subvariedades ce-
rradas de una variedad fija, colecciones de n puntos distintos, ordenados sobre una variedad
fija, u objetos más generales tales como curvas no singulares de género fijo, curvas no sin-
gulares de género y grado fijo, etc. Intentamos encontrar un espacio H que parametrize a
estos objetos: esto significa que un punto de H corresponde a uno de estos objetos, una
curva sobre H corresponde a una variación no singular de una familia de dimensión 1 de
objetos, etc. La correspondencia es supuesta natural o funtorial en el siguiente sentido:
podemos considerar un funtor F de variedades a conjuntos, diciendo que F (V ) es el con-
junto de familias de objetos indexados por la variedad V . Entonces se requiere que exista
un isomorfismo natural del funtor F al funtor Hom(–,H).

Un importante concepto en geometrı́a algebraica es el de ciclos. La teorı́a clásica Chow
se remonta a las primeras decadas del siglo XX. En la visión moderna con esquemas de
Grothendieck la cuestión natural es ¿cuándo la variedad de Chow(X) puede ser extendida
a un esquema de Chow?, por ejemplo si los ciclos de un esquema algebraico con ciertas
condiciones tienen estructura de esquema. La construcción clásica también es problemáti-
ca, ya que la construcción de la variedad de Chow depende del encaje de X en un espacio
proyectivo. Además, no es claro cual funtor es el que el esquema de Chow podrı́a repre-
sentar.

En un trabajo conjunto con van der Waerden en 1936 [10], Chow asocia a cada subva-
riedad proyectiva de un grado dado en un espacio proyectivo fijo un polinomio homogéneo
de tal forma que los coeficientes de este polinomio, son las coordenadas de Chow de la
variedad en consideración, y al variar las variedades de un grado dado en el mismo espacio
proyectivo, definen una variedad algebraica: la variedad de Chow. En el desarrollo posterior
de la geometrı́a algebraica, las coordenadas de Chow o la variedad de Chow fueron reba-
sadas por la construcción por Grothendieck de los esquemas de Hilbert de (sub)variedades
(cerradas) con el mismo polinomio de Hilbert. La versatilidad y funtorialidad de esta cons-
trucción dió a los esquemas de Hilbert una ventaja importante sobre las variedades de
Chow. Con el énfasis reciente en métodos efectivos, construcciones explı́citas como la de
la variedad de Chow han vuelto al interés de la geometrı́a. Actualmente podrı́a pensarse
que ninguna de las dos construcciones substituye a la otra y de alguna manera se comple-
mentan. Aspectos funtoriales son mejor vistos con esquemas de Hilbert. Especializaciones
son mejor tratadas con variedades de Chow.

El objetivo principal de este artı́culo es describir la variedad de Chow que parametriza
1-ciclos de grado 3 en el espacio proyectivo de dimensión 3, P3. Para lograr lo antes dicho,
hemos dividido el presente trabajo en tres capı́tulos, los cuales a modo de resumen regis-
tran lo siguiente: en el Capı́tulo 1 presentamos como inicio, la construcción de la variedad
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VI Introducción

de Chow. Posteriormente los resultados generales acerca de esta variedad, los ejemplos
conocidos de variedades de Chow que servirán de motivación para este artı́culo, ası́ co-
mo algunos resultados básicos acerca de esquemas de Hilbert con polinomio de Hilbert
p(m) = dm − g + 1, donde d y g son respectivamente, el grado y género de la curva que
parametrizan éstos. En el Capı́tulo 2 exponemos prácticamente el artı́culo al cual esta dedi-
cado ese trabajo, es decir, mediante la aplicación del morfismo birracional Hilbert-Chow, y
usando estratificaciones de las componentes de Hilbert correspondientes a las componentes
de la variedad de Chow que parametriza 1-ciclos de grado 3 en P3, damos una descripción
básicamente completa de la variedad de Chow en cuestión. Las estratificaciones de las
correspondientes componentes Hibert se logran mediante especializaciones o lı́mites pla-
nos de familias de curvas que parametrizan estas componentes. Finalmente, en el tercer
capı́tulo proponemos algunos resultados conjeturales que podrı́an ser logrados a partir de
la motivación existente acerca de variedades de Chow, y de los resultados obtenidos en este
artı́culo.

A lo largo de este trabajo, todas las variedades (o esquemas) estarán definidas so-
bre un campo algebraicamente cerrado K de caracterı́stica cero, y x0, x1, x2, x3 serán las
coordenadas proyectivas de P3 cuando tengan que usarse.



Capı́tulo 1

La construcción de la variedad de Chow

Antes de dar inicio con la construcción de las coordenadas de Chow y de la variedad
de Chow, es importante enfatizar que las coordenadas de Chow y la variedad de Chow son
generalizaciones naturales de las coordenadas de Plücker para la variedad Grassmanniana
G(m,n), pensándola a esta como la variedad dada por las subvariedades lineales de dimen-
sión m del espacio proyectivo Pn. Entonces, la variedad de Chow, la cual denotaremos por
Cm,d(Pn) es la variedad dada por las subvariedades de dimensión m y grado d en Pn, es
decir, los puntos de Cm,d(Pn) corresponden a los ciclos de dimensión m y grado d en Pn.
Las coordenadas de Chow de un ciclo irreducible Z de grado d y dimensión m se definen
tomando la intersección de Z con subespacios lineales W ⊂ Pn de codimensión m. Cuan-
do W está en posición general, la intersección Z ∩W es un conjunto finito de d puntos.
Entonces, las coordenadas de estos d puntos son funciones algebraicas de las coordenadas
de Plücker correspondientes a W ∈ G(n−m,n); se toma entonces una función simétrica
de estas funciones algebraicas, un polinomio homogéneo conocido como la forma de Chow
de Z. Ası́, las coordenadas de Chow de Z son los coeficientes de este polinomio o forma
de Chow. Estas coordenadas definen un punto en el espacio proyectivo correspondiente a
todas estas formas. La cerradura de este conjunto de puntos es la variedad de Chow. Una
caracterı́stica interesante de la variedad de Chow, es que aparte de su existencia no es fácil
decir algo más al respecto, y de hecho parece en general un objecto intratable. Por ejemplo,
incluso en casos más simples (m = 1 y grado pequeño), las siguientes preguntas parecen
ser bastante difı́ciles:

¿Cuál es la dimensión de una componente de la variedad de Chow?
¿Dado un punto en la variedad de Chow, cuál es el espacio tangente de la variedad
de Chow en ese punto?

Las siguientes son definiciones básicas acerca de la construcción de la variedad de
Chow.

Definición 1.1. Sea V una variedad de dimensión n sobre el campo K. Una subvariedad
irreducible W ⊆ V de dimensión m (m ≤ n) se llama un ciclo primo o irreducible de V .
Sea Z∗(V ) el módulo libre abeliano generado por todos los ciclos irreducibles de V . En-
tonces, Z∗(V ) =

⊕
r≥0 Zr(V ), donde Zr(V ) denota el grupo libre abeliano generado por

los ciclos irreducibles de V de dimensión r (los elementos de este grupo se llaman ciclos
homogéneos, ciclos puros de dimensión r, o r-ciclos). Ası́ pues, los elementos de Z∗(V )
son sumas formales v =

∑
αmαVα donde solamente un número finito de multiplicidades

mα son distintos de cero y Vα es una subvariedad irreducible de V . Las componentes de un
ciclo v son las Vα con coeficientes distintos de cero. El soporte del ciclo v =

∑
αmαVα es

la unión de las componentes Vα, y esta unión resulta ser una variedad (no necesariamente
irreducible). Si X es una variedad tal que las componentes de v están contenidas en X ,
decimos que v está soportada en X .

1



2 La construcción de la variedad de Chow

Definición 1.2. Un ciclo es llamado positivo (o efectivo) si todos sus coeficientes son
positivos. Si v y v′ son ciclos de V y v−v′ es positivo, escribimos esto diciendo que v > v′.
La parte positiva y negativa de v son v+ =

∑
mα>0mαVα y v− =

∑
mα<0(−mα)Vα,

respectivamente. Esto nos da una composición canónica de v como ciclos positivos v =
v+ − v−.

Dado un encaje proyectivo V ↪→ Pn, cualquier ciclo de dimensión r, viene acom-
pañado de un grado, éste se define en la siguiente:

Definición 1.3. El grado de un ciclo v =
∑
αmαVα soportado por una variedad proyectiva

V es la suma
∑
αmαdα, donde dα es el grado de Vα en V .

A continuación veremos que a cada ciclo v =
∑
αmαVα es posible asociarle una

hipersuperficie irreducible.
SiX ⊂ Pn−1 es una subvariedad irreducible de dimensión k−1 y grado d. Sea Z(X)

el conjunto de todos los subespacios proyectivos L en Pn−1 de dimensión n − k − 1 que
intersectan a V . Ésta es una subvariedad en la Grassmaniana G(n− k, n) que parametriza
todos los subespacios proyectivos de dimensión n − k − 1 en Pn−1. Se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 1.4. La subvariedad Z(X) es una hipersuperficie irreducible de grado d en la
Grasmaniana G(n− k, n).

Demostración. La variedad Z(X) está incluida en el diagrama

Z(X)
q← B(X)

p→ X,

donde B(X) = {(x, L) : x ∈ L} ⊆ X × G(n − k, n) ⊆ Pn−1 × G(n − k, n) es
la correspondencia de incidencia. Las proyecciones q y p son dadas naturalmente por:
q(x, L) 7→ L y p(x, L) 7→ x, respectivamente. En general el subespacio proyectivo de
dimensión n − k − 1 que intersecta a X , lo hace solamente en un punto. Por lo tanto, q
es un isomorfismo birracional. La proyección p es una fibración Grasmaniana, es decir, la
fibra de p para cada punto x ∈ X es isomorfa a la Grasmaniana G(n− k − 1, n− 1). Ası́,
si X es irreducible, entonces lo es B(X) y por tanto Z(X). Además tenemos que

dimZ(X) = dimB(X) = (n− k − 1)k + (k − 1) = k(n− k)− 1

= dimG(n− k, n)− 1.

Esto prueba que Z(X) es una hipersuperficie en G(n − k, n). Para encontrar el grado
de Z(X) escojemos una bandera genérica N ⊂ M ⊂ Pn−1 de subespacios proyectivos
tal que dimN = n − k − 2, y dimM = n − k, y contamos el número de subespacios
L ∈ Z(X) de dimensión n − k − 1 que satisfacen la relación N ⊂ L ⊂ M . Puesto
que el grado de X es d, entonces la intersección M ∩X contendrá tı́picamente d puntos,
digamos x1, . . . , xd. El subespacio L ∈ Z(X) que contiene a N y está contenido en M
será generado proyectivo por N y xi. Ası́, el número es igual a d, como se querı́a. �

Se llamará aZ(X) la hipersuperficie asociada deX . Si B =
⊕

m≥0 Bm es el anillo de
coordenadas bajo el encaje de Plücker, de la Grassmaniana G(n − k, n), entonces Z(X)
[18, Proposición 2.1, (b)] es definido por los ceros de algún elemento RX ∈ Bd el cual
es único salvo un factor constante. El polinomio RX puede ser representado como una
función polinomial RX(f1, ..., fs) en los coeficientes de s formas lineales indeterminadas
f1, f2, ..., fs sobre Cn (o más precisamente, en los coeficientes cij de fi =

∑
cijxj) las

cuales se anulan siempre que el subespacio proyectivo {f1 = · · · = fk = 0} de Pn−1

intersecta a X . Además, el polinomio RX(f1, ..., fs) se puede escribir [18, Ejemplo 4.4]
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como un producto alternante de determinantes de alguna matriz cuyas entradas dependen
linealmente de los coeficientes de los fi. La propiedad homogénea de RX(f1, ..., fs) es: si
g = (gij) es una matriz en GL(k), se tiene que

RX(g11f1 + · · ·+ g1kfk, . . . gk1f1 + · · ·+ gkkfk) = det(g)dRX(f1, . . . , fk)

donde d es el grado de X . El espacio de polinomios con esta propiedad lo denotamos por
Bd.

Definición 1.5. El elemento RX ∈ Bd mencionado arriba es llamado la forma Chow de la
variedad X .

Si escogemos una base para Bd, podemos sociarle aX la colección de coordenadas del
vector RX respecto a esta base. Estas coordenadas serán llamadas las coordenadas Chow
de X . En [18, Subsección C, pág. 102] se puede ver que la variedad X se puede recuperar
apartir de sus coordenadas Chow, es decir, apartir del vector RX .

En general, si X =
∑
αmαVα es un ciclo algebraico efectivo de dimensión k − 1 y

grado d en Pn−1, definimos la forma Chow de X como

RX =
∏

RmαVα ∈ Bd,

donde RVα es la forma Chow de Vα. Las coordenadas del vector RX son llamadas las
coordenadas de Chow de X .

Enseguida presentamos algunos ejemplos de hipersuperficies asociadas y formas Chow.

Ejemplo 1.6. Sea X ⊂ P3 el eje x, y consideremos K = C. Si expresamos a X en
términos de ecuaciones paramétricas, resulta que X = [s : 0 : 0 : t]. Por definición
Z(X) es el conjunto de todos los subespacios de dimensión 2 en C4 que intersectan al
eje x. Sea V ∈ Z(X) ⊂ G(2, 4). Entonces podemos escribir a V de la siguiente forma
V = (a1s+ a2t, b1s+ b2t, c1s+ c2t, t). Luego, tenemos dos casos: (1) si V ∩X = {∞},
entonces se tiene que t = 0 y como consecuencia V = (a1s, b1s, c1s, 0). Además, tenemos
que (a1s, b1s, c1s, 0) = (s, 0, 0, 0). Ası́, b1 = c1 = 0 y también a1 = 1. Por lo tanto,
V = (s, b2t, c2t, t); (2) si V ∩X 6= {∞}, haciendo s = 0 resulta que cuando se intersecta
V con X , se obtiene que (a2t, b2t, c2t, t) = (0, 0, 0, t). Por lo tanto, b2 = c2 = 0. Ası́,
V = (a1s+ a2t, b1s, c1s, t).

Por lo tanto, tenemos dos tipos de planos que intersectan a X , a saber,

V1 = (1, 0, 0, 0)s+ (0, b2, c2, 1)t, y V2 = (a1, b1, c1, 0)s+ (a2, 0, 0, 1)t.

Luego, V1 = 〈(1, 0, 0, 0), (0, b2, c2, 1)〉 y V2 = 〈(a1, b1, c1, 0), (a2, 0, 0, 1)〉. Usando las
coordenadas de Plücker podemos encajar a V1 y a V2 en P5. Entonces, tenemos que

V1 ↪→ b2p12 + c2p13 + p14, y V2 ↪→ −a2b1p12 − a2c1p13 + a1p14 + b1p24 + c1p34,

donde los pij son las coordenadas de Plücker. Ahora deseamos encontrar el ideal que de-
fine a Z(X). El plano V1 se anula sobre el ideal I1 = (x3, x4, x5, b2x0 − c2x1 − x2).
Sin embargo, como esto debe ser cierto para todo b2, c2, se sigue que I1 = (x3, x4, x5).
Similarmente tenemos que V2 se anula sobre el ideal I2 = (x3). Por lo tanto, el polinomio
definido por Z(X) es x3 ∈ B1. Ası́, la forma Chow para X es RX = x3.

Ejemplo 1.7. Sea C una curva irreducible de grado d en P3. Su hipersuperficie asociada
es la variedad de todas las rectas que intersectan a C. En (P3)∗ × (P3)∗ consideramos
el conjunto V (C) de todos los pares de planos (H,H ′) tales que H ∩ H ′ ∩ C 6= ∅. El
conjunto V (C) es una subvariedad de dimensión 5 en (P3)∗ × (P3)∗, y por lo tanto es
definido por un polinomio bihomogéneo, RC(u, v) en las variables u = (u0, u1, u2, u3) y
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v = (v0, v1, v2, v3). Como RC(u, v) es determinado (salvo por un multiplo escalar) por
la curva C, éste es la forma Chow de C. Por razones de simetrı́a, el grado de RC(u, v) en
los dos conjuntos de variables es el mismo y no es difı́cil ver que coincide con el grado de
la curva C. Por lo tanto, a la curva C le asociamos el punto Chow [RC(u, v)] ∈ P(Vd,d),
donde P(Vd,d) es el espacio proyectivo asociado al espacio vectorial Vd,d := H0((P3)∗ ×
(P3)∗,O(d, d)) de polinomios bihomogéneos en u, v de bigrado (d, d).
Más generalmente, si C es un ciclo algebraico efectivo de dimensión 1 en P3, es decir,
si C es la suma de componentes irreducibles C1, ..., Cn, contando con multiplicidades
m1,m2, ...,mn, entonces la forma Chow de C es, por definición, RC =

∏
fmiCi

, y el
punto de Chow es definido por [RC ].

Ejemplo 1.8. Sea X una hipersuperficie en Pn−1. La Grasmaniana G(n− k, n) coincide
con Pn−1 y la hipersuperficie asociada Z(X) coincide con X .

En general, no es fácil calcular la forma Chow de variedades. En [26, Capı́tulo 4] se
expone un método para calcular formas Chow.

El siguiente resultado es un teorema debido a Chow y van der Waerden.

Teorema 1.9. La aplicación X 7→ RX define un encaje de Ck−1,d(Pn−1) en el espacio
proyectivo P(Bd) como una variedad algebraica cerrada.

Demostración. Ver [18, C, págs. 126-131].
La variedad Ck−1,d(Pn−1) con la estructura algebraica definida por el encaje del Teo-

rema 1.9 es llamada la variedad de Chow y su encaje en P(Bd) es llamado en encaje de
Chow.

Una observación que podemos hacer es que, una parametrización de tipo Chow es
bastante insensible, y esto queda manisfestado en el hecho de que un punto sobre una
variedad de Chow correspondiente a una curva C, en general aparte de la multiplicidad
no se ve afectada por ninguna componente de dimensión cero de C, puntos incrustados,
o estructuras de esquemas no reducidos. Esta observación pudiese ser ya, una ventaja o
desventaja en contraste con el esquema de Hilbert.

En este trabajo, estaremos interesados particularmente en estudiar 1-ciclos de grado 3
en P3, es decir, curvas de grado 3 en P3. En la siguiente sección se presentan algunos resul-
tados generales de varianza topológica de la variedad de Chow, tomando en consideración
la caracterı́stica del campo K.

1.1. Resultados generales sobre la variedad de Chow
En [1], Angéniol muestra que los ciclos de codimensión p de un esquema X son

parametrizados por un espacio algebraico Cp(X). Esto es bajo la condición de que X
sea un esquema separado de dimensión pura n sobre un esquema base afı́n con campos
residuales de caracterı́stica cero, y que X sea un subesquema cerrado de un esquema no
singular. Cuando X es una variedad sobre C, Angéniol también prueba que Cp(X) es un
esquema y que el esquema reducido asociado es isomorfo a la variedad de Chow dada por
la construcción clásica.

Como la construcción de la variedad de Chow Cr,d(X) depende del encaje de X en
algún espacio proyectivo Pn, es común denotar a ésta como Cr,d(X, ι), donde ι : X ↪→ Pn
es el encaje dado.

En [31], Nagata muestra que cuando X es una variedad normal, existe un encaje ι tal
que C0,d(X, ι) es normal. Cuando el campo K es de caracterı́stica cero cualquier encaje
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es suficiente, pero cuando K es de caracterı́stica positiva, no es cierto que C0,d(X, ι) es
siempre normal. Ası́, en caracterı́stica positiva, la variedad de Chow depende del encaje
ι, incluso para 0-ciclos. Por ejemplo, en [31] se prueba que la variedad de Chow de ci-
clos de dimensión cero y grado dos en P3 sobre Z2 no es normal, pero hay un encaje en
algún PN tal que la variedad de Chow es normal. Entonces estas dos variedades no pueden
ser isomorfas como conjuntos algebraicos. Este análisis muestra que (en general) la cons-
trucción de las variedades de Chow en la categorı́a de conjuntos algebraicos y morfismos
algebraicos no es posible. Por lo tanto, esto hace que la definición de variedad de Chow
de ciclos de una variedad X dependa del encaje ι. Una breve discusión sobre este punto
y una reproducción de los ejemplos de Nagata pueden ser encontrados en [27, Capı́tulo I,
Ejemplo 4.2].

Dados dos encajes ι : X ↪→ Pn y ι′ : X ↪→ Pn′ de una variedad X , existe una
biyección canónica ϕ : Cr,d(X, ι) −→ Cr,d(X, ι′). La aplicación ϕ manda una forma de
Chow Fv ∈ Cr,d(X, ι), correspondiente al ciclo v =

∑n
i=1 niι(Vi), a la forma de Chow

ϕ(Fv) = Fv′ correspondiente al ciclo v′ =
∑n
i=1 niι

′(Vi). En [25] se demuestra que ϕ
es un homeomorfismo de espacios topológicos. Ası́, Cr,d(X, ι) es independiente del encaje
salvo homeomorfismo.

En [25], Hoyt ha generalizado el resultado de Nagata. Él demuestra que existe un
encaje ι : X ↪→ Pn tal que para cualquier encaje ι′ : X ↪→ Pn′ , el homeomorfismo
canónico ϕ : Cr,d(X, ι) → Cr,d(X, ι′) es un morfismo finito de variedades. Luego, es
posible ver que Cr,d(X, ι) es independiente de la elección del encaje ι con esta propiedad y
es entonces una variedad de Chow universal de X . Todos estos resultados se cumplen para
campos algebraicamente cerrados, pero es posible generalizar a cualquier campo.

CuandoX es una variedad sobre C de dimensión pura n, Barlet [2] ha mostrado que la
variedad de Chow es independiente del encaje salvo isomorfismo de variedades. De hecho,
Barlet construyó un espacio analı́tico, denotado por Bp(X), el cual parametriza ciclos de
codimensión p, y prueba que éste es isomorfo a la variedad de Chow Cpd(X, ι) [2, Capı́tulo
IV, Teorema 7].

Como la variedad de Chow no disfruta de manera general de una buena descrip-
ción funtorial, las descripciones de las correspondientes familias de ciclos y la estruc-
tura infinitesimal no son bien comprendidas. Una familia de ciclos, parametrizada por
una variedad T , es una colección de ciclos {Zt}t∈T sobre X , continua. Una interpreta-
ción natural de continuidad es que, se requiere que {Zt} sea inducida por un morfismo
T → Cr,d (X ↪→ Pn). Tal familia es representada por un ciclo Z sobre X × T . Sin em-
bargo, resultan serios problemas con este enfoque: (1) como X depende del encaje en un
espacio proyectivo (en caracterı́stica positiva), entonces no se tiene una buena noción de
continuidad. (2) el ciclo Z que representa a la familia {Zt} no es plano. (3) es desea-
ble tener una noción de familias de ciclos sobre esquemas no reducidos. En particular, es
importante tener una teorı́a infinitesimal para poder estudiar deformaciones de ciclos. La
construcción clásica de la variedad de Chow viene sin una estructura infinitesimal, esto es,
es una variedad y no un esquema. Por lo tanto, no es del todo claro lo que significa la frase:
una familia parametrizada por un esquema.

El tercer problema es de suma importancia. Una posible solución, estrechamente rela-
cionada a la construcción de la variedad de Chow, es representar familias de ciclos como
ciertas familias de divisores sobre una Grassmaniana que parametriza subespacios lineales
de dimensión complementaria. El método introducido por Barlet [2] es de una naturaleza
dual. En lugar de intersectar con subespacios, él estudia proyecciones sobre espacios afines
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de la misma dimensión del ciclo. Una familia es entonces un objeto, en su caso un ciclo Z
sobre X × T , el cual induce una familia de 0-ciclos sobre cualquier proyección.

Cuando el esquema parámetro T es no reducido, en general no hay un objeto, tan sim-
ple como un ciclo sobre X × T que induce una familia de 0-ciclos sobre cada proyección.
El método dado en [35] no requiere la existencia de tal objeto. En su lugar, una familia S
se define como una colección de 0-ciclos, indexada por todas las proyecciones que satis-
facen condiciones de compatibilidad. Bajo condiciones apropiadas sobre T y la familia S,
se pueden encontrar objetos geométricos simples, que inducen a esta familia. Por ejemplo,
si T es reducido, entonces S es representada por un ciclo Z sobre X × T (como antes).
Si los ciclos de la familia S no tienen multiplicidad o son divisores, entonces existe un
subesquema Z sobre X × T que induce a S. Si T es de caracterı́stica cero, entonces S es
representada por su clase fundamental relativa. Angéniol [1], trabajando exclusivamente
en caracterı́stica cero, inicia del lado opuesto y define una familia como una clase, la clase
relativa fundamental e impone condiciones sobre esta clase para asegurar que induce un
0-ciclo sobre cada proyección. En el enfoque de Angéniol, la aplicación de la dualidad y
la teorı́a de residuos, requiere una teorı́a más profunda. Por otro lado, él es capaz de dar
una teorı́a de deformación para familias de ciclos y mostrar la representabilidad. En [35],
David Rydh crea un método técnico que tiene la ventaja de dar una definición con ma-
yor generalidad, sin asumir la proyectividad, la no singularidad, la caracterı́stica cero, etc.
También define un funtor contravariante Chowr,d(X) de esquemas a conjuntos tal que su
restricción a esquemas reducidos es representado por la variedad Cr,d(X ↪→ Pn), para un
encaje proyectivo suficientemente amplio.

Una exposición sobre la variedad de Chow en caracterı́stica positiva se puede ver en
[27, Capı́tulo 1, Sección 1.4].

1.2. Ejemplos conocidos de variedades de Chow
En la literatura se sabe en particular que, la variedad de Chow C1,d(P3) de 1-ciclos

de grado d en P3 tiene una componente irreducible, digamos Rd, de dimensión 4d, cuyo
miembro genérico es una curva racional no singular. Además, el punto Chow de cualquier
espacio curva irreducible con grado d y género geométrico cero pertenece a Rd. Excepto
para el caso cuando d = 1 ó 2, muy poco se sabe sobre esta variedad. En [6], Coray hace un
estudio enumerativo de la variedadRd. Schubert [36] y Todd [37] estudiaron el caso d = 3
de cúbicas alabeadas sujeta a varias restricciones. En [6] se prueba que las curvas que pasan
a través de un punto dado en P3 describen una subvariedad de codimensión 2 enRd y que
las curvas que cortan a una recta dada l ⊂ P3 son representadas enRd por una subvariedad
de codimensión 1. Respecto a la cuestión enumerativa, si Pαlβ denota el número de curvas
racionales de grado d que pasan a través de α puntos dados y cortan a β rectas dadas en
P3, en [6] Coray prueba que los números Pαlβ son finitos (pero posiblemente igual a cero)
si 2α+ β = 4d.

Entonces, de acuerdo a lo anterior, veremos que los primeros ejemplos interesantes de
variedades de Chow son dados por curvas de grado d en P3. Este caso se remonta desde
1848 por Cayley [4].

Ejemplo 1.10. La variedad de Chow Cr−1,1(Pn−1) es la Grasmaniana G(r − 1, n − 1),
y su encaje Chow coincide con el encaje de Plücker. Luego, Si d = 1, n = 4, y r = 2,
entonces la variedad de Chow parametriza rectas en P3, y es isomorfa a la Grassmaniana
de rectas en P3, G(1, 3) ⊂ P5 (una hipersuperficie cuádrica) mediante el encaje de Plücker
[38].
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Ejemplo 1.11. La variedad de Chow Cn−2,d(Pn−1) parametriza ciclos de grado d y co-
dimensión 1 en Pn−1, es decir, parametriza hipersuperficies en Pn−1. La forma Chow
de una hipersuperficie irreducible es justamente su ecuación, es decir, un polinomio irre-
ducible homogéneo de grado d en n variables. Los ciclos algebraicos de codimensión 1
corresponden a todos los polinomios (irreducibles o no) homogéneos distintos de cero, de
grado d. Por lo tanto, la variedad de Chow Cn−2,d(Pn−1) es el espacio proyectivo de tales
polinomios, es decir,

Cn−2,d(Pn−1) = PN−1, donde N =

(
n+ d− 1

d

)
.

Las ideas dadas para el siguiente ejemplo son tomadas de [23, pág. 275] y para ello
necesitamos la siguiente definición:

Definición 1.12. Una contracción ϕ : X −→ Z es una aplicación propia de variedades
normales irreducibles con fibras conexas. El lugar excepcional Exc(ϕ) := E de una con-
tracción birracional ϕ es el subconjunto más pequeño de X tal que ϕ es un isomorfismo
sobre X\E. Si la codimensión de E es mayor o igual a dos, entonces ϕ se llama una
contracción pequeña.

Nota: Si ϕ es una contracción pequeña, entonces la imagen ϕ(E) es singular en Z.
En efecto, un argumento debido a D. Chen corre como sigue: si Z fuera suave (o normal)
entonces uno puede definir teorı́a de intersección sobre Z. Si z en ϕ(E) es un punto ge-
neral, entonces tomamos una curva C contenida en ϕ−1(z). Como ϕ es una contracción
pequeña, ϕ preserva cualquier cosa en codimensión 1 (ϕ es un isomorfismo en codimen-
sión 1, es decir, el lugar excepcional en ϕ es de codimensión 2 o mayor), en particular,
ϕ∗ϕ∗D = D para una clase de divisor D sobre X . Entonces el producto intersección
C·D = C·ϕ∗ϕ∗D = ϕ∗C·ϕ∗D = 0, donde hemos utilizado la fórmula de proyección y
que ϕ∗C = 0 debido a que C es contraida. Pero esto resulta imposible, por ejemplo, si D
es una clase de divisores amplios.

Ejemplo 1.13. La variedad de Chow C1,2(P3) es una variedad conexa con dos componen-
tes irreducibles de dimensión 8, en P19. Debido a que los ciclos deben ser de dimensión
pura, una componente, digamos C parametriza cónicas planas y la otra componente, diga-
mos C′ parametriza un par de rectas oblicuas. Ahora bien, como tanto una cónica plana
como un par de rectas oblicuas especializan a un par de rectas incidentes (Sección 2.1 y
Sección 2.2), entonces un par de rectas incidentes, y por lo tanto una recta doble deben
estar en la intersección de las componentes C y C′.

Una manera de calcular la dimensión de la componente C es la siguiente: sea P el
conjunto de todas las cónicas en P2. Si las coordenadas están dadas por x, y, z, entonces
una cónica C está determinada salvo un escalar por una ecuación cuadrática de la forma

a0x
2 + a1y

2 + a2z
2 + a3xy + a4yz + a5zx = 0.

En otras palabras, una curva de grado dos queda completamente determinada por los coefi-
cientes a0, a1, a2, a3, a4, y a5. Tal ecuación determina un punto proyectivo [a0 : a1 : a2 :
a3 : a4 : a5] ∈ P5, y recı́procamente, cualquier punto de P5 determina un único polinomio
cuadrático (salvo escalares). Ası́, el espacio de parámetros de todas las cónicas en P2 es
P = P5. Los puntos correspondientes a cónicas degeneradas (par de rectas) forman una
hipersuperficie en P5, y los puntos correspondientes a rectas dobles forman una subvarie-
dad de dimensión 2, en esta hipersuperficie. Ası́ pues, la dimensión de componente C es
8.
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Por otro lado, dado que una recta en P3 depende de 4 parámetros, entonces la di-
mensión de la componente C′ es también 8. La variedad C1,2(P3) tiene una descripción
relativamente fácil en esta componente, es decir, la componente C′ que parametriza un par
de rectas disjuntas es isomorfa al producto simétrico Sym2G(1, 3) [23, pág. 275]. Apli-
cando en Teorema 3.2, se sigue que la variedad proyectiva Sym2(G(1, 3)) es singular a lo
largo de la diagonal. En la Figura 1 se presenta la idea (geométrica) intuitiva de la variedad
de Chow C1,2(P3).

Figura 1. La variedad C1,2(P3) = C ∪ C′ .

Para una recta L en P3 uno puede montar una infinidad de estructuras de rectas dobles
(en el sentido de esquemas de Hilbert) sobre dicha recta [32, Proposición 1.4]. Esto último
se logra dando una dirección normal a cada punto de la recta L. Por ejemplo, una recta
doble de genéro −1 con soporte x0 = x1 = 0, tiene ideal

(x2
0, x0x1, x

2
1, x0(ax2 + bx3) + x1(cx2 + dx3)).

Si variamos los parámetros a, b, c, d se obtienen diferentes estructuras de esquemas sopor-
tadas en L. La variedad de Chow, para cualquier caso, registra solamente el punto 2L. Por
lo tanto, desde el punto de vista de Chow la dimensión del espacio de rectas dobles en P3

es 4, ya que la variedad de Chow sólo reconoce a la recta reducida. Una generalización de
la clasificación de rectas dobles presentada en [32, Proposición 1.4], aparece en [8, Lema
2.1].

Usando el morfismo Hilbert-Chow (éste se definirá en el Capı́tulo 3) y la idea dada en
[33], se puede ver que los abiertos densos de las componentes C y C′ son no singulares.
En efecto, dado que una cónica plana no singular C es la intersección de un plano y una
superficie no singular de grado 2, su gavilla normal es de la forma

NC/P3 = OC(2)⊕OC(1).

Por lo tanto, del teorema de Riemman Roch se sigue que

h0(C,NC/P3) = h0(C,OC(2)⊕OC(1)) = h0(C,OC(2)) +h0(C,OC(1)) = 5 + 3 = 8.

Esto prueba que el abierto de cónicas no singulares de la componente C, es no singular.
Ahora, si W = L1 ∪L2, donde L1 y L2 son dos rectas disjuntas en P3, entonces la gavilla
normal de W es

NW/P3 = NL1∪L2/P3 = [OL1
(1)⊕OL1

(1)]⊕ [OL2
(1)⊕OL2

(1)].
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Ası́, el teorema de Riemman Roch implica que

h0(W, NC/P3) = h0(W, [OL1(1)⊕OL1(1)]⊕ [OL2(1)⊕OL2(1)])

= h0(L1, [OL1
(1)⊕OL1

(1)]) + h0(L2, [OL2
(1)⊕OL2

(1)])

= 2 + 2 + 2 + 2 = 8,

y por tanto, el abierto denso en C′ es no singular.
La variedad de Chow C1,2(P3) es singular a lo largo del espacio de rectas de multipli-

cidad dos. Para tal hecho vamos a considerar la correspondencia de incidencia

Γ = {(C,H) : C ⊂ H} ⊂ C × (P3)∗,

junto con las las proyecciones π1 : Γ −→ C y π2 : Γ −→ (P3)∗, donde (P3)∗ es el
espacio dual de P3, es decir, el espacio de hiperplanos en P3. En la segunda proyección,
la fibra π−1

2 (H) sobre cada H ∈ (P3)∗ es isomorfa al espacio P5 de cónicas en el plano
H . De hecho con la topologı́a de Zariski, es posible demostrar que el morfismo π2 es
P5– fibrado sobre (P3)∗, [28, Teorema 3,4,1]. En particular, Γ es no singular (y por tanto
normal) y de dimensión 8 (dim Γ = dimπ−1

2 (H) + dimP3∗ = 5 + 3 = 8). El morfismo
π1 : Γ −→ C es birracional, pues una cónica plana general C ∈ C está sobre un único
plano H , pero este morfismo colapsa el lugar donde C = 2L es una recta de multiplicidad
2; especı́ficamente, para cada L ∈ G(1, 3) la subvariedad {(2L,H) : L ⊂ H} es aplicada
a un sólo punto de la componente C, a saber, al punto 2L. Sean E = {(2L,H) : L ⊂
H, H es cualquier plano en P3} ⊂ Γ y D = {2L : L es cualquier recta en P3} ⊂ C. La
dimensión de D es 4. Nótese que E tiene codimensión 3 en Γ. El morfismo π1 contrae
E a D, y la fibra sobre 2L es P1 (cada fibra parametriza planos H que contienen a L).
Entonces π1 es una contracción pequeña [5, Caso III, pág. 14]. Por lo tanto, la variedad C
será singular a lo largo de la imagen del lugar excepcional de la contracción pequeña, ver
la nota de la Definición 1.12.

Por otro lado, la identificación

C′ ∼= Sym2(G(1, 3)) = G(1, 3)×G(1, 3)/S2,

donde S2 es el grupo simétrico actuando sobre el producto por permutación de los facto-
res, implica que la componente C′ es normal. En efecto, como G(1, 3) es no singular (en
particular normal) entonces G(1, 3)×G(1, 3) es no singular (en particular normal). Luego,
el cociente de una variedad normal por un grupo finito resulta ser normal. Por lo tanto, el
producto simétrico Sym2(G(1, 3)) es normal, y por tanto lo es C′.

Por último, la igualdad C1,2(P3) = C ∪ C′ formalmente quiere decir que

C1,2(P3) = V (PChowConic) ∪ V (PChowLines),

donde PChowConic es el ideal primo homogéneo en Q[V ], donde V ∼= C21/C y cuya va-
riedad comprende las formas Chow de curvas irreducibles de grado 2 en P3. El ideal
PChowConic tiene codimensión 11 y grado 92, y es generado mı́nimamente por 21 cuádri-
cas y 35 cúbicas. El ideal radical PChowConic ∩ PChowLines tiene codimensión 11, grado
232 = 92 + 140, y es mı́nimamente generado por 230 cúbicas [3].

Ejemplo 1.14. La variedad de Chow C1,3(P3) que parametriza 1-ciclos de grado 3 en
P3, es una variedad equidimensional que contiene cuatro componentes irredecucibles de
dimensión 12 [18, Ejemplo 1.4]. Los miembros genéricos correspondientes a cada compo-
nente son:

(1) una cúbica plana no singular;
(2) una cúbica alabeada;
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(3) una cónica plana no singular unión una recta disjunta;
(4) tres rectas disjuntas.

Describir las cuatro componente de la variedad de Chow C1,3(P3) es la meta de esta tesis,
por tal motivo hemos dedicado todo el Capı́tulo 3 al estudio de esta variedad.

Por la clasificación de Hartshorne de curvas en P3 [22, IV.6], las posibilidades para un
1-ciclo de grado 3 en P3 son: una curva irreducible no singular, una recta unión disjunta una
curva cuadrática plana, o tres rectas disjuntas. Sin embargo, puesto que una curva cúbica
irreducible no singular en P3 es una curva cúbica plana o una cúbica alabeada (una curva
racional), entonces se sigue que la variedad C1,3(P3) sólo contiene cuatro componentes
irreducibles, cuyos puntos genérico son (1)− (4) antes mencionadas.

Hasta este punto uno podrı́a conjeturar que para cada grado d, la variedad de Chow
C1,d(P3) que parametriza 1-ciclos de grado d en P3 es equidimensional, de dimensión 4d.
Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que esta conjetura no es cierta.

Ejemplo 1.15. Consideremos la variedad de Chow C1,4(P3) de 1-ciclos de grado 4 en
P3. Esta variedad tiene varias componentes irreducibles correspondientes a cada una de las
posibilidades que puede ocurrir para un 1-ciclo de grado 4. Las posibilidades son:

(1) una curva irreducible de grado 4;
(2) una curva cúbica y una recta;
(3) dos curvas cuádricas;
(4) una curva cuádrica y dos rectas;
(5) cuatro rectas disjuntas.

Es claro de los ejemplos previos que las componentes en los casos (2) − (5) tienen di-
mensión 16. En efecto, como la dimensión del espacio de curvas cúbicas es 12 y una recta
depende de cuatro parámetros, se sigue que la componente correspondiente a (2) es de
dimensión 16; dado que el espacio de cuádricas es de dimensión 8, se sigue que la compo-
nente correspondiente a (3) es de dimensión 16. De los casos (2) y (3) resulta claramente
que las componentes correspondientes a (4) y (5) son también de dimensión 16. Ası́ pues,
resta analizar la subvariedad C ⊂ C1,4(P3) que parametriza curvas irreducibles de grado
4. Esta subvariedad es reducible debido a que las curvas irreducibles de grado 4 pueden ser
de tres tipos diferentes [22, Capı́tulo IV, Sección 6]:

(1.1) una curva cuartica plana;
(1.2) una curva racional de grado 4;
(1.3) una curva elı́ptica espacial de grado 4 (intersección de dos superficies cuádricas).

Sean C1,1, C1,2, y C1,3 las componentes correspondientes a las curvas (1,1), (1,2), y (1,3).
No es difı́cil ver que la dimensión de las componentes C1,2 y C1,3 son de dimensión 16.
La dimensión de la componente correspondiente a (1,1) es la siguiente suma: (el número
de parámetros que definen a un plano)+(la dimensión del espacio de cuárticas en un plano
dado), es decir, 3 + 14 = 17. Ası́, la conjetura sobre la equidimensionalidad de la variedad
C1,d(P3) es falsa.

En [11], Eisenbud y Harris prueban el siguiente:

Teorema 1.16. La dimensión de la variedad de Chow (C1,d(Pr)) es dada por

dim(C1,d(Pr)) = max(2d(r − 1), 3(r − 2) + d(d+ 3)/2),

y el punto genérico de una componente de esta dimensión es la unión de d rectas o una
curva plana.
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También prueban que en P3, la dimensión máxima de una componente de la variedad
de Chow C1,d(P3) cuyo punto genérico es una curva irreducible no degenerada es archi-
vada por la componente que parametriza curvas que están sobre una superficie cuádrica
de bigrado balanceado (esto es, una intersección completa con la cuádrica o residual a las
rectas individuales en intersecciones completas). Para d ≥ 8, ésta es la única componente
de esta dimensión.

La siguiente sección será dedicada a exponer algunos resultados básicos acerca del
esquema de Hilbert.

1.3. El esquema de Hilbert Hilbdm−1+g(Pn)

A principios del desarrollo de la teorı́a de esquemas en la geometrı́a algebraica moder-
na, Grothendieck construyó el espacio de módulos fino para familias planas de esquemas,
conocido como el esquema de Hilbert. Los polinomios de Hilbert son una parte esencial
de la teorı́a moderna de clasificación para variedades algebraicas. En efecto, fijado un po-
linomio arbitrario p(m) ∈ Q[m], una de las preguntas naturales que uno puede hacerse es,
¿qué subvariedades de Pn tienen polinomio de Hilbert p(m)? Resulta que el conjunto de
todas las subvariedades con polinomio de Hilbert p(m) forman, en una manera natural, un
esquema, llamado el esquema de Hilbert. El esquema de Hilbert con polinomio de Hilbert
dado es ası́ un espacio de parámetros para subvariedades de Pn, y la comprensión de su
estructura nos ayuda a comprender la manera en la que subvariedades de Pn se relacionan
unas con otras. Abundan también otras cuestiones interesantes acerca de este esquema,
como por ejemplo:

¿cuál es la dimensión de este esquema?
¿cuántas componentes tiene?
¿qué significa si hay una trayectoria de un punto a otro en el esquema de Hilbert?
¿qué interpretación geométrica se puede dar a las diferentes componentes del es-
quema de Hilbert?, etc.

La definición formal de este esquema la exponemos enseguida.

Definición 1.17. Sea S un esquema localmente noetheriano sobre K y X un S-esquema
localmente proyectivo. Definimos el funtor de puntos hX/S de X como el funtor que rela-
ciona a la categorı́a de esquemas con la categorı́a de conjuntos de la siguiente manera: dado
un esquema T , hX/S(T ) es el conjunto de S-morfismos t : T −→ X , el cual denotamos
porM(T,X).

Definición 1.18. Sean p(m) ∈ Q[m] un polinomio yX un S-esquema. El funtor de Hilbert
asociado a p(m) y X , es un funtor hp(m)

X/S que asocia a cada esquema Z el conjunto de
subesquemas cerrados Y ↪→ Z ×S X , los cuales son planos sobre Z, y cuyas fibras sobre
puntos de Z tienen polinomio de Hilbert p(m). El esquema de Hilbert es un S-esquema
Hilbp(m)(X/S) que representa al funtor hp(m)

X/S . Para ver la construcción y más detalles de
este esquema, el lector puede consultar [27, pág. 8].

El grupo de automorfismos PGL(n+1) de Pn actúa sobre el conjunto de subvariedades
en Pn con polinomio de Hilbert fijo, induciendo una acción natural sobre el esquema de
Hilbert. Por lo tanto, el cociente del esquema de Hilbert por PGL(n+ 1) deberı́a darnos un
espacio de parámetros para variedades proyectivas salvo equivalencia proyectiva, al menos
sobre el rango de todos los posibles polinomios de Hilbert. Desafortunadamente, en general
no es una cuestión simple definir la estructura de variedad algebraica sobre este conjunto
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cociente. Esto nos lleva al tema difı́cil y a la vez interesante de la teorı́a de invariantes
geométricos, desarrollada por David Mumford en su búsqueda de espacios de módulos
para variedades algebraicas [29].

Grothendieck [17] probó que Hilbp(m)(Pn) existe como un esquema proyectivo, y
Hartshorne [21] mostró que este esquema es conexo. A pesar de los años que han trans-
currido, poco se conoce acerca de la estructura de este esquema. Incluso el esquema de
Hilbert que parametriza subesquemas de dimensión cero en Pn no es del todo claro, ex-
cepto en algunos casos. De hecho, hasta la fecha no hay un método estándar para estudiar
la geometrı́a del esquema de Hilbert. El caso que nos interesa es cuando el polinomio de
Hilbert de nuestras variedades es de la forma p(m) = dm−g+1, donde d y g son el grado
y género de la variedad dada, respectivamente. Esto es, estamos interesados en el esquema
de Hilbert que parametriza curvas en P3 con polinomio de Hilbert p(m) = dm − g + 1.
Algunas propiedades básicas de estos esquemas son:

(1) Los esquemas de Hilbert son propios y proyectivos [17], [20].
(2) Como un espacio de modulos fino, estos esquemas vienen equipados con una

familia plana universal, es decir, existe un subesquema
C ⊂ Hilbdm−g+1(Pn)× Pn cuya fibra sobre [C] (es decir, el punto sobre
Hilbdm−1+g(Pn) que parametriza al subesquema C ⊂ Pn) es precisamente C
y para cualquier esquema B, la aplicación de conjuntos

M(B, Hilbdm−1+g(Pn)) −→
{

subesquemas C ⊂ B × Pn cuyas fibras
sobre B son curvas de grado d y género g

}
,

dada por f 7→ (f × id)−1(Z) es una biyección.
Podrı́amos pensar por algún momento que la existencia de una familia universal hace un
poco accesible a la teorı́a de esquemas de Hilbert, pero aún ası́ resultan serias complica-
ciones a la hora de estudiar estos esquemas.

Resultan serios problemas como consecuencia de la construcción del esquema de Hil-
ber. Por ejemplo, hay muchas maneras diferentes en que una curva (o esquema) C podrı́a
tener pC(m) = dm− g + 1 como polinomio de Hilbert. Si consideramos una curva C de
grado d y género g, por supuesto su polinomio de Hilbert es pC(m) = dm− g+ 1. Ahora,
supongamos que tenemos otra curva C ′ de género g + 1, y consideremos C ′ ∪ {p} donde
p es cualquier punto en Pr que no está sobre el soporte de C ′. Este es un subesquema de
Pr que tiene polinomio de Hilbert pC′∪{p}(m) = dm − (g + 1) + 1 + 1 = dm − g + 1.
Entonces, cada esquema de Hilbert correspondiente al polinomio p(m) = dm − g + 1
contendrá componentes cuyo punto genérico corresponde a una curva de género g′ > g y
una colección de g′ − g puntos de Pr, si tal configuración es viable.

Las siguientes son algunas definiciones básicas que usaremos frecuentemente en las
secciones posteriores.

Definición 1.19. Sea X una variedad no singular sobre un campo K, y sea Y ⊂ X un
subesquema cerrado definido por una gavilla de ideales I. Definimos la gavilla normal de
Y , denotada por NY/X como el dual a la gavilla conormal I/I2. En otras palabras,

NY/X = HomOY (I/I2, OY ) = HomOX (I, OY ).

Si Y es no singular, entonces la gavilla conormal y la gavilla normal son localmente libres.
En este caso NY/X es llamado el haz normal.

Si se desea estudiar las propiedades locales del esquema Hilbdm−1+g(Pn) en un punto
C, la cohomologı́a de la gavilla normalNC/Pn resulta ser una herramienta importante para
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tal fin. La sucesión exacta de gavillas que resulta ser de gran utilidad para calcular la
cohomologı́a de la gavilla normal NC/Pn , es la que sigue,

0→ TC → TPn|C → NC|Pn → 0.

Por otro lado, una consecuencia de la universatilidad del esquema de Hilbert, y la existencia
de un esquema adecuado de deformaciones de primer orden, es que, el espacio tangente de
Zariski del esquema de Hilbert en un punto C, consiste exactamente de las deformaciones
de primer orden del subesquema C ⊂ Pn. Éstas a su vez están dadas por las secciones
globales de la gavilla normal de C en Pn. En la teorı́a de esquemas es también conocida la
siguiente igualdad

TC(Hilbdm−1+g(Pn)) = H0(C,NC/Pn).

Esta igualdad, a menudo en la práctica permite describir la estructura local del esquema
Hilbdm−1+g(Pn).

Definición 1.20. Sea X un espacio topológico. Dados cualesquiera x, y ∈ X . Decimos
que y es una especialización de x (o x especializa a y) en X si y está en la cerradura {x},
y denotamos esto por x→ y. A partir de esta definición se definen los siguientes conjuntos:

Sp(X) := {y ∈ X : x→ y} y E := {y ∈ X : y → x}.

Si x → y y y → x en X , entonces y se llama una especialización genérica de x en X , y
denotamos esto por x↔ y. El punto x es un punto inicial si x↔ z para cualquier z en X
tal que z → x; x es final si x ↔ z para cualquier z en X tal que x → z en X . Si x → y
en X , entonces se dice que y es una especialización cerrada de x en X si se tiene z = x ó
z = y para cualquier z en X tal que x→ z y z → y en X .

Definición 1.21 ([12], pág. 66 − 70). Un esquema afı́n X = Speck[x1, ..., xn]/I ⊂ An
tiene una componente incrustada si para algún subconjunto abierto U ⊂ An que intersecta
a X en un subconjunto denso de X , la cerradura de X ∩ U en X no es igual a X . Esto es
equivalente a decir que la descomposición primaria del ideal I contiene primos incrustados.
Un punto incrustado ocurre cuando el ideal primo incrustado es maximal.

Antes de continuar vale la pena hacer explı́cita la siguiente observación: el lı́mite de
una familia de curvas en el sentido del esquema de Hilbert no necesita coincidir con la
noción usual de lı́mite. Especı́ficacmente, supóngase que {Ct}t∈K∗ es una familia de un
parámetro de curvas abstractas no singulares de género g, ϕt : Ct → Pn una familia de
aplicaciones de grado d con ϕt un incrustamiento para t 6= 0, y ϕ0 biracional pero no un
incrustamiento. Entonces, el género aritmético de la curva imagen Ct = ϕt(Ct) es g para
t 6= 0, pero estrictamente mayor que g para t = 0. En otras palabras, si para t 6= 0, Pt es el
punto en el esquema de Hilbert Hilbdm−1+g(Pn) correspondiente a Ct, entonces el lı́mite
de Pt cuando t → 0 no puede corresponder a C0; en efecto, C0 corresponde a un punto
sobre un esquema diferente. De echo, la curva en Pn correspondiente al ĺımt→0 Pt es una
curva no reducida con soporte igual al soporte de C0, pero con estructuras incrustadas en
las singularidades de C0.

Ejemplo 1.22. Consideremos la familia de cúbicas alabeadas dada por P1 → P3, (s :
t) 7→ (s3 : s2t : cst2 : t3). El lı́mite usual de estas curvas cuando t → 0 es la cúbica
plana cuspidal (s3 : s2t : 0 : t3) dada por las ecuaciones z = y3 − x2w = 0. Si queremos
encontrar el lı́mite plano debemos de permitir que el ideal (no sólo los generadores) pueda
degenerarse. Las ecuaciones de la curva para t 6= 0 son xz−cy2 = cxy−yz = c2yw−z2 =
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0. Con el fı́n de encontrar el ideal de el lı́mite plano necesitamos incluir más generadores
(o al menos uno de grado 3):

(xz − cy2, cxy − yz, c2yw − z2, y3 − x2w) 7→ (xz, yz, z2, y3 − x2w),

cuando c→ 0. El último ideal describe una cúbica plana cuspidal con un punto incrustado
no plano en el punto cuspidal.



Capı́tulo 2

Una descripción parcial de la variedad de Chow
de 1-ciclos de grado 3 en P3

El caso que nos interesa es cuando r = 1 y d = 3, esto es, la variedad de Chow
C1,3(P3) que parametriza 1-ciclos de grasdo 3 en el espacio proyectivo P3. Las posibili-
dades para un 1-ciclo de grado 3 en P3 son: una curva cúbica irreducible, una recta y una
cónica plana, o tres rectas. Más aún, como una curva cúbica en P3 es una curva cúbica pla-
na o una curva cúbica alabeada (una curva normal racional no singular), entonces se sigue
que la variedad de Chow C1,3(P3) tiene cuatro componentes irreducibles. En este artı́culo,
denotamos por: C1 la componente cuyo punto genérico parametriza curvas cúbicas planas
no singulares; C2 la componente cuyo punto genérico parametriza curvas cúbicas alabea-
das; C3 la componente cuyo punto genérico parametriza la unión disjunta de una recta y
una cónica plana no singular, y C4 la componente cuyo punto genérico parametriza tres
rectas disjuntas. La componente C1 tiene dimensión la suma del número de parámetros
que definen a un plano, más la dimensión del espacio de cúbicas en el plano dado, esto es,
dim C1 = 3 + 9 = 12. Luego, la dimensión de C2 es también 12. En efecto, como todas
las curvas cúbicas alabeadas son congruentes bajo el grupo PGL4, si consideramos H el
espacio de cúbicas alabeadas, y fijamos una cúbica alabeada estándar C0 ∈ H dada por la
imagen del mapeo de Veronese P1 → P3, tenemos el mapeo PGL4 → H que manda un
g ∈ PGL4 a g(C0). La fibra de este mapeo sobre cualquier C ∈ H es el subgrupo de PGL4

que mapea C en sı́ mismo, esto es, el grupo PGL2. Ası́,

dim(H) = dim PGL4 − dim PGL2 = 12.

También, dim C3 = 12, ya que una cónica plana no singular depende de 8 parámetros y
la dimensión de la Grassmannian G(2, 3) es 4. Finalmente, dim C4 = 12. Entonces, la
variedad de Chow

C1,3(P3) = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4

es una variedad equidimensional de dimensión pura 12. Para el siguiente cálculo usaremos
el morfismo Hilbert-Chow el cual introduciremos más tarde: observe que los conjuntos
abiertos principales de cada una de estas componentes son no singulares (para el espacio
tangente de la variedad de Chow, ver [26, Sección 6]). En efecto, para el conjunto abierto
principal en C2, sea C una curva cúbica alabeada. Después de la identificación de C con la
lı́nea proyectiva P1, se sigue [14, Proposición 6, pág. 458] que la gavilla normal de C es
NC/P3 = OC(5)⊕OC(5). Por lo tanto, por Riemann-Roch

h0(C,NC/P3) = h0(P1,OP1(5)) + h0(P1,OP1(5)) = 12.

Similarmente, para el conjunto abierto principal en C1 cualquier curva plana no singular C
de grado 3 en P3 es una intersección completa. Ası́, la gavilla normal de C es NC/P3 =

OC(3) ⊕ OC(1). Un cálculo similar como el anterior muestra que h0(C,NC/P3) = 12.
Luego, para el conjunto abierto principal en C3, sea C = C ′ ∪ L, donde C ′ es una cónica

15
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plana no singular y L es una recta disjunta a C ′ en P3. Entonces, la gavilla normal de C es

NC/P3 = NC′/P3 +NL/P3 = [OC′(2)⊕OC′(1)]⊕ [OL(1)⊕OL(1)],

y un cálculo directo muestra otra vez que h0(C,NC/P3) = 12. Y finalmente, para el con-
junto abierto principal en C4, sea C = L1 ∪ L2 ∪ L3, donde L1, L2 y L3 son tres rectas
disjuntas en P3. Entonces,

NC/P3 = [OL1
(1)⊕OL1

(1)]⊕ [OL2
(1)⊕OL2

(1)]⊕ [OL3
(1)⊕OL3

(1)].

y ası́ h0(C,NC/P3) = 12.
En [7], Chen probó que la compactificación Chow C2 del espacio de cúbicas alabeadas

no es normal. En [6, Lema 2.4], Coray probó que la variedad de Chow C1,m(P3) tiene una
componente irreducible de dimensión 4m, cuyo punto genérico es una curva racional no
singular. Más aún, cualquier espacio curva irreducible de grado 3 y género geométrico cero
pertenece a esa componente. Por [6, Sección 2A], las curvas que pasan a través de un punto
dado P ∈ P3 describen una subvariedad de codimensión 2 en C2.

Nuestra meta es obtener las compactificaciones de las componentes de la variedad de
Chow C1,3(P3) mediante una comparación con las componentes de los esquemas de Hil-
bert correspondientes. Una estrategia básica para estudiar una estratificación de una com-
ponente de la variedad de Chow C1,3(P3) es estudiar la estratificación de la correspondiente
componente en el esquema de Hilbert asociado. Para este fı́n necesitamos especializacio-
nes explı́citas a nivel de esquemas para poder hacer uso del morfismo birracional Hilbert-
Chow. De este morfismo hablaremos más adelante. Puesto que para una curva proyectiva
de grado d en P3 su polinomio de Hilbert es de la forma dm+ 1− g, donde g es el género
aritmético de la curva dada, entonces debemos considerar esquemas de Hilbert de la forma
Hilbdm+1−g(P3). Recordemos ahora cuales son las componentes de los correspondientes
esquemas de Hilbert que usaremos para hacer la comparación con las correspondientes
componentes de la variedad de Chow C1,3(P3). Para empezar, para la componente C1 cuyo
punto genérico es una curva cúbica plana no singular, la cual tiene género aritmético 1, el
correspondiente esquema es Hilb3m(P3) y, más especı́ficamente, su componente que para-
metriza curvas cúbicas planas no singulares. Para la componente C2 cuyo punto genérico es
una curva cúbica alabeada de género aritmético 0, el correspondiente esquema de Hilbert
es Hilb3m+1(P3), y de hecho sólo la componente de dimensión 12 que parametriza a estas
cúbicas alabeadas, [33]. Para la componente C3 cuyo punto genérico es la unión disjunta
de una recta y una cónica plana no singular, el correspondiente esquema es Hilb3m+2(P3),
y más especı́ficamente la componente que parametriza a estas curvas. Finalmente, para la
componente C4 cuyo punto genérico parametriza tres rectas disjuntas, el correspondiente
esquema es Hilb3m+3(P3), y especı́ficamente su componente que parametriza a estas cur-
vas. En general, hay morfismos birracionales ϕ : Hilb3m+1−g(P3) → C1,3(P3) que olvi-
dan la estructura de esquema, excepto para la multiplicidad de las correspondientes curvas,
[7, Proposición. 1.6]. Restringiremos estos morfismos a las componentes de Hilbert que
contienen los puntos genéricos correspondientes de las correspondientes componentes de
la variedad de Chow. Entoces, estaremos interesados en estudiar solamente los morfismos
birracionales Hilbert-Chow.

(1) ϕ1 : H(3, 1) −→ C1

(2) ϕ2 : H(3, 0) −→ C2

(3) ϕ3 : H(3,−1) −→ C3

(4) ϕ4 : H(3,−2) −→ C4
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Es importante anticipar que la descripción de la variedad de C1,3(P3) será parcial
debido a que en la estratificación de la componente de nuestro interés en el esquema
Hilb3m(P3) hay una infinidad de PGL4-órbitas para cúbicas planas no singulares, y por
tanto tendremos un número infinito de subespacios localmente cerrados en la componente
C1 de la variedad de Chow C1,3(P3).

A continuación expondremos a modo de resumen los ejemplos conocidos de esquemas
de Hilbert de curvas en P3 para los casos especiales en que:

(1) El polinomio de Hilbert es p(m) = 2m+ 1− g, para g = 0, −1.
(2) El polinomio de Hilbert es p(m) = 3m+ 1− g, para g = 0, 1, −1, −2.

En ambos casos g es el género aritmético de las curvas que tienen polinomio de Hilbert
dado. En la literatura se sabe que la descripción completa del esquema Hilb3m+1−g(P3) no
está disponible, pero se han obtenido descripciones de las componentes que parametrizan
curvas que son localmente Cohen-Macaulay (es decir, curvas sin componentes de dimen-
sión cero). En general, para g < −1 estas componentes no siempre son irreducibles. Para
el caso en que p(m) = 3m + 1 − g y g = −1,−2, nosotros presentamos como trabajo
propio una estratificación casi completa de una componente del esquema Hilb3m+2(P3), y
una estratificación de una componente del esquema Hilb3m+3(P3).

Decimos que dos curvas en P3 son proyectivamente equivalentes si una se obtiene co-
mo la imagen de la otra bajo la acción de PGL4. Una órbita es el conjunto de todas las cur-
vas que son proyectivamente equivalentes, es decir, es una clase de equivalencia proyectiva.
Definimos un estrato como el espacio de curvas en el esquema de Hilbert Hilbdm+1−g(P3)
que consisten de puntos que parametrizan todas las curvas en una órbita. Decimos que una
órbita B es una especialización de la órbita A si existe una familia de curvas en A, que
depende de un parámetro, cuyo lı́mite es una curva en B. En este caso también decimos
que una curva C en la órbita B es una especialización (o lı́mite plano) de las curvas de la
órbita A. Un diagrama de estratificación es un diagrama en el que se indica la dimensión
de cada estrato ası́ como también las relaciones de inclusión bajo cerradura.

Nótese que en general el lugar que parametriza a los elementos de una órbita no es
un subconjunto cerrado del esquema de Hilbert correspondiente, puesto que su cerradura
podrı́a contener además de las curvas de la órbita correspondiente, todas sus especializa-
ciones. En su lugar diremos que es sólo localmente cerrado, es decir, es un subconjunto
abierto de un conjunto cerrado. Con esta observación, si cierta órbita no tiene más especia-
lizaciones, entonces el correspondiente lugar en el esquema de Hilbert es un subconjunto
cerrado, de hecho es una subvariedad cerrada, puesto que es la imagen de una variedad
irreducible.

Bajo este analı́sis podemos decir que una manera de visualizar a un esquema de Hilbert
y sus distintas componentes es fijarnos en los estratos de las curvas parametrizadas. En
algunos casos hay una cantidad finita de órbitas bajo la acción del grupo PGL4, y entonces
una cantidad finita de estratos en el esquema Hilbdm+1−g(P3). Para exhibir una familia
plana, es suficiente dar una parametrización en términos de t y verificar la continuidad de
la dimensión; esto corresponde a escoger un arc sobre el esquema Hilbdm+1−g(P3).

2.1. El esquema Hilb2m+1(P3)

Recuerde que el polinomio de Hilbert de una cónica plana es p(m) = 2m+ 1.

Teorema 2.1. El esquema Hilb2m+1(P3) parametriza cónicas planas (no singulares y
singulares, incluyendo rectas dobles planas). Este esquema tiene una sóla componente
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irreducible, es de dimensión 8 y es isomorfo alP5-fibrado P(Sym2S∗), donde S es el
subfibrado universal de P3∗.

Demostración. Ver [9, Ejemplo 4.6], o bien [28, Teorema 3.4.1]. Aquı́, P3∗ es el dual del
espacio proyectivo P3 y consiste de todos los planos en P3. �

Lema 2.2. Si C ⊂ P3 es una curva que tiene polinomio de Hilbert 2m + 1, entonces C
es una cónica plana o su especialización.

Demostración. La idea es considerar la curva reducida Cred (ésta se define como la unión
de todas las componentes irreducibles de C, de dimensión 1) y posteriormente estudiar los
casos para el grado de la curva Cred. Los detalles aparecen en [28, Lema 3.4.3]. �

El esquema Hilb2m+1(P3) contiene los siguientes espacios de curvas:
(i) Cónicas planas no singulares. La dimensión de este subespacio abierto es 8. Basta

elegir un plano en P3 (dimG(2, 3) = 3), y la familia de cónicas en el plano (este
espacio es de dimensión 5).

(ii) Cónicas singulares. La dimensión de este subespacio localmente cerrado es 7.
Elegimos un plano (dimensión 3), un punto como el nodo (dimG(0, 2) = 2) y
dos direcciones (dimensión 2).

(iii) Rectas dobles planas. Este subespacio cerrado es de dimensión 5. Basta elegir un
plano y una recta sobre él.

Se puede ver explı́citamente [28, Sección 4.1] que: (i) especializa a (ii), y que (ii)
especializa a (iii). Denotaremos por H(2, 0) a la única componente que tiene el esque-
ma Hilb2m+1(P3), donde 2, 0 son el grado y género respectivamente de las curvas en P3

parametrizadas por H(2, 0).

2.2. El esquema Hilb2m+2(P3)

Vamos a notar que para este esquema de Hilbert las cosas se ponen un poco más
interesantes debido a que −1 no es el género aritmético máximo para curvas de grado 2
en P3; a saber, 0 es el género máximo para estas curvas. Esto traerá como consecuencia la
presencia de componentes incrustadas en las curvas. Es importante mencionar que en este
momento estamos entrando a un territorio no muy familiar, esto se debe a que a la fecha
no se conoce exactamente la descripción de cada una de las componentes de este esquema.
En [28, Sección 3.5] se presentan algunos resultados parciales acerca de la descripción de
dichas componentes y se prueba el siguiente teorema.

Teorema 2.3. El esquema H := Hilb2m+2(P3) tiene dos componentes irreducibles H =
H′ ∪H′′, donde:

(a) Un punto genérico deH′ parametriza un par de rectas oblicuas y un punto genéri-
co deH′′ parametriza una cónica plana unión un punto aislado.

(b) Sea H1 := Bl4Sym2G(1, 3), donde4 es la diagonal de G(1, 3)×G(1, 3). Este
esquema es no singular, de dimensión 8, y además existe un morfismo biyectivo
deH1 aH′.

(c) Sea H2 := Bl∑(Hilb2m+1(P3) × P3), donde
∑

= {([C], p) : p ∈ C} es la
correspondencia de incidencia (o la curva universal) de Hilb2m+1(P3)×P3. Este
esquema es no singular, de dimensión 11, y existe un morfismo biyectivo de H2 a
H′′.

En [8, Teorema 1.1], Chen, Cozkun y Nollet demuestran que las componentes H′ y
H′′ son no singulares, y como consecuencia de estos hechos resulta que H′ ∼= H1, y
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H′′ ∼= H2. En ese mismo artı́culo ellos dan una generalización del isomorfismoH′ ∼= H1,
es decir, entre otras cosas se demuestra que la componente del esquema de Hilbert cuyo
punto genérico es un par de subespacios lineales de codimensión 2 en Pn, para n ≥ 3 es
isomorfo al blow-up del producto simétrico Sym2G(n − 2, n) a lo largo de la diagonal y
además intersecta transversalmente a la otra componente del esquema Hilb2m+2(P3).

Lema 2.4. Si C ⊂ P3 es una curva que tiene polinomio de Hilbert 2m+ 2, entonces C es
una especialización de dos rectas oblicuas o de una cónica plana unión un punto aislado.

Demostración. La prueba se hace considerando las posibilidades para el grado de la curva
reducida Cred, [28, Lema 3.5.3]. �

De ahora en adelante y cuando sea necesario, denotaremos por H(2,−1) a la compo-
nente del esquema Hilb2m+2(P3) que tiene como punto genérico un par de rectas oblicuas.
La componente H(2,−1) contiene los espacios de curvas, cuyos puntos genéricos son:

(I) Dos rectas oblicuas. Este subespacio es abierto y de dimensión 8.
(II) Una cónica singular con un punto incrustado espacial. La dimensión de este

subespacio localmente cerrado es 7. Dado que el punto incrustado está determi-
nado (es decir, ocurre en el punto singular), la dimensión de este espacio es la
misma que la dimensión del espacio de cónicas singulares, a saber, 7.

(III) Una recta doble sin puntos incrustados. La dimensión de este subespacio local-
mente cerrado es 7. Escogemos un plano (dimensión 4) y una dirección en cada
punto de la recta doble (dimensión 3).

(IV) Una recta doble con un punto incrustado espacial. La dimensión de este subespa-
cio localmente cerrado es 6. Escogemos una recta en P3 como soporte (dimensión
4), un plano que contiene a dicha recta y un punto incrustado.

En [28, pág. 39] se puede ver que: (I) especializa a (II), (I) especializa a (III), y tanto
(II) como (III) especializan a (IV). En la Figura 2 se muestra la idea geométrica (intuitiva)
de las componentesH(2, 0) yH(2,−1) de los esquemas Hilb2m+1(P3) y Hilb2m+2(P3),
respectivamente.

Figura 2. Los esquemas Hilb2m+1(P3) y Hilb2m+2(P3).

En estos momentos es importante puntualizar dos cosas: primero, sea C ∈ Pn una
curva de grado d y género g. Si P ∈ Pn es cualquier punto que no está sobre el soporte
de C, entonces C ∪ {P} es un subesquema de Pn con polinomio de Hilbert md − g + 2,
es decir, una curva de grado d y género g − 1. Esto último significa que para cualquier
g′ > g y cualquier componente H0 del esquema Hilbdm+1−g′(Pn) de curvas de grado d y
género g′ en Pn contendrá una componente irreducible cuyo punto genérico corresponde
a una curva C ∈ H0 más una colección de g′ − g puntos de Pn. Por otro lado, en términos
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de esquemas de Hilbert tenemos una infinidad de estructuras dobles soportadas sobre una
recta, incluso sin permitir que la estructura tenga puntos incrustados. Una recta doble puede
tener cualquier género aritmético no positivo. En general, para g ≤ −2, la dimensión de la
componente del esquema Hilb2m+1−g(Pn) cuyo punto genérico corresponde a una recta
doble de género g sin puntos incrustados tiene dimensión (−g + 3)(n− 1)− 1.

2.3. La estratificación de la componente H(3, 1) del esquema de Hil-
bert Hilb3m(P3)

Por la clasificación de curvas en P3 [21, pág. 345] se tiene que las cúbicas planas
tienen género 1, y de hecho éste es el género aritmético máximo para curvas de grado 3.
Por lo tanto, éstas deben tener polinomio de Hilbert p(m) = 3m. En [28, pág. 32] se
prueba el siguiente teorema y el siguiente lema:

Teorema 2.5. El esquema Hilb3m(P3) tiene sólo una componente, y parametriza curvas
cúbicas planas y sus especializaciones en P3. La dimensión es 12 y es isomorfo al P9-
fibrado P(Sym3S∗), donde S → P3∗ es el subfibrado universal.

Es importante mencionar que un esquema de Hilbert que parametriza curvas planas
de grado d es siempre de la forma P(SymdS∗). En [28, Sección 3.7] se presentan algunas
ideas posibles para probar que un subesquema de dimensión 1 que tiene polinomio de
Hilbert

p(m) = dm− (d− 1)(d− 2)

2
+ 1

es necesariamente plana.

Lema 2.6. Si C ⊂ P3 es una curva que tiene polinomio de Hilbert 3m, entonces es una
cúbica plana no singular o sus especializaciones.

Demostración. [28, Lema 3.7.2]
El esquema Hilb3m(P3) es no singular y contiene los espacios localmente cerrados

de curvas, cuyos puntos genéricos son:
(I) Una cúbica plana nodal.

(II) Una cónica plana, y una recta que la corta en dos puntos.
(III) Una cúbica cuspidal.
(IV) Tres rectas que se cortan en tres puntos diferentes.
(V) Una cónica y una recta tangente.

(VI) Tres rectas concurrentes.
(VII) Una recta doble plana y una recta que la intersecta en un punto.

(VIII) Una recta triple.
En [23, pág. 121] aparecen las especializaciones de los espacios (I)-(VIII). Como an-

tes, denotaremos a la componente de Hilb3m(P3) por H(3, 1).
Para este caso, debido a que hay infinitas clases de equivalencias proyectivas que pa-

rametrizan una cúbica no singular, resulta imposible dibujar toda la estratificación de esta
componente. En la teorı́a general se conoce que todas las cúbicas planas no singulares en
P2 pueden ser escritas en la forma normal de Weierstrass [16]:

x2
1 = 4x3

0 − αx0x
2
2 − βx3

2,

donde α y β son constantes y estas curvas resultan no ser proyectivamente equivalentes
para ciertas parejas (α, β). Otra manera de escribir la ecuación que define a curvas cúbicas
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no singulares es la siguiente:

x2
1x2 = x0(x0 − x2)(x0 − λx2),

y dos de tales curvas Cλ y Cλ′ son equivalentes si y sólo si los invariantes

j(λ) = 256
(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
, y j(λ′) = 256

(λ′2 − λ′ + 1)3

λ′2(λ′ − 1)2

coinciden [24, Sección 10.16]. Afortunadamente, las siguientes afirmaciones con ciertas
[16, Sección 15.2]:

(i) Todas las cúbicas planas singulares pertenecen a órbitas finitas;
(ii) Todas las cúbicas planas singulares que tienen el mismo tipo geométrico son pro-

yectivamente equivalentes;
(iii) Todas las cúbicas no singulares y cúbicas nodales pueden especializar a cúbicas

cuspidales.

Por lo tanto, el diagrama de estratificación puede partir del estrato de cúbicas nodales.
Una vez considerada una sola componente con punto genérico una cúbica no singular e
ignoramos todas las demás componentes con puntos genéricos cúbicas no singulares, el
diagra luce como se muestra en la Figura 3. Los números que aparecen en la columna
derecha de la figura son las dimensiones de los correspondientes espacios de curvas en la
estratificación.

12

11

10

9

8

7

5

Figura 3. Estratificación de H(3, 1)

Dimensión

I

II
III

IV V

VI

VII

VIII
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2.4. La estratificación de la componente H(3, 0) del esquema de Hil-
bert Hilb3m+1(P3)

Es importante recordar que para el caso de curvas de grado 3, el género aritmético
máximo es 1, y éste corresponde a curvas planas de grado 3. Nuevamente, está situación
trae como consecuencia la presencia de puntos incrustados o aislados en las curvas. Las
curvas en P3 con género 0 son verdaderamente interesantes debido a que el tipo más ge-
neral de estas curvas son irreducibles, reducidas, no planas y curvas no degeneradas. Estas
curvas son conocidas como cúbicas alabeadas.

En [33], Piene y Schlessinger estudiaron el esquema Hilb3m+1(P3) de curvas de grado
3 y género aritmético 0 en P3 y probaron el siguiente:

Teorema 2.7. El esquema Hilb3m+1(P3) consiste de dos componentes irreducibles, H y
H′, de dimensión 12 y 15, respectivamente. La componenteH es la cerradura del espacio
de cúbicas alabeadas y la componente H′ es la cerradura del espacio de cúbicas planas
unión un punto fuera del plano. Ambas componentes son no singulares y racionales, se
intersectan transversalmente y su intersección es no singular, racional y de dimensión 11.

De hecho, ellos describieron explı́citamente la componente H, que parametriza al es-
pacio de cúbicas alabeadas en P3. Esta componente contiene los espacios de curvas, cuyos
miembros genéricos son:

(I) Una cúbica no singular alabeada.
(II) Una cónica y, una recta que intersecta a la cónica en un punto.

(III) Una cúbica plana con un nodo, con un punto incrustado en el nodo.
(IV) Tres rectas no coplanares.
(V) Una cónica y, una recta que intersecta a la cónica en dos puntos, con un punto

incrustado en uno de los puntos de intersección.
(VI) Una cúbica plana con una cúspide, con un punto incrustado en la cúspide.

(VII) Una recta doble de género −1, y una recta que la corta.
(VIII) Tres rectas concurrentes no coplanares.

(IX) Tres rectas coplanares, con un punto incrustado en uno de los puntos de intersec-
ción.

(X) Una cónica y una recta tangente, con un punto incrustado en su intersección.
(XI) Una recta doble plana de género 0 con una recta que no está en su plano.

(XII) Una recta doble plana y una recta en su plano con un punto incrustado en algún
lugar de la recta doble.

(XIII) Tres rectas concurrentes y coplanares, con un punto incrustado en su punto común.
(XIV) Una recta triple sobre un cono cuadrico.
(XV) Una recta doble plana y una recta en su plano con un punto incrustado en su

intersección.
(XVI) Una recta triple plana con un punto incrustado.

(XVII) Una recta triple dada por el cuadrado del ideal que define a la recta.
En [23, pág. 155] se puede ver algunas maneras para calcular la dimensión del espacio

de cúbicas alabeadas. En [28, pág. 44] aparecen los detalles de como calcular la dimensión
de cada espacio de curvas (I)-(XVII), ası́ como las especializaciones entre las órbitas. En
la Figura 4 se muestra esta componente junto con los miembros genéricos (I)-(XVII) y
sus respectivas dimensiones. Los puntos remarcados son los puntos incrustados de mul-
tiplicidad 1 en las curvas. La componente que parametriza cúbicas alabeadas la vamos a
denotar por H(3, 0), donde como antes; 3, 0 son el grado y género de las curvas en P3

parametrizadas por H(3, 0).
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Figura 4. Estratificación de H(3, 0)

Dimensión
I

II
III

IV

V

VI
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X

XI XII XIII

XIV
XVI
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XVII

2.5. La estratificación de la componente H(3,−1) del esquema de Hil-
bert Hilb3m+2(P3)

Hemos llegado al punto en el que vamos a exponer la primera parte del artı́culo al
cual está enfocado esta tesis. Antes que nada vamos a dar algunos hechos relativamente
recientes de lo que se ha hecho acerca de este esquema de Hilbert. Por ejemplo, Martin-
Deschamps and Perrin [30] mostraron que la componente que parametriza curvas que son
localmente Cohen-Macaulay es no singular, irreducible y de dimensión 12. En general, pa-
ra g < −1 este hecho no es cierto. Nollet [32] mostró que para el caso de curvas de grado 3
y género −2 la componente que parametriza curvas que son localmente Cohen-Macaulay
contiene dos componentes: (i) una componente que tiene como punto genérico la unión
de una recta doble de género −3 y una recta que la corta, (ii) una componente represen-
tada por tres rectas disjuntas, esta es de dimensión 12 (esta componente se estudiará en la
Sección 2.6). En la literatura se sabe que la descripción completa de estos esquemas no
está disponible aún, pero si se sabe que el esquema Hilb3m+2(P3) tiene tres componentes
irreducibles [9, Ejemplo 4.7], cuyos puntos genéricos son:

(1) Una cónica plana no singular unión disjunta una recta. La dimensión de la com-
ponente correspondiente es 12, pues la dimensión del espacio de cónicas en P3 es
8 y dimG(1, 3) = 4.

(2) Una cúbica alabeada unión un punto aislado. En las primeras lı́neas de este
capı́tulo se vió que la dimensión del espacio de cúbicas alabeadas en P3 es 12
y como dimG(0, 3) = 3, entonces la dimensión de la componente correspondien-
te es 15.
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(3) Una cúbica plana no singular unión, dos puntos aislados. Como el espacio de
cúbicas planas en P3 es de dimensión 12 y la dimensión del espacio de puntos en
P3 es 3, entonces la componente correspondiente es de dimensión 18.

La aportación que daremos es sobre la descripción de una de las componentes irredu-
cibles de este esquema, a saber, aquella que tiene como punto genérico la unión disjunta
de una cónica plana no singular y una recta. En nuestra notación esta componente será
denotada por H(3,−1).

Nuestro primer resultado es el siguiente:

Lema 2.8. Si C ∈ H(3,−1) ⊂ Hilb3m+2(P3), entonces C es la unión disjunta de una
cónica plana no singular y una recta, o su especialización.

Demostración. Vamos a considerar la curva reducida Cred de la curva C. Para todo m
positivo, PCred(m) ≤ PC(m). De aquı́ resultan los siguientes casos:

Supongamos deg(Cred) = 3,Cred plana y reducible. En este casoCred debe ser la unión
de una cónica no singular y una recta, es decir, una cúbica plana reducible. En cualquier
posición de la cónica y la recta, la cúbica tiene polinomio de Hilbert 3m, Sección 2.3. Por lo
tanto, para poder alcanzar el género aritmético−1, la curvaC debe tener dos puntos extras,
incrustados o separados. El casoCred plana e irreducible no puede ocurrir por cuestiones de
dimensión, ya que si agregamos dos puntos extras a la curva reducidad Cred, la dimensión
del espacio de curvas con estas propiedades será mayor que la dimensión de la componente
H(3,−1).

Supongamos deg(Cred) = 3, Cred no plana y reducible. Si Cred es conexo, entonces
debe ser la unión de una cónica plana no singular y una recta que no está en el plano, o la
unión de una cónica plana singular y una recta. En ambos casos el polinomio de Hilbert de
Cred is 3m+1, y entonces la curva C debe tener un punto incrustado o separado. Si Cred no
es conexa, entonces las posibilidades para Cred son: la unión disjunta de una cónica plana
y una recta, o tres rectas disjuntas. Pero tres rectas disjuntas tiene polinomio de Hilbert
3m + 3, ası́ este caso no puede ocurrir. El caso Cred no plana e irreducible no ocurre por
cuestiones de dimensión.

El caso: deg(Cred) = 2, Cred plana e irreducible no puede ocurrir [28, (iii), pág. 32].
Supongamos deg(Cred) = 2, Cred plana, y reducible. Aquı́ Cred es la unión de dos

rectas. Como en P2 dos rectas distintas siempre se intersectan, entonces Cred es una cónica
singular, y por lo tanto una de las rectas debe tener estructura de multiplicidad dos en C.
Ası́ C contiene la intersección de una recta con una recta doble. Escribimos C = C ′red ∪Z,
dondeC ′red es la unión de una recta con una recta doble, y Z es la unión de los subesquemas
de C de dimensión cero. Como C ′red es plana entonces es una degeneración de una cúbica
plana (con polinomio de Hilbert 3m). Por lo tanto, Z debe contener dos puntos incrustados
de C.

Supongamos deg(Cred) = 2, Cred no plana, y reducible. Si Cred es conexa, entonces
está contenida en una superficie cuádrica [28, (vii), pág. 33] y su polinomio de Hilbert es
3m + 1. Por lo tanto, C debe tener un punto incrustado o separado. Si Cred no es conexo,
tenemos dos rectas oblicuas y una de ellas debe ser de multiplicidad dos con posibles
componentes de dimensión cero. Si Cred es la unión disjunta de una recta doble de género
−1 y una recta, entonces su polinomio de Hilbert es (2m+2)+(m+1) = 3m+3, ası́ este
caso no puede ocurrir. Si Cred es la unión disjunta de una recta doble de género 0 con otra
recta, entonces su polinomio de Hilbert es (2m+ 1) + (m+ 1) = 3m+ 2, ası́ Cred = C.
Las únicas curvas no singulares de grado dos son cónicas de género aritmético 0, y una
unión disjunta de dos rectas, de género aritmético −1. En el último caso no podemos tener
una recta doble de género ≤ −2, ya que PCred(m) ≤ PC(m).
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Si deg(Cred) = 1, entonces Cred es una recta con estructura de multiplicidad tres. Las
posibilidades para C son: C es una recta triple de género 1 con dos puntos incrustados o
separados, o C es una recta triple de género 0 con un punto incrustado o separado, o C es
una recta triple de género −1.

Del siguiente resultado obtendremos dos stratas de la estratificación de la componente
H(3,−1).

Proposición 2.9. La componente H(3,−1) del esquema de Hilbert Hilb3m+2(P3) contie-
ne dos subespacios localmente cerrados, cuyos puntos genéricos son:

(i) Una cónica plana singular unión disjunta una recta. Este subespacio es de di-
mensión 11.

(ii) Una recta doble unión disjunta una recta. Este subespacio es de dimensión 9.

Demostración. Sea C ∪ L el punto genérico de la componente H(3,−1), donde C es
una cónica plana no singular, y L una recta disjunta a C en P3. La cónica C vista en el
esquema de Hilbert Hilb2m+1(P3), resulta ser el punto genérico de éste, [28, pág. 22]. Si
en el abierto principal de la componente H(3,−1) fijamos la recta L, entonces la curva
C en H(2, 0) especializa a una cónica plana singular. Por lo tanto, el espacio cuyo punto
genérico es (i) está contenido en H(3,−1) claramente. Similarmente, dado que una cónica
singular en H(2, 0) especializa a una recta doble, entonces el espacio cuyo punto genérico
es el item (ii) también está contenido en H(3,−1), y (i) especializa a (ii) en H(3,−1).
La dimensión de los espacios representados por (i) and (ii) son 11 y 9, respectivamente.
El espacio de cónicas singulares y rectas dobles en Hilb2m+1(P3) son de dimensión 7 y 5,
respectivamente. �

En los siguientes ejemplos mostraremos especializaciones explı́citas de curvas den-
tro de la componente H(3,−1), es decir, curvas cuyo polinomio de Hilbert es 3m + 2.
Todos estos ejemplos junto con la Proposición 2.9 serán usadas para dar la descripción
cası́ completa de la estratificación de la componente H(3,−1) del esquema de Hilbert
Hilb3m+2(P3). Para los estratas de curvas cuya estructura de esquema reducido son cóni-
cas planas singulares, si la posición del punto incrustado es predeterminado (por ejemplo,
en el nodo) la dimensión de la órbita es la misma que el espacio de cónicas singulares sin
ningún punto incrustado.

(I) Una cónica plana no singular unión disjunta una recta. En coordenadas proyecti-
vas, una curva de este estilo es descrita por un ideal de la forma

(x3, x
2
1 − x0x2) ∩ (x0 + x2, x1 + x2),

y la dimensión de este esquema es claramente 12.
(II) Una cónica no singular y una recta que la intersecta en un punto, con un punto

incrustado en dicha intersección. Ésta es una especialización de (I), y para ver esto es
suficiente considerar la familia Xt = C ∪ Lt, con t ∈ K∗ y donde:

(i) C es una cónica plana no singular definida por el ideal (x3, x
2
1 − x0x2). El poli-

nomio de Hilbert de esta cónica es 2m+ 1.
(ii) Lt es la recta definida por el ideal (x0 + tx2, x1 + tx2).

Cuando t 6= 0, tenemos el ideal saturado

I(Xt) = (x3, x
2
1 − x0x2)· (x0 + tx2, x1 + tx2)

= (x0x3 − x1x3, x2x3t+ x1x3, x0x
2
1 − x3

1 − x2
0x2 + x0x1x2,

x2
1x2t− x0x

2
2t+ x3

1 − x0x1x2),
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y tomando el lı́mite cuando t→ 0, obtenemos el esquema

X0 = Spec k[x0, x1, x2, x3]/(x1x3, x0x3−x1x3, x
3
1−x0x1x2, x0x

2
1−x3

1−x2
0x2+x0x1x2)

Una descomposición primaria para el I(X0) es

I(X0) = (x1, x0) ∩ (x3, x
2
1 − x0x2) ∩ (x3, x0, x

3
1).

Por lo tanto, el esquema lı́mite X0 consiste de una cónica plana no singular y una recta
que la intersecta en el punto [0 : 0 : 1 : 0] con un punto incrustado en éste punto. El
polinomio de Hilbert del esquema X0 es 3m + 2, y la dimensión del espacio que para-
metriza estos esquemas es 11. Nótese que el grado del punto incrustado (x3, x0, x

3
1) en

(x1, x3, x0x3, x
2
1 − x0x2) es 1. Éste y todos los ejemplos sobre especializaciones fueron

calculados usando Macaulay2 [19], y los comandos de entrada los presentaremos para este
ejemplo. Por simplicidad remombramos las coordenadas como sigue: x = x0, y = x1,
z = x2 and w = x3.

i1 : R= QQ[x,y,z,w,t];

i2 : C=ideal(w, yˆ2 - x*z);

o2 : Ideal of R

i3 : Lt=ideal(x + t*z, y + t*z);

03 : Ideal of R

i4 : Xt=intersect(C, Lt);

o4 : Ideal of R

i5 : saturate(Xt, t)

o5 : ideal(x*w - y*w, z*w*t + y*w, x*y
2 - y3 -x2z + x*y*z, y2z*t - x*z

2t +
y3 - x*y*z)

o5 : Ideal of R

i6 : trim(Xt + idealt)

o6 : ideal(t, y*w, x*w - y*w, y3 - x*y*z, x*y
2- y3 - x2z + x*y*z)

o6 : Ideal of R

i7 : S=ZZ/101[x,y,z,w];

i8 : m=matrix{{y*w, x*w - y*w, yˆ3 - x*y*z, x*yˆ2- yˆ3 - xˆ2*z + x*y*z}}
o8 : Matrix S1 < −−− S4

i9 : hilbertPolynomial coker m

o9 : −P0 + 3P1

o9 : ProjectiveHilbertPolynomial

i10: I= ideal m;

o10: Ideal of S

i11: codim I

o11: =2

i12: degree I

o12: 3

i13: primaryDecomposition I

o13: {ideal(y,x),ideal(w,y2-x*z),ideal(w,x,y3)}.

Las especializaciones from (III) to (XIX), fueron también calculadas usando Macau-
lay2 [19], pero por brevedad solamente presentaremos los ideales saturados resultantes ası́
como sus descomposiciones primarias.

(III) Una cónica plana singular unión disjunta una recta. Este esquema es una espe-
cialización de (I), Proposición 2.9. La dimensión de este espacio es 11.

(IV) Una cónica plana no singular y una recta que la corta en dos puntos, con puntos
incrustados en cada punto de intersecciónn. Una familia plana de esquemas del tipo (II)
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especializa a este esquema. Vamos a considerar la siguiente familia Xt = Lt ∪ C ∪ {P},
donde:

(i) Lt la recta definida por el ideal (x1 + tx0, x3 + tx1),
(ii) C es la cónica plana definida por el ideal (x3, x

2
1 − x0x2) y

(iii) el punto incrustado P definido por (x3, x0, x
3
1).

Cuando t→ 0, obtenemos el esquema

X0 = Spec k[x0, x1, x2, x3]/(x2
3, x1x3, x0x2x3, x

3
1 − x0x1x2).

Una descomposición primaria para el ideal I(X0) es I(X0) = (x3, x1)∩(x3, x
2
1−x0x2)∩

(x1, x0, x
2
3) ∩ (x2, x1, x

2
3). Por lo tanto, el esquema lı́mite X0 es una cónica plana y una

recta que la corta en los puntos [0 : 0 : 1 : 0] and [1 : 0 : 0 : 0] y la dimensión del espacio
de estas curvas es 10.

(V) Tres rectas no coplanares con un punto incrustado en un nodo. La dimensión del
espacio de estas curvas es 10. Este esquema es una especialización de (II). Consideremos
los siguientes esquemas:

(i) la recta L definida por el ideal (x1, x0),
(ii) el punto P definido por el ideal (x3, x0, x

3
1), y

(iii) la cónica Ct definida por el ideal (x3, tx
2
1 − x0x2).

Si para t 6= 0, consideramos la familia Xt = L ∪ {P} ∪ Ct, obtenemos el ideal saturado

I(Xt) = (x1x3, x0x3, x
3
1t− x0x1x2, x0x

2
1t− x2

0x2),

y cuando t→ 0, obtenemos el esquema

X0 = Spec k[x0, x1, x2, x3]/(x1x3, x0x3, x0x1x2, x
2
0x2).

Una descomposición primaria para el ideal I(X0) es (x0, x1) ∩ (x0, x3) ∩ (x2
0, x1, x3) ∩

(x2, x3).
Este esquema también es una especialización de (III), y para ver esto basta considerar

la familia de ideales

I(Xt) = (x3, x1x2)· (x0, x2 − tx1) = (x0x3, x1x3t− x2x3, x0x1x2, x
2
1x2t− x1x

2
2).

(VI) Una cónica plana no singular y una recta tangente con un punto incrustado de
multiplicidad dos en el punto de tangencia. El esquema (IV) especializa a este esquema.
Sean x, y, z las coordenadas afines en A3. Si consideramos la familia Xt formada por los
esquemas:

(i) una cónica C definida por el ideal (z2, yz, xz, x2 − y),
(ii) la recta Lt definida por (z, y − tx), y

(iii) el punto P definido por (x− t, y − t2, z2).
Cuando t→ 0, obtenemos el esquema

X0 = Spec k[x, y, z]/(z2, yz, x2z, x2y − y2),

y (z2, yz, x2z, x2y−y2) = (z, y)∩(z, x2−y)∩(y, z2, x2) es una descomposición primaria
del ideal I(X0). La dimensión del espacio de curvas con estas propiedades es 9.

(VII) Tres rectas planas distintas con puntos incrustados en dos nodos. Este esquema
es una especialización de (IV). Sea

(i) Sea N el esquema

N = Spec k[x0, x1, x2, x3]/(x2x3, x0x3, x
2
2, x0x2).

Este esquema tiene polinomio de Hilbert 2m + 2. Una descomposición primaria
para el ideal I(N) es (x2x3, x0x3, x

2
2, x0x2) = (x0, x2)∩ (x0, x

2
2, x3)∩ (x2, x3).
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(ii) Lt es la recta definida por el ideal (x2 + tx1, x1 + tx3). Nótese que para cada
t 6= 0, la recta Lt intersecta a una de las rectas (x0, x2), (x2, x3).

Si consideramos la familia Xt = N ∪ Lt, entonces se desprende que

I(Xt) = (x2x3, x0x3, x
2
2, x0x2) · (x2 + tx1, x1 + tx3).

Calculando el ideal saturado y tomando el lı́mite cuando t→ 0 resulta el esquema definido
por el ideal

(x2
2, x0x2, x1x2x3, x0x1x3) = (x0, x1, x

2
2)∩ (x0, x2)∩ (x1, x2)∩ (x0, x

2
2, x3)∩ (x2, x3).

La dimensión del espacio de curvas con estas propiedades es 9.
Este esquema es también una especialización de (V), y para verlo basta tomar la fami-

lia de ideales
I(Xt) = (x2

3, x1x3, x0x2x3, x
3
1t− x0x1x2).

(VIII) Tres rectas concurrentes no coplanares con un punto incrustado de multipli-
cidad 1 en el punto de concurrencia. La dimensión de este espacio es 9. Una familia de
esquemas de tipo (V) puede especializar a este esquema. Consideramos la familia Xt dada
por la unión de los esquemas:

(i) la cónica singular C determinada por el ideal (x0x3, x2),
(ii) el punto incrustado P sobre el punto singular de la cónica C, definido por el ideal

(x0, x
2
2, x3), y

(iii) una recta Lt dada por (x0 + tx1, x3).
El ideal saturado I(Xt) es de la forma

(x2x3, x0x3, x1x
2
2t+ x0x

2
2, x0x1x2t+ x2

0x2),

y cuando t→ 0 resulta el esquema lı́mite dado por el ideal

I(X0) = (x0, x2) ∩ (x0, x3) ∩ (x2
0, x

2
2, x3) ∩ (x2, x3).

(IX) Una recta doble de género −1 y una recta que la con un punto incrustado en
algún lugar de la recta doble. Este esquema es una especialización de (V). Considerando
la familia Xt dada por la unión de esquemas:

(i) la cónica singular (x3, x1x2),
(ii) la recta Lt (x3 + tx0, x2), y el

(iii) punto incrustado P definido por (x0, x
2
2, x3),

obtenemos el esquema lı́mite dado por el ideal saturado (x2
3, x2x3, x1x

2
2, x0x1x2). Una

descomposición primaria para este ideal es dado por

(x2
3, x2x3, x1x

2
2, x0x1x2) = (x2, x

2
3) ∩ (x1, x3) ∩ (x0, x

2
2, x3).

Nótese que deg((x2, x
2
3)/(x0, x

2
2, x3)) = 1, es decir, la multiplicidad del punto incrustado

es 1. La dimensión de este espacio de curvas es 9.
(X) Una recta doble de género 0 unión disjunta una recta. Ésta es una especialización

de (III), Proposición 2.9.
(XI) Tres rectas concurrentes y coplanares con un punto incrustado de multiplicidad

dos en su punto común. Este esquema se puede ver como una especilaización del (VI),
(VII) and (VIII). Para la primera especialización tomamos la familia Xt dada por la unión
de los esquemas, en coorenadas afines:

(i) una cónica (z, x2 − (x+ t)y),
(ii) una recta (z, y), y

(iii) el punto incrustado (y, z2, x2).
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El esquema lı́mite X0 es dado por el ideal saturado

(z2, yz, x2z, x2y − xy2),

y una descomposición primaria para este ideal es

(z, x) ∩ (z, y) ∩ (z, x− y) ∩ (z2, yz, xy, y2, x2).

La dimensión del espacio de curvas de tipo X0 es 8. Para las especializaciones (VII) a (XI)
y (VIII) a (XI), podemos tomar la familia de ideales

(x2
2, x0x2, x

2
1x2 − x1x2t, x

2
0x1 + x0x

2
1 − x0x1t)

y
(x3, x1x2)· (x3 + tx1, x1 + (1 + t)x2)· (x2

3, x2, x
2
1),

respectivamente.
(XII) Una recta doble (plana) y una recta en su plano con un punto incrustado en

la intersección P y otro punto incrustado en algún otro lugar de la recta doble. No es
dificil ver que (VII) especializa a este esquema. Si consideramos la familia de esquemas
Xt = Lt ∪ C ∪ {P1, P2}, donde

(i) Lt es la recta (x1 + tx2, x3),
(ii) C es la cónica singular (x3, x0x1), y

(iii) P1, P2 son los puntos incrustado definidos por (x0, x1, x
2
3) y (x1, x2, x

2
3),

entonces obtenemos el esquema lı́mite

(x2
3, x1x3, x0x2x3, x0x

2
1) = (x2

1, x3) ∩ (x0, x3) ∩ (x0, x1, x
2
3) ∩ (x1, x2, x

2
3).

La dimensión de este espacio es 8. Este esquema es también una especialización de (IX),
basta elegir una familia de ideales de la forma

(x2
3t+ x2x3, x2x3t+ x2

2, x1x
2
3, x1x2x3, x1x

2
2, x0x1x2).

(XIII) Una recta doble de género 0 y una recta que la corta con un punto incrustado
de multiplicidad 1 en el punto de intersección. La dimensión de este espacio es 8. Éste es
una especialización de (VIII). Tomamos la familia Xt como la unión de los esquemas:

(i) la cónica C dada por (x3, x1x2),
(ii) la recta (x3 + tx1, x2), y

(iii) el punto incrustado (x3, x
2
2, x

2
1).

Cuando t → 0 el esquema lı́mite es X0 = Spec k[x0, x1, x2, x3]/(x2
3, x2x3, x1x

2
2, x

2
1x2).

Una descomposición primaria para el ideal que determina a este esquema es

I(X0) = (x2, x
2
3) ∩ (x1, x3) ∩ (x2

1, x
2
2, x3).

Este esquema es también una especialización de (IX) y (X), y para ver esto tomamos las
familias

(x2, x
2
3)· (x1, x3)· (x1 + tx0, x

2
2, x3)

y
(x1x2, x0x2t− x2x3, x1x

2
3, x0x

2
3t− x3

3),

respectivamente.
(XIV) Una recta triple de género −1 sin puntos incrustados. [32, Proposición 3.6].
(XV) Una recta doble (plana) y una recta en su plano con un punto incrustado de

multiplicidad dos en su intersección. Ésta es una especilalización de (XI), (XII) y (XIII).
En el primer caso usaremos coordenadas afines x, y, z en A3. Consideramos la familia Xt

formada por los siguientes esquemas:
(i) la cónica plana C definida por (z, xy),
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(ii) la recta Lt dada por (z, x+ ty) , y
(iii) el punto P definido por (z3, yz, xz, xy, y2, x2).

Cuando t → 0, obtenemos el ideal saturado I(X0) = (yz, xz, z3, x2y), y una descom-
posición primaria para éste es (x2, z) ∩ (y, z) ∩ (x, y, z3). El espacio de curvas con estas
propiedades es de dimensión 7.

La otras especializaciones se obtienen a partir de las familias de ideales

(x2
3, x1x3, x0x

2
1, x0x2x3t+x

2
0x3) y (x2

3t+x2x3, x2x3t+x
2
2, x1x

2
3, x1x2x3, x1x

2
2, x

2
1x2),

respectivamente.
(XVI) Una recta triple de género 1 con dos puntos incrustados P 6= Q. Este esquema

es una especilalización de (XII). Es suficiente considerar la familia Xt dada por la unión
de los esquemas:

(i) la recta doble (x2
1, x3),

(ii) la recta dada por (x1 + tx0, x3), y
(iii) los puntos incrustados (x0, x1, x

2
3) y (x1, x2, x

2
3)

para obtener el ideal saturado

(x2
3, x1x3, x0x2x3, x

3
1) = (x3

1, x3) ∩ (x0, x1, x
2
3) ∩ (x1, x2, x

2
3).

La dimensión de este espacio es 7.
(XVII) Una recta triple sobre un cono cuadrico, es decir,dirección normal de primer

orden constante, segunda dirección normal variando con un punto incrustado en algún
lugar. La dimensión de este espacio es 7. Es fácil ver que (XIII) especializa a este esquema.
Tomamos la familia:

(i) la recta doble (x2, x
2
3) y escribiremos ésta como (x2, x1x2 − x2

3) para recordar
que está sobre el cono definido por by x1x2 = x2

3,
(ii) la recta parametrizada por el ideal (x2 − tx3, x3 − tx1), y

(iii) el punto incrustado definido por (x2
1, x

2
2, x3).

El ideal lı́mite es (x2x3, x
2
2, x

3
3, x

2
1x2−x1x

2
3) y una descomposición primaria para éste, es

(x2x3, x
2
2, x

3
3, x

2
1x2 − x1x

2
3) = (x2x3, x

2
2, x1x2 − x2

3) ∩ (x1, x2x3, x
2
2, x

3
3).

La familia de esquemas (XIV) también especializa a este esquema y para demostrar
esta afirmación tomamos la familia de rectas triples

(x2
0, x0x1, x

3
1, x0x

2
2 − x2

1x2 − tx2
1x3).

(XVIII) Una recta triple con un punto incrustado de multiplicidad dos. Éste es una
especilalización de (XV). El esquema lı́mite de la familia de esquemas:

(i) la recta Lt dada por (x2, x0 + tx3),
(ii) la recta doble L definida por (x0, x

2
2), y

(iii) el punto P dado por el ideal (x2
0, x

2
2, x3),

es definido por el ideal saturado

(x2
2, x

2
0, x0x2x3) = (x0, x

2
2) ∩ (x2

0, x2) ∩ (x2
0, x

2
2, x3).

La dimensión de esta familia de esquemas es 6.
Este esquema es también una especialización de (XVI) y (XVII), y esto resulta al

considerar las familias
(x2

3, x1x3, x
3
1, x0x2x3t+ x2

0x3)

y
(x0x1, x

2
0, x

3
1, x

2
1x2t− x0x

2
2),
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respectivamente.
(XIX) Una recta triple dada por el cuadrado del ideal de una recta con un punto

incrustado en algún lugar. Éste es una especialización de (XVII). Es suficiente considerar
la familia Xt formada por la unión de los siguientes esquemas:

(i) la recta triple (x2x3, x
2
2, tx1x2 − x2

3), y
(ii) el punto incrustado (x1, x2x3, x

2
2, x

3
3).

El esquema lı́mite que resulta de esta familia es determinado por el ideal saturado

(x2x3, x
2
2, x

3
3, x1x

2
3) = (x2, x

2
3) ∩ (x2

2, x3) ∩ (x1, x2, x
3
3).

Nótese que (x2, x
2
3) ∩ (x2

2, x3) = (x2
2, x2x3, x

2
3), es decir, tenemos una recta triple dada

por el cuadrado del ideal de la recta (x2, x3).
En la Figura 5 presentamos la estratificación casi completa de la componenteH(3,−1)

del esquema de Hilbert Hilb3m+2(P3). Esta estratificación será suficiente para dar una
descripción (mediante el morfismo Hilbert-Chow) de la componente C3 de la variedad de
Chow C1,3(P3). Los números cercanos a los puntos remarcados indican (como antes) la
multiplicidad de los puntos incrustados.

12

11

10

9

2

1

11

1

1

1

1

2

1

1

1
18

1 1

2

1

2

1

7

6

5

Figura 5. Estratificación de H(3,−1)
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Tal vez existan otros espacios localmente cerrados cuyos puntos genéricos sean rectas
con estructura de multiplicidad tres en la estratificación de la componente H(3,−1), pero
para nuestros fines, la estratificación presentada será suficiente.

2.6. La estratificación de la componente H(3,−2) del esquema de Hil-
bert Hilb3m+3(P3)

En la literatura no hemos encontrado una información completa (y al parecer no existe
aún) acerca del esquema de Hilbert que parametriza curvas de grado 3 y género aritmético
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−2 en P3, es decir, del esquema Hilb3m+3(P3), pero sı́ un poco de la componente conexa
que parametriza curvas que no tienen componentes de dimensión cero, a ésta la denotare-
mos por F .

En [32, Proposición 3.4] Nollet prueba que F no es irreducible y que contiene dos
componentes irreducibles, cuyos miembros genéricos son:

1. La unión de una recta doble de género −3 y una recta que la corta. La compo-
nente correspondiente tiene dimensión 13.

2. Tres rectas disjuntas. La componente correspondiente es de dimensión 12, y con-
tiene los siguientes subespacios localmente cerrados:
(i) El espacio de curvas W = Z ∪ L formada por la unión de una recta doble Z

de género−1 y una recta disjunta L. Este espacio irreducible es de dimensión
11.

(ii) Rectas triples de tipo (0, 0). Este espacio de curvas tiene dimensión 10.

Los detalles de estos hechos aparecen en [32]. En nuestra notación, a esta componente
la denotaremos por H(3,−2).

A través de las especializaciones de curvas con polinomio de Hilbert 3m + 3 y más
aún, dentro de la componente H(3,−2) del esquema Hilb3m+3(P3) presentaremos la es-
tratificación casi completa de esta componente.

Con las mismas ideas de la Proposición 2.8 probamos el siguiente:

Lema 2.10. Si C ∈ H(3,−2) ⊂ Hilb3m+3(P3), entonces C es la unión de tres rectas
disjuntas o su especialización.

Demostración. Consideramos nuevamente la curva reducida Cred de la curva C. Para todo
m positivo, tenemos que PCred(m) ≤ PC(m). En consecuencia se desprenden los siguien-
tes casos para Cred:

Supongamos deg(Cred) = 3 yCred reducible. SiCred es no plana y no conexa, entonces
debe ser la unión de tres rectas disjuntas o la unión disjunta de una cónica singular y una
recta. La unión de tres rectas disjuntas tiene polinomio de Hilbert 3m + 3, y por lo tanto
Cred = C. La unión disjunta de una cónica plana singular y una recta tiene polinomio de
Hilbert (2m+1)+(m+1) = 3m+2. En este casoC debe tener un punto extra, incrustado
o separado. Si Cred es no plana y conexa tal que tenemos tres rectas, entonces C debe tener
dos puntos extras, incrustados o separado. Si Cred es plana y conexa tal que tenemos tres
rectas, entonces C debe tener tres puntos incrustados.

Supongamos deg(Cred) = 3 y Cred irreducible. Si Cred es plana, entonces se trata de
una curva cúbica, en este caso el polinomio de Hilbert es 3m. Por lo tanto, este caso no
puede ocurrir. Si Cred es no plana, entonces resulta ser una curva cúbica alabeada, cuyo
polinomio de Hilbert es 3m+ 1 y nuevamente este caso no ocurre. Nótese que estos casos
no pueden ocurrir por cuestiones de dimensión.

El caso deg(Cred) = 2, Cred plana, e irreducible no ocurre [32, (iii), pág. 32].
Supongamos deg(Cred) = 2, Cred plana, y reducible. Aquı́ Cred es la unión de dos

rectas. Como en P2 dos rectas distintas siempre se intersectan, se sigue que Cred es una
cónica singular, y por lo tanto una de las rectas debe tener estructura de multiplicidad dos.
Ası́, C contiene la intersección de una recta y una recta doble. Entonces podemos escribir
C = C ′red ∪Z, donde C ′red es la unión de una recta y una recta doble, y Z es la unión de los
subesquemas de C de dimensión cero. Como C ′red es plana entonces es una degeneración
de una cúbica plana (cuyo polinomio de Hilbert es 3m). Por lo tanto, Z debe contener tres
puntos incrustados de C. Dado que C ′red es conexa, si no es plana entonces está contenida
en una superficie cuádrica no singular [28, (vii), pág. 33] y por tanto su polinomio de
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Hilbert es 3m + 3, y ası́ C ′red = C, pero el último caso no es una especialización de tres
rectas disjuntas [32, Proposición 3.4]. Si la recta doble en C ′red es plana y la otra recta no
está en su plano entonces Z consiste de dos puntos incrustados de C.

Supongamos deg(Cred) = 2, Cred no plana, y no conexa. En está situación tenemos
dos rectas disjuntas. Puesto que deg(C) = 3, una de las rectas debe tener una estructura
de esquema de multiplicidad dos (y posiblemente otras componentes de dimensión cero).
Si Cred es la unión disjunta de una recta doble de género −1 y una recta, entonces tiene
polinomio de Hilbert (2m+ 2) + (m+ 1) = 3m+ 3, y ası́ Cred = C. Si Cred es la unión
disjunta de una recta doble de género 0 y una recta, se sigue que su polinomio de Hilbert es
(2m+ 1) + (m+ 1) = 3m+ 2, y ası́ C debe tener un punto extra, incrustado o separado.
Las únicas curvas no singulares de grado dos son: una cónica de género aritmético 0, y una
unión disjunta de dos rectas. Claramente, el primer caso no puede ocurrir, y en el segundo
caso no podemos tener una recta doble de género ≤ −2 debido a que PCred(m) ≤ PC(m).
Si las rectas se intersectan entonces Cred es la intersección de una recta doble de género
−1 con una recta. Ası́, C tiene un punto incrustado.

Si deg(Cred) = 1, entonces Cred es una recta con estructura de esquema de multipli-
cidad tres. Si la recta triple es de género 1, C debe tener tres puntos extras, incrustados
o separados. Si la recta triple es de género 0, C tendrá dos puntos extras, cuando la recta
triple es de género−1, la curva C tendrá un punto incrustado, y si el género es−2, la recta
triple está sobre una superficie cuádrica. �

La siguiente proposición es una consecuencia de la estratificación de la componente
H(2,−1) del esquema de Hilbert Hilb2m+2(P3), Sección 2.2 .

Proposición 2.11. La componente H(3,−2) del esquema de Hilbert Hilb3m+3(P3) con-
tiene los subespacios localmente cerrados, cuyos puntos genéricos son:

(i) Una recta doble de género aritmético −1 sin puntos incrustados, unión disjunta
una recta. Este subespacio es de dimensión 11.

(ii) Una cónica plana singular con un punto incrustado espacial unión disjunta una
recta. Este subespacio es de dimensión 11.

(iii) Una recta doble con un punto incrustado espacial unión disjunta una recta. Este
subespacio es de dimensión 10.

Demostración. Sea W = L1 ∪ L2 ∪ L3 la unión disjunta de las rectas L1, L2 y L3 en
P3, el punto genérico de la componente H(3,−2). El esquema de Hilbert Hilb2m+2(P3)
contiene una componente (de dimensión 8) cuyo punto genérico es un par de rectas dis-
juntas [8]. Si en el abierto principal de la componente H(3,−2) fijamos cualquiera de las
rectas, digamos a L1, y pensamos al par de rectas L2 y L3 en la componente H(2,−1) del
esquema Hilb2m+2(P3), entonces L1 ∪ L2 especializa a una cónica plana singular con un
punto incrustado espacial y también especializa a una recta doble sin puntos incrustados.
Por lo tanto, los espacios cuyos puntos genéricos son (i) y (ii) están enH(3,−2). De mane-
ra similar, como una cónica plana singular con un punto incrustado espacial especializa a
una una recta doble con un punto incrustado espacial en H(2,−1), se sigue que el espacio
con punto genérico (iii) también está en H(3,−2), y como consecuencia inmediata (i) and
(ii) especializan a (iii) dentro de H(3,−2). Claramente, las dimensiones de los espacios
representados por (i), (ii) y (iii) son 11, 11 y 10, respectivamente. Esto último se debe a
que el espacio de cónicas planas singulares con un punto incrustado espacial, el espacio de
rectas dobles sin puntos incrustadoss, y el espacio de rectas dobles con un punto incrustado
espacial en Hilb2m+2(P3) son de dimensión: 7, 7 y 6, respectivamente. �
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En [32], Nollet probó que la componenteH(3,−2) es de dimensión 12 y que contiene
al subespacio de dimensión 10, de rectas triples de tipo (0, 0). En el mismo artı́culo [32]
Nollet probó también que una recta triple con ideal total (x2, xy, y3, xz1−g − y2w−g) está
en la clausura de cada componente H(3, g), para cualquier género g. Este hecho justificará
la presencia del subespacio cerrado de rectas triples en la componente H(3,−2).

Los ejemplos de especializaciones de curvas con polinomio de Hilbert 3m + 3 que
presentaremos enseguida (como en la Sección 2.5), también nos servirán para exhibir la
estratificación casi completa de la componente H(3,−2) dentro del esquema de Hilbert
Hilb3m+3(P3), y entonces vı́a el morfismo birracional Hilb-Chow ϕ4 obtendremos la des-
cripción de la componente C4 de la variedad de Chow C1,3(P3).

(I) La unión de tres rectas disjuntas. Como vimos anteriormnte, la dimensión de este
espacio es 12. En coordenadas proyectivas podemos definir tres rectas disjuntas por un
ideal homogéneo de la forma

(x0, x1)· (x2, x3)· (x0 − x2, x1 − x3).

(II) Una cónica plana singular con un punto incrustado espacial unión disjunta una
recta. Este espacio es de dimensión 11 y es una especialización de (I), Proposición 2.11.

(III) Una recta doble de género aritmético −1 sin puntos incrustados unión disjunta
una recta. Este esquema es una especialización de (I) y su dimensión es 11, Proposición
2.11.

(IV) Tres rectas distintas no coplanares con puntos incrustados de multiplicidad 1 en
dos nodos. Éste es una especialización de (II). Sea E el esquema afı́n

E = Spec k[x0, x1, x2, x3]/(x1x2, x1x3, x2x3, x
2
3).

El soporte de este esquema es la unión de las dos rectas

x2 = x3 = 0 (line L1),

x1 = x3 = 0 (line L2).

El esquema E tiene un punto incrustado en la intersección de su soporte, a saber, en el
punto [1 : 0 : 0 : 0], hecho que hace que el esquema sea no plano. El punto incrustado es
consecuencia del lı́mite plano de rectas no coplanares.

Sea Rt la recta en P3 definida por el ideal (x0, x2 − tx1). Para t 6= 0 (t ∈ K∗)
consideramos la familia Xt = E ∪ Rt cuya dimensión es 11 (Proposición 2.11, (II)).
Estamos interesados en el lı́mite plano de la familia Xt cuando t → 0. Para tal interés es
suficiente considerar el lı́mite plano de la familia Yt = L1 ∪Rt cuando t→ 0. Tenemos:

I(Y0) = (x0x2, x0x3, x2x3, x
2
2) = (x2, x0x3)∩(x0, x2, x3)2 = I(R0∪L1)∩(x0, x2, x3)2.

Como L2 ∩ R0 = ∅, el lı́mite en la familia plana Xt define tres rectas distintas L1, L2 y
R0 con puntos incrustados en dos nodos. La dimensión de la familia de esquemas de tipo
X0 es 10.

(V) Una recta doble con un punto incrustado espacial unión disjunta una recta. Este
esquema es una especialización de (II) y (III), Proposición 2.11.

(VI) Una recta triple de género aritmético −2 sin puntos incrustados. Esta curva es
una especialización de (III), [32, Proposición 3.3 ], y la dimensión de este espacio es 10.

(VII) Tres rectas distintas y planares con puntos incrustados de multiplicidad 1 en
los tres nodos. Este esquema es una especialización de (IV). Para la especialización es
suficiente considerar la familia Xt dada por la unión de los esquemas:

(i) la cónica singular (x2, x0x3) y el punto incrustado (x0, x
2
2, x3),
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(ii) la recta (x2 + tx1, x1 + tx3) y el punto incrustado (x1, x2, x
2
3)

para obtener el esquema lı́mite determinado por el ideal saturado

I(X0) = (x2
2, x1x2x3, x0x2x3, x0x1x3, x0x1x2).

Una descomposición primaria para este ideal es

I(X0) = (x0, x2) ∩ (x1, x2) ∩ (x2, x3) ∩ (x0, x1, x
2
2) ∩ (x0, x

2
2, x3) ∩ (x1, x

2
2, x3),

y la dimensión del espacio de esquemas de este tipo es 9.
(VIII) Tres rectas concurrentes no coplanares con un punto incrustado de multiplici-

dad dos en el punto de concurrencia. La familia de estas curvas es de dimensión 9, y el
esquema es una especialización de (IV). Consideramos los esquemas:

(i) la cónica singular C dada por el ideal (x0x3, x2),
(ii) la recta Lt dada por (x0 + tx1, x3), y

(iii) los puntos incrustadosP1 yP2 (sobre los nodos) definidos por los ideales (x0, x
2
2, x3)

(x1, x2, x
2
3), respectivamente.

Para t 6= 0 consideramos la familia Xt = C ∪ {P1, P2} ∪Lt. Cuando t→ 0 obtenemos el
esquema definido por

I(X0) = (x0, x2) ∩ (x0, x3) ∩ (x2
0, x2, x

2
3) ∩ (x2, x3) ∩ (x2

0, x
2
2, x3).

Nótese que (x2
0, x2, x

2
3) ∩ (x2

0, x
2
2, x3) = (x2

3, x2x3, x
2
2, x

2
0) y

deg(x0x2, x0x3, x2x3)/(x2
3, x2x3, x

2
2, x

2
0) = 2.

(IX) Una recta doble y una recta que la corta con un punto incrustado de multipli-
cidad 1 en la intersección y otro punto incrustado de multiplicidad 1 en otro lugar de la
recta doble. No es difı́cil ver que (IV) and (V) especializan a este esquema. Para la primer
especialización consideramos la familia Xt dada por la unión de los esquemas:

(i) la cónica singular (x2, x0x3),
(ii) la recta Lt dada por (x2 + tx1, x3), y

(iii) los puntos incrustados P1 y P2 definidos por (x0, x
2
2, x3) y (x1, x2, x

2
3), respecti-

vamente.
Ası́, obtenemos el esquema

(x2x3, x0x
2
3, x0x1x3, x

3
2, x0x

2
2) = (x0, x2) ∩ (x2

2, x3) ∩ (x0, x
3
2, x3) ∩ (x1, x2, x

2
3).

La dimensión de este espacio es 9. Para ver que (V) especializa a este esquema basta
considerar la familia de ideales

(x1x2t+ x0x1, x1x2x3, x
2
1x3, x0x1x3, x

2
0x3, x

2
0x2t+ x3

0).

(X) Una recta triple de género−1 con un punto incrustasdo. Esta familia es de dimen-
sión 9. Si consideramos la familia de rectas triples (x2

0, x0x1, x
3
1, x0x

3
2−x2

1x2x3−tx2
1x

2
3),

obtenemos el esquema lı́mite definido por el ideal saturado

(x0x1, x
2
0, x

3
1, x0x

3
2 − x2

1x2x3) = (x0x1, x
2
0, x0x

2
2 − x2

1x3, x
3
1) ∩ (x2, x0x1, x

2
0, x

3
1).

(XI) Tres rectas concurrentes y coplanares con un punto incrustado de multiplicidad
tres en su intersección. La dimensión de esta familia es 8. Este esquema se puede ver como
una especialización de (VII). Consideremos la familia Xt formada por los esquemas:

(i) la cónica plana C definida por el ideal (z, xy),
(ii) la recta (z, x+ y − t),

(iii) el punto (x, y, z2), y
(iv) los puntos incrustados (x, y − t, z2) y (x− t, y, z2).
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De esta familia obtenemos el esquema lı́mite definido por el ideal

I(X0) = (z, x) ∩ (z, y) ∩ (z, x+ y) ∩ (z2, xy, y2, x2).

No es difı́cil ver que este esquema es también una especialización de (VIII) y para esto,
basta tomar la familia de curvas

I(Xt) = (x3, x1x2)· (x3 + tx1, x1 + (1 + t)x2)· (x2
3, x2x3, x

2
2, x

2
1).

(XII) Una recta doble de género 0 y otra recta en su plano con un punto incrustado de
multiplicidad dos en la intersección y otro punto incrustado en algún otro lugar de la recta
doble. Este esquema es una especialización de (IX), y para tal afirmación basta considerar
la familia Xt dada por la unión de los esquemas:

(i) la recta doble (x2
2, x3),

(ii) la recta dada por (x0, x3 + tx2), y
(iii) los puntos incrustados (x0, x

3
2, x3) y (x1, x2, x

2
3).

Entonces, el esquema lı́mite es dado por el ideal saturado

(x2
3, x

2
2x3, x0x2x3, x0x1x3, x0x

2
2) = (x2

2, x3) ∩ (x0, x3) ∩ (x0, x
2
2, x

2
3) ∩ (x1, x2, x

2
3).

En este caso tenemos que

deg((x3, x0x
2
2)/(x0, x

2
2, x

2
3)) = 2 y deg((x3, x0x

2
2)/(x1, x2, x

2
3)) = 1.

La dimensión de esta familia de esquemas es 8. Pero también hay una especialización de
(VII) a este esquema, y para ver esto basta considerar la familia de ideales

(x2
3, x0x2x3, x0x1x3, x1x2x3t+ x2

1x3, x0x1x2t+ x0x
2
1).

(XIII) Una recta triple con tres puntos incrustados diferentes de multiplicidad 1 cada
uno. Vamos a usar coordenadas afines x, y, z en A3 para ver que este esquema es una
especialización de (VII). Con la familia de esquemas:

(i) la recta (z, y),
(ii) la recta definida por (z, y − tx),

(iii) la recta (z, y + tx− 2t), y
(iv) los puntos incrustados (x, y, z2), (x− 2, y, z2), y (x− 1, y − t, z2),

obtenemos el esquema lı́mite definido por el ideal saturado

(z2, yz, y3, x3z − 3x2z + 2xz),

y una descomposición primaria para este ideal es

(z, y3) ∩ (x− 1, z2, yz, y3) ∩ (x− 2, z2, yz, y3) ∩ (x, z2, yz, y3).

La dimensión de esta famila de esquemas es 8.
(XIV) Una recta doble y una recta que la corta pero que no están en el mismo plano,

con un punto incrustado de multiplicidad dos en la intersección. Esta familia es de dimen-
sión 8 y el esquema es una especialización de (IX). Para este hecho es suficiente tomar la
familia dada por la unión de los esquemas:

(i) la recta (x0, x2),
(ii) la recta Lt dada por (x2

2, x3), y
(iii) los puntos incrustados (x0, x

3
2, x3) y (x0 + tx1, x2, x

2
3).

Ası́, resulta el ideal saturado

(x2x3, x0x
2
3, x

2
0x3, x

3
2, x0x

2
2) = (x0, x2) ∩ (x2

2, x3) ∩ (x2
0, x0x2, x

3
2, x2x3, x

2
3).

Nótese que
deg((x2x3, x0x3, x

2
2)/(x2

0, x0x2, x
3
2, x2x3, x

2
3)) = 2.
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Esto nos dice que la multiplicidad del punto incrustado es 2. Una familia de esquemas
(VIII) también especializa a este esquema, y para tal afirmación es suficiente considerar la
familia

(x2x3, x0x
2
3, x

2
0x3, x0x

2
2t+ x2

0x2, x
2
0x2t+ x3

0).

(XV) Una recta doble (plana) y una recta en su plano con un punto incrustado de
multiplicidad 3 en la intersección. Este esquema es una especialización de (XI), (XII)
y (XIV). Para la primer especialización vamos a usar coordenadas afines x, y, z en A3.
Consideremos la familia Xt formada por la unión de los esquemas:

(i) la cónica plana definida por el ideal (z, xy),
(ii) la recta (z, x+ ty) , y

(iii) el punto definido por el ideal (z2, xy, y2, x2).
Cuando t→ 0 resulta el esquema lı́mite X0 definido por el ideal saturado

I(X0) = (x2, z) ∩ (y, z) ∩ (x, y2, z2) ∩ (x2, y, z2).

Nótese que (x, y2, z2) ∩ (x2, y, z2) = (z2, y2, xy, x2) y

deg((z, x2y)/(z2, y2, xy, x2)) = 3.

La dimensión de esta familia de esquemas es 7. Para las especializaciones (XII) a (XV), y
(XIV) a (XV), consideramos las familias

(x2
3, x

2
1x3, x0x1x3, x0x

2
1, x0x2x3t+ x2

0x3),

y
(x2x3t+ x2

3, x0x
2
3, x0x2x3, x

2
0x3, x0x

2
2, x

3
2t+ x2

2x3),

respectivamente.
(XVI) Una recta triple de género 1 con dos puntos incrustados, uno de multiplicidad

2 y otro de multiplicidad 1. Este esquema resulta ser una especiallización de (XIII). Si
consideramos la familia dada por la unión de los esquemas:

(i) la recta triple (z, y3), y
(ii) los puntos incrustados definidos por los ideales (x−t, z2, yz, y3), (x−2, z2, yz, y3),

y (x, z2, yz, y3);

obtenemos el ideal lı́mite

(z2, yz, y3, x3z − 2x2z) = (z, y3) ∩ (x− 2, z2, yz, y3) ∩ (z2, yz, x2, y3).

La dimensión de esta familia de ideales es 7. Además, una familia de esquemas de tipo
(XII) también especializa a este esquema. Para obtener este último hecho basta considerar
la familia de esquemas

(x2
3, x0x2x3, x

2
1x3, x0x1x3, x0x

2
1t+ x3

1).

(XVII) Una recta triple sobre un cono cuádrico, es decir, con dirección normal de
primer orden y variando la segunda dirección normal, con un punto incrustado de multi-
plicidad 2 en algún lugar de la recta triple. Hay una especialización de (X) a este esquema.
De la familia formada por la unión de los esquemas:

(i) una recta triple (x2
0, x0x1, x

3
1, x0x

2
2 − x2

1x2 − tx2
1x3), y

(ii) el punto incrustado (x2, x0x1, x
2
0, x

3
1),

resulta el ideal saturado

(x0x1, x
2
0, x

3
1, x

2
1x

2
2 − x0x

3
2) = (x2

1 − x0x2, x0x1, x
2
0) ∩ (x2

2, x0x1, x
2
0, x

3
1),
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y la dimensión de este espacio de esquemas es 7. Una familia de esquemas de tipo (XIV)
también especializa a este esquema, y el lı́mite de la siguiente familia plana es prueba de
ello

(x3, x2x3 − x2
0)· (x3 − tx0, x0 − tx2)· (x2, x

2
3, x

2
0x3, x

3
0).

(XVIII) Una recta triple de género 1 con un punto incrustado de multiplicidad 3. Este
espacio es de dimensión 6, y un esquema de este tipo es una especializacion de (XV),
(XVI), y (XVII). Para ver la segunda especialización es suficiente considerar la familia Xt

como la unión de los esquemas:

(i) el esquema definido por el ideal (x3
1, x3), y

(ii) los puntos incrustados (x0, x
2
1, x

2
3) y (x1, x0 + tx2, x

2
3).

Las especializaciones (XV) a (XVIII), y (XVII) a (XVIII) resultan como lı́mites de las
familias planas

(x2
3, x

2
1x3, x0x1x3, x

2
0x3, x0x

2
1t+ x3

1),

y

(x0x1, x
2
0, x

3
1, x

2
1x

2
2t− x0x

3
3),

respectivamente.
(XIX) Una recta triple dada por el cuadrado del ideal de una recta con un punto in-

crustado de multiplicidad dos en algún lugar de la recta triple. Éste es una especialización
de (XVII), y para demostrar esta afirmación basta considerar la familia Xt formada por la
unión de los esquemas:

(i) la recta triple (x2
3, x0x3, x

2
0 − tx2x3), y

(ii) el punto incrustado (x2, x
2
3, x

2
0x3, x

3
0).

El esquema lı́mite que resulta de esta familia esta determinado por el ideal saturado

(x2
3, x0x2x3, x

2
0x3, x

2
0x2, x

3
0) = (x0, x

2
3) ∩ (x2

0, x3) ∩ (x2
0, x2, x

2
3) ∩ (x3

0, x2, x3),

donde (x0, x
2
3) ∩ (x2

0, x3) = (x2
0, x0x3, x

2
3), es decir, una recta triple dada por el cuadrado

del ideal de la recta (x0, x3). La dimensión de esta familia de esquemas es 5.
La descripción intuitiva (geométrica) de la componente H(3,−2) se muestra en la

Figura 6. Cada curva en el diagrama de estratificación representa el punto genérico de cada
subespacio localmente cerrado y los números que aparecen en la columna de la izquierda
son las dimensiones de dichos espacios. Los puntos remarcados en negro son los puntos
incrustados en las curvas.
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Figura 6. Estratificación de H(3,−2)

Dimensión

I

IIIII

IV
V

VI

VIIVIII
IX

X

XI
XIIXIII

XIV

XV
XVI

XVII

XVIII

XIX

En [32, Proposición 3.5] Nollet calcula las componentes del esquema de HilbertH(3, g)
para g ≤ −3. La descripción de las componentes H(3, g) para g ≤ 1 nos dan la descrip-
ción de la variedad de Chow C1,3(P3). Es claro que el interés principal de este artı́culo ha
sido exhibir las estratificaciones de las componentes a nivel de Hilbert correspondientes a
las componentes de la variedad C1,3(P3). Comparar la componente H(3,−2) con el blow-
up del producto simétrico Sym3G(1, 3) a lo largo de sus diagonales puede ser un trabajo a
futuro, bastante interesante. En [8], Chen, Coskun y Nollet mostraron que en general, para
pn(m) = 2

(
n−2+m

m

)
−
(
n−4+m

m

)
, la componenteHn del equema de Hilbert Hilbpn(m)(Pn),

cuyo punto genérico parametriza un par de subespacios lineales de codimensión 2 en Pn
para n ≥ 3 es isomorfa al blow-up del cuadrado simétrico de la Grassmanniana G(n−2, n)
a lo largo de la diagonal, y que el producto simétrico Sym2G(n − 2, n) es isomorfo a la
componente Cn de la variedad de Chow que parametriza un par de ciclos de codimensión
2 y grado 1 en Pn, para n ≥ 3. Un resultado similar podrı́a pasar con la componente
H(3,−2) del esquema Hilb3m+3(P3), y la componente C4 de la variedad C1,3(P3). Ésto
parece ser un proyecto ambicioso, pero por el momento, en este artı́culo sólo estaremos
interesados, entre otras cosas, en la estratificación de esta componente.

2.7. Las componentes de la variedad de Chow C1,3(P3)

Recordemos que la variedad de Chow parametriza ciclos y no esquemas. De hecho,
la construcción del punto Chow no toma en consideración una estructura de esquema no
reducido a parte de la multiplicidad de los esquemas. Aunque se pueden tener muchas
estructuras dobles soportadas sobre una recta en P3, la variedad de Chow registra para
cualquier caso simplemente la recta de multiplicidad dos. Ası́, en la variedad de Chow,
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la familia de rectas dobles es de dimensión 4, pues esta variedad sólo toma en cuenta el
soporte de la estructura doble.

El principal interés de este artı́culo es estudiar la variedad de Chow C1,3(P3), es decir,
la variedad que parametriza 1-ciclos de grado 3 en el espacio proyectivo P3. Para fines
prácticos de ahora en adelante sólo diremos la variedad C1,3(P3) en vez de la variedad de
Chow C1,3(P3).

Aunque al inicio de este capı́tulo ya se hizo mención del morfismo birracional Hilbert-
Chow, ahora citamos [29, 5.10] formalmente este resultado:

Teorema 2.12. Para i = 1, 2, 3, 4, la componente H(3, i − 3) admite de manera natural
un morfismo birracional ϕ5−i a C5−i, olvidando la estructura de esquema de la curva,
pero reconociendo su clase ciclo.

Los morfismos ϕ1, ϕ2, ϕ3 y ϕ4 “olvidan ” la estructura de esquema excepto para
las multiplicidades de las componentes, por ejemplo cualquier estructura de esquema de
multiplicidad 3 sobre una rectaL en P3 tiene como imagen un sólo punto, a saber 3L, sobre
la componente de la variedad C1,3(P3) que le corresponda. Por otro lado, si consideramos
el punto 2L + L′ ∈ C2, donde L y L′ son rectas en P3 que se intersectan en un punto,
entonces los puntos en ϕ−1

1 (2L + L′) corresponden a estructuras dobles de género −1
sobre la recta L (las de dimensión 9 sobre la componente H(3, 0)), y de hecho se ha
probado, por ejemplo en [34, Sección 3] que en H(3, 0) hay una familia de dimensión 2
de tales estructuras.

Definición 2.13. El lugar de esquemas N5−i ⊂ H(3, i− 3) con multiplicidad, es el lugar
de curvas que tienen una componente no reducida de dimensión 1.

Del Teorema 2.12 y la descripción de la componente H(3, 1) en la Sección 2.3, obte-
nemos la siguiente:

Proposición 2.14. La componente C1 de la variedad C1,3(P3) contiene los subespacios
localmente cerrados, cuyos puntos genéricos son:

(I) Una cúbica plana no singular.
(II) Una cúbica nodal.

(III) Una cónica plana no singular y una recta que la corta en dos puntos.
(IV) Una cúbica cuspidal.
(V) L1 + L2 + L3 tal que Li ∩ Lj 6= ∅ para toda i, j ∈ {1, 2, 3}.

(VI) Una cónica no singular y una recta tangente a ella.
(VII) L1+L2+L3 tal queL1∩L2∩L3 = {P}, dondeL1, L2 yL3 son rectas coplanares

en P3.
(VIII) 2L+ L1 tal que L ∩ L1 6= ∅.

(IX) 3L, una recta de multiplicidad tres en P3.

La descripción (geométrica) intuitiva de la componente C1 de la variedad C1,3(P3)
aparece en la Figura 7. Los números que aparecen junto a cada curva indican la dimensión
del espacio correspondiente.
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Figura 7. La componente C1.

Teorema 2.15. El lugar singular de la componente C1 de la variedad C1,3(P3) ocurre a
lo largo del subespacio localmente cerrado D1 = {3L : L es cualquier recta} y D2 =
{2L+ L1 : L,L1 ⊆ P3 y L ∩ L1 6= ∅}.

Demostración. Sea (P3)∗ el espacio dual de P3. Consideremos la correspondencia de
incidencia Γ = {(C,H) : C ⊂ H} ⊂ C1 × (P3)∗, con las proyecciones π1 : Γ −→ C1

y π2 : Γ −→ (P3)∗. En la proyección π2, para cada punto H ∈ (P3)∗, la fibra π−1
2 (H)

es isomorfa al espacio P9 de cúbicas en el plano H . De hecho, no es duro ver que ésto
es un P9-fibrado sobre P3 [28, Teorema 3.7.1]. En particular, Γ es no singular ( y por lo
tanto normal) de dimensión dim Γ = dimπ−1

2 (H) + dim(P3)∗ = 9 + 3 = 12. Ahora, los
puntos de Γ son pares formados por una curva cúbica y un hiperplano que contiene a la
curva, y como tal estos puntos pueden ser identificados con puntos del esquema de Hilbert
H(3, 1). Ası́, identificamos el morfismo π1 con el morfismo birracional ϕ1 del Teorema
2.12. El morfismo π1 se colapsa al lugar donde C = 3L es una recta con multiplicidad 3;
especı́ficamente, para cada L ∈ G(1, 3) la subvariedad WL = {(3L,H) : H ⊃ L} es
mapeada a un sólo punto en C1, a saber, al punto 3L. También, para cada L,L1 ∈ G(1, 3),
con L ∩ L1 6= ∅, la subvariedad W2L1+L = {(2L + L1, H) : H ⊃ L,L1} ⊂ Γ es
mapeada a un sólo punto de C1, a saber, al punto 2L+ L1. Sean,

E1 =
⋃

L,L1∈G(1,3)

{(2L+ L1, H) : L,L1 ⊂ H} y E2 =
⋃

L∈G(1,3)

{(3L,H) : L ⊂ H},

subespacios localmente cerrados en Γ, donde H es cualquier plano en P3. Considere-
mos también los subespacios D1 = {3L : L es cualquier recta} y D2 = {2L + L1 :
L,L1 son cualesquiera dos rectas y L ∩ L1 6= ∅}. Es fácil ver que codimE1 = 5 y
codimE2 = 7, respectivamente. El lugar excepcional del morfismo birracional π1 es
N1 = E1 ∪ E2, y es de codimensión 5 > 2. Ası́, π1 es una contracción pequeña. Por
lo tanto, la componente C1 es singular a lo largo de la imagen π1(E1 ∪ E2) = D1 ∪D2,
ver la nota de la Definición 1.12. �

La siguiente proposición se sigue del Teorema 2.12 y de la descripción de la compo-
nente H(3, 0), Sección 2.4.

Proposición 2.16. La componente irreducible C2 de la variedad C1,3(P3) contiene los
subespacios localmente cerrados, cuyos puntos genéricos son:

(I) Una cúbica alabeada.
(II) Una cúbica nodal.
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(III) Una cónica y una recta que se intersectan en un punto.
(IV) L1 + L2 + L3 tal que Li ∩ Lj 6= ∅ para toda i, j ∈ {1, 2, 3, }.
(V) Una cónica plana no singular y una recta que la corta en dos puntos.

(VI) Una cúbica cuspidal.
(VII) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 6= ∅, L1 ∩ L3 6= ∅ y L2 ∩ L3 6= ∅.

(VIII) Una cónica no singular y una recta tangente a ella.
(IX) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 ∩ L3 6= ∅ y L1, L2 and L3 son no coplanares.
(X) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 ∩ L3 6= ∅ y coplanares.

(XI) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 6= ∅.
(XII) 3L, una recta de multiplicidad tres en P3.

La descripción (geométrica) intuitiva de la componente C2 de la variedad C1,3(P3) se
muestra en la Figura 8.
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Figura 8. La componente C2.

En [7, Corolario 1.7] Chen probó que la componente C2 del espacio de cúbicas ala-
beadas no es normal. Para la normalización de esta componente C2 tenemos el siguiente
resultado:

Corolario 2.17. La normalización C̃2 de la componente C2 es singular a lo largo de los
subespacios localmente cerrados cuyos puntos genéricos son:

(XI) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 6= ∅.
(XII) 3L, una recta de multiplicidad tres en P3.

Demostración. Como el morfismo birracional ϕ̃2 : H(3, 0) → C̃2 es un isomorfismo en
codimensión 1, su lugar excepcionalN2 (cuyo punto genérico es una recta doble de género
aritmético −1 con una recta que la corta y está en su espacio tangente proyectivo en el
punto de intersección) tiene codimensión al menos 2, por [7]. Ası́, ϕ̃2 es una contracción
pequeña, y por lo tanto la imagen ϕ̃2(N2) es singular en C̃2, ver la nota de la Definición
1.12. Pero esta imagen es exactamente la unión de los subespacios localmente cerrados
cuyos puntos genéricos son (XI) and (XII). �

En [7] se puede ver expicı́tamente que el lugar excepcionalN2 del morfismo ϕ̃2 consta
de los siguientes espacios de curvas:

(i) Una recta doble B de género −1 soportada sobre L1 que corta a L2 en un punto
p tal que L2 ⊂ TpB.

(ii) Una recta doble B de género 0 soportada sobre L1 que corta a L2 en un punto p
y L2 no está en el plano que contiene a B.
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(iii) Una recta doble B de género 0 soportada sobre L1 que corta a L2 en un punto p
con un punto incrustado q 6= p sobre L1, y L2 está sobre el plano que contiene a
B.

(iv) Una recta doble B de género 0 soportada sobre L1 que corta a L2 en un punto p
con un punto incrustado en p, y L2 está sobre el plano que contiene a B.

(v) Una recta triple L que está sobre un cono cuádrico.
(vi) Una recta triple (plana) L con un punto incrustado.

(vii) Una recta triple (plana) L cuyo ideal es dado por el cuadrado del ideal que define
a L.

Esto quiere decir que ϕ̃1
−1

(2L1 + L2) consiste de las curvas (i), (ii), (iii) y (iv), y
ϕ̃1
−1

(3L) consiste de las curvas (v), (vi), y (vii) salvo equivalencia proyectiva en H(3, 0).

Proposición 2.18. La componente C3 de la variedad C1,3(P3) contiene los subespacios
localmente cerrados, cuyos puntos genéricos son:

(I) Una cónica plana no singular y una recta disjunta.
(II) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 6= ∅ pero L1 ∩ L3 = ∅ y L2 ∩ L3 = ∅.

(III) Una cónica no singular y una recta que intersecta a la cónica en un punto.
(IV) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 6= ∅, L1 ∩ L3 6= ∅, y L2 ∩ L3 = ∅.
(V) Una cónica plana no singular y una recta que corta a la cónica en dos puntos.

(VI) L1 + L2 + L3 tal que Li ∩ Lj 6= ∅ para toda i, j ∈ {1, 2, 3}.
(VII) Una cónica no singular y una recta tangente a ella.

(VIII) L1 +L2 +L3 tal que L1 ∩L2 ∩L3 6= ∅, y L1, L2 y L3 son rectas no coplanares.
(IX) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 ∩ L3 6= ∅, y L1, L2 y L3 son rectas coplanares.
(X) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 = ∅.

(XI) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 6= ∅.
(XII) 3L, una recta de multiplicidad tres en P3.

Demostración. La prueba se sigue directamente del Teorema 2.12 y de la descripción de
la componente H(3,−1), Sección 2.5. �

La descripción intuitiva (geométrica) de la componente C3 de la variedad de Chow
C1,3(P3) aparece en la Figura 9.
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Figura 9. La componente C3.

Corolario 2.19. La compactificación C3 del espacio de cónicas planas no singulares unión
disjunta una recta, no es normal en la variedad C1,3(P3).

Demostración. Si C3 fuera normal, el teorema principal de Zariski dice que las fibras del
morfismo inducido ϕ3 : H(3,−1)→ C3 deberı́an ser conexas. Si tomamos el punto Chow
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L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 = {P1}, L1 ∩ L3 = {P2}, y L2 ∩ L3 = ∅ en C3, se sigue
que ϕ−1

3 (L1 + L2 + L3) consiste de dos puntos diferentes en H(3,−1), pues se necesita
tener un punto incrustado ya sea en P1 o en P2 para que L1 + L2 + L3 sea de género
aritmético −1. �

Si consideramos la normalización C̃3 de la componente C3, entonces el morfismo ϕ3

se factoriza a través del morfismo birracional ϕ̃3 : H(3,−1) → C̃3. En este caso también
tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.20. Con la notación de la Proposición 2.18. La normalización C̃3 de la com-
ponente C3 es singular a lo largo de los subespacios localmente cerrados, cuyos puntos
genéricos son:

(X) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 = ∅,
(XI) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 6= ∅,

(XII) 3L, una recta de multiplicidad tres en P3.

Demostración. El lugar exceptional N3 del morfismo birracional ϕ̃3 : H(3,−1) → C̃3

tiene dos componentes, M1 y M2. Un punto genérico de la componente M1 corresponde
a la unión disjunta de una recta doble de género cero y una recta. Un punto genérico de
la componente M2 corresponde a una recta doble de género −1 y una recta que corta a
esta recta doble, con un punto incrustado en algún lugar de la recta doble, Sección 2.5.
Como N3 es de codimensión ≥ 2, entonces ϕ̃3 es una contracción pequeña. Por lo tanto,
la imagen ϕ̃3(N3) es singular en la componente C̃3, ver nota de la Definición 1.12. �

Proposición 2.21. La componente C4 de la variedad C1,3(P3) contiene subespacios local-
mente cerrados con puntos genéricos:

(I) L1 + L2 + L3 tal que L1, L2, y L3 son disjuntas.
(II) L1 + L2 + L3 con L1 ∩ L2 6= ∅ pero L1 ∩ L3 = ∅ y L2 ∩ L3 = ∅.

(III) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 6= ∅, L1 ∩ L3 6= ∅, y L2 ∩ L3 = ∅.
(IV) L1 + L2 + L3 tal que L1 ∩ L2 ∩ L3 6= ∅, donde L1, L2 y L3 son rectas no

coplanares.
(V) L1 + L2 + L3 tal que Li ∩ Lj 6= ∅ para toda i, j ∈ {1, 2, 3}.

(VI) L1 +L2 +L3 tal que L1∩L2∩L3 6= ∅, donde L1, L2 y L3 son rectas coplanares.
(VII) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 = ∅.

(VIII) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 6= ∅.
(IX) 3L, una recta de multiplicidad tres en P3.

Demostración. La prueba es consecuencia del Teorema 2.12, y la descripción de la com-
ponente H(3,−2), Sección 2.11. �

La descripción (geometrica) intuitiva de la componente C4 es presentada en la Figu-
ra 10. Cada curva representa el punto genérico de un espacio localmente cerrado, y los
números son las dimensiones de dichos espacios.
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Figura 10. La componente C4.

Se sigue entonces el siguiente corolario.

Corolario 2.22. La componente C4 es singular a lo largo de los subespacios localmente
cerrado, cuyos puntos genéricos son:

(VI) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 = ∅,
(VII) 2L+ L1, donde L y L1 son rectas tales que L ∩ L1 6= ∅,

(VIII) 3L, una recta de multiplicidad tres.
Demostración. Si razonamos como en la Proposición 2.11, podemos ver el lugar singular
de la componente C′ (cuyo punto genérico representa dos recta disjuntas) de la variedad
C1,2(P3) dentro de la componente C4 de la variedad C1,3(P3). Como el lugar singular de
la componente C′ ocurre a lo largo del espacio de rectas dobles, entonces el lugar singular
de la componente C4 ocurre a lo largo de la unión de tres subespacios localmente cerrados
que tiene como puntos genérico a VI,VII y VIII, respectivamente. �

El siguiente ejemplo junto con el Ejemplo 1.22 son una buena motivación para com-
prender la intersección entre las componentes de la variedad C1,3(P3).

Ejemplo 2.23. Sea C una curva cúbica alabeada. En coordenadas proyectivas, una cúbica
alabeada tı́pica es descrita por un ideal de la forma

(x0x2 − x2
1, x1x3 − x2

2, x0x3 − x1x2).

En la Sección 2.4 podemos ver que una familia plana de cúbicas alabeadas especializa a
una cúbica plana nodal, con un punto incrustado en el nodo. Hablando localmente podemos
tomar las coordenadas afines

x = t2 − 1, y = t3 − t z = at,

y considerar el lı́mite cuando a→ 0. El ideal que obtenemos es

(z2, yz, xz, y2 − x2(x+ 1)),

el cual define un esquema cuyo soporte es una cúbica nodal con un punto incrustado es-
pacial en el nodo, ver [22, Ejemplo 9,8,4, pág. 259] para más detalles. Por otro lado, en la
Sección 2.3 podemos ver que una familia plana de cúbicas planas no singulares especia-
liza a una cúbica nodal sin puntos incrustados. Este esquema lı́mite tiene exactamente el
mismo soporte que el esquema lı́mite de la familia de cúbicas alabeadas. Entonces, desde
el punto de vista de la variedad de Chow tenemos que los lı́mites de las dos familias son
exactamente el mismo punto Chow, aunque su situación geométrica sea completamente
diferente en ambos casos.
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En la Figura 11 se muestran, siguiendo las ideas del Ejemplo 2.23 las intersecciones
de las componente C1, C2, C3, y C4 de la variedad C1,3(P3).

C1 ∩ C2 C1 ∩ C3

C1 ∩ C4 C2 ∩ C3

C2 ∩ C4 C3 ∩ C4

C1 ∩ C2 ∩ C3 ∩ C4

Figura 11. Intersecciones de las componentes de la variedad C1,3(P3).



Capı́tulo 3

Perspectivas

Enseguida enlistamos algunos puntos interesantes que pueden resultar exitosos con los
calculos, resultados, y motivación de este artı́culo.

1

El producto simérico se define como:

Sym3(G(1, 3)) = G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3)/S3,

donde S3 = {( ), (1 2 3), (1 3 2), (2 3), (1 3), (1 2)} es el grupo simétrico que actúa sobre
el producto G(1, 3) × G(1, 3) × G(1, 3), por permutación de los factores. Los elementos
(2 3), (1 3), (1 2) son involuciones (es decir, elementos de orden dos) en S3. En la teorı́a
general se saben dos cosas: (1) cuando X es una variedad proyectiva, uno puede ver que
el producto simétrico Xn/Sn es isomorfo a la variedad de puntos Chow de los ciclos en
cuestion; (2) siX es una variedad de dimensión mayor o igual que 2, el producto simétrico
Xn/Sn siempre tiene singularidades.

Luego, la variedad Sym3(G(1, 3)) consta de puntos de la forma:
1. Una recta de multiplicidad tres.
2. Una recta L de multiplicidad dos unión una recta distinta L1.
3. Tres rectas distintas,

y las diagonales del producto G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3) son:
(i) ∆123 = {(L,L,L) : L ∈ G(1, 3)}

(ii) ∆12 = {(L,L,L1) : L, L1 ∈ G(1, 3)}
(iii) ∆13 = {(L,L1, L) : L, L1 ∈ G(1, 3)}
(iv) ∆23 = {(L1, L, L) : L, L1 ∈ G(1, 3)}
Ahora bien, siguiendo las ideas de [28, Teorema 3.5.1], y del artı́culo [8], nos gus-

tarı́a comparar el blow up Bl∆12Sym3(G(1, 3)) y la componente H(3,−2) del esquema
Hilb3m+3(P3).

A continuación expondremos algunos avances sobre esta comparación. Iniciaremos
con algunos resultados básicos acerca del producto simétrico Sym3(G(1, 3)).

A través de los estabilizadores del grupo S3, a saber, (S3)(L,L,L) = S3, (S3)(L,L,L1) =
{( ), (1 2)}, (S3)(L,L1,L) = {( ), (1 3)}, y (S3)(L1,L,L) = {( ), (2 3)}, queremos estudiar
de manera local las acciones de estos subgrupos sobre el producto G := G(1, 3)×G(1, 3)×
G(1, 3), con la finalidad de usar la información que ya se sabe de la acción del grupo S2

sobre el producto G(1, 3)×G(1, 3). Las acciones antes mencionadas son:
(i) (S3)(L,L,L) × G → G

(ii) (S3)(L,L,L1) × G → G, es decir, S2 × G → G ((S3)(L,L,L1)
∼= S2).

(iii) (S3)(L,L1,L) × G → G, es decir, S2 × G → G.

47
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(iv) (S3)(L1,L,L) × G → G, es decir, S2 × G → G.
Como en el producto simétrico Sym3(G(1, 3)) los puntos (L,L,L1), (L,L1, L) y

(L1, L, L) son los mismos, resulta que este producto sólo contiene dos diagonales, a saber:
(i) ∆123 = {(L,L,L) : L ∈ G(1, 3)},

(ii) ∆12 = {(L,L,L1) : L, L1 ∈ G(1, 3)}.
De hecho, ∆123 ⊂ ∆12.

Para el caso de acciones de grupos finitos sobre una variedad X , el siguiente teorema
determina si el cociente es no singular o no lo es, pero antes de enunciarlo necesitamos la
siguiente definición:

Definición 3.1. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo k y sea
G un subgrupo finito del grupo lineal general GL(V ). Un elemento s de GL(V ) es lla-
mado pseudoreflexión si fija a un subespacio de codimensión 1 y no es la transformación
identidad, o equivalentemente, si el kernel ker(s− I) tiene codimensión 1 en V .

Nótese que si dim(V ) = n, entonces V ∼= kn ∼= An. Se dice que un grupo G es un
grupo pseudoreflexión si G es generado por el conjunto de todos los elementos pseudore-
flexión en G.

Teorema 3.2 (Chevalley-Shephard-Todd). Sea X una variedad no singular y G un grupo
finito actuando sobre ella. Para x ∈ X , sea Gx el estabilizador de x. Sea p : X →
X/Gx el mapeo cociente. Entonces p(x) es no singular si y sólo si Gx es generado por
pseudoreflexiones.

En particular, uno no puede sólo fijarse en el lugar que queda fijo bajo la acción del
grupo G para determinar si el cociente es no singular. Incluso, el lugar fijo podrı́a ser vacı́o
pero el cociente podrı́a todavı́a ser singular.

Sea Sn el grupo simétrico actuando sobre Cn por permutación de las coordenadas.
Entonces, las pseudoreflexiones en Sn son exactamente las transposiciones (i, j), las cuales
claramente generan a Sn. Entonces, el grupo Sn es un grupo pseudoreflexión complejo. Si
Cn = SpecC[x1, ..., xn], en consecuencia el anillo de invariantes C[x1, ..., xn]Sn es un
anillo de polinomios con generadores e1, ..., en, donde

ek =
∑

1≤i1<...<ik≤n

xi1 · · · xik

es el k-ésimo polinomio simétrico elemental.
Con el Teorema 3.2 ya en manos, podemos probar fácilmente el siguiente:

Lema 3.3. El producto simétrico Sym3(G(1, 3)) es singular a lo largo de sus diagonales.

Demostración. Si (L,M,N) ∈ G(1, 3) × G(1, 3) × G(1, 3), con L,M,N rectas distin-
tas en P3, entonces el estabilizador (S3)(L,M,N) es trivial (el grupo S3 actúa libremente
sobre las ternas donde las tres entradas son distintas) y por tanto el cociente (G(1, 3) ×
G(1, 3)×G(1, 3))/(S3)(L,M,N) es automáticamente no singular. Por otro lado, si el punto
(L,M,N) tiene al menos dos entradas repetidas (es decir, L = M = N,L = M,L = N o
M = N ), entonces el estabilizador (S3)(L,M,N) no es pseudoreflexión, y en concesuencia
el Teorema 3.2 asegura que el producto simétrico Sym3(G(1, 3)) es singular a lo largo de
sus diagonales. �

Lema 3.4. El producto simétrico Sym3(G(1, 3)) es normal.
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Demostración. Recuérdese que si X y Y son variedades algebraicas se cumple que, x ∈
X, y ∈ Y son no singulares, si y sólo si, (x, y) ∈ X×Y es no singular. En particular, como
G(1, 3) es no singular, entonces el producto G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3) es no singular, y
en particular normal. Como el cociente de una variedad normal por un grupo finito sigue
siendo normal, resulta que el producto Sym3(G(1, 3)) es normal. �

Lema 3.5. La acción del grupo simétrico S2 sobre la variedad producto G(1, 3)×G(1, 3)
se extiende al blow up Bl∆(G(1, 3) × G(1, 3)), donde ∆ es la diagonal del producto
G(1, 3)×G(1, 3).

Demostración. El grupo S2 actúa sobre el producto G(1, 3) × G(1, 3), y la diagonal ∆
queda invariante bajo esta acción. Luego, la imagen inversa de ∆ con respecto al morfismo
S2×(G(1, 3)×G(1, 3))→ G(1, 3)×G(1, 3) es S2×∆. Por lo tanto, aplicando la propie-
dad universal del Blow up a este morfismo, obtenemos un morfismo S2 ×Bl∆(G(1, 3)×
G(1, 3)) → Bl∆(G(1, 3) × G(1, 3)) [22, Corolario II.7.15]. Este morfismo satisface las
identidades:

(σ1σ2)(L1, L2) = σ1(σ2(L1, L2)), e(L1, L2) = (L1, L2),

para toda (L1, L2) ∈ Bl∆(G(1, 3) × G(1, 3)) − E∆. Ahora, como cualesquiera dos mor-
fismo que son iguales sobre un abierto denso son iguales sobre todo el espacio, resulta
que las identidades se cumplen para toda (L1, L2) ∈ Bl∆(G(1, 3) × G(1, 3)), es decir, el
morfismo S2 × Bl∆(G(1, 3)×G(1, 3)) → Bl∆(G(1, 3)×G(1, 3)) nos da una acción de
S2 sobre Bl∆(G(1, 3)×G(1, 3)). �

El siguiente Lema junto con el Teorema 3.2 serán fundamentales para ver el lugar no
singular del Blow up BL∆12

Sym3(G(1, 3))

Lema 3.6. Sea X cualquier esquema y sea H algún grupo finito actuando sobre X . Si
Y ⊂ X es cualquier subvariedad H− invariante, entonces

(BlYX)/H ∼= BlY/H(X/H).

Demostración. Ver [28, Lema 3.5.4]. �
El siguiente resultado es una aplicación del Teorema 3.2 y del Lema 3.6.

Teorema 3.7. EL blow up Bl∆Sym2(G(1, 3)) es no singular.

Demostración. Por el Lema 3.5, la acción del grupo simétrico S2 se extiende al blow
up Bl∆(G(1, 3) × G(1, 3)). EL Lema 3.6 establece que Bl∆(G(1, 3) × G(1, 3))/S2

∼=
Bl∆Sym2G(1, 3). Ahora bien, como la involución S2 actúa sobre Bl∆(G(1, 3)×G(1, 3))
dejando fijo al divisor excepcional E∆, se sigue del Teorema 3.2 que el espacio cociente
Bl∆Sym2G(1, 3) es no singular. �

Siguiendo la idea de la prueba del Teorema 3.7 queremos probar el siguiente:

Objetivo 3.8. El blow up Bl∆12
Sym3(G(1, 3)) es no singular.

Demostración. Con el fı́n de usar la información que ya se tiene de la acción del grupo
S2 sobre el producto G(1, 3)×G(1, 3) vamos a estudiar la acción del grupo estabilizador
(S3)(L,L,L1) sobre G, a saber, la acción

(S3)(L,L,L1) × G → G, dada por (σ, (L1, L2, L3)) 7→ (L2, L1, L3).

Como la acción del grupo (S3)(L,L,L1) se extiende al blow up Bl∆1,2(G(1, 3) ×
G(1, 3) × G(1, 3)), el Teorema 3.2 implica que el cociente Bl∆12

(G(1, 3) × G(1, 3) ×
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G(1, 3)/(S3)(L,L,L1)) es no singular.

Es un trabajo a futuro encontrar las herramientas complementarias para terminar la
prueba del Objetivo 3.8.

Objetivo 3.9. La componente H(3,−2) del esquema Hilb3m+3(P3) es isomorfa al blow
up Bl∆12Sym3(G(1, 3)).

Algunas ideas de la prueba son las siguientes:

Como en [28, Teorema 3.5.1], la idea es seguir los siguientes pasos:
1. Hagamos: G2 := Bl∆12

Sym3(G(1, 3)) y G′2 := Bl∆12
(G(1, 3) × G(1, 3) ×

G(1, 3)). Queremos exhibir como primer paso una función conjuntista

ϕ : G′2 −→ H(3,−2).

2. Mostraremos que ϕ = ϕ ◦
∑

, donde
∑

: G(1, 3) × G(1, 3)) × G(1, 3) −→
G(1, 3)×G(1, 3))×G(1, 3) es una involución en el grupo simétrico S3.

3. Construiremos un morfismo de G′2 a G2, y concluiremos que G′2/
∑ ∼= G2.

4. Finalmente, concluiremos que la función construida en el paso 1 se extiende a un
morfismo regular.

IDEAS: (1) Fuera de la diagonal ∆12, si tenemos 3 rectas tales que ninguna configu-
ración de ellas es una recta triple o una recta doble, entonces podemos tomar la unión de
las tres rectas como un subesquema de P3, y esto nos definirá un punto en la componente
de HilbertH(3,−2). Si de las tres rectas, solamente dos de ellas se intersectan, el esquema
que deseamos asociar debe tener un punto incrustado. Si de las tres rectas dos de ellas no
se intersectan, el esquema que deseamos asociar deberı́a tener dos puntos incrustados, pero
si las tres rectas se intersectan (pero no concurren en un punto), el esquema que asocia-
mos debe de tener tres puntos incrustados. Si las rectas concurren en un punto, entonces
el esquema que deseamos asociar debe tener un punto incrustado de multiplicidad dos (si
las rectas son no coplanares) o un punto incrustado de multiplicidad tres (si las rectas son
coplanares). Como no hay ambigüedad para la elección de puntos cuando dos de las rectas
son incidentes, entonces se tiene un mapeo de puntos para ϕ (fuera de la diagonal ∆12)
genéricamente 6 a 1.

Ahora, supongamos que tenemos un punto p ∈ ∆12(G(1, 3) × G(1, 3) × G(1, 3)).
Dado que ni una recta doble, ni una recta triple están determinadas de manera única en un
espacio proyectivo, para hacer una asignación a los puntos de la diagonal ∆12, necesitamos
hacer el blow up, Bl∆12(G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3)). La idea en mente es hacer este blow
up por pedazos, a saber:

(i) Bl∆123
(G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3));

(ii) Bl{2LtL1}(G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3));
(iii) Bl{2L∪L1}(G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3)). En este caso 2L ∩ L1 = {q}.
Analicemos el blow up (i). La fibra de ∆123 bajo el blow up corresponde a un di-

visor excepcional dentro del blow up Bl∆12(G(1, 3) × G(1, 3) × G(1, 3)), y la fibra so-
bre un cada punto de ∆123 es isomorfo a P1. Como ∆123 es no singular en el producto
G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3), entonces el vector fibradoE∆123 ⊆ Bl∆123Sym3(G(1, 3)) −→
∆123 es el vector fibrado proyectivo P(N∆123 |G(1, 3) × G(1, 3) × G(1, 3)). Dado que el
vector fibrado E∆ −→ ∆ (∆ es la diagonal en el producto G(1, 3)×G(1, 3)) es la proyec-
tivización P(TG(1,3)) ' Hom(V,C4/V ), donde V es un espacio vectorial de dimensión
2. Entonces tenemos que analizar el espacio vectorial Hom(V,C4/V )⊕Hom(V,C4/V ).
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La matriz que le corresponde a este espacio vectorial es una matriz A de tamaño 4× 4 con
dos bloques de tamaño 2× 2 sobre la diagonal y ceros en cualquier otra parte. Nótese que
el mapeo cero no es un punto en este espacio proyectivo, ası́ solo consideramos mapeos
de rango: 4, 3, 2, 1. Ahora, para identificar un punto (L,L,L) ∈ ∆123 con una recta triple
necesitamos una estructura (de esquema) triple sobre L.

Analicemos el blow up (ii). Como el espacio {2L t L1} ⊂ G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3)
es no singular, entonces en vector fibrado E{2LtL1} → ∆{2LtL1} es el vector fibrado pro-
yectivo P(N{2LtL1}|G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3)). Para calcular el blow up sobre el espcio
{2L t L1} basta hacerlo en el espacio de rectas dobles {2L} y en los casos resultantes
pegar la recta disjunta L1. El blow up calculado en el Teorema [28, Teorema 3.5.1, pág.
27] podrı́an ser de mucha ayuda para este caso.

En un trabajo posterior nos gustarı́a terminar de estudiar la comparación entre la com-
ponente H(3,−2) y el blow up Bl∆12(G(1, 3)×G(1, 3)×G(1, 3)).

2

Otro trabajo interesante basado en los calculos y motivación de este trabajo serı́a des-
cribir las componentes de la variedad de Chow C1,4(P3), y en particular decir algo acerca
de la componente que parametriza cuatro rectas disjuntas.

3

Un problema fundamental, iniciado por Green y Morrison [15] como también por Gel-
fand, Kapranov y Zelevinsky [18, Sección 4.3], es describir las ecuaciones que definen a
las variedades de Chow. En un trabajo reciente [3] P. Bürgisser, K. Kohon, P. Lairez, y B.
Sturmfels presentan una solución computacional definitiva de las ecuaciones de la variedad
de Chow para el caso no trivial más pequeño, es decir, para ciclos de dimensión 1 y grado
2 en P3, C1,2(P3) en nuestra notación. A grandes rasgos el trabajo de ellos consiste en
descomponer formas Chow de cónicas planas, formas Chow de pares de rectas, y formas
de Hurwitz de superficies cuadráticas, y posteriormente calculan los ideales que definen a
cada espacio de formas Chow. Todos los cálculos ası́ como los ideales se pueden ver en
www3.math.tu-berlin.de/algebra/static/pluecker.

Se piensa que hay grandes posibilidades de que se puedan dar las condiciones ideales
para resolver el caso de las variedades de ciclos de grado 3 en P3 y variedades de ciclos de
grado 2 en P4.
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