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“..Cuando se ha eliminado lo imposible, lo que queda, por improbable que parezca, debe
ser la verdad...”
Sherlock Holmes

“..Los carpinteros dan forma a la madera; Los flecheros dan forma a las flechas; Los
sabios se dan forma a si mismos...”
Buda

“..He fallado una y otra vez en mi vida, por eso he conseguido el éxito...”
Michael Jordan
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Resumen

En este trabajo se estudiaran y analizaran algunos tipos de trayectorias en el espacio
de polinomios estables (Hurwitz y Schur). Se presentardn algunas propiedades topoldgicas
de tales trayectorias, asi como su relacién, conexién y la manera en que impactan en los
espacios estables. Se utilizan tales curvas de conexién para disefiar controles escalares de
retroalimentacién lineal de la forma u(z) = —c(u)T 2 para controlar la estabilidad en sistemas
de control lineal. Llevando tales disefios a sistemas no lineales (sistemas afines), se disena un
tipo de control lineal para provocar y controlar la bifurcacién de Hopf.
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Introduccion

Considere el sistema lineal

T = Ax (1)

donde A es una matriz de tamano n x n con coeficientes constantes y x € R™. Es bien
conocido que si el polinomio caracteristico p4(t) es un polinomio Hurwitz, esto es, todas sus
raices tienen parte real negativa, entonces el origen es un punto de equilibrio asintéticamente
estable. Si consideramos ahora el sistema controlable

& = Az + bu, (2)
escrito en forma candnica
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : : : : , b= s
0 0 0 e 1 0
—Gn —Qp—1 —Gp—2 - —ai 1
y disefiamos un control lineal de la forma u = —kc’z, donde ¢! = (CnyCn—1y-..,C1) Yy T =
(x1,22,...,7,)7, entonces el sistema controlado es
T 0 1 0 e 0 T
.1"2 0 0 1 s 0 X9
Tn—1 0 0 0 ‘e 1 Tpn_1
Tn, —a, — ke, —ap—1— kcp—1 —Qp—9 — kcp—o -+ —ay; — ke Tn,

El polinomio caracteristico del sistema en lazo abierto (1) es po(t) = t" + a1t ' + - +
an—1t + a,, mientras que el sistema en lazo cerrado o sistema con control (2) es p.(t)
po(t) + kp1(t), con p1(t) = c1t™ L+ cot™ 2+ + ¢y

De aqui podemos ver que el problema de disefiar controles estabilizantes © = —kc! z esta
relacionado con el problema de saber si un rayo de polinomios es estable.

IX



X Introduccién

Se ha generado gran cantidad de informacién a cerca de los polinomios Hurwitz desde que
Maxwell propuso el problema de encontrar condiciones para que un polinomio tenga todas
sus raices con parte real negativa [66].

En [32] se hizo un estudio bibliogréfico de trabajos relacionados con polinonios estables que
fueron reportados entre 1987 y 1991. Los libros [3], [15] y [18] son trabajos muy recomendables
para consultar acerca de familias de polinomios estables.

Al principio, los investigadores se enfocaron en el problema propuesto por Maxwell y fueron
obtenidos criterios como el de Routh-Hurwitz, el teorema de Hermite-Biehler, entre algunos
otros de igual importancia. Podemos encontrar la prueba de algunos de esos criterios en los
libros [18], [36],[55], y en las tesis [30] y [60]. Después, los cientificos empezaron a estudiar
otro tipo de problemas relacionados, por ejemplo, el problema de dar condiciones para que
una familia de polinomios consista solo de polinomios Hurwitz. Este tipo de problemas tiene
su motivacion en aplicaciones, pues cuando se modelan fenémenos fisicos se deben considerar
este tipo de familias polinomiales en presencia de incertidumbres y/o perturbaciones. Tal
vez los resultados mas famosos acerca de familias de polinomios Hurwitz son los teoremas
de Kharitonov [51] y el teorema de las aristas [17], en los cuales se consideran intervalos y
politopos de polinomios, respectivamente. Sin embargo, se han estudiado también otro tipo
de familias, como por ejemplo, conos y rayos de polinomios (ver [43] y [5]) o segmentos de
polinomios (ver por ejemplo [9], [19] y [26]). Recientemente, se ha estudiado la relacién entre
los polinomios Hurwitz y el producto de Hadamard (ver [61], [62] y [63]).

También se han estudiado propiedades topoldgicas del espacio de polinomios estables (ver
[7], [8] v [44]). En particular, consideraremos el espacio de polinomios reales Hurwitz, denotado
por MH,}, el cual es el espacio topolégico de polinomios reales moénicos de grado n con
coeficientes reales positivos y raices con parte real negativa (esto es, raices en C7). En [18]
podemos verificar que el espacio MH,! es un conjunto abierto y en [7], los autores muestran
que MH;! es un haz vectorial trivial suave sobre M/H:—k de rango k, asi como la generacién
de rayos de un polinomio Hurwitz. Dan algunas propiedades topoldgicas y diferenciales de
MH.

Otro muy importante conjunto de polinomios, el cual se estudia en teoria de control de
sistemas discretos, es el espacio de polinomios ménicos de grado n con todas sus raices en el
disco unitario; tales polinomios son llamados polinomios Schur y el conjunto entero es denota
por MS,,. En relacién a las familias de polinomios Schur, recientemente se ha podido deter-
minar un intervalo de estabilidad para sistemas de datos de muestras [37] y [38]. En cuanto
al aspecto topoldgico, en [33] y [44] los autores muestran que el espacio MS,, es contraible al
polinomio ¢" y como consecuencia, MH, es contraible al polinomio (¢ + 1) via la transfor-
macién de Mébius. Asf, MH." y MS,, son conexos por trayectorias. En [7] y [8] se estudia
a los polinomios con un enfoque de la topologia diferencial, mientras que en [10] se hace con
un enfoque de topologia algebraica. En este tltimo, los autores presentan estructuras homeo-
morfas entre conjuntos de polinomios, el espacio de sus coeficientes y el espacio de sus raices.
Un enfoque similar se presenta en este trabajo en el capitulo 3.

Entrando en materia para este trabajo, podemos hablar acerca del teorema de intersecciéon
con la frontera para familias de polinomios. Muchas pruebas de resultados en estabilidad estan
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basadas en este teorema [27] y el principio de exclusién del cero (ver [18] para las pruebas).
En este sentido ha sido apreciada la importancia de esos dos resultados. Otro enfoque en el
cual se pueden estudiar estos dos teoremas lo podemos ver en [75], en el cual se presentan los
llamados mapeos guardidn y semiguardidn, quienes son los encargados de informar cuando
estamos dentro o fuera de la zona de estabilidad.

Por otra parte, dado un segmento de polinomios po(t) + kp1(t), con k en un conjunto
acotado K, existen técnicas para encontrar los valores k_. 'y k:;;éX, los cuales son el minimo
y el méximo valor de k € K tal que el segmento de polinomios py(t) + kpi(t) es robusta-
mente estable. Al intervalo con extremos k_. vy k:;;léx se le conoce como maximo intervalo de
estabilidad y se le denota como K = [k_ , k:;rléx]. Uno de los métodos se aplica utilizando las
matrices de Hurwitz de los polinomios fijos po(t) vy p1(t) (ver [19]), donde grad(pg) >grad(p1)
y po(t) es Hurwitz estable ; mientras que el otro utiliza el principio de exclusién del cero sobre

la familia polinomial p.(iw)po(iw) (ver [57]).

Existe una relacién entre rayos estables y segmentos de polinomios estables: si po(t)+kg(t)
es un polinomio Hurwitz estable para toda k& > 0, entonces (ﬁ)po(t) + (Hik)g(t) es un
polinomio Hurwitz estable para toda k > 0, lo cual significa que la estabilidad del rayo
po(t) + kg(t) es equivalente a la estabilidad del segmento abierto [po(t),g(t)). Podemos ver
que para ¢(t) Hurwitz estable obtenemos la estabilidad del segmento cerrado [po(t), g(t)].

Para el analisis de la estabilidad robusta de un sistema lineal, debido a la no convexidad
del conjunto de polinomio estables Hurwitz, es importante tener métodos computacionales
disponibles para verificar la estabilidad de una combinaciéon convexa de polinomios.

Es bien conocido que MH," no es convexo [88], por lo que no todo segmento o rayo de
polinomios consiste de polinomios Hurwitz. Auin cuando se tengan ambos extremos estables,
no se garantiza la estabilidad de todo el segmento debido a la falta de convexidad de M#H.'.
En este trabajo, para dos polinomios Hurwitz, nos hemos planteado encontrar una trayectoria
que una a ambos polinomios con la propiedad de que esté totalmente contenida en MH.!.
Sin embargo, no hay en la literatura de teoria de control una curva en particular que una a
dos polinomios Schur o Hurwitz. Es de particular interés la obtencién de esta curva conectora
estable para el disefio de controles de retroalimentacion lineal.

Debido a estos atecedentes, hemos establecido la relacién entre los siguientes problemas:

1. Estabilidad de rayos de polinomios.

2. Estabilidad de segmentos de polinomios.
3. El méximo intervalo de estabilidad.

4. Estabilidad de trayectorias de polinomios.

5. Disefo de controles de estabilidad u = c(u) 'z, u € [a, b].

El diseno de controles de retroalimentacién de estados se ha llevado un poco més alla de
los sistemas lineales. Existe una buena cantidad de informacién e investigacién en el problema
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de diseno de este tipo de controles para sistemas no-lineales, como los llamados sistemas afines
de la forma

&= f(z) + g(x)u, 3)

donde z son las coordenadas locales de una variedad diferenciable M (Variedad del espacio de
estados), f y g son campos vectoriales sobre M representados también en coordenadas locales
y u € U los controles admisibles (ver por ejemplo [49, 80]). En el presente trabajo se toman las
coordenadas locales como R"™. La direccion de investigacién en los sistemas no-lineales afines
que abordaremos, es con respecto a la bifurcaciéon de estos y el diseno de controles con los
cuales podamos controlar dicha bifurcacién. Especificamente, aquella bifurcacién en la cual
para un punto de equilibrio z la matriz Jacobiana A(u), p € R, del sistema (3) posee un par
de valores propios A1 2(p) = a(p) £i8(n), y para un valor po, el sistema posee un par de va-
lores propios imaginarios puros Aj 2(4) = +wp. Entonces, genericamente, un tnico ciclo limite
bifurca del equilibrio zy mientras este cambia su estabilidad, esto es, mientras el parametro
i pasa a través del cero, entonces A o(p) cruzan el eje imaginario de la zona de estabilidad
(C7) a la zona de inestabilidad (C*) o vice versa. Este fenémeno es llamado bifurcacién de
Poincaré-Andronov-Hopf [48, 70, 74, 83], a la cual s6lamente nos estaremos refiriendo como
la bifurcacién de Hopf. Existe una amplia literatura acerca del problema de estabilizar un sis-
tema no lineal mediante controles de retroalimentacién de estados [1, 2, 11, 14, 23, 34, 40, 41].
En [1], los autores disefian un control de retroalimentacién de estados no-lineal para resolver
los problemas de estabilizacion local y del control de la bifurcacién de Hopf en sistemas no
lineales con dos modos no controlables. En [2], los autores hacen algo similar para sistemas
con un s6lo punto critico no controlable. En [40], se estudia a sistemas afines con dos modos
no controlables en el eje imaginario, en el cual se presenta el control de la orientacién local
de las soluciones periddicas, la variedad central, y la estabilizacién de la bifurcacion de Hopf
mediante un control de retroalimentacién de estados no-lineal (ver también [41]). En [82] se
derivan condiciones suficientes para asegurar el control de la bifurcacién de Hopf en sistemas
no lineales con dos modos no controlables en el eje imaginario. Los autores utilizan el teo-
rema de la variedad central para reducir el andlisis a sistemas de dimensiéon dos, donde las
expresiones estdn dadas en términos del campo vectorial original y, la ley de control disenada
(no-lineal) tiene un término constante, el cual establece la estabilidad del punto de equilibrio,
y los términos cuadréticos determinan la orientaciéon y la estabilidad de las soluciones periédi-
cas cerca del origen. En [34], los autores presentan un control de retroalimentacién de estados
lineal para estabilizar un punto de equilibrio de sistemas no lineales con uno y dos modos
no controlables. Para ello, utilizan técnicas y resultados de teoria de bifurcaciones. En estos
trabajos se disenian controles de retroalimentacién de estados de los cuales debemos resaltar
que, para controlar la bifurcacién de Hopf, los controles que se proponen son no lineales y si
son lineales, sélo estabilizan. Aunque en la literatura se menciona la existencia de controles
lineales para controlar la bifurcacién de Hopf (ver [1]), no se ha dado uno explicitamente. En
este trabajo se disena un control lineal con el cual se provoca y controla la bifurcacion de Hopf.

El resto del presente trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se establece una condiciéon suficiente para que un rayo de polinomios
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sea Hurwitz. Tal condicién es una desigualdad matricial, la cual provee una sencilla prueba
algebrdica para la estabilidad de rayos de polinomios. Como una aplicacion al sistema estable
en lazo abierto, se muestra que existe un cono de ganancias ¢, tal que la funcién v = —kc'x
es un control de retroalimentacion estabilizante para todo k& > 0. Se presenta también, una
desigualdad similar a las de los rayos para la estabilidad de segmentos de polinomios, y
finalmente, se da una aproximacién de minimo extremo izquierdo. Estos resultados fueron
reportados en [9] y [6].

En el capitulo 2, se presentan los resultados de Bialas para resolver el problema de en-
contrar el maximo intervalo de estabilidad. Se desarrolla una técnica méas sencilla que la de
Bialas para ese mismo problema. Basado en este resultado, también se aborda el problema
de estimacién del minimo extremo izquierdo. El contenido de este capitulo esta basado en
articulo [57].

En el capitulo 3, se prueba la existencia de una curva Hurwitz-conectora y una curva densa
en MH,", mediante combinaciones convexas lineales y homotopia de caminos. Se exhiben
algunas propiedades del mapeo de Viete y otras versiones de la transformacién de Mobuis
para probar la existencia de una curva Schur-conectora y su respectiva curva densa. Este
capitulo esta basado en los trabajos [58] y [59].

En el capitulo 4. utilizando las ideas en la construccién de la curva Hurwitz-conectora,
se disefia un control lineal para llevar al sistema no lineal (3) a presentar la bifurcacién de
Hopf. Ademaés, se dan condiciones necesarias para controlar esta bifurcacién, es decir, para

controlar el signo de la velocidad de cruce y del primer coeficiente de Lyapunov'.

'No confundir al primer coeficiente de Lyapunov con el exponente Lyapunov pues con el primero podemos
determinar la estabilidad de un sistema de acuaciones ordinarias, segtin su signo; mientras que el exponente de
Lyapunov de un sistema dindmico es el nimero que caracteriza el grado de separacién entre dos trayectorias
muy cercanas
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Capitulo 1

Rayos y segmentos de polinomios
Hurwitz

En este capitulo se aborda el problema de determinar la estabilidad de un rayo de poli-
nomios reales P(t,k) = po(t) + kp1(t) y/o el segmento convexo de polinomios reales (1 —
w)po(t) + ppi(t), p € [0, 1], con po(t) estable y en el caso del segmento, p;(t) también estable.
Se presentan algunas técnicas para resolver tales problemas, asi como una prueba sencilla
para calcular el minimo extremo izquierdo del rayo P(t, k). Este capitulo estd basado en los
trabajos reportados en [5] y [9].

1.1. Hurwitz-estabilidad de rayos de polinomios

Dado que el criterio de Routh-Hurwitz y resultados relacionados usualmente llegan a ser
complicados cuando se aplican en estudios teéricos, aqui se presenta un enfoque para obtener
caracterizaciones de rayos de polinomios Hurwitz en términos de los coeficientes correspondien-
tes. Mds especificamente, obtenemos condiciones suficientes para un conjunto cénico py + K
que consiste solo de polinomios estables, donde pg es un polinomio estable de grado n y K
es un cono convexo de polinomios de grado (n), (n — 1) o (n — 2). La condicién algebréica
suficiente es la desigualdad matricial (1.2), la cual es una prueba algebraica simple. Se verd que
el rayo de polinomios dado por po(t) + kpi(t) (k > 0), donde po(t) = 3 + 6t + 11t + 6 y
p1(t) = 5t2 + 11t + 1—23, consiste de polinomios Hurwitz que no satisfacen las condiciones tipo
Rantzer propuestas en [43] pero satisfacen la condicién (1.2) propuesta en esta seccién. Los
resultados principales de esta seccién fueron obtenidos en el trabajo de Aguirre, Ibarra y
Suarez [5].

Como una aplicacién del resultado antes mencionado, estudiaremos el problema de disefio
de controles de retroalimentacién de alta ganancia de la forma u = —kc!'z, donde ¢ € R, y
k > 0. Esto es, se establecen condiciones suficientes sobre ¢ = (c1,ca,...,¢,)! para asegurar
que el polinomio correspondiente ¢1t" ! + cot" "2 + - - - + ¢, sea Hurwitz (desigualdad (1.2)).
Maés aun, para todo ¢ que satisfaga esas condiciones, se prueba que el sistema a lazo cerra-
do correspondiente es asintéticamente estable para todos los valores del pardmetro de alta
ganancia k.



2 Rayos y segmentos de polinomios Hurwitz

1.1.1. Prueba de Hurwitz-estabilidad para rayos de polinomios

Dado un polinomio real po(t) = t" + a1t" ! + - -- + a,,, definase la matriz

1 0 0 0o - 0 0
—an aj -1 0 cee 0 0
as —asz ay —ap --- 0 0
Din-1y = | . : : : : : ' (1.1)
0 0 0 0 crr Ap—2 —Qp_—3
0 0 0 0 - —ap an
y sean Déﬁ ne1)’ D(Jn n—1) el i—ésimo renglon y la j—ésima columna de la matriz D, ,_1),
respectivamente.

Teorema 1.1.1. Sea po(t) = t" + art" ' + -+ + a, un polinomio de Hurwitz. Sea Dyn-1)
la matriz correspondiente definida por (1.1). Si el vector ¢ es una solucion al sistema de
desigualdades lineales

D(n7n_1)c - O, (12)

entonces el polinomio f(t) = Y., c¢;t"" es Hurwitz, donde el simbolo = (<) significa que
toda componente de un vector dado es positivo (negativo).

Demostracion. Presentaremos la prueba para n par (hacemos n = 2m), el caso cuando n es
impar es andlogo. Sea F'(t) = po(—t). Entonces F'(t) es un polinomio real de grado n con todas
sus raices en C*. Considere el polinomio F(t)f(t), el cual es un polinomio de grado 2n — 1.
Note que po(iw) y f(iw) pueden ser escritos como

poliw) = P(w?) + iwQ(w?)

fliw) = p(w?) + iwg(w?),
donde P, @), p y g son polinomios reales. Tenemos
F(iw) f(iw) = [P(w?) = iwQ(w?)][p(w?) +iwq(w?)] = [Pp + w*Qq] + iw[Pq — Qp].

Después de algunos cédlculos obtenemos

n

(P = Q) = = 3 (Df )

=1

Note la correspondencia entre los coeficientes de este polinomio y las desigualdades lineales
(1.2). Dado que Diyne1ye > 0,4 =1,...,n, se sigue que F(iw) f(iw) no intersecta el eje real
paraw > 0. Sean [ y 7 el niimero de raices de F(¢) f(t) contenidos en C~ y C*, respectivamente.

Dado que F(iw)f(iw) no intersecta al eje real para w > 0, F(t)f(t) no tiene raices en el eje
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imaginario. Sea #(w) el argumento de F(iw)f(iw). Denotemos por A0 = 6(oco) — 6(0) el
cambio neto en el argumento. Es conocido que A0 = (7/2)(l —r) ([39], p. 174; [45], p. 406).
El hecho que F'(iw) f (iw) no intersecte al eje real para w > 0 implica que |[AJ8| < 7. Por otro
lado, sabemos que al menos n raices estdn en CT, entonces r > n y I < n — 1. De aqui que,
I —r < 0. Adicionalmente, [ — r es un nimero impar, pues [ +r = 2n — 1. As{ que, la igualdad
A0 = (m/2)(l —r) implica que AFf = —7/2. Por lo tanto, [ —r = —1, de donde se sigue
que r =nyl=n—1. De aqui que, las n — 1 raices de f(t) estan contenidas en C~, como se

pretendia. ]
Observacién 1.1.1. Note que la conclusion en el teorema 1.1.1 implica que ¢ = (c1,¢a, ..., cn)T
06c=(c1,c2,...,cn)T <0y dado que de la primer desigualdad en (1.2) se sigue que c; > 0,

tenemos que necesariamente c > 0.

Consideremos el sistema

T = Az + bu, (1.3)

donde la pareja (A,b) es controlable, x,b € R" y u = —keT'z es una funcién de control. Sin
pérdida de generalidad, supéngase que la pareja (A, b) estd dada en la forma candnica (ver

[16]),

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : , b= (1.4)
0 0 0 1 0
—Qp —Qp—1 —Qp—2 -+ —a1 1

Es bien conocido que uno de los valores propios del sistema en lazo cerrado & = Az —kbc! z,
digamos A1, tiene la propiedad que A1 /k — ¢; cuando k — oo y el resto converge a las raices
del polinomio f(t) = c1t" ! +cot" 2+ - -+ ¢, [87, 77]. Por otro lado, si ¢ = 0 es una solucién
de (1.2), se sigue del teorema 1.1.1 que el polinomio f(t) es Hurwitz. Por lo tanto, el sistema
a lazo cerrado es asintOticamente estable en el origen para k suficientemente grande. Esto
muestra que el control u(t) = —kc’x es una retroalimentacién de alta ganancia. Sin embargo,
tenemos el siguiente resultado que muestra una propiedad adicional del control y que puede
aplicarse en el diseno de retroalimentaciones estabilizantes de alta ganancia.

Teorema 1.1.2. Considere el sistema lineal (1.3) escrito en la forma candnica (1.4). Suponga
que A es Hurwitz, esto es, el polinomio en lazo abierto po(t) = t" +ait" ' +---+a, es Hurwitz.
Sic = 0 es una solucion de (1.2), entonces, para toda k > 0, el control u(t) = —kcl'z es un
control estabilizante.

—
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Demostracion. Supéngase que n es par (el caso para n impar es andlogo). Sea n = 2m y
k > 0. Es suficiente ver que el polinomio en lazo cerrado es Hurwitz. Sean P.(t) y Po(t)
los polinomios en lazo cerrado y en lazo abierto, respectivamente. Considere el polinomio
Pe(t)po(—t) y sean 61(w) y A0 = 61(c0) — 01(0) el argumento y el cambio neto en el
argumento de p.(iw)po(—iw), respectivamente. Siguiendo ideas similares como en la prueba
del teorema 1.1.1 obtenemos que A§°0; < 7. Por otro lado, p.(0)po(0) = agm(azm + kcam), €l
cual es un nimero real positivo. De aqui que 61(0) = 0. Ahora, analizaremos 6;(w) cuando w
es grande. Primero, tenemos para w grande, p.(iw)po(—iw) ~ w™ — ic;w?™~L. Por lo tanto,
pe(iw)po(—iw) estd en el cuarto cuadrante cuando w es muy grande y

Im[pe(iw)po(—iw)]
Relpc(iw)po(—iw)]

cuando w — oo. De aqui que, #;1(c0) = 2sm, donde s es un entero. Entonces, dado que
AGCO; = 61(00) — 601(0) = 2sm y |AFO1| < 7, obtenemos que AFH;(w) = 0. Por lo tanto, el
polinomio p.(t)po(—t) tiene tantas raices en C~ como en C*. Dado que tal polinomio es de
grado 2n, entonces hay n raices en C*. En efecto, las raices contenidas en C* corresponden a
las raices de po(—t), pues el polinomio en lazo abierto es un polinomio Hurwitz. Finalmente,
se sigue que las n raices en C~ corresponden a las raices de p.(t), lo cual significa que p.(t)
es Hurwitz. O

—0

Observacién 1.1.2. En la introduccion se senald que en general, la retroalimentacion de
alta ganancia no necesariamente es un control estabilizante para todo valor del pardmetro k
e ilustramos este hecho con un ejemplo. Esto amplia la importancia de los teoremas 1.1.1 y
1.1.2.

El teorema 1.1.1 puede ser escrito en términos de polinomios como sigue.

Corolario 1.1.1. Dado un polinomio de Hurwitz po(t), sea G la familia de polinomios
p1(t) = et L+ ot 2+ - 4 ¢, tal que ¢T' = (c1,ca,...,c0)T = 0 satisface la desigual-
dad (1.2). Se asegura que para cada p1(t) € G, el rayo de polinomios po(t) + kpi(t), k > 0, es
Hurwitz.

Observacidn 1.1.3. FEstos resultados pueden ser extendidos a los casos cuando grad(pi(t)) =
n yn — 2. La condicion (1.2) debe satisfacerse por una matriz como la de abajo. Dado un
polinomio real po(t) = t" +a1t" ' +- - +a,, definimos la matriz real Dnn) € My (ng1) como

a; —1 0 0o - 0 0
—as ag —al 1 tee 0 0
as —Qaq as —ay - 0 0
Dy = | . : : : : : ’
0 0 0 0 te —Aan—2 Ap—3
0 0 0 0 an —Qp—1
y denotemos por Déh,n) el i—ésimo renglon de Dy, . Si c = (c1,ca, .. ensr1)T = 0 es una

solucion de D, nyc = 0, entonces el polinomio py(t) = c1t™ + ot 4 Cn+1 s Hurwitz
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Yy, mds ain, po(t) + kp1(t) es Hurwitz para toda k > 0. Para el caso cuando el grado de p;(t)
es n — 2, definamos la matriz D, n—2) € M(—1)x(n—1) cOmo

ap —1 0 o .- 0 0
—as a9 —ai 1 e 0 0
as —Qy as —as - 0 0
D(n,n—2) - : . : . . :
0 0 0 0 - ap—3 —Gpn_3
0 0 0 0O - —ap, an_1
Entonces, si c = (c1,¢a,...,cn1)T = 0 es solucién para Dy n—2yc = 0, el polinomio pi(t) =

1t 2 ot 3+ ey es Hurwitz y, mds ain, po(t) +kpi(t) es Hurwitz para toda k > 0.

Ejemplo 1.1.1. Considere el sistema

0 1 0 0
i=(0 0 1 ]a+/[0](=65k —11k —5k)z. (1.5)
-6 —11 —6 1

La matriz D35y y su inversa D(;Q) estdn dadas por

1 0 0 1 0 0
Dgoy=|(-11 6 —1], D(—g}m: 2,0167 0,1833 0,0167
0 —6 11 1,1 0,1 0,1

Tenemos que po(t) = t3+ 612 + 11t + 6 es el polinomio a lazo abierto y p1(t) = 5> + 11t + 13
es el polinomio que proporciona el sistema a lazo cerrado. Consecuentemente, po(t) + kpi(t),
k >0, es un rayo de polinomios Hurwitz. Por otro lado, veremos que no es posible verificar
que este rayo consiste de polinomios Hurwitz utilizando las condiciones tipo Rantzer de [435],
como se afirmaba en la introduccion de la seccion.

Las condiciones en [43] son las siguientes: supdngase que po(t) es un polinomio Hurwitz y
p1(t) es un polinomio semiestable!, entonces el rayo de polinomios po(t) + kpi(t) consiste de
polinomios Hurwitz si se asequra una de las cuatro condiciones siguientes:

(i) La diferencia d = p1 — po satisface

0 arg(d(iw))

o <0, we {w>0ld(iw) # 0}.

(i) Los polinomios pg,p1 tienen al menos una raiz en el semiplano izquierdo abierto y

darg(d(iw)) - sin(2 arg[d(iw)])

Ow % , w € {w>0]d(iw) # 0}.

1Un polinomio es semiestable si la parte real de sus raices no es estrictamente positiva.
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(iii) Los polinomios po,p1 tienen al menos una raiz en el semiplano izquierdo abierto y

0arg(d(iw))

o <0, we{w>0]d(iw) #0}.

(iv) Los polinomios py, p1 tienen al menos dos raices en el semiplano izquierdo abierto y

darg(d(iw)) < sin(2 arg[d(iw)])
ow - 2w

, we{w>0|d(iw) # 0}.

Para este ejemplo po(t) = t3 4+ 6t + 11t +6, p1(t) = 5t2 + 11t + %, son polinomios Hurwitz
y, d(t), d(iw) y arg(d(iw)) estan dados por

2 2 1

1 1 3
d(t) = (p1 — po)(t) = —t3 —t? + =, d(iw) = = + w? +iw®, arg(d(iw)) = arctan (L) .
5 w

No es dificil verificar que no se cumplen (i)-(iv).

Darg(d(iw)) _ _ jwi+w! : _
(1) o = Troeras 0 para toda w € {w > 0]|d(iw) # 0} = (0, 00).
2

Entonces (i) no se satisface.

3(34w? I w in(2 ar, w .
(2) sin(2argld(iw)]) = wﬁ; de aqui que 22 géi( D s (Qai[d( D 1o cual se satisface

sty solo si
%wQ + ot - 2w3(% +w2)
(%—i—w?)z—i-wﬁ 2w[(%+w2)z+w6]’

esto es, % < %, lo cual es una contradiccion. Ast, no se cumple (ii).
(3) De las desigualdades anteriores es inmediato que (i) y (iv) tampoco se satisfacen.

En consecuencia, aunque el rayo po(t) + kp1(t), k > 0, consista de polinomios Hurwitz, no
es posible verificar este hecho utilizando las condiciones tipo Rantzer obtenidas en [43].

1.2. Direcciones y combinaciones convexas

En la derivacién de resultados analiticos, regularmente es més conveniente describir el
polinomio con un pardmetro de incertidumbre p(t, k) = po(t) + kp1(t), utilizando la nocién de
combinaciones convexas. Si K[k™,k*], la familia de polinomios asociada tiene como puntos
extremos p(t,k~) y p(t, k™). Mds ain, dado cualquier k¥ € K, podemos ver a p(t,k) como
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un punto en el segmento de linea que una a p(t,k~) y p(t, k™) en el espacio de polinomios;
expresamos p(t, k) como una combinacién convexa de p(t, k™) y p(t, k™) tomando

kT —k
:U’_kfi,_k:,

y escribiendo
p(t,k) = pp(t, k™) + (1= pw)p(t, k).

Inversamente, para todo pu € [0,1], le corresponde algin k € [k, k™] tal que p(t, u) =
p(t, k). Dado este isomorfismo entre k € Ky u € [0,1] es equivalente si trabajamos con la fa-
milia original de polinomios o trabajamos con una familia equivalente P = {p(-, ) : p € [0,1]}
definida por

p(t, ) = ppo(t) + (1 — pw)pr(t),

donde po(t) y p1(t) son polinomios fijos. Esto es, P = P. Por supuesto que los polinomios fijos
asociados a P no son los mismos asociados a P.

Observacién 1.2.1 (Representacién usando una direccién). Para la familia de polinomios

descrita por p(t,k) = polt) + kp1(t) y k € [k= k¥, sean f(t) = po(t) + k= pu(t) y g(t) =

po(t) + ktpi(t). Tomemos p = E=E— y definamos

p(t,p) = f(t) + pg(t).

Entonces la familia P = {p(-, ) : p € [0,1]} representa a la misma familia original.

Motivados por el andlisis de robustez de sistemas con incertidumbre en los parametros,
se han propuesto diferentes enfoques para estudiar la estabilidad de segmentos de polinomios
([19, 20, 24, 26, 72]). La pregunta es como encontrar condiciones sobre los polinomios estables
po(t) v pi(t) tal que el segmento de polinomios descrito por p(t, u) = ppo(t) + (1 — w)pi(t)
es estable para toda p € [0,1]. El primer resultado donde fueron obtenidas las condiciones
necesarias y suficientes, fué el teorema de Bialas, que se presentan en la seccién 2.1.2 del
capitulo 2 (ver [15, 19, 35]). Un enfoque diferente, en términos del dominio de la frecuencia,
el cual es conocido como el lema del segmento, fué establecido por Chapellat y Bhattacharyya
(ver [26] y [18]). En este lema, la estabilidad de p(t, 1) es equivalente a ciertas condiciones
que deben ser satisfechas por la parte par y la parte impar asociados a los polinomios py(t) y
p1(t). Por otro lado, N. Bose obtuvo un método para determinar la estabilidad de segmentos
de polinomios complejos y es conocido como prueba de Bose [21].

Basado en los criterios anteriores, han sido desarrollado varios algoritmos para probar efi-
cientemente la estabilidad de segmentos de polinomios. Se utilizé el lema del Segmento para
desarrollar un algoritmo en [24]. En la misma direccién, més recientemente, en [47] se obtuvo
un procedimiento para la estabilidad Hurwitz de combinaciones convexas de polinomios en
un nimero finito de operaciones. Relacionado al trabajo de Bose [22], en [20] hay una prueba
que puede ser utilizada para determinar la estabilidad de segmentos de polinomios complejos.
Ademés, En [24] se obtuvieron las bien conocidas condiciones de Rantzer (ver [43]).
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1.3. Hurwitz-estabilidad de segmentos de polinomios

En esta seccién exponemos las condiciones para la estabilidad de segmentos de polinomios
que fueron presentadas en [9].

1.3.1. Prueba de Hurwitz-estabilidad para segmentos de polinomios

El objetivo principal de esta subseccion es obtener condiciones para la estabilidad de
segmentos de polinomios. Siguiendo las ideas expuestas en la seccién 1.1.1, aqui estudiaremos
el problema de obtener condiciones algebrdicas simples para verificar la estabilidad de un
segmento de polinomios. Es importante notar que el enfoque propuesto en esta seccion, provee
condiciones suficientes usadas cuando grad(pg) = n y grad(p1) = n,n — 1,n — 2 en contraste
con el Lemma del Segmento, donde se supone grad(pg) =grad(p;). Como se vié en [16], no es
necesario estudiar los casos cuando grad(p;(t)) < n — 2.

Este enfoque para el caso grad(pg) =grad(p1) es como sigue: Dado un polinomio Hurwitz
estable po(t) = t" 4+ a1t™ ' + -+ + an, sea p1(t) = c1t” + cot™ 1 4 - + ¢, 1 un polinomio
arbitrario de grado n. Definamos la matriz

1 0 0 o - 0 0
—as a1 -1 0 0 0
aq —az a2 —ay - 0 0
E(n,n) - . . . . . . . (16)
0 0 0 0 o Ap—1  —ap—2
0 0 0 o - 0 an,
Si los polinomios po(t) y p1(t) son Hurwitz estables y el vector ¢ = (c1, ..., cpy1)T = 0 satisface

el sistema de desigualdades lineales
E(n,n)c ; 0, (17)

entonces, la combinacién convexa Apg(t) 4 (1 — A)p1 es Hurwitz estable para toda A € [0, 1].
El simbolo > 0 (= 0) significa que toda componente de un vector dado es no negativa (no
positiva) y el simbolo z significa que toda componente de un vector dado es no negativa, pero
existe al menos una componente positiva.

Se puede obtener un resultado similar para el caso grad(p;(t)) = n — 1. En este caso la matriz
E(nn—1) € Muxy estd definida por

ap -1 0 0o - 0 0
—as ay —ai 1 e 0 0
as —Qy as —ay - 0 0
E(n,n—l) = . ’ (1 8)
0 0 0 0 Ap—1 —Aap—2
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y la desigualdad correspondiente es
Eqn-1cz0. (1.9)

También estudiaremos la situaciéon cuando es conocido uno de los polinomios Hurwitz, diga-
mos po(t), y el problema es encontrar todos los posibles p;(t) tales que Apo(t) + (1 — X)p1(t)
es Hurwitz para toda A € [0, 1].

Finalmente, se utiliza el mismo enfoque para estimar el minimo extremo izquierdo de un
segmento estable, esto es, dados los polinomios Hurwitz estables po(t) v pi(t) tales que el
vector de coeficientes de p; satisface (1.7) 6 (1.9), entonces se encontré un nimero kg < 0 tal
que po(t) + kp1(t) es Hurwitz estable para toda k > ky. El problema de calcular el minimo
extremo izquierdo fué resuelto por Bialas [5], y se aborda en el capitulo 2. Aunque kg es
solo una estimacién de knm, lo interesante del presente enfoque es que kg es obtenido por un
calculo algebrdico sencillo. Contrario a la estabilidad de segmentos donde se han reportado
una buena cantidad de trabajos, el caso de rayos con relacién al minimo extremo izquierdo,
podemos mencionar solo el trabajo de Bialas, de donde se ve la importancia de la subseccién
1.3.2, y los trabajos [5] y [9].

Los resultados principales de esta seccién estdn basados en el siguiente lema, donde se dan
condiciones suficientes para que un polinomio real sea Hurwitz.

Lema 1.3.1. Sean F(t) y f(t) polinomios reales de grado n, tales que f(t) tiene coeficientes
positivos, f(0) # 0 y las raices de F(t) estdn contenidas en Ct. Considere el polinomio de
grado 2n dado por F(t)f(t). Si F(iw)f(iw) # 0 y F(iw)f(iw) no intersecta a L para toda
w > 0, donde L es una linea recta en el plano complejo que pasa a través del origen, entonces
todas las raices de f(t) estan en C~.

Demostracién. Suponga que n es par (el caso impar es andlogo). Sean = 2m y sean F'(t), f(t)
dados por

F(t) = bot?™ + byt? ™ 4 by,
ft) = dot® + dit*™ 4+ day

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que by > 0, entonces b, > 0 también, da-
do que las raices de F(t) estdn en C*. Sean [ y r el ntimero de raices de F(t)f(t) con-
tenidas en C~ y C™T, respectivamente. Sea 6(w) el argumento de F'(iw) f(iw). Denotemos por
A§PO(w) = (00) —0(0) el cambio neto en el argumento. Dado que F'(t) f(¢) no tiene raices en
el eje imaginario, tenemos que A§°0(w) = Z (I —r) ([13, pag. 174]; [23, pag. 406]). El hecho de
que F(iw) f(iw) no intersecta a £ para w > 0, implica que |[AFO(w)| < 7.

Ahora, analizaremos 6(co0) — 0(0) cuando w es muy grande. Primero, tenemos que para w
muy grande, F(iw)f(iw) =~ bodow*™ — i[bidy + bodi]w*™ L. Asi que, Re[F(iw)f(iw)] > 0
y % — 0 cuando w — oo. Dado que F(0)f(0) = byndam > 0, se sigue que
APO(w) = 6(c0) — 0(0) = 2sm, donde s es un nimero entero. Dado que F(iw) f(iw) no inter-
secta a L para toda w > 0, entonces |[AFf(w)| < 7, y por tanto tenemos que A§H(w) = 0.
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Por lo tanto, el polinomio F'(¢)f(t) tiene tantas raices en C~ como en C*. Dado que tal poli-
nomio tiene grado 2n, hay n raices en C*. En efecto, las raices en C* corresponden a F(t).
De aqui se sigue que las n raices en C~ conrresponden a las raices de f(t), lo cual significa
que f(t) es Hurwitz estable. B

Observacién 1.3.1. Casos particulares del lema 1.5.1, son situaciones en las cuales L es el
eje real o el eje imaginario. Cuando L es uno de esos ejes, las matrices asociadas son fdciles
de calcular. Nuestros resultados principales estdn basados en esos dos casos.

En el siguiente teorema aplicamos el lema 1.3.1, cuando L es el eje imaginario.

Teorema 1.3.1. Considere los polinomios Hurwitz estables po(t) = t" + ayt" 1 + - + a,
ypi(t) = it + et P4+ engr. Sic= (c1,...,cnr1)T = 0 es una solucion de (1.7),
entonces, para toda \ € [0,1], el polinomio Apo(t) + (1 — X\)p1(t) es Hurwitz estable.

Demostracion. Supongamos que n es par (el caso impar es andlogo). Sean =2m y A € [0, 1].
Sean p, q, P, Q los polinomios

p(L) = comi1 — Com1L + com3l?+ -+ (=1)e L™
q(L) = com—comoL + -+ (=1)" tegL™ ! (1.10)
P<L) = a2m — Gg(m_l)L +---+ (—1)m_1a2Lm_1 + (_1>mLm
Q(L) = agm-1—azm-3L+---+ (—1)m71a1Lm*1.
Entonces se asegura que
oo + (1= Npil(iw) = AP+ (1= N)p](@?) +iwAQ + (1 — N)g)(w?)
po(iw) = P(w?) +iwQ(w?).

(
Considere el polinomio po(—t)[Apo(t) + (1 — A)p1(t)]. Asi obtenemos
po(=iw)[Apo + (1 = Npil(iw) = PW?)AP(w?) + (1 = A)p(w?)]
+ QWM NQW?) + (1 = N)g(w?)]
+iw(1 — N)[P(w?)g(w?) — Q(w?)p(w?)].

Esto es,
po(—iw)[Apo + (1 = Np1](iw) = A[P?*(w?) + w?Q?(w?)]
+(1 = V) [P(w?)p(w?) + w?Q(w?)q(w?)]
+iw(l — N[PwHqw?) — Qw?)pw?)].  (1.11)
Dado que

P(w?)p(w?) + 0*Q(w?)g(w?) = > (B, - )"0,
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y el vector ¢ = 0 es una solucién del sistema de desigualdades (1.7), el polinomio P(w?)p(w?)+
w?Q(w?)q(w?) no tiene raices positivas. Consecuentemente, para toda w > 0, po(—iw)[Apo +
(I — M)p1](iw) no intersecta al eje imaginario. Finalmente, dado que po(—t) y Apo(t) + (1 —
A)p1(t) satisfacen las hipdtesis del lema 1.3.1, tenemos que el polinomio Apg(t) + (1 — A)p1 (%)
es Hurwitz estable para toda A € [0, 1]. O

Observacion 1.3.2. El teorema 1.3.1 puede ser extendido al caso cuando grad(pi(t)) =n—1.
Para probar este resultado necesitamos redefinir los polinomios p(L) y q(L) como

p(L) = cam —coym-nL+---+ (—1)m~leLm=1,
q(L) = coam-1—Com—3L+---+ (_1)77%101[/71—17

y la prueba sigue los mismos pasos que el teorema 1.5.1.

Por otro lado, usando el mismo método, el teorema 1.3.1 no puede ser extendido al caso
cuando grad(p1(t)) = n — 2, dado que la matriz correspondiente E; 2 en M,y m_1) esta
dada por

-1 0 0 o --- 0 0
a9 —al 1 0 tee 0 0
—a4 a3 —a2 ap --- 0 0
Enn-2 = | . : : : : : ' (1.12)
0 0 0 0 ot Ap—1 —Aap—2
0 0 0 o - 0 an

pero la primer desigualdad implica que —cq > 0, la cual no se satisface, pues ¢y > 0.

Observacion 1.3.3. En la subseccion 1.1.1 se obtuvieron condiciones similares a (1.7) para
la estabilidad de rayos de polinomios. Existe una relacion obvia entre los rayos estables y los
segmentos de polinomios estables: si po(t) + kg(t) es un polinomio Hurwitz estable para toda
k > 0, entonces (ﬁ)po(t) + (Hik)g(t) es un polinomio Hurwitz estable para toda k > 0,
lo cual significa que la estabilidad del rayo po(t) + kg(t) es equivalente a la estabilidad del
segmento abierto [po(t), g(t)). Observe que para g(t) Hurwitz estable obtenemos la estabilidad
del segmento cerrado [po(t), g(t)].

En la prueba del Teorema 1.3.1, cuando analizamos la funcién compleja po(—iw)[Apo(t) +
(I — AN)pi1(t)](iw) definida en (1.11), la linea recta £ fué el eje imaginario. Una posibilidad
diferente seria considerar £ como el eje real. Tal andlisis fué hecho en la subseccién 1.1.1, y los
resultados fueron dados en términos de una desigualdad similar D, jyc > 0,7 =n,n—1,n—2,
dada por las siguientes matrices:

ap -1 0 0o - 0 0
—az ay —aq 1 0 0
D as —ay as —as - 0 0 (1 13)
(nn) = : : : : : : ’ '
0 0 0 0 cer —Qp—2 Ap—3

0 0 0 o - an, —Qp—1
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para el caso cuando grad(pi(t)) = n, mientras que

1 0 0 o - 0 0
—a9 ai -1 0 0 0
a4 —asz a —ay - 0 0
Don-1) = | : : : : : ’ (1.14)
0 0 0 0 et Qp—9 —0Ap_—3
0 0 0 0O - —ap, anp_1

para el caso grad(pi(t)) = n—1; y para grad(p1(t)) = n—2, lamatriz D, ;,_2) € M(_1)x(n—1)
es

ap -1 0 o .- 0 0
—as a9 —ail 1 s 0 0
as —a4 a3 —as - 0 0
Dnn-2) = : : : : : : ' (1.15)
0 0 0 0 Ap—9 —0ap—3
0 0 0 0 —an  Qp_1

Reescribiendo esos resultados para segmentos de polinomios en lugar de rayos, obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2. Considere el polinomio Hurwitz estable po(t) = t" 4+ ayt" ' +--- 4+ a,. Si
p1(t) es un polinomio Hurwitz estable con grad(pi(t)) = n,n — 1, o n — 2, y su vector de
coeficientes ¢ satisface el sistema de desigualdades lineales

Dpjez0, j=n,n—1,n-2, (1.16)

n7j

dependiendo del grado de pi(t), entonces el polinomio Apo(t) + (1 — A\)p1(t) es Hurwitz estable
para toda X € [0,1].

1.3.2. El minimo extremo izquierdo

En esta subseccién, dados los polinomios Hurwitz estables po(t) y p1(t), nos interesa el
problema de estimar el minimo k_. < 0 tal que po(t)+kp1(t) es un polinomio Hurwitz estable
para toda k > k_ . (ver [19]). Usando los resultados presentados en las secciones anteriores,
encontraremos un numero ko < 0 tal que po(t) + kpi(t) es Hurwitz estable para toda k > ko, si
el vector de coeficientes de p; satisface (1.7) o (1.9). ko es una estimacién de k_. (ko > k_ . ),
pues no sabemos si kg es el nimero mas pequeno con esta propiedad. El problema de calcular
el minimo extremo izquierdo k. fué resuelto por Bialas [19], y lo abordamos en el capitulo

2. Con el enfoque que se presenta a continuacién , kg se obtiene por un calculo algebraico.

Considere el polinomio

p(t, k) = po(t) + kpi(t),
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donde po(t) = t" +ait" 1 +- - +a, estd dado. Suponga que po(t) es un polinomio Hurwitz es-
table, y sea E, ,,) la matriz correspondiente definida como en (1.6). Si el vector de coeficientes

c = (c1,¢2,...,¢cnr1)T = 0 del polinomio pi(t) = Z?jll ¢; 1"t 171 es una solucién del sistema

de desigualdades lineales (1.7), entonces po(t) + kp1(t) es un polinomio Hurwitz estable para
toda k£ > 0. En la seccion 2.1.2 se probara que

1
k=, = — — , (117)
A [ H 7 (po) H (p1))]
donde H (pg), H(p1) son las matrices de Hurwitz de los polinomios pg y p1, respectivamente,
v A [—H Y(po)H(p1)] es el minimo valor propio negativo de la matriz —H ~*(po)H (p1).
Observe que, numéricamente (1.17) no es facil de calcular, pues los célculos implican resolver
un problema de valores propios de orden n. Enseguida, daremos la técnica para obtener una

estimacién de kmin'

Definase la matriz

1 0 0 0 0 0
0 aiz =2 0 0 0
0 0 as —2(11 s 0 0
Z(”v”) I : : : : ’ (1.18)
0 O 0 0 cer o Ap—1 —2an_2
0 0 O 0 ce 0 an,
y denotemos por Z(in’n) el i—ésimo renglén de la matriz Z, ) y sea a = (1, a1,... can)t.

Teorema 1.3.3. Sea po(t) = " + ait" ' + - + a, un polinomio Hurwitz estable. Sea E,
la matriz correspondiente definida por (1.6). Si ¢ = (c1,¢2,...,cni1)T = 0 es un vector
solucion del sistema de desigualdades lineales (1.7), cada componente de E(, ,\c es positiva, y
el polinomio p1(t) estd dado por py(t) = Z;"Ill cit" T entonces po(t)+kpi(t) es un polinomio

Hurwitz estable para toda k > kg, donde

Zt  a
ko = méx (—(n’n)> .
i=1,...,n+1 B C

(n,n)
Demostracion. De una manera similar a la prueba del teorema 1.3.1, tenemos

po(—iw)[po + kpi(iw) = [P*(w?) +w?Q*(w?)]
+k[P(w?)p(w?) + w?Q(w?)q(w?)]
+iwk[P(w?)q(w?) — Q(w?)p(w?)].
Note que la expresién P?(w?) + w?Q?(w?) + k[P(w?)p(w?) + w?Q(w?)q(w?)] puede ser escrito

n+1
w2(n+1) + Z(Z(in,n)a + kEén,n) C)w2(n+17i)'
=1
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Si k > kg, entonces

Zi
(n,n) .
k>—— Vi=1,...,n+ 1.
EE c
n,n)
Dado que E’En )€ > 0 paratoda¢=1,...,n+ 1, se sigue que k‘E’Zn )€ > —Z?n @Y entonces
Z(in n)a—H{:Efn n)C > 0 para toda i =1,...,n+ 1. Por lo tanto, para toda w > 0, po(—iw)[po +

kp1](iw) no intersecta el eje imaginario, de lo cual tenemos que po(—t) y po(t)+kp (t) satisfacen
las hipétesis del lema 1.3.1. Esto implica que el polinomio po(t) + kpi(t) es Hurwitz estable
para toda k > ko, lo cual prueba el teorema. O

Observacion 1.3.4. La extensién del teorema 1.3.3 para el caso donde grad(pi(t)) =n —1
resulta ser de la siguiente manera: po(t) + kp1(t) es Hurwitz estable para toda k > kg si,

A a
ko= max <_<nn—1>>
i=1,...,n E?

(n,nfl)c
Y
a; —2 0 0 0 0
0 a9 —2@1 2 0 0
0O O as —2a9 - 0 0
Zon-1) = | . ; ; ; ; ' (1.19)
0 O 0 0 S QApo1 —2ap-9
0 O 0 0 e 0 Gn,

Observacién 1.3.5. Para el segmento de polinomios p(t,q) = po(t) + q[p1(t) — po(t)] donde
q € [0,1], se sigue del teorema 1.3.8 que p(t,q) es Hurwitz estable para toda q > qo, donde
qo = 1—17-73@0 Si ko < —1, resulta que p(t,q) es Hurwitz estable para toda q € (—o0,0].

Ejemplo 1.3.1. Sean po(t) = t3 +7t> + 14t 4+ 8, py(t) = t> + 4t +6. Para calcular ko, primero
tenemos que

7T -2 0 7 21
Zizoya = 0 14 -—-14 14 =184
0 0 8 8 64
7T -1 0 1 3
E(372)C = -8 14 -7 4 = 6
0 0 8 6 48
Entonces, ko = méx(f%, 7%4, f%) = f%. Para calcular k_; , encontramos que

7 0 16 0
H(po)=|1 14 0|, H(p)= [0 4 0
0 7 8 01 6



1.3 Hurwitz-estabilidad de segmentos de polinomios 15

Y
e 26
45 15 3 1 1
-1 101 -1
H =|-s = —H H = —
H o) = (g o). erenmen) = {55 i
720 45 4
Por tanto, A\, = —%, asi que k_, = —% = kg.

Enseguida, presentamos un ejemplo donde ko > k_, .

Ejemplo 1.3.2. Para los polinomios po(t) = t3 + 7t + 14t + 8, p1(t) = 26t> + 137t + 90,
obtenemos que ko > k_ . Definiendo las matrices Z3 ), E9) como en (1.19) y (1.8),
respectivamente, tenemos

21 45
Z(372)0/ = 84 y E(3’2)C = 1080
64 720
del cual ko = max(—2, -3 —8L) = — & = —0.07778. Por otro lado, dadas las matrices
Hurwitz H(po) y H(p1), o(—H *(po)H(p1)) = {-11.25,-4.1399,-9.5601}, y A, = —11.25.

Finalmente, k. = —0.088889< ko = —0.07778.

min
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Capitulo 2

El maximo intervalo de estabilidad

En esta seccién, nos concentraremos en ideas técnicas debidas a Bialas ([19]), con refi-
namientos hechos por Fu y Barmish (ver [15, 35]). Adicionalmente, consideraremos el rayo
de polinomios reales P(t,k) = po(t) + kp1(t) con k tomando valores en un conjunto acotado
K = [k~ k™]. Utilizaremos los coeficientes de po(t) y p1(t) para construir una matriz especial
cuyos valores propios nos permitiran obtener el maximo intervalo de estabilidad.

2.1. El criterio del valor propio: el teorema de Bialas (1985)

Comenzaremos el andlisis con las siguientes definiciones técnicas que pueden ser vistas en
las paginas 50 y 51 de [15].

Definicién 2.1.1 (Subfamilias). Considere el polinomio po(t) + kpi(t), con po(t) estable y el
conjunto acotado K = [k~, k™), donde k= <0 y k™ > 0. Definamos

Pk) ={p(-k)0<k <k"} yP(k™) = {p(- k)| k= <k <0},

las cuales son subfamilias de la familia original P = {p(-, k) : k € K}.

Definicién 2.1.2 (Intervalo maximo de estabilidad). Asociado con la subfamilia P(k™), defin-
1mos el margen de robustez derecho como

k+

max

=sup{k* : P(kT) es robustamente estable},

y asociado con la subfamilia P(k™), definimos el margen de robustez izquierdo como
k. =if{k™ : P(k™) es robustamente estable}.

Consecuentemente, al intervalo

Kméx = (k_ k'+ )

min’ "Vmax

lo llamaremos maximo intervalo de estabilidad.

17
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Definicién 2.1.3 (La matriz Hurwitz). Para un polinomio fijo
p(t) = ant" + an_1t"' + - + ao,

con an > 0, el arreglo de tamario n x n

Gp—-1 An—-3 Qan-5 Gp-7 0

Qn Gp—2 0dn—4 Qn—6 0

I 0 Gp—1 An—-3 0an-5 0
(p) = 0 ap  Qp—2 Gp_4 0

0 0 0 0 ceeoap

Es llamada la matriz de Hurwitz asociada a p(t).

Observacién 2.1.1 (Criterio de estabilidad de Hurwitz). Recordemos el criterio cldsico de
estabilidad de Hurwitz: Un polinomio p(t) es estable si y sélo si todos los menores principales
de H(p) son positivos. Por ejemplo, el primer menor principal es el Ay = an_1, el segundo
menor principal es

AQ — det (an—l an—3> ’

Gnp an—2
y el dltimo menor principal es A, = det H(p).

Definicién 2.1.4 (A1, (M) y A, (M)). Dada una matriz de tamariio n x n, definimos
)‘;;éx(M) como el mdximo valor propio real positivo de M. Cuando M no tenga valores pro-
pios reales positivos A} . (M) = 0T. Similarmente, definimos A_. (M) como el minimo valor
propio real negativo de M. Cuando M mno tenga valores propios reales negativos, entonces
Apin(M) =07,

Enseguida, estableceremos los siguientes tres lemas técnicos. El primer lema consiste de
la formula de Orlando, y el segundo lema, es un resultado clasico en dependencia continua de

las raices de un polinomio con parametros.

Lema 2.1.1 (Férmula de Orlando). Considere un polinomio fijo

p(t) = ant™ + an_1t" " + -+ + ag,

con ap > 0, raices A\, ..., \n y matriz Hurwitz H(p). Entonces
n(n—1)
det H(p) = (-1)" 2z ap'ag J[ i+
1<i<j<n

Para una prueba ver Gantmakher [36].
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Lema 2.1.2 (Dependencia continua de las raices). Considere la familia de polinomios P
descrita por p(t,k) = Y. qa;(k)t' y k € K. Supdngase que P tiene grado invariante y fun-
ciones coeficientes ag(k),a1(k),...,an(k), los cuales dependen continuamente de k. Entonces
las raices de p(t, k) varian continuamente con respecto a k € K. Esto es, existen mapeos
continuos \; : K — C, parai=1,...,n, tales que \1(k), ..., \y(k) son las raices de p(t, k).

Para una prueba ver Bhattacharyya ([18]) 6 Marden (1966).

Lema 2.1.3 (Invarianza de la no singularidad). Considere la familia de polinomios P de-
scrita por p(t, k) = po(t) + kp1(t) y con k € K = [k~ ,k™T]. Suponga que po(t) es estable con
coeficientes positivos y que grad(po(t)) > grad(pi(t)). Entonces la subfamilia P(k*) es ro-
bustamente estable si y solo si H(p(-,k)) es no singular para toda k € [0, k™). Similarmente,

la subfamilia P(k™) es robustamente estable si y solo si H(p(-,k)) es no singular para toda
ke lk™,0].

Demostracién. Estableceremos el resultado para P (k™) y notaremos que la prueba para P (k™)
es idéntica. Procediendo con la prueba de necesidad, asumimos que P (k™) es robustamente
estable y simplemente observamos que la no singularidad de H(p(-, k)) para toda k € [0, k]
se sigue del criterio clasico de estabilidad de Hurwitz; esto es, el dltimo menor principal, el
cual es el determinante de H(p(-,k)), no debe ser cero para toda k € [0, k™.

Para la prueba de suficiencia, asumiremos que H(p(-,k)) es no singular para toda k €
[0,k"] y debemos probar que P(kT) es robustamente estable. Procediendo por contradic-
cién, supéngase que p(t, k*) es inestable para algin k* € [0, k™). De acuerdo con el lema 2.1.2,
existe una raiz A;(k) la cual varfa continuamente en k € [0,k*], tal que A;(k) se encuentra
en el semiplano abierto izquiedo cuando k = 0 (pues py(t) es estable) y se encuentra sobre el
semiplano cerrado derecho en k = k*. Por continuidad de \;(k), existe k € [0, k*] tal que A (k)
estd sobre eje imaginario. Para completar la prueba, afirmamos que H (p(-, l%)) es singular, la
cual es la contradiccién buscada. Esta afirmacion se establece facilmente a partir de la férmula
de Orlando, en el lema 2.1.1. Para esto, hay dos casos. El primer caso es que )\j(l%) =0, es
decir, tenemos una raiz igual a cero en k. Asi que, el término independiente ap(k) de (2.1) debe
ser cero en k = k, y por la férmula de Orlando, tenemos que det H (p(-, k)) = 0. El segundo
caso es que )\J( ) # 0. Dado que \; (k) es imaginario puro, debemos tener una raiz diferente
A (E) tal que A (k) = —)\j(l;‘). Esto implica que el término A.(k) + )\j(l;:) en la férmula de
Orlando debe ser cero, y de nuevo tenemos que det H(p(-, k)) = 0. W O

Teorema 2.1.1 (Criterio del valor propio). Considere el polinomio

p(t, k) = po(t) + kpi(t)

con p(t,0) = po(t) estable, con coeficientes positivos y grad(po(t)) >grad(pi(t)). Entonces el
intervalo mdzrimo para estabilidad robusta estd descrito por

+ 1 = 1
kméx = )\r-;ax( H~1(po)H (p1)) Yy kmm T AL (—H Y(po)H(p1))’

min

donde H(p1) es una matriz de tamario n X n, obtenida al tratar a p1 como un polinomio de
orden n y de esta manera poder efectuar la multiplicacion H~(po)H (p1).
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En el teorema 2.1.1, tratar a p;(¢) como polinomio de grado n es en el sentido de que si
m < n es el grado de py(t), consideramos los n —m términos ¢*, "1 ... ¢"~™ con coeficiente
cero y los sumamos a pi(t) para obtener simbdlicamente un polinomio de grado n con matriz
de Hurwitz H(p;) de tamano n X n.

Demostracion del teorema 2.1.1. Para la prueba, derivaremos la férmula para k:{léx y simple-
mente notaremos que la férmula para k_ . se obtiene a través de ideas similares. Para k* > 0
fijo se sigue del lema 2.1.3 que P(k™) es robustamente estable si y s6lo si H(p(-,k)) es no
singular para toda k. Dado que

H(p(-,k)) = H(po + kp1) = H(po) + kH (p1),

se sigue que k:;;léx es el valor mas grande de k™ tal que
det[H (po) + kH (p1)] # 0,

para toda k € (0,k"). Ahora, dado que po(t) es estable, H(pg) es invertible y podemos
multiplicar por H!(pg)/k y caracterizar k:;;éx por la condicién

det[z1 + H*(po)H (p1)] # 0, para toda k € (0,k ).

» Ymax
Para esto, tenemos dos casos a considerar.
Caso I. La matriz —H ~!(pg)H(p1) no tiene valores propios reales positivos. En este caso

det[11 4+ H(po)H (p1)] # 0 para toda k € (0,00). Dado que AL, (—H (po)H(p1)) =07, se
tiene que

1
k:;fléx = lim - = +o0.
'r—>>\;;éx
Asi, det[LT + H~(po) H(p1)] # 0 para toda k € (0, — (7H_{(pO)H(pl))).

Caso II. La matriz —H ! (po)H(p1) tiene valores propios reales positivos 0 < A1 < Ag <
<o < A Asi que

det[ LT+ H Y (po) H (py)] = 0,

k
si y solo si % = \j, es decir k = /\%, para algun j. Notemos que
1 1 1
0< < <<
>\r >\r—1 )\l
- 1 1 1 -1
Por tanto, si k < 5- = N o) HGY) entonces det[ 1+ H ™" (po)H (p1)] # 0, por lo cual,

+ _ _1
max ~ )\t
max
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Combinando ambos casos obtenemos la férmula

| 1 )
N (FH Y (po) H (1))

O]

Ejemplo 2.1.1. Considere los polinomios po(t) = > + 6t + 12t + 6 y p1(t) = t2 — 2t + 1.
Consideremos el polinomio p(t, k) = po(t) + kpi(t). Tenemos que

6 6 0 1 1 0

H(po(t))=|1 12 0] y H(psi(t)) =10 =2 0

0 6 6 0 1 1

Luego,
2 1 2 4
. T Y A I (e S
—H(po(t))" H(pi(t)) = — ~s 11 U 0 =2 0= % 66, 0],

1 _1 1 0 1 1 -1 4 _1
66 I 6 66 11 6

el cual tiene valores propios \y = Ao = —% y A3 = &. De aqui que X}, (H(po) 'H(p1)) = &

Y A (H(po) " H(p1)) = —%. Por tanto el polinomio p(t, k) = po(t) + kp1(t) es robustamente
estable en [k_. kT —-6,11. 0

min’ méx] = [ )
Ejemplo 2.1.2. Considere los polinomios po(t) = t> + 5t> + 8t +4 y p1(t) =2 — 2t + 2. Es

claro que po(t) es Hurwitz estable, pues la condicion ajas — az = 36 > 0. p1(t) no es Hurwitz
estable. Luego,

5 4 0 1 2 0
H(po(t))= (1 8 0| y H(pi(t))=[0 -2 0
0 5 4 0o 1 2
Ast,
2 1 2 2
» 5o 0\ (1 20 3 30
“Hpo®) Hpi(0) =~ -z g5 0|0 2 0)=| g5 3 0],
5 25 1 0 1 2 5 T2 1
144 44 1 114 3 5

el cual tiene valores propios A1 = —0.5, Ag = —0.18661 y A3 =0.29772. De aqui que

)\+

max

(H(po)"'H(p1)) =0.29772

Aoin (H (po) "'H(p1)) = —0.5.

Por tanto el polinomio p(t, k) = po(t)+kp1(t) es robustamente estable para toda k € [—2,3.3589)].
U



22 El maximo intervalo de estabilidad

Para consolidar las ideas técnicas asociadas al teorema 2.1.1 y la representaciéon en combi-
naciones convexas establecidas en la seccién anterior, se presenta el teorema de Bialas (1985).

Teorema 2.1.2 (Bialas (1985)). Considere la familia de polinomios P descrita por p(t, ) =
upo+(1—p)p1 con p € [0, 1], donde po(t) y p1(t) fijos, y po(t) estable con todos sus coeficientes
positivos. Suponga que n =grad(po(t)) >grad(pi(t)). Entonces P es robustamente estable si y
s6lo si la matriz H='(po)H(p1) no tiene valores propios reales positivos.

Note que la prueba del teorema 2.1.2 se puede establecer como una imitacién sencilla de
la prueba del teorema 2.1.1. Sin embargo, debemos tener cuidado en hacer distincién entre
el problema del margen de robustez y el problema de estabilidad de segmentos, pues en el
problema del maximo intervalo de estabilidad, los extremos no son estables, es decir, tenemos
un segmento abierto de polinomios Hurwitz.

2.2. El criterio de las raices

En esta seccion se propone un método alternativo para calcular el maximo intervalo de
estabilidad, utilizando la generalizacién de los ya conocidos teorema intersecciéon con la fron-
tera (TIF) y el principio de exclusién del cero (PEC). Para eso, consideraremos una familia
de polinomios P(\,t) que satisfaga la hipdtesis 1. El contenido de esta seccién estd basado en
los resultados de [57].

2.2.1. El teorema de interseccién con la frontera y el principio de exclusion del
cero

Hipdétesis 1. Sea P(t,p) una familia de polinomios reales que satisface:

(1) grado fijo n,

(2) sus coeficientes son continuos respecto de p en un intervalo fijo I = [a,b].

Consideremos el plano complejo C y sea § C C cualquier subconjunto abierto dado.
Denotemos a la frontera de & por dS y su complemento como Y = C — S. Los siguientes
resultados se presentan en [18], pag. 34.

Teorema 2.2.1 (El teorema de interseccién con la frontera). Bajo la hipdtesi 1, supdngase
que P(t,a) tiene todas sus raices en S y que P(t,b) tiene al menos una raiz en U. Entonces
existe almenos un p en (a,b] tal que

(i) P(t,p) tiene todas sus raices en S U IS,

(ii) P(t,p) tiene almenos una raiz en 0S.
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Ahora, suponga que §(t,p) denota a un polinomio cuyos coeficientes dependen continua-
mente del vector de pardmetros p € R! el cual varfa en un conjunto Q C R! y que genera a la
familia de polinomios

A(t) == {o(t,p) | p € 2} (2.1)

Teorema 2.2.2 (El principio de exclusién del cero). Asuma que la familia de polinomios
(4.3) tiene grado constante, contiene almenos un polinomio estable y que €2 es conexo por
trayectorias. Entonces la familia completa es estable si y solo si

0 ¢ A(t") para toda t* € OS

A continuacién, presentaremos nuestras generalizaciones. En ellas consideraremos S = C™.

Teorema 2.2.3 (Generalizacion 1 del TIF). Bajo la hipdtesi 1, suponga que P(a,t) tiene n;
raices en C~ y n — ny raices en Ct, y P(b,t) tiene a lo mds ny — 1 raices en C~ y almenos
n —ny + 1 raices en C*. Entonces existe almenos un p en (a,b] tal que

(i) P(p,t) tiene almenos ny raices en C~ UiR,

(i) P(p,t) tiene almenos una raiz en iR.

Demostracion. Dado que P(\,t) satisface las hipdtesis 1, por el lema 2.1.2 existen n funciones
continuas, rafces de P(A,t), digamos t1(\),...,t,(A), A € [a,b]. Denotcemos por a;(A) =
R(t;(N)) como las partes reales de las raices. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
paraj=1,...,n1, oj(a) € R™ yparaj=n;+1,...,n, aj(a) € RT, mientras que para A = b,
alomds ny —1 a;(b)’s estdn en R~ y almenos n—nj + 1 estdn en RT. Entonces existe almenos
un ¢;(A) tal que aj(a) < 0y a;(b) > 0. Sea aj, (A),. .., (\) tales funciénes. Entonces, por
continuidad y el teorema del valor intermedio tenemos que para cada 1 < r < m existe un
pr € (a,b] tal que aj, (pr) = 0. Definamos ahora p = min {p, |r =1,...,m}. Por lo que para
A = p, en almenos un «;, (p) = 0. Por tanto P(p,t) tiene n; raices en C~ U 4R com almenos
una raiz en iR, como se deseaba. ]

De forma analoga podemos establecer el siguiente teorema, cuya prueba se similar a la del
teorema (2.2.4).

Teorema 2.2.4 (Generalizacién 2 del TIF). Bajo la hipdtesis 1, suponga que P(a,t) tiene ny
raices en C~ yn —ny raices en Ct, y que P(b,t) tiene my raices en C~ y n — my raices en
C*T. Siny # mq, entonces existe almenos un p en (a,b] tal que

(i) P(p,t) tiene almenos ny raices en C~ UiR,
(ii) P(p,t) tiene al menos n —ny raices en CT U iR,
(iii) P(p,t) tiene al menos un raiz en iR.

Utilizando las mismas ideas expuestas en las generalizaciones del teorema de interseccion
con la frontera, se presenta la generalizacion del principio de exclusion del cero, cuya prueba
es seguida de los teoremas entes mencionados.
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Teorema 2.2.5 (Generalizacién del PEC). Consideremos la familia de polinonios P(\,t) con
grado constante, donde X € Q y Q C R! es un conjunto conexo por trayectorias. Supdngase
que existe un elemento de la familia con ny raices en C~ y n — ny raices en CT . Entonces,
la familia completa continiia teniendo ny raices en C~ yn — ny raices en CT si y sélo si

P\ iw) # 0 para toda A € Q y para toda w € R.

Demostracion. (=) Si todos los elementos de la familia tienen n; raices en C~ y n —n; raices
en CT, entonces es claro que P(),iw) # 0 para toda w € R y para toda A € .

(<) Supdngase que P(\,iw) # 0 para toda w € R y para toda A € Q. Si existiera \g € 2 tal
que el polinomio P(\g,t) tiene my raices en C~ y n —my raices en C* con ny # m;, entonces
del teorema 2.2.4 tenemos que existe p tal que P(p,iw) = 0 para algin w € R, el cual es una
contradiccion. O

Es posible redirigir todos estos resultados con el enfoque presentado en [75], introduciendo
los mapeos guardian y semiguardidan para que los resultados queden en términos de estos
mapeos.

2.2.2. El criterio de las raices [Lépez-Renteria et. al. (2011)]

Ahora, estamos listos para presentar el método alternativo para calcular el maximo interva-
lo de estabilidad. Sea p(t) un polinomio de grado n y p1(t) un polinomio tal que n > degp; (¢).
Considere la familia de polinomios p.(t) = po(t) + kp1(t). Al evaluar po(—t) y pc(t) en iw,
obtenemos

po(—iw) = P(w?) —iwQ(w?)
pe(iw) = P(W) +kp(0?) + iw[Q(w?) + kq(w?)],
donde p, ¢, P, @ son polinomios. Entonces
pe(iw)po(—iw) = P*(w?) +w*Q*(w?)
%)

+ k(W) P(w?) + wq(w?)Q(w?)]
+ ikwlg(w?)P(w?) — p(w?)Q(w?)].

Definamos los polinomios

Fw) = p)Pw?)+w’qw’)Qw?)
Gw) = P(*)+w’Q*(w?)
Hw) = q’)Pw?) - pw’)Qw?).

Asi que, podemos reescribir a p.(iw)po(—iw) como

pe(iw)po(—iw) = G(w) + kF (w) + ikwH (w).
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Definicién 2.2.1. Para un polinomio arbitrario f(t) definimos el conjunto de sus raices como
R(f) ={CeC| f(¢)=0}.

Denotemos por R(f)r+ al conjunto de elementos reales positivos de R(f). Es claro que
R(f)r+ podria ser un conjunto vacio.

Ahora, con los polinomios F(w), G(w) y H(w) definidos anteriormente, definamos los con-
juntos

K™ = {F(w) | w € R(H)g+ U{0}, F(w) > 0},
K= = {F(w)|w € R(H)g+ U{0}, F(w) < 0}.

Si no hay elementos en R(H)g+ U {0} tales que F(w;) > 0, entonces definiremos K+ = {07 }.
Similarmente, Si no hay elementos en R(H )r+U{0} tales que F'(w;) < 0, entonces definiremos
K~ ={0"}. Note que sélo puede suceder que K~ = {07}, 6 Kt = {07} Pero ambos a la ves
no puede ser posible, dado que siempre podemos evaluar en w = 0. Esto es, siempre podemos
tener un extremo.

Asi, se obtiene el siguiente método alternativo para calcular el maximo intervalo de esta-

bilidad.

Teorema 2.2.6. Considere la familia de polinomios p.(t) = po(t) + kp1(t) con po(t) Hurwitz
estable y con todos sus coeficientes positivos, y sea F(w), G(w), H(w) los polinomios definidos
anteriormente. Entonces el mdzimo intervalo de estabilidad para p.(t) estd descrito por

b = i {2 | Pl e et
e = min{- S | P e 5.

Demostracion. Por la generalizacién del principio de exclusién del cero, la familia de poli-
nomios p.(t)po(—t) tiene n raices en C~ y n raices en CT si y sélo si

Peiw)po(—iw) # 0,
para toda w € R. Asi que, si para algiin w € R, k satisface
Peliw)po(—iw) = 0,

entonces

G(w) + kF(w) + ikwH (w) = 0.

Por consecuencia

wH(w) =
Gw)+EkF(w) = 0. (2.2)
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Y este sistema se satisface si y sélo si k = —ggzg, donde w; = 0 6 w; € R(H). Dado que

G(w) > 0 para toda w € R, y queremos encontrar el minimo k > 0, y el maximo k < 0 para
el cual el sistema (2.2) ya no se satisface, entonces

_ , G(wl) , }
k. = mix< — Flw)>0,w=006w, € R(H) ¢,
min { F(wl) | ( l) l 1 ( )

) G(w) , }
P mln{— Fw)<0,wy=06w € R(H) ;.
méx F(U.)l) | ( l) l l ( )

Ahora, por la simetria F'(w) y H(w), solamente consideraremos las raices reales positivas de
H(w). Asi que,

_ ] G (wr) }
k. = mix<— F(w)€e K"},
min { F(wl) | ( l)
. G(w) -
+ - _
kooe = mm{ Flon) | F(w) e K™ ¢,
lo cual finaliza la prueba. O

Observacion 2.2.1. No es necesario considerar en la demostracion los casos en el cual
F(w;) =0, pues de considerarlos, en el sistema (2.2) pediriamos que G(w;) = 0. pero

G(w) = |po(iw)|?
= po(iw)po(—iwy)

lo cual es imposible, puesto que po(t) es Hurwitz. Sin embargo, si ocurriese KT = {07}
6 K= = {07}, entonces evaluamos en w =0 y dependiendo del signo de F(0), se tendria
_ G(0)
kml’n N 7‘1—>I(];l+ B ro B
0
G(0
k::géx— lim — ( )——f—oo
r—0— r

El siguiente ejemplo ilustra la segunda parte de la observacion 2.2.1.
Ejemplo 2.2.1. Considere el sistema de control lineal

0 1 0 0
i=[0 0 1 ]a+|0] (kK —11k —5k)z. (2.3)
-6 —11 -6 1
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Entonces, tenemos que po(t) = t2 + 6t2 + 11t + 6 y p1(t) = 5t2 + 11t + % Primero, Por el
método de Bialas tenemos que las matrices Hurwitz de po(t) y p1(t) son

6 6 0 5 B oo
H(po(t))= (1 11 0] yH(p:i(t))= (0 11 0
0 6 6 0o 5 L
De aqui que,
g -5 0\ /5 ¥ 0
“Hpo@) ' Hm(®) = |- 15 0] [0 11 0
1 1)\ 5 1
60 0 6 2
11 11
1 “qg O
— 1 _ 119 0
12 120 =l
12 120 12
cuyo polinomio caracteristico es )\3—%)\24—%/\— %, el cual es un polinomio de gado tres y
sis raices son A\ g = —% 3359 YAz = —%. De donde se se obtiene Xt (—H(po)"'H(p1)) =

0~ y A (—H(po) "H(p1)) = —13. Por tanto p(t, k) = po(t) +kp1(t) es robustamente estable

min
para k en [—15,00).

Ahora, lo haremos con el método alternativo. No es dificil ver que

po(iw) = (6—6w?)+iw(1l —w?)
= P(W*) +iwQ(w?),
13
piw) = (3 - 5w?) + 1liw
= p(w?) +iwg(w?).
por lo que,
Flw) = 19w* +112w* + 39
Gw) = w®— 94w +49w* + 36
Hw) = —5w!—9w?—11.

Nétese que F(w) > 0 para toda w € R y por una simple prueba para ecuaciones de sequndo
orden, observamos H(w) no tiene raices reales. Entonces por la observacion 2.2.1, kysx = 400
Y kmin = —% = —%. Consecuentemente, po(t) + kpi(t) es estable para toda k € [—%, 00).
Observacion 2.2.2. Una diferencia de ésta técnica con el método de Bialas, es que en el
criterio de las raices no es necesario calcular la inversa de alguna matriz. Otra diferencia
es que en el método de Bialas, siempre se tiene que calcular las raices de un polinomio de
grado n (del polinomio caracteristico de H(po) 'H(p1)), mientras que en el método de las
raices, si el grado de po(t) y p1(t) (n y m, respectivamente, n > m) es par ¢ impar, entonces
deg H(w) =n+m—2 y en el resto de los casos deg H(w) = n+m— 1. Por tanto, por simetria
de H(w), sdlo tenemos que encontrar las raices de un polinomio de grado ”+’§_2 0 ”*72”_1,
respectivamente, ambos menores o iguales que n — 1.
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Ejemplo 2.2.2. Considere los polinomios po(t) = t3+6t2 4+ 12t +6 y p1(t) = t2 — 2t + 1, para
la familia de polinonios p(t, k) = po(t) + kp1(t), calcularemos primero el mdzximo intervalo de
estabilidad por el método de Bialas. Primero tenemos que

6 6 0 1 1 0
H(po(t))= (1 12 0) yH(p(t))=(0 -2 0
0 6 6 0 1 1
Ensequida,
—H(po(t)) " Hm(t) = — |- 1w O[O0 -2 0
AL 1/ \0o 1 1
66 11 6
4
o !
= |ls @ O]
1 4

cuyo polinomio caracteristico es A3 — 1—21)\2 — %A + ﬁ el cual es un polinomio de grado
2

3 y tiene como raices \y = Ay = —% y A3 = 17. Asi que, )\ItléX(H(po)*lH(pl)) = % Y
Aoin(H(po)"'H(p1)) = —%. Entonces p(t,k) = po(t) + kpi(t) es robustamente estable en
[Ermtns Fingod = (=6, %]

A continuacion, calcularemos el maximo intervalo de estabilidad con el criterio de las
raices. Vemos que

po(iw) = (6 —6w?)+iw(12 — w?)
= P(W?) +iwQ(w?),
pi(iw) = (1 —w?) +iw(-2)

= p(w?) + iwg(w?).

y ast,
Flw) = 8w!—36w?+6,
Gw) = w4 120w + 72w% + 36,
Hw) = —w'+250% —24.

F(l) = —22<0,
F(V24) = 3750 >0,
F(0) = 6>0,
G(1) = 121,
G(V24) = 22527,
G(0) = 36.
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Por tanto

o G _ 1

max ~ F(l) 2

Notese que en este método, solamente necesitamos calcular las raices de un polinomio de grado

dos, mientras que en el método de Bialas se necesito calcular las raices de un polinomio de
grado tres.

Ejemplo 2.2.3. Considere el sistema de control lineal

0 1 0 0 0

o 0 1 0 0

=10 o o 11%T1o (—3k, —2k,—k,0) x. (2.4)
-1 -7 -2 -3 1

De este sistema tenemos que po(t) = t* + 3+ 712 + 2t +3 y py(t) = t> + 2t + 3, y sus matrices
Hurwitz son

12 00 0200
1 730 0130
Hpo®) =1y 1 o o ¥H®E) =1 o 5 o
017 3 0013
donde la inversa de H(po)
11 4 6
5 7 7, U
» T2t s
Hpo®)" = & 1 s
55t B
21 21 21 3
De aqui que, el polinomio caracteristico de grado 4 de la matriz
11 4 6
R 0 0200
. —= £ -2 0 0130
—H(po) 'Hpi(t)) = —| 7 71 & ollo 0o 2 o
55 By o
—o1 21 —a 3/ \0 013
18 24
0 -7 —% 0
0o 2 2 0
_ 7 7
0 —f -¥ 0
7 7
0 5 24 1

[\v]
[
~
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es t* + 1—72t3 + %tQ — %t y tiene como rices como A1 = 0, Aoy = % y A34 = —1. Entonces,
N (H(po) P H(p1)) = 2 y A (H(po) " H(p1)) = —1. Por lo tanto, el sistema (2.4) es ro-

bustamente estable en [—1, I].

Enseguida, calcularemos el mdzximo intervalo de estabilidad con el método de las raices. Al
evaluar a po(t) y p1(t) en iw tenemos

poliw) = (wh—Tw?+3) +iw(—w?+2)
= P(w?) +iwQ(w?),
piw) = (—w?+3)+iw(2)

= p(w?) +iwg(w?).
por lo que,

Flw) = —w®+ 8w —20w%+9,
Gw) = w®—13w5 +51w* — 38w? +9,
Hw) = w}(-9+w?).

No es dificil ver que R(H)gr+ = {0,3}. Enseguida, F(0) = 9 > 0, F(3) = =252 < 0 y
G(0) =9, G(3) = 882. Por lo tanto,

LGB T
m = () 2
Y
__ G)
kmin—_m—_l.

En este ejemplo se calcularon las raices del polinomio H(w), el cual es un polinomio
de grado dos, mientras que con el método de Bialas se calcularon las raices del polinomio
caracteristico de H(pg) ' H(p1), que es un polinomio de grado cuatro.

2.2.3. El minimo extremo izquierdo

En la subseccion 1.3.2 se abordé el problema del minimo extremo izquierdo, del cual se da
una aproximacién en términos de ciertas desigualdades matriciales que se han estado presen-
tando en el transcurso de este trabajo. A continuacién, se utilizan las mismas desigualdades
matriciales y el criterio de las raices para caracterizar a ciertos rayos, a los cuales les podremos
calcular el minimo extremo izquierdo de manera exacta. Si consideramos las matrices D, ,,_1),
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En-1) Y Z(nn—1) definidas en (1.1), (1.8) y (1.19), respectivamente, podemos observar que
n ) )
Flw) = Z(Egn,n—l) ,C)w2(n—1)
j=1

Gw) = —w+ Z(Z(jn,n—l) - a)w?") (2.5)
j=1

n

Hw) = Z(D{M_l) - Qw9
j=1

y obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.7. Considérese el rayo p.(t, k) = Po(t) + kp1(t) con po(t) Hurwitz estable y
grad(py(t)) = n—1. Si el vector ¢ = (c1,ca,...,cn) = 0 satisface las desigualdades matriciales
Dppn—1y ¢ >0y Eppo)-c =0, entonces el polinomio p.(t) es estable para toda k > k

- _ _Gan
donde k_, = =,

min’

Demostracion. En lo siguiente haremos uso del criterio de las raices (teorema 2.2.6) y los
conjuntos K™ y K~ considerados en él. Dado que E(qn-1) - ¢ > 0, entonces E(inm_l) -c>0
paratodai=1,...,n,y por tanto F'(w) > 0 para toda w € R. Similarmente, si Dpp-1y-c>0
entonces Dzn,nfl) -c> 0 paratodai=1,...,n. Asi, H(w) no cruza al eje real para toda w € R
y por tanto no tiene raices reales. Esto implica que R(H )g+ U {0} no contiene elementos tales
que F(w;) < 0, es decir K~ = {07}, y por tanto, kI, = +00. Ahora, como H(w) no tiene

max

raices reales, el unico elemento w; € R(H )+ U {0} tal que F(w;) > 0, es w; =0, y asi

~ G
kml’n - 7%

B Z(nn,nfl) a
E?n,n—l)
Gn

Cn

- C

O

El teorema 2.2.7 puede ser extendido para el caso en el cual el grado de p;(t) sea n, pues
los polinomios (2.5) y los argumentos de la prueba son similares. Luego, el minimo extremo
izquierdo se calcula con la misma férmula.

Ejemplo 2.2.4. Retomando el ejemplo 1.3.2, los polinomios son po(t) = t3 + Tt> + 14t + 8,
p1(t) = 26t2 + 137t + 90. Definiendo las matrices D2y, E@z2) y Z3,2) como en (1.1), (1.8)
y (1.19), respectivamente, tenemos

26 45 21
D(372)C = 505 y E(372)C = 1080 Z(3’2)CL = 84
164 720 64
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del cual kg = méx(—%,—%,—%) = —9—70 = —0.07778. Por Bialas tenemos que k_. =

—0.088889. Veamos ahora con nuestro enfoque. Primero, vemos que D3 9)c = 0 y E(39)c > 0,
por lo tanto, tenemos por el teorema 2.2.7 que k. =oo y k. = —% = —0.088859.

max min



Capitulo 3

Curvas estables conectoras

En este capitulo nos enfocaremos en resolver el problema de obtener curvas estables que
conecten a dos polinomios estables, ya sea el caso de polinomios Hurwitz o Schur. Antes de
empezar el analisis, necesitaremos primero de algunos conceptos de Topologia Algebraica que
se presentaran en la siguiente seccién. Los resultados de este capitulo estdn reportados en [58].

3.1. Herramienta de topologia algebraica

En lo siguiente, nos enfocaremos en ciertos temas especificos de la Topologia Algebréica
como lo son Homotopia de caminos, El Mapeo de Viete y Transformaciones de Mobius; ref-
erente a este ultimo se da una transformacién en cierta forma distinta a la que se trata en
([44]) v que se necesitard para resolver el problema de encontrar una curva Schur-conectora,
dada una curva Hurwitz-conectora.

3.1.1. Homotopia de caminos

Un mapeo continuo f : [0,1] — X es llamado camino en X. Los puntos f(0) y f(1) son
llamados puntos final e inicial, respectivamente. Asi que, f es un camino que une a f(0) y
f(1). Un espacio X se dice ser conexo por trayectorias si para cualesquier dos puntos xg y
x1 en X, existe un camino en X que une a g y x1. Si f y ¢ son dos caminos en X, con
f(1) = g(0), el producto de f con g, f * g, esta dado por

C{ Hi(t) sitefor]
(/ *f’)“)—{gwiu)) siteln] ’ (3-1)

donde ¢1(t) y ¢2(t) son reparametrizaciones continuas en la variable ¢ tales que ¢1(0) = 0,
d1(r) =1y ¢a(r) =0, ¢2(1) = 1, y ademds, r define una particién del intervalo I = [0, 1].
Esto es, si f es un camino que va xo a 1, y g es un camino que va de x1 a xa, entonces f*g es
un camino que va de xp a x2. Dos caminos f y g son equivalentes, f ~ g, si existe un mapeo
continuo F': I x I — I tal que parat € I, s € I, tenemos

F(t,0) = f(t) y F(t,1) = g(t)
F(0,5) = f(0) y F(1,5) = g(1).

33
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A F(t, s) se le conoce como la homotopia entre f y g. Nétese que ~ es una relacién de equiv-
alencia y denotamos por [f] a la clase de todos los caminos g relacionados con f. Asi que, si
f ~ g entonces [f] = [g]. por lo que el producto de caminos definido anteriormente define una
operacion bien definida en las clases de homotopia [f] * [g] = [f * g], y obtenemos el siguiente
lema, del cual podemos ver una prueba en [69].

Lema 3.1.1. Sea f un camino en X. Sea 0 =ag < a1 < -+ < ap—1 < ap = 1 una particion
del intervalo [0,1] y definamos fi = fla,_, a;) como la restriccion de f a [a;—1,a;]. Entonces

[F1 = [f] = [fal % - - [l

Atn cuando * no estd definida para todos los caminos en X, satisface las propiedades de
grupoide. Ahora, uun espacio X se dice ser contraible si es homotépicamente equivalente a un
punto.

3.1.2. El mapeo de Viete

Denotemos por C,[z] al conjunto de polinomios complejos de grado menor o igual que n
y sea ag + a1z + - - + a,2"™ un polinomio en C,[z], con a, # 0. Definamos el mapeo

@: Cylz] = C™ (3.2)

ag+ a1z + -+ apz" — (ag, a1, ..., a,)

el cual es un homeomorfimo entre C,,[2] y C**! con C**! dotado con el producto interior Her-
mitiano y su topologia inducida. Para este efecto, mediante el homeomorfismo ¢, dotaremos a
C,|z] del producto interior hermitiano y su correspondiente topologia inducida. Similarmente,
denotaremos por R, [t] al conjunto de polinomios reales de variable real de grado menor o igual
que n, al cual dotaremos de la norma euclideana y su topologia inducida, via el isomorfismo
¢. Denotemos también por P,[t] C R,[t] al conjunto de polinomios monicos reales de grado
fijo n. En lo que sigue, veremos la identificacién de las raices de un polinomio en C,[z] con
sus coeficientes y la versién para P,[t].

Consideraremos el plano complejo extendido o también llamado Esfera de Riemann, el
cual consiste del plano complejo unido con el punto al infinito, y es denotada como S2. Ahora,
consideremos también el n-producto simétrico de la esfera Riemann, el cual consiste de n-adas
sin orden de puntos en S? (no necessariamente distintas), y lo denotamos como Sym™(S?).
Alternativamente, este espacio es el cociente del producto (S?)*™ con el grupo simétrico 3,,,
dotado de la topologia cociente. Dada una n-ada sin orden (21, ..., z,) € Sym"(S?), podemos
asociar el polinomio

p(2) :anH(z—zj) =ao+arz+ -+ anz", (3.3)
j=1

al vector de coordenadas (ag,ai,...,an—1) € CP", donde CP" es el espacio proyectivo com-
plejo de n dimensiones. Esta correspondencia define un homeomorfismo entre Sym™(S?) y el
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espacio proyectivo CP", y la estructura compleja sobre CP" se puede llevar sobre Sym™(S?)
y vice versa bajo esta correspondencia. En [44], subseccién 4.1.1, podemos ver un poco mas
acerca de la teoria relacionada con esta correspondencia. Tal correspondencia es llamada el
Mapeo proyectivo de Viete y se puede ver detalladamente en [4] 6 [31]. A continuacién, de-
scribiremos una versién de este mapeo.

Consideremos los polinomios simétricos elementales en n variables complejas zq, ..., 2,
definidos como las funciones continuas oy, : Sym™(S?) — CP dados por

oo = 00(21y..y2n) =1

o = Uk(zl,...,zn): E Ziy i k> 0.
1<i1 << <n

Considere el polinomio complejo p(z) de la ecuacién (3.3), junto con su respectiva n-ada
de raices (21,...,2,) € Sym™(S?). El mapeo proyectivo de Viete v, : Sym™(S?) — CP"
esta dado por

Up(21, ..y zn) = (D) "on(21, .-y 20)s - o, 02(21, .y 2n), —01(215 - - 2n), 00(215 -+ -, Zn))

donde para cada k = 0,1,2,...,n, tenemos que (—1)Foy (21, ..., 2n) = an_p, las cuales son las
entradas del vector de coeficientes correspondiente al polinomio p(z).

Recordemos que en la n-ada (21,...,2,) en Sym"(S?) no importa el orden, asi que el
(n+1)-vector de coeficientes correspondiente a la n-ada de raices estd determinada de manera
Unica por el mapeo proyectivo de Viete, salvo multiplicadores unitarios. De aqui en adelante
estaremos tratando solo con polinomios mdnicos, por lo que omitiremos la n-ésima entrada
con el valor 1 y sélo identificaremos a Py, [t] directamente con R™ asigndndole al polinomio
moénico ag + art + -+ + an_1t"" 1 + " el vector (ag,ay,...,a,_1) € R*. Ademéds, dado que
tales polinomios serdn polinomios reales en los cuales no consideraremos raices en el infinito,
el correspondiente n-vector de coeficientes de p(t) estd en R™ (via el mapeo de Viete), con la
resctriccién de que si z; es una entrada de (z1,...,2,) y si Z; = 2 para alguna k # j, entonces
21, es también una entrada de (z1, ..., 2,). Con todo esto y dado que C C S2, podemos relajar
el mapeo de Viete a Sym™(C) en lugar de Sym™(S?) y simplemente lo escribiremos como
vp : Sym"(C) — R™.

3.1.3. Transformaciones de Mobius

Para los ntimeros complejos a, b, ¢, d tales que ad—be # 0, definamos el mapeo m : S? — S?
dado por

az+b

m(z) = cz+d’

para toda z € C tal que cz +d # 0. Si ¢ = 0, definimos m(c0) = 00, y si ¢ # 0, definiremos

m(oo) = ¢y m(—%) = o0o. Tales aplicaciones son llamadas mapeos de Mdbius y tienen las
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siguientes propiedades: los mapeos de Mobius son biyecciones de S? en si misma, donde la

inversa es m~1(z) = _‘ija; ademas, son homeomorfismos de S2. Consideraremos el mapeo m

talquea=b=c=1y d= —1, es decir,

m(z) = el (3.4)

z—1’
el cual es un biholomorfismo de S? en si misma, con inversa m~!(-) = m(-), y transforma a C~
en el disco unitario abierto D y vice versa (ver [44], p. 343, LEMA 3.4.79). Podemos observar
que m(0) = —1 y m(o0) = 1. La transformacion de Mébius para un polinomio complejo p(z)
de la forma p(z) = ag + - - - + an_12""1 + a,2" inducido por el mapeo de Mébius (3.4) es

z—1

p(z) = (z=1)" <Z i 1) (3.5)

= a(z+1)"+ap 1(z+ )" z=1) 4+ Fag(z—1)"

= > a;pj(2).
§=0

Esta transformacién es un isomorfismo de espacios vectoriales de C,,[z] en si mismo y es
involutivo médulo una constante distinta de cero: p = 2"p. Més atin, un polinomio p(z) es
Schur estable si y sélo si p(z) es Hurwitz estable ([44], p. 344, LEMA 3.4.81). Claramente, la
transformacién ~ estd también definida para polinomios reales y escribiremos p(t) en lugar
de p(z), haciendo referencia a que estaremos tratando con polinomios reales. Cuando estemos
tratando con polinomios complejos simplemente escribiremos p(z).

Observacién 3.1.1. Dado que trabajaremos con polinomios de grado fijo n, solamente ten-
dremos raices distintas de oo, y por tanto, podemos también relajar el dominio de la transfor-
macién de Mdobius de S? a C~ 6 D. Esta restriccion no afecta al mapeo de Viete y dado que
el mapeo de Mébius es un homeomorfismo que mapea a C~ en D y vice versa, todos nuestros
resultados son ciertos aun con esta resctriccion.

3.2. La curva Hurwitz-conectora

Como se ha mencionado antes, el hecho de que el conjunto de polinomios reales Hurwitz
es contraible al polinomio (s 4 1)™ (ver por ejemplo [33] 6 [44]) via la transformacién de
Mébius dada en (3.5), nos lleva a la conexidad por trayectorias de MH,". A continuacién
presentaremos un teorema en el cual se exhibe en forma explicita una curva particular un-
tilizando combinaciones lineales convexas entre los coeficientes de los factores irreducibles!' de
dos polinomios reales Hurwitz de grado fijo n.

!Cuando se trata con polinomios reales, pensamos en el campo de polinomios R, [t], en el cual los factores
irreducibles de los polinomios en este campo son de la forma t* + At + B y t + C.
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Teorema 3.2.1. Dados dos polinomios po(t) y p1(t) en MH}, existe un camino P(t,s) en
MH} que une a po(t) con pi(t). Esto es, MH,} es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean

my mi+niy
pot)=TJt+6) J[ & +ait+5)), (3.6)
j=1 j=mi+1
Yy
ma ma+n2
p@®) =[¢t+p) [ &+yt+n), (3.7)
j=1 j=ma+1

las descomposiciones en factores irreducibles de po(t) y pi(t), donde 6;, o, B, pj, V5, Ny
son positivas para toda j. Supéngase que po(t) tiene my raices reales y 2n raices complejas
(incluyendo multiplicidades), y p1(t) tiene mq raices reales y 2ng raices complejas (incluyendo
multiplicidades). Es claro que mj + 2n; = ma + 2ny = n. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que mj > mg. Entonces, hay n; (ng resp.) factores cuadraticos y m; (resp. ms)
factores lineales de po(t) (pi(t) resp.). Ahora, podemos reescribir los m; factores lineales
como

2(na—n;1) factores

m1 m2 mi
[[t+é) = TIe+on II @+o,
Jj=1 Jj=1 J=ma+1
y asi,
mi ma+(n2—mn1) mi
IT ¢+6) = I @+4) 11 (t+3;)
Jj=ma+1 Jj=ma+1 j=ma+(nz—n1)+1
= (t + 5m2+1)(t + 5m2+(n27n1)+1) e (t + 5m2+(n27m))(t + 5m1)
no—ni
= H (t2 + (5m2+j + 5m2+(n2—n1)+j)t + 6m2+j5m2+(n2—n1)+j)
j=1

ma+(n2—n1)
= [T &+ 65+ dmani)ei)t + 050ms—m)4s)
j:m2+1
ma+(n2—n1)
= H (tQ —I—ajt—l—bj),
Jj=ma+1

donde aj = d; + O(ny—ny)+j ¥ 05 = 630(ny—ny)4j» J = m2 + 1,...,ma + (n2 — n1). Ahora, dado
que mj +2n; = mg + 2ng tenemos que my = mo+2(ne —n1) y mi+ni; = mao+ng+ (ng—ny).
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Asi que podemos escribir a pg(t) como

mo ma+(n2—n1) mi+ny
o) = [[t+6) ] E+at+d) [ & +ait+5)

j=1 j=ma+1 j=m1+1
ma ma+(nz2—n1) ma+na+(n2—n1)

= [[e¢+6) ] @ +at+by) 11 (2 + a;t + B;)
7=1 j=mao+1 j:m2+2(n27n1)+1
mo m2+(n2—n1) mao+no

= [[e+6) ] @ +ait+by) 11 (% + Ay —ny)+5t + Blng—n1)+s)-
j=1 j=ma+1 j=ma+(na—n1)+1

Al separar los términos cuadraticos de p;(t) lo podemos reescribir como

mo m2+(n2—n1) mao+no
@) =T[t+p) I @+vt+n) 1T (% + 5t +1)).
7j=1 j=mao+1 j:m2+(n2—n1)+1

Llamemos N; = ng — n; y definamos la familia polinomial P(¢, \) como

mo
Pt,A) = [+ Xp; —6;)+6)

j=1
ma+N1

T &+ = ay) + ajlt + Anj —bj) + ;) (3.8)
j=mo+1

ma+ng2

[T P+ —ams) +any )t + Ay — Brvisg) + By,

j=matNi+1

para A € [0,1]. Andlogamente, para el caso cuando m; < mg, denifimos No = ny — na, y
escribimos a po(t) y p1(t) como

mi mi1+Na mi+ni
pot) =[]t +6) J[ #+est+8) [ E+oit+5)
Jj=1 j=mi+1 j=m1+N2+1
y
my mi1+N2 mi1+ny
p)=[t+p) [ P+et+d) [ & +vverit +nvers),
7j=1 j=mi+1 j=mi+Na+1

donde ¢; = pj + pNytj ¥V dj = PjpNs+j, J = m1 + 1,...,m1 + Na, y la familia polinomial
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P(t, \) se escribe como

P(t,x) =]+ o —6;)+65)

=1
m1]+N2

H (t2+ [A(ej — o) + o]t + A(dj — Bj) + B;)
Jj=mi+1

mi+ni

II &+ — ) + alt + Aoty — B5) + B))-

j=mi1+N2+1

para A € [0, 1]. Obsérvese que en ambos casos se tiene que P(t,0) = po(t) and P(t,1) = p1(t).
Ademsds, en cada uno de los factores, las combinaciones lineales son positivas y entonces
tenemos raices con parte real negativa. En consecuencia, P(t,\) es Hurwitz para toda A €
[0, 1].

O

Observacion 3.2.1. En la construccion de P(t, \), la parte en la cual colapsamos raices reales
en raices complejas, lo hacemos por medio de factores cuadrdticos con raices reales t2—|—ajt+bj
a factores cuadrdticos con raices complejas t> + vt +n;. Esta es una forma de asegurar que
sigamos teniendo una familia de polinomios real, pues si t* + a;t +b; = (t + 6)(t+65,1) y

2yt +n = (t+ z5)(t+2;5,1), y consideramos [t + A(z; — 65) + 05][t + Az, — 05,4) + 65, 4]
como factor de la curva P(t,\), no tendria coeficientes reales si (53 7é 53“ Esto es, podriamos
colapsar una raiz real en una compleja y perdemos coeficientes reales en la familia P(t,\).

La curva P(t, ) conecta a py(t) y p1(t) con un arreglo particular de sus raices. La cuestién
seria, si cambiamos el orden de los factores de las raices, seguiremos teniendo una curva
Hurwitz-conectora o al menos una curva equivalente? La respuesta es si, las curvas Hurwitz-
conectoras resultantes de diferentes arreglos en los factores de los polinomios po(t) y pi1(t) son
homotoépicamente equivalentes.

Teorema 3.2.2. Cualesquiera par de curvas Hurwitz-conectoras que unan a po(t) y p1(t) son
homotopicamente equivalentes.

Demostracion. Supéngase que mq > ma (el caso my < mg es andlogo). Para los polinomios
po(t) v p1(t) dados en las ecuaciones (4.1) y (4.2), respectivamente, para s € [0, 1] definamos
las funciones lineales

Rj(s) = S(pj—5j)+(5j,j:1,...,m2,

Bi(s) — s(y — aj) + a;j si j=mo+1,...,mo+ Ny

! s(j — any+j) + aN1+y sij=mo+ Ni+1,...,m2+ng,
C(S) ( ) si j:m2+17"'7m2+N1

J 5( BN1+])+BN1+] sij=mo+Ni+1,...,ma+no
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Podemos reescribir la curva Hurwitz-conectora P(t, s) dada en (4.3) como

ma ma—+n2
P(t,s) = [Jit+Ris)] ] [+ Bj(s)t+Cj(s)] (3.9)
j=1 j=ma+1

De igual manera, con la forma en que se construy6 P(t,s), si cambiamos el orden de los
factores de po(t) y/6 p1(t), podemos obtener otra distinta curva Hurwitz-conectora

mo ma+mng
P(t,s) = TIlt+Ris)] [T [+ Bj(s)t +Ci(s)], s € [0,1]
7j=1 Jj=mo+1

tal que P(t,0) = po(t) y P(t,1) = p1(t). Definamos la funcién

mo ma+n2
H(r,s)=[Jlt+wW;m)] [ [+ X;(r)t+Y5(0)], re€[0,1] (3.10)
j=1 j=ma+1
donde
Wi(r) = T[}?j(s — R;(s)] + R;(s)
Xj(r) = r[Bj(s) — Bj(s)] + Bj(s)
Yj(r) = r[Ci(s) = Cj(s)] + Cj(s)

No es dificil ver que

Por lo tanto H(r, s) es la homotopia requerida. O

Observacién 3.2.2. Podria suceder que P(t,s) y P(t,s) tengan diferente configuracion en
sus coeficientes continuos, es decir,

mi m1+n1
Pt,s) = [Jit+Ri(s)] J[ [+ Bj(s)t+ Cy(s)]
j=1 j=mi+1
Y
B m2 _ ma2+n2 ~ _
P(t,s) = [Jit+Ris)] [ [+ Bj(s)t+ Cj(s)].
j=1 j=ma+1

con my # my. Si es este el caso, se puede utilizar el método de la demostracion del teorema
3.2.1 para conectar continuamente a P(t,s) con P(t,s) sin salirnos de MH,, y asi probar que
son homotopicas.
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Ahora, debido a que siempre podemos unir a cualesquier dos polinomios Hurwitz medi-
ante un camino completamente estable, es posible obtener una trayectoria densa en MH,!.
En adicién a la herramienta presentada en la subseccion 3.1.1 presentaremos el siguiente lema
cuya prueba puede ser vista en [42].

Lema 3.2.1. El conjunto de polinomios de grado fijo n con coeficientes racionales, Qy[t], es
un conjunto numerable.

Del homeomorfismo ¢ dado por la correspondencia (3.2) tenemos que Q"*! es homeomorfo
a Q,[t] y por la numerabilidad y densidad de Q tenemos que Q,[t] es numerable y denso en
R, [t]. Asi que, el subconjunto MH;® = Q,[t] " MH,", el cual es el conjunto de polinomios
Hurwitz con coeficientes racionales positivos, es numerable y denso en MH,". Més atin, por
la numerabilidad podemos etiquetar a cada elemento de M’H*Q con un numero natural y
hacer un listado de estos, digamos, {po(t),p1(t),...,pr(t),...}. Del teorema 3.2.1 obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Eriste una trayectoria densa en MH,.

Demostracion. Sea {po(t),p1(t),...,p;(t),...} una enumeracién de los elementos de MHSC,
Tomemos 7 € QN (0,1) y definamos la sucesién r; = 1 — 7. Luego, {r; }j:O es una sucesion
creciente en [0, 1] tal que 79 = 0 y r; — 1 cuando j — oo. De aqui que, los elementos de
la sucesién 19 < 11 < --- < r; < ... definen una particién de [0, 1]. Definamos ahora las
reparametrizaciones

A — ri—1

¢](/\) = s AE [Tj_l,Tj], j = 1,2, Ceey (3.11)

Tj — T‘j_l

donde ¢;(rj—1) = 0y ¢;(r;) = 1. Ahora, por el teorema 3.2.1, existe un camino estable
P;(t, #j(\)) que une a cada pareja de polinomios Hurwitz p;_1(t) y p;(t), tal que P;(t, ¢;(rj—1)) =
p]_l( )y Pj(t,¢i(r;)) =pj(t), 5 =1,2,.... De donde se observa que

Pj(t, ;(N)) * Pjya(t, 0541 (N)), A€ [rj1,7mj11],

es un camino Hurwitz que va desde pj_i(t) a pj;+1(t), donde * es el producto de caminos
definido en (3.1). Finalmente, como se hizo en el lema 3.1.1, definimos la trayectoria

F(t,)\) = Pl(t,(ﬁl()\))*PQ(t,ng()\))**_Pj(t,gbj()\))*,

A € [0,1]. Esto es, Pi(t,¢;(N) = Ft, Ny, 11, J =
F(t,\) pasa por cada elemento de M?—l;f@, y por tanto, es densa en MH,!.

1,2,.... Tenemos que la trayectoria

O

Observacion 3.2.3. Observemos que F(t,\) alcanza y une a todo polinomio de MH;[Q pero
no estd contenido, dado que tomamos X\ real en I = [0,1] y por tanto F(t,\) no siempre tiene
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(por combinaciones lineales convexas) coeficientes variables racionales. Sin embargo por el
contrario, st consideramos a la familia de polinomios

Fy:={F(t,\) : eI}

entonces tenemos MHEQ C Fy ¢ MH;.

3.3. La curva Schur-conectora

Sea p(t) = ag + ait + - - + ap_1t""' + " un plinomio real Schur (o Hurwitz). De acuerdo
al homeomorfismo ¢ de correspondencia entre p(t) y su vector de coeficientes (ag, ..., an—1),
diremos que el vector (ag,...,an—1) € R™ en un vector Schur (vector Hurwitz resp.) si su
polinomio correspondiente es un polinomio Schur (Hurwitz resp.). Denotemos por MSV,, C
R™ (MHV,} C R para el caso Hurwitz) al conjunto de vectores o puntos Schur. Esto nos
arroja un homeomorfismo natural h de MHV,} en MSV,, dado por h(p) = p tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

MHVF == MSY,

- I

MHE —=> MS,

donde, mediante el homeomorfismo ¢, p € R™ es el vector asociado al polinomio Hurwitz p(t) y
p € R" es el vector asociado al polinomio Schur p(¢); mientras que mediante el homeomorfismo
~, p(t) es el polinomio Schur asociado al polinomio Hurwitz p(¢). Por lo que (h o ¢)(p(t)) =
h(p) = p = @(p(t)) = (po ~)(p(t))-

Dado que el mapeo de Mobius m : C~ — D es un homeomorfismo, podemos extenderlo a
los simétricos correspondientes, a saber,

my: Sym"™(C™) — Sym" (D)

(21 vy 2n) = (M(21), ..., m(2zn)).

Claramente m,, es también un homeomorfismo. Observe que m(z) = m(z) para toda
z € C™. Esto nos lleva a establecer otro homeomorfismo h': MHV, — MSV,, dado por la

correspondencia

(=) "opn,...,09,—01) = ((=1)"on(my), ..., 02(my), —o1(my)),
donde
or = 0k(21,...,2n) = Z Ziy e Zig
1<t << <n
y

or(mn) = onm(a1), .. om(z) = S0 m(z)-miz),

1< << <n
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y tal que hace conmutar el siguiente diagrama

HR SR
donde HR C Sym™(C™) (SR C Sym™(D) para el caso Schur) es el conjunto de n—uplas con
entradas de C~ (D, respectivamente) tal que si z; es una entrada de (21, ..., 2,), entonces Z;
es también una entrada de (z1, ..., z,). En efecto,

(h/ ovp)(21,...,2n) = h/((—l)non, .., 09,—01)

= ((=D)"opn(myn),...,02(my),01(my))

= vp(m(z1),...,m(zn))

= (vpomy)(21,...,2n).

Observacién 3.3.1. El hecho que m(z) = m(Z) para toda z € C~, si z; y z; entradas de

(21,...,2n) € HR, i # j, con Z; = zj implica que m(z;) y m(z;) = m(Z;) son entradas de
(m(z1),...,m(zn)) € SR y, por tanto, si las proyecciones oy, son reales para toda k =1,...,n,
entonces o (my) son tambien reales para toda k =1,...,n.

En adicion, de la transformacién de Mobius ©: MH,}? — MS,, dada por la correspondencia
p(t) — p(t) = (t — 1)"p(m(t)), hemos logrado establecer su relacién correspondiente p +— p,
donde p € MHV v p € MSV,, son los vectores coeficientes de p(t) y p(t), respectivamente.
Alternativamente, la transformacién de Mébius h': MHV;" — MSV,, nos permite establecer
el mapeo *: MH,} — MS,, inducido por los mapeos proyectivos o + ox(my,), como la
correspondencia p(t) — p(t), donde

n

pt) =t +2z)=t" —ot" 4+ (1) lop it + (—1)"on
i=1
y
Blt) = H(t +m(z)) =t" — o1 (mn)tn_l oot (_1)n_10n71(mn)t + (=1)"on(mn)
i=1

Claramente, * es también un homeomorfismo que hace conmutar el diagrama

MHT - "= MS,

o

MHVE s MSY,



44 Curvas estables conectoras

pues

(W o)(p(t) = h((=1)"on,...,00,—01)
= ((=1)"opn(my),...,02(my), —o1(my))
= o(B(1))
= (pon)(p(®))
En este sentido tenemos que p(t) es Hurwitz estable si y sélo si p(t) es Schur estable.
Los homeomorfismos h y h’' (*y *, resp.) vienen a ser transformaciones de Mobius entre los

espacios MHV, vy MSV,, (MH} vy MS,, resp.); el primero en términos de los coeficientes
y la segunda en términos de las raices.

Ahora, consideremos la curva Hurwitz-conectora real (3.9)

mo ma+n2
Pt = [[it+RN] J] [ +BiMt+Ci(V)
j=1 j=ma+1
dada en la demostracién del teorema 3.2.2, para A € [0,1]. Entonces, si 2,41, .- -, Zmy+2n1 ¥
Wing+1s - - - s Wmyt+2n, SON las raices complejas (incluyendo multiplicidades) de po(t) y pi1(t),
respectivamente, podemos suponer que Zm,4+; = Zmitni+j, J = L,2,...,N1 Y Whytj =
Wmotnotjr J = 1,2,...,n2. Entonces, por el teorema de dependencia continua de raices y

el principio de exclusién del cero presentados en el capitulo 2, existen n funciones-raices con-
tinuas de P(t,s) contenidas en C~ para toda A € [0, 1], las cuales identificaremos con funcién
n-vectorial H'R,

VA) = (Z1(N), - -+, Za(N), (3.12)
tal que para A = 0 tenemos el vector de raices V(0) = (d1,...,0m;, Zmy+1s---,2n) Y Dara
A = 1, el vector de raices es V(1) = (p1,.-., Pmgr Wmgt1,---,Wy). La transformaciéon m,,

aplicada a V' (\) nos da la n-ada
(mp 0 V)(A) = (m(Z1(N)), - ... m(Zn(N))), (3.13)
donde

(mp o V)(0) = (m(d1),-..,m(dmy ), m(Zmy+1),- -, m(2n))

(mn ° V)(l) = (m(p1>7 e ,m(me), m(wm2+1)v e 7m(wn)>
El mapeo de Viete nos provee de las funciones continuas

(N = D Zy(N) - Z;, (), A€ [0,1], (3.14)

1<j1<<jx<n
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ok(ma)(N) = Y m(Zj(N)-m(Z; V), Ae[0,1], (3.15)

1<ji<-<jr<n

y asi obtenemos el siguiente teorema andlogo al teorema 3.2.1.

Teorema 3.3.1. Dados dos polinomios arbitrarios po(t) y p1(t) en MS,, existe un camino
P(t,\) en MS,, que une a po(t) y p1(t).

n n
Demostracion. Supéngase que po(t) = H(t +25) y pi(t) = H(t + ;). Sim™(Z) = 2 ¥
1 j=1

j:
m_l(wj) = wj, entonces del teorema 3.2.1 aplicado a los polinomios correspondientes (via la
n n

inversa de *) po(t) = H(t +2z;) ypi(t) = H(t +wj), mas las proyecciones (3.14), obtenemos
J=1 J=1
una curva Hurwitz de la forma

Pt ) =t" — o (N (=) Lo (N + (=)0, (N),

donde 0k(0) = ok(21,-..,2n) v 0k(1) = ox(wr,...,wy), para k = 1,...,n. Aplicamos di-
rectamente la transformacién de Mébius * a la curva Hurwitz P(t,A) y obtenemos la curva
Schur

P(t,A) = " — o1 (ma) N - 4 (1) oy (ma) (V) + (—1) 00 (ma) (V),

donde oy (my,)(X) son las proyecciones (3.15) tales que

or(mp)(0) = or(m(z1),...,m(zn))
= ok(21,...,%n)
y
ox(mn)(1) = or(m(wr),...,m(wn))
= Uk(wla"'7wn)'

Pot lo tanto, P(t,\) es un camino Schur que va desde fo(t) a pi1(t), como deseabamos.
O

Tomando las ideas de coneccién dadas en el teorema anterior e invocando el teorema 3.2.2,
tenemos que el siguiente resultado es inmediato.

Corolario 3.3.1. Cualesquier par de curvas Schur-conectoras que unan a po(t) y p1(t) son
homotépicamente equivalentes.

Anédlogo a lo hecho para el teorema 3.2.3, tenemos que la numerabilidad del conjunto
MSL = Q,[t] N MS,, nos lleva a la enumeracién {po(t), p1(t), pa(t), ...}, y como un resultado
inmediato de los teoremas 3.2.3 y 3.3.1 obtenemos el siguiente teorema.



46 Curvas estables conectoras

Teorema 3.3.2. Existe una trayectoria densa F(t,\) en MS,,.

Demostracion. Sea {po(t),p1(t), p2(t), ...} una enumeracién de MSZ. Considere las reparametriza-
ciones ¢;(A) dadas por (3.11). Por los teoremas 3.2.3 y 3.3.1 obtenemos los caminos P;(t, ¢;(\)),

A€ [rj_l, T‘j], con Pj(t, d)j(rj—l)) = ]3]'_1(75) y Pj(t, ij(rj)) = ﬁj(t), j = 1, 2, e Finalmente,
definamos la trayectoria

E(t,N) = Pit,d1(V) * Palt, 2(N) # - Pi(t,65(N) % -+, A€ [0,1]
la cual es densa en MS,,. O

La observacion correspondiente al teorema 3.3.1 es andloga a la obseravacién 3.2.1 hecha
para el teorema 3.2.1. Asi como la observacién 3.2.3 hecha para el teorema 3.2.3, puede ser
hecha andlogamente para el teorema 3.3.2 si definimos el conjunto

Fy = {F(t,)\) : AGI},
y entonces obtenemos MSY ¢ ), ¢ MS,,.

Finalmente, con las proyecciones (3.14) y (3.15) definimos las funciones n-vectoriales

P = ((=1)"an(N),...,02(\), —01(\))
R(P)YA) = (=D)"on(mn)N), .., 02(ma)(A), =o1(ma)(N))

y obtenemos el siguiente resultado unmediato.

Corolario 3.3.2. Dados dos puntos p1,ps € MHV,' (resp. p1,p2 € MSV,,) existe un camino
P(\) € MHV} (resp. W' (P)(\) C MSV,,) que une a p1 y pe (resp. p1 and p2).

De la misma forma, con producto de caminos obtenemos las respectivas curvas densas
para los subespacios de estabilidad en R™.

Corolario 3.3.3. Eziste una curva densa F()\) (resp. F(\)) en MHVT (resp. MSV,,).

En resimen, hemos obtenido expliicitamente, mediante combinaciones linesles convexas,
una curva conectora P(t,\) en M#H.. Ulilizando tal curva y el producto de caminos, fué posi-
ble construir un curva densa F(t, \) totalmente (estable) contenida en MH,. Después, con el
mapeo de Viete, se estableci6 la relacién entre las raices de un polinomio y su vector de coefi-
cientes. Ademads, con la ayuda del mapeo de Mobius, pudimos encontrar otra caracterizacion
de la transformacién de Mobius, y la utilizamos para encontrar la correspondiente curva conec-
tora y trayectoria densa en MS,,. Finalmente, si P(t,\) (resp. P(t,\)) es una curva conectora
en MM, (resp. MS,,), entonces P()\) (resp. /'(P)(\)) en una curva conectora en MHV, (re-
sp. MSV,,). De la misma manera F(X\) = Py(A)* Po(A)*--- (resp. F(X) = Py(\)* Py(\)*---)
es una curva densa en MHV," (resp. MSV,,).



Capitulo 4

Aplicacién: control de la bifurcacion
de Hopf

El objetivo en este capitulo, es presentar el diseno de un control de retroalimentacion lineal
utilizando la curva Hurwitz-conectora para sistemas no lineales con el cual se provoca y se
controla la bifurcacion de Hopf.

Como se vi6 en el capitulo anterior, teorema 3.2.1, dados los polinomios Hurwitz po(t) y
p1(t) escritos en la forma

mi mi+ny
po)=TJt+6) JI @ +ait+5)), (4.1)
j=1 j=mi+1
y
mo ma+ng2
p)=[JC+p) ] & +t+n), (4.2)
j=1 j=mao+1

donde 05, aj, B4, pj, v;, nj son positivos para toda j, y po(t) tiene m; raices reales y 2n; com-
plejas (incluyendo multiplicidades), y pi(t) tiene mq raices reales y 2ny complejas (incluyendo
multiplicidades). Si m; > ma (el caso m; < ma es analogo), definamos para s € [0, 1] las
funciones lineales

Rj(S) = S(pjféj)ﬁ*éj,j:l,...,mg,
Bi(s) — s(y; —aj) + a; para j=mg+1,...,ma+ Ny

! (7 04N1+J)+04N1+J para j =mg+ N1 +1,...,ma + ng,
Ci(s) = s(n; —b;) + para j=ma+1,...,ma+ N;

J s(n; BNl"r]) +/8N1+_] para j =mo+ Ny +1,...,my + no

Entonces, la curva real Hurwitz-conectora entre po(t) y p1(t) estd dada por

mo moa+n2
Pt,s)=[[lt+Ri()] [ [+ Bi(s)t + Cj(s)] (4.3)
j=1 j=mo+1

47
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4.1. Formas multilineales y tensores

Debido a calculos naturales que apareceran durante el desarrollo de este trabajo, debemos
definir una operacién entre un vector o una matriz y un tensor, para obtener una notacién
més corta y adecuada [25]. Primero, sea GL,(R) el conjunto de matrices de tamano n x n.
A continuacién se presentan algunas nociones bésicas acerca de formas multilineales en R,
asi como tensores, los cuales generalizan el concepto de matriz (ver [29, 73, 56]). Consideremos
a R™ como espacio vectorial sobre R. Para un entero positivo k, una k-forma multilineal es
una funcién

T: (R")Xk - R
(@1, sap) o T,y ay)
tal que T es lineal en todos sus argumentos, esto es
T(x1,...,az; +by,...,xx) = aT(x1,...,Tiy...,Tk) + 0T (T1,. .., Y, ..., Tf)

para toda i = 1,...,k, donde z;,y € R", a,b € Ry (R")** es el producto cartesiano de

R™ consigo mismo k-veces. Sea B = {e1,ea,...,e,} la base candnica para R", entonces cada
x; = (Tiy,...,2;,)] es la combinacién lineal z; = xz;,e1 + - -+ + e, y por la multilinealidad
se puede expresar a T (z1,...,x) COMO

n

T(ﬂfl,...,xk): Z xlj"'xij(elj,---,ek;j),

1j,eki=1

donde w1 - - - xy; son llamadas las coordenadas de 7 (1,...,7)) con respecto a la base {e;}
yT ="T(ex JrR ,ekj) son las entradas de un arreglo que consta de n*~2 matrices de tamaifio
nxn, k> 2. Asi, a cada k-forma multilineal 7 (x1, ..., zx) podemos asignarle biunivocamente
el arreglo T, el cual estd determinado de manera tinica por la base B. A estos arreglos se les
conoce como tensores contravariantes 6 (0, k)-tensores. En este trabajo les estaremos llamando
k-tensores y lo denotemos por T*(R™). Las 1-formas son simplemente funcionales lineales y su
tensor asociado es un vector en R", mientras que las 2-formas son llamadas formas bilineales
y su tensor asociado es una matriz de tamano n x n. En este sentido podemos identificar
a TYR") con R" y a T?(R") con GL,(R). Para k = 0, identificamos a T°(R") con R. Una
k-forma T (z1,...,xx) se dice ser simétrica si

(moT) (@1, vzk) = T(Tra)s-- - Tr(k))s

= T(x1,...,zk)
para cualquier permutacién m € S, y diremos que es antisimétrica si (w o T)(x1,...,x%) =
—T(x1,...,x). Por tanto, a su tensor asociado también le diremos que es simétrico o anti-

simétrico, segin sea el caso. Para una forma bilineal simétrica del tipo Q(z,x) se define la
funcién Q : R — R dada por Q(x) = Q(z, ) llamada forma cuadrdtica tal que Q(z) = 27 Qx,
donde Q es el tensor asociado a la forma bilineal Q(x, ). Similarmente, dada la forma trilineal
T (z,x,z), su forma ctibica asociada es la funcién T'(z) = T (z,z,z) = 2T (21 Tx), con T su
3-tensor asociado.
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Definicion 4.1.1. Sean

vy Ti

vy T2
v = . ) Yy 7- == .

Uy T

un vector en R¥ y un tensor en TF+2(R™), respectivamente. Definimos el producto de v con
T como el mapeo

o : RF x TF2(R") = GL,(R)

k
(0, T)—»veT => uT,

=1

Podemos extender atin méas este mapeo para una matriz en lugar de un vector, es decir, si
A=A Ag -+ Ag] es una matriz de tamano k x k, donde A; = (aij,...,ax;) son los vectores
columna de A, el producto estd definido como

o : GLi(R) x T*2(R"™) — TF2(R™)

Al.T
AQOT
(A, T)— AeT = .

ApeoT

con A;e T = Z?:laiﬂ}» parai=1,...,k.

4.2. La bifurcacién de Hopf en el plano

Considere el sistema no lineal

&= F(z.1) (4.4)

donde = = (z1,x2), son las coordenadas locales de una variedad M (variedad de espacio
de estados) y F' es un campo vectorial suave en M, representado en coordenadas locales y
i € [e1,€2]. Tomaremos a R? como coordenadas locales. Suponga que zg es un punto de
equilibrio tal que F,(z9) = A(u) tiene valores propios A\ 2(p) = a(p) = B(p). El siguiente
teorema de la bifurcacion de Hopf, en su version de dos dimensiones, fué probado por Andronov
alrededor de 1930 [12] y Poincaré trabajé en el alrededor de 1890 [71]. Hopf probé el teorema
para una dimensién arbitraria (finita) en 1942 (ver [46] y para una versién en inglés, ver la
seccién 5 en [65]).

Teorema 4.2.1 (Bifurcacién de Hopf). Considere el sistema no lineal (4.4) y suponga que
para algun valor g se satisfacen las siguientes condiciones:

do
1. d= 20

lu=po 7# 0 (condicion de transversalidad),
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2. 11 # 0 (condicién de generacidad),

donde 1 es el primer coeficiente de Lyapunov. Entonces un tnico ciclo limite bifurca del
equilibrio xo para >0 si l1d <0 ¢ p <0 si lyd > 0.

Asi que, el punto de equilibrio zp es estable para p < 0 (resp. p > 0) y es inestable
para > 0 (resp. u < 0) si d > 0 (resp. d < 0), mientras que las soluciones periédicas son
inestables (resp. estables) si el punto de equilibrio es estable (resp. inestable) del lado de g en
donde las soluciones periddicas existen. Respecto al primer coeficiente de Lyapunov, si l; < 0,
entonces las soluciones periddicas son estables, y si 1 > 0, entonces las soluciones periédicas
son inestables. Existe una expresién para calcular el primer coeficiente de Lyapunov en el
cual, para el preciso valor pg, el sistema posee un par de valores propios complejos puros
A12(po) = Fiwp, wp > 0. El siguiente teorema nos muestra tal férmula y podemos ver una
prueba de este en [53].

Teorema 4.2.2 (Primer coeficiente de Lyapunov). Considere el sistema

&= Jr+ F(z) (4.5)
0 —wo Fi(z)
con J (wo 0 ), () (Fg(aj) , F(zg) =0y (xo) = 0. Entonces
I = —(Ry +woR) (4.6)
= — W .
1 16&)0 1 042/,
donde
Rl - F1x11‘2 (F11E11‘1 + Fla:z:vz) - FQ.IlaCQ <F21‘1.I1 + FQJ)QZ‘Q)
_F11’1$1F2:I:1:B1 + F1$2$2F2:C2a727
R2 - Flwlxlzl + lelxgmg + F2x1x13:2 + F2x2x23:2'

4.3. Formulacion del Problema

Consideremos el sistema no lineal afin

&= f(x) +g(x)u (4.7)

donde 27 = (z1,72) € R?, f y g son campos vectoriales lo suficientemente suaves en z, y
u(-)T el control escalar de retroalimentacién de estados, el cual toma valores en un conjunto
IcCR.

Escribiremos los campos vectoriales como

= (1) 9@ =),
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con derivadas

pia) = (ph).
) = (o)

y consideremos las siguientes hipdtesis:

Hipodtesis 2. Para el sistema 4.7, supdngase que

H1) x =z es un punto tal que f(xo) =0 y g(zg) =b= <(1))

H2) La jacobiana A = D f(x)|z=z, tiene valores propios A\, \ = p+ic, o > 0, y estd expresada

en la forma
0 1
—ay —ag

y cuyo polinomio caracteristico es pa(t) = t*+ast+aq, donde a; = |A\? yag = —2Re()).

Sin pérdida de generalidad supondremos que el origen es un punto de equilibrio, esto es
xo = 0. Ahora, calculando la serie de Taylor alrededor del origen del sistema (4.7) obtenemos

& = Ax+ Fy(z)+ F3(z)+---
+ (b+Mz+ Ga(x)+ - )y, (4.8)

donde M = Dg(0) es una matriz, Fr(x) = (?2183) y Ga(z) = (gng son los términos
22 22

cuadréticos con Fyj(z) = 22T(D?f;(0))z y Gaj(z) = 327 (D?g;(0))z formas cuadréticas las
cuales tienen a D?f;(0) y D?g;(0) como sus 2-tensores asociados, respectivamente. Ademés,

F3(z) = ( F31E93§> es la funcién vectorial de términos cibicos en la cual las funciones escalares
32

Fyj(z) = t2T[2T (D3 f;(x))2] son formas ctibicas, con D?f;(0) sus 3-tensores asociados de las
terceras derivadas parciales del campo.

Note que para una notacién més corta se estd escribiendo D? f;(0) en lugar de D? f;(z)|z—0;
asf como D?g;(0) = D?g;j(x)|y=0 y D3£;(0) = D3 f;(2)|z=0-

Para el sistema (4.7) con las hipétesis H1) y H2) abordaremos el problema de disefnar un
control de retroalimentacién lineal de la forma u(z, ) = —c(p)”
la bifurcaciéon de Hopf, donde p es el parametro de bifurcacion.

T, para provocar y controlar
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Sean p(t) = t? + pat 4+ p1 v q(t) = t? + got + q1 polinomios reales con raices ¢, = a+ify
z,Z = ry £ in, respectivamente, tales que ay < 0y 8, n > 0. Entonces obtenemos el siguiente
lema.

Lema 4.3.1. El control de retroalimentacion u(x, u) = —c(p)’z, donde
()’ = (A(p) — a1, Az — az),

con A1(pn) = |(p+5*)(z—C)+¢|?, Aa(p) = —2Re[(p+5*)(z =)+ y s* = — 5% provoca la
bifurcacion de Hopf en el sistema (4.7) con las hipdtesis H1) y H2), donde p es el pardmetro
de bifurcacion.

Demostracion. Consideremos los polinomios p(t) y ¢(t) mencionados anteriormente (los cuales
nos ayudaran en el disenio). Entonces la curva

plt,s) = =(t—[s(z=C) + ¢t —[s(z2=¢) +(])
= t2 —2Re[s(z — ) + (|t +|s(z — ) + ¢
= t2 +52(8)t+51(8) (4.9)

donde da(s) = —2Re[s(2—()+(] y 61(s) = |s(2—¢)+(|?, es una curva real tal que p(t,0) = p(t)
y p(t, 1) = q(t). Se requiere que la recta s(z — () 4+ ¢ contenga al nimero complejo A, el cual
es un valor propio de A, en algin instante sp € [0, 1]. La forma de incluir a A es haciendo

sol(v — @) + o] +ilso(n — B) + B] = p + io,
el cual tiene que seguir la relacién

=P _o°5 (4.10)

y—a n-=p

cony<0<p<ada<0<p<~vyparap > 0;0en el caso p < 0, la relacién a seguir
serfay < p<0<ada<p<0<y ademds f <o <no6n <o <[ para segurar que
0 < 509 < 1. Por otro lado, dado que la funcién s(z — ¢) + ¢ es una combinacién lineal convexa
entre nameros complejos con parte imaginaria distinta de cero, entonces la curva completa
(4.9) siempre tiene raices con parte imaginaria distinta de cero. Asi que, las raices de p(t, s)
cruzan el eje imaginario en algin momento, digamos s*, y para este valor del pardmetro el
polinomio p(¢,s*) tiene un par de valores propios imaginarios puros +iwp. Para conocer el
momento s*, debemos hacer d2(s*) = —2Re[s*(z — () + (] = 0. Por tanto, el valor s* estd dado
explicitamente por
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Observe que 0 < s* < 1. De aqui que
p(t,s*) = 124 do(s*)t + 01(s%)
= P+ [s"(z - Q)+ ¢
e
24| - vy —a)+i(n—B)]+a+ip
| (7_04)[( ) +i( )] |
t2+‘57—0”7|2
v -«

)

fy—an
V-«
Ahora, definamos el cambio de variable y = s — s*. Entonces

de donde obtenemos el valor wy = > 0 en terminos de los parametros a disenar.

Pt,p) = plt,p+s")
= 2 2Re[(u+s)(z— )+ CJt+ |(u+s7)(z — Q) + |2
= £+ Do(p)t + Ar(p) (4.11)

donde A(0) = [(-+5%)(:— )+ (2 y Aak) = —2Re[(-+5")(2—C)+C]. Asi, P{t,—s") = p(t),
P(t,sg - S*) = pA(t)v P(t, 0) = p(t, 8*) y P(t7 1- 8*) = Q(t)'

Definamos el control escalar lineal de retroalimentacién de estados u(x, u) = —c(u)? 2, donde

c(w) = (Ax(p) — a1, Do(p) — az), (4.12)
con ¢(0)T = (w? — a1, —az), y cerramos el lazo en el sistema (4.8) a lo que obtendremos

& = Ax+ Fy(z)+ F3(z) +---
+Hb+ Mo+ Ga(@) + -+ ](—e(p) ")
= (A= be(u)")z + (Fa(z) — Mac(p)" )
+(F3(2) = Ga(z)e(u) ) + -+

= Az + Fy(x, p) + Fa(w,p) + - - (4.13)
donde
0 1
40 = (o —aa )

1?2(%',,[1/) = By(z) — Maxc(p) 'z, (4.14)

Fy(z,p) = Fi(z) - Ga(z)e(n)z,
0 1

A (0) = ( 2 0 > . (4.15)

Asi que, el control u(x, ) es un control de retroalimentacién que provoca la bifurcacién de
Hopf en el sistema (4.7) en una vecindad de p = 0. O
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Observacidn 4.3.1. En la ecuacion de so (4.10) tenemos que si B = o (resp. n = o) entonces
p—
n=o (resp. B=0) y sg= )
v -«
Observacién 4.3.2. Recordemos que o, 3,7y y n son de diseno y, dado que la curva p(t,s)
inicia en p(t) y termina en q(t), podemos decidir el signo de o y v tal que ay < 0 y la
familia de polinomios p(t,s) pasa de tener raices en C~ a tener raices en C* 6 viceversa. Por
ejemplo, si deseamos que las raices viajen de C~ a CT, entonces diseniaremos o y ~y tal que,
dependiendo del signo de p, a <0< p <~y da<p<0<r. Yatomados los valores de o y
v, el diseno de B y n es justamente para asignarle la pendiente adecuada a la recta que une a
¢ y z; tales valores los diseriamos siguiendo la relacion (4.10) con la restriccion < o <n o
By —an

n <o <pyel hecho de que wy = > 0, para el cual debemos resolver, en las variables

B ymn, el sistema de ecuaciones
By=p)+nlp—a) = o(y—a)
Ahora estamos en posicién de establecer el resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.3.1. Consideremos el sistema (4.7) con las hipotesis H1) y H2). Entonces el
control lineal u(x, p) = —c(u)" 'z del lema 4.3.1 es un control de retroalimentacion que controla
la bifurcacion de Hopf si el polinomio I(y) = k1y® + koy? + kay + k4 tiene al menos una raiz
positiva, donde
k1 = g1as(fregzs + 2029125 — 20121) — 39121
ky = 49129201 — (flaszs + 202912,) (forozs + 202922,)
+9225 (29221 — 2019225 — fozszs) + 91y (f1a120 + 201912, )
—(f1z122 + 202912, + a19125) (frzows + 2029105 — 2912,)
+flayzows + frrswams + a2(2012105 + 3922515) — 2922125 + 191201,
k3 = —(fizyer +201912)) (frzyzs + 02012, + 019125) — G220 (fouryzy + 201922, )
+(fzams + 202922, — 2922, ) (fowywy + @29221 + A1924,)
—20121 (fozy21 + 2019201) — 2922, (f1212, + 201912, )
+frzyziar T forrzies + 0202200, + a1(301912y 2, + 292412, )
ki = (fizier +2019121) (foryar + 201924,)
+(foxyzy + 201922, ) (fozy2y + 029221 + Q1922,)-

Para demostrar este teorema utilizaremos las ideas del teorema 4.2.1 y la formula del
primer coeficiente de Lyapunov del teorema 4.2.2.

4.4. Maquinaria para la prueba del teorema 4.3.1

En esta seccion, dirigiremos el andlisis hacia el control de signo de la velocidad de cruce
y del primer coeficiente de Lyapunov utilizando las expresiones mencionadas en los teoremas
421y 4.2.2.
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4.4.1. La velocidad de cruce

Para lograr el control de la velocidad de cruce aprovecharemos los calculos hechos en la
seccién anterior del disefio del control u(x, 1) para obtener el siguiente lema.

Lema 4.4.1. Consideremos el sistema (4.7) en lazo cerrado con el control u(x,u) del lema
4.3.1. Entonces la velocidad de cruce d # 0.

Demostracion. Dado que A.(u) estd en forma de Brunowsky, entonces su polinomio carac-
teristico es P(t, ), y por tanto, los valores propios son A.(u) v Ae(p), donde

Ae() = (p+s)(z =0 +¢
(n+s)(v—a)+a+il(p+s")(n—B)+ B
= pe(p) +ioc(p)

con pe(p) = (p+s*)(v—a)+ayon) = (u+s*)(n—B)+ B. En consecuencia, la velocidad
de cruce esta dada por

g = dpe(r)

Dado que ay < 0, entonces d # 0 O

El hecho de que d # 0, nos permite disenar o y v de tal forma que podemos controlar el
signo de d. Esto es, si @ < 0 entonces para p < 0 en origen es estable y para p > 0 el origen
es inestable y por tanto d > 0; si a > 0, para pu < 0 el origen es inestable, mientras que para
u >0 es estable y d < 0.

4.4.2. El Primer Coeficiente de Lyapunov

Para calcular el primer coeficiente de Lyapunov debemos llevar la matriz A.(u), para pu = 0
(dado que es el momento para el cual se tienen un par de valores propios imaginarios puros),
en la forma que requiere el teorema 4.2.2.

Lema 4.4.2. Eriste un cambio de coordenadas de la forma z = Q™ 'x tal que el sistema (4.13)
en =0 se expresa de la forma

,é:(a?o _Sjo>z+F2(z)+F3(z)+--- (4.17)

J— _ — —_ T b )
donde Fa(z) =Q 1 <M2(z,z)) y F3(2)=Q ! <7—;E;22), con M; 2-tensores y T; 3-

tensores.
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Demostracion. De (4.14) y (4.15) tenemos que
0 1
A(0) =
O = (a0 - )

0 1
o —wg 0 )’

y al calcular los vectores propios de A.(0), obtenemos la matriz cambio de base @, donde

0 1
Q:<w0 0)7
_ 0 &

=(1%):

Definamos el cambio de coordenadas z = Q~'x para llevar al sistema (4.13) a la forma

o= Q'A(0)Qz + QN (Fa(Qz,0) + F5(Qz,0) + - +)
= < 0 —wo ) Z+F2(Z)+F3(Z)+

con inversa

wo 0

para el cual Fa(z) = Q 'F»(Qz,0) y F3(z) = Q 'F3(Qz,0). De los términos cuadraticos
tenemos

FQ(Z) Qflﬁz(Qz,O)
Q7 F(Qz) — MQzc(0)1 Q7] (4.18)

donde la primera parte de la suma del lado derecho puede ser escrita como
_ 1 -
QTIR(Q2) = ;Q7HQ2)TDM(0)Q=
1
Q7 TQT DA (0)Q>
1

= 5@ 'D?f(0)(Q,Q)(2,2),

mientras que la segunda parte se puede escribir como

Q'MQz(c(0)'Qz) = Q 'Dg(0)Qz(c(0)" Qz)
= Q7 (c(0)"Q2)Dg(0)Q=
= Q'Z"Q"[c(0)Dg(0)]Q=
= Q '[c(0)Dg(0))(Q, Q)(z2)

con
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donde ¢(0)Vg;(0) son 2-tensores, j = 1,2. Asi que, podemos escribir la ecuacién (4.20) como

Fal) = Q'JID*F(0) —26(0)Dg(0)](Q. Q) (=, 2). (119)
Si hacemos M; = 2[D?f;(0) — 2¢(0)Dg;(0)](Q, @), entonces Fa(z) se expresa como

Fy(z) = Q 'M(z,2)
1 (Ma(z,2)
-0 1<M2(z,z)> (4.20)

Similarmente, los términos ctbicos del sistema (4.18) estdn dados por la ecuacién

F3(2) = Q'F3(Q2) — Q7 'G2(Q2)c(0) 1 Qz.
podemos reescribir la primer parte de la suma como

QRQ) = {07NQTI@)D/(0)Q2
= L@ LTQTETQTDYH0)Q:]
= LQID0(@.Q Q5 2)

La segunda parte de la suma es

Q7 G2(Q2)el0)T Q= = Q75(Q2) D*9(0)(@2)]e(0)T Q-

_ %Q‘l[ZTQTD29(0)(QZ)]ZTQTC(0)

B %Q‘IZTQT[ZTQTC(O)DQQ(O)Qz]

1

- §Q*1[C(O)D2g(0)](Q7QaQ)(ZHZvZ)

con
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donde ¢(0)D?g;(0) es un 3-tensor. Si llamamos A = [D3f(0) — 3¢(0)D?¢(0)], entonces

2TQT A2Qz

o (QT1TQTAIQ7]
QT T QT A2Q7]
T<ZTQT

z LTQT
_ <ZT[ZTQT

ZT[ZTQT

TQTTQTAQz) = TQT <ZTQTA1QZ)

—

Q [ ] Al)QZ>

Qe A)Qz
)
]

)
Qe A1)Qz
)Qz
con Aj = $[D?£;(0) — 3¢(0)D?g;(0)]. Finalmente, definamos 7; = Q7 (Q ¢ A;)Q para obtener

—~ e~

Qe A

Fale) — ) (Tl(z,z,z)> (4.21)

como se queria.

Ahora procederemos con el calculo del primer coeficiente de Lyapunov.

Lema 4.4.3. El primer coeficiente de Lyapunov, li(wg), del sistema (4.17) estd dado por

1 k
li(wo) = T (klwg + kgw? + k3 + wé) , para wy > 0, donde

0
kl = Glxs (flxzxg + 20’2911}2 - 291331) - 391x1x1
k;2 = 4glx192x1 - (fl:chg + 2a291x2)(f2x2x2 + 20,292552)

+9225 (2922, — 2019225 — fouszs) + G1as (flerzy + 201914;)
—(frzrzs + 202912, + @1912,) (f1zzy + 2029125 — 2912,)
+f1z1z0ws + f2r0mams + 02(2912120 + 3922025) — 2022125 + Q1912920
ks = —(fizre: +201912,) (freyzs + 02912, + @19125) — 9220 (f2r121 + 201922, )
+(forgws + 2029225 — 2922, ) (foryzy + @222, + A19245)
—2912, (for1o1 + 2019201 ) — 2920, (f1a1ar + 201912,)
+fre1zizy + forreizs + 029221010 + a1(3019121 01 + 29221 2)
ki = (fieye + 2019120 ) (fozyay + 201924,)
+(fozrzr + 2019221 ) (fozr2s + 29201 + A1922,)-

Demostracion. Primero, de la ecuacién del (4.6) en el teorema 4.2.2, calcularemos R;. De la
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ecuacién (4.20) tenemos que

Fo(z) = (z,z)
= T o M](z,2)
: [( (e
() 42

donde M; = 1[D?f;(0)—2¢(0)Dg;(0)](Q, Q) es la matriz asociada a la forma bilineal M;(z, z),
J = 1,2. Entonces podemos escribir las matrices M; como
1
M; = SID*f(0)(Q Q) = 2(e(0)Vg;(0)(Q, Q)]

- é[QTD2fj(O)Q —2Q"(c(0)Vg;(0))Q]

1 1/(0 wo 2, 0 1 1(0) 1
=3[0 D)o (G )20 D) (0) 7o (G o

1 [(ngszxz(o) Wij:mxz(O)) _9 <WOC2(O)9jzz(0) woca(0 )9]961( ))]

wofjl'Ql'l (0) fj$1$1 (0) WUCI(O)QJM (0) Cl( gﬂl )

_ 1 (wo[fjmwz(o) 202( )gj962(0)] wo[fjwwl (0) 202(0)gj$1 (O)])

2 Wo[f]xlxz (0> 201( )gsz (0)] f]flilxl (0) 261( )gjflrl (O)
_ 1 ( [f]métz( ) + 26129]'352 (0)] wo [fjx1332 (0) + 2a2gjﬂc1 (0)] )

2 \wo [f]mm (O) + 2algj$2 (O)} - 2&)89]‘3@2 (O) fjxlm (0) + 2G19jac1 (0) - 2wggjw1 (0)
Observemos que las matrices M no son simétricas, j = 1,2. Sin embargo, se pueden obtener
las segundas derivadas parciales de las formas cuadraticas M;(z, z) a partir de las entradas
de sus matrices asociadas M. Debido a la falta de simetria, la matriz de segundas derivadas
parciales de M;(z, z) esta dada por

Mj+MF = (mjll mjl?)

2

My Mg
con
mly = Wl ieara(0) + 20292, (0)],
miy, = mby = wolfjzies(0) + a2gja; (0) + @195z, (0)] — wigjas (0),
m%2 = fjwlﬂh (O) + 2algjl’1 (0) - 2w(2)gjﬂc1 (0)
Si Fa(z) = <§2;§2>, entonces D2Fq9; = w—lo(./\/lg + ML)y D?Fa = My + M7 Luego,
F21 2121 \R = WO[fZ:t:gxg (O) + 2a292:)32 (O)],

1

(2)
FQl 2122 (Z) = F21 2221 (Z) = [f2961902 (0) + (2922, (0) + 019225 (0)] - w(2].92962 (0)7
( ) = ;O[flexl (0) + 2a192a, (O)] — 2wo92z, (O)
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y
F:2(2) = wilfizmas (0) + 202914, (0)],
Fay 2122 (z) = Foa 2221 (Z) = Wo [f1$1$2 (O) + a291q4, (O) + a1914, (O)] - wgglxz (0)7
Fao 2222 (z) = f1$1$1 (0) + 2&191351 (O) - 2"‘)(2)91061 (0)7

Ahora, de la férmula del primer coeficiente de Lyapunov dada por (4.6) y con todas las
derivadas parciales evaluadas en x = 0, se tiene que

Ry = W G12s (Flaszs + 2029125 — 2912,)]
+ wWi4g121 9221 — (Fiaszs + 202915,) (Forsws + 202922,)
+ 9205 (2922, — 2029225 — fowszs) + Glas (frerz, + 2010914,)
—(f1z120 + 02912, + 019125) (f1a2s + 2029125 — 2912,)]
+ wol—(frziz: + 201912, (fla120 + 020121 + A1G125) — 9205 (for121 + 201920,)
+(fowazs + 2029205 — 2922, ) (f2r120 + G2922, + Q1922,)

_291961 (f211351 + 2alg2x1) - 29211 (flzmcl + 2alglx1)]
1
+ ;0[(f1x1x1 + 2019121 ) (f2z121 + 2019221)

+(f2331:l?1 + 2a192$1)(f25£112 + a’2.g2x1 + angCCQ)]'

Calcularemos ahora Ra. De la ecuacién (4.21) se tiene que
= 1 (Ti(z,2,2)
_ 1 1(%y <%y
F3(Z) - Q (75(2,2,2))
%075(27 Z? z)
71(27 Z, Z) ’

donde T; = QT(Q o A;)Q. Desarrollando A; obtenemos

1 2
A = GDUlen) — 4e0D g
fJ$1x1x1 f]xzzwl) (Cl(o)gjwlxl Cl(o)gszum)
— 1 fjl’l.’ble f]:vzzrg:rl o 3 62(0)gjw1:1:1 02(0)gj$21‘1
6 fjﬂﬁwwz f]x2$13&2> (Cl(o)gjwlm cl(o)gszm
fjxwzwz f]xszm 62(0).%'901962 CQ(O)gijIQ
( ]:plxlzl 3cl(o)gj$11‘1 fszxlxl - 361(0)9‘7'352331)
_ 1 joraay — 3€2(0)Gjarar  fizawaar — 3¢2(0)gjamay
6 ( JT1T1T2 361( )gj:rlm szzmxz —3a (O)Qjmm)
Jjr1T2T2 302( )gjwlm fj$2$2$2 - 302(0)gj$2:v2
( jriziay T 3a19jl’1061 3w(2)gj331:v1 fjﬂczl’lﬂh + 3a19jl’2$1 - 3w(2)gj962:v1)
_ 1 fjx1x211 + 3a29]$1961 fjx2$2£t1 + 3a29j$2$1
6 ( jriwize T Salgjxwz 3w09ja71:v2 fj$2$1I2 + 3a19j$2$2 - 30039]‘3523;2)
f]flilmwz + 3a29]11962 ijL“QCL‘QIQ =+ 3a29j12$2
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Ahora, después de algunos célculos, podemos expresar [QT(QT o A;)Q](z,2,2) = T;(z,2,2)
como

Ti(z,2,2) = 6[“’37%42% + Wity + thy + th3) 20 22 + wo(t]y + t]s + ) 2125 + 1, 23]
donde
th = fiziea + 301952101 — 395 Gjmm
t]12 = fj$21’1$1 + 3a19j002, — 3w89j$2x1
t]13 = fjxlwzml + 3a29jz12:
t]14 - fj$2$2$1 + 3a29j$2961
j 2
t%l = fj331$1$2 + 3a19j$1$2 - 3waij1$2
j 2
t%Q = fj3321112 + Salgjmm - 3wogjr2$2
t%B = fjwlwzmz + 3a2gj11$2
t%ll = fjwzmrz + 3a2gj$2$2
Asi que,
_ 1 1
Fsi(z) = 6[(»37534,2% + wo(tly + 13 + th3) 2720 + (t1y + 13 + 13)) 2123 + ;Otflzg]v
— 1
Fag(2) = clwgtanzt +wiltia + ter + ta3)2122 +woltiz + s + 1) 2125 + 23],
y de aqui que,
F3121Z1Z1 = w(2)t347
— 1
F31z1z222 = §(t%2 + t%S + t%l)v
— 1
F322121Z2 - wgg(th + t%? + t%S)?
F32222222 = t%l'

De la férmula del primer coeficiente de Lyapunov (4.7), tenemos que

Ry = —3w§glxlml + W(Z) 11202y + forswazs + 02(2912120 + 392292,)
—2922125 + alglmm] + [f1r1271961 =+ f2r1271962 + 292z, 2,
+a1(3alglmlx1 + 292m112)]

Finalmente, el primer coeficiente de Lyapunov estd dado por

1 k
h(wo) = 76 <k1w§ + kow? + k3 + wﬁ) : (4.23)
0
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donde

ki = 1oy (flases + 2029120 — 2912,) — 3910124
ky = 4912,922, — (fizsws + 202912, ) (forows + 202924, )
+9225 (2922, — 20192205 — fouszs) + Glas (frerzy + 201914;)
—(fiz12s + 2029121 + A19125) (fraows + 2020125 — 29124)
+flerzazs + forowazs + 022912120 + 3920020) — 2922120 + A1G120,
k3 = —(fizre +201912,) (frzyzs + 02912, + @19125) — 9220 (for121 + 201922,)
+(forgws + 2029225 — 29221 ) (foryzy + 02922, + A1924)
—2912, (forro1 + 2019201 ) — 2922, (f1a1er + 201912, )
+fre1zizy + forreizs + 029221010 + a1(3019121 01 + 29221 2)
ki = (fieye + 201912, ) (fozyzy + 201924,)
+(fozrzr + 2019221 ) (fozr20 + 29201 + A1922,)-

Los lemas 4.4.1 y 4.4.3 nos permiten demostrar el resultado principal de este capitulo.

Demostracion del teorema 4.3.1. Es claro que el control lineal u(z, 1) propuesto para el sis-
tema (4.7) esta en términos de los niimeros complejos ( = a+if y z = v+in que disenaremos
para decidir de que semiplano (izquierdo o derecho) empezaran a viajar los valores propios del
sistema. Es decir, podemos elegir el signo de las partes reales o y « para controlar la velocidad
de cruce dada en el lema 4.4.1.

Ahora, para poder controlar el signo de l1(w) del lema 4.4.3 para el nimero real wy > 0 (el
cual nosotros disefiaremos) definimos el cambio de variable y = w3. Entonces las rafces reales
positivas del polinomio

11 (y) = kry® + ko + kay + ku,

nos permite elegir un intervalo de wyp en el cual 1 (wp) cambia su signo.
O]

AdlClonalmente si k1 # 0, podemos utilizar la féormula de Cardano para el polinomio de
grado tres y® 4+ k1y® 4 koy + k3 = 0, con k: Jf, | = 1,2, 3. Entonces, las raices de l1( )
estas dadas por

k
no= S1+S2—§1
Sy + S iv3
Y23 = — 12 2_317(51 Sa),

donde S12 = R+ Q3+ R?, con Q = % y R = W)*f%?. Por lo que, para el
discriminante D = @Q? + R?, tendremos que: si D > 0, entonces existe una rafz real y dos
complejas conjugadas. De donde se asegura una raiz real positiva si se cumple que S1 + S2 —
sz1 > 0; si D <0, tendremos tres raices reales de las cuales las tres raices son distintas 6 al
menos dos iguales.
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4.5. Un Ejemplo

Consideremos el sistema
.%"1 = X9 (4.24)
To = p1+ pery + Ex1xo + x%u (4.25)

donde 1, po, & son parametros reales y u, el control de retroalimentacion de estados. Reescri-
biendo el sistema (4.24) en forma matricial

(9“) = f(a1,29) + g(x1, 22)u, (4.26)

T2

T2 0 .
con f(x1,x2) = T1,T2) = , tenemos que el punto de equi-
f(x1,29) <M+M2$1+5$1x2> y g(@1,2) (x%> q p q

librio del sistema sin control (para u = 0) es p = (—%, 0), po # 0. Ahora, la Jacobiana
0 1
A = D =
f(p) (ug _55;)

tiene como polinomio caracteristico pa(t) = t2 + ¢ %t — pg, con raices

Lo 1| ,m
Mo = —=&— =+ 4[5 +4us
1, ) 142 92 gﬂ% 12

= p+tio,

2
con p = —%5% y o = %1 152% + 4u9, por lo que tendremos valores propios complejos si

2
52% + 4puo < 0. De aqui que po < 0. También, si ui,& > 0, tendremos valores propios

complejos con parte real distinta de cero en CT, es decir, el punto de equilibrio p es inestable.
Por otro lado, la pareja (A, b), donde

0
b=g(p) = (;@)

es controlable si 1 # 0. La matriz cambio de base, la cual coloca a (A, b) en su forma candnica
2

controlable, estd dada por P = CW = %I ,donde C = [b : Ab| es la matriz de controlabilidad,
2

I es la matriz identidad de tamano 2 x 2, y

_ (6= !
w- ().

Luego, si hacemos = = (21, 72)7, el desarrollo en serie de Taylor del sistema alrededor de
p queda expresado de la forma

b= Alw—p)+ 5@ D)~ ) (427

b+ Dy(p)(x —p) + 5 (&~ p) Dg(p)w — ) (1.25)
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donde
D*f(p) =
O
Dg(p) = )
D%(p) = E
Haciendo el cambio de coordenadas y = P~ (x —p), y = (y1,¥2), el sistema (4.27)-(4.28)
se transforma en
= A L 7 H% 2 7 L 7 M% 2
g=Ay+gy (2P fo) )y +1b+Dylp)y + 5y 2P 9(p) ) ylu, (4.29)
2 2

conA=Ayb= (?) Luego, el sistema (4.29) cumple con las hipétesis H1) y H2) de la

seccién 4.3. Cerramos el lazo con el control de retroalimentacion u(y) = —c(p)”y, con ¢(u)” =
(A1(p)—ar, Do(p)—az), donde Ay (i) = [(pt5") (=) +CI7 y Do (1) = —2Re[(u+s") (2—¢)+(],

en los cuales disefiaremos ( = a+ i, z = v+ in. Entonces, el primer coeficiente de Lyapunov
estd dado por

Mz N2 wo

Notemos que l1(wp) = 0 para Wy = +£1/—2us. Solamente estaremos interesados en wy > 0.
Asi que, dado que pz < 0y p1,& > 0, se tiene que l1(wp) < 0 para 0 < wg < /—2u2; y
l1(wp) > 0 para wg > v/—2u2. En cualquier caso, haremos la velocidad de cruce d < 0, por lo
que disenaremos adecuadamente v < 0 < p < a.

4.5.1. Orbita Periédica Estable

Para py = € = 1, g = —1, tenemos que @, = V2 y A = p +ioc = 2 + z‘[ Elegimos

wp =0 = @ Diseniaremos también o« = p y v = —p. Entonces 8 = n = o, por lo que el
sistema (4.26), con estos valores, en lazo cerrado queda expresado de la forma

.fl = I9 (430)
By = 1—ax 4 x120 + 2iu(z, 1), (4.31)
donde u(z,p) = —[(p? — 3)(z1 — 1) + (2u + 1)x2]. Dado que {1(%5}) = —2 < 0, entonces

surgird una orbita periédica estable del lado p < 0 (ver figura 4.1).
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a b | 0

Figura 4.1: Aparicién de una 6rbita periédica estable del sistema (4.30)-(4.31): a) pu = —0.02;
b) u=0;c) p=0.02.

4.5.2. Orbita Periédica Inestable

Consideremos ahora el sistema

i = —f() — gla)u, (4.32)
con f(z)y g(z) los campos vectoriales del sistema (4.26). Para los mismos valores p; = & = 1,
ua = —1, elegimos ahora wg =2y a =p = % Del sistema de ecuaciones (4.16), obtenemos

que =0 = @ yn=4+ @ Luego, el sistema (4.32) en lazo cerrado queda expresado de
la forma
i‘l = —X2 (4.33)
By = —14z —x129 — 2oulz, ), (4.34)
donde u(z, p) = —[(u® + (4pu+2+ @)Q —1)(z1 — 1)+ (2u+ 1)x2]. Dado que I3 (wp) = 11(2) =

& > 0, debe surgir una érbita periédica estable del lado y > 0 del sistema (4.33)-(4.34). Tal
érbita estable representa una dérbita inestable del sistema (4.26) (ver figura 4.2).

a) ; b) c)

Figura 4.2: Surgimiento de una érbita inestable para el sistema (4.26): a) u = —0.04; b) u = 0;
¢) pu = 0.02.
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Conclusiones y Perspectivas

Los teoremas de interseccién con la frontera y el principio de exclusion de cero son her-
ramientas muy utiles en la demostracién de resultados concernientes a la estabilidad de familias
de polinomios. En este trabajo se presentaron generalizaciones de tales resultados para cierto
tipo de familias de polinomios y se utilizo tal enfoque para encontrar un método alternativo
para calcular el maximo intervalo de estabilidad de un rayo de polinomios en una manera
mas sencilla que la de Bialas. El caso de polinomios Hurwitz y Schur, ha sido estudiado por
muchos autores y es un muy importante tépico en el area de estabilidad robusta para poli-
nomios. Alternativamente, en éste trabajo se abordé el problema de unir a dos polinomios
estables y el enfoque es una nueva forma de hacerlo que nos permite conectarlos mediante
una curva en lugar de un rayo o segmento, que es la solucién en el contexto de direcciones
convexas. La curva conectora es utilizada para mostrar una trayectoria densa en el espacio
de polinomios Hurwitz. Se mostraron otras versiones de la transformacién de M&bius y, basa-
dos en estos, se establecieron resultados similares para el espacio de polinomios Schur. Como
una aplicacién, la curva Hurwitz-conectora nos permitié dineniar y presentar explicitamente
un control de retroalimentacion de estados lineal para provocar y controlar la bifurcacién de
Hopf a un sistemas afines en el plano.

En relacién con el méximo intervalo de estabilidad, es conocido que hay métodos de de-
sigualdades matriciales para saber si un segmento de polinomios consiste sélo de polinomios
Hurwitz, pero estos métodos son condiciones suficientes, por lo que ahora seria interesante
ver si es posible obtener condiciones necesarias y suficientes con el enfoque de desigualdades
matriciales.

También hace falta explorar otras técnicas, como la del mapeo guardidn [75], y tratar de
aplicarlas en el estudio de otras familias de polinomios como familias intervalo, politopos de
polinomios, bolas de polinomios, etcétera.

En cuanto a la construccion de una trayectoria densa en el conjunto de polinomios Hur-
witz, se torna interesante investigar si es posible encontrar explicitamente una curva que llene
totalmente al espacio de polinomios Hurwitz. Ademé&s de presentar resultados similares para
el caso complejo. Se investigara también, si la curva conectora se puede utilizar para otros
problemas en teoria de control, como asignacion de polos.
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En el caso del control de la bifurcacién de Hopf mediante la curva conectora, queda pen-
diente controlar la bifurcacién de Hopf en sistemas en R™. Ademds, un problema de interés
relacionado con el problema de control de bifurcaciones, es el analizar lo hecho en el caso
continuo para el caso discreto y otro tipo de bifurcaciones.

En el mismo problema de disefio de controles lineales, ya sea para estabilizar o para con-
trolar la bifurcacién de Hopf, se buscara utilizar el mapeo guardian y presentar los resultados
en términos o condiciones de tal mapeo, tanto en el caso real como en el caso complejo.
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