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trabajo en GNP: Maŕıa José, Fernando, Emilio, Areli, Miguel Rı́os, Miguel Castillo, Christian,
Daniel, Humberto, Ivonne, y en especial de Joana Santillán porque fue muy accesible y siempre
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3.5.5. Actualización de los pronósticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.5.6. Predicciones ponderadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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4. Modelos ARIMA: robo de veh́ıculos asegurados 69

4.1. Clasificación de los estados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.1.1. Criterio de clasificación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.1.2. Agrupamiento jerárquico de aglomeración . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.1.3. Obtención de series mensuales y clasificación final . . . . . . . . . . . . . 74

4.2. Modelación de los indicadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.2.1. Indicadores por región . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.2.2. Modelado de algunas series representativas . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2.3. Proceso estacionario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Contexto, motivación y propósito del proyecto

El seguro es una actividad económica que tiene como finalidad cubrir, mediante el concurso mutuo
de todos los integrantes del mismo, el costo social y financiero por la ocurrencia de siniestros
individuales que son aleatorios, pero que son estad́ısticamente medibles y predecibles en conjunto.
La institución del seguro ha evolucionado históricamente desde un concepto rudimentario de
ayuda mutual, hasta la actualidad, donde para cada tipo de riesgo existe una entidad especializada
para ese evento.

Dentro de este contexto de especialización, la actividad aseguradora se puede dividir en dos
grandes rubros: seguros para personas y seguros de daños. Los primeros tienen por objetivo
cubrir riesgosI que afecten la integridad f́ısica de los asegurados; destacan los seguros de vida,
de accidentes, de gastos médicos. Los segundos cubren riesgos que afecten los bienes materiales
de las personas; se pueden mencionar seguros contra incendio, terremotos e inundaciones, entre
otros.

El aseguramiento de veh́ıculos es parte importante del área de seguro de daños. Dentro de las
diversas pérdidas de que puede ser objeto el propietario de un medio de transporte automotor,
el robo representa una gran amenaza que pone en riesgo su posición financiera, y más aún, su
integridad humana. Además, las compañ́ıas aseguradoras se ven afectadas directamente con este
fenómeno, pues el resarcimiento de una pérdida de este tipo es considerablemente alto.

La actual situación de inseguridad en el páıs, ha generado un ambiente donde el delito de robo de
automóviles se ha incrementado sustancialmente y de manera marcada en algunas regiones del
páıs, y además del impacto social que esto conlleva, está lesionando ampliamente la suficiencia de
las compañ́ıas aseguradoras para hacer frente a sus obligaciones. Estas afectaciones se transmiten
de forma directa a la contraparte asegurada, pues tiene que pagar un mayor precio por este
servicio de protección (que se conoce como prima), y dado que el aumento del robo vulnera la
posición financiera de las aseguradoras, estas se ven en la necesidad de aumentar este cobro, lo

IUn riesgo se define como una eventualidad que de ocurrir traeŕıa como consecuencia un desequilibrio económico
para el individuo que lo sufre.
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que se traduce en primas más altas para este tipo de coberturas.

El sector asegurador, en particular el ramo de automóviles, tiene diversos mecanismos financieros
que durante varios años permitieron recurrir a subsidios de costos entre coberturas, de tal forma
que consegúıan ofrecer precios accesibles a la sociedad y con ello estimular la cultura del seguro;
sin embargo, los indicadores básicos que se utilizan para analizar la ocurrencia de los siniestros
han reflejado impactos en coberturas que durante mucho tiempo manteńıan un comportamiento
muy estable, lo que altera y vulnera la posibilidad de mantener precios nivelados.

Si bien la tendencia nacional del robo de autos es creciente (hasta finales de 2010), existen
entidades de la república mexicana donde el robo de veh́ıculos refleja otros comportamientos,
de ah́ı que es pertinente analizar el problema en diferentes regiones que permitan clasificar el
comportamiento del delito, en función de la homogeneidad de los indicadores de ciertos estados.

Resulta evidente la importancia de analizar de forma más precisa el crecimiento actual de este
riesgo. Por ello, este trabajo busca generar indicadores regionalizados que proporcionen he-
rramientas para el análisis de dicha situación y funcionen como un complemento de las técnicas
actuales del cálculo de primas.

Dado el carácter grupal del seguro, se decidió escoger cantidades relativas que permitan realizar
una comparación entre las diversas zonas. De esta manera, se determinó analizar dos indicadores:
la prima de riesgoII y la proporción de robo. De acuerdo a Molinaro[1] y Osorio González[2] se
definen de la siguiente forma:

Prima de riesgo =
Monto de las afectaciones a la cobertura de robo

Unidades expuestas
(1.1)

Proporción de robo =
Afectaciones a las coberturas de robo

Unidades expuestas
(1.2)

El monto se refiere al capital que se tiene que pagar para resarcir el daño. Las afectaciones son
básicamente el número de siniestros del delito de robo. En este caso la cuota de repartición es
una prima de riesgo de roboIII. En general, cuando se asigna una unidad de riesgo, se asocia a
la unidad de seguro un determinado periodo de tiempo; con estos fines, las unidades expuestas
representan la proporción del tiempo que los veh́ıculos estuvieron expuestos durante ese periodo.
Generalmente se toma un año como medida temporal, por lo que se habla de prima de riesgo y
proporción de robo anual, aunque se pueden escoger otros lapsos.

Dado del carácter heterogéneo del delito en la república mexicana, se decidió que las cantidades
fueran analizadas de forma regionalizada. Se determinó que la clasificación se realizara con base en
la tasa de crecimiento de la proporción de robo anual. El tomar una cantidad relativa determina
de forma más minuciosa el aumento puro del delito, dejando de lado el factor del crecimiento de
robo debido al ligero incremento de las unidades expuestas que se da año con año.

IIA la prima de riesgo también se le conoce como prima pura o cuota de repartición.
IIITambién se puede presentar otro tipo de primas de riesgo, que cubren otras coberturas, como por ejemplo la

de daños materiales. Como el estudio se centra en el robo de autos, cuando se mencione a la prima de riesgo se
dará por entendido que hace referencia sólamente a la cobertura de robo.
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Resumiendo, y con fines de claridad, se establece a continuación el propósito general del trabajo,
y los objetivos particulares que permiten alcanzar esta meta.

Propósito general

Analizar el robo de veh́ıculos en la República Mexicana a través de los indicadores relativos
regionalizados de prima de riesgo y proporción de robo.

Objetivo 1

La regionalización se implementará con base en la tasa de crecimiento de la proporción de
robo de veh́ıculos en los años 2008, 2009 y 2010.

Objetivo 2

El análisis de los indicadores se realizará empleando series temporales mensuales de cada
una de las regiones, durante el periodo de 2008 a 2010 para generar pronósticos a un año
que permitan estimar y proyectar cuál será su comportamiento a mediano plazo, para
cuantificar el riesgo.

Para abordar y lograr el propósito general, y en espećıfico los objetivos particulares, se propone
aplicar las siguientes técnicas estad́ısticas:

1. Para realizar la clasificación se usarán herramientas estad́ısticas multivariadas del área de
análisis de conglomerados. Dentro de los diversos algoritmos heuŕısticos se selecciona el
Agrupamiento Jerárquico de Aglomeración, pues su desarrollo teórico es muy natural, y
tiene una implementación rápida, como se puede constatar en Everitt[3].

2. El estudio de los indicadores se realizará empleando modelos paramétricos ARIMAIV , que
son bastante flexibles y convenientes para modelar series temporales. Sirven para modelar
comportamientos estacionarios y no estacionarios; permiten la incorporación de cambios
estructurales en los niveles de la serie y el manejo de datos aberrantes. Además, los pronósti-
cos generados por estos modelos son aceptables a corto y mediano plazo. Se seguirá de cerca
la metodoloǵıa propuesta por Box y Jenkins[4] para la aplicación de los modelos ARIMA.

Para la implementación de estas técnicas estad́ısticas, se decidió usar el software estad́ıstico R[6],
que es de licencia libre. La aplicación del algoritmo de Agrupamiento jerárquico de aglomeración
es muy accesible, y el modelado de las series temporales es muy práctico y versátil por la cantidad
de libreŕıas, paqueteŕıas y funciones que se han desarrollado.

En este punto resulta conveniente mencionar ciertos aspectos referentes a los objetivos. El primero
de ellos es alusivo al periodo del análisis, el cual abarca los años 2008, 2009 y 2010. Como
lo establece Jiménez[5], a partir de 2008, el sector asegurador mexicano sufrió una transición

IVAutoregressive Integrated Moving Average.
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en el manejo de la información. La forma tradicional de reportar y almacenar la información
cambió de forma radical, con el objetivo de generar bases de datos más completas y confiables,
que permitieran integrar de forma más rápida y práctica la información más relevante del sector
asegurador. El proceso propuesto e impulsado por la AMISV, se tradujo en la formación de una
base de datos llamada SESAVI, que opera de forma eficiente desde 2008. De esta manera, al
trabajar con esta base, se establece un ĺımite natural inferior para el manejo de la información.

El análisis de datos de forma mensual se determinó por varias razones. La primera y más trascen-
dente es que este proyecto tiene como antecedente un trabajo sobre el análisis del robo de veh́ıcu-
los asegurados en toda la república mexicana, que se presentó en el XXVI Foro Nacional de Es-
tad́ıstica realizado en la ciudad de Villahermosa, Tabasco. En este estudio, se decidió usar datos
mensuales, porque se hab́ıa identificado cierta dependencia estacional en el comportamiento del
delito, es decir, se hab́ıa notado que en periodos vacacionales los robos disminuyen, mientras que
en lapsos normales los hurtos aumentan. Esta hipótesis se verificó, pues se identificó un modelo
ARIMA estacional con periodicidad de 12 meses como el proceso generador de los datos. Los
resultados de este estudio se muestran de forma breve y concisa en la última sección de este
caṕıtulo; se decidió incluirlos pues el trabajo sirvió como base y motivación para el desarrollo de
esta tesis.

La otra razón del desglose mensual se debe al corto periodo con el que se cuenta en el uso de
la base SESA. Al contar solamente con tres años, una diversificación anual es exageradamente
pobre para el uso de los modelos ARIMA, por las propiedades asintóticas de los estimadores y de
la posible identificación del proceso generador. Un análisis bimestral con 18 datos pudo haberse
llevado a cabo, aunque en realidad siguen siendo pocos datos. El uso mensual en cambio, implica
una segregación de 36 datos, que permite una modelación más completa y adecuada.

Hay que mencionar que la base de datos con la que se trabajó resultó ser muy completa, pues
permitió obtener las afectaciones y los montos de los siniestros de forma mensual y por estados
de la República Mexicana. Sin embargo, fue necesario estimar las unidades expuestas, pues no
se contaba con esta información de forma mensual en el SESA.

Con todo lo anterior, queda delimitado el contexto, motivación y propósito del proyecto. En la
siguiente sección se delinea cómo está establecida la organización de los caṕıtulos de esta tesis.

1.2. Estructura de la tesis

La tesis está dividida en 5 caṕıtulos. En el caṕıtulo 2 se presentan los elementos fundamentales de
las series temporales. Se inicia con el estudio de los procesos estocásticos discretos estacionarios en
el sentido débil, y se definen las funciones de autocorrelación y autocorrelación parcial, de suma
importancia, y se ilustran sus propiedades y la forma de estimarlas. Se describen los procesos
de ruido blanco, mostrando que son una base fundamental de los modelos ARMAVII, que se
utilizan para modelar series estacionarias. Se estudian las propiedades más importantes de los
procesos autorregresivos y de promedios móviles, para después hacer una integración de ambos,

VAsociación Mexicana de Instituciones de Seguros, A.C.
VISistema Estad́ıstico del Sector Asegurador.

VIIAutoregressive Moving Average
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lo que lleva a los modelos ARMA. Se explica cuál es el análisis necesario para tratar series no
estacionarias, estableciendo que en ciertas circunstancias se pueden aplicar transformaciones para
convertirlas en series temporales estacionarias, lo que da pie a los modelos ARIMA. Finalmente,
en la última sección, se toca el tema de la estacionalidad y cómo integrarla en los modelos.

El caṕıtulo 3 está dedicado a la metodoloǵıa necesaria para modelar series de tiempo a través de
procesos ARIMA. Primero se estudia cómo identificar el modelo, para lo cual las funciones de
autocorrelación muestral y autocorrelación parcial muestral juegan un papel muy importante.
Después se estudia la estimación de parámetros en el modelo, siguiendo varias técnicas, entre
las que destaca el principio de máxima verosimilitud. Posterior a esto se describe el proceso
de diagnóstico, el cual incluye el análisis residual y el análisis de sobreajuste, lo que permite
determinar si se cumplen las principales suposiciones teóricas. Para continuar se hace una reseña
sobre cómo modelar intervenciones ajenas al proceso que cambien el nivel de la serie, aśı como el
manejo adecuado de datos irregulares. Finalmente se introduce el concepto de pronóstico, el cual
es de suma importancia, pues es uno de los principales objetivos de la construcción de modelos de
series de tiempo. Se explica que el criterio que minimiza la varianza de la estimación de un valor
futuro es el error cuadrático medio, y se describe su aplicación tanto en procesos estacionarios
como en modelos ARIMA.

En el cuarto caṕıtulo se implementan en la base de datos los conceptos teóricos que se desa-
rrollaron con anterioridad para modelar las series temporales. La primera sección trata sobre
el proceso de la clasificación de los estados. Se describe el criterio de regionalización, indicando
cómo fue la búsqueda y desglose de la información. Después se hace una pequeña reseña teórica
sobre el Agrupamiento jerárquico de aglomeración y se aplica a los datos para generar una
clasificación preliminar; se mencionan los principios y criterios que llevaron a la regionalización
final de 9 zonas, lo que se traduce en 18 series temporales. La siguiente sección está dedicada a
la aplicación directa de la metodoloǵıa ARIMA a los indicadores. Se explica de forma exhaustiva
la modelación de ciertas series caracteŕısticas y representativas, pues la información de todo
el modelado es considerablemente grande, por lo que los resultados faltantes se incluyen en los
anexos. En la última parte se este caṕıtulo se muestran los resultados de los procesos generadores
con las estimaciones de sus parámetros, y los pronósticos para el año 2011 de cada una las series.

En la parte final, que corresponde al caṕıtulo 5, se incluyen las conclusiones y consideraciones
finales. Se realizan ciertas comparaciones y se indica cuáles fueron las ventajas y desventajas de
los modelos. Se prepara el terreno para un posible trabajo a futuro, con ideas de cómo se pueden
mejorar los modelos.

1.3. Análisis del robo de veh́ıculos asegurados en la República
Mexicana

Como se mencionó con anterioridad, parte de la motivación de este trabajo estuvo basada en un
proyecto preliminar sobre el comportamiento del robo de veh́ıculos en la República Mexicana.
En esta sección se tratará de forma breve y concisa sobre este estudio.

El objetivo de ese trabajo era mostrar el comportamiento el robo mensual de veh́ıculos asegurados
a mediano plazo, verificar la presencia de componentes estacionales y usar el modelo para medir
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la calidad de los nuevos datos reportados, a través de pronósticos para un periodo hacia adelante.

El estudio se realizó con el robo total de veh́ıculos mensual de la República Mexicana desde 2000
hasta 2010, información que se puede ver en la figura 1.1. Los datos fueron proporcionados por
la AMIS, y proveńıan de una base de datos que recopila mensualmente la información de este
delito.

Robo de vehículos asegurados en la República Mexicana
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Figura 1.1: Gráfica de la serie temporal de los datos del estudio en cuestión.

El análisis de estos datos se realizó empleando la metodoloǵıa espećıfica de los modelos ARIMA,
la cual se verá en detalle en los caṕıtulos siguientes. A continuación se mencionaran los aspectos
más relevantes de esta técnica de modelado.

Se identificó un proceso no estacionario con estacionalidad ARIMA(0, 1, 2)x(1, 0, 0)12 (este tipo
de modelos se estudiarán en el caṕıtulo siguiente). Parte de la identificación de este proceso se
realizó al analizar la función de autocorrelación muestral (FAC) que se observa en la figura 1.2.
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Figura 1.2: Gráfica de la función de autocorrelación muestral. Se observa un patrón estacional de 12
meses.

Las estimaciones de los parámetros se realizaron empleando máxima verosimilitud. En el cuadro
1.1 se muestran los resultados.
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Parámetros θ1 θ2 Φ1

Estimación -0.6185 0.2712 0.5451
Error estándar 0.0906 0.1005 0.0867

Cuadro 1.1: Parámetros estimados del modelo ARIMA(0, 1, 2)x(1, 0, 0)12 para el robo de veh́ıculos ase-
gurados en México.

El modelo propuesto como proceso generador de los datos pasó de forma satisfactoria las pruebas
de diagnóstico a las cuales fue sometido: normalidad, no correlación de los residuales de forma
individual y grupal, y análisis de sobreajuste para los parámetros.

El modelo puede ser usado para evaluar la calidad de nuevos datos. Esto se verificó empleando los
pronósticos de un periodo hacia adelante desde enero de 2009 hasta diciembre de 2010, haciendo
una comparación con los valores observados. En la gráfica de la figura 1.3 se muestran estas
predicciones con su respectivo intervalo de confianza al 95 por ciento, graficando también la
información que se tiene en ese periodo. Si se llega a presentar un dato fuera de estos intervalos,
es posible que sea un valor irregular, que debe ser sometido a revisión.

Pronósticos de un periodo hacia delante
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Figura 1.3: Medición de la calidad de nuevos datos empleando pronósticos de un periodo hacia delante.

Para analizar la calidad de las predicciones del modelo, se realizaron pronósticos dentro de
un intervalo temporal para el que se tienen datos. Partiendo del origen de diciembre de 2008 se
estimaron los pronósticos de hasta 24 periodos hacia adelante (figura 1.4). Se observa que durante
el primer año, las predicciones son aceptables, pero a partir del segundo año los pronósticos no
son tan buenos; lo anterior se debe a que en un proceso no estacionario, la varianza de las
predicciones crece al aumentar la distancia del pronóstico al origen, como se observa en los
intervalos de confianza.

Se obtienen las siguientes conclusiones sobre este proyecto:

El modelo propuesto ARIMA(0, 1, 2)x(1, 0, 0)12 describe de forma adecuada el compor-
tamiento del proceso de robo mensual de veh́ıculos asegurados en la República Mexicana.

La calidad de la base de datos es aceptable y el modelo sirve para evaluarla respecto a las
nuevas observaciones que se vayan agregando.

Las predicciones dentro del intervalo de un año hacia adelante son aceptables, por lo que
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Pronósticos con origen en diciembre 2008
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Figura 1.4: Observación de la calidad de los pronósticos dentro de un intervalo temporal para el que se
tienen datos.

la estimación del número de robos acumulado durante el año puede ser usada como com-
plemento para el cálculo de primas de riesgo en el sector asegurador.

Otra conclusión del trabajo fue que si bien se observa que el comportamiento general del delito
es a la alza, resultaba conveniente hacer un análisis de forma regionalizada para cuantificar de
forma más precisa el fenómeno, pues se teńıa cierto conocimiento de que en algunos estados el
robo no hab́ıa crecido, e incluso en otros se presentaba una disminución del delito. Esto fue una
motivación y dio pie a este trabajo de tesis. Estos resultados serán empleados posteriormente
para hacer ciertas comparaciones con aquellos que resulten de este proyecto.



Caṕıtulo 2

Modelos ARIMA de series de tiempo

2.1. Elementos de series de tiempo

2.1.1. Introducción

Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias Y (ω, t), donde ω pertenece a un
espacio muestral Ω y t a un conjunto de ı́ndices T . Para un valor fijo de t, Y (ω, t) es una variable
aleatoria; para un valor de ω dada, a Y (ω, t) como función de t, se le conoce como realización del
proceso estocástico. A la población total que consiste de todas las realizaciones, se le conoce
como ensamble del proceso estocástico. Desde este punto de vista, una serie de tiempo es
sólo una realización de cierto proceso estocástico.

De igual manera que una variable aleatoria X(ω) se identifica simplemente como X, aśı la serie
de tiempo Y (ω, t), como proceso estocástico, se identifica como Y (t) o Yt. Si el proceso toma
valores en los números reales se denota como proceso real-valuado; la mayoŕıa de las series con las
que se trabajan toman valores en los reales. Finalmente, las realizaciones o series temporales que
se pretenden analizar, pertenecen a un conjunto discreto, esto es, el conjunto T al cual pertenece
la variable t corresponde al conjunto de los números enteros, por lo que el proceso estocástico se
puede representar como {Y (ω, t) = 0,±1,±2, . . .}; por lo regular a la variable t se le identifica
con el tiempo, porque la mayoŕıa de los procesos estocásticos evolucionan temporalmente.

No es posible determinar plenamente la estructura probabiĺıstica de una serie de tiempo dado
que los datos de la serie corresponden a una fracción de una realización que es infinita. Afor-
tunadamente no se necesita trabajar con estas distribuciones, pues mucha de la información de
estas distribuciones conjuntas puede ser descrita en términos de sus valores esperados, varianzas
y covarianzas.

Para un proceso con valores reales de la forma {Y (ω, t) = 0,±1,±2, . . .} su función valor
esperado se define como:

µt = E(Yt) (2.1)

Esto es, µt es el valor esperado del proceso en el tiempo t, que generalmente puede ser diferente
para cada valor de t.

20
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La función de varianza del proceso es:

σ2
t = E[(Yt − µt)2] (2.2)

La función de autocovarianza entre Yt y Ys está dada por:

γt,s = E[(Yt − µt)(Ys − µs)] = Cov(Yt, Ys) (2.3)

donde s es también un entero s = 0,±1,±2 . . . . Se observa de las relaciones (2.2) y (2.3) que
cuando s es igual a t, se tiene que γt,t = σ2

t .

La función de autocorrelación (ACF, por sus siglas en inglésI) para Yt y Ys se define como:

ρt,s =
γt,s√
σ2

t σ
2
s

= Corr(Yt, Ys) (2.4)

Las autocovarianzas y las autocorrelaciones son medidas de la posible relación de dependencia
(lineal) entre las variables aleatorias. Valores de ρt,s cerca de ±1 indican una fuerte relación de
dependencia (lineal) y valores cercanos a cero muestran lo contrario. Si ρt,s = 0 se dice que las
variables aleatorias Yt y Ys no están correlacionadas.

De las definiciones anteriores es fácil probar que se cumplen las siguientes relaciones:




ρt,t = 1
ρt,s = ρs,t

|ρt,s| ≤ 1

(2.5)

2.1.2. Estacionariedad y función de autocorrelación

Para hacer inferencias estad́ısticas sobre la estructura de un proceso estocástico usualmente se
deben hacer simplificaciones basadas en suposiciones que hasta cierto punto sean razonables. La
más importante de las suposiciones es la de estacionariedad. La idea se centra en que las leyes
que gobiernan el comportamiento del proceso no cambian con el tiempo; en cierto sentido, se
puede decir que el proceso está estad́ısticamente en equilibrio. Se manejan comúnmente dos tipos
de estacionariedad: una que se denomina fuerte o estricta y otra que se conoce como débil, y que
se definen en seguida.

Se dice que un proceso Yt es estrictamente estacionario si la función de distribución conjunta
de Yt1 , Yt2 , . . . ,Ytn , es la misma que la función de distribución conjunta de Yt1−k

, Yt2−k
, . . . , Ytn−k

para todos los posibles valores de los puntos en el tiempo t1, t2, . . . , tn y los posibles valores
enteros que puede tomar kII; es decir, si se cumple la igualdad en distribución , de:

FYt1 ,...,Ytn
(x1, ..., xn) , FYt1−k

,...,Ytn−k
(x1, ..., xn) (2.6)

Para cualquier n en el conjunto (t1, t2, ..., tn) y cualquier entero k. Las xi, i = 1, 2, ..., n son
números reales.

IEn inglés se escribe como Autocorrelation Function.
IIDada la variable aleatoria Yt, si k > 0, al valor Yt−k se le conoce como el valor Yt rezagado en k unidades de

tiempo. Al valor Yt+k, se le denota como el valor futuro de Yt en k unidades de tiempo.
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Si la serie es estrictamente estacionaria, se sigue que la distribución de Yt es la misma que Yt−k

para todo t y k; en otras palabras, las Y ′s tienen la misma distribución debido a que se tiene
n = 1 en la ecuación 2.6. De lo anterior se sigue que E(Yt) = E(Yt+k) para cualesquiera t y k,
por lo que en una serie estrictamente estacionaria la función del valor esperado es constante en el
tiempo µt = µ (siempre y cuando se cumpla que E|µt| < ∞). Además, se cumple que el segundo
momento también es constante en el tiempo por lo que la función de varianza es constante en el
tiempo σ2

t = σ2 (siempre y cuando la varianza del proceso sea finita).

Tomando ahora n = 2 en la ecuación 2.6, la distribución bivariada de Yt y Ys es la misma que
la de las variables de Yt−k y Ys−k, de donde se sigue que Cov(Yt, Ys) = Cov(Yt−k, Ys−k) para
cualesquiera t, s y k. Tomando s = k se tiene que:

γt,s = Cov(Yt, Ys) = Cov(Yt−s, Ys−s) = Cov(Yt−s, Y0)
= Cov(Y0, Yt−s) = Cov(Y0, Ys−t) = (Y0, Y|t−s|) = γ0,|t−s|

Entonces, para un proceso estrictamente estacionario, la covarianza entre Yt y Ys sólo depende
de la diferencia en tiempo |t− s|.
En un proceso estacionario, se puede simplificar la notación y escribir las funciones de autoco-
varianza y autocorrelación como:

γk = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)] = Cov(Yt, Yt−k) (2.7)

ρk =
γk

γ0
= Corr(Yt, Yt−k) (2.8)

Las relaciones de la ecuación 2.5 quedan ahora como:




ρ0 = 1
ρk = ρ−k

|ρk| ≤ 1

(2.9)

Existe otra definición similar a la estacionariedad estricta, pero matemáticamente más débil,
pues ya no se pide que las distribuciones conjuntas de Yt1 , Yt2 , ..., Ytn y de Yt1−k

, Yt2−k
, ..., Ytn−k

sean iguales.

Un proceso Yt es estacionario débil (o estacionario de segundo orden) si se cumplen dos cosas:
que la media y la varianza existan y que sean constantes en el tiempo (µt = µ y σ2

t = σ2), y que
la autocovarianza y la autocorrelación dependan sólo de la diferencia en tiempo (γk y ρk).

Otro nombre con que se conoce a la estacionaridad débil es estacionaridad en covarianza .
En el análisis de las series de tiempo generalmente se toma en consideración sólo la estacionari-
dad débil, pues permite considerar más procesos que el al tomar la estacionaridad estricta. Hay
que destacar que si el proceso es gaussianoIII se puede mostrar que las dos definiciones de esta-
cionaridad coinciden. A partir de aqúı, cuando se hable de la estacionaridad de un proceso se
referirá solamente a la estacionaridad en covarianza.

IIIUn proceso estocástico es gaussiano o normal si la distribución de probabilidad conjunta es normal.
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2.1.3. Función de autocorrelación parcial

La función de autocorrelación (dada por la ecuación 2.8) es muy útil para investigar algunas
caracteŕısticas de los procesos estacionarios. Pero además de esta función, existe otra relación
que también es bastante útil para estudiar los procesos.

La función de autocorrelación parcial (PACFIV, por sus siglas en inglés) se define como la co-
rrelación entre Yt y Yt−k una vez que el efecto lineal de las variables intermedias Yt−1, Yt−2, ..., Yt−k+1

se ha removido. Matemáticamente se expresa como:

φk,k = Corr(Yt, Yt−k|Yt−1, Yt−2, ..., Yt−k+1) (2.10)

Se puede plantear la ecuación 2.10 desde otro punto de vista. Considere predecir Yt basado
en una función lineal que depende de las variables Yt−1, Yt−2, ..., Yt−k+1, esto es, Yt = β1Yt−1 +
β2Yt−2 + ...+βk−1Yt−k+1 donde las betas se seleccionan para minimizar el error cuadrático medio
de la predicción. Si asumimos que las betas han sido escogidas, entonces al pensar en el pasado,
se sigue por la estacionariedad que el mejor predictor de Yt−k basado en las mismas variables
Yt−1, Yt−2, ..., Yt−k+1 es Yt−k = β1Yt−1 +β2Yt−2, +...+βk−1Yt−k+1. La función de autocorrelación
parcial para el rezago k, se define entonces como la correlación entre los errores de predicción de
Yt y Yt−k, esto es:

φk,k = Corr(Yt − predictor, Yt−k − predictor) = Corr(Yt − Ŷt, Yt−k − Ŷt−k)
= Corr(Yt − (β1Yt−1 + ... + βk−1Yt−k+1), Yt−k − (β1Yt−1 + ... + βk−1Yt−k+1))

Obtener una expresión clara y general para cualquier valor k a partir de las relación anterior
puede ser un poco complicado. Los interesados pueden revisar el desarrollo en Wie[7].

Finalmente, existe otra forma de derivar la función de autocorrelación parcial que refleja de forma
más clara como calcular expĺıcitamente los valores de φkk para cualquier valor de k. Considérese
un modelo de regresión donde la variable dependiente Yt (que sigue un proceso estacionario Yt

con media cero y varianza γ0) se pone en función de k variables de rezago Yt−1, Yt−2, ..., Yt−k, es
decir:

Yt = φk1Yt−1 + φk2Yt−2 + ... + φkkYt−k + et (2.11)

donde φki denota el parámetro i de la regresión y et es un término de error que tiene media cero
y no está correlacionado con Yt−1, Yt−2, ..., Yt−k. Al multiplicar ambos lados de la expresión 2.11
por Yt−j y calcular el valor esperado se obtiene:

γj = φk1γj−1 + φk2γj−2 + ... + φkkγj−k (2.12)

donde E(Yt−iYt−j) = γj−i ya que se ha supuesto que el proceso tiene media cero y E(etYt−j) = 0,
pues como se dijo el error no está correlacionado con el proceso. Al dividir entre la varianza del
proceso γ0 se tiene la siguiente ecuación:

ρj = φk1ρj−1 + φk2ρj−2 + ... + φkkρj−k (2.13)

IVProviene de Partial Autocorrelation Function.
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Aplicando esta relación a los valores de j = 1, 2, ..., k se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

ρ1 = φk1ρ0 + φk2ρ1 + ... + φkkρk−1

ρ2 = φk1ρ1 + φk2ρ0 + ... + φkkρk−2
...

ρk = φk1ρk−1 + φk2ρk−2 + ... + φkkρ0

Donde se han usado las propiedades de la función de autocorrelación (ecuación 2.9). Resolviendo
el sistema usando la regla de Cramer se obtiene que:

φkk =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ1 ρ2 ... ρk−2 1
ρ1 1 ρ1 ... ρk−2 ρk−3

... ... ... ... ... ...
ρk−1 ρk−2 ρk−3 ... ρ1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ1 ρ2 ... ρk−2 ρk−1

ρ1 1 ρ1 ... ρk−2 ρk−2

... ... ... ... ... ...
ρk−1 ρk−2 ρk−3 ... ρ1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.14)

2.1.4. Estimación de la media y de las funciones de autocovarianza, autoco-
rrelación y autocorrelación parcial

Una serie de tiempo estacionaria se puede caracterizar por su media µ, su varianza σ2, sus
autocorrelaciones γk, y sus autocorrelaciones parciales φkk. Los valores exactos del proceso se
podŕıan calcular si se conocieran todas las realizaciones posibles del ensamble; o podŕıan ser
estimados si estuvieran a la mano varias realizaciones independientes. En la mayoŕıa de las
aplicaciones no es fácil tiener varias realizaciones del proceso, generalmente se cuenta con una
solo realización. Sin embargo, existe una alternativa para los procesos estacionarios: remplazar
los promedios del ensamble por promedios en el tiempo. Bajo ciertas condiciones, y con buenas
propiedades estad́ısticas, se pueden estimar la media, la varianza, la función de autocorrelación
y la función de autocorrelación parcial empleando promedios temporales.

Estimación de la media

Al contar con una sola realización Y1, Y2, ..., Yn, el estimador que aparece de forma natural para
calcular la media de un proceso estacionario es la media muestral, definida como:

Ȳ =
1
n

n∑

i=1

Yi (2.15)

Definido de esta forma, el estimador es insesgado, pues se cumple que E(Ȳ ) = µ. Además Ȳ es
un estimador consistente para la media µ, pues al calcular la varianza:

V ar(Ȳ ) =
1
n2

n∑

t=1

n∑

s=1

Cov(Yt, Ys) =
γ0

n2

n∑

t=1

n∑

s=1

ρ(t−s)

=
γ0

n2

n−1∑

k=−(n−1)

(1− |k|)ρk =
γ0

n

n−1∑

k=−(n−1)

(1− |k|
n

)ρk
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es claro que cuando n →∞, la V ar(Ȳ ) → 0. De esta forma se ve que la media muestral Ȳ posee
buenas propiedades estad́ısticas.

Estimación de la autocovarianza

Partiendo de un proceso estacionario, se busca estimar las autocovarianzas γk para distintos
valores de k. La forma natural de hacerlo es calcular la covarianza muestral entre pares separados
k unidades de tiempo, esto es, entre (Y1, Y1+k), (Y2, Y2+k), ..., (Yn, Yn+k). Sin embargo, tomando
en cuenta que el proceso es estacionario, es decir que posee una media y varianza común, se
tiene el siguiente estad́ıstico que estima la función de autocovarianza, y que se conoce como la
función de autocovarianza muestral :

γ̂k =
1
n

n∑

t=k+1

(Yt − Ŷ )(Yt−k − Ŷ )) (2.16)

Se puede ver en Wie[7] que al calcular el valor esperado de γk se obtiene:

E(γ̂k) ∼= γk − k

n
γk − n− k

n
V ar(Ŷ ) (2.17)

De la relación anterior se observa que el estimador γ̂k no es insesgado para cualquier valor de k.
Sin embargo, cuando n →∞, el sesgo tiende a cero, por lo que γ̂k es insesgado asintóticamente.

El cálculo de la varianza del estimador γ̂k puede resultar complicado para un proceso estacionario
en general. Sin embargo, si el proceso {Yt} es gaussiano se puede obtener la siguiente aproximación
de acuerdo a Bartlett[8]:

V ar(γ̂k) ∼= 1
n

∞∑

i=−∞
(γ2

i − γi+kγi−k) (2.18)

Estimación de la autocorrelación

Una vez estimada la autocovarianza del proceso estacionario, se puede obtener un estimador de
la función de autocorrelación ρk, al dividir el estimador γ̂k entre el estimador de la varianza del
proceso γ̂0, que se obtiene de la relación 2.16 al hacer k = 0:

γ̂0 =
1
n

n∑

t=1

(Yt − Ȳ )2 (2.19)

De esta forma, el estimador de la función de autocorrelación ρ̂k es:

ρ̂k =
∑n

t=k+1(Yt − Ȳ )(Yt−k − Ȳ )∑n
t=1(Yt − Ȳ )2

(2.20)

A ρ̂k se le conoce como la función de autocorrelación muestral, y también se denotará como rk.
La gráfica de la autocorrelación muestral contra el rezago k, se conoce como correlograma .

Para un proceso en general {Yt}, por la definición ρ̂k, las propiedades de este estad́ıstico no son
fáciles de obtener, ni siquiera su valor esperado. Se tiene de nueva cuenta que considerar una
aproximación cuando el proceso estacionario es gaussiano. En este caso, Bartlett[8] mostró que
la covarianza entre ρ̂k y ρ̂k+j para k > 0 y k + j > 0 está dada por:

Cov(ρ̂k, ρ̂k+j) ∼= 1
n

∞∑

i=−∞
(ρiρi+j + ρi+k+jρi−k − 2ρkρiρi−k−j − 2ρk+jρiρi−k + 2ρkρk+jρ

2
i ) (2.21)
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Además se cumple que cuando n es grande, ρ̂k se distribuye de forma aproximadamente normal
con media ρk, y varianza dada por:

V ar(ρ̂k) ∼= 1
n

∞∑

i=−∞
(ρ2

i + ρi+kρi−k − 4ρkρiρi−k + 2ρ2
kρ

2
i ) (2.22)

Estimación de la autocorrelación parcial

Al obtener la función de autocorrelación muestral ρ̂k, la función de autocorelación parcial mues-
tral φ̂kk se puede obtener al sustituir ρi por ρ̂i en la ecuación 2.14. Sin embargo, este proceso
involucra el cálculo de determinantes, lo que puede resultar un poco complicado. De forma al-
ternativa, Durbin[9] desarrolló un método recursivo para calcular φ̂kk empezando con φ̂kk = ρ̂1.
Las ecuaciones recursivas son las siguientes:

φ̂k+1,k+1 =
ρ̂k+1 −

∑k
j=1 φ̂kj ρ̂k+1−j

1− φ̂kj ρ̂j

(2.23)

φ̂k+1,j = φ̂k,j − φ̂k+1,k+1φ̂k,k+1−j (2.24)

para j = 1, 2, ..., k. El método es válido también para calcular la función de autocorrelación φkk

con las respectivas funciones de autocorrelación ρi.

2.1.5. Procesos de ruido blanco

Un ejemplo importante de un proceso estacionario es el llamado proceso de ruido blanco, que
es una secuencia et de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Para el
ruido blanco se tiene que su media y su varianza son constantes E(et) = 0 y V ar(et) = σ2

e .
Además, su función de autocovarianza es:

γk =

{
σ2

e si k = 0
0 si k 6= 0

(2.25)

La de autocorrelacion queda:

ρk =

{
1 cuando k = 0
0 cuando k 6= 0

(2.26)

Finalmente la función de autocorrelación parcial es:

φkk =

{
1 si k = 0
0 si k 6= 0

(2.27)

Aunque en la práctica estos procesos casi no ocurren, su importancia radica en el hecho de que
juegna un rol importante para construir otros procesos en el análisis de series de tiempo.

Se dice que un proceso de ruido blanco es gaussiano, si la función de distribución conjunta del
proceso es normal.
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2.2. Modelos de series de tiempo estacionarios

Los modelos autorregresivos de promedios móviles (ARMA por sus siglas en inglésV) son amplia-
mente manejados para describir el comportamiento de las series de tiempo estacionarias; en la
actualidad estos modelos son sumamente útiles para describir procesos.

2.2.1. Principales representaciones de las series de tiempo

Para introducir los modelos ARMA, se comienza con el estudio de los modelos de promedios
móviles (MA por sus siglas en inglésVI) y luego con los modelos autorregresivos (AR en inglésVII)
que son dos representaciones muy útiles para expresar las series de tiempo.

La primera representación de Yt es una combinación lineal ponderada de términos presentes y
pasados, de un proceso de ruido blanco et:

Yt = et + ψ1et−1 + ψ2et−2 + . . . (2.28)

La representación anterior se conoce como proceso lineal general o proceso de promedios
móviles.

Para este modelo, se pueden calcular la media, la varianza, la función de autocovarianza y la
función de autocorrelación del proceso lineal general, considerando las propiedades del ruido
blanco; al hacerlo se obtienen los siguientes resultados:

E(Yt) = 0 (2.29)

V ar(Yt) = σ2
e

∞∑

i=0

ψ2
i (2.30)

γk = σ2
e

∞∑

i=0

ψiψi+k (2.31)

ρk =
∑∞

i=0 ψiψi+k∑∞
i=0 ψ2

i

(2.32)

Para que Yt sea una serie estacionaria se debe satisfacer que V ar(Yt) < ∞ y que γk < ∞, para
ello se debe cumplir que la suma cuadrada infinita de los pesos no diverja, es decir

∑∞
i=0 ψ2

i < ∞
(donde ψ0 = 1 es el coeficiente de et). Si V ar(Yt) < ∞, se sigue que γk < ∞, como se observa en
la siguiente relación:

|γk| = |E(Yt, Yt+k)| ≤ [V ar(Yt)V ar(Yt+k)]1/2 = σ2
e

∞∑

i=0

ψ2
i (2.33)

Entonces la única consideración para que Yt sea estacionaria es que la varianza del proceso
esté acotada.

VAutoregressive Moving Average.
VIProviene de Moving Average.

VIIEn inglés se denota por Autoregressive.
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Existe una forma reducida de escribir la expresión del proceso lineal general 2.28. Esto se logra
usando el operador de retraso denotado por la letra B, el cual opera sobre sobre el ı́ndice del
tiempo generando el retraso de una unidad de tiempo:

BYt = Yt−1 (2.34)

Empleando el operador de retraso B, la forma compacta del proceso de promedios móviles es:

Yt =
∞∑

i=0

ψiB
iet = ψ(B)et (2.35)

donde
∑∞

i=0 ψiB
i = ψ(B).

La segunda representación de la serie de tiempo es una combinación lineal de sus valores pasados
Yt−1, Yt−2, Yt−3, ... más un término de ruido blanco et:

Yt = π1Yt−1 + π2Yt−2 + · · ·+ et (2.36)

Esta representación se conoce como proceso autorregresivo, pues como se observa, es una
regresión sobre la misma variable Yt. Usando el operador de retraso, el proceso autorregresivo se
puede escribir en forma compacta:

(1−
∞∑

i=1

πiB
i)Yt = π(B)Yt = et (2.37)

donde π(B) = 1−∑∞
i=1 πiB

i.

Si se cumple que la suma del valor absoluto de los pesos está acotada, es decir 1+
∑∞

i=1 |πi| < ∞,
entonces un proceso autorregresivo se puede escribir como un proceso de promedios móviles al
despejar Yt en la relación 2.37:

Yt =
1

π(B)
et = ψ(B)et (2.38)

Si se cumple lo anterior, entonces se dice que el proceso autorregresivo es invertible.

Para que el proceso de promedios móviles que resulta de un proceso autorregresivo invertible
sea estacionario, es decir que se satisfaga que

∑∞
i=0 ψ2

i < ∞, se debe cumplir que las ráıces del
polinomio de retraso π(B) como función de B, estén fuera del ćırculo unitario. Esto es, si δ es
una ráız de la expresión π(B) = 0, entonces se debe cumplir que ||δ||2 > 1. Hay que tener en
cuenta que las ráıces del polinomio pueden ser valores reales o complejos.

Por otro lado, si se tiene un proceso de promedios móviles estacionario, se puede invertir y generar
un proceso autorregresivo:

et =
1

ψ(B)
Yt = π(B)Yt (2.39)

Para que la expresión anterior tenga sentido matemático, se debe cumplir ahora que las ráıces
de ψ(B)como función de B, estén fuera del ćırculo unitario. De esta forma, se observa que existe
una estrecha relación entre los procesos de promedios móviles y los procesos autorregresivos.

Si bien estas representaciones son útiles para modelar las series de tiempo, en la práctica no se
utilizan pues contienen una infinidad de parámetros que es imposible estimar de un número finito
de observaciones. En vez de ello, se construyen modelos con un número finito de parámetros.
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2.2.2. Procesos de promedios móviles

Dentro de los procesos de promedios móviles, si sólo un número finito q de pesos ψ son distintos
de cero, se tiene un proceso de promedios móviles de orden q:

Yt = et − θ1et−1 − θ2et−2 − ...− θqet−q (2.40)

Se observa que ψ1 = −θ1, ψ2 = −θ2,..., ψq = −θq y ψk = 0 para k > q. Este proceso se abrevia
como MA(q). Usando el polinomio de retraso θq(B) = (1− θ1B − θ2B

2 − ...− θqB
q), el modelo

se puede escribir como:
Yt = θq(B)et (2.41)

Como se tiene un número finito de parámetros, este proceso es estacionario. Además, si las ráıces
del polinomio θq(B) están fuera del ćırculo unitario, entonces el proceso es invertible. Estos
modelos son útiles para describir fenómenos donde los eventos producen efectos inmediatos que
sólo perduran un periodo breve de tiempo. Para especificar algunas propiedades del proceso
MA(q), se verá un caso especial: el proceso MA(1).

Proceso de promedios móviles de primer orden

El modelo MA(1) está dado por:

Yt = et − θ1et−1 = (1− θ1B)et (2.42)

donde et es un proceso de ruido blanco con varianza σ2
e . El polinomio de retraso en este caso

es θ1(B) = (1 − θ1B). Como sólo se tiene un peso θ1, el proceso es estacionario. Para que sea
invertible, las ráıces de θ1(B) deben estar fuera del ćırculo unitario. En este caso, la ráız es
B = 1/θ1, por lo que se tiene que cumplir que |θ1| < 1 para tener la propiedad de invertibilidad.

Claramente se tiene que la media es cero, E(Yt) = 0 y que la varianza es V ar(Yt) = σ2
e(1 + θ2

1).
Al calcular la covarianza para un rezago se tiene que:

Cov(Yt, Yt−1) = Cov(et − θ1et−1, et−1 − θ1et−2) = Cov(−θ1et−1, et−1) = −θ1σ
2
e

Y para dos rezagos:

Cov(Yt, Yt−2) = Cov(et − θ1et−1, et−2 − θ1et−3) = 0

En general se cumple Cov(Yt, Yt−k) = 0 para k ≥ 2, por lo que el proceso no tiene correlación
más allá del primer rezago.

En resumen, la función de autocovarianza para el modelo MA(1) es:

γk =





σ2
e(1 + θ2

1) si k = 0
−θ1σ

2
e si k = 1

0 si k > 2

(2.43)

Por lo que la función de autocorrelación queda como:

ρk =

{ −θ1

1+θ2
1

cuando k = 1

0 cuando k = 2
(2.44)
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Se tiene pues, un solo valor para k = 1, que puede ser positivo o negativo dependiendo del signo
del parámetro θ1.

La función de autocorrelación parcial del proceso MA(1) se encuentra sustituyendo los valores
de ρk de la ecuación anterior, en la relación que se dedujo para encontrar los valores de φkk en
términos de ρk (2.14). Sustituyendo se puede ver que:

φ11 = ρ1 =
−θ1

1 + θ2
1

=
−θ1(1− θ2

1)
1− θ4

1

φ22 =
ρ2
1

1− ρ2
1

=
−θ2

1

1 + θ2
1 + θ4

1

=
−θ2

1(1− θ2
1)

1− θ6
1

En general se obtiene:

φkk =
−θk

1(1− θ2
1)

1− θ
2(k+1)
1

(2.45)

Para valores de k ≥ 1. A diferencia de la función de autocorrelación que se corta después del
primer rezago, la función de autocorrelación parcial tiene un decaimiento exponencial pues se
cumple que |θ1| < 1 por la invertibilidad.

Proceso de promedios móviles de orden q

Para el proceso general de orden q, Yt = et−θ1et−1−θ2et−2−...−θqet−q, a través de cálculos simi-
lares a los que se realizaron para el proceso MA(1), se puede obtener la función de autocovarianza
y autocorrelación:

γk =





(1 + θ2
1 + θ2

2 + ... + θ2
q)σ

2
e k = 0

(−θk + θ1θk+1 + ... + θqθq−k)σ2
e k = 1, 2, ..., q

0 k > q

(2.46)

ρk =

{ (−θk+θ1θk+1+...+θqθq−k)

(1+θ2
1+θ2

2+...+θ2
q)

k = 1, 2, ..., q

0 k > q
(2.47)

Una vez que se tienen los valores de la función de autocorrelación, se pueden encontrar los
valores de la función de autocorrelación parcial a través de la ecuación 2.14. Encontrar una
expresión expĺıcita como ocurrió en el proceso MA(1) puede resultar complicado; lo importante
en la práctica es conocer el comportamiento cualitativo de la función de autocorrelación parcial.
En general la función de autocorrelación posee un decaimiento exponencial, como ocurrió en el
proceso MA(1), si las ráıces del polinomio θq(B) = (1 − θ1B − θ2B

2 − ... − θqB
q) son reales.

En el caso de que existan ráıces complejas, el comportamiento es una mezcla de decaimiento
exponencial con amortiguamiento senoidal.

2.2.3. Procesos autorregresivos

Cuando en un proceso autorregresivo, sólo un número finito de pesos π son distintos de cero, se
tiene un proceso autorregresivo de orden p:

Yt = φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + · · ·+ φpYt−p + et (2.48)
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donde π1 = φ1, π2 = φ2, ..., πp = φp y πk = 0 para k > p. Este proceso se conoce como AR(p).
Empleando el polinomio de retraso φp(B) = (1− φ1B − φ2B

2 − ...− φpB
p), el proceso se puede

escribir como:
φp(B)Yt = et (2.49)

Al tener un número finito de parámetros el proceso es invertible. Para que el proceso sea esta-
cionario, las ráıces del polinomio φp(B) deben estar fuera del ćırculo unitario. Estos modelos son
útiles para describir situaciones en las que el valor presente depende de los valores pasados más
un término de error. Al igual que ocurrió con los procesos de promedios móviles, para tener pre-
sente algunas de las propiedades de los procesos AR(p), se verá primero el modelo autorregresivo
más simple: el proceso AR(1).

Proceso autorregresivo de primer orden

El proceso AR(1) está dado por:
Yt = φ1Yt−1 + et (2.50)

que puede ser escrito como:

Yt − φ1Yt−1 = (1− φ1B)Yt = et

donde et es un proceso de ruido blanco con varianza σ2
e . El polinomio de retraso para este

modelo es φ1(B) = (1 − φ1B). Al contar sólo un peso φ1, el proceso es invertible. Para que sea
estacionario, las ráıces de φ(B) deben encontrarse fuera del ćırculo unitario. Este polinomio sólo
cuenta con una ráız, que es B = 1/φ1; entonces se tiene que cumplir que |φ1| < 1 para que el
proceso sea estacionario.

Como ocurrió en el proceso MA(1), la media del modelo AR(1) es cero: E(Yt) = 0. La varianza
se calcula al aplicar el operador en ambos lados de la ecuación 2.50, obteniéndose:

V ar(Yt) = φ2
1V ar(Yt−1) + σ2

e

Al ser el proceso estacionario, V ar(Yt) = V ar(Yt−1), por lo que se llega a:

V ar(Yt) =
σ2

e

1− φ2
1

(2.51)

Para encontrar la función de autocovarianza se multiplica ambos lados de la ecuación 2.50 por
Yt−k(k = 1, 2, 3, ...) y se toma el valor esperado:

E(YtYt−k) = E(φ1Yt−1Yt−k + etYt−k) = φ1E(Yt−1Yt−k) + E(etYt−k)

Como se ha supuesto que el proceso es estacionario y con media cero entonces E(YtYt−k) = γk y
E(Yt−1Yt−k) = γk−1. Además el término de ruido blanco et es independiente de Yt−k por lo que
E(etYt−k) = 0. De esta forma se obtiene:

γk = φ1γk−1 para k = 1, 2, 3, ... (2.52)

Como γ0 = V ar(Yt), la función de autocovarianza queda en general:

γk = φk
1

σ2
e

1− φ2
1

para k = 1, 2, 3, ... (2.53)



CAPÍTULO 2. MODELOS ARIMA DE SERIES DE TIEMPO 32

Aśı, la función de autocorrelación está dada por:

ρk = φk
1 para k = 1, 2, 3, ... (2.54)

Como se cumple que |φ1| < 1 para que el proceso sea estacionario, entonces la función de
autocorrelación decae exponencialmente.

Como ρk = φk
1 , el determinante que está en el numerador en la ecuación 2.14 se hace cero para

todos los valores de k ≥ 2 . El único valor que sobrevive es φ11 = ρ1 = φ1.

En resumen, la función de autocorrelación parcial es:

φkk =

{
ρ1 = φ1 k = 1
0 k > 2

(2.55)

Al igual que la función de autocorrelación para el proceso MA(1), la función de autocorrelación
parcial del proceso AR(1) tiene sólo un valor para k = 1, que es positivo o negativo dependiendo
del signo del parámetro φ1.

Es importante resaltar que existe cierta dualidad en el comportamiento de las funciones de
autocorrelación y autocorrelación parcial de los procesos MA(1) y AR(1). Como se mencionó, la
función de autocorrelación del proceso MA(1) se corta después del rezago 1, comportamiento que
comparte con la función de autocorrelación parcial del modelo AR(1). Por otro lado, la función
de autocorrelación parcial del proceso MA(1) tiene un decaimiento exponencial, lo que ocurre
también con la función de autocorrelación del modelo AR(1). Este comportamiento se extiende
para modelos más generales, como se verá a continuación.

Proceso autorregresivo de orden p

Para calcular la función de autocovarianza en el proceso autorregresivo general de orden p,
Yt = φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + ... + φpYt−p + et, se realiza un proceso similar al que se hizo en el modelo
AR(1): se multiplican ambos lados de la ecuación 2.48 por Yt−k y se toma el valor esperado.

Se obtiene la siguiente relación:

γk = φ1γk−1 + φ2γk−2 + · · ·+ φpγk−p para k > 0 (2.56)

Por lo tanto, se tiene la siguiente relación recursiva para la función de autocorrelación:

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + · · ·+ φpρk−p para k > 0 (2.57)

La ecuación anterior se puede ver como una ecuación en diferencias homogénea :

ρk − φ1ρk−1 − · · · − φpρk−p = (1− φ1B − ...− φpB
k−p)ρk = φp(B)ρk (2.58)

El comportamiento de la solución de una ecuación en diferencias homogénea está determinado
por las ráıces del polinomio de retraso φp(B). Si las ráıces del polinomio son reales, se tiene que
ρk exhibe un decaimiento exponencial. Si existen ráıces complejas, además del decaimiento expo-
nencial de ρk, la solución presenta un amortiguamiento senoidal. La función de autocorrelación
parcial de los modelos MA tiene un comportamiento muy parecido, por lo que se observa la
dualidad mencionada entre la función de autocorrelación de los modelos AR y la función de
autocorrelación parcial de los modelos MA.
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De nueva cuenta, para encontrar los valores de la función de autocorrelación parcial, se emplea
la ecuación 2.14, sustituyendo los valores de la función de autocorrelación. Al tener una ecuación
recursiva para ρk, se cumple que cuando k > p, la última columna del determinante que está en
el numerador de φkk, puede ser escrita como una combinación lineal de columnas previas, por
lo que el determinante es igual a cero, y la función de autocorrelación parcial se corta después
del rezago p. Este comportamiento es similar a la función de autocorrelación de los modelo MA,
observándose de nueva cuenta la dualidad existente entre φkk de los modelos AR y ρk de los
modelos MA.

2.2.4. Procesos autorregresivos de promedios móviles

Se pueden combinar los modelos de promedios móviles MA con los modelos autorregresivos
AR, como una extensión natural para formar modelos más generales de series de tiempo: los
llamados procesos autorregresivos de promedios móviles ARMA. Si la serie Yt sigue un modelo
ARMA(p, q), entonces cumple la siguiente relación:

Yt = φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + · · ·+ φpYt−p + et − θ1et−1 − θ2et−2 − ...− θqet−q (2.59)

Usando los polinomios de retraso se tiene de forma equivalente la ecuación:

φp(B)Yt = θq(B)et (2.60)

Para que el proceso sea estacionario se requiere que las ráıces del polinomio φp(B) = 0 estén
fuera del ćırculo unitario. Si esto se cumple, el proceso se puede escribir únicamente con términos
de promedios móviles:

Yt = ψ(B)et (2.61)

donde:
ψ(B) =

θq(B)
φp(B)

(2.62)

La invertibilidad se logra si las ráıces del polinomio θq(B) = 0 residen en el exterior del ćırculo
unitario. En este caso el ruido blanco se puede representar solamente con términos autorregre-
sivos:

et = π(B)Yt (2.63)

donde:
π(B) =

φq(B)
θp(B)

(2.64)

Como ocurrió con los modelos MA y AR, se introduce primero el modelo más sencillo ARMA(1, 1),
para después generalizar sus propiedades para procesos de mayor orden.

Proceso autorregresivo de promedios móviles de primer orden

El proceso ARMA(1, 1) se expresa como:

Yt = φ1Yt−1 + et − θ1et−1 (2.65)

el cual puede ser escrito como:

(1− φ1B)Yt = (1− θ1B)et (2.66)
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Para que el proceso sea estacionario se debe cumplir que |φ1| < 1, y para que sea invertible se
necesita que |θ1| < 1.

Para obtener la función de autocorrelación se debe notar primero que:

E(etYt) = E(et(φ1Yt−1 + et − θ1et−1)) = σ2
e (2.67)

y que:

E(et−1Yt) = E(et−1(φ1Yt−1 + et − θ1et−1)) = φ1E(et−1Yt−1)− θ1E(et−1et−1) (2.68)

= φ1σ
2
e − θ1σ

2
e = (φ1 − θ1)σ2

e

Ahora bien, al multiplicar la ecuación 2.65 por Yt−k y calcular el valor esperado se obtiene:

γk = φ1γk−1 + E(etYt−k)− θ1E(et−1Yt−k) (2.69)

Al usar las relaciones 2.67 y 2.68 se obtiene la función de autocovarianza:

γk =





φ1γ1 + (1− θ1(φ1 − θ1))σ2
e k = 0

φ1γ0 − θ1σ
2
e k = 1

φ1γk−1 k > 1

(2.70)

Al sustituir el valor de γ1 en la expresión de γ0 se pueden simplificar las relaciones para sólo
tener los parámetros φ1, θ1 y σ2

e . Finalmente, al dividir entre γ0, se obtiene la función de auto-
correlación:

ρk =

{
(φ1−θ1)(1−φ1θ1)

1+θ2
1−2φ1θ1

k = 1

φ1ρk−1 k > 1
(2.71)

De la ecuación anterior se observa que la función de autocorrelación combina caracteŕısticas
de los procesos MA(1) y AR(1), pues en k = 1 el parámetro θ1 es necesario para realizar los
cálculos (como ocurre en el modelo MA(1)), pero para k > 1 la función de autocorrelación decae
exponencialmente (caracteŕıstica del proceso AR(1)).

La función de autocorrelación parcial resulta en una expresión muy complicada, y es preferible no
hacer todo el desarrollo, por cuestiones de espacio. Lo importante es conocer su comportamiento
cualitativo, el cual es similar al de la función de autocorrelación. De igual manera, existe una
mezcla de los procesos AR(1) y MA(1), sólo que ahora el decaimiento para k > 1 se debe a las
caracteŕısticas del modelo MA(1).

Proceso autorregresivo de promedios móviles de orden (p, q)

Para el proceso general de orden (p, q), se qplican cálculos similares a los que se realizaron para el
modelo ARMA(1, 1) para calcular la función de autocovarianza; se obtiene la siguiente relación:

γk = φ1γk−1 + · · ·+ φpγk−p para k ≥ (q + 1) (2.72)

Al dividir entre γ0 se obtiene la expresión para ACF:

ρk = φ1ρk−1 + · · ·+ φpρk−p para k ≥ (q + 1) (2.73)
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La ecuación anterior se puede ver como una ecuación homogénea en diferencias (como ocurrió en
el proceso AR(p), ecuación 2.58), por lo que después del rezago q la función de autocorrelación
tiene un comportamiento similar al del modelo AR(p). Las primeras q correlaciones tienen una
dependencia de los parámetros autorregresivos y de promedios móviles, como ocurrió en la ACF
del proceso ARMA(1, 1).

En analoǵıa con la función de autocorrelación parcial del proceso ARMA(1, 1), los primeros p
valores dependen de los parámetros de los procesos MA(q) y AR(p), pero después del rezago p
la PACF tiene un comportamiento como en el proceso MA(q).

2.3. Modelos de series de tiempo no estacionarios

Hasta el momento, sólo se han analizado modelos de series de tiempo con estacionariedad
en covarianza. Sin embargo, muchos procesos generan series que no son estacionarias. La no-
estacionariedad se puede deber a que la media µt o la varianza σ2

t de la serie cambian con el
tiempo.

Los modelos que se discutirán en esta sección, son aquellos que provienen de procesos que no son
estacionarios en media, los cuales a través de una transformación se vuelven estacionarios en el
sentido débil.

2.3.1. No estacionariedad en media

Cuando la media del proceso cambia con el tiempo, se pueden generar dos tipos de modelos para
describir esta dependencia temporal.

Si el proceso posee una tendencia que se cree que no cambiará en el tiempo, es decir, que es in-
tŕınseca del fenómeno y que perdurará en el futuro, se pueden considerar funciones deterministas
para generar un modelo. Este enfoque consiste básicamente en generar modelos de regresión li-
neal. El tipo de función que se propone depende de la tendencia del fenómeno; se puede proponer
dependencia lineal, polinomial, senoidal, entre otras. Los parámetros de las funciones se estiman
a través de mı́nimos cuadrados ordinarios (sin duda una de las técnicas estad́ısticas más usadas).

Existen muchas series temporales donde no es evidente que el proceso seguirá una tendencia
determinista que no cambiará en el tiempo. Por ejemplo, puede darse el caso de una serie que
presente una tendencia creciente en ciertos intervalos temporales pero una tendencia decreciente
en otros, por lo que no es posible ajustar una función determinista. En estas situaciones se dice
que el proceso posee una tendencia estocástica . Como ejemplo se tiene una caminata aleatoria
dada por la siguiente ecuación:

Yt = Yt−1 + et (2.74)

Se pueden hacer simulaciones de este proceso y se observaŕıa la tendencia estocástica, pues el
nivel de la media a cada tiempo está dado por:

µt = Yt−1 (2.75)
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Es posible modelar la tendencia estocástica, siempre y cuando el proceso posea una no estaciona-
riedad homogénea, la cual, de acuerdo con Box y Jenkins [4] es aquella que se presenta cuando
las diferentes partes de las series se comportan de forma muy similar, excepto por su diferencia
en los niveles locales de la media. El término homogéneo hace referencia a que el comportamiento
local es igual sin importar el nivel, por lo que si Ψ(B) representa el operador que describe este
comportamiento homogéneo, quiere decir que se puede aplicar en la serie y debe obtenerse el
mismo valor sin importar el nivel de la media, esto es:

Ψ(B)(Yt + C) = Ψ(B)(Yt) (2.76)

para cualquier constante C.

La ecuación anterior implica que el operador Ψ(B) debe ser de la forma:

Ψ(B) = φ(B)(1−B)d (2.77)

para algún d entero mayor que cero, donde φ(B) es el operador autorregresivo. De esta forma,
un proceso no estacionario homogéneo puede reducirse a una serie estacionaria aplicando en ella
la respectiva diferencia; es decir, el proceso Yt es no estacionario homogéneo, pero la serie con
diferencia Wt = (1−B)dYt = ∇dYt, para alguna d ≥ 1, es estacionaria.

2.3.2. Procesos autorregresivos integrados de promedios móviles

Una serie de tiempo que no es estacionaria en el sentido homogéneo, puede reducirse a una serie
estacionaria a través de una transformación de diferencia. Una serie Yt sigue un proceso auto-
rregresivo integrado de promedios móviles (ARIMAVIII por sus siglas en inglés), si la diferencia
d de la serie {Wt = (1 − B)dYt} es un proceso estacionario ARMA. Si la serie estacionaria Wt

está descrita por un modelo ARMA(p, q), entonces se dice que Yt es un proceso ARIMA(p, d, q).
En notación de polinomios de retraso, el modelo ARIMA(p, d, q) es:

φp(1−B)dYt = θq(B)et (2.78)

donde φp(B) es el operador AR de la estacionalidad y θq(B) el operador MA de la invertibilidad,
con ráıces diferentes. Si el proceso no contiene términos autorregresivos (p = 0), el modelo se
conoce como integrado de promedios móviles y se denota como IMA(d, q). Por otro lado, si no
contiene términos de promedios móviles (q = 0), el modelo se llama autorregresivo integrado y
se abrevia como ARI(p, d).

Existe una forma alternativa de escribir el modelo ARIMA(p, d, q) que es bastante útil en cues-
tiones de predicción, ya que facilita los cálculos de los pronósticosIX. Se ejemplificará con el caso
más sencillo: d = 1, es decir, con un modelo ARIMA(p, 1, q). En este caso {Wt = (1 − B)Yt =
Yt − Yt−1} sigue un proceso ARMA(p, q), por lo que se puede escribir como:

Wt = φ1Wt−1 + · · ·+ φpWt−p + et − θ1et−1 − ...− θqet−q (2.79)

Al sustituir los valores de Wt con los datos de la serie Yt:

Yt − Yt−1 = φ1(Yt−1 − Yt−2) + · · ·+ φp(Yt−p − Yt−p−1) + et − θ1et−1 − ...− θqet−q (2.80)
VIIIAutoregressive Integrated Moving Average.

IXLa parte predictiva de los modelos ARIMA se verá en el siguiente caṕıtulo.
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Al rescribir la serie se obtiene:

Yt = (1−φ1)Yt−1+(φ2−φ1)Yt−2+· · ·+(φp−φp−1)Yt−p−Yt−p−1+et−θ1et−1−...−θqet−q (2.81)

La última expresión se conoce como la ecuación en diferencias del modelo, y aunque aparenta
ser un modelo ARMA(p + 1, q), el polinomio caracteŕıstico tiene una ráız igual a uno, por lo que
el modelo no es estacionario, como efectivamente se sab́ıa de antemano.

2.3.3. Términos constantes en los modelos ARIMA

Se ha manejado hasta el momento que el modelo estacionario ARMA oscila alrededor del cero,
es decir, que tiene media igual a cero; lo anterior se debe a la representación del modelo lineal
general (ecuación 2.28). Sin embargo, se podŕıa dar el caso que el proceso tenga una media µ 6= 0,
y que la representación del proceso lineal general sea:

Yt = µ + et + ψ1et−1 + ψ2et−2 + . . . (2.82)

Si se tiene un proceso ARIMA(p, d, q), se sabe que la serie {Wt = (1− B)dYt} sigue un proceso
estacionario ARMA(p, q). La incorporación de la media distinta de cero a la serie estacionaria
{Wt} se puede hacer de dos formas, que al final resultan equivalentes. La primera es restar la
media en todos los términos autorregresivos:

Wt − µ = φ1(Wt−1 − µ) + · · ·+ φp(Wt−p − µ) + et − θ1et−1 − ...− θqet−q (2.83)

La otra forma es considerar agregar al modelo un término constante θ0:

Wt = θ0 + φ1Wt−1 + · · ·+ φpWt−p + et − θ1et−1 − ...− θqet−q (2.84)

La relación entre las dos expresiones está dada por:

θ0 = µ(1− φ1 − ...− φp) (2.85)

Se puede escoger entre una u otra representación dependiendo del tipo de parametrización que
se desee implementar.

El término constante θ0 en la serie estacionaria {Wt}, se traduce en un polinomio determinista de
grado d, y el proceso se puede escribir como Yt = Y ′

t +µt, donde Y ′
t es el modelo ARIMA(p, d, q)

con media cero, y µt es el término determinista. Para ejemplificar esto, considérese el proceso
IMA(1,1) con término constante:

Yt = θ0 + Yt−1 + et − θ1et−1 (2.86)

Iterando hacia el pasado, hasta el principio de la serie, se llega a:

Yt = tθ0 + et − (1− θ1)et−1 − (1− θ1)et−2 − ...− (1− θ1)e1 − θ1e0 (2.87)

donde se observa el término tθ0 determinista lineal respecto a t, donde θ0 es la pendiente.
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2.3.4. Estacionariedad respecto a una tendencia determinista

Como se establece en la sección 2.3.1, la no estacionariedad en media también se puede modelar
a través de funciones deterministas, que presuponen en esencia un análisis de regresión lineal.
Sin embargo, es pertinente señalar que en algunas ocasiones los términos de error en la regresión
pueden estar correlacionados. En este tipo de situaciones es conveniente restar la tendencia
ajustada de la serie original, para modelar los residuales correlacionados a través de procesos
estacionarios ARMA.

En la mayoŕıa de los casos, la dependencia que se presupone seguirá el fenómeno en cuestión es
lineal, lo que lleva al siguiente tipo de modelos:

Yt = β0 + β1t + rt (2.88)

donde β0 y β1 son los parámetros de la tendencia lineal y rt es un proceso estacionario ARMA.

Es importante determinar si un proceso posee una tendencia determinista, o si se tiene un
proceso con tendencia estocástica que sea no estacionario homogéneo. Existen diversas técnicas
para lograr identificar estas diferencias en los procesos generadores; en el siguiente caṕıtulo se
mencionan unas pruebas estad́ısticas que se usan con este fin.

2.3.5. No estacionariedad en varianza y covarianza

Como se describió con anterioridad, un proceso que es no estacionario homogéneo, se puede
reducir a un proceso estacionario aplicando las respectivas diferencias. Sin embargo, muchas series
no estacionarias no son homogéneas. La no homogeneidad se debe a que la varianza y covarianza
pueden depender del tiempo. Para reducir esta dependencia, se pueden usar transformaciones
que estabilizan la varianza.

Es común que la varianza de un proceso no estacionario cambie cuando el nivel de la serie se
modifica, es decir, que la varianza siga la siguiente relación funcional:

V ar(Yt) = cf(µt) (2.89)

Para encontrar una función H que estabilice la varianza, se realiza lo siguiente. Primero, se
aproxima H usando Taylor, alrededor del punto µt:

H(Yt) ∼= H(µt) + H ′(µt)(Yt − µt) (2.90)

Al tomar la varianza de la expresión anterior se obtiene:

V ar[H(Yt)] ∼= [H ′(µt)]2V ar(Yt) = c[H ′(µt)]2f(µt) (2.91)

donde se ha usado la relación 2.89 y el hecho de que H(µt) y H ′(µt) son términos constantes
pues se han evaluado en el punto µt.

De esta forma, para que la transformación estabilice la varianza, es decir, que se cumpla que
V ar[H(Yt)] = c, la derivada de H(Yt) se escoge como:

H ′(µt) =
1√

f(µt)
(2.92)
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lo que implica que la transformación debe ser:

H(µt) =
∫

1√
f(µt)

dµt (2.93)

Dependiendo de cómo sea la forma funcional respecto a la media f(µt), la transformación se
obtiene empleando la ecuación anterior. Por ejemplo, si la varianza es proporcional al cuadrado
del nivel entonces la transformación necesaria es logaŕıtmica:

H(µt) = log(Yt) si V ar(Yt) = cµ2
t (2.94)

Se podŕıa dar el caso también de que la varianza pueda ser proporcional al nivel de la serie, por
lo que la función que estabiliza la varianza es la ráız cuadrada:

H(µt) =
√

Yt si V ar(Yt) = cµt (2.95)

De forma más general, se puede incluir una familia de funciones conocidas como transformaciones
de potencia, introducidas por Box y Cox[10]. Esta clase de funciones contienen a las transforma-
ciones anteriores como casos particulares. Para un valor dado del parámetro λ, la trasformación
se define como:

g(Yt) =

{
Y λ

t −1
λ para λ 6= 0

Log(Yt) para λ = 0
(2.96)

Un ventaja de las transformaciones de potencia, es que se puede tratar a λ como un parámetro y
estimar su valor con los datos. Por ejemplo, se puede incluir a λ como un parámetro, y se escoge
como aquel valor que minimiza el error cuadrático medio de los residuales.

2.4. Modelos de series de tiempo estacionales

Existen series temporales que presentan un comportamiento que se repite después de un periodo
regular de tiempo; reciben el nombre de series de tiempo estacionales y se pueden encontrar
en los ámbitos cient́ıfico y económico, por mencionar algunos. El comportamiento estacional en
este tipo de procesos se puede deber a diversos factores; un ejemplo en particular es el clima,
que favorece el turismo en ciertas épocas del año, lo cual repercute directamente en las áreas de
ventas y negocios.

2.4.1. Modelos MA(Q) y AR(P ) estacionales

La componente estacional se puede incluir en los procesos de promedios móviles. Sea s el periodo
en el cual se repite el comportamiento. Se define el modelo de promedios móviles estacional
MA(Q) de orden Q con periodo s como:

Yt = et −Θ1et−s −Θ2et−2s − ...−ΘQet−Qs (2.97)

En este caso el polinomio caracteŕıstico estacional de promedios móviles está dado por:

ΘQ(B) = (1−Θ1B
s −Θ2B

2s − ...−ΘQBQs) (2.98)
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Por su construcción, la serie es estacionaria y para que sea invertible las ráıces del polinomio
ΘQ(B) deben estar fuera del ćırculo unitario.

Es útil notar que el modelo estacional MA(Q) se puede ver como un caso especial de un modelo
no estacional MA(q) cuyo orden q es igual a Qs, pero con los parámetros θ′s igual a cero excepto
en los rezagos estacionales s, 2s, 3s, ..., Qs. De esta forma, MA(Q) tiene un comportamiento
que es similar al modelo de promedios móviles no estacional MA(q), solo que la función de
autocorrelación es distinta de cero en los rezagos s, 2s, 3s..., Qs. En analoǵıa con la ecuación
2.47, la ACF es:

ρk =
(−Θk + Θ1Θk+1 + ... + ΘQΘQ−k)

(1 + Θ2
1 + Θ2

2 + ... + Θ2
Q)

para k = 1, 2, ..., Q (2.99)

La estacionalidad también se puede incluir en los procesos autorregresivos. El proceso autorre-
gresivo estacional AR(P ) de orden P con periodo s está dado por:

Yt = Φ1Yt−s + Φ2Yt−2s + · · ·+ ΦP Yt−Ps + et (2.100)

donde el polinomio de retrasos estacional autorregresivo es:

ΦP (B) = (1− Φ1B
s − Φ2B

2s − ...− ΦP BPs) (2.101)

Por el número finito de términos, el proceso autorregresivo estacional es invertible; para que
sea estacionario, las ráıces del polinomio ΦP (B) deben estar fuera del ćırculo unitario. Como
ocurrió con el proceso de promedios móviles estacional, AR(P ) se puede ver como un caso
especial del proceso no estacional autorregresivo AR(p) con orden p = Ps y con coeficientes φ′s
no cero sólo en los rezagos s, 2s, 3s..., Ps. Por lo anterior, la función de autocorrelación tiene un
decaimiento exponencial, con una posible mezcla de amortiguamiento senoidal, pero sólo en los
rezagos estacionales.

2.4.2. Modelos ARMA estacionales multiplicativos

Raramente se necesitan modelos que incorporen solamente una dependencia estacional. Combi-
nando los procesos estacionales con los no estacionales, se pueden generar modelos que incluyan
una dependencia estacional, pero también una relación con los vecinos cercanos de la serie tem-
poral.

Se define el modelo ARMA(p, q)x(P, Q)s estacional multiplicativo con periodo estacional s como:

ΦP (B)φp(B)Yt = ΘQ(B)θq(B)et (2.102)

donde ΘQ(B) y ΦP (B) son los polinomios estacionales (ecuaciones 2.98 y 2.101, respectivamente),
θq(B) y φp(B) son los polinomios del proceso ARMA (sección 2.2). La ecuación anterior puede
incluir al término θ0 en el caso de que la media del proceso estacionario sea distinta de cero.

De igual forma que ocurrió con los procesos estacionales de promedios móviles y autorregresivos,
el modelo ARMA(p, q)x(P, Q)s estacional multiplicativo se puede ver como un caso particular
del modelo ARMA, con orden MA igual a q + Qs y orden AR igual a p + Ps.
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2.4.3. Modelos no estacionarios con estacionalidad: ARIMA estacionales mul-
tiplicativos

Puede ocurrir el caso de que un modelo con estacionalidad no sea estacionario; por ejemplo,
cuando el proceso es casi periódico en el periodo estacional s. Un caso particular seŕıa el promedio
mensual de temperatura a través de los años, donde cada mes de enero tiene aproximadamente
el mismo promedio, y aśı ocurre con los demás meses.

Como sucedió con los modelos ARIMA, una herramienta que ayuda para transformar la serie
estacional no estacionaria en un proceso estacional estacionario, es la diferencia estacional de
orden D con periodo s, la cual se define como:

∇D
s Yt = (1−Bs)D (2.103)

Incorporando estas ideas, se dice que la serie Yt sigue un modelo ARIMA(p, d, q)x(P, D,Q)s

estacional multiplicativo con órdenes regulares p, d y q, y órdenes estacionales P , D y Q, y con
periodo estacional s, si la serie con diferencia {Wt = ∇d∇D

s Yt} se comporta como un proceso
ARMA(p, q)x(P, Q)s estacional multiplicativo con periodo estacional s. Usando la notación de
polinomios de retraso se tiene el modelo:

ΦP (B)φp(B)∇d∇D
s Yt = ΘQ(B)θq(B)et (2.104)

Al igual que ocurrió con el modelo ARMA estacional multiplicativo (ecuación 2.102) se puede
incluir un término θ0 en caso de que la media del proceso que resulta de las diferencias regular
y estacional sea distinta de cero.

Los modelos estacionales representan una clase amplia y flexible para describir fenómenos que
poseen un comportamiento repetitivo después de cierto intervalo de tiempo. En la práctica se ha
encontrado que muchas series pueden modelarse con estos procesos, y se ha encontrado emṕıri-
camente que los órdenes estacionales P , D y Q tienen buenos resultados con valores de a lo más
dos unidades [11].



Caṕıtulo 3

Construcción de los modelos ARIMA

Construir un modelo ARIMA para describir el comportamiento de un proceso temporal no es
un trabajo fácil. Se requiere seguir una serie de pasos para obtener el modelo más adecuado; la
metodoloǵıa implementada sigue en términos generales la propuesta por P. Box y M. Jenkins en
1976, usada ampliamente y reconocida por muchos autores como el método de Box y Jenkins.

Lo primero que se tiene que hacer es la especificación o identificación preliminar de un
modelo que pueda ser adecuado para explicar los datos observados. El modelo seleccionado en
este punto es tentativo, pues será sometido a revisión y análisis, pudiendo cambiar durante el
proceso de modelado. Es importante recalcar que el modelo debe cumplir con el principio de
parsimonia: debe contener el mı́nimo número de parámetros que permitan describir el proceso
temporal.

Una vez identificado, se tendrán que estimar sus parámetros a partir de los datos observados.
El ajuste del modelo consiste en encontrar los mejores estimadores de los parámetros des-
conocidos. Las técnicas estad́ısticas de estimación pueden ser mı́nimos cuadrados o máxima
verosimilitud.

Ya con el modelo ajustado, se procede a realizar un diagnóstico o chequeo el cual sirve para
determinar su adecuación; se debe revisar que ajuste bien los datos y que cumpla todas las
suposiciones.

Durante la etapa de diagnóstico o al final de ella, es posible que se identifiquen algunos puntos
de la serie temporal que posean valores at́ıpicos y que no sigan el comportamiento intŕınseco del
proceso. El origen de estos valores aberrantes puede ser diverso. Una posible fuente podŕıa ser
que ciertos eventos como por ejemplo factores climáticos o económicos, tengan una influencia
directa en algunos valores de la serie de tiempo. Otra posibilidad seŕıa el desacierto humano que
se ve reflejado en errores de medición o copiado de la información. El análisis de interven-
ción y el análisis de valores at́ıpicos son técnicas que se implementan para poder solventar
estas dificultades. Es posible que los datos aberrantes enmascaren el comportamiento general del
proceso, por lo que una vez identificados, es necesario regresar al principio del modelado para
ratificar el modelo o identificar uno nuevo.

Una vez que ya no se aprecian deficiencias en el modelo y se han identificado todos los datos
42
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at́ıpicos (si los hubiera), se procede a hacer el pronóstico o predicción del modelo. En el análi-
sis de series temporales uno de los objetivos primordiales es poder pronosticar valores futuros;
debido a este objetivo, las predicciones deben ser sometidas a un análisis, pues un modelo con
predicciones pobres no seŕıa adecuado. En dado caso que el poder predictivo del modelo sea bajo,
se necesita regresar sobre los pasos del modelado para obtener un mejor modelo; si los pronósticos
son apropiados, se ha completado todo el ciclo, y se cuenta con una expresión matemática que
sirve para describir y pronosticar un fenómeno temporal.

En este caṕıtulo se describe detalladamente cuál es la metodoloǵıa de cada uno de los pasos del
modelado para construir modelos ARIMA.

3.1. Identificación del modelo

La especificación del modelo es un punto crucial en el desarrollo de los modelos paramétricos
autorregresivos integrados de promedios móviles. Como se vio en el caṕıtulo anterior, las carac-
teŕısticas y el comportamiento general de estos procesos están en términos de sus funciones
de autocorrelación ρk y autocorrelación parcial φkk. Como en la práctica estas funciones se
desconocen, se deben estimar de la serie temporal Y1, Y2, . . . , Yn con las funciones muestrales
de autocorrelación ρ̂k y autocorrelación parcial φ̂kk. Entonces, para lograr la identificación del
modelo, el principal objetivo es ver los patrones de las funciones muestrales e identificarlos con los
correspondientes comportamientos teóricos de los modelos ARIMA, y de esta forma determinar
el orden y el número de parámetros del modelo. Además de lo anterior, la especificación del
modelo también requiere saber si la serie temporal necesita algún tipo de trasformación, ya sea
para estabilizar la varianza o calcular la diferencia, y determinar si se debe incluir el parámetro
determińıstico θ0 cuando d ≥ 1.

A continuación se describen una serie de pasos que constituyen una metodoloǵıa adecuada y útil
para la identificación tentativa del modelo que describe la serie.

Paso 1.- Graficar los datos y seleccionar (si es necesario) las transformaciones adecuadas.

En el análisis de series temporales, graficar los datos siempre es el primer paso. De la gráfi-
ca se pueden apreciar muchos aspectos importantes, como saber si tiene un comportamiento
estacionario o no estacionario, ver si existe alguna tendencia, identificar si el proceso presenta
estacionalidad, detectar datos at́ıpicos o aberrantes, entre otras cosas.

Además, al graficar los datos se puede ver si la varianza del proceso cambia respecto al nivel de la
media, por lo que puede ser un indicativo de una posible transformación de varianza, pudiéndose
usar alguna de las transformaciones de potencia (sección 2.3.5).

Paso 2.- Calcular y examinar las funciones muestrales de autocorrelación y autocorrelación par-
cial de los datos transformados, para determinar si se necesita una transformación de diferencia
para hacer que la serie sea estacionaria.

Como se mencionó anteriormente, al graficar los datos se puede ver si tienen un comportamiento
no estacionario. Sin embargo, otro indicador es que ρ̂k tenga un decaimiento lineal muy lento y
que φ̂kk tenga sólo un rezago con un valor grande.



CAPÍTULO 3. CONSTRUCCIÓN DE LOS MODELOS ARIMA 44

Para remover el comportamiento no estacionario, se debe tomar la respectiva diferencia de las
series (1 − B)dYt, con d ≥ 1. En la mayoŕıa de los casos, la serie se vuelve estacionaria con d
igual a 1 o 2.

Paso 3.- Calcular y analizar las funciones muestrales de autocorrelación y autocorrelación parcial
de la serie estacionaria, para identificar el orden de los polinomios autorregresivos y de promedios
móviles.

Una vez en este paso, la serie es estacionaria débil, aunque es posible que no se haya requerido
hacer ninguna transformación para que lo sea. Al examinar el comportamiento de ρ̂k y de φ̂kk,
se pueden identificar patrones que son similares al comportamiento teórico de las funciones ACF
y PACF de los modelos estacionarios ARMA.

La variación muestral y la correlación existente de ρ̂k y φ̂kk pueden disfrazar un poco el compor-
tamiento teórico de ACF y PACF, por lo que en estos primeros pasos de especificación, se deben
observar solamente las caracteŕısticas primordiales de las funciones de correlación muestral, y
dejar de lado los detalles. En las siguientes etapas, el modelo tentativo se va enriqueciendo y
puede mejorar.

3.1.1. Prueba de ráız unitaria

Aunque un decaimiento lineal de la función de autocorrelación muestral es un indicio fuerte de que
la serie posee un comportamiento no estacionario, es útil medir cuantitativamente la evidencia
de esta conducta en el proceso generador de los datos. Además, resulta importante determinar
si esta-no estacionariedad se debe a una tendencia determinista o si el proceso cuenta con una
ráız unitaria. En este sentido, Dickey y Fuller[12] propusieron una prueba para identificar si hay
un ráız unitaria en un proceso estacionario. Para verificar la existencia de la ráız en un modelo
AR(p), se puede realizar la siguiente prueba de hipótesis: H0 : π = 0 contra Ha : π < 0 usando
la regresión:

∆Yt = ct + πYt−1 +
p−1∑

i=1

φi∆Yt−i + et (3.1)

Donde ct es una función determinista, que por lo general se toma como cero, constante o lineal
β0 +β1t, y et es un proceso de ruido blanco. El estad́ıstico Aumentado de Dickey y Fuller (ADF)
I es el estad́ıstico t del coeficiente estimado π̂ empleando mı́nimos cuadrados:

estad́ıstico ADF =
π̂

error estándar (π̂)
(3.2)

Sin embargo, la distribución del estad́ıstico ADF no es la distribución t bajo la hipótesis nula,
sino que sigue una distribución asintótica no convencional que está en función de procesos de
Wiener y depende de cómo está conformado el término determinista (ver Wie[7]). Se han tabulado
porcentajes de esta distribución ĺımite, y se pueden encontrar en Fuller[13].

IAugmented Dickey Fuller.
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En la práctica, aun después de la primera diferencia, puede ser que el proceso autorregresivo
sea infinito, pero puede ser aproximado por un AR finito al aumentar el orden de las diferencias
conforme se va incrementado el tamaño de la muestra. Said y Dickey[14] mostraron que al acre-
centar el orden del proceso AR con el tamaño de la muestra, el estad́ıstico ADF posee la misma
distribución de muestra grande que en el caso de que la primera diferencia sea efectivamente un
proceso autorregresivo finito.

3.2. Ajuste del modelo: estimación de los parámetros

Una vez que se ha identificado un modelo tentativo, el siguiente paso es estimar los parámetros
que están involucrados en la descripción matemática del proceso, usando los valores observados
de la serie de tiempo Y1, Y2, . . . , Yn. Para realizar la estimación de los parámetros se necesita que
la serie sea estacionaria, por lo que si no lo es, se tiene que trabajar con la nueva serie que resulta
de las respectivas transformaciones de diferencia que generan procesos estacionarios. Existen
diferentes procedimientos de estimación, pero sólo se estudiarán los que resultan de emplear
la metodoloǵıa de máxima verosimilitud, pues sus estimadores poseen buenas propiedades de
muestras grandes.

3.2.1. Estimación de máxima verosimilitud condicional

El modelo estacionario general ARMA(p, q) con media distinta de cero, está dado por la ecuación
2.83; tomando los términos Wt − µ como Yt, el modelo se puede representar como:

Yt = φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + · · ·+ φpYt−p + et − θ1et−1 − θ2et−2 − · · · − θqet−q (3.3)

Los términos de error {et} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
N(0, σ2

e) por lo que la función de densidad conjunta está dada por:

P (e|φ, θ, µ, σ2
e) = (2πσ2

e)
−n/2exp[− 1

2σ2
e

n∑

i=1

e2
t ] (3.4)

donde los términos e = (e1, e2, . . . , en), φ = (φ1, φ2, . . . , φn) y θ = (θ1, θ2, . . . , θn) son cantidades
vectoriales. Despejando de la ecuación 3.3 el término et, se puede escribir la función de verosimi-
litud en función del conjunto de parámetros L(φ, θ, µ, σ2

e). Como usualmente ocurre, se toma
el logaritmo de la función de verosimilitud para que los cálculos sean más sencillos (lo cual no
afecta la búsqueda del máximo, pues el logaritmo es una función creciente):

ln[L(φ, θ, µ, σ2
e)] = −n

2
ln(2πσ2

e)−
1

2σ2
e

n∑

t=1

e2
t (φ, θ, µ) (3.5)

Para poder evaluar la función anterior, además de los valores del proceso Y = (Y1, Y2, . . . , Yn), se
necesitan una serie de condiciones iniciales Y∗ = (Y1−p, . . . , Y−1, Y0) y a∗ = (a1−q, . . . , a−1, a0);
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por lo anterior, la ecuación 3.5 se renombra como logaritmo de la función de verosimilitud condi-
cional, y se reescribe como:

ln[L∗(φ, θ, µ, σ2
e)] = −n

2
ln(2πσ2

e)−
1

2σ2
e

S∗(φ, θ, µ) (3.6)

donde el término S∗(φ, θ, µ), es la suma de mı́nimos cuadrados condicionales:

S∗(φ, θ, µ) =
n∑

t=1

e2
t (φ, θ, µ|Y,Y∗,a∗) (3.7)

Las cantidades φ̂, θ̂ y µ̂ que maximizan la ecuación 3.6, se llaman estimadores de máxima
verosimilitud condicionales.

Para especificar las condiciones iniciales del vector Y∗, se puede usar el hecho de que la serie es
estacionaria y usar la media muestral Ŷ para estimar esos valores. Cuando se tiene ruido blanco,
el vector de condiciones iniciales se estima con la media del proceso, que es igual a cero.

Como el logaritmo de la función de verosimilitud condicional incluye a los datos sólo a través
del término S∗(φ, θ, µ), estos estimadores son los mismos que los que se obtienen de minimizar la
suma de mı́nimos cuadrados condicionales, que como se observa, no involucra la estimación de
σ2

e . La optimización de S∗(φ, θ, µ) generalmente involucra técnicas numéricas, pues se obtienen
ecuaciones no lineales, aunque cuando no hay términos de promedios móviles, la minimización
se puede hacer anaĺıticamente.

Una vez obtenidos los estimadores de los parámetros φ̂, θ̂ y µ̂, el estimador de σ2
e se calcula

usando la siguiente relación:

σ2
e =

S∗(φ, θ, µ)
d.f.

(3.8)

Donde d.f. es el número de grados de libertad, que es igual al número de términos que intervienen
en la suma de S∗(φ, θ, µ), menos el número de parámetros estimados.

3.2.2. Función de verosimilitud exacta

La función de verosimilitud derivada en la sección anterior, es una aproximación, pues los valores
de las condiciones iniciales se tienen que aproximar. Se puede derivar la función de verosimilitud
exacta, aunque el procedimiento en términos generales es más complejo. A continuación se ilus-
trará el desarrollo de esta función para el modelo general AR(1) con media distinta de cero, el
cual está dado por:

Yt − µ = φ1(Yt−1 − µ) + et (3.9)

donde, como se sabe, {et} es un proceso de ruido blanco.
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Se considera primero la función de densidad conjunta dada por la ecuación 3.4, adaptada al
modelo AR(1), pero el vector e se toma desde e2, . . . , en:

P (e|φ1, µ, σ2
e) = (2πσ2

e)
−(n−1)/2exp[− 1

2σ2
e

n∑

i=1

e2
t ] (3.10)

Por otro lado, se tienen las siguientes ecuaciones:





Y2 − µ = φ1(Y1 − µ) + e2

Y3 − µ = φ1(Y2 − µ) + e3

...
Yn − µ = φ1(Yn−1 − µ) + en

(3.11)

Condicionando Y1 = y1, la relación anterior define una transformación lineal entre e2, . . . , en

y Y2, . . . , Yn . Entonces, la función de densidad conjunta de Y2, . . . , Yn dado Y1 = y1 se puede
obtener al sustituir en la ecuación 3.10 los términos de los e’s en función de las Y ’s dados por la
transformación lineal de la ecuación 3.11:

P (y2, . . . , yn|y1) = (2πσ2
e)
−(n−1)/2exp

[
− 1

2σ2
e

n∑

i=2

((Yt − µ)− φ1(Yt−1 − µ))2
]

(3.12)

Ahora considérese la distribución de Y1. La representación lineal general del proceso AR(1) con
media distinta de cero es:

Yt = µ + et + φ1et−1 + φ2
1et−2 + φ3

1et−3 + . . . (3.13)

De la relación anterior se sigue que Y1 tiene una distribución normal, con media µ y varian-
za σ2

e/(1 − φ2). De esta forma, al multiplicar la función de densidad conjunta de Y2, . . . , Yn

condicionada a Y1 = y1, por la función de Y1, se obtiene la función de densidad conjunta de
Y1, Y2, . . . , Yn. Como función de los parámetros φ1, µ y σ2

e la función de verosimilitud buscada es:

L(φ1, µ, σ2
e) = (2πσ2

e)
−n

2 (1− φ1)1/2exp

[
− 1

2σ2
e

S(φ1, µ)
]

(3.14)

donde el término S(φ1, µ) se conoce como la suma de mı́nimos cuadrados no condicionales:

S(φ1, µ) =
n∑

i=2

((Yi − µ)− φ1(Yi−1 − µ))2 + (1− φ1)(Y1 − µ)2 (3.15)

Como se mencionó en la sección anterior, se emplea por lo regular el logaritmo de la función
de verosimilitud para encontrar el máximo. Al aplicarlo a la ecuación 3.14 se obtiene la función
l(φ1, µ, σ2

e):
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l(φ1, µ, σ2
e) = ln(L(φ1, µ, σ2

e)) = − 1
n

ln(2πσ2
e) +

1
2
ln(1− φ1)− 1

2σ2
e

S(φ, µ) (3.16)

Como ocurrió con la función de verosimilitud condicional, una vez obtenidos los estimadores φ̂1, µ̂
se puede estimar σ2

e usando una relación parecida a la ecuación 3.8, sólo que usando la suma de
mı́nimos cuadrados no condicionales:

σ̂2
e =

S(φ1, µ)
d.f.

=
S(φ1, µ)
n− 2

(3.17)

En este caso los grados de libertad son n− 2, porque se estimaron dos parámetros.

La estimación de φ1 y µ se puede realizar minimizando el término S(φ1, µ). Esta optimización
se debe llevar a cabo numéricamente, pues el término (1− φ1)(Y1 − µ)2 hace que las ecuaciones
resultantes de ∂S/∂φ1 = 0 y ∂S/∂µ = 0 sean no lineales. Los estimadores resultantes se conocen
como estimadores de mı́nimos cuadrados no condicionales.

La forma exacta de la función de verosimilitud para el modelo general ARMA es complicada.
Como referencia, Newbold[15] la derivó para el modelo general ARMA(p, q).

3.2.3. Propiedades de los estimadores de máxima verosimilitud

Las propiedades de muestra grande de los estimadores de máxima verosimilitud coinciden con
las de los mı́nimos cuadrados (condicionados y no condicionados); en general, estas propiedades
se pueden obtener modificando un poco la teoŕıa estándar de máxima verosimilitud. Los detalles
se pueden encontrar en Shumway y Stoffer[16].

Sea α = (φ, θ) el vector de los parámetros del modelo ARMA(p, q). En general se cumple que α̂
(el estimador de α) tiene una distribución asintótica normal multivariada NM(α, V (α̂)) donde
V (α̂) es la matriz de varianza-covarianza de α̂. La estimación de la matriz V (α̂) está dada por:

V̂ (α̂) = σ̂α̂iα̂j (3.18)

donde σ̂α̂iα̂j es la covarianza muestral entre α̂i y α̂j .

A continuación se mostrarán algunos resultados para los modelos ARMA más sencillos: AR(1),
MA(1) y ARMA(1, 1).

Conforme a lo anterior, para n grande, los estimadores son insesgados y tienen una distribución
normal. Sus varianzas y covarianzas son aproximadas por:

AR(1) : V ar(φ̂1) ≈
1− φ2

1

n
(3.19)

MA(1) : V ar(θ̂1) ≈
1− θ2

1

n
(3.20)
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ARMA(1, 1) :





V ar(φ̂1) ≈ [1−φ2
1

n ][1−φ1θ1

φ1−θ1
]2

V ar(θ̂1) ≈ [1−θ2
1

n ][1−φ1θ1

φ1−θ1
]2

Corr(φ̂1, θ̂1) =
√

(1−φ2
1)(1−θ2

1)

1−φ1θ1

(3.21)

3.3. Diagnóstico del modelo

Una vez que se han estimado los parámetros del modelo, se necesita evaluar para determinar si
es adecuado, y en dado caso que no lo sea, sugerir modificaciones apropiadas para que lo sea. Se
presentarán dos enfoques complementarios: el análisis residual y el análisis de sobreajuste.

3.3.1. Análisis residual

Una de las suposiciones básicas de los modelos estacionarios ARMA es que el proceso estocástico
{et} es ruido blanco: son variables aleatorias no correlacionadas, con media cero y varianza
constante. Para cualquier modelo, los residuales êt’s son estimaciones de ese proceso de ruido
blanco, por lo tanto se debe hacer un análisis detallado de esta serie de residuales para ver que
se cumple la suposición. Para los modelos autorregresivos AR(p) los residuales se definen como:

êt = Yt − φ̂1Yt−1 + φ̂2Yt−2 + · · ·+ φ̂pYt−p (3.22)

En el caso general de los modelos estacionarios ARMA que contienen términos de promedios
móviles, se invierte el proceso, generándose una serie autoregresiva infinita (ecuación 2.63)):

êt = Yt − π̂1Yt−1 + π̂2Yt−2 + π̂3Yt−3 + . . . (3.23)

Las π’s que aparecen en la ecuación anterior se estiman de forma indirecta, con las estimaciones
de las φ’s y θ’s que intervienen en el modelo.

En las definiciones anteriores (ecuaciones 3.22 y 3.23) se han considerado modelos donde la media
del proceso estacionario es igual a cero. En el caso de que exista una µ 6= 0, se incluye en las
definiciones de los residuales sustituyendo los términos Yt con Yt−µ y realizando los respectivos
desarrollos.

Normalidad de los residuales

Para verificar la normalidad de los residuales se realizan varias pruebas. La primera es graficar los
residuales contra el tiempo. Si el modelo es adecuado, se esperaŕıa que los residuales estén
distribuidos de forma aleatoria alrededor del cero, sin mostrar ningún patrón o tendencia; en
dado caso que existiera algún tipo de comportamiento regular, esto seŕıa un motivo para suponer
que los residuales no tienen una distribución normal.

Para indagar más sobre si la distribución de los residuales es normal, se pueden hacer his-
togramas que permitan dar una idea de la función de densidad. Como complemento, se pueden
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generar gráficas de los cuantiles de los residuales contra los cuantiles teóricos de una normal,
y ver si los puntos siguen una ĺınea recta, lo que significaŕıa de un comportamiento gaussiano por
parte de los residuales. Además de lo anterior, se pueden realizar algunas pruebas estad́ısticas
formales para verificar la normalidad; destacan la prueba de Shapiro-Wilk y la de Jarque-Bera.
En estas pruebas de bondad de ajuste, se parte de la hipótesis nula de que la distribución de los
residuales sigue un comportamiento normal.

Correlación de los residuales

Una forma de verificar la correlación de los residuales es calcular su función de autocorrelación
muestral ρ̂êk

II. Si efectivamente los residuales fueran un proceso de ruido blanco, para n grande
ρ̂êk

se distribuiŕıa de forma normal con media cero. Al usar la ecuación 2.22, su varianza se
aproxima como

V ar(ρ̂êk
) ≈

1
n

(3.24)

Además, por la ecuación 2.21, las autocorrelaciones muestrales son aproximadamente cero:

Corr(ρ̂êk
, ρ̂êj

) ≈ 0 (3.25)

Desafortunadamente, los residuales de modelos correctamente especificados se comportan de
forma un poco distinta. En general, para n grande, las correlaciones muestrales ρ̂êk

tienen una
distribución normal con media cero; sin embargo, para valores de k pequeños, la varianza gene-
ralmente es menor a 1/n y para valores de j cercanos a estas k, los valores de ρ̂êk

y ρ̂êj están
altamente correlacionados. Cuando el valor de k es grande, se cumplen las aproximaciones de las
ecuaciones 3.24 y 3.25. Como un ejemplo de estos resultados, se tienen las aproximaciones de las
varianzas de ρ̂êk

para un modelo AR(1) correctamente especificado:

V ar(ρ̂êk
) ≈

φ2
1

n
(3.26)

V ar(ρ̂êk
) ≈

1− (1− φ2
1)φ

2(k−1)
1

n
para k > 1 (3.27)

Se pueden encontrar resultados para modelos estacionarios más generales ARMA en Box y
Pierce[17].

Correlación de los residuales en conjunto

Además de analizar la correlación de los residuales en rezagos individuales, es conveniente tener
una prueba que tome en cuenta su relación, pero como conjunto. Por ejemplo, se puede dar el
caso de que varios de los valores de la función de autocorrelación muestral de los residuales estén
por debajo pero muy cercanos al ĺımite, pero el tomarlos todos en conjunto puede ser excesivo.
Para tomar en cuenta esta posibilidad, Box y Pierce[17] propusieron el siguiente estad́ıstico:

Q = n(ρ̂2
ê1

+ ρ̂2
ê2

+ · · ·+ ρ̂2
êk

) (3.28)

Ellos mostraron que si el modelo ARMA(p, q) estaba correctamente especificado, entonces para
n grande, el estad́ıstico Q debeŕıa tener una distribución muestral aproximada a chi-cuadrada,

IIEl sub́ındice êk se emplea para identificar la correlación del rezago k, pero de los residuales ê.
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con K − p − q grados de libertad. El valor de K se selecciona en cierto sentido de forma un
poco arbitraria, pero tan grande como para que los valores de los pesos Ψ’s (escrito el modelo
como un proceso lineal general) sean despreciables para valores de j > K. El ajustar un modelo
erróneo tiende a exagerar el valor de Q, por lo que se puede hacer una prueba estad́ıstica que
rechace el modelo especificado ARMA(p, q) si el valor del estad́ıstico supera cierto valor cŕıtico
de la distribución chi-cuadrada.

La distribución muestral de Q está basada en un resultado asintótico. Ljung y Box[18] se dieron
cuenta que para valores de n = 100 la aproximación de la distribución chi-cuadrada no resul-
ta satisfactoria. Por esto, modificaron el estad́ıstico ligeramente para que su aproximación por
una distribución chi-cuadrada fuera plausible, con valores t́ıpicos de distribuciones muestrales.
Propusieron de esta forma, en 1978, el estad́ıstico de Ljung-Box:

Q∗ = n(n + 2)
(

ρ̂2
ê1

n− 1
+

ρ̂2
ê2

n− 2
+ · · ·+ ρ̂2

êK

n−K

)
(3.29)

Hay que notar que (n + 2)/(n− k) > 0,para cada k ≥ 1,lo que hace que Q∗ > Q, lo que explica
en cierto modo por qué el estad́ıstico tend́ıa a pasar por alto modelos inadecuados.

3.3.2. Análisis de sobreajuste

El sobreajuste es una herramienta complementaria al análisis residual que proporciona más ele-
mentos para discernir si el modelo es adecuado. Una vez que el modelo especificado ha pasado las
pruebas del análisis residual, la técnica consiste en ajustar un modelo ligeramente más general,
es decir, uno que contenga al original como caso particular. Se confirma la adecuación del modelo
inicial si ocurre que:

La estimación del parámetro adicional no es significativamente diferente del cero.

Las nuevas estimaciones de los parámetros originales no cambian significativamente de
su estimación inicial.

Al generalizar los modelos ARMA para hacer el sobreajuste, se debe evitar la posible redun-
dancia de los parámetros. Esto significa que si el modelo especificado es un ARMA(p, q),
entonces un modelo que también podŕıa ser adecuado seŕıa un ARMA(p + 1, q + 1), siempre y
cuando los polinomios de retrasos tengan un factor en común. Esto es, si φp(B)Yt = θq(B)et es un
modelo adecuado, entonces el modelo (1− cB)φp(B)Yt = (1− cB)θq(B)Yt también podŕıa serlo,
para cualquier constante c. Para tener una sola parametrización, se deben cancelar los factores
comunes en los polinomios caracteŕısticos AR y MA.

(1− cB)φp(B)Yt = φp+1(B)Yt = (1− cB)θq(B)et = θq+1(B)et (3.30)

Para evitar la redundancia de los parámetros se sugiere lo siguiente:

No incrementar los órdenes de las partes autoregresivas y de promedios móviles de forma
simultánea.
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Extender el modelo en las direcciones sugeridas por el análisis residual.

3.3.3. Criterio de selección del modelo

Puede ser que al final de la etapa de diagnóstico existan dos o más modelos que sean buenas
aproximaciones para describir el comportamiento del fenómeno estocástico. En estas circunstan-
cias, se puede hacer uso del principio de parsimonia para elegir el modelo más adecuado. Sin
embargo, en algunas ocasiones no será suficiente esta regla y será necesario el uso de algún
criterio para seleccionar el modelo más adecuado. En esta sección se introduce el criterio de
información de Akaike, conocido como AIC, por sus siglas en inglésIII. Este criterio establece
que se debe seleccionar el modelo que minimiza:

AIC(k) = −2ln(función de verosimilitud) + 2k

donde, en el contexto de los modelos ARIMA, k = p+q o k = p+q+1 si existe un término cons-
tante θ0. El término k sirve como una función de penalización, para asegurarse que se selecciona
el modelo con menor número de parámetros.

El valor AIC es en el fondo un estimador de la divergencia promedio de Kullback-Leibler del
modelo estimado respecto al verdadero. Esta divergencia se interpreta como una medida (no
simétrica) de la diferencia de dos distribuciones de probabilidad.

Sea p(y1, y2, . . . , yn) la función de densidad de Y1, Y2, . . . , Yn y qθ(y1, y2, . . . , yn) la función de
densidad para el modelo con parámetro θ. La divergencia de Kullback-Leibler de qθ respecto de
p, está dada por:

D(p, qθ) =
∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
p(y1, y2, . . . , yn)ln(

p(y1, y2, . . . , yn)
qθ(y1, y2, . . . , yn)

)dy1 . . . dyn (3.31)

La cantidad AIC estima E[D(p, qθ̂)], donde θ̂ es el estimador de máxima verosimilitud del vector
de parámetros θ. AIC es un estimador sesgado, pero Hurvich y Tsai [19] mostraron que el sesgo
se puede remover agregando un término no estocástico al cálculo del AIC:

AICc = AIC +
2(k + 1)(k + 2)

n− k − 2
(3.32)

El sub́ındice c indica que es el criterio Akaike corregido. En la fórmula anterior, n es el tamaño
de la muestra y k es el número de parámetros estimados. Hurvich y Tsai sugirieron que cuando
k/n > 10%, la cantidad AICc supera al valor sin la corrección AIC como método de selección.
Existe otro criterio de elección parecido al AIC, el cual fue propuesto por Schwartz[20], y ha sido
llamado criterio de información bayesiana de Schwartz , SBIC por sus siglas en inglés IV,
el cual determina que se debe seleccionar el modelo que minimice la siguiente cantidad:

IIIAkaike Information Criterion.
IVSchwartz Bayesian Information Criterion. En la literatura, comúnmente se denota a este criterio simplemente

como BIC.
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SBIC(k) = −2ln(función de máxima verosimilitud) + kln(n) (3.33)

Si el proceso sigue un modelo ARMA(p, q), el orden de los parámetros especificados al minimizar
SBIC es consistente, es decir, se aproxima a los valores verdaderos al incrementarse el tamaño
de la muestra.

Para poder aplicar los criterios de selección antes mencionados, es un hecho que se debe calcular
la función de máxima verosimilitud; sin embargo, la estimación de los modelos ARMA empleando
este enfoque es propensa a errores debido a la multimodalidad de la función de verosimilitud, y a
los problemas de sobreajuste cuando se sobrepasan los verdaderos órdenes AR o MA. Hannan y
Rissanen[21] propusieron un método para evitar estos problemas, el cual genera una aproximación
del SBIC (de aquel que se puede obtener empleando máxima verosimilitud), demostrando que la
minimización de esta aproximación también lleva a una identificación consistente de los órdenes
del proceso ARMA. Su método consiste en ajustar primero un proceso autorregresivo, cuyo orden
es determinado minimizando el criterio AIC. Después se usan los residuales como aproximaciones
de los términos de error. De esta manera, el modelo ARMA puede estimarse a través de una
regresión lineal de los rezagos del proceso AR ajustado y los términos de error, generando de
aśı una aproximación del SBIC.

No solo es importante determinar el orden del proceso estacionario ARMA, sino que en algunas
ocasiones es trascendente conocer el subconjunto de parámetros del modelo establecido que son
relevantes y significativamente distintos de cero. En este sentido, se puede emplear el método
propuesto por Hannan y Rissanen, combinado con la regresión de pasos agigantados V de Furnival
y Wilson[22], para hallar el subconjunto óptimo.

3.4. Análisis de intervención y análisis de datos at́ıpicos

Como se mencionó al principio del caṕıtulo, la serie temporal puede contener algunos datos que
se comportan de forma diferente a los demás. Estos acontecimientos se deben a eventos externos
al proceso y pueden ser originados por factores humanos, como por ejemplo huelgas, promociones
de ventas, vacaciones, entre otros, o factores naturales como cambios climáticos.

Cuando se conoce el tiempo en el que se dan estos eventos, se cuantifica su efecto sobre la serie a
través de lo que se conoce como análisis de intervención. Cuando se encuentran datos aberrantes
y no está claro qué evento o suceso externo los originó, se debe implementar el análisis de datos
at́ıpicos. Hay que destacar que en algunas ocasiones estos valores aberrantes pueden ser producto
de desaciertos humanos, como podŕıan ser errores en el copiado, transcripción o cálculo de cierta
información.

En el modelado es necesario combinar las dos técnicas, pues a veces no se conoce de antemano
el evento externo que modificó la serie, por lo que primero se implementa el análisis de datos
at́ıpicos; después se puede investigar y si se encuentra la naturaleza de la perturbación, se puede

VLa regresión de pasos agigantados (regression by leaps and bounds) es un algoritmo que busca encontrar el
subconjunto óptimo en una regresión lineal.
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aplicar el análisis de intervención, lo que propicia un mejor entendimiento de los factores que
afectan el proceso, y que se traduce en un modelo más completo.

3.4.1. Análisis de intervención

Los sucesos externos que pueden afectar el comportamiento general del proceso reciben el nombre
de intervenciones. Al hablar de intervenciones, se sabe de antemano cuál es la naturaleza del
fenómeno que modifica la serie, por lo que también se conoce el tiempo de ocurrencia, el cual
se denota con la variable T . Los eventos externos que se van a considerar son aquellos que
modifican sólo el comportamiento de la media del proceso. También existen diferentes técnicas
que se pueden aplicar cuando la varianza del proceso cambia pero no se discutirán aqúı; los
lectores interesados pueden consultar Abraham y Wei[23].

La importancia del análisis de intervención es cuantificar qué tanto el evento externo modifica
el comportamiento medio de la serie. Una prueba de hipótesis usando el estad́ıstico t, podŕıa
parecer natural, sin embargo la correlación de los datos impide su aplicabilidad. Es por ello que
Box y Tiao[24] desarrollaron una técnica para medir los cambios estructurales del proce, debidos
a las intervenciones.

Sea mt la función que representa el cambio en la función valor esperado debido a una intervención,
que se conoce como respuesta de la intervención . Una serie {Yt} modificada por un evento
externo se puede representar como:

Yt = mt + Xt (3.34)

donde Xt representa una serie donde no hay intervención. Por lo regular, Xt es referido como
proceso subyacente natural o no perturbado. El proceso sin intervención se debe de identificar,
estimar y diagnosticar antes de generar el modelo de intervención, empleando los valores de la
serie antes de la fecha del suceso externo {Yt : t < T}, los cuales se designan como datos pre-
intervenidos. Una vez identificado el modelo de intervención, se puede escribir tomando en
cuenta el proceso de ruido blanco {et} y los correspondientes polinomios autorregresivos φp(B)
y de promedios móviles θq(B):

Yt = mt +
θq(B)

φp(B)(1−B)d
et (3.35)

Para cuantificar mt, generalmente se emplean dos variables que se conocen como variables de
intervención . Una de ellas se debe a una intervención que ocurre en el tiempo T con un efecto
que prevalece en tiempos posteriores. Esto se representa a través de una función escalón :

S
(T )
t =

{
0 para t < T

1 para t > T
(3.36)

La otra variable está relacionada con un evento externo que ocurre sólo en el periodo de tiempo
T , lo cual se puede simbolizar empleando la función pulso:
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P
(T )
t =

{
1 para t = T

0 para t 6= T
(3.37)

Hay que notar que la función pulso se puede generar al diferenciar la función escalón, esto es:

P
(T )
t = S

(T )
t − S

(T )
t−1 = (1−B)S(T )

t (3.38)

Se puede generar un modelo de intervención se puede generar usando estas dos funciones, depen-
diendo de la forma de la intervención. Existen muchas formas de representar mt, a continuación
se ilustrarán las más comunes.

1. Un efecto producido por una intervención que se manifiesta b periodos de tiempo después
del evento (donde b puede ser igual a cero).

Si el efecto es permanente:
mt = ωBbS

(T )
t (3.39)

Si el impacto es sólo en un periodo:

mt = ωBbP
(T )
t (3.40)

2. Un impacto generado por un evento externo después de b periodos de tiempo con una
respuesta gradual.

Si el valor total del efecto se alcanza paulatinamente:

mt =
ωBb

(1− δB)
S

(T )
t (3.41)

Si el valor del efecto decrece progresivamente a sus niveles normales:

mt =
ωBb

(1− δB)
P

(T )
t (3.42)

en ambos casos el valor de δ está entre cero y uno: 0 < δ < 1.

Hay que destacar que la respuesta de intervención también se puede escribir como una combi-
nación de efectos escalón y efectos pulso, como se ilustra a continuación:

mt =
ω0B

b

(1− δB)
P

(T )
t + ω1BS

(T )
t (3.43)

Por la ecuación 3.38 la relación anterior se reescribe como:

mt =
[

ω0B
b

(1− δB)
+

ω1B
b

(1−B)

]
P

(T )
t (3.44)
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La respuesta anterior puede representar un fenómeno de intervención que produce una respuesta
inmediata ω0 +ω1, que decrece gradualmente hasta dejar un efecto permanente ω1 en el sistema.

De forma más general, la respuesta de intervención se puede representar como una función
racional:

mt =
ω(B)Bb

δ(B)
It (3.45)

donde It es la variable de intervención que puede ser la función escalón S
(T )
t o la función pulso

P
(T )
t , ω(B) = ω0 − ω1B − · · · − ωsB

s y δ(B) = δ0 − δ1B − · · · − δrB
r. El término Bb simboliza

el retraso del efecto de intervención, los pesos ωj representan las alteraciones iniciales del evento
y los coeficientes δj cuantifican los efectos permanentes en el sistema. Las ráıces del polinomio
δ(B) = 0 se toman fuera del ćırculo unitario.

Cuando varias intervenciones afectan el proceso, se pueden incorporar al modelo, lo que resulta
en una expresión más general:

Yt =
k∑

j=1

ωj(B)Bbj

δj(B)
Ij,t +

θq(B)
φp(B)(1−B)d

et (3.46)

donde Ij,t representa las k variables de intervención que pueden ser funciones escalón o pulso,
dependiendo de la naturaleza del evento externo.

3.4.2. Análisis de datos at́ıpicos

Aquellas observaciones que no se relacionan con alguna intervención y que son inconsistentes con
el resto de las observaciones se conocen como datos at́ıpicos o aberrantes. Al generar un modelo,
es importante detectar y remover los efectos de los datos at́ıpicos, ya que generalmente llevan a
una identificación errónea del proceso, lo que se traduce en inferencias inválidas que no describen
la naturaleza intŕınseca de la serie.

La detección de datos aberrantes fue introducida por primera vez en 1972 por Fox[25], el cual
propuso dos modelos estad́ısticos que clasificaban las observaciones at́ıpicas como aditivas o
innovadoras.

Sea {Xt} el proceso no perturbado que sigue un proceso general estacionario e invertible ARMA(p, q).
Una observación at́ıpica o aberrante aditiva (denotada como AO, por sus siglas en inglés VI) se
define como:

Yt = Xt + ωI
(T )
t =

θq(B)
φp(B)

et + ωI
(T )
t (3.47)

VIProviene de Additive Outlier.
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donde:

I
(T )
t =

{
1 para t = T

0 para t 6= T
(3.48)

es una variable indicadora que indica la presencia o ausencia de un dato aberrante en el tiempo
T .

Una observación at́ıpica o aberrrante innovadora (conocida como IO por sus siglas en inglésVII)
se define como:

Yt = Xt +
θq(B)
φp(B)

ωI
(T )
t =

θq(B)
φp(B)

(
et + ωI

(T )
t

)
(3.49)

donde I
(T )
t es la misma variable indicadora dada por la ecuación 3.48. A diferencia de una

observación at́ıpica aditiva, la cual afecta solamente en el tiempo T , una observación aberrante
innovadora tiene un efecto que perdura más allá del tiempo T , influyendo en las observaciones
YT , YT+1, . . . , Yn a través de la memoria del sistema descrita por el término θq(B)/φp(B).

De forma más general, si la serie contiene k datos at́ıpicos, éstos se pueden incorporar en el
siguiente esquema:

Yt = Xt +
k∑

j=1

ωjνj(B)I(T )
t =

θq(B)
φp(B)

et +
k∑

j=1

ωjνj(B)I(T )
t (3.50)

Cuando se presenta un dato AO se tiene que νj(B) = 1, y en el caso de observaciones IO el
término queda como νj(B) = θq(B)/φp(B) .

Para detectar la presencia de datos at́ıpicos se emplea la representación AR(∞) del proceso
perturbado {Yt}, es decir, expresado únicamente en términos autorregresivos:

at = π(B)Yt =
φp(B)
θq(B)

Yt (3.51)

De las ecuaciones 3.47 y 3.49 se tiene que para:

AO : at = ωπ(B)I(T )
t + et (3.52)

IO : at = ωI
(T )
t + et (3.53)

De la ecuación 3.53 se observa que at = et para t < T ; para valores de t iguales o mayores que
T se tienen las siguientes relaciones : aT = ω + eT , aT+1 = −ωπ1 + eT+1, aT+2 = −ωπ2 +
eT+2, . . . , an = −ωπn−T + en. Se puede estimar ω a través de mı́nimos cuadrados obteniéndose:

VIIInnovative Outlier.
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ω̂AT =
−∑n−T

j=0 πjaT+j∑n−T
j=0 π2

j

=
−∑n−T

j=0 πjaT+j

ρ2
(3.54)

Donde π0 = −1 y ρ2 =
∑n−T

j=0 π2
j . El sub́ındice del estimador ω̂AT sirve para indicar que es un

dato at́ıpico aditivo en el tiempo T . La varianza del estimador está dada por:

V ar(ω̂AT ) = V ar

(−∑n−T
j=0 πjaT+j

ρ2

)
=

1
ρ4

V ar(−
n−T∑

j=0

πjaT+j) =
1
ρ4

ρ2σ2
e =

σ2
e

ρ2
(3.55)

Similarmente, para observaciones IO, se puede estimar ω empleando la ecuación 3.53:

ω̂IT = aT (3.56)

Ahora bien ,el sub́ındice es un indicador de un dato at́ıpico IO en el tiempo T . La varianza para
este estimador es:

V ar(ω̂IT ) = σ2
e (3.57)

Se pueden formular pruebas de hipótesis para determinar si YT es una observación irregular. Para
ver si es del tipo AO se emplea el siguiente estad́ıstico que tiene una distribución N(0, 1):

λ1,T =
ρω̂AT

σ2
e

(3.58)

Cuando se quiere determinar si el dato es IO, se emplea ahora el siguiente estad́ıstico, que al
igual que el anterior se distribuye de forma normal estándar:

λ2,T =
ρω̂IT

σ2
e

(3.59)

Las pruebas de hipótesis anteriores se aplican cuando se conoce el tiempo de ocurrencia del dato
aberrante T . Sin embargo, en la práctica no se conoce esta información y las pruebas se deben
aplicar a todos los valores de la serie temporal. Para controlar la tasa de error global de las
múltiples pruebas, se emplea el criterio de Bonferroni.

Sea λ1 el valor máximo que toma la estad́ıstica |λ1,T | en todos los datos de la serie:

λ1 = max1≤t≤n|λ1,t| (3.60)

La observación que acontece en el tiempo T ′ en el que ocurre el máximo se considera como
AO si λ1 excede el percentil superior (0.025 * 100)/n de la distribución normal estándar. Como
generalmente un dato at́ıpico AO puede exagerar el valor de la estimación de σ2

e , se puede
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emplear un estimador robusto de la varianza para aumentar la potencia de la prueba. Se puede,
por ejemplo, emplear la media residual absoluta para estimar σe.

El mismo criterio se puede usar para probar que existe un valor IO en la serie. En este caso se
utiliza λ2, el cual se define como:

λ2 = max1≤t≤n|λ2,t| (3.61)

Si λ2 supera el percentil superior (0.025 * 100)/n de la distribución N(0, 1), la observación en la
cual ocurre el máximo se considera un valor IO.

En general, la naturaleza del dato at́ıpico no se conoce de antemano. Se puede usar como regla
que si en el tiempo T se observa un valor irregular, se clasifica como AO si |λ1,T | > |λ2,T | y como
IO si se cumple la desigualdad en el otro sentido.

Cuando se encuentra un dato at́ıpico, se incorpora al modelo y el proceso de detección se repite
nuevamente hasta que se refina el modelo y no se encuentran más valores irregulares.

3.5. Pronósticos del modelo

Como se mencionó al principio de este caṕıtulo, uno de los principales objetivos de la construcción
de un modelo para una serie temporal, es su capacidad para predecir valores futuros de la serie
con una precisión aceptable.

Se desarrollará a continuación la teoŕıa predictiva tanto de los modelos estacionarios ARMA como
de los no estacionarios ARIMA, mencionando al final algunos criterios de selección basados en
los pronósticos de los modelos. Durante el desarrollo se asumirá que se conoce exactamente el
modelo con todos sus parámetros. En la práctica esto no es posible, pues se tienen que hacer
estimaciones, pero sus propiedades asintóticas hacen que los resultados no difieran mucho del
modelo ideal.

3.5.1. Pronósticos con mı́nimo error cuadrático medio

Basándose en los datos que se tienen de la serie temporal Y1, Y2, . . . , Yt generalmente se desea
hacer un pronóstico de lo que ocurrirá l unidades en el futuro, es decir, se quiere estimar el valor
de Yt+l; el tiempo t correspondiente al último valor de la serie se conoce como origen de la
predicción y el valor l como el tiempo para el pronóstico.

Uno de los principales objetivos de las prediciones es que la estimación de Yt+l, denotada como
Ŷt(l), sea óptima, es decir, que el error respecto al valor real sea mı́nimo. El criterio que se emplea
para determinar el óptimo, es que la estimación minimice el error cuadrático medio:

E

((
Yt+l − Ŷt(l)

)2
)

(3.62)
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La cantidad Ŷt(l) que minimiza la expresión anterior es la esperanza condicional de Yt+l respecto
a los valores de la serie Y1, Y2, . . . , Yt:

Ŷt(l) = E(Yt+l|Y1, Y2, . . . , Yt) (3.63)

La relación anterior se obtiene del hecho de que si se quiere predecir una variable aleatoria
Y respecto a una función arbitraria de variables aleatorias h(X1, X2, . . . , Xn), la relación que
minimiza el error cuadrático medio es la esperanza condicional de Y respecto a las variables
aletorias X1, X2, . . . , Xn:

h(X1, X2, . . . , Xn) = E(Y |X1, X2, . . . , Xn) (3.64)

Para ver de dónde proviene el resultado anterior, se hará el desarrollo en el caso en que se quiere
predecir una variable aleatoria Y por una función de una sola variable aleatoria h(X), donde la
predicción que minimiza el error cuadrático medio es:

h(X) = E(Y |X) (3.65)

Para obtener lo expuesto anteriormente, se necesita primero determinar cuál es la predicción que
minimiza el error cuadrático medio si se quiere pronosticar una variable aleatoria Y respecto a
una constante c ∈ <. Para hallar el óptimo, se establece una función que depende de la constante:

g(c) = E[(Y − c)2] (3.66)

Se deriva la función anterior, se iguala a cero, g′(c) = 0, obteniéndose la siguiente relación para
el mı́nimo:

c = E(Y ) = µY (3.67)

Regresando al problema, se desea encontrar una función h(X) que minimice:

E[(Y − h(X))2] (3.68)

Ahora bien, usando la propiedad del valor esperado condicional E
(
E(Y |X)

)
= E(Y ), se puede

reescribir la expresión anterior como:

E
[
(Y − h(X))2

]
= E

(
E

[
(Y − h(X))2|X])

(3.69)

Dado el valor de X = x, la función h(Y − x) = h(x) se puede tomar como constante:
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E

(
E

[(
Y − h(X)

)2|X = x

])
= E

(
E

[(
Y − h(x)

)2|X = x

])
(3.70)

Para cada valor de X = x, al ser h(x) constante por la ecuación 3.67, se tiene que para cada x
la función que minimiza el error cuadrático medio es:

h(x) = E(Y |X = x) (3.71)

Esto se extiende automáticamente a todos los valores de x, por lo que se obtiene el resultado
buscado de que la función que optimiza es h(x) = E(Y |X).

En las siguientes secciones se aplicarán estos resultados, en espećıfico la ecuación 3.63, para
generar los pronósticos de los modelos estacionarios ARMA y no estacionarios ARIMA.

3.5.2. Pronósticos de modelos estacionarios ARMA

En el proceso general ARMA(p, q) con término constante θ0, el valor en el tiempo t+ l está dado
por la siguiente relación:

Yt+l = θ0 + φ1Yt+l−1 + · · ·+ φpYt+l−p + et+l − θ1et+l−1 − · · · − θqet+l−q (3.72)

Usando la expresión 3.63, se aplica la esperanza condicional respecto a los valores de la serie
Y1, Y2, . . . , Yt en ambos lados de la relación anterior:

E(Yt+l|Y1, . . . , Yt)
= E(θ0|Y1, . . . , Yt) + φ1E(Yt+l−1|Y1, . . . , Yt) + · · ·+ φpE(Yt+l−p|Y1, . . . , Yt)
+ E(et+l|Y1, . . . , Yt)− θ1E(et+l−1|Y1, . . . , Yt)− . . . (3.73)
− θqE(et+l−1|Y1, . . . , Yt)

donde se ha usado el hecho de que la esperanza condicional es un operador lineal. Se puede
reescribir la ecuación anterior en términos de Ŷt(l), quedando como:

Ŷt(l) = θ0 + φ1Ŷt(l − 1) + · · ·+ φpŶt(l − p) + E(et+l|Y1, . . . , Yt) (3.74)
− θ1E(et+l−1|Y1, . . . , Yt)− · · · − −θqE(et+l−q|Y1, . . . , Yt)

Adicionalmente se ha empleado la propiedad de que la esperanza condicional de una constante
es la misma constante, para tener que E(θ0|Y1, Y2, . . . , Yt) = θ0. La expresión precedente es una
ecuación recursiva, pues para obtener las predicciones en un tiempo futuro se necesita obtener las
predicciones en tiempos iniciales. Para evaluar la relación recursiva se deben usar las siguientes
relaciones:



CAPÍTULO 3. CONSTRUCCIÓN DE LOS MODELOS ARIMA 62

E(et+j |Y1, . . . , Yt) =

{
0 para j > 0
et+j para j ≤ 0

(3.75)

E(Yt+j |Y1, . . . , Yt) =

{
Ŷt(j) para j > 0
Yt+j para j ≤ 0

(3.76)

Cuando j > 0 se tiene que E(et+j |Y1, Y2, . . . , Yt) = E(et+j) = 0, pues et+j es independiente
de Y1, Y2, . . . , Yt. Si j < 0, entonces E(et+j |Y1, Y2, . . . , Yt) = et+j , como resultado de otras
propiedades de la esperanza condicional. Un argumento similar al anterior se emplea para verificar
el resultado de la ecuación 3.76.

Como se observa en la ecuación 3.74, los pronósticos en l = 1, 2, . . . , q involucran algunos términos
de ruido blanco. Sin embargo, para l > q, la parte autoregresiva desaparece completamente en
las predicciones, obteniéndose:

Ŷt(l) = θ0 + φ1Ŷt(l − 1) + · · ·+ φpŶt(l − p) para l > q (3.77)

De esta forma, para valores muy lejanos en el futuro, el comportamiento de los pronósticos
está determinado completamente por la parte autorregresiva del modelo. Tomando en cuenta
que el término constante θ0 se puede vincular con la media del proceso µ y los parámetros
autorregresivos como lo establece la ecuación 2.85, se puede reescribir la relación anterior de la
siguiente forma:

Ŷt(l)− µ = φ1

[
Ŷt(l − 1)− µ

]
+ · · ·+ φp

[
Ŷt(l − p)− µ

]
para l > q (3.78)

En función de l, la ecuación anterior se puede ver como una ecuación homogénea en diferencias:

[
Ŷt(l)− µ

]− φ1

[
Ŷt(l − 1)− µ

]− · · · − φp

[
Ŷt(l − p)− µ

]

=
(
1− φ1B − · · · − φpB

k−p
)[

Ŷt(l − µ
]

= φp(B)
[
Ŷt(l − µ)

]
= 0 (3.79)

Donde B opera sobre el ı́ndice l dejando inalterados los valores constantes: B[Ŷt(l)−µ]. Aśı, como
ocurrió con la función de autocorrelación ρk para modelos AR de orden p, el comportamiento
del término Ŷt(l) − µ depende de las ráıces del polinomio φp(B); si sólo existen ráıces reales,
se presenta únicamente un decaimiento exponencial, mientras que si existen ráıces complejas,
aparte del decaimiento exponencial se presenta un amortiguamiento senoidal. De esta manera,
para modelos estacionarios ARMA, el término Ŷt(l) − µ tiende a cero, por lo que para valores
de l lejanos al origen t el pronóstico es simplemente la media del proceso µ. Esto está acorde
con el comportamiento de los modelos ARMA, donde la dependencia de los valores de la serie
disminuye a medida que el tiempo entre observaciones se incrementa.

Además de hacer las predicciones, es importante y necesario tener una estimación del error que
se comete en cada una de ellas. Por ello se introduce el error del pronóstico en el tiempo l:
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et(l) = Yt+l − Ŷt(l) (3.80)

Para obtener una expresión general del error del pronóstico en términos de los coeficientes de los
modelos estacionarios ARMA, es necesario introducir una nueva representación que es general
para los modelos no estacionarios ARIMA (de los cuales los ARMA son un caso particular). Esta
forma equivalente ayuda a que los cálculos sean más sencillos.

Un proceso ARIMA se puede representar como un modelo lineal truncado cuya forma es:

Yt+l = Ct(l) + It(l) para l > 1 (3.81)

donde

Ct(l) =
d∑

i=0

Ail
i +

r∑

i=1

pi−1∑

j=0

Bijl
j(Gi)l (3.82)

It(l) =
l−1∑

j=0

ψjet+l−j (3.83)

En Ct(l) los términos Ai y Bij son independientes de l y sólo dependen de los valores Yt, Yt−1, . . . .
La representación como modelo lineal truncado es válida, pues para un tiempo fijo t, Ct(l) es la
función complementaria de la siguiente ecuación en diferencias:

Ct(l)− ϕ1Ct(l − 1)− · · · − ϕp+dCt(l − p− d) = φp(B)(1−B)dCt(l) = θ0 (3.84)

Los términos Gi de la ecuación 3.82 son los inversos de las ráıces de la ecuación homogénea en
diferencias Φp(B)(1−B)dCt(l) = 0 ; el ı́ndice hace referencia a la multiplicidad de dichas ráıces.
La prueba de que Ct(l) es la función complementaria de la ecuación 3.84, es un resultado de la
teoŕıa de ecuaciones en diferencias (ver Goldberg[26]).

El término It(l) es una solución particular de la ecuación en diferencias homogénea:

φp(B)(1−B)dIt(l) = 0 (3.85)

Los términos ψj están definidos a partir de la siguiente relación:

φp(B)(1−B)d(1− ψ1B + ψ2B
2 + . . . ) = θq(B) (3.86)

Como Ct(l) contiene p + d constantes (las A’s y los B’s), la suma de Ct(l) e It(l) es una solución
general de la ecuación que define los modelos ARIMA. Los valores espećıficos de Ai y Bij están
determinados por las condiciones iniciales del proceso {Yt}.
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Con la representación de un modelo lineal truncado se podrá establecer una expresión general del
error de pronóstico en términos de los parámetros del modelo; lo que hay que tener en cuenta es
la representación expĺıcita de It(l) dada por la ecuación 3.83 y que para modelos invertibles (que
es el caso de los modelos ARMA), Ct(l) es una función de los valores de la serie Y1, Y2, . . . , Yt.

Para hacer el cálculo del error, se usa la ecuación 3.81 para establecer el pronóstico en un tiempo
hacia adelante l, en función de un modelo lineal truncado:

Ŷt(l) =E(Yt+l|Y1, . . . , Yt) = E(Ct(l) + It(l)|Y1, . . . , Yt) =
E(Ct(l)|Y1, . . . , Yt) + E(It(l)|Y1, . . . , Yt) (3.87)

En el desarrollo anterior se ha empleado la linealidad de la esperanza condicional. Como se tiene
un proceso invertible, Ct(l) depende de Y1, . . . , Yt, por lo que E(Ct(l)|Y1, . . . , Yt) = Ct(l). Por
otro lado, It(l) es independiente de Y1, . . . , Yt, lo que lleva a que E(lt(l)|Y1, . . . , Yt) = E(It(l))
por las propiedades del valor esperado. Finalmente, como E(It(l)) = 0, se tiene que:

Ŷt(l) = Ct(l) (3.88)

De esta forma, para modelos estacionarios ARMA que sean invertibles, el error del pronóstico
en el tiempo l se establece como:

et(l) = Yt+l − Ŷt(l) = (Ct(l) + It(l))− Ct(l) = It(l) =
l−1∑

j=0

ψjet+l−j (3.89)

Se pueden calcular la media y la varianza del error

E(et(l)) = 0 (3.90)

V ar(et(l)) = σ2
e

l−1∑

j=0

ψ2
j (3.91)

3.5.3. Pronósticos de modelos no estacionarios ARIMA

Las predicciones de los modelos no estacionarios ARIMA, se hacen de forma similar a la de los
modelos ARMA. La técnica es escribir el modelo ARIMA(p, d, q) en su forma de ecuación en
diferencias, como se vio en la sección 2.3.2, para que aparente ser un modelo ARMA(p + d, q):

Yt = ϕ1Yt−1 + · · ·+ ϕp+dYt−p−d + et+l − θ1et+l−1 − · · · − θqet+l−q (3.92)

Los coeficientes ϕ están dados por la siguiente relación de polinomios de retraso:
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ϕp(B) = φp(B)(1−B)d (3.93)

Usando esta representación, se pueden emplear las ecuaciones 3.74, 3.75 y 3.76 remplazando p
con p + d y φi con ϕi para generar la correspondiente relación recursiva de los pronósticos.

Como forma alternativa del proceso anterior, se podŕıa trabajar con la serie estacionaria que
resulta de la transformación Wt = (1− B)dYt para calcular las predicciones. Una vez obtenidos
los pronósticos, se “deshace”la diferencia y se suman los términos para generar predicciones en
la serie original. Este procedimiento alternativo es válido básicamente porque la transformación
de la diferencia es un operador lineal.

En el caso de que se tenga un modelo ARIMA invertible, el error de pronóstico está determinado
por la misma relación que en el caso de los modelos estacionarios:

et(l) = It(l) =
l−1∑

j=0

ψjet+l−j (3.94)

Las ecuaciones para la media y la varianza de los procesos ARIMA invertibles son exactamente
las mismas que para los modelos estacionarios invertibles: ecuaciones 3.90 y 3.91. A diferencia de
lo que ocurre en los procesos ARMA, los pesos ψj no decaen a cero a medida que se incrementa
el valor de j.

3.5.4. Ĺımites de predicción

Además de realizar las predicciones es importante validar la precisión de las mismas. Esto se hace
generando un intervalo de confianza y dependiendo de su tamaño será la exactitud del pronóstico.
El intervalo se genera empleando el error de pronóstico et(l).

Como en los modelos ARIMA los términos de ruido blanco {et} son variables independientes e
idénticamente distribuidas de forma normal, el error de predicción tiene también una distribución
normal con media cero y varianza determinada por la ecuación 3.91. El estad́ıstico definido como:

et(l)√
V ar(et(l))

=
Yt+l − Ŷt(l)√

V ar(et(l))
(3.95)

tendrá una distribución normal estándar y se puede emplear para generar un intervalo de con-
fianza para el error del pronóstico. Hay que destacar que σ2

e y los coeficientes ψ’s necesitan
estimarseVIII para calcular la varianza del error, pero en el caso de muestras grandes las esti-
maciones modifican muy poco la distribución del estad́ıstico. Para un nivel de confianza dado
1 − α se pueden usar los percentiles −z1−α/2 y z1−α/2 de la distribución normal estándar para
establecer la probabilidad de encontrar estad́ıstico entre esos valores:
VIIIEn realidad las ψ se calculan a través de las estimaciones de los coeficientes φ y θ del respectivo modelo
ARMA.
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P

[
− z1−α/2 ≤

Yt+l − Ŷt(l)√
V ar(et(l))

≤ z1−α/2

]
= 1− α (3.96)

lo que lleva a:

P

[
Ŷt(l)− z1−α/2

√
V ar(et(l)) ≤ Yt+l ≤ Ŷt(l) + z1−α/2

√
V ar(et(l))

]
= 1− α (3.97)

De esta forma el intervalo de confianza del (1−α)100% respecto a la observación futura Yt+l es:

Ŷt(l)± z1−α/2

√
V ar(et(l)) (3.98)

3.5.5. Actualización de los pronósticos

Cuando se obtienen nuevas observaciones del proceso, es posible emplearlas para mejorar los
pronósticos hechos con anterioridad. Partiendo de que el origen de predicción es el tiempo t, el
pronóstico en el tiempo l + 1 se denota como Ŷt(l + 1). Una vez que se conoce el proceso en
el tiempo t + 1, se desea actualizar la predicción, que partiendo de este nuevo origen se escribe
como Ŷt+1(l). Para evitar hacer todo el procedimiento que se describió en las secciones 3.5.2 y
3.5.3, es posible deducir una expresión que facilita los cálculos.

Partiendo de la representación del proceso lineal truncado, se escribe el valor Yt+l+1 como:

Yt+l+1 = Ct(l + 1) + It(l + 1) = Ct(l + 1) +
l∑

j=0

ψjet+l+1−j (3.99)

Como Ct(l + 1) y et+1 dependen de Y1, Y2, . . . , Yt, Yt+1 mientras que et+2, et+3, . . . , et+l, et+l+1

son independientes de Y1, Y2, . . . , Yt, Yt+1, al aplicar Ŷt+1(l) = E(Yt+l+1|Y1, Y2, . . . , Yt, Yt+1) se
obtiene:

Ŷt+1(l) = Ct(l + 1) + ψlet+1 (3.100)

Por otro lado se tiene, por la ecuación 3.88, que Ct(l + 1) = Ŷt(l + 1). Además como et+1 =
Yt+1 − Ŷt(1), por la ecuación 3.80, Ŷt+1(l) se puede escribir como:

Ŷt+1(l) = Ŷt(l + 1) + ψ1(Yt+1 − Ŷt(1)) (3.101)

La relación anterior se conoce como ecuación general de actualización . Hay que notar que
el término (Yt+1 − Ŷt(1)) es el error de pronóstico en el tiempo una vez que la observación Yt+1

se hace presente.
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3.5.6. Predicciones ponderadas

Para modelos ARIMA donde no hay términos de promedios móviles, es claro cómo las predic-
ciones están determinadas expĺıcitamente por la serie Y1, Y2, . . . , Yt. Sin embargo, cuando existe
la parte correspondiente MA, los pronósticos involucran términos de ruido blanco (siempre que
l < q), por lo que la naturaleza de las predicciones en términos de los valores de la serie, está ocul-
ta. Es posible desenmascarar este comportamiento, invirtiendo el modelo ARIMA en términos
de Yt−1, Yt−2, . . . como lo establece la ecuación 2.63:

Yt = π1Yt−1 + π2Yt−2 + π3Yt−3 + · · ·+ et (3.102)

Por lo anterior, se tiene que Yt+1 queda como:

Yt+1 = π1Yt + π2Yt−2 + π3Yt−2 + · · ·+ et+1 (3.103)

Al calcular el valor esperado condicionado a los valores de la serie Y1, Y2, . . . , Yt, se obtiene el
pronóstico en un tiempo futuro:

Ŷt(1) = π1Yt + π2Yt−1 + π3Yt−2 + . . . (3.104)

En la situación de que se desee obtener la predicción a un tiempo futuro l, se tiene que calcular
la respectiva ecuación recursiva:

Ŷt(1) = π1Ŷt(l − 1) + π2Ŷt(l − 2) + π3Ŷt(l − 3) + . . . (3.105)

Las ecuaciones anteriores involucran sumas infinitas pero para cuestiones prácticas se toman los
pesos hasta el ı́ndice t−1, considerando que los parámetros πt, πt+1, . . . se vuelven despreciables.
Para un modelo ARIMA invertible los pesos π se pueden obtener de la siguiente relación:

et = π(B)Yt =
φp(B)(1−B)d

θq(B)
Yt =

ϕp(B)
θq(B)

Yt (3.106)

La ecuación anterior genera las siguientes fórmulas recursivas para obtener las π’s:

πj =

{∑min(j,q)
i=1 θiπj−i + ϕj para 1 ≤ j ≤ p + d∑min(j,q)
i=1 θiπj−i para j > p + d

(3.107)

3.5.7. Selección del modelo basado en los errores de pronóstico

En muchos casos es común encontrar varios modelos que son adecuados para representar el
proceso temporal que se está estudiando. Como se mencionó en la sección 3.3.3, existen algunas
técnicas que permiten elegir el mejor modelo de acuerdo a cierto criterio. Si la parte predictiva
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del modelo es de suma importancia, entonces se puede tener un criterio de selección basado en
los errores de pronóstico et(l) = Yt+l− Ŷt(l). Se introducen a continuación cuatro cantidades que
sirven para comparar las predicciones de los modelos, teniendo en cuenta que entre menor es el
valor, mejor es la predicción del modelo. En términos generales, la selección se hace considerando
el desempeño de los cuatro criterios.

1. Porcentaje de error medio (PEM):

PEM =
(

1
M

M∑

l=1

et(l)
Yt+l

)
100% (3.108)

2. Error cuadrático medio (ECM):

ECM =
1
M

M∑

l=1

(et(l))2 (3.109)

3. Porcentaje de error absoluto medio (PEAM):

PEAM =
(

1
M

M∑

l=1

∣∣∣∣
et(l)
Yt+l

∣∣∣∣
)

100% (3.110)

4. Error absoluto medio (EAM):

EAM =
1
M

M∑

l=1

|(et(l))| (3.111)

Para evaluar las cantidades descritas con anterioridad, por lo regular el origen de la predicción
está dentro de la misma serie Y1, Y2, . . . , Yt, es decir, en un cierto valor Yr donde r < t, para que
los pronósticos se puedan comparar con los valores restantes de la serie Yr+1, Yr+2, . . . , Yt. En
este caso, el valor M de las ecuaciones anteriores es M = t− r.



Caṕıtulo 4

Modelos ARIMA: robo de veh́ıculos
asegurados

En este caṕıtulo se presentan los análisis que se hicieron a los datos de robo de autos. Antes de
ajustar los modelos ARIMA se prepararon los datos y se clasificaron los estados de acuerdo al
crecimiento del robo de autos y al costo de la prima de seguro.

4.1. Clasificación de los estados

Se explica de forma ı́ntegra cuales fueron las técnicas involucradas en la regionalización de los
estados de la República Mexicana. Primero se describe el criterio empleado para generar la
clasificación. Después se detalla la técnica de agrupamiento jerárquico de aglomeración y se
explica cómo se implementó con los datos para ordenar los estados. Finalmente se describe la
regionalización final, la cual se obtiene con un refinamiento de la clasificación anteriormente
descrita.

4.1.1. Criterio de clasificación

El primer criterio para clasificar los datos fue el crecimiento o decrecimiento del robo de autos,
para ello se calculó la proporción de autos robados de la población asegurada para cada estado, y
con esta proporción relativa a los años 2008, 2009 y 2010, se estima la tasa anual del crecimiento de
robos para cada uno de los estados, utilizando un modelo de regresión lineal simple; la pendiente
de los ajustes lineales es la estimación del crecimiento o decrecimiento del robo de autos.

Para obtener la proporción de robos de los años 2008, 2009 y 2010, se necesitan los datos tanto de
las afectaciones de la cobertura de robo como de las unidades expuestas. Por esto, se procedió a
trabajar con las bases de datos para obtener esta información.

Hay que destacar cuatro aspectos importantes de esta mineŕıa de datos:

69
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1. Uno es relativo a las compañ́ıas. Para el cálculo de las proporciones se deseaba emplear toda
la información del sector asegurador mexicano. Sin embargo, se encontraron dos compañ́ıas
(una en el año 2008 y otra diferente en el año 2009) que presentaban inconsistencias en
sus datos de afectaciones de la cobertura de robo. Como no era práctico por cuestiones de
tiempo rectificar estos datos, fue necesario eliminar la información de estas compañ́ıas, en
esos años en espećıfico. Esta decisión no afecta significativamente las estimaciones finales,
ya que es muy poco lo que representan esos datos en la población total asegurada.

2. En el sector asegurador existen dos tipos de aseguramiento de veh́ıculos: contratos indi-
viduales de automóviles, y pólizas de forma grupal. Los contratos grupales por lo regular
se identifican como flotilla y generalmente son requeridos por empresas cuyos sus veh́ıculos
circulan por diversos estados. Aqúı se decidió utilizar solamente los datos de las pólizas
individuales, pues los contratos grupales podŕıan generar un sesgo, debido a que los autos
de flotilla tienen un patrón diferente en el robo de sus unidades, pues existe la posibilidad
de un robo fuera de la entidad de aseguramiento.

3. Otro aspecto que tuvo que ser tomado en consideración fue el coaseguro. Esta práctica
consiste en que dos o más compañ́ıas aseguradoras comparten cierta parte de un riesgo ase-
gurado(como se establece en Kass[27]); el porcentaje que asumen se determina de acuerdo
a los intereses particulares de cada empresa. En el 2010, se identificó que ciertas compañ́ıas
transfeŕıan el 100 % de su riesgo de robo de veh́ıculo a otra empresa. Si dos compañ́ıas están
en coaseguro, en las bases de datos aparece que cada empresa tiene ese riesgo cubierto, en
este caso un veh́ıculo asegurado. Para evitar duplicar la información, se decidió filtrar las
compañ́ıas que teńıan estos contratos de coaseguro del 100 %, pues en realidad, es la otra
entidad aseguradora quien asume toda la responsabilidad para resarcir el daño. Esta de-
cisión parece justificada por el hecho de que las 5 compañ́ıas que teńıan estos contratos de
coaseguro, son en realidad empresas pequeñas en el ámbito asegurador, que transfirieron
su riesgo a compañ́ıas más grandes.

4. Hay que mencionar que en el estudio se incluyen todos los tipos de veh́ıculos asegurados
con cobertura para robo de cualquier tipo, es decir, cualquier unidad automotora: veh́ıculos
de 4 puertas, camiones, tráileres y motocicletas, por mencionar algunos.

Generalmente se manejan las proporciones del robo de veh́ıculos en porcentajes, a lo que se
conoce también como frecuencia de robo:

Porcentaje o frecuencia de robo = Proporción de robo ∗ 100 (4.1)

En el cuadro 4.1 se muestran los porcentajes o frecuencias del robo de autos por estado y por
año.

Los valores del cuadro 4.1 se utilizaron para ajustar las 32 ecuaciones de recta, y obtener las
respectivas pendientes, que es uno de los principales objetivos. De acuerdo a Mendenhall[28], el
modelo de regresión lineal simple es:

yi = β0 + β1xi + εi (4.2)
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Estados 2008 2009 2010
Aguascalientes 0,29 0,33 0,38
Baja California 2,02 1,42 1,41

Baja California Sur 0,21 0,15 0,18
Campeche 0,35 0,20 0,17
Chiapas 0,65 0,46 0,52

Chihuahua 1,54 2,04 2,44
Coahuila 0,26 0,43 0,87
Colima 1,19 0,16 0,23

Distrito Federal 1,15 1,03 1,08
Durango 0,70 0,83 1,81

Estado de México 1,40 1,59 1,90
Guanajuato 0,87 0,38 0,31
Guerrero 1,61 1,49 1,63
Hidalgo 0,85 0,53 0,57
Jalisco 0,62 0,68 0,82

Michoacán 0,70 0,56 0,62
Morelos 1,07 1,13 1,33
Nayarit 0,46 0,30 0,49

Nuevo León 0,53 0,70 1,08
Oaxaca 0,96 0,74 0,60
Puebla 0,65 0,43 0,42

Querétaro 0,34 0,31 0,25
Quintana Roo 0,55 0,36 0,41

San Luis Potośı 0,30 0,30 0,54
Sinaloa 1,47 1,47 2,56
Sonora 0,56 0,43 0,55
Tabasco 0,75 0,75 0,75

Tamaulipas 0,65 0,53 1,26
Tlaxcala 0,59 0,54 0,73
Veracruz 0,54 0,39 0,55
Yucatán 0,30 0,10 0,07
Zacatecas 0,20 0,31 0,86

Cuadro 4.1: Frecuencias del robo de veh́ıculos asegurados (con cobertura para este delito) de los
estados de la República Mexicana en los años 2008, 2009 y 2010.
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donde yi son los valores de la variable dependiente, xi los valores de la variable independiente
o covariable, y εi son los términos de error que son variables aleatorias independientes que se
distribuyen de forma normal con media cero y varianza constante σ2. En el caso que compete, la
variable depediente es el porcentaje o la frecuencia de robo y la covariable es el tiempo en años.

De esta manera, empleando el paquete estad́ıstico R, se estimaron los parámetros de las respec-
tivas regresiones lineales simples como se establece en Faraway[29] y Verzani[30].

Los valores estimados del parámetro β1 para cada uno de los estados se indican en la figura 4.1,
en la cual se han ordenado las pendientes estimadas de menor a mayor. Se observan cantidades
negativas que indican un decrecimiento, valores que son pequeños al compararlos con los demás
que sugieren una estabilidad del fenómeno de robo y pendientes positivas que muestran una
tendencia de crecimiento.

Figura 4.1: Pendientes resultantes del ajuste lineal. Se han ordenado de menor a mayor.

Al revisar la gráfica 4.1 es posible determinar 5 grupos de crecimiento homogéneo, que se clasifican
como: decrecimiento alto (1), decrecimiento moderado(2), estable (3), crecimiento moderado (4),
crecimiento alto (5).

Esta clasificación se obtiene con el procedimiento conocido como Agrupamiento jerárquico de
aglomeración, técnica que se describe enseguida.

4.1.2. Agrupamiento jerárquico de aglomeración

El análisis de conglomerados (cluster analysis) es una técnica estad́ıstica utilizada para formar
o discernir grupos de observaciones homogéneas, permitiendo generar una clasificación. Existen
diversas técnicas y modelos para formar grupos. En el caso del presente estudio se decidió im-
plementar la técnica de agrupamiento jerárquico de aglomeración ; que es básicamente un
algoritmo heuŕıstico que se escogió debido a su implementación directa a través del software
estad́ıstico R, como se puede constatar en Everitt[3].

Esta técnica de clasificación inicia con n grupos de un solo elemento, y termina con un grupo
de n elementos. En cada paso se fusionan los dos grupos más cercanos. La cercańıa se puede
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medir con alguna de las distancias conocidas, cuya definición se puede encontrar en Everitt y
Landau[31]; para este trabajo se utiliza la distancia euclidiana entre dos puntos, entre un
punto y un conjunto y entre dos conjuntos.

El algoritmo consiste en lo siguiente:

Inicio: Se tienen G1, . . . , Gn grupos de un elemento:

1. Encontrar el par de grupos más cercanos Gi y Gj e integrarlos en un solo grupo Gi y borrar
Gj .

2. Si el número de grupos es igual a 1 parar, si no, regresar a 1.

Las distancias dij pueden formar una matriz cuya diagonal es igual a 0. En este caso, cada
unidad muestral (cada estado de la república) tiene un único valor asociado que corresponde a
la pendiente estimada, por lo que la medida utilizada entre dos puntos es el valor absoluto de su
diferencia. En general, en este trabajo se considera para la distancia entre dos grupos A y B que
tengan uno o más puntos, la fórmula (Everrit[3]):

dAB = max(dij) donde i ∈ A y j ∈ B (4.3)

donde dAB es la distancia entre los grupos A y B y dij es la distancia entre elementos de
los grupos. Las clasificaciones jerárquicas se pueden representar con diagramas bidimensionales
conocidos como dendrogramas, los cuales ilustran las fusiones en cada uno de los pasos. La
forma de los dendrogramas simula un árbol genealógico.

Como todos los algoritmos jerárquicos de agrupamiento reducen los datos a un solo grupo, se
tiene que decidir cuál es la cantidad de grupos que mejor se ajusta a los datos. Esto se puede
traducir en decidir a qué altura del dendrograma se debe “cortar”para tener un número óptimo
de grupos. En realidad es una decisión dif́ıcil. Un criterio puede ser elegir la distancia máxima de
las que se generan en el dendrograma y cortar ah́ı; la otra es determinar los grupos de acuerdo
a un número tentativo seleccionado con anterioridad.

Se aplicó este análisis de conglomerados a las pendientes que se obtuvieron de las regresiones
lineales. El procedimiento, que se implementó a través de R, fue generar primero la matriz de
distancias euclidianas, ecuación (4.3), para después emplearla en el algoritmo de agrupamiento
jerárquico de aglomeración. El dendrograma obtenido, usando un agrupamiento completo (dis-
tancia máxima), se muestran en la figura 4.2.

Sobre la figura se han sobrepuesto recuadros redondeados para indicar los estados que pertenecen
a cada una de las regiones.

Con esta regionalización, las primas de seguros de los estados en una misma zona no tienen un
comportamiento homogéneo, por lo que se consideró necesario hacer un refinamiento de esta
regionalización.
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Figura 4.2: Dendrograma que resulta de aplicar el algoritmo de agrupamiento jerárquico de aglomeración,
donde se muestra la clasificación de los estados en 5 zonas.

4.1.3. Obtención de series mensuales y clasificación final

Para calcular los porcentajes del robo de autos y posteriormente hacer la regionalización de los
estados de la república, se requirió tener el número total de autos asegurados. Esta información
no se teńıa en las bases de datos proporcionadas por la AMIS, y era necesario obtenerla. Sin
embargo, como la vigencia de las pólizas no inicia a un mismo tiempo, era dif́ıcil realizar un
conteo minucioso, por la cantidad de información involucrada y entonces se buscó una manera
de estimar este valor. En un principio se pensó aplicar varios cortes al mes y contar el número
de veh́ıculos asegurados en cada uno de esos momentos y con esas mediciones generar una mejor
estimación del total de autos asegurados por mes, pero la gran cantidad de cálculos, filtros y
operaciones requeridas, hizo que se desechara la idea. La estrategia seleccionada fue hacer un
solo corte al 15 de cada mes para determinar cuántas pólizas estaban vigentes en esa fecha;
este número de veh́ıculos asegurados se utilizó como una estimación de las unidades expuestas.
Además, por la misma razón, se decidió emplear solamente las compañ́ıas más importantes del
sector, pues la búsqueda de datos era necesaria implementarla en las bases de cada compañ́ıa, lo
que resultaŕıa en un arduo trabajo de extracción que llevaŕıa mucho tiempo realizar.

Una vez que se obtuvo con la estimación del total de veh́ıculos asegurados, se procedió a generar
las series de los indicadores mensuales de la frecuencia de robo y de la prima de riesgo por estado.

Al revisar los datos de los estados que pertenecen a un mismo grupo se encontró que, en términos
generales, el comportamiento de las gráficas que corresponden a cada estado dentro de una misma
zona es el mismo (por su tipo de crecimiento); sin embargo, la cantidad de prima mensual llegaba
a diferir considerablemente entre algunos estados que conformaban la misma región. Por lo tanto,
se decidió reagrupar dentro de la misma zona los datos de series con primas similares, para evitar
algún sesgo de la información.

Se calculó el promedio de la prima mensual de cada estado del último año. Al analizar este
promedio, se puede entender mejor el fenómeno. Por ejemplo, en la zona 3, de comportamiento
estable, el promedio de primas mensual para Guerrero es de $142.37, mientras que en otros estados
de la misma zona, como Campeche, Querétaro y Quintana Roo, el promedio es de $14.59, $23.39
y $23.54 respectivamente. Se ve que existe una diferencia considerable, por lo que la fusión de
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la información, provocaba que la prima mensual de Guerrero disminuyera demasiado y la de los
otros estados aumentara considerablemente.

Para hacer un refinamiento de la clasificación de los estados, se determinó que los valores mı́nimo
y máximo de los promedios de primas mensuales dentro de una misma zona no difirieran en más
de 40 pesos. Con fines de claridad, se muestra en el cuadro 4.2 cómo quedó la nueva clasificación.

De esta forma se pasaba de 5 a 13 zonas. Para fines prácticos este número era elevado y alguna
zonas quedaban con un solo estado, por lo que se decidió agruparlas y generar menos regiones.

Se pudieron fusionar las zonas 4C y 4D, porque a pesar de que la diferencia máxima fue de $46.3
pesos, al graficar los 4 estados se observó que durante todo el periodo las gráficas no estaban muy
alejadas y poséıan un comportamiento similar. Se intentó aplicar la misma técnica en las zonas
3C y 3D, pues la diferencia era similar, de $46.6 pesos. Sin embargo, al graficar el D.F. junto con
Guerrero, se apreciaron regiones en el tiempo donde las series difeŕıan considerablemente, esto
es, su comportamiento era diferente, pues si bien están en la región estable, el D.F. tiene una
pendiente negativa y Guerrero positiva.

Los grupos 2A y 4A, formados solamente por los estados de Yucatán y Aguascalientes, respecti-
vamente, se integraron al grupo 3A, porque al revisar gráficamente los datos de estos estados se
encuentra que tienen un comportamiento semejante. De esta manera, se redućıa el número a 10
grupos. Finalmente, Guerrero también estaba cercano a la región de crecimiento moderado, por
lo que se decidió graficar la serie con los estados cuyo promedio de prima era cercano, que eran
Morelos, Tamaulipas y Estado de México. Se vio que la gráfica de Guerrero estaba notablemente
cercana al comportamiento de las otras gráficas, por lo que se optó por agruparlas.

Con esto, quedaron 9 zonas, de las cuales sólo dos estaban compuestas por un solo estado: la 3C
por el D.F. y la 5B por Sinaloa. La clasificación final, que se puede ver gráficamente en la figura
4.3, es la siguiente:

Clasificación final:

Zona 1A: Baja California, Colima y Guanajuato.
Zona 2A: Hidalgo, Oaxaca y Puebla.
Zona 3A: Aguascalientes, Baja California Sur, Campeche, Querétaro, Quintana Roo
y Yucatán.
Zona 3B: Chiapas, Michoacán, Nayarit, Sonora, Tabasco y Veracruz.
Zona 3C: Distrito Federal.
Zona 4A: Coahuila, Jalisco, Nuevo León, San Luis Potośı, Tlaxcala y Zacatecas.
Zona 4B: Estado de México, Guerrero, Morelos y Tamaulipas.
Zona 5A: Chihuahua y Durango.
Zona 5B: Sinaloa.

Aunque no es un fenómeno que esté tan marcado, se puede ver que en la clasificación hay cierta
relación territorial, pues se observan varios grupos de estados vecinos que poseen el mismo color.

Además, se puede apreciar que las zonas 4 y 5 que indican un mayor crecimiento de robo están
en el norte de la república, mientras que en el centro y sur hay más estados de los sectores de
estabilidad y disminución del delito. El contraste visual se facilita, pues se escogieron colores
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Estados Pendiente Prima promedio en 2010 (pesos) Zona Nueva zona

Colima −0,480 23,90 1 1A

Baja California −0,306 60,58 1 1A

Guanajuato −0,279 23,55 1 1A

Oaxaca −0,177 37,48 2 2B

Hidalgo −0,139 62,38 2 2B

Puebla −0,117 40,93 2 2B

Yucatán −0,112 5,15 2 2A

Campeche −0,092 14,59 3 3A

Quintana Roo −0,072 23,54 3 3A

Chiapas −0,068 36,46 3 3B

Querétaro −0,046 23,39 3 3A

Michoacán −0,039 59,66 3 3B

Distrito Federal −0,033 96,38 3 3C

Baja California Sur −0,013 11,98 3 3A

Sonora −0,003 46,89 3 3B

Tabasco 0,001 46,77 3 3B

Veracruz 0,004 48,23 3 3B

Guerrero 0,010 142,99 3 3D

Nayarit 0,016 39,94 3 3B

Aguascalientes 0,046 20,14 4 4A

Tlaxcala 0,070 75,94 4 4B

Jalisco 0,098 68,88 4 4B

San Luis Potośı 0,122 52,19 4 4B

Morelos 0,129 121,86 4 4C

Estado de México 0,251 168,18 4 4D

Nuevo León 0,279 89,25 4 4B

Tamaulipas 0,306 140,80 4 4C

Coahuila 0,307 70,71 4 4B

Zacatecas 0,331 83,39 4 4B

Chihuahua 0,450 158,39 5 5A

Sinaloa 0,545 343,96 5 5B

Durango 0,555 144,54 5 5A

Cuadro 4.2: En la última columna se muestra la nueva clasificación. El orden de aparición de los
estados está determinado por el valor de su pendiente.
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Figura 4.3: Clasificación final de los estados.

cálidos para indicar el crecimiento de robo, y colores fŕıos para denotar su disminución.

4.2. Modelación de los indicadores

Una vez establecida la regionalización, se procedió al análisis de los indicadores siguiendo con
detalle la metodoloǵıa presentada en el caṕıtulo 3, con el objetivo de identificar cuál de los
procesos generadores introducidos en el caṕıtulo 2 modelaba cada una de las series en cuestión.

4.2.1. Indicadores por región

Una vez realizada la clasificación, se necesitaba obtener las series tanto de prima de riesgo mensual
como del porcentaje de robo; al definirse 9 grupos, se teńıan entonces que calcular 18 series
temporales mensuales, las cuales se muestran en los cuadros 4.3 y 4.4.

Se eligieron los modelos ARIMA para describir el comportamiento de los indicadores mensuales
de cada una de las regiones, tanto para la frecuencia como para la prima de riesgo. En algunas
regiones (en particular en la 2 y la 3) se encontró que las correlaciones y las autocorrelaciones
muestrales mostraban evidencia de que las series eran estacionarias; en estos casos se utilizó el
modelo ARMA para modelar su comportamiento. En las otras series se observaron tendencias
no constantes (en particular en las zonas 3, 4 y 5), por lo que se decidió de manera conveniente
emplear modelos ARIMA en estos casos. En la primera zona se observaron intervenciones, que
cambiaron la evolución del nivel de la serie; fue necesario integrarlas en los modelos para estimar
su efecto. Finalmente, en varias series temporales aparecieron datos at́ıpicos o aberrantes y su
análisis y estimación fue fundamental en el proceso de modelado.

Con la finalidad de que la presentación de los resultados no fuera tan extensa, se decidió escoger
una serie con cada una de las diferentes técnicas aplicadas. Los resultados para las zonas que no
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Tiempo 1A 2A 3A 3B 3C 4A 4B 5A 5B
2008-01 68.72 25.38 9.31 36.54 65.98 27.69 82.69 39.30 138.98
2008-02 47,96 38,91 10,13 23,03 67,20 25,63 63,99 59,68 94,55
2008-03 53,14 36,12 9,54 24,97 75,56 19,45 69,86 51,59 113,75
2008-04 49,92 26,84 14,32 23,80 78,61 24,04 77,14 36,72 131,08
2008-05 54,75 46,57 10,20 42,62 66,32 26,68 73,66 44,44 108,94
2008-06 47,89 47,89 17,59 31,92 62,64 29,00 78,51 59,31 103,60
2008-07 65,76 66,54 14,70 22,43 73,89 31,35 72,84 75,96 110,81
2008-08 64,23 54,63 14,20 33,59 75,07 32,43 71,09 99,25 59,34
2008-09 65,89 36,42 8,72 28,30 66,96 36,96 79,43 102,50 137,44
2008-10 58,38 61,33 8,62 49,08 86,79 34,86 80,93 114,39 214,39
2008-11 72,76 50,70 11,06 38,99 99,63 33,64 104,87 119,03 210,21
2008-12 76,04 44,89 15,63 46,06 95,19 35,61 89,46 135,57 345,35
2009-01 50,87 48,91 17,17 45,59 106,90 42,94 103,47 128,64 254,89
2009-02 55,02 40,45 11,79 38,38 90,07 42,57 83,86 112,05 221,09
2009-03 53,59 48,03 17,17 37,85 100,87 41,98 101,96 82,36 302,75
2009-04 60,58 29,54 14,84 31,93 91,42 39,72 89,23 103,83 189,64
2009-05 73,47 67,26 16,57 30,52 98,10 46,00 103,95 115,68 172,15
2009-06 69,97 42,02 12,90 30,79 96,72 36,01 112,09 92,48 150,44
2009-07 66,49 38,09 12,65 33,62 92,61 44,03 111,10 104,87 139,14
2009-08 57,89 44,44 18,88 38,25 97,66 47,67 110,61 107,34 160,99
2009-09 80,08 36,63 16,48 27,35 91,95 45,06 114,91 119,20 191,56
2009-10 70,27 37,36 17,36 34,21 103,97 54,04 124,42 126,27 208,72
2009-11 71,45 42,37 19,93 37,66 101,10 57,35 123,35 111,20 202,49
2009-12 83,57 45,30 17,63 41,96 101,37 72,78 122,71 122,43 305,45
2010-01 51,40 51,13 22,28 38,18 100,08 60,09 128,95 111,90 349,31
2010-02 30,29 29,16 17,73 39,70 91,05 51,17 123,67 112,01 260,79
2010-03 28,38 29,37 15,61 40,17 82,18 55,68 141,74 155,50 360,24
2010-04 34,32 50,92 16,13 33,85 78,72 59,78 143,31 96,05 335,65
2010-05 39,31 54,05 14,99 36,98 94,87 79,15 165,22 132,71 324,82
2010-06 29,20 47,95 14,91 41,44 101,46 82,46 150,81 114,11 334,22
2010-07 26,24 35,75 18,93 44,97 105,86 80,80 149,49 154,44 344,23
2010-08 30,36 55,59 15,52 47,91 106,08 91,85 176,93 202,76 322,52
2010-09 27,31 43,25 20,38 74,31 96,39 78,37 174,91 178,49 309,21
2010-10 39,67 42,41 20,85 53,78 102,51 91,16 186,58 221,15 346,54
2010-11 40,21 45,93 17,13 61,31 106,67 101,29 174,51 191,00 394,13
2010-12 34,47 52,46 14,16 70,46 90,74 90,53 169,27 196,32 445,80

Cuadro 4.3: Datos de las series de prima mensual por regiones; los valores son en pesos mexicanos.
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Tiempo 1A 2A 3A 3B 3C 4A 4B 5A 5B
2008-01 0.0961 0.0349 0.0188 0.0379 0.0779 0.0346 0.0780 0.0636 0.0887
2008-02 0.0778 0.0381 0.0161 0.0300 0.0781 0.0350 0.0677 0.0728 0.0772
2008-03 0.0753 0.0473 0.0178 0.0318 0.0788 0.0310 0.0805 0.0760 0.0802
2008-04 0.0859 0.0380 0.0215 0.0279 0.0841 0.0319 0.0727 0.0655 0.0792
2008-05 0.0926 0.0431 0.0182 0.0390 0.0788 0.0342 0.0699 0.0714 0.0918
2008-06 0.0789 0.0388 0.0218 0.0337 0.0770 0.0370 0.0758 0.0921 0.0688
2008-07 0.0915 0.0440 0.0203 0.0284 0.0808 0.0397 0.0716 0.0872 0.0956
2008-08 0.0937 0.0471 0.0174 0.0331 0.0839 0.0389 0.0732 0.1211 0.0594
2008-09 0.0923 0.0372 0.0153 0.0273 0.0743 0.0415 0.0839 0.1127 0.1198
2008-10 0.0859 0.0385 0.0142 0.0335 0.0895 0.0419 0.0881 0.1165 0.1423
2008-11 0.0903 0.0382 0.0154 0.0338 0.1096 0.0407 0.0954 0.1189 0.1324
2008-12 0.0810 0.0374 0.0139 0.0321 0.0926 0.0400 0.0855 0.1298 0.1799
2009-01 0.1028 0.0528 0.0279 0.0476 0.1395 0.0606 0.1228 0.1446 0.1665
2009-02 0.0978 0.0495 0.0256 0.0502 0.1275 0.0560 0.1133 0.1181 0.1470
2009-03 0.1020 0.0660 0.0279 0.0405 0.1446 0.0581 0.1240 0.1070 0.1637
2009-04 0.0932 0.0426 0.0331 0.0377 0.1227 0.0571 0.1206 0.1024 0.1079
2009-05 0.1177 0.0642 0.0235 0.0372 0.1361 0.0596 0.1269 0.1218 0.1137
2009-06 0.1039 0.0542 0.0285 0.0368 0.1363 0.0565 0.1290 0.1244 0.0940
2009-07 0.1122 0.0531 0.0180 0.0433 0.1414 0.0645 0.1367 0.1397 0.1138
2009-08 0.1074 0.0610 0.0228 0.0427 0.1368 0.0659 0.1408 0.1408 0.1081
2009-09 0.1353 0.0504 0.0252 0.0361 0.1357 0.0625 0.1482 0.1227 0.1192
2009-10 0.1217 0.0487 0.0288 0.0430 0.1478 0.0747 0.1434 0.1518 0.1259
2009-11 0.1068 0.0440 0.0287 0.0376 0.1387 0.0704 0.1445 0.1339 0.1260
2009-12 0.1023 0.0357 0.0221 0.0422 0.1125 0.0702 0.1183 0.1427 0.1628
2010-01 0.0412 0.0422 0.0189 0.0366 0.0941 0.0611 0.1112 0.1425 0.1885
2010-02 0.0332 0.0326 0.0182 0.0394 0.0886 0.0484 0.1085 0.1347 0.1643
2010-03 0.0398 0.0289 0.0184 0.0382 0.0839 0.0592 0.1252 0.1461 0.2165
2010-04 0.0378 0.0395 0.0199 0.0334 0.0842 0.0553 0.1147 0.1291 0.2130
2010-05 0.0429 0.0391 0.0191 0.0365 0.0935 0.0695 0.1328 0.1443 0.1900
2010-06 0.0392 0.0341 0.0226 0.0361 0.0982 0.0770 0.1324 0.1285 0.2160
2010-07 0.0275 0.0302 0.0222 0.0399 0.0991 0.0822 0.1337 0.1816 0.2159
2010-08 0.0326 0.0402 0.0192 0.0432 0.0961 0.0864 0.1461 0.2016 0.1859
2010-09 0.0334 0.0339 0.0173 0.0588 0.0912 0.0733 0.1441 0.1869 0.1862
2010-10 0.0437 0.0329 0.0208 0.0470 0.0959 0.0865 0.1547 0.2040 0.1928
2010-11 0.0411 0.0409 0.0164 0.0557 0.0940 0.0918 0.1496 0.1930 0.2298
2010-12 0.0398 0.0427 0.0209 0.0608 0.0859 0.0818 0.1461 0.1806 0.2383

Cuadro 4.4: Datos de las series de frecuencia de robo mensual de veh́ıculos de cada una de las
zonas.



CAPÍTULO 4. MODELOS ARIMA: ROBO DE VEHÍCULOS ASEGURADOS 80

se presentan de manera detallada, se incluyen en el apéndice A.

4.2.2. Modelado de algunas series representativas

La explicación minuciosa del modelado se realizará de la siguiente manera. Primero se estu-
diará una zona cuyos datos indican ser estacionarios, por lo que se aplicó el modelo ARMA;
después se detallarán los pasos para un modelo que contiene una ráız unitaria. Posteriormente se
analizará un proceso con tendencia lineal. Después se explicarán algunos de los pasos importantes
para modelar datos at́ıpicos. Al final se mencionará un caso donde se presentó una intervención
y cuál fue el proceso de estimación y modelado.

4.2.3. Proceso estacionario

Se seleccionó la serie temporal de la zona 2A del porcentaje de robo mensual como ejemplo del
procedimiento de modelación de un proceso ARMA.

1. Gráfica de la serie temporal

Porcentaje de robo mensual − Zona 2A
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Figura 4.4: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 2A.

Respecto al nivel de la media, se observa que la serie de datos se comporta de forma
estacionaria. Referente a la varianza, se percibe también una conducta estacionaria, lo que
significa que es posible que no sea necesaria ninguna transformación para estabilizarla. En
términos generales todos los datos aparentan ser regulares, aunque entre 2009,0 y 2009,5
parece haber uno at́ıpico.

2. FACM y FACPM de la serie temporal

Las gráficas de la figura 4.5 confirman la estacionariedad del proceso. La FAC muestral
exhibe un amortiguamiento senoidal, lo que indica la presencia de ráıces complejas en el
polinomio autorregresivo, por lo que el polinomio es al menos de orden 2. Este análisis, más
los dos rezagos significativos de la FACP muestral, sugieren un posible modelo ARMA(2,0)
como el proceso generador de la serie.
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Figura 4.5: Gráficas de FACM y de FACPM de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 2A.

3. Prueba de ráız unitaria

Aparte de lo que se puede inferir de las gráficas de ρ̂(FACM) y φ̂(FACPM) respecto a la
estacionariedad, es conveniente realizar una prueba estad́ıstica para verificar la hipótesis.
Se implementa la prueba de ADF con hipótesis alternativa de un proceso estacionario con
media distinta de cero (sección 3.1.1).

Se emplea un valor alto para el número de rezagos (12, para ser precisos), y el algoritmo
implementado en R solamente deja aquellos que son significativos mı́nimo al 10 %. El re-
sultado de la prueba arroja un valor p de 0.022 por lo que la hipótesis nula de ráız unitaria
se rechaza hasta el 2,5%. Este resultado confirma la estacionariedad.

4. Subconjunto óptimo

Para la búsqueda de un subcobjunto óptimo se aplica la técnica vista en la sección 3.3.3, la
cual combina el método de Hannan y Rissanen [21] con la regresión de pasos agigantados.
Se busca ajustar uno proceso ligeramente mayor en la parte AR, lo que permitirá confirmar
que el modelo propuesto incluye los rezagos que son realmente significativos.

Figura 4.6: Subconjunto óptimo para el modelo ARMA(2,0).

Se valida el modelo propuesto ARMA(2,0), ya que el rezago 2 está en los dos modelos que
poseen el menor BIC, mientras que el retardo 3 no aparece en éstos. Para la estimación, se
decide incorporar el rezago 1, pues está incluido en el segundo modelo, cuyo BIC es cercano
al valor del primer modelo.
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Parámetros φ1 φ2 µ

Estimación 0.2815 0.4284 0.0422
Error estándar 0.1452 0.1454 0.0036

Cuadro 4.5: Parámetros estimados del modelo ARMA(2,0) para el porcentaje de robo de la zona
2A.

Parámetros φ1 φ2 φ3 µ

Estimación 0.2410 0.4056 0.0829 0.0421
Error estándar 0.1670 0.1525 0.1702 0.0038

Cuadro 4.6: Sobreajuste en la dirección autorregresiva: modelo ARMA(3,0).

5. Estimación de los parámetros

La estimación se implementó en el software R, empleando la técnica estad́ıstica de máxima
verosimilitud. Los resultados se muestran en el cuadro 4.5.

Se observa que todos los términos son significativos respecto a su error estándar, por lo que
se procede al diagnóstico del modelo.

6. Sobreajuste

Se realizan dos sobreajustes, uno en la dirección autorregresiva y el otro en la de los
promedios móviles, como se sugiere en la sección 3.3.2. Los valores obtenidos se muestran
en los cuadros 4.6 y 4.7.

Los parámetros del modelo no vaŕıan de forma relevante en cada uno de los sobreajustes y
los que se incorporaban no eran significativamente distintos de cero, lo que es favorable al
proceso generador propuesto.

7. Análisis residual

Para validar el supuesto de normalidad, se obtuvieron las gráficas de los residuales contra
el tiempo y la de los cuantiles teóricos de una normal respecto a los muestrales, que se
muestran en la figura 4.7.

El comportamiento de los residuales estandarizados respecto al tiempo es de forma aleato-
ria, sin ningún patrón espećıfico. En la gráfica de los cuantiles, la mayoŕıa de los puntos caen
sobre la ĺınea de normalidad, aunque hay uno que se aleja un poco. Para darle formalidad
al apoyo visual, se aplica la prueba de Shapiro Wilk (Verzani [30]); se obtiene un valor de
p de 0.2758, por lo que no hay evidencia para rechazar la hipótesis nula de normalidad.

Parámetros φ1 φ2 φ3 µ

Estimación 0.3561 0.3919 -0.0956 0.0421
Error estándar 0.2646 0.1889 0.2722 0.0037

Cuadro 4.7: Sobreajuste en la dirección de promedios móviles, modelo ARMA(2,1).
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Figura 4.7: Gráficas para verificar la normalidad de los residuales.

Para investigar la correlación de los residuales se calcula la función de autocorrelación
muestral (figura 4.8). El comportamiento de la gráfica es similar al ruido blanco, lo que
confirma que los residuales no están correlacionados.

Figura 4.8: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

8. Búsqueda de valores at́ıpicos

A pesar de que al inicio del análisis se pensó que el valor de abril de 2009 podŕıa ser un dato
aberrante, al aplicar algoritmos en R para su búsqueda, se obtuvieron resultados negativos.
Es posible que el valor que está un poco alejado de la ĺınea de normalidad en la gráfica
Q-Q sea ese dato.

9. Modelo ajustado y pronóstico del último trimestre

Para ver cómo se comporta el modelo, en la figura 4.9 se muestra una gráfica del modelo
ajustado (puntos en azul) respecto a los datos originales (puntos en negro). Se quiso ver
cmo se comportaban los pronósticos del modelo, realizando predicciones en un periodo que
contiene valores observados, por lo que en la gráfica también se incluyen los pronósticos del
último trimestreI (puntos en rojo).

Los valores ajustados no distan mucho de los observados. El pronóstico del último trimestre
es aceptable, ya que las observaciones están dentro de los intervalos de confianza al 95%
(puntos en verde).

ISe decide considerar solamente el último trimestre, porque se tienen pocos datos.
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Modelo ajustado y pronósticos con origen en septiembre 2010 − Zona 2A
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Figura 4.9: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

11-1 11-2 11-3 11-4 11-5 11-6 11-7 11-8 11-9 11-10 11-11 11-12
0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042

Cuadro 4.8: Pronósticos de cada uno de los meses de 2011 del modelo propuesto ARMA(2,0).

10. Pronóstico de un año

Por último se realiza el pronóstico de todo el año 2011. En la figura 4.10 se muestra la
serie temporal con las predicciones de 12 meses por delante con sus respectivos intervalos
de confianza al 95 %.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010 − Zona 2A
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Figura 4.10: Pronósticos mensuales de un año para la serie temporal del porcentaje de robo de
la zona 2A. El proceso generador de los datos se identificó como ARMA (2,0).

Los valores de las predicciones de los respectivos meses están en el cuadro 4.8.

Finalmente, para obtener una estimación anual, se suman las predicciones del cuadro 4.8,
obteniéndose un valor del porcentaje de robo para 2011 de 0.5054 con una desviación
estándar estimada de 0.0989 , que se calcula sumando los valores de los errores estándar
de los pronósticos mensuales.
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4.2.4. Proceso no estacionario (ráız unitaria)

Se escogió la serie temporal de la zona 5A de la frecuencia de robo mensual para ejemplificar la
metodoloǵıa de modelación de un proceso ARIMA.

Metodoloǵıa

1. Gráfica de la serie temporal

Porcentaje de robo mensual − Zona 5A
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Figura 4.11: Serie temporal del porcentaje de proporción de robo mensual de la zona 5A.

Se percibe una tendencia creciente en la serie, es decir, se tiene un proceso no estacionario en
la media. Por otro lado, la varianza se comporta de forma estable, por lo que se trabajará con
los datos sin transformar. Aparentemente no hay datos aberrantes, aunque julio de 2010
podŕıa ser irregular.

2. FACM y FACPM de la serie temporal
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Figura 4.12: FACM y FACPM de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 5A.

La tendencia mostrada en las gráficas de la figura 4.12 indica un comportamiento no esta-
cionario: decaimiento lineal de la FACM y un primer retardo grande en la FACPM. Hay
que verificar si este comportamiento es debido a alguna ráız unitaria en el proceso o se
presenta estacionariedad respecto a una tendencia lineal.
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3. Prueba de ráız unitaria

Se aplica la prueba ADF para ver si el proceso tiene una ráız unitaria, con la hipótesis
alternativa de un proceso estacionario respecto a una tendencia lineal.

De igual forma como ocurrió con la prueba ADF del proceso estacionario que se modeló en
la sección anterior, se usó un valor grande de rezagos (10 en este caso), ya que el algoritmo
en R deja aquellos que son significativos mı́nimo al 10 %. Se obtiene un valor p que es mayor
a 0.1, por lo que no hay evidencia para rechazar la hipótesis de ráız unitaria en el proceso.

4. FACM y FACPM de la primera diferencia de la serie temporal
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Figura 4.13: Gráficas de la FACM y FACPM de la primera diferencia de la serie.

Aunque no está muy marcado, en la FAC muestral se percibe un amortiguamiento senoidal;
el primer rezago es significativo (-0.352), después hay un decaimiento (2,3 rezagos) y después
comienza a crecer de nuevo (4,5,6,7,8) rezagos para después repetir el mismo proceso. Cabe
destacar que el rezago 8 es significativo (-0.363). Por otro lado, en la FACP muestral se
aprecia que el retraso 1 y 8 son significativos (-0.352 y -0.381 respectivamente) y el 4 es
muy alto (-0.352). Por todo lo anterior, es posible que el modelo tenga hasta el retardo 8
en la parte AR. El modelo propuesto es un ARIMA (8,1,0) o algún subconjunto de él.

5. Subconjunto óptimo

De nueva cuenta se aplica la técnica que combina el método de Hannan y Rissanen [21] con
la regresión de pasos agigantados de Furnival y Wilson [22] para encontrar el subconjunto
óptimo.

Se busca el subconjunto tomando un modelo ligeramente mayor en la parte AR, digamos
un ARIMA (9,1,0), para confirmar que se incluyen los rezagos adecuados.

Los parámetros que aparecen en los primeros modelos son el φ4 , φ8 y µ; los demás no se
considerarán en el modelado, a excepción del que aparece desde el tercer subconjunto, con
un valor de BIC cercano al del segundo modelo. Con esto se valida que el proceso generador
es un subconjunto del proceso ARIMA (8,1,0).

6. Estimación de los parámetros

Al estimar el subconjunto propuesto, se vio que el parámetro φ6 no era significativamente
distinto de cero, por lo que tuvo que ser removido, y se reestimó el modelo con los términos
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Figura 4.14: Subconjunto óptimo para el modelo ARIMA (9,1,0).

Parámetros φ4 φ8 µ

Estimación -0.3355 -0.5673 0.0031
Error estándar 0.1445 0.1556 0.0014

Cuadro 4.9: Estimaciones del subconjunto ARMA (8,1,0) para el porcentaje de robo de la zona
5A.

restantes. Los resultados de la estimación de máxima verosimilitud (implementados en R)
están en el cuadro 4.9.

Se observa que todos los términos son significativos respecto a su error estándar, por lo que
se procede al diagnóstico del modelo a través del sobreajuste y el análisis residual.

7. Sobreajuste

Se realizan dos sobreajustes, uno en la dirección AR y el otro en la MA, como se muestra
en los cuadros 4.10 y 4.11.

Los parámetros del modelo no vaŕıan de forma relevante en cada uno de los sobreajustes,
lo que es un buen indicador. En los dos casos se puede ver que los parámetros aumentados
tienen un valor semejante a su error estándar, por lo que no existe evidencia suficiente para
rechazar que estos parámetros sean diferentes de cero; en estas circunstancias se decide
continuar con el primer modelo.

8. Análisis residual

Se elaboraron las gráficas de los residuales contra el tiempo y la de los cuantiles teóricos
de una normal respecto a los muestrales, para validar la suposición de normalidad (figura
4.15).

En la gráfica de los residuales estandarizados contra el tiempo no se observa ninguna
tendencia marcada. En la otra, casi todos los puntos caen sobre la ĺınea que marca la

Parámetros φ4 φ8 φ9 µ

Estimación -0.3683 -0.5136 0.2114 0.0033
Error estándar 0.1409 0.1609 0.1648 0.0015

Cuadro 4.10: Sobreajuste en la dirección autorregresiva: subconjunto del modelo ARIMA (9,1,0).
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Parámetros φ4 φ8 φ1 µ

Estimación -0.3738 -0.5053 -0.3597 0.0032
Error estándar 0.1504 0.1695 0.2108 0.0009

Cuadro 4.11: Sobreajuste en la dirección de promedios móviles: subconjunto de modelo
ARIMA(8,1,0).

Figura 4.15: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

tendencia normal, aunque hay uno que está relativamente lejos. La prueba de Shapiro Wilk
arroja un valor de p de 0.3698, por lo que no se puede rechazar la hipótesis de normalidad.

Figura 4.16: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Se calcula la función de autocorrelación muestral (figura 4.16). Efectivamente, el compor-
tamiento de la gráfica es similar al ruido blanco, lo que confirma que los residuales no están
correlacionados.

9. Búsqueda de valores at́ıpicos

Se implementó la búsqueda de valores irregulares del tipo AO e IO. No se encontró ninguno,
a pesar de que se créıa que el valor de 2010.5 podŕıa ser un at́ıpico.

10. Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre

Se busca comparar el modelo ajustado con la serie temporal (figura 4.17). De nueva cuenta,
se realizan predicciones del último trimestre de 2010, para contrastarlas con los datos de
ese periodo.

Los valores ajustados (puntos azules) son cercanos a la serie (puntos negros). Los dos
primeros pronósticos (puntos rojos) son muy cercanos a las observaciones, mientras que el
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Modelo ajustado y pronósticos con origen en septiembre 2010 − Zona 5A
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Figura 4.17: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

11-1 11-2 11-3 11-4 11-5 11-6 11-7 11-8 11-9 11-10 11-11 11-12
0.182 0.192 0.174 0.172 0.187 0.183 0.200 0.215 0.220 0.227 0.242 0.250

Cuadro 4.12: Pronósticos de cada uno de los meses del 2011 del modelo propuesto ARMA (2,0).

tercero no dista mucho. En general el pronóstico es aceptable, pues los tres datos están
dentro del intervalo de confianza del 95 % (puntos verdes).

11. Pronóstico de un año

Se realizan las predicciones de 12 periodos por delante con origen en diciembre de 2010,
que se muestran en la figura 4.18.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010 − Zona 5A
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Figura 4.18: Pronósticos mensuales de un año para la serie temporal de la frecuencia de robo de
la zona 5A. El proceso generado se identificó como un subconjunto de un ARIMA (8,1,0).

Los pronósticos de los respectivos meses están en el cuadro 4.12.

Por último, para obtener una estimación de todo el año, se suman las predicciones del
cuadro 4.12, calculándose un valor del porcentaje de robo en 2011 de 2.4438 con una
desviación estándar estimada de 0.3486 .
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4.2.5. Proceso estacionario respecto a una tendencia lineal

Para ejemplificar la modelación de un proceso estacionario respecto a una tendencia lineal, se
eligió la serie del porcentaje de robo mensual de la zona 5B.

Metodoloǵıa

1. Gráfica de la serie temporal

Porcentaje de robo mensual − Zona 5B
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Figura 4.19: Serie temporal del porcentaje de robo de la zona 5B.

Se observa un crecimiento en la serie, por lo que se tiene un proceso que no es esta-
cionario(figura 4.19). No se percibe que se necesite transformar los datos para estabilizar la
varianza. A simple vista no se ven datos irregulares, aunque se podŕıa sospechar del punto
de septiembre de 2008.

2. FACM y FACPM de la serie temporal
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Figura 4.20: FACM y FACPM de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 5B.

El comportamiento de las gráficas de la figura 4.20 es el esperado, pues el proceso no es
estacionario en media. Hay que determinar si esta conducta es debida a una tendencia
estocástica o determinista.

3. Prueba de ráız unitaria

Se aplica la prueba de ráız unitaria de ADF tomando como proceso alternativo una tenden-
cia lineal. Usando 6 rezagos y la misma condición de mantener aquellos que son significa-
tivos al 10 %, se obtuvo un valor p de 0.029; se establece que hay evidencia suficiente para
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Parámetros β0 β1

Estimación -98.49 0.049
Error estándar 10.94 0.00542

Valor p 1.58e-10 1.53e-10

Cuadro 4.13: Parámetros estimados de la regresión lineal simple del porcentaje de robo de la
zona 5B.

rechazar la presencia de una ráız unitaria al 5% de significancia, y considerar un proceso
estacionario alrededor de una tendencia lineal.

Para medir la tendencia en esta serie, se estima un modelo de regresión lineal simple con
el tiempo como variable independiente (ecuación 2.88). A la serie original se le resta la
ecuación estimada y con esto se obtiene una nueva serie que se espera sea estacionaria.

4. Ajuste de tendencia lineal

El ajuste lineal, tomando como covariable el tiempo y variable dependiente la frecuencia
robo se observa en el cuadro 4.13.

Los parámetros son estad́ısticamente significativos, como se puede constatar por su error
estándar y el valor p del estad́ıstico t.

5. Análisis de los residuales de la regresión lineal

Figura 4.21: FACM y FACPM de los residuales del ajuste lineal.

Como se observa en la gráfica de la función de autocorrelación muestral (figura 4.21), los
residuales están correlacionados. Se observa un comportamiento senoidal, lo que establece
que existen ráıces complejas, por lo que al menos se tienen dos términos autorregresivos.
La FACP muestral posee dos retardos significativos, el primero (0.566) y el cuarto (-0.421).
Sintetizando el análisis anterior, el proceso generador podŕıa ser un AR con hasta 4 rezagos
significativos.

6. Subconjunto óptimo para el modelo ARMA de los residuales de la regresión
lineal

Se busca el subconjunto óptimo para el modelo estacionario de los residuales (figura 4.22).
De nueva cuenta, se realiza una búsqueda a partir de un modelo con un parámetro más, es
decir un ARMA(5,0), para validar el proceso propuesto.

Efectivamente, el parámetro φ5 no es significativo en los primeros cuatro modelos que son
los que minimizan el BIC, confirmando la hipótesis. El subconjunto propuesto incluye a
los términos φ1, φ2, y φ4, pues están en los primeros 4 modelos (aunque φ2 no aparece
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Figura 4.22: Subconjunto óptimo para el modelo ARMA(5,0) de los residuales

Parámetros φ1 φ2 φ4

Estimación 0.4668 0.3655 -0.3973
Error estándar 0.1421 0.1593 0.1277

Cuadro 4.14: Estimaciones del subconjunto del proceso ARMA (4,0) para los residuales de la
regresión lineal de la serie del porcentaje de robo mensual de la zona 5B.

en el tercero y cuarto, se decide integrarlo en la estimación, pues está en el primero). El
parámetro φ3 queda fuera de la estimación. Por los resultados anteriores se elige ajustar
un subconjunto del proceso ARMA(4,0) a los residuales de la regresión lineal.

7. Estimación de los parámetros del modelo ARMA a los residuales de la regresión
lineal

En la estimación del subconjunto propuesto, el término µ no fue significativamente distinto
de cero, por lo que se quitó del modelo. El nuevo subconjunto estimado, empleando máxima
verosimilitud, se aprecia en el cuadro 4.14.

Se ve que todos los parámetros son significativamente distintos de cero respecto a su error
estándar, por lo que se procede al diagnóstico del modelo.

8. Sobreajuste del modelo ARMA de los residuales de la regresión lineal

Se realizan los sobreajustes en la dirección autorregresiva y en la de promedios móviles.
Los resultados se muestran en los cuadros 4.15 y 4.16.

El sobreajuste en la dirección de AR fue satisfactorio. En la dirección de MA se presentaron
dos problemas: el término φ2 no fue relevante y el parámetro θ1 es significativo. A pesar
de estos problemas, se continuará con el modelo, a reserva de lo que ocurra en el análisis
residual.

Parámetros φ1 φ2 φ4 φ5

Estimación 0.4238 0.3914 -0.3394 -0.0972
Error estándar 0.1562 0.1627 0.1568 0.1531

Cuadro 4.15: Sobreajuste en la dirección autorregresiva: modelo ARMA(5,0).
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Parámetros φ1 φ2 φ4 θ1

Estimación 0.7703 0.1871 -0.3763 -0.4252
Error estándar 0.2818 0.2476 0.1129 0.3229

Cuadro 4.16: Sobreajuste en la dirección de promedios móviles: modelo ARMA(4,1).

9. Búsqueda de datos at́ıpicos en el modelo ARMA para los residuales de la re-
gresión lineal

No se encontró ningún valor irregular en el proceso estacionario respecto a la tendencia
lineal.

10. Análisis residual del modelo ARMA de los residuales de la regresión lineal

Se elaboraron las gráficas de los residuales del ajuste del modelo ARMA del proceso esta-
cionario alrededor de la tendencia lineal, para validar la suposición de normalidad (figura
4.23).

Figura 4.23: Gráficas para verificar la normalidad de los residuales del ajuste del modelo ARMA
del proceso estacionario respecto a una tendencia lineal.

En la gráfica de los residuales contra el tiempo se observa un comportamiento aleatorio. La
mayoŕıa de los residuales caen sobre la ĺınea de normalidad, aunque hay algunos que están
ligeramente separados. La prueba de Shapiro-Wilk resulta en un valor p de 0.2237, por lo
que no hay evidencia suficiente para rechazar la hipótesis nula de una distribución normal.

Se calcula la función de autocorrelación muestral para ver que realmente se tiene un compor-
tamiento de ruido blanco (figura 4.24). Se observa que no hay correlación de los residuales
del modelo ARMA.

11. Estimación del modelo estacionario respecto a una tendencia lineal

Una vez que se tiene el proceso ARMA que modela la correlación de los residuales, hay
que estimar todos los parámetros del modelo estacionario respecto a la tendencia lineal; al
incluirlos todos, los valores difieren sólo un poco de aquellos que se estimaron con anterio-
ridad, como se observa en el cuadro 4.17.

12. Búsqueda de valores at́ıpicos y análisis residual

Una vez estimado el modelo en conjunto, se procedió a la búsqueda de valores at́ıpicos,
con resultados negativos. Se analizó también que el modelo cumpliera con los supuestos de
normalidad y no correlación como se observa en las gráficas de las figuras 4.25 y 4.26.
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Figura 4.24: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ARMA del proceso
estacionario respecto a una tendencia lineal.

Parámetros φ1 φ2 φ4 β0 β1

Estimación 0.4673 0.3738 -0.4012 -101.1348 0.0504
Error estándar 0.1325 0.1362 0.1260 1014.2269 0.0071

Cuadro 4.17: Parámetros del modelo estacionario ARMA (4,0) respecto a una tendencia lineal.

Figura 4.25: Gráficas para verificar la normalidad del modelo estacionario respecto a una ten-
dencia lineal.

Figura 4.26: FACM de los residuales del modelo estacionario respecto a una tendencia lineal.
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La normalidad se confirma con la prueba de Shapiro obteniéndose un valor p de 0.1617. En
la figura 4.26 se observa que no hay correlación significativa de los residuales.

13. Modelo ajustado y pronóstico del último trimestre

La figura 4.27 muestra el modelo ajustado, los datos originales y las predicciones del último
trimestre.

Modelo ajustado y pronósticos con origen en septiembre 2010 − Zona 5B
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Figura 4.27: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Los valores ajustados parecen cercanos a los datos de la serie temporal. Sólo la primera
predicción es cercana al valor real; las otras dos están un poco distantes, y los intervalos de
confianza no incluyen a los datos. Es posible que esto se deba al crecimiento pronunciado
del valor de noviembre de 2010 respecto al valor de octubre de 2010.

14. Pronóstico de un año

Finalmente se calcula el pronóstico del año 2011, que se ilustra en la figura 4.28.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010  − Zona 5B
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Figura 4.28: Pronósticos mensuales para un año de la serie temporal del porcentaje de robo men-
sual de la zona 5B. El proceso generador de los datos se identificó como estacionario ARMA(4,0)
respecto a una tendencia lineal.

Los valores de los pronósticos de los respectivos meses están en el cuadro 4.18.

Por último, se suman las predicciones para obtener la estimación anual de la frecuencia de
robo de todo el 2011 de 3.0451 con una desviación estándar de 0.3061 .
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11-1 11-2 11-3 11-4 11-5 11-6 11-7 11-8 11-9 11-10 11-11 11-12
0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042 0.042

Cuadro 4.18: Pronósticos de cada uno de los meses del 2011 del modelo estacionario ARMA(4,0)
alrededor de una tendencia lineal.

4.2.6. Datos at́ıpicos

La búsqueda de valores at́ıpicos es importante, pues la inclusión de los datos irregulares puede
cambiar la estimación de los parámetros, dándose el caso de que el proceso generador cambie
al volverse irrelevantes algunos términos. Para ejemplificar la modelación de datos at́ıpicos, se
seleccionó la serie temporal de prima de riesgo mensual de la zona 3B.

No se mostrará toda la metodoloǵıa, pues se identificó que el proceso generador de los datos teńıa
una ráız unitaria, lo cual ya se explicó en la sección 4.2.4. Simplemente se presenta la gráfica
de la serie (para observar el dato irregular), cuáles son sus parámetros al estimarlo sin incluir el
at́ıpico y qué valores se consiguen al incorporarlo.

1. Gráfica de la serie temporal

Figura 4.29: Serie temporal de prima de riesgo mensual de la zona 3B.

A grandes rasgos se logra identificar un ligero crecimiento de la serie (figura 4.29), que
al hacer las respectivas pruebas, era debido a una tendencia estocástica en el proceso.
Se trabajó con los datos tal cual están, pues no se observa que la varianza sea inestable
durante todo el proceso. A simple vista, se observa un valor que resalta pues posee un
comportamiento irregular: septiembre de 2010.

2. Estimación de los parámetros

Durante el modelado de la serie, se identificó al modelo ARIMA (1,1,0) como el proceso
generador de los datos. La estimación de los términos, sin tomar en cuenta que el dato de
septiembre de 2010 puede ser un at́ıpico, está en el cuadro 4.19.

El término φ1 es significativo, y no se puede rechazar que µ sea igual a cero. Las pruebas de
normalidad arrojaron resultados que hacen rechazar la normalidad, esto podŕıa ser causado
por el dato aberrante.
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Parámetros φ1 µ

Estimación -0.4607 1.0269
Error estándar 0.1542 0.9846

Cuadro 4.19: Parámetros estimados del modelo ARIMA (1,1,0) para la prima mensual de riesgo.

Parámetros φ1 AO

Estimación -0.4167 20.1549
Error estándar 0.1645 7.3447

Cuadro 4.20: Parámetros estimados del modelo ARIMA (1,1,0). AO es la estimación del valor
at́ıpico.

3. Búsqueda de valores at́ıpicos

Al implementar la búsqueda de valores aberrantes a través de las funciones implementadas
en el paquete estad́ıstico R, se encontró uno del tipo AO en septiembre de 2010.

4. Estimación de los parámetros considerando el valor at́ıpico

Al incluir el valor irregular en la estimación, el parámetro µ se vuelve insignificante, por lo
que se retira de la estimación considerándolo como cero. Los resultados finales se observan
en el cuadro 4.19.

Ambas estimaciones son significativamente distintas de cero. El término φ1 se reduce ligera-
mente respecto a la estimación anterior. Una vez calculados estos valores, la metodoloǵıa
de modelación continua de forma normal.

4.2.7. Análisis de intervención

Durante el análisis se notó que las series temporales de la zona 1A (tanto la de primas men-
suales como de frecuencias de robo) mostraban una disminución considerable en su nivel de la
media, principalmente después de 2010. Por esta razón se decidió implementar un análisis de
intervención, para cuantificar y estimar esta disminución.

Como se explicó en la sección 3.4.1, es necesario identificar primero el proceso generador de
los datos del periodo de pre-intervención. Una vez determinado, se analiza cuál es la variable
que produce el efecto de intervención, para estimarla. Para ejemplificar esta técnica, se seleccio-
nó la serie de porcentaje de proporción de robo mensual de la zona 1A. No se detallará sobre
la modelación de los datos pre-intervenidos, pues resultó ser un proceso estacionario, que se
explicó con detalle en la sección 4.2.3. Se presentará la gráfica de la serie (para observa la cáıda
en la media) mencionando cuál es el modelo antes de la intervención, para posteriormente estimar
la variable que produjo esa respuesta espećıfica.

1. Gráfica de la serie temporal

A simple vista se vuelve evidente que a inicios de 2010, ocurrió algún fenómeno que alteró de
forma considerable el nivel de la media (figura 4.30). Antes de esa fecha, se observa un
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Porcentaje de proporción de robo mensual − Zona 1A
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Figura 4.30: Serie temporal de porcentaje de robo mensual de la zona 1A.

Parámetros φ1 φ4 φ5 µ

Estimación 0.6352 0.7033 -0.5605 0.0980
Error estándar 0.1497 0.1530 0.2006 0.0067

Cuadro 4.21: Parámetros estimados del modelo ARMA (5,0) para el periodo antes de la inter-
vención de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 1A.

comportamiento estable y estacionario tanto en media como en varianza. No se perciben
datos irregulares, ni antes ni después de la intervención.

2. Modelo antes de la intervención

Usando las técnicas de modelado de procesos estacionarios, se determinó que el proceso
ARMA (5,0) es aquel que genera los datos antes de la intervención. A pesar de que son
pocos datos (n = 24), la identificación fue satisfactoria. La estimación de los respectivos
parámetros, empleando máxima verosimilitud, se puede ver en el cuadro 4.21.

Se tiene que todos los parámetros son significativamente distintos de cero. El modelo pasa
de forma adecuada los diagnósticos, tanto de sobreajuste como el análisis residual. No se
encontraron valores irregulares. Se procede a estimar el modelo de intervención.

3. Modelo de intervención

Al observar detalladamente la gráfica de los datos (figura 4.30), se ve que el efecto de la in-
tervención se mantiene durante todo el año 2010. Por esta razón, se escoge como variable de
intervención aquella que produce un efecto permanente en la media, que básicamente es una
función escalón multiplicada por el parámetro ω (ecuación 3.39), el cual se estimará para
medir el efecto de la intervención. Los resultados del ajuste del modelo empleando máxima
verosimilitud se exhiben en el cuadro 4.22.

4. Pronóstico de un año

Finalmente se calcula el pronóstico de doce periodos por delante con origen en diciembre
de 2010, que se ilustra en la figura 4.31.

Los valores de las predicciones de los respectivos meses se ven en el cuadro 4.23.
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Parámetros φ1 φ4 φ5 µ I

Estimación 0.5937 0.5782 -0.3403 0.1013 -0.0719
Error estándar 0.1325 0.1566 0.1627 0.0074 0.0088

Cuadro 4.22: Parámetros estimados del modelo de intervención para la frecuencia de robos de la
zona 1A.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010 − Zona 1A
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Figura 4.31: Pronósticos mensuales de un año para la serie temporal del porcentaje de robo
mensual de la zona 1A. Se modeló la cáıda en la media del proceso a partir del 2010.

11-1 11-2 11-3 11-4 11-5 11-6 11-7 11-8 11-9 11-10 11-11 11-12
0.044 0.052 0.045 0.044 0.039 0.043 0.040 0.038 0.035 0.038 0.036 0.036

Cuadro 4.23: Pronósticos de cada uno de los meses de 2011 del modelo de intervención ARIMA
(5,0,0) para la serie del porcentaje de robo de la zona 1A.
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La estimación anual de la frecuencia de robo del 2011 es de 0.4905 con una desviación
estándar de 0.1362 .

4.3. Resultados: modelos ARIMA para cada indicador

En la sección anterior se explicó de forma exhaustiva cuál fue la metodoloǵıa de modelación
para algunas series temporales representativas de los diversos procesos que se encontraron. En
la primera parte de este apartado se van a mostrar los resultados finales, es decir, cuáles fueron
los procesos generadores en cada una de las zonas, tanto para las series de prima mensual como
para las de porcentaje de robo. Como se mencionó con anterioridad, las gráficas y los resultados
que llevaron a cada modelo se incluyen en el apéndice A, como complemento del análisis, pero
sin una explicación tan detallada. En la última parte de esta sección se muestran finalmente los
pronósticos anualizados para cada zona y cada indicador, aśı como los valores anuales de los años
anteriores, con fines comparativos.

4.3.1. Procesos generadores

A continuación se enlistan los modelos ARIMA de cada una de las 18 series analizadas con las
respectivas estimaciones de sus parámetros. Se presentarán primero las primas de riesgo mensual,
para posteriormente introducir los procesos de las series de porcentaje de robo.

Modelos para las primas de riesgo mensual:

Zona 1A ARIMA(1,0,0) con intervención en febrero de 2010

Parámetros: φ1(0.2350) µ(62.74) I(−29.68)

Zona 2A ARIMA(9,0,0) con dato at́ıpico IO en mayo de 2009

Parámetros: φ1(−0.30) φ9(−0.51) µ(43.58) I0(23.46)

Zona 3A ARIMA(8,0,0)

Parámetros: φ1(0.40) φ8(0.39) µ(14.82)

Zona 3B ARIMA(1,1,0) con dato at́ıpico AO en septiembre de 2010

Parámetros: φ1(−0.42) A0(20.16)

Zona 3C ARIMA(6,1,0)

Parámetros: φ1(−0.22) φ6(−0.23)

Zona 4A ARIMA(5,1,0)

Parámetros: φ1(−0.38) φ5(0.34) µ(1.90)
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Zona 4B ARMA(2,0) respecto a tendencia lineal con at́ıpico AO en enero de 2008

Parámetros: φ1(0.19) φ2(0.28) β0(80476.84) β1(40.11) A0(23.85)

Zona 5A ARIMA(5,1,0)

Parámetros:φ1(−0.32) φ4(−0.26) φ5(0.29) µ(4.69)

Zona 5B ARIMA(8,1,0)

Parámetros:φ1(−0.43) φ2(−0.27) φ3(0.28) φ6(−0.36) φ7(−0.34) φ8(−0.34)

Modelos para los porcentajes de robo mensual:

Zona 1A ARIMA(5,0,0) con intervención en enero 2010

Parámetros: φ1(0.90) φ4(0.25) φ5(−0.32) µ(0.078) I(−0.033)

Zona 2A ARIMA(2,0,0)

Parámetros: φ1(−0.28) φ2(0.43) µ(0.042)

Zona 3A ARIMA(5,0,0) con dos at́ıpicos AO en enero y junio de 2009

Parámetros: φ1(0.70) φ4(−0.44) φ5(0.32) µ(0.021) A0(0.0069) A02(0.0091)

Zona 3B ARIMA(1,1,0)

Parámetros:φ1(−0,36)

Zona 3C ARIMA(3,0,0)

Parámetros: φ1(0.73) φ2(0.43) φ3(−0.30) µ(0.099)

Zona 4A ARIMA(4,1,2)

Parámetros: φ2(0.37) φ2(−0.34) θ1(−0.48) θ2(−0.52) µ(0.0015)

Zona 4B ARIMA(1,1,0) con at́ıpicos AO en enero y diciembre de 2009

Parámetros: φ1(−0.63) µ(0.0024) A0(0.024) A02(−0.036)

Zona 5A ARIMA(8,1,0)

Parámetros: φ4(−0.34) φ8(−0.57) µ(0.0031)

Zona 5B ARMA(4,0) respecto a tendencia lineal

Parámetros: φ1(0.47) φ2(0.37) φ4(−0.40) β0(−101.14) β1(0.0504)

A pesar de que se trabajó con series temporales de pocos datosII, se considera que la modelación
de los indicadores fue adecuada; esto se puede constatar al observar el ajuste de los modelos y

IIAlgunos autores (Wie [7]) señalan que para lograr una buena identificación del modelo y estimación adecuada
de los parámetros es conveniente tener al menos 50 observaciones.
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Zona 2008 2009 2010 2011 (±95%)
1A 725.44 793.25 411.16 397,56± 175,64
2A 536.22 520.38 537.97 511,98± 151,51
3A 144.02 193.77 208.62 190,48± 60,29
3B 401.33 428.11 583.06 815,92± 271,47
3C 913.48 1172.74 1156.61 1132,03± 334,79
4A 357.34 570.15 922.34 1297,69± 313,67
4B 944.47 1301.66 1885.39 2373,21± 177,73
5A 937.74 1326.35 1866.44 2997,35± 773,43
5B 1768.44 2499.31 4127.46 7055,52± 1755,08

Cuadro 4.24: Primas de riesgo anualizadas. Los pronósticos de 2011 se muestran con su respectivo
intervalo al 95 %.

Zona 2008 2009 2010 2011 (±95%)
1A 1.041 1.303 0.452 0,4905± 0,2240
2A 0.483 0.622 0.437 0,505± 0,1627
3A 0.211 0.312 0.234 0,248± 0,0762
3B 0.389 0.495 0.526 0,7131± 0,2285
3C 1.005 1.620 1.106 1,1213± 0,4045
4A 0.447 0.756 0.873 1,1178± 0,2272
4B 0.942 1.569 1.599 2,0645± 0,2834
5A 1.128 1.550 1.973 2,4438± 0,5735
5B 1.215 1.549 2.437 3,0451± 0,5045

Cuadro 4.25: Porcentajes de robo anualizados. Las predicciones de 2011 se muestran con su
respectivo intervalo al 95%.

otros resultados importantes, en el apéndice A. Se puede apreciar que en términos generales, la
parte AR domina los procesos generadores, pues hay muchos más términos autorregresivos que de
promedios móviles. Respecto al número de parámetros, la mayoŕıa de los modelos poseen pocos
parámetros, lo cual es acorde con el principio de parsimonia, que establece que un modelo más
sencillo o parsimonioso que describe a los datos adecuadamente, es preferible a un modelo más
complicado que solamente signifique una pequeña mejoŕıa en la explicación de la información
(Dobson [33]).

Una vez establecidos los modelos para cada indicador, se procedió a realizar pronósticos a un
año para poder vislumbrar los posibles escenarios de las primas de riesgo y de los porcentajes de
robo en 2011, con base en la información de los años anteriores. Los resultados se muestran en
los cuadros 4.24 y 4.25, indicando cuál fue la prima y la frecuencia de robo en años anteriores,
con fines comparativos.

Se puede ver que la clasificación de las zonas de acuerdo a su tasa de crecimiento, va acorde
con los que se pronostica para 2011, es decir, en zonas de disminución, las predicciones de los
indicadores tienen un decrecimiento, en regiones de estabilidad los pronósticos mantienen el nivel,
y en sectores de crecimiento las estimaciones aumentan.
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Dentro de las primeras 5 zonas (1A, 2A, 3A, 3B y 3C) las primas de riesgo predichas para el año
2011 poseen resultados favorables, pues se mantienen estables, y lo que es mejor, han disminuido
en algunos sectores (1A y 2A). La zona 4A posee un incremento que no es muy elevado en
comparación con los valores de otros años. En las últimas regiones, en espećıfico la zona 5B,
el pronóstico de la cuota de repartición se eleva considerablemente, lo cual debe ser tomado en
cuenta, por que si el crecimiento continúa aśı, significará un problema para las aseguradoras.

Respecto a la frecuencia de robo el comportamiento es similar al de las primas de riesgo. En las
primeras 5 zonas, el robo relativo a las unidades expuestas se mantiene estable; las últimas 4
zonas (4A, 4B, 5A y 5B), la proporción de robo comienza a crecer de forma considerable.

Es importante destacar que los intervalos de confianza al 95%, tienen una longitud razonable
dentro de las primeras zonas, mientras que va aumentando en regiones de alto crecimiento. Lo
anterior se debe a que en los procesos no estacionarios el error de predicción va incrementándose
conforme se van alejando las estimaciones del origen del pronóstico, como se vio en la sección
3.5.4.

Con estos resultados se tiene un panorama general del comportamiento del robo a mediano plazo,
que era un objetivo primordial del proyecto. En el siguiente caṕıtulo se establecen las conclusiones
del trabajo, mencionando aspectos relevantes, ciertos detalles, trabajo a futuro y el aprendizaje
obtenido.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y consideraciones
finales

5.1. Conclusiones

Al realizar esta tesis se tuvo la oportunidad de utilizar los datos del sector asegurador y conocer
de cerca las necesidades y problemas del mismo, esto permitió proponer modelos de series de
tiempo apegados a sus necesidades.

En general, al realizar el análisis de los datos se obtuvieron los resultados esperados y se alcan-
zaron los objetivos planteados al inicio. El primer resultado importante fue la generación de una
regionalización de la República Mexicana en zonas de comportamiento homogéneo de robo de
autos asegurados. El segundo resultado importante fue que para cada zona de la regionalización
obtenida, se encontró la estimación de un modelo ARIMA ajustado a los indicadores de prima
de riesgo y frecuencia de robo, lo que permite vislumbrar su comportamiento a mediano plazo a
través de los pronósticos generados.

Regionalización

La regionalización se hizo en primera instancia con base en la tasa de crecimiento o decrecimiento
del robo de autos, en segunda instancia se consideró clasificar las zonas geográficas basándose en
el monto de la prima cobrada. Estos dos criterios generaron 9 zonas, que cumplen las expectativas
del sector asegurador. Los dos criterios de clasificación miden caracteŕısticas diferentes, el primero
agrupa estados que tienen una razón de crecimiento del robo de autos muy similar, el segundo
agrupa estados con un monto de prima del seguro semejante, esto se correlaciona con el porcentaje
de robo de autos asegurados.

Se pueden obtener conclusiones interesantes de la regionalización establecida. Como se puso de
manifiesto en la sección 4.1.3, el contraste visual que se genera por las tonalidades cálidas y fŕıas,
relacionadas a aumento de robo y disminución del mismo (figura 4.3), permite identificar que en
los estados del norte de la república el robo de veh́ıculos asegurados está en aumento, mientras
que en los estados del sureste el delito disminuye.
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES FINALES 105

Modelos

Los procesos ARIMA propuestos para modelar los indicadores fueron satisfactorios y se considera
que describen de forma adecuada el comportamiento general de las series temporales, además,
las estimaciones de los parámetros y los pronósticos fueron estad́ısticamente apropiadas y sig-
nificativas. El desglose mensual no propició la identificación de algún componente estacional en
ninguna de las series de ambos indicadores. Una posible causa de esto es que la disgregación y
separación de los datos en regiones, tendió a disminuir la dependencia estacional; aunado a ello,
la carencia de observaciones pudo haber sido otro factor que propiciara la nula identificación de
la dependencia de 12 meses atrás, la cual en caso de haberla encontrado, hubiera beneficiado las
predicciones de los modelos.

Los modelos ARMA estacionarios y no estacionarios respecto a una tendencia lineal, y ARIMA, se
comportaron de forma adecuada respecto a su poder predictivo. Esto se constató para cada serie
temporal, cuando se realizaron predicciones dentro del último trimestre de las observaciones, y
se halló que las predicciones no distaban mucho de los datos, los cuales además, estaban includos
en los intervalos de confianza de los pronósticos.

Pronósticos

La tendencia de crecimiento prevista en algunas regiones (zonas 4B, 5A y 5B) afectará los meca-
nismos comerciales de subsidios. Si la situación sigue como pronostican los modelos, a largo plazo
las compañ́ıas de seguros podrán tener problemas de suficiencia para afrontar sus responsabili-
dades, lo cual refuerza el cual la importancia de estos resultados.

Las predicciones pueden ser empleadas como un posible panorama de lo que ocurriŕıa si el delito
se sigue comportando de la misma forma. Esto puede servir como punto de partida para que
se generen propuestas de cómo se puede cambiar el curso del robo de veh́ıculos a nivel estatal,
e inclusive nacional, lo que beneficiaŕıa la economı́a de los asegurados, al disminuir las primas,
y a la contraparte aseguradora, al poder disminuir el capital necesario para hacer frente a sus
responsabilidades.

Cuando se obtenga la información de todo el año 2011, se podrán contrastar los pronósticos
realizados para determinar la exactitud de las estimaciones y la confiabilidad de los intervalos
de confianza. Esto se podrá realizar a partir de mayo de 2012, cuando la base SESA se actualice
con toda la información del sector asegurador mexicano.

5.2. Consideraciones finales

Trabajo a futuro

Después de estudiar y analizar a fondo este trabajo, surgen ideas de cómo pueden mejorarse los
resultados de las predicciones. Una de ellas seŕıa buscar si los datos bimestrales pueden facilitar
la identificación de la estacionalidad, lo cual mejoraŕıa las predicciones; el desarrollo de esta
propuesta podŕıa ser a mediano plazo, hasta que se contara con la información en las bases de
todo el año 2011, para poder tener más observaciones que permitieran una mejor modelación de
las series bimestrales.
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Otra idea que parece razonable es identificar algún indicador económico o social que permita
establecer alguna relación directa con el robo de veh́ıculos, y que pueda ser usado para mejorar las
predicciones. Para lograr un análisis como este, se tiene que hacer uso de modelos más generales
que los que se propusieron en esta tesis, los cuales se conocen como modelos de funciones de
transferencia. En éstos, la variable de respuesta yt es una serie temporal que se relaciona con
otra serie xt que se cree tiene una relación causal, es decir, los valores presentes y/o pasados de xt

influyen en la respuesta yt. La parte estocástica se modela a través de una serie de ruido blanco
ηt. De acuerdo con Box y Jenkins [4], un modelo de función de transferencia es el siguiente:

yt = ν(B)xt + ηt (5.1)

donde yt es la respuesta o variable de salida, el término ν(B) =
∑∞

j=−∞ νjB
j se conoce como

filtro o función de transferencia, xt es la variable de entrada y ηt es una serie de ruido blanco.
Como se busca el caso espećıfico en que la variable de entrada sea la causa de la variable de
salida, se tiene que el filtro debe ser de la siguiente manera:

yt = ν0xt + ν1xt−1 + ν2xt−2 + ... + ηt (5.2)

Con esto se asegura que los valores pasados y a lo más presentes de xt influyan el compor-
tamiento presente de yt. Un valor futuro de la variable de entrada xt+1 que contribuya en valores
presentes o pasados de la respuesta, presupone otro tipo de modelos que deben incluir cier-
ta retroalimentación, lo cual implica el uso de modelos multivariados más complejos, como los
VARI, VMAII o VARMA III (ver Wei[7] y Tsay[34]).

Una vez establecida cuáles son las variables de entrada y salida, el objetivo es estimar la función
de transferencia ν(B) y la serie de ruido ηt. Por razones de practicidad, se debe determinar un
número relativamente pequeño de términos del filtro que sean significativamente distintos de
cero.

Con el propósito de identificar cuántos parámetros integran el filtro, generalmente se denota a
la función de transferencia como un cociente:

ν(B) =
ω(B)Bb

δ(B)
(5.3)

donde ω(B) = ω0 − ω1B − · · · − ωsB
s, δ(B) = δ0 − δ1B − · · · − δrB

r y b es un parámetro de
retraso que representa el tiempo que tuvo que pasar para que la variable de entrada comenzara a
afectar a la variable de salida; por la relación causal, b puede tomar valores en los naturales. Para
que el sistema sea estable se debe cumplir que las ráıces del polinomio δ(B) = 0 estén fuera del
ćırculo unitario. Tomando en cuenta esta representación, es prudente señalar que el análisis de
intervención y el manejo de datos at́ıpicos (introducidos en el caṕıtulo 3) son un caso particular
de este tipo de modelos, donde xt representa una intervención o un dato irregular.

Retomando la idea, se puede tratar de encontrar una variable de entrada que tenga una influencia
marcada en los indicadores que se estudiaron, y generar un sistema dinámico que permita el uso
de los modelos de transferencia; xt puede ser un indicador social, como el ı́ndice delictivo, o

IVector Autoregressive.
IIVector Moving Average.

IIIVector Autoregressive Moving Average.
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posiblemente uno económico, como el desempleo; la decisión de cuál es la variable de entrada
está en función de lo que se desea correlacionar y de lo que se sabe que puede afectar a las series
de respuesta. Un punto a favor de este tipo de modelado, es que se puede implementar también
con el software estad́ıstico R.



Caṕıtulo 6

Apéndice A: Gráficas del proceso de
modelado

En este apéndice se muestran las gráficas y los resultados más importantes para el modelado
de los indicadores, exceptuando aquellos indicadores que fueron descritos de forma exhaustiva
en las secciones 4.2.3, 4.2.4 y 4.2.5. Se exhibirán primero las series de prima de riesgo, para
posteriormente introducir las de porcentaje de robo.

6.1. Series de prima de riesgo mensual

6.1.1. Zona 1A

Modelo estacionario ARIMA(1,0,0) con intervención en 2010-02

Figura 6.1: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 1A.

6.1.2. Zona 2A

Modelo estacionario ARIMA(9,0,0) con dato at́ıpico IO en mayo de 2009
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(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.2: Gráficas de FACM y de FACPM de la serie en el periodo antes de la intervención.

Figura 6.3: Subconjunto óptimo para el modelo antes de la intervención ARMA(1,0).

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.4: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.5: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Figura 6.6: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.



CAPÍTULO 6. APÉNDICE A: GRÁFICAS DEL PROCESO DE MODELADO 110

Figura 6.7: Pronósticos mensuales del año 2011.

Figura 6.8: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 2A.

(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.9: Gráficas de FACM y de FACPM de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 2A.

Figura 6.10: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 2A.
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(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.11: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.12: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Figura 6.13: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Figura 6.14: Pronósticos mensuales del año 2011.
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6.1.3. Zona 3A

Modelo estacionario ARIMA(8,0,0)

Figura 6.15: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 3A.

(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.16: Gráficas de FACM y de FACPM de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 3A.

Figura 6.17: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 3A.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.18: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.19: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Figura 6.20: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Figura 6.21: Pronósticos mensuales del año 2011.
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6.1.4. Zona 3B

Modelo estacionario ARIMA(1,1,0) con dato at́ıpico AO en septiembre de 2010

Para esta serie se incluyen los resultados más importantes de la modelación, que complementan
a los que se describieron en la sección 4.2.6.

(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.22: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 3B.

Figura 6.23: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 3B.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.24: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.25: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.26: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Figura 6.27: Pronósticos mensuales del año 2011.

6.1.5. Zona 3C

Modelo con tendencia estocástica ARIMA(6,1,0)

Figura 6.28: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 3C.

(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.29: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 3C.
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Figura 6.30: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 3C.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.31: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.32: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Figura 6.33: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.
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Figura 6.34: Pronósticos mensuales del año 2011.

6.1.6. Zona 4A

Modelo con tendencia estocástica ARIMA(5,1,0)

Figura 6.35: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 4A.

(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.36: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 4A.

Figura 6.37: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 4A.



CAPÍTULO 6. APÉNDICE A: GRÁFICAS DEL PROCESO DE MODELADO 118

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.38: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.39: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Figura 6.40: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Figura 6.41: Pronósticos mensuales del año 2011.
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6.1.7. Zona 4B

Modelo estacionario ARMA(2,0) alrededor de una tendencia lineal con at́ıpico AO
en enero de 2008

Figura 6.42: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 4B.

(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.43: Gráficas de FACM y de FACPM de los residuales de la regresión simple.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.44: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.45: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.
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Figura 6.46: Pronósticos mensuales del año 2011.

6.1.8. Zona 5A

Modelo con tendencia estocástica ARIMA(5,1,0)

Figura 6.47: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 5A.

(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.48: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 5A.

Figura 6.49: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 5A.

6.1.9. Zona 5B

Modelo con tendencia estocástica ARIMA(8,1,0)



CAPÍTULO 6. APÉNDICE A: GRÁFICAS DEL PROCESO DE MODELADO 121

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.50: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.51: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Figura 6.52: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Figura 6.53: Pronósticos mensuales del año 2011.

Figura 6.54: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 5B.
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(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.55: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 5B.

Figura 6.56: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 5B.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.57: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.58: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.59: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Figura 6.60: Pronósticos mensuales del año 2011.

6.2. Series de porcentaje de robo

6.2.1. Zona 1A

Modelo estacionario ARIMA(5,0,0) con intervención en enero de 2010
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Figura 6.61: Gráficas de FACM y de FACPM de la serie en el periodo antes de la intervención.

Figura 6.62: Subconjunto óptimo para el modelo ARMA(1,0) antes de la intervención de la zona 1A.
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(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.63: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.64: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Modelo ajustado y pronósticos con origen en septiembre 2010 − Zona 1A
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Figura 6.65: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.
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6.2.2. Zona 3A

Modelo estacionario ARIMA(5,0,0) con dos at́ıpicos AO en enero y junio de 2009
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Figura 6.66: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 3A.
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(b) FACPM

Figura 6.67: Gráficas de FACM y de FACPM de la serie del porcentaje de robo de la zona 3A.

Figura 6.68: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona
3A.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.69: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.70: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.

Modelo ajustado y pronósticos con origen en septiembre 2010 − Zona 3A
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Figura 6.71: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010  − Zona 3A
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Figura 6.72: Pronósticos mensuales del año 2011.
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6.2.3. Zona 3B

Modelo con tendencia estocástica ARIMA(1,1,0) con dato at́ıpico AO en enero de
2010

Porcentaje de robo mensual − Zona 3B
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Figura 6.73: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 3B.
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Figura 6.74: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de porcentaje de robo
mensual de la zona 3B.

Figura 6.75: Subconjunto óptimo para el modelo de porcentaje de robo mensual de la zona 3B.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.76: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.77: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.78: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010 − Zona 3B
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Figura 6.79: Pronósticos mensuales del año 2011.
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6.2.4. Zona 3C

Modelo estacionario ARIMA(3,0,0)

Porcentaje de robo mensual − Zona 3C
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Figura 6.80: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 3C.
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Figura 6.81: Gráficas de FACM y de FACPM de la serie del porcentaje de robo de la zona 3C.

Figura 6.82: Subconjunto óptimo para el modelo de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona
3C.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.83: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.



CAPÍTULO 6. APÉNDICE A: GRÁFICAS DEL PROCESO DE MODELADO 130

Figura 6.84: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.85: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010  − Zona 3C
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Figura 6.86: Pronósticos mensuales del año 2011.
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6.2.5. Zona 4A

Modelo con tendencia estocástica ARIMA(4,1,2)

Porcentaje de robo mensual − Zona 4A
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Figura 6.87: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 4A.
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Figura 6.88: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia del porcentaje de robo mensual
de la zona 4A.

Figura 6.89: Subconjunto óptimo para el modelo de porcentaje de robo mensual de la zona 4A.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.90: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.91: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.92: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.

Pronósticos de un año con origen en diciembre del 2010 − Zona 4A
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Figura 6.93: Pronósticos mensuales del año 2011.
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6.2.6. Zona 4B

Modelo con tendencia estocástica ARIMA(1,1,0) con at́ıpicos AO en enero y diciem-
bre de 2009

Porcentaje de robo mensual − Zona 4B
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Figura 6.94: Serie temporal del porcentaje de robos mensual de la zona 4B.
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Figura 6.95: Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia del porcentaje de robo mensual
de la zona 4B.

Figura 6.96: Subconjunto óptimo para el modelo de porcentaje de robo mensual de la zona 4B.

(a) Residuales contra el tiempo (b) Gráfica QQ

Figura 6.97: Gráficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.98: Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.99: Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre.
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Figura 6.100: Pronósticos mensuales del año 2011.
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4.7. Gráficas para verificar la normalidad de los residuales. . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.8. Función de autocorrelación muestral de los residuales del modelo ajustado. . . . 83
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6.78. Modelo ajustado y pronósticos del último trimestre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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6.95. Gráficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia del porcentaje de robo mensual
de la zona 4B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
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