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Introduccion

Las propiedades topoldgicas que se encuentran entre las propiedades de com-
pacidad numerable y pseudocompacidad son de gran interés tanto en la
topologia general y en el algebra topoldgica siendo fuertemente estudiadas
en los tltimos anos.

El objetivo principal del presente trabajo es presentar los resultados
obtenidos sobre las propiedades maximales en la clase de espacios topolégicos
(y en la clase de espacios de Tychonoff) de las propiedades topoldgicas que se
encuentran entre las clases de compacidad numerable y compacidad tenue,
tales como la propiedad Densamente Numerablemente Compacta y la propie-
dad Selectivamente Tenuemente Compacta. Ademaés, mostrar resultados sobre
los espacios Secuencialmente Tenuemente Compactos que son mas generales
que los espacios secuencialmente compactos y cuyas propiedades topologicas
resultan de importancia en la clase de los espacios tenuemente compactos.

En 1947, Vaidyanathaswamy mostré que la topologia de todo espacio
compacto de Hausdorff es maximal compacta ([44]) en la clase de todos los
espacios topoldgicos. En 1948, A. Ramanathan ([37]) caracteriza las topolo-
gias maximales compactas como aquellas cuyos subconjuntos compactos son
cerrados. Ademas, exhibe un espacio maximal compacto que no es Hausdorff.

Al hacer un estudio de las propiedades maximales de topologias numera-
blemente compactas y pseudocompactas encontramos algunos hechos intere-
santes. A. B. Raha prueba que un espacio numerablemente compacto X
es maximal numerablemente compacto si y sélo si todos los subconjuntos
numerablemente compactos de X son cerrados (Teorema 4 en [36]). Las
topologias maximales tenuemente compactas fueron rigurosamente estudiadas
en la clase de todos los espacios topologicos por J. R. Porter, R. M. Stephenson
y R. G. Woods en [33] y [34]. También, caracterizan a los espacios maximal
tenuemente compactos como aquellos que son tenuemente compactos, sub-
maximales y donde todos sus subconjuntos tenuemente compactos son cerra-
dos.



En los tltimos anos las propiedades maximales de los espacios numerable-
mente compactos y pseudocompactos fueron estudiadas en la clase de los
espacios de Tychonoff por O. T. Alas, M. Sanchis, V. V. Tkachuk y R. G.
Wilson en [3], [6] v [42]. Recientemente, las propiedades maximales de los
espacios densamente numerablemente compactos, selectivamente compactos
y secuencialmente compactos fueron estudiadas en la clase de los espacios
topoldgicos y en la clase de los espacios de Tychonoff por O.T. Alas, J. A.
Martinez-Cadena y R. G. Wilson en [1] y [27].

El siguiente trabajo se encuentra dividido en tres capitulos, en los cuales se
hace un estudio de cada una de las propiedades topoldgicas que generalizan la
compacidad y que son de nuestro interes, al final de cada capitulo mostraremos
algunos resultados obtenidos sobre estas propiedades en la clase de grupos
topologicos y paratopologicos.

En el primer capitulo nos enfocaremos en el estudio de las propiedades
maximales de los espacios densamente numerablemente compactos (DNC).
Mostraremos una caracterizacion de los espacios maximales DNC' (Teorema
2.13) y daremos condiciones bajo las cuales la topologia de un espacio DNC
tiene un refinamiento maximal DNC' (Teorema 2.20), asi como una condicién
suficiente para que un espacio DNC de Tychonoff sea T-maximal DNC
(Corolario 2.29).

En el segundo capitulo estudiaremos las propiedades maximales de los
espacios selectivamente tenuemente compactos (SelT'C'), concluyendo con
una caracterizacién de los espacios maximales SelT'C' (Corolario 3.14). Tam-
bién, daremos condiciones bajo las cuales la extension de Katétov kX de
un espacio de Hausdorff X resulta ser un espacio selectivamente tenuemente
compacto (Teorema 3.6).

Finalmente, en el tercer capitulo realizaremos un estudio sobre algunas
extensiones de los espacios secuencialmente tenuemente compactos (Secl'C),
presentando resultados sobre la extension de Katétov (Teorema 4.3), la com-
pactificacién en un punto (Teorema 4.4) y la compactificacién de Stone-Cech
(Teorema 4.6), asi como una caracterizacién de espacios maximales SecT'C
(Corolario 4.8).



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd disenado con la idea de que el lector pueda revisar en
él algunos conceptos basicos de la teoria de espacios topoldgicos y grupos
topoldgicos, los cuales seran de gran utilidad para la comprension de los
resultados que se mostraran en los siguientes capitulos. Sin embargo, debemos
de senalar que en este apartado no se hallara un desarrollo detallado de los
distintos temas que se tocan en el mismo y que algunas definiciones necesarias
en este estudio, se irdn presentando a lo largo del texto.

1.1. Notacién y terminologia

Un espacio topolégico es tenuemente compacto si toda familia localmente
finita de subconjuntos abiertos no vacios es finita, 6 equivalentemente, si
toda familia infinita de subconjuntos abiertos no vacios tiene un punto de
acumulacion. Un espacio topolégico X es llamado pseudocompacto si toda
funcién continua con dominio X y valores reales es acotada. Este concepto
fue introducido por E. Hewitt en [23].

Es conocido el hecho de que en la clase de espacios de Tychonoff las
propiedades de ser tenuemente compacto y pseudocompacto resultan ser
equivalentes. De aqui en adelante, los espacios pseudocompactos seran asu-
midos de Tychonoff y los espacios tenuemente compactos seran asumidos por
lo menos T7.

Notemos que si existe una familia infinita F localmente finita de subcon-
juntos abiertos no vacios, entonces existe una familia infinita G localmente
finita de subconjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos con la propiedad
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de que cada elemento de G esta contenido en algin elemento distinto de F.
Por lo tanto, si existe una familia infinita localmente finita de subconjuntos
abiertos no vacios en un espacio X, entonces también existe una familia
infinita localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios ajenos dos a
dos. Por lo cual, para probar que un espacio X es tenuemente compacto, es
suficiente probar que toda familia infinita de subconjuntos abiertos no vacios
ajenos dos a dos en X, tiene un punto de acumulacion en X.

Para un espacio topolégico X, denotaremos por w(X), d(X), x(X), ¥(X),
e(X) y ¢(X) el peso, densidad, cardcter, pseudocaracter, extension y celulari-
dad respectivamente. El m-peso y el m-caracter de X son denotados por
Tw(X) y mx(X).

La clausura de un subconjunto de un espacio topolégico (X, 7) serd denota-
da por cl;(A), clx(A) 6 si ninguna confusién es posible, simplemente por
cl(A), similarmente int.(A), intx(A) 6 simplemente int(A) denota el interior
de A en (X, 7). A menos que se indique lo contrario, una sucesién es siempre
indexada por w y no se asume inyectiva. Aunque el rango de una sucesion
de conjuntos no vacios ajenos disjuntos es una familia infinita numerable
de conjuntos, optaremos por utilizar el término sucesién excepto cuando nos
refieramos a familias localmente finitas y discretas. En un espacio topolégico,
una sucesién (U,,) de conjuntos abiertos converge a p (escribiremos (U,,) — p),
si toda vecindad de p contiene a todos excepto un nimero finito de elementos
de la sucesion.

Todos los términos indefinidos se pueden encontrar en [8], [18] y [24].

1.2. Propiedades Basicas

Sean C una clase de espacios topologicos y P una propiedad topoldgica; un
espacio X en la clase C es llamado maximal P en C si X tiene P y ninguna
otra topologia mas fuerte en C sobre X tiene P. Si C es la clase de todos
los espacios topoldgicos, entonces diremos que la topologia es universalmente
maximal P y si ninguna confusion es posible, diremos que la topologia es
maximal P.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico y F es un filtro maximal en la familia de
subconjuntos densos de X, entonces la topologia o generada por la subbase
7 U F es llamada una submaximalizacion de 7y (X,0) es un espacio
submaximal, es decir, un espacio donde todo subconjunto denso es abierto.
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Notemos que la submaximalizacion de un espacio tenuemente compacto es
tenuemente compacto. Por lo tanto, la topologia de un espacio maximal
tenuemente compacto debe ser submaximal (Teorema 14 en [36]).

Dado un espacio (X, 7), denotamos por 7g la topologia en X, cuya base
consiste de los subconjuntos abiertos regulares de (X, 7). Diremos que una
propiedad topoldgica P es semiregular si para un espacio topolégico (X, 7)
se cumple: (X, 7) tiene P si y sélo si (X, 7g) tiene P.

Sea X un espacio topoldgico y P una propiedad topoldgica. Consideremos
las siguientes propiedades:

i) P se preserva bajo funciones continuas.

ii) P se hereda a subespacios cerrados regulares.

ili) P es semiregular.

iv) Si D es un espacio denso de X que tiene P entonces X tiene P.
v) P se preserva bajo uniones finitas de espacios topolégicos.

Los siguientes cuatro hechos fueron mostrados por D. Cameron en [12]:

Teorema 1.1 ([12]). Si la propiedad topoldgica P satisface iii), entonces
cualquier topologia mazimal P es submaximal.

Teorema 1.2 ([12]). Sea X un espacio submazimal. Si X con la propiedad
P satisface i)-v), entonces X es mazimal P si y sélo si para todo A C X tal
que A y X \int(A) satisfacen P, entonces A es cerrado.

Corolario 1.3. Sea X un espacio submazimal con la propiedad P que satisface
i)-v). Si todo subespacio con la propiedad P es cerrado, entonces X es mazximal

P.

Teorema 1.4 ([12]). Si la propiedad P satisface i)-v) y todos los conjuntos
unitarios tienen la propiedad P, entonces los espacios mazimal P son T;.

Por los resultados anteriores y la parte a) — b) del Teorema 2.2 en [33],
se obtiene:

Teorema 1.5 ([33]). Un espacio topoldgico es maximal tenuemente compacto
sty solo si X es submaximal y todos sus subespacios tenuemente compactos
de X son cerrados.
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A. B. Raha muestra la siguiente caracterizacion para espacios maximales
numerablemente compactos (Teorema 4 en [36]):

Teorema 1.6 ([36]). Un espacio topoldgico es mazimal numerablemente
compacto st y solo si todos sus subespacios numerablemente compactos son
cerrados.

1.3. Propiedades Basicas de Grupos
Topolégicos y Paratopolégicos

Un grupo G dotado con una topologia 7 es llamado grupo paratopologico

si la multiplicacién en G definida como un mapeo de G X GG a G es continua,

donde G x G tiene la topologia producto. Un grupo topologico es un grupo
paratopolégico donde la inversion en G definida como In(z) = 27! es continua.

Dado un grupo GG y un elemento a € G, definimos las traslaciones A\, y
0q (izquierda y derecha respectivamente) como

Ao(x) =ax y 04(x) = za,

para cada x € G. Observemos que A\, y 9, son biyecciones de G sobre si
mismo.

Teorema 1.7 ([8]). Sea G un grupo paratopolégico y U una base local del
neutro e en G. Entonces:

i) para U,V € U, existe W € U, tal que W CUNV;

ii) para cada U € U y cada x € U, existe V € U tal que Vo C U;

i) para cada U €U y cada x € G, existe V € U tal que V™' C U;
w) para cada U € U, existe V € U tal que V2 C U.

Reciprocamente, sea G un grupo y sea U la familia de subconjuntos de
G que satisface las condiciones i)-iv). Entonces la familia By = {Ua : a €
G, U € U} es una base para la topologia 7y en G tal que (G, 1) es un grupo
paratopoldgico. Ademds, la familia {aU : a € G, U € U} es una base para la
misma topologia Ty.
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Demostracion. Supongamos que G es un grupo paratopoldgico. La parte 1)
es valida porque U es una base local del neutro e de G. Los incisos ii) y
iii) se siguen de la continuidad de las funciones A\, y A,-1 o g,. Como la
multiplicacién es continua en G, se satisface iv).

Probemos el reciproco. Sea U una familia de subconjuntos de G que
satisface las condiciones i)-iv). Sea 7 la familia de conjuntos W C G que
satisfacen la siguiente condicién:

(%) para cada x € W, existe U € U tal que Uz C W.

Afirmacion 1: 7 es una topologia en G.

Notemos que el vacio y G estan en 7. También, que la unién arbitraria
de elementos de 7 esta en 7. Ahora, sean Wi, Wy € 7. Sea W = W; N Wh.
Tomemos x € W, existen Uy, Us € U tales que Uyx C Wy v Usxe C Wiy Por
i), existe U € U tal que U C U; N Us. Por lo tanto, Uz C Wy N Wy = W. Se
sigue que W € 7. Hemos probado la afirmacién.

Afirmacion 2: Ux € 7, para cada v € G y cada U € U.

Tomemos y € Uz, equivalentemente, yz~! € U. Por ii), existe V € U el
cual satisface Vyz~=! C U, es decir, Vy C Uz. Por lo tanto, el conjunto Ux
estda en 7.

La afirmacién 2 y la condicién ii) implican lo siguiente:

Afirmaciéon 3: La familia By = {Ua : a € G, U € U} es una base para la
topologia 7. En consecuencia T = Ty.

Afirmacion 4: La multiplicacion en G es continua respecto a la topologia 7.

Sean a,b € G y O un elemento de 7 tal que ab € O. Por definicién de
7, podemos encontrar W € U tal que Wab C O. La condicién iv) garantiza
la existencia de un elemento U € U que satisface U? C W. Por iii), existe
V €U tal que aVa™! C U. Se sigue de lo anterior que U(aVa™') Cc U? C W,
por lo tanto, UaVb = U(aVa ')ab C Wab C O. La afirmacién estd probada.

Afirmacion 5: bV € 7, para cada b€ G y cada V € U.

Tomemos y € bV, es decir, b=ly € V. Por ii), existe W € U tal que
Wbty C V. Aplicando iii), podemos encontrar un elemento U € U el cual
satisface b~'Ub C W. En consecuencia, b~ Uy = (b~'Ub)b" 'y Cc Wb~y C V,
esto es, b"1Uy C V. Por lo tanto, Uy C bV. Hemos probado la afirmacién.

Por dltimo, de la afirmacién 5 y la condicién iii) se concluye que la familia
{aU :a € G, U € U} también es una base para la topologia 7. ]
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Si A es un subconjunto de un grupo semitopoldgico G, definimos el
inverso de A como A™' = {a™! : a € A}. Y decimos que A es simétrico
siA=A""

Proposicion 1.8. Sea G un grupo paratopologico y U una base local del
neutro en G. Entonces son equivalentes:

a) G es un grupo topoldgico;
b) para cada U € U, existe V € U tal que V' C U.

Demostracion. a) implica b) porque la inversién es continua en la identidad.
Probemos que b) implica a). Tomemos un abierto O en G y un elemento
arbitrario o € O. El conjunto 07*O es una vecindad abierta de e. Como U
es una base local de e, podemos encontrar U € U tal que U C o~'O. Por
hipétesis, existe V' € U el cual satisface V~! C U. Por lo tanto, V C U™! C
O~ 1o, en consecuencia, 0! € Vo™l € O~1. Como G es grupo paratopolégico,
Vot es una vecindad abierta de o~1. Por lo tanto, el conjunto O~! es abierto
en G. Hemos demostrado que la inversién es continua en G. n

Proposicion 1.9. Todo grupo topolégico G tiene una base local en el neutro
e, que consiste de vecindades abiertas simétricas.

Demostracion. Para un vecindad abierta U en e, sea V = UNU~!. Entonces
V =V~ yel conjunto V es una vecindad abierta de e con V C U. m

Dado un grupo paratopoldgico G, (e) denotara el conjunto de vecindades
abiertas del elemento neutro e en G.

Sea G un grupo paratopoldgico dotado con una topologia 7. Definimos la
topologia conjugada 7' en G como

T ={U":Uer}

Esta topologia hace que (G,77!) sea un grupo paratopoldgico. Es inmediato
que (G, 1)y (G, 771) son homeomorfos. El limite superior 7* = 7V 77! es una
topologia de grupo en Gy G* = (G, 7*) es el grupo topoldgico asociado al
grupo paratopolégico (G, 7). Notemos que 7% es la minima de las topologias
de grupo en G que contienen a 7.

Si G es un grupo paratopoldgico con topologia 7, entonces la diagonal
Ag = {(z,z) : © € G} con la topologia que hereda del producto (G,7) X
(G,771) es un grupo topoldgico y es topolégicamente isomorfo al grupo
topoldgico asociado G* de G.



Capitulo 2

Espacios Densamente
Numerablemente Compactos

Un espacio topologico X se dice que es densamente numerablemente
compacto, si éste posee un subespacio denso D con la propiedad de que
cualquier subconjunto infinito de D tiene un punto de acumulacién en X.
Este concepto fue introducido en 1981 por A. Berner en [10] bajo el nombre de
espacios con un subconjunto denso condicionalmente compacto, también son
conocidos como espacios numerablemente pracompactos en [39]. Debido a la
longitud del nombre de estos espacios, en ocaciones los espacios densamente
numerablemente compactos seran denotados como DN C, principalmente en
las demostraciones de los resultados a lo largo del texto.

Notemos que si X es un espacio DNC y D es testigo de este hecho,
entonces toda sucesién de abiertos ajenos dos a dos en X contiene un punto
de D y la coleccion de todos estos puntos forman una sucesion que tiene un
punto de acumulacion x € X. Por lo cual, se puede concluir que z también
es punto de acumulacion de la sucesion de conjuntos abiertos, esto es, todo
espacio DNC' es tenuemente compacto. También, por el Teorema 3.10.3 en
[18], tenemos que todo espacio numerablemente compacto es DNC'.

Una coleccién A de subconjuntos infinitos de w es una familia casi-
ajena si para todo A, B € A se tiene que A N B es finita. El siguiente
ejemplo aparecié por primera vez en [30]:

Ejemplo 2.1 (Espacio de Mréwka). Existe un espacio de Tychonoff local-
mente compacto, primero numerable y densamente numerablemente compacto
que no es numerablemente compacto.
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Demostracion. Sea A una familia infinita maximal casi-ajena de subconjuntos
de w, definimos el espacio ¥V(A) = AU w, con la topologia:

1) Los puntos en w son aislados,

2) Para A € A, un abierto bésico es de la forma {A} U (A \ F'), donde
F C w es finito.

Una prueba detallada de las propiedades de W(.4) pueden encontrarse en
[21]. Notemos que w es un conjunto denso de puntos aislados de U(A) que
cumple la definiciéon de espacio DNC' y también, A es un conjunto infinito,
cerrado y discreto de W(.A), por lo tanto ¥ (.A) no es numerablemente compac-
to. O

A. Berner muestra el siguiente ejemplo, del cual sélo presentamos una
breve idea de la construccion :

Ejemplo 2.2 ([10]). Eziste un espacio localmente compacto, primero nume-
rable y pseudocompacto que no es densamente numerablemente compacto.

Demostracion. Denotamos como K el conjunto ternario de Cantor en R. Si
(U,) es una sucesién de conjuntos abiertos no vacios en K, entonces existe
un subconjunto infinito I C w y una sucesién (V,,),c; de conjuntos abiertos
no vacios ajenos dos a dos en K tal que V,, C U,,, para cada n € I.

Sea D(c*) un espacio discreto de cardinalidad ¢* y sea N = K x D(c¢™).
Supongamos que (U; X {;})icw ¥ (Uj X {5;})jew son sucesiones de abiertos
bésicos en N. Diremos que estas sucesiones son casi-ajenas si (U; X {@; })icw N
(U; x {B;})jew = 0 para todo excepto un nimero finito de parejas (i, j).

Sea S una colecciéon maximal de sucesiones casi-ajenas (U; X {a;})ic, de
abiertos basicos en N que cumplen:

1) © # j, entonces o; # a; y

2) i # j, entonces U; N U; = 0.

Para cada sucesién s € S, tomamos un punto p,, donde un abierto basico
de ps es de la forma {p;} U J{U; x {a;} : i > n} para algin n € w. Sea
L={ps:s€ S} ydenotamos X = NU L.

El espacio X es el espacio que cumple las propiedades requeridas del

ejemplo (para una prueba detallada de las propiedades de este espacio vease
el Ejemplo 5 en [10]). O

Por los Ejemplos 2.1 y 2.2, concluimos que la clase de los espacios DNC
se encuentra entre la clase de los espacios numerablemente compactos y la
clase de los espacios pseudocompactos de manera estricta.
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Teorema 2.3. Sea X un espacio topologico y D un subconjunto denso de
puntos aislados de X. Entonces, X es tenuemente compacto si y solo si es
densamente numerablemente compacto.

Demostracion. Bastara probar la suficiencia. Supongamos que X noes DNC,
es decir, existe un subconjunto infinito A C D sin punto de acumulacion,
por lo cual A es cerrado en X. Por otra parte, la familia de puntos de A
es una familia infinita de conjuntos abiertos ajenos dos a dos sin punto de
acumulacion y esto contradice la compacidad tenue. O

2.1. Topologias maximales Densamente
Numerablemente Compactas

Comenzamos esta seccion, observando que un espacio topolégico submaxi-
mal y denso en si es Tj, esto es, si X es un espacio topoldgico con dichas
propiedades, entonces para algin = € X, el espacio X \ {z} es denso y por
lo tanto abierto. Esto es, el conjunto unitario {x} es cerrado.

Si un subconjunto A de un espacio topolégico X no contiene puntos
aislados, se llamard denso en si. Es conocido el hecho de que un espacio
infinito de Hausdorff contiene un subconjunto infinito discreto ([18]); por
lo cual un espacio infinito de Hausdorff submaximal denso en si contiene
un subespacio que es cerrado y discreto (por lo tanto denso en si). Como un
subespacio de un espacio submaximal es submaximal, entonces todo subconjunto
infinito de un espacio de Hausdorff submaximal y denso en si contiene un
subespacio infinito cerrado y discreto. Esto se puede generalizar a la clase de
espacios T} .

Teorema 2.4 ([27]). Todo espacio infinito submazximal denso en si contiene
un subconjunto infinito que es cerrado y discreto.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio submaximal denso en si
(por tanto 77). Como X es submaximal, es suficiente encontrar un subconjun-
to de X con interior vacio. Sea {A,, : n € w} una particién numerable de X
en la cual, cada A, es infinito. Si para algin k € w, int,(A) = (), entonces
el resultado esta completo. Por otra parte, si cada A,, tiene interior no vacio,
entonces tomamos x,, € int,(A,) para cada n € w. Debido a que X es denso
en si, el conjunto {z,, : n € w} es infinito y tiene interior vacio. ]
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Corolario 2.5. Sea X un espacio submazimal denso en si. Entonces, todo
subconjunto infinito A C X contiene un subconjunto infinito cerrado y discreto
en X.

Demostracion. Supongamos que A C X es un subconjunto infinito de X. Si
A contiene un subconjunto infinito I de puntos aislados en A, entonces I es
denso en ninguna parte en X y por lo tanto cerrado y discreto en X.

Por otra parte, si A contiene un subconjunto infinito D denso en si,
entonces por Teorema 2.4, D contiene un subconjunto infinito con interior
vacio en D y por lo tanto en X, el cual es cerrado y discreto en X. O]

Un espacio topoldgico es disperso si todo subconjunto no vacio tiene un
punto aislado y diremos que este espacio tiene orden de dispersion 2 si
su conjunto de puntos de acumulacion es no vacio y discreto.

Un espacio DNC no es necesariamente 77. Sea X = w U {oo} un espacio
topoldgico dotado con la topologia 7 generada por la base {{n,c0} : n €
w} U {{oo}}, entonces el espacio (X, 7) sélo tiene un punto no cerrado y el
conjunto unitario {oco} es denso en (X, 7). Se sigue que X es DNC, pero la
topologia o sobre X generada por la subbase 7 U {w} hace al espacio (X, o)
un espacio infinito y discreto. Esto es, existe un espacio T con topologia
DNC tal que ninguna topologia T7 mas fina es DNC'. Notemos también que
(X, 1) es Tp, Fréchet y disperso (en el sentido de que todo punto contiene un
punto relativamente abierto) con orden de dispersion 2.

Teorema 2.6 ([27]). Todo espacio mazimal densamente numerablemente
compacto es T.

Demostracion. Sean (X, 7) un espacio DNC' y D el subconjunto denso en
X testigo de este hecho. Supongamos que existe un punto p € X tal que {p}
no es cerrado. Si p € X \ D, entonces D testifica nuevamente que X dotado
con la topologia generada por la subbase 7U{X \ {p}} es un espacio DNC.
Ademas, como X \ {p} ¢ 7, entonces la topologia generada por la subbase
TU{X \{p}} es estrictamente mas fuerte que 7, lo cual es una contradiccion.

Ahora, si p € D, entonces existe algin g € cl.({p}) \ {p} y la topologia o
sobre X, generada por la subbase

TU{(X\ cl-({p})) U{q}}

es estrictamente mdas fuerte que 7, ya que ¢ ¢ cl,({p}). Definimos D, =
(D \ cl-({p})) U{p, q}. Entonces, tenemos que D, es denso en (X, o) y que
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las topologias 7 y o difieren sélo en q. Si A C D, es infinito, entonces A N
(D \ cl;({p})) es infinito y se sigue que si ¢ es un 7-punto de acumulacién
de A, entonces ¢ también es un o-punto de acumulaciéon de A. Por lo tanto,
(X,0) es DNC. O

De aqui en adelante todos los espacios topoldgicos seran asumidos a lo
menos 77, por lo cual maximal DNC' significard maximal DNC' en la clase
de espacios T7.

Teorema 2.7 ([27]). Si (X, 7) es un espacio mazimal densamente numerable-
mente compacto y D es testigo de este hecho, entonces D es abierto y X \ D
es cerrado y discreto.

Demostracion. Bastara probar que la topologia o generada por la subbase

S=7U{D}U{DU{z}:ze€ X\ D}

es un espacio densamente numerablemente compacto. Con este fin, notemos
primero que D es denso en (X, 0). Si A C D es infinito y p es un punto de
acumulacién de A en (X, 1), entonces p € D 6 p € X \ D.

Si p € D, como o|D = 7|D, entonces p también es un o-punto de
acumulacién de A. Sip € X \ D, entonces p es un punto de acumulacién de
Aen (X,0), ya que el filtro de T-vecindades de p y el filtro de o-vecindades
de p tiene la misma traza sobre D. ]

Notemos que si X es un espacio DNC'y D es el subconjunto denso de X
testigo de este hecho, entonces cualquier subconjunto denso de D es denso
en X y también es testigo del mismo hecho. Por tanto, se sigue del teorema
2.7 que si X es un espacio maximal DNC' y D es el subconjunto denso de
X testigo de este hecho, entonces todo subconjunto denso de D debe ser
abierto. Por lo cual, podemos obtener el siguiente hecho:

Corolario 2.8. 5i (X, 7) es un espacio maximal densamente numerablemente
compacto y D es un subespacio denso de X testigo de este hecho, entonces
(D, 7|D) es un espacio submazimal.

Es importante notar que todavia no hemos demostrado que X es subma-
ximal. Supongamos ahora que (X, 7) es un espacio DNC denso en si y D es
un subespacio denso en X submaximal testigo de este hecho. Por el Corolario
2.5, sabemos que todo subconjunto infinito de un espacio submaximal denso



14 ESPACIOS MAXIMALES DNC

en si contiene un subconjunto infinito cerrado y discreto, por lo tanto si
A C D es infinito, entonces A debe tener un punto de acumulacién en X \ D.
Reformulamos esto en el siguiente hecho:

Teorema 2.9 ([27]). Supongamos que (X, T) es un espacio densamente nume-
rablemente compacto denso en si y D un subconjunto abierto denso submaxi-
mal de X testigo de este hecho. Entonces, todo subconjunto infinito A C D
debe tener un punto de acumulacion p € X \ D. Mds ain, ya sea A —p 6 p
no es el unico punto de acumulacion de A en X \ D.

Demostracion. Si A - p, entonces existe una vecindad V de p en X tal que
el conjunto A\ V' es infinito. Como A\ V C A, entonces A debe tener un
punto de acumulacién en X \ D distinto de p. ]

Teorema 2.10 ([27]). Un espacio mazimal densamente numerablemente
compacto es un espacio submaximal y disperso.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio densamente numerable-
mente compacto y D un subconjunto abierto denso y submaximal de X
testigo de este hecho. Definimos I = {x € D : {z} esabierto} y F =
D\ el (1).

Supongamos que F' # (), entonces F' es un subconjunto abierto denso en
si de D y por tanto de X. También, tenemos que cada subconjunto infinito
de I tiene un punto de acumulacién en X \ (FUT). Més atin, G = F'UI es un
subconjunto abierto denso de D y por tanto es un subconjunto abierto de X
que es testigo de que X es DNC'y como ¢l(F') es un conjunto cerrado regular
en X, entonces es un espacio DNC' (Lema 2.14) y denso en si. Consideramos
la topologia o sobre X generada por la subbase:

S=rU{{z}:x € F}.

Notemos que (F, o) es discreta y por tanto, o es estrictamente mas fina que
7. Basta demostrar que (X, o) es un espacio DNC. Como A C (G,0) es
infinito, ya sea ANIT 6 AN F es infinito, por Teorema 2.9, A tiene un punto
de acumulacién en (X \ G, 7) y entonces también en (X \ G, o), por lo tanto
(X,0) es DNC, lo cual es una contradiccion.

Por lo anterior, podemos concluir que F = () y X tiene un conjunto I
denso de puntos aislados. Finalmente, del Teorema 2.7 obtenemos que X \ 1
es cerrado y discreto por lo tanto X es disperso de orden de dispersién 2. [
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Decimos que un espacio topoldogico X es un SC-espacto si para cualquier
sucesion (z,,) que converge a x € X, se tiene que {x, : n € w} U {z} es un
conjunto cerrado. Notemos que para cualquier x € X, el rango de la sucesion
trivial (x,), donde z,, = x para cada n € w, es un conjunto cerrado, esto es,
todo SC-espacio es Tj.

Proposiciéon 2.11. Sea (X,7) un SC-espacio secuencial. Entonces, para
cualquier refinamiento o 2 T, existe un subconjunto infinito cerrado y discreto
en (X, 0).

Demostracion. Sea ¢ un refinamiento de 7 con o 2 7, entonces existe un
subconjunto C' de X que es o-cerrado pero no es 7-cerrado. Como (X, 7) es
secuencial, existe un punto p € ¢l,C \ C' y una sucesién (x,) en C tal que
(x,) — p. Entonces, p es el inico punto de acumulacién de (z,,) ya que (X, 7)
es un SC-espacio, esto es, el conjunto {z,, : n € w} U{p} es T-cerrado. Como
C es o-cerrado y p € X \ C € o, concluimos que el conjunto {z, : n € w} es
un subconjunto infinito cerrado y discreto en (X, o). O

Corolario 2.12. Si (X, 1) es un SC-espacio secuencial y disperso con orden
de dispersion 2. Entonces, cualquier topologia estrictamente mds fina que T
no es una topologia DNC.

Demostracion. Sea o un refinamiento de 7y {z,, : n € w} es el subconjunto
infinito cerrado y discreto en (X, o) construido en la proposicién anterior.
Como (X, 7) es disperso, existe I C X subconjunto denso de puntos aislados y
debido a que (X, 7) tiene orden de dispersién 2, entonces no existen sucesiones
T-convergentes en X \ I, por lo tanto, sin perdida de generalidad podemos
suponer que {z, : n € w} C I y no tiene puntos de acumulacién en (X, o),
es decir, {z, : n € w} es un subconjunto cerrado infinito de puntos aislados
en (X, o). Por lo tanto (X, o) no es DNC. O

Para un espacio topoldgico (X, 7) y un punto p € X, denotamos como
(X \ {p}) ® {p} la topologia generada por la subbase 7 U {p}.

Teorema 2.13 ([27]). Un espacio infinito densamente numerablemente com-
pacto es maximal densamente numerablemente compacto si y sélo si es un
SC-espacio de Fréchet y disperso con orden de dispersion 2.

Demostracion. La suficiencia se sigue del Corolario 2.12.
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Para la necesidad. Supongamos ahora que (X, 7) es un espacio maximal
DNC, por tanto disperso con orden de dispersion 2 (Teorema 2.10). Denota-
mos I como el conjunto de todos los puntos aislados de X. Si existe un punto
p € X \ I que no es el tnico punto limite de algin subconjunto infinito
numerable de I, entonces (X \ {p}) @& {p} es una topologia DNC mis fuerte
que 7 sobre X, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, cada punto z € X \ I es el tnico punto de acumulacién
de algin subconjunto infinito numerable I, de I. Como cada subconjunto
infinito de I, debe tener a x como unico punto de acumulacion, entonces I,
es una sucesién que converge a .

Para probar que (X, 7) es Fréchet, si A C I y z € cl(A) no es el tnico
punto de acumulacién de algin subconjunto infinito de A, entonces todo
subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacién en X \ I distinto
de z. Se sigue que cl(A)\ {z} es un subespacio DNC'y entonces la topologia
generada por la subbase

TU{XN ((A)\ {=})},

difiere de 7 sélo en x, hace de X un espacio DNC' y es estrictamente mas
fuerte que 7, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, existe un subconjunto infinito numerable I, C A que tiene
x como Unico punto de acumulacién y asi [, — x. O]

Lema 2.14. Si un espacio topologico X es densamente numerablemente
compacto, entonces todo subconjunto cerrado reqular de X es densamente
numerablemente compacto.

Demostracion. Sea A = cl(int(A)) un subconjunto cerrado regular de X y
D testifica que (X, 7) es DNC. Notemos que AND # 0y cla(AN D) = A,
sea (r,) una sucesion en DN A, entonces (z,,) tiene un punto de acumulacién
p € X, como A es cerrado, concluimos que p € A. [ O

Por el Lema 2.14 y por el hecho de que un subconjunto de un espacio de
Fréchet y disperso hereda ambas propiedades, podemos obtener el siguiente
hecho:

Corolario 2.15. Un subconjunto cerrado regular de un espacio mazimal
densamente numerablemente compacto es mazximal densamente numerable-
mente compacto.
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Corolario 2.16. Si X es un espacio maximal densamente numerablemente
compacto, entonces todo subespacio densamente numerablemente compacto
de X es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que A C X es un subespacio DNC' de X que
no es cerrado. Como X es maximal DNC', por el Teorema 2.13, A hereda las
propiedades de ser un SC-espacio infinito de Fréchet y disperso con orden de
dispersién 2. Por estas propiedades, existe una sucesiéon inyectiva, por tanto
un conjunto infinito I de puntos aislados en A sin punto de acumulacién en
A. Como [ esta contenido en cualquier subconjunto denso de A, obtenemos
el resultado. O

Por los Teoremas 1.5 y 2.3, podemos concluir

Corolario 2.17. Un espacio densamente numerablemente compacto es maxi-
mal densamente numerablemente compacto si y solo si es maximal tenuemente
compacto.

Existen ejemplos de espacios maximales pseudocompactos y maximales
tenuemente compactos que no son Hausdorff. El siguiente ejemplo es una
simplificacién de una construccién de H. Tong.

Ejemplo 2.18 ([43]). Existe un espacio T que es maximal densamente
numerablemente compacto pero no Hausdorff.

Demostracion. Sea X = (w X w) U {a, b}, donde a,b ¢ w x w. Dotamos a X
con la topologia 7 como sigue:

1) Cada punto de w X w es abierto,

2) Las vecindades de a son de la forma {a} U ({k € w: k > n} x w), para
algiin n € w.

3) Sib € V € 7, entonces para cada m € w, V contiene un conjunto de
la forma {m} x {k € w: k > n,,} para algin n,, € w.

Notemos que por la construccién de X, todos sus puntos unitarios son
cerrados, es decir, X es T}. Pero, cualquier vecindad de a se interseca con
cualquier vecindad de b, por lo cual X no es de Hausdorff.

Ademas, con esta topologia, tenemos que si para algtiin conjunto A C wxw
tal que a € cl(A), por la definicién de las vecindades de a, siempre podemos
encontrar una sucesién de A que converge a a (mismo caso si b € cl(A)),
por lo tanto (X, 7) es de Fréchet. También, si (a,) es una sucesién en w x w
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tal que (a,) — a, podemos tomar una vecindad V de b de tal forma que
no contenga ninguno de los elementos de (a,) (mismo caso para b). Esto es,
cualquier sucesién de puntos aislados que converge a a (respectivamente a
b) no tiene a b (respectivamente a a) como un punto de acumulacién. Por lo
cual, X es un SC-espacio de Fréchet. Ademads, notemos que w X w testifica
que X es DNC, por lo tanto X es maximal DNC' (Teorema 2.13). H

Ahora, es de nuestro interés conocer para cuales topologias DNC' existe
un refinamiento maximal DNC'. Ya que, por ejemplo la topologia de la
extension de Katétov de los enteros kw (vease 3.12.6 de [18]) no tiene ningin
refinamiento que sea a la vez DNC'y Fréchet (Corolario 2.12).

Sin embargo, las siguientes topologias son ejemplos de topologias con
refinamiento maximal DNC' (vease Teorema 2.13):

1) La topologia del duplicado de Alexandroff (Ejemplo 3.1.26 de [18]) de
un SC-espacio, numerablemente compacto y Fréchet.

2) Una topologia cofinita sobre un conjunto infinito.

3) La topologia de la compactificacién por un punto de un SC-espacio en
el cual todo subconjunto compacto es finito.

Esto nos lleva a preguntarnos: Si un espacio de Hausdorff X que es DNC/,
tiene un refinamiento DNC' el cual es maximal DNC', entonces: ;X tiene
un subespacio denso de puntos aislados? La Proposicién 2.19 responde esta
cuestion de manera negativa.

Un espacio topoldgico (X, 7) es llamado maximal si 7 es maximal en la
coleccién de todas las topologias o tal que (X, o) no tiene puntos aislados.

Proposicion 2.19. Eziste un espacio densamente numerablemente compacto
de Hausdorff que es denso en si y cuya topologia puede ser refinada a una
topologia maximal densamente numerablemente compacta.

Demostracion. Sea (Y, 7) el espacio de Tychonoff, numerable y maximal
construido en ZFC en [15]. Sea P la familia de todos los subconjuntos infinitos
cerrados y discretos de Y y sea A una familia maximal casi ajena en P. Para
cada A € A, sea T4 un punto que no pertenece a Y, de tal manera que si
A, B € Acon A # B, entonces x4 # xp ysea X =Y U{x, : A € A},
definimos una topologia ¢ sobre X como sigue:

)Y eoyoalY =1,
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(2) Una vecindad abierta de x4 es cualquier subconjunto de la forma
UU{z4},donde U € 7y A\ U es finito.

Probaremos que X tiene las propiedades requeridas. Notemos primero
que X es un espacio de Hausdorff, esto es, si A, B € A, entonces F'= ANB
es finito y los conjuntos A\ F'y B\ F' son conjuntos cerrados disjuntos en Y.
Como Y es normal, existen conjuntos disjuntos U, V' € 7 tales que A\ F C U
y B\ F C B, entonces los conjuntos {x4} UU y {xp} UV son o-vecindades
disjuntas de x4 y xp respectivamente. Si por otra parte, y € Y y x4 € X,
entonces por regularidad de Y, existen 7-vecindades de y y A\ {y} que hacen
dos o-vecindades disjuntas de y y x 4.

Ahora, para mostrar que X es un espacio DNC', supongamos primero
que C' C Y es un conjunto infinito cerrado y discreto de Y, entonces existe
algin A € A tal que C'N A es infinito, por tanto x4 € ¢l,(C) y cualquier
enumeraciéon de A N C' es una sucesién que converge a x4. Mas aun, si F' es
cualquier subconjunto infinito de Y, entonces existe un subconjunto infinito
cerrado y discreto C' C F, por lo cual F' tiene un punto de acumulacion p en
(X, 0) y otra vez existe una sucesién en F' que converge a p.

Finalmente, para mostrar que la topologia o puede ser refinada a una
topologia maximal DNC', consideremos la topologia p sobre X obtenida de
la subbase o U {{y} : y € Y'}. El espacio (X, u) es de Hausdorff, disperso de
orden de dispersion 2. Como para cada A € A, la traza sobre Y del filtro de
p-vecindades de x4 coincide con la traza sobre Y del filtro de o-vecindades
de x4, se sigue que (X, ) es de Fréchet DNC', entonces por el Teorema 2.13,
tenemos que (X, i) es un espacio maximal DNC' ]

También, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.20 ([27]). La topologia de un SC-espacio X que es densamente
numerablemente compacto y Fréchet puede ser refinada a una topologia maxi-
mal densamente numerablemente compacta si y solo si X posee un subconjunto
denso de puntos aislados.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un SC-espacio, densamente nume-
rablemente compacto de Fréchet con un conjunto denso de puntos aislados
I. Definimos una topologia o sobre X como sigue:

(1) oll = 7L,

(2) Una o-vecindad de x € X \ I es cualquier subconjunto de la forma
(UNI)U{z}, donde U es una 7-vecindad de z.
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Con esta topologia, X es SC-espacio, Fréchet y disperso con orden de
dispersién 2. Por el Teorema 2.13, X es maximal DNC'

Inversamente, supongamos que (X, 7) es un espacio DN C' cuya topologia
puede ser refinada a una topologia ¢ maximal DNC'. Sea [ el conjunto denso
de puntos aislados de (X, o) testigo de que este es DNC. Consideramos [
como un subespacio de (X, 7), entonces I es denso en (X, 7) y si (I,7) no es
discreto, como (X, 7) es Fréchet, existe una sucesién inyectiva {z, : n € w}
que converge a z € I. Por lo tanto, como (X, 7) es un SC-espacio, el conjunto
infinito {z,, : n € w} C I tiene un unico punto de acumulacién en (X,7) y
no tiene punto de acumulacién en (X, o), lo cual es una contradiccién. [

La suficiencia del teorema anterior también es valida para SC-espacios
densamente numerablemente compactos y secuenciales. Sin embargo, la necesi-
dad no es valida para esta clase de espacios:

Ejemplo 2.21 ([31]). Eziste un espacio de Hausdorff densamente numerable-
mente compacto, secuencial y disperso cuya topologia no se puede refinar a
una topologia maximal densamente numerablemente compacta.

Demostracion. Sea A una familia maximal casi-ajena de subconjuntos de w
y sea B una familia maximal casi-ajena de subconjuntos numerables de A.
Sea X = w U AU B, dotado con la topologia:

1) Los puntos de w son aislados.

2) Una vecindad de un punto A € A es de la forma {A} U A\ F, donde
F C w es un conjunto finito.

3) Si b € B, una vecindad de b es de la forma {b} U (b\ g) UJ{A\ Fa :
Ae€b\ g}, donde g C Ay F4 C w son conjuntos finitos.

El conjunto de puntos aislados w es testigo de que X es DNC'. Si para
algin E C w tenemos que cl(E) N B # (), entonces c/(E) N B es infinito, por
lo cual no existe ninguna sucesiéon de w que converge a algin punto de B.
Esto a su vez implica que no existe ninguna sucesion de w que converge a
algiin punto de B en cualquier topologia o D 7. Por lo tanto, si (X, o) fuese
maximal DNC| entonces cada punto de B deberia ser aislado y contenido en
algtin subconjunto denso que sea testigo de que (X, 0) es DNC. Como B es
infinito, cerrado y discreto en (X, 7), esto no es posible. O

Lema 2.22. Todo ordinal con la topologia de orden es numerablemente com-
pacto st y solo si es densamente numerablemente compacto.
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Demostracion. Bastara probar la necesidad. Sea I' un ordinal con la topologia
de orden y supongamos que I' no es numerablemente compacto. Entonces,
existe una sucesién de puntos aislados [ sin punto de acumulacion, entonces

cualquier subconjunto denso de I' debe contener a I, por lo tanto I' no puede
ser DNC. O

El siguiente resultado muestra que un espacio DN C' no tiene por qué ser
secuencial para que tenga un refinamiento que sea maximal DNC.

Teorema 2.23 ([27]). La topologia de orden de cada ordinal densamente
numerablemente compacto es refinable a una topologia maximal densamente
numerablemente compacto.

Demostracion. Sea €2 un ordinal DNC, por tanto es un ordinal numerable-
mente compacto y I' C 2 denota el conjunto de ordinales limites con cofinali-
dad w. Definimos una topologia ¢ sobre 2 como sigue:

(1) Cada punto de Q\ I" es aislado en (£2,0),

(2) Si a € T', entonces una o-vecindad de « es de la forma {a} U (U \T).
donde U es una vecindad de « en la topologia de orden.

El conjunto Q \ I es denso en (Q2,0) y (©2,0) es DNC, Fréchet, disperso
de orden de dispersién 2, por lo tanto es maximal DNC' (Teorema 2.13). [

2.1.1. Espacios T-maximales Densamente
Numerablemente Compactos

Dada una propiedad topoldgica P, un espacio de Tychonoff X es T-maximal
P si tiene P y ninguna topologia de Tychonoff més fuerte en X tiene P.

En la clase de los espacios de Tychonoff, los espacios tenuemente compac-
tos coinciden con los espacios pseudocompactos y por el Teorema 2.3 sabemos
que un espacio con un subconjunto denso de puntos aislados es pseudocom-
pacto si y sélo si este es DNC'. Ademas, por el Corolario 2.17 tenemos que
un espacio regular DNC' es maximal DNC' si y solo es maximal tenuemente
compacto.

J. R. Porter, R. M. Stephenson y R. G. Woods muestran en [33] que un
espacio regular es maximal tenuemente compacto si y sélo si es homeomorfo
a un espacio W(M) generalizado (es decir, si en el Ejemplo 2.1 tomamos
una familia maximal casi-ajena M de subconjuntos infinitos de cualquier
conjunto infinito y discreto D).
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Por todo lo anterior, se concluye que un espacio regular es maximal DNC
si y sblo si este es un W(M) generalizado. Mas ain, un espacio V(M)
generalizado es localmente compacto y por tanto Tychonoff. Por lo cual,
obtenemos el siguiente hecho:

Teorema 2.24. Un espacio de Tychonoff es maximal densamente numerable-
mente compacto si y solo si es un espacio V(M) generalizado, para alguna
familia M de un espacio discreto D.

La situacién es muy diferente cuando consideramos espacios que son
maximales densamente numerablemente compacto en la clase de espacios
de Tychonoff. El siguiente hecho es parte del folclor (una prueba se puede
encontrar en el Teorema 3.8 en [5])

Teorema 2.25 ([5]). Un espacio de Tychonoff pseudocompacto y primero
numerable es T-mazximal pseudocompacto.

Por el teorema anterior, podemos concluir que un espacio de Tychonoff
DNC' primero numerable es T-maximal DNC. A modo de contraste, el
Ejemplo 2.2 es un espacio de Tychonoff pseudocompacto y primero numerable
que no es DNC'. También, tenemos el siguiente ejemplo (Ejemplo 3.15 en [6]):

Ejemplo 2.26 (Reznichenko). Eziste un espacio de Tychonoff pseudo-
compacto Fréchet que no es T'-maximal pseudocompacto.

Demostracion. Existe un compacto Fréchet K con la propiedad de que existe
un p € K, tal que B(K\{p}) = K y entonces K es maximal numerablemente
compacto pero no T-maximal pseudocompacto, ya que la topologia (K \
{p}) ® {p} es pseudocompacta. O

Para una mejor descripcion del ejemplo anterior, véase la seccion 8.4 de
[19].

Notemos que en el ejemplo anterior, si Y = K \ {p} y D es algin denso
en Y, entonces existe una sucesién en D que converge a p y esta sucesion
no tiene punto de acumulacion en Y, por lo cual Y no es DNC'. Por otra
parte, el punto de la compactificacién de Alexandroff de un espacio ¥ es
secuencial, pero no es T-maximal DNC. Entonces, es natural la pregunta:
. Es un espacio de Fréchet DN C un espacio T-maximal D NC'? Para contestar
esta pregunta, primero notemos que un espacio T-maximal DNC' debe tener
muchas sucesiones convergentes no triviales.
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Lema 2.27. Si X es un espacio T-mazximal densamente numerablemente
compacto y D un subconjunto denso testigo de esto, entonces todo punto de
X\ D es un punto limite de una sucesion en D.

Demostracion. Si p € X \ D no es punto limite de una sucesién en D,
entonces no es el tnico punto de acumulaciéon de un subconjunto infinito
de D. Por lo tanto, (X \ {p}) & {p} es una topologia Tychonoff densamente
numerablemente compacto estrictamente mas fuerte sobre X. O

El siguiente teorema es andlogo al Corolario 2.12 :

Teorema 2.28 ([27]). Supongamos que un SC-espacio (X, T) es Fréchet y
que o es una topologia reqular sobre X tal que o D T, entonces (X, o) no es
un espacio densamente numerablemente compacto.

Demostracion. Supongamos que ¢ y 7 difieren en algin punto z € X, como
(X, 0) es regular, entonces existe una o-vecindad V' que es o-cerrada de x
que no es una 7-vecindad de x. Supongamos que D es un subconjunto denso
de (X,0) y por tanto, también de (X, 7). Como X \ V € o, se sigue que
DN (X \V) es o-denso, por tanto 7-denso en X \ V' y como z € ¢l (X \ V),
existe una sucesién inyectiva en DN (X \ V) que 7-converge a x. Como (X, 7)
es un SC-espacio, se sigue que x es el inico punto de acumulaciéon de esta
sucesion y entonces en la topologia o esta sucesion en D no tiene punto de
acumulacion en X. O

Este tltimo resultado implica que el Ejemplo de Reznichenko (Ejemplo
2.26) es un espacio T-maximal DNC' (pero no T-maximal pseudocompacto).

Corolario 2.29. Un espacio de Tychonoff densamente numerablemente com-
pacto y Fréchet es T-maximal densamente numerablemente compacto.

Notemos que la implicacion inversa de este tultimo hecho no es cierto
en ZFC ya que el espacio N construido bajo CH en [13] es un espacio
de Hausdorff compacto que es T-maximal pseudocompacto y por tanto T-
maximal DNC' pero no tiene estrechez numerable.

2.2. Grupos Topolégicos y Paratopoldgicos
Densamente Numerablemente Compactos

El Ejemplo 3 en [39] es un ejemplo de un grupo paratopolégico Hausdorff,
segundo numerable y densamente numerablemente compacto que no es grupo
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topoldgico. En este apartado, mostraremos algunas condiciones bajo las cuales
un grupo paratopologico DNC resulta ser grupo topolégico. Notemos que la
propiedad DNC' se preserva bajo imagenes continuas.

Diremos que el grupo paratopolégico (G, T) es w-precompacto si para
cada U € {(e) existe un subconjunto numerable Fy; C G tal que G = FyU =
UFy. Si el conjunto Fy es finito para cada U € {(e), diremos que G es un
grupo paratopoldgico precompacto.

Proposicién 2.30. Sea (G, T) un grupo paratopoldgico, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) G es un grupo topoldgico DNC),
(b) (G,7) es DNC, de Baire y (G,77*V 1) es w-precompacto,
(c) (Ag, 77t x 1) es DNC.

Demostracion. (a) = (b) Como todo grupo topolégico DN C' es pseudocom-
pacto, entonces (G, T) es w-precompacto y de Baire (Proposicién 3 en [39]).

(b) = (c) Consideremos el mapeo identidad i : (G, 7V 77!) — (G, 7).
Como (G, 7V 77! es un grupo topoldgico y (G, ) un grupo paratopolégico
de Baire, por el Teorema 2.3 en [2] tenemos que (G, T) es un grupo topoldgico
(i.e. 7 =771). Entonces 7 : (A, 7x7) — (G, 7) es un isomorfismo topolégico y
(Ag, 7' x7)(= (Ag, 7x7)) es homeomorfo a (G, 7). Por lo tanto, (Ag, 77! x
7)es DNC.

(c) = (a) Como (Ag, 77! x 7) es grupo topolégico DNC' (por tanto
pseudocompacto), entonces (G,7) es grupo topolégico (Lema 2.3 en [2]).
Dado que 7 = 7! y la proyeccién 7 : (Ag, 7x7) — (G, 7) es un homeomorfis-
mo. Por lo tanto, (G, 7) es DNC. O

Un grupo paratopoldgico G es topolégicamente periodico si para cada
x € G y cada vecindad U € (e), existe un n € w tal que 2" € U.

Por la Proposicién 5 en [39], sabemos que todo grupo paratopoldgico de
Hausdorff DNC'y peridédico es un grupo topolédgico. El siguiente ejemplo de
T. Banakh (Ejemplo 1 en [39]) es un grupo paratopoldgico 17 que es DNC
y periddico pero no es de Hausdorff (y por tanto no es grupo topolégico).

Ejemplo 2.31. Existe un grupo paratopolégico Ty periodico DNC' que no es
un grupo topologico.
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Demostracion. Para cadan € N, se define C,, = {0,1,...,n—1} dotado con la
topologia discreta y la operacién binaria +" definida como z+'y = z+y(mod
n) para cada z,y € C,. Tomamos la suma directa G = &3> ,C,, y denotamos
F={f:w\{0} - w]| f es no decreciente y no acotada}.

Sea S el conjunto de sucesiones de GG que cumplen con la propiedad: para
cada (x,) € S, existe un m > 1 tal que para todo n > m, se tiene que z,, = 0
y 0 < z,, < f(m). Para cada f € F tomamos una vecindad de la forma
O = {0} U{s:s € S}. Entonces, el conjunto {Of : f € F} es una base del
neutro e de G para una topologia 77 que hace de G un grupo paratopoldgico
con las propiedades requeridas. O

Proposicién 2.32. Para cada grupo paratopoldgico de Hausdorff DNC (G, T),
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (G, T) es un grupo topoldgico,

(b) Para cada g € G, el conjunto {g" : n > 1} es finito ¢ contiene un
punto de acumulacion.

(c) (G, T) es topologicamente periddico.

Demostracion. (a) = (b) Sea g € G y consideremos el subgrupo cl({g" :
n € Z}). Si existe un punto aislado en {¢” : n > 1}, entonces el elemento
neutro e es aislado en cl({g" : n € Z}) y por lo tanto cl({g" : n € Z}) es un
subgrupo discreto de un grupo topolégico DNC'. Por el Teorema 1.4.23 en
[8], {g" : m > 1} es finito.

Ahora, si el neutro no es un punto aislado en cl({g" : n € Z}), entonces
toda vecindad V' € £(e) contiene un punto z € ¢l({g" : n € Z}). El resultado
se sigue por el hecho de que z estd en la cerradura de {¢g" : n € Z}.

(b) = (c) Se obtiene del Teorema 2.9 en [2].

(c) = (a) Es la Proposicién 5 en [39] O

Un espacio X es llamado totalmente densamente numerablemente
compacto (6 T-DNC) si existe un subconjunto denso D en X tal que
toda sucesion en D contiene una subsucesion con cerradura compacta en X.
Notemos que todo espacio totalmente densamente numerablemente compacto
es DNC.

Sea fw la compactificacién de Stone-Cech de w. Por un argumento standar,
podemos obtener dos subespacios densos ajenos A; y As de fw\w. El conjunto
X = wU A es un subconjunto denso de fw, w es denso en X y cualquier
subconjunto infinito de w tiene puntos de acumulacién en Ay, por lo cual X
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es DNC' pero ningin subconjunto infinito I de w es compacto en X, ya que
I tiene puntos de acumulaciéon en A,. Por lo tanto, X es un espacio DNC
que no es T-DNC'.

Otro ejemplo de un espacio DNC' que no es T-DNC' en la clase de
espacios de Hausdorff es la extension de Katétov xkw de w en el cual todo
subconjunto compacto es finito.

Teorema 2.33. Sea (G, 7) un grupo paratopoldgico T-DNC'y D un subcon-
Junto denso en G testigo de este hecho. Si el conjunto D' es denso en (G, T),
entonces (G, T) es un grupo topolégico.

Demostracién. Por Proposicién 2.30, bastara probar que (Ag,7 ! x 7) es

DNC. Notemos que si D es denso en (G,7), entonces D! es denso en
(G,7 )y (Ag, 7' x 1) N (D™ x D) es denso en(Ag, 77 x 7).

Sea {(an, an))new una sucesion en (Ag, 7' x7)N(D~'x D) y (an, )kew una
subsucesion de (an)new tal que cl({an, )rew) €s un subconjunto compacto de
(G, 1), por lo cual cl,-1({an, )rew) €s un subconjunto compacto de (G, 771).
Entonces, la sucesion ((an, , n, ) kew C cli=1({@n, ) kew) X clr({(an, ) kew) €5 una
sucesién contenida en un conjunto compacto, por lo tanto tiene un punto de
acumulacion (z,y) € (GxG, 771 x7). Como (G, 7) es Ty, entonces (Ag, 771 x
7) es un conjunto cerrado en (G X G, 77! x 7) (Lema 2.2 in [2]). Por lo tanto,
(r,y) € (Ag, 7' x 1) (es decir, z = ) y (Ag, 7' x 7)N (D! x D) es el
subconjunto denso que testifica que (Ag, 77! x 7) es DNC.

[



Capitulo 3

Espacios Selectivamente
Tenuemente Compactos

En 1994, I. Protasov muestra en [35] que todo grupo topoldgico precom-
pacto contiene un subconjunto discreto no cerrado. Basado en este resultado,
Y. F. Ortiz-Castillo y S. Garcia-Ferreira en [32] introducen el siguiente con-
cepto:

Un espacio topolégico Ty (X, 7) es selectivamente tenuemente com-
pacto, si cumple la siguiente propiedad:

(Q) Para toda sucesion (U,) de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos
no vacios de X, existen z,, € U, para todo n € w, tales que el conjunto
{z,, : n € w} no es cerrado.

En la clase de espacios de Tychonoff este concepto fue llamado fuertemente
pseudocompacto en [32] y selectivamente pseudocompacto en [14]. Debido a
la longitud del nombre de esta clase de espacios, los espacios selectivamente
tenuemente compactos seran denotados como SelTC, principalmente en las
demostraciones de los resultados a lo largo del texto.

Notemos que si X es un espacio SelT'C, entonces dada una sucesion (U,,)
de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos no vacios de X, existen x,, € U,
para todo n € w, tales que el conjunto {x, : n € w} no es cerrado, es decir, el
conjunto {x, : n € w} tiene un punto de acumulacién p € X \|J{U, : n € w},
el cual es un punto de acumulacién de la sucesién (U,). Por lo anterior,
podemos concluir que todo espacio SelT'C' es tenuemente compacto.

27
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Teorema 3.1. Todo espacio de Hausdorff densamente numerablemente com-
pacto es selectivamente tenuemente compacto.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio DNC y D el subconjunto denso de
X testigo de este hecho. Sea (U,,) una sucesién de subconjunto abiertos no
vacios ajenos dos a dos de X. Tomamos x, € U, N D para cada n € w,
como X es DNC, el conjunto {z, : n € w} tiene un punto de acumulacién
p € X\ U{U, : n € w}. Por lo tanto el conjunto {x, : n € w} no es
cerrado. O]

Por el hecho anterior, tenemos que el espacio de Mréwka (V) (Ejemplo
2.1) es un espacio selectivamente tenuemente compacto que no es numerable-
mente compacto. También, D.B. Shakhmatov construye en [41] un ejemplo de
un espacio pseudocompacto en el cual todos sus subconjuntos de cardinalidad
menor que ¢ son cerrados, por tal motivo, dicho espacio no puede ser SelT'C.
Por lo anterior, concluimos que la clase de los espacios SelT'C' se encuentra
entre la clase de los espacios numerablemente compactos y la clase de los
espacios tenuemente compactos.

De aqui en adelante, los espacios selectivamente tenuemente compacto
seran llamados Selectivamente pseudocompactos cuando nos encontre-
mos en la clase de espacios de Tychonoff.

Consideremos ahora la siguiente propiedad:

(Q') Para toda sucesion (U,,) de subconjuntos abiertos no vacios de X,
existe un punto p y para cada n € w, un punto z,, € U, tal que el conjunto
{n € w:z, € V} es infinito para toda vecindad V' de p.

Al punto p lo llamaremos Q-punto critico de la sucesién de conjuntos
abiertos no vacios (U,,) si existe un conjunto {z, : n € w} tal que z,, € U,
para cada n € w y el conjunto {n € w : x, € V} es infinito para toda
vecindad V' de p. Notemos que la propiedad (Q') implica la propiedad (Q)
en la clase de espacios T}.

En el Teorema 2.1 de [14] se mostré que la propiedad (Q) es equivalente a
la propiedad (Q') en la clase de espacios de Tychonoff (el mismo argumento
de la demostracién muestra que coinciden en la clase de espacios T3). Una
pregunta inmediata es saber si son equivalentes en una clase mas grande de
espacios. Abordamos este problema a continuacion.
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Teorema 3.2. Sea X un espacio topologico Ty. Si X posee un subconjunto
denso D tal que x(D) = w, entonces las propiedades (Q) y (Q') son equi-
valentes.

Demostracion. Sélo necesitamos probar que la propiedad (Q) implica la
propiedad (Q’). Sea (U,) una sucesién de subconjuntos abiertos no vacios
de X y sea D un subconjunto denso de X en el cual cada punto tiene una
base numerable de vecindades en D.

Si existe algin punto y € D tal que toda vecindad de y interseca a un
numero infinito de elementos de (U,,), entonces tomamos una familia anidada
de subconjuntos abiertos {V,, : n € w} en X tal que {D NV, : n € w} es
una base local de y en D. Entonces, existe algin elemento minimo ny € w
tal que Vo NU,, # 0 y tomamos xy € Vo NU,, N D. Asi, podemos tomar
no, N1y -« -y Mm—1 € w tal que VxNU,, # 0y xy € ViNU,, paracadak < m—1.
Sea n,, el menor entero tal que 1, > Ny 1y Vi, NU,, # 0 y tomamos
Tm € Vi NU,,, N D. Entonces, la sucesion (x,,) converge a y en D (por tanto
en X) y asi y es un Q-punto critico de la sucesién (U,) de subconjuntos
abiertos.

Si por otra parte, para cada y € D, existe alguna vecindad W de y que
interseca sélo a un numero finito de elementos de la sucesién (U,,), entonces
tomamos yy € UpN D y tomamos un conjunto abierto Wy tal que yg € Wy C
Upy Jo={n €w: WyNU, # 0} es finito. Tomamos m; € w\ Jy y tomamos
y1 € Uy, N D. Sea Wi una vecindad abierta de y; tal que vy, € Wy C Uy,
WinWog=0y Jy =4{n€w:WinuU, # 0} es finito. Ya que tenemos
seleccionados 0 = mg, mq, ..., m,_1 € w, los puntos yo, ..., Yn_1, Subconjuntos
finitos Jo, ..., J,_1 de w y los conjuntos abiertos Wy, ..., W,,_1, tomamos m,, €
w, Y, € D, un subconjunto abierto W,, y un subconjunto finito .J,, C w como
sigue:

(a) my, € w\ U{Jk : k € {mo,m1, ..., mp_1}},

(b) yn € Uy, N D,

(c) W, es una vecindad abierta de y,, W,, C U, vy W, interseca un
nimero finito de elementos de la sucesion (U,),

(d) J, ={k €ew: W, NU, # 0}.

Esta construccién recursiva, produce una sucesiéon (W,,) de subconjuntos
abiertos no vacios ajenos dos a dos tales que W,, C U,,, para cada n € w.

Aplicamos la propiedad (Q) a sucesion (W,,) y obtenemos un Q-punto critico
de la sucesién (U,). Por lo cual, podemos concluir el resultado. ]
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Corolario 3.3. Si un espacio T\ posee un subconjunto denso de puntos
aislados, entonces las propiedades (Q) y (Q’) son equivalentes.

Teorema 3.4. Las propiedades (Q) y (Q') son equivalentes en la clase de
espacios de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Hausdorff con la propie-
dad (Q) y sea (U,) una sucesién de subconjuntos abiertos no vacios de
X. Como X es tenuemente compacto, la sucesiéon (U,,) tiene un punto de
acumulacion q.

(1) Si {n € w: q € U,} es infinito, entonces por eleccién z,, = ¢ para
cada n € J, por lo cual ¢ es un Q-punto critico para la sucesién (U,,) y se
cumple el resultado.

(2) Si {n € w: q € U,} es finito, entonces sin perdida de generalidad,
asumimos que ¢ ¢ U, para todo n € w. Sea my = 0 y tomamos yy € Uy,
como 1y # q vy X es de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos ajenos Vg y
Wy con yg € Vo v q € Wy, asumimos que Vy C Uy.

Como ¢ es un punto de acumulacién de la sucesién (U,), existe un my #
my tal que Wy NU,,, # 0, entonces podemos tomar y; € WyNU,,,. Otra vez,
y1 # qy X es de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos ajenos V; y W;
cony; € Vo y g€ Wy, asumimos que Vi C Wy NU,,, vy Wy C Wy, asi Vj y
V1 son disjuntos. Nuevamente, utilizando el hecho de que ¢ es un punto de
acumulacién de (U, ), existe algin mq ¢ {mg,m;} tal que Wiy N U, # 0y
entonces tomamos y, € Wi N U, y conjuntos abiertos ajenos V5, y Wy tales
que Ym, € Vo y q € Wy, también con Wo € Wy y V, C U, N W;. Esta
construccion recursiva produce un conjunto infinito X = {m,, : n € w} y una
sucesion de conjuntos abiertos ajenos (V},) con la propiedad de que Vj, C Uy,
para cada k € K. Por lo tanto, cualquier Q-punto critico de la sucesién (V;,)
es un Q-punto critico de la sucesién (U,,). O

El siguiente ejemplo, muestra que las propiedades (Q) y (Q') no son
equivalentes en la clase de espacios de T}.

Ejemplo 3.5. Sea 7 = {(r,00) \ C : r € R y C es numerable} U {0, R}.
El espacio (R, T) tiene la propiedad (Q) por vacuidad, ya que no ezisten
conguntos abiertos disjuntos no vacios. Pero la sucesion anidada de conjuntos
abiertos U = {(n,00) : n € N}, no tiene Q-punto critico.
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Es conocido el hecho de que todo espacio de Tychonoff puede ser encajado
de manera densa en un espacio selectivamente pseudocompacto (la compacti-
ficacion de Stone—CeCh). Mas ain, cada espacio de Hausdorff X puede ser
encajado como un subespacio abierto denso de su extensién de Katétov
(Teorema 3.12.6 de [18]), el cual es H-cerrado y por lo tanto tenuemente
compacto, pero no necesariamente selectivamente tenuemente compacto.

Para un espacio de Hausdorff X, denotamos como X, el conjunto de
puntos aislados de X y X; = cl(X \ cl(X))).

Teorema 3.6. La extension de Katétov kX de un espacio de Hausdorff
X es selectivamente tenuemente compacto si y solo st X1 es selectivamente
tenuemente compacto.

Demostracion. Para demostrar la suficiencia, notemos que kX es un espacio
tenuemente compacto de Hausdorff y tales espacios con un denso de puntos
aislados son SelT'C' (Teoremas 2.3 y 3.1).

Supongamos que X es selectivamente tenuemente compacto y sea (U,,)
una sucesion de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos de kX, sin
perdida de generalidad, como X es abierto y denso en X, asumimos que
U, C X para cada n € w. Entonces, I = {n € w: U, Ncl(Xp)} es infinito 6
J={new:U,N(X\cl(Xo))} es infinito. Si I es infinito, el subconjunto
cl(Xo) es SelT'C por lo antes mencionado, por lo cual existe un punto de
acumulacién de la sucesion (U,, N Xo)ner en cl(Xy), el cual, es un Q-punto
critico de la sucesién (U,,) en X. Por otra parte, si J es infinito, entonces como
U, N (X \ cl(Xo)) DU, N X3, como X; es SelTC, se obtiene el resultado.

Para demostrar la necesidad, supongamos que X; no es selectivamente
tenuemente compacto, por lo cual existe (V) una sucesién de subconjuntos
abiertos no vacios ajenos dos a dos de X; que es disjunta de X, la cual no
tiene Q-punto critico en X. Procederemos a mostrar que (V,,) no tiene Q-
punto critico en kX. Para esto, supongamos que para cada n € w, x, € V.
Como cada V,, es infinito, se sigue que V,, \ {z,,} es denso en V,, y por tanto
U{Vs : n € w} es miembro de algin ultrafiltro abierto g sobre X, entonces
también lo es | J{V, \ {zn} : n € w}. Pero esto significa que ¢ no es un punto
de acumulacién del conjunto {z, : n € w} y por lo tanto, la prueba esta
completa. O
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3.1. Espacios Maximales Selectivamente
Tenuemente Compactos

Nuestro primer objetivo es caracterizar a los espacios selectivamente tenue-
mente compactos en la clase de los espacios T). El primer parrafo de la
prueba del siguiente resultado muestra que un espacio infinito X maximal
selectivamente tenuemente compacto debe poseer una familia infinita de
subconjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos de X.

Lema 3.7. Todo espacio mazimal selectivamente tenuemente compacto tiene
un punto aislado.

Demostracion. Supongamos primero que X no admite ninguna sucesién (U,,)
de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos. Si p € X no es aislado,
entonces X \ {p} tampoco admite tal sucesién infinita. Se sigue que (X \
{p}) ® {p} es una topologia SelT'C estrictamente mds fuerte sobre X.

Supongamos que (X,7) es SelT'C' sin puntos aislados. Sea (U,) una
sucesion de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos de X y para cada
n € w tomamos x, € U, tal que C' = {z,, : n € w} no es cerrado. Sea o la
topologia generada por la subbase 7 U {X \ C'}. Entonces, tenemos que C' es
denso en ninguna parte en (X, 7) y como los conjuntos abiertos en (X, o) son
de la forma U U (V' \ C), donde U,V € 7, entonces C' es denso en ninguna
parte en (X, o) también.

Ahora, mostraremos que (X, o) es una topologia SelTC. Para esto, sea
(W,,) una sucesién de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos de (X, o).
Como C' es denso en ninguna parte en (X, 7), se sigue que W, \ ¢l.(C) #
0, para cada n € w. Entonces (W, \ ¢l.(C)) es una sucesién de conjuntos
abiertos no vacios ajenos dos a dos de (X, 7). Por lo tanto, para cada n € w
podemos encontrar z, € W, \ cl.(C) tal que el conjunto {z, : n € w} no
es T-cerrado y como W, \ ¢l,(C) C W, \ C, para cada n € w, tenemos que
{2, : n € w} tampoco es o-cerrado. Por lo cual, (X,0) es una topologia
SelT'C estrictamente mas fuerte que (X, 7), lo cual es una contradiccién. [

Lema 3.8. En un espacio mazximal selectivamente tenuemente compacto todo
subconjunto denso en ninguna parte es cerrado (y por lo tanto discreto).

Demostracion. Notemos que en el primer parrafo del lema anterior se demos-
tré que en un espacio maximal SelT'C, siempre existe una sucesién de conjun-
tos abiertos no vacios ajenos dos a dos.
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Sean (X, 7) un espacio selectivamente tenuemente compacto, A C X un
subconjunto denso en ninguna parte no cerrado y o la topologia generada
por la subbase 7U{X \ A}. Mostraremos que (X, o) es SelT'C. Supongamos
que (U,,) es una sucesién de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos en
(X, 0). Como int,(cl,(A)) =0, entonces V,, = U, \ ¢l (A) # () para cadan €
w. Més atin, para cada n € w, existen S, T,, € 7 tales que U,, = S, U (T, \ 4),
por lo cual V,, = (S, \ ¢l (A)) U (T, \ ¢l-(A)) € 7. Como (X, T) es SelTC,
para cada n € w, tomamos z,, € V,, tal que el conjunto {z, : n € w} no es 7-
cerrado. Pero, {z,, : n € w} no es o-cerrado, lo cual es una contradicciéon. [J

Corolario 3.9. Si un espacio mazximal selectivamente tenuemente compacto
tiene un subconjunto denso de puntos aislados, entonces es disperso de orden
de dispersion 2.

Demostracion. Sea I el conjunto de puntos aislados de un espacio X maximal
SelTC. Entonces, todos los subconjuntos de X \ I son densos en ninguna
parte y por tanto cerrados. Por lo cual, X \ I es cerrado y discreto. ]

Lema 3.10. Todo subconjunto cerrado regular de un espacio selectivamente
tenuemente compacto es selectivamente tenuemente compacto.

Demostracion. Sea A = cl(int(A)) un subconjunto cerrado regular de un
espacio selectivamente tenuemente compacto X. Sea {U, N A : n € w} una
familia de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos en A, donde U,, es un
conjunto abierto en X para cada n € w. Entonces, {U, Nint(A) : n € w} es
una familia disjunta de conjuntos abiertos no vacios en X. Como X es SelT'C,
existe x,, € U, Nint(A) para cada n € w, tal que el conjunto {z,, : n € w} no
es cerrado en X, es decir, existe € clx({z, : n € w})\{z, : n € w}. Como A
es cerrado, entonces x € A. Por lo cual, x € clp({z, : n € w})\{z, : n € w},
esto es, el conjunto {x, : n € w} no es cerrado en A. O

Teorema 3.11 ([1]). Un subconjunto cerrado reqular de un espacio mazximal
selectivamente tenuemente compacto es mazrimal selectivamente tenuemente
compacto.

Demostracion. Sea C' un subconjunto cerrado regular de un espacio maximal
SelTC (X, 1)y supongamos que C' no es un espacio maximal SelT'C. Enton-
ces, existe una topologia o sobre C' que es SelT'C' y estrictamente mas fuerte
que 7|C'. Por el Lema 3.8, tenemos que fr(C') es cerrado y discreto en (X, 1)
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y por lo cual o y 7 coinciden en fr(C). Definimos una base B para una
topologia p sobre X como sigue:

Un conjunto U € B si
1) Siempre que x € U N fr(C), entonces {z} =U N fr(C) y

UN (X \int, (C)) € 7|(X \int.(C)) vy UNC € o,

2)SiUN fr(C) =10, entonces UN(X\C)erTyUNC €o.

Debido a que int.(C) y (X \ C) son dos 7-abiertos cuya unién es densa
en (X,7), entonces cualquier sucesion infinita de abiertos no vacios en X
interseca ya sea a int.(C) 6 (X \ C) infinitamente. Por lo tanto, conside-
ramos dos casos:

Sea (U,) una sucesién de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos
de (X, p).

Caso 1: El conjunto {n € w: U, Nint.(C)} es infinito, entonces (U, N C)
es una sucesion de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos en (X, o),
por lo cual, existen x; € U, N C tal que el conjunto {z; : n € w} no es
p-cerrado.

Caso 2: El conjunto {n € w : U, N (X \ C)} es infinito, entonces (U, N
(X \ C)) es una sucesion de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos en
(X, p), por lo cual, existen z; € U, N (X \ C) tal que el conjunto {z; : n € w}
no es p-cerrado.

Por todo lo anterior, podemos concluir que el espacio (X, p) es SelTC'y p
es estrictamente mas fuerte que 7. Lo cual contradice nuestra hipotesis. [

Por el Lema 3.7, sabemos que un espacio maximal selectivamente tenue-
mente compacto tiene un punto aislado. También, sabemos que tales espacios
no pueden tener subespacios cerrados regulares densos en si y por lo tanto,
estos espacios tienen un subconjunto denso de puntos aislados; por el Corolario
3.9, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.12 ([1]). Un espacio mazimal selectivamente tenuemente com-
pacto es disperso de orden de dispersion 2.

Teorema 3.13 ([1]). Un espacio mazimal selectivamente tenuemente com-
pacto es un SC-espacio de Fréchet.

Demostracion. Supongamos ahora que X es un espacio maximal SelTC,
entonces es disperso con orden de dispersion 2 (Teorema 3.12), por lo tanto,
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existe un conjunto denso de puntos aislados de X. Por el Teorema 2.3, X es
DNC' y la prueba de este hecho es la misma que el argumento del Teorema
2.13. O

Por los dos resultados anteriores y la Proposicién 2.11, obtenemos el
siguiente resultado:

Corolario 3.14. Un espacio selectivamente tenuemente compacto es maximal
selectivamente tenuemente compacto si y solo si es un SC-espacio de Fréchet,
disperso de orden de dispersion 2.

Por los Teoremas 2.3 y 3.12, concluimos:

Corolario 3.15. Un espacio selectivamente tenuemente compacto es mazximal
selectivamente tenuemente compacto si y solo si es mazximal densamente
numerablemente compacto.

3.1.1. Espacios T-maximales Selectivamente
Pseudocompactos

El Corolario 3.4 en [6] muestra que un espacio topolégico que posee un
subconjunto pseudocompacto denso propio no es T-maximal pseudocompacto.
A continuacién, presentamos un resultado analogo para espacios selectivamen-
te pseudocompactos:

Teorema 3.16 ([1]). SiY es un espacio de Tychonoff selectivamente pseudo-
compacto que posee un subconjunto pseudocompacto denso propio D, entonces
Y no es T-mazximal selectivamente pseudocompacto.

Demostracién. Tomamos p € Y\ D y mostraremos que (Y \{p})@&{p} es una
topologia selectivamente pseudocompacta mas fuerte sobre Y. Supongamos
que (U,) es una sucesién de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos
de Y. Si p fuese el tnico punto de acumulacién de (U,,), entonces la sucesion
(U, N D) no puede tener algiin punto de acumulacién en D, contradiciendo
el hecho de que D es pseudocompacto.

Ahora, mostraremos que el subespacio Y \ {p} de Y es selectivamente
pseudocompacto. Supongamos que (V;,) es una sucesién de conjuntos abiertos
no vacios ajenos dos a dos de Y\ {p}. Como la sucesién (V;,) no converge a
p, existe una vecindad W de pen Y tal que J ={n € w:V, € cl(W)} es
infinito y asi (V}, \ ¢/(W)),es es una sucesion infinita de conjuntos abiertos



36 GRUPOS TOPOLOGICOS SELTC

no vacios. Como Y es selectivamente pseudocompacto, para cada n € J,
podemos encontrar y, € V, \ cl(W) tal que {y, : n € J} no es cerrado en
Y. Como p no es un punto de acumulacién de {y, : n € J}, se sigue que
{yn :n € J} no es cerrado en Y\ {p}.

Por lo tanto, (Y \{p})®{p} es una topologia selectivalemente pseudocom-
pacta més fuerte sobre Y y asi Y no es T-maximal selectivamente pseudocom-
pacto. ]

Corolario 3.17. El espacio de Reznichenko (Ejemplo 2.26) no es T-maximal
selectivamente pseudocompacto.

3.2. Grupos Topoldégicos y Paratopolégicos
Selectivamente Tenuemente Compactos

Dado que la propiedad SelT'C se preserva bajo funciones continuas (Pro-
posicién 3.1 en [14]), podemos obtener el siguiente resultado cuya demostra-
cién es analoga al argumento de la Proposiciéon 2.30:

Proposicién 3.18. Sea (G, T) un grupo paratopoldgico, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) G es un grupo topoldgico SelTC,
(b) (G,7) es SelTC de Baire y (G, 771V T) es w-precompacto,
(c) (Ag, 77! x 1) es SelTC.

Si queremos encontrar una condicion suficiente para la cual un grupo
topoldgico pseudocompacto sea selectivamente pseudocompacto, necesitamos
del siguiente concepto que fue introducido por Y. F. Ortiz-Castillo y S.
Garcfa-Ferreira en [32]:

Un espacio topologico X es F-pseudocompacto, si para cada sucesion
(U,) de abiertos no vacios ajenos dos a dos en X, existe un subconjunto
discreto D de X contenido en | J{U,, : n € w} tal que clg(D) \ U{U, : n €
wt#0y|DNU,| <w para cada n € w. Notemos que todo espacio Sel FC
es F-pseudocompacto.

Teorema 3.19 ([28]). Todo espacio topoldgico de Hausdorff X que es F-
pseudocompacto y secuencial es selectivamente tenuemente compacto.
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Demostracion. Sea (U,) una sucesién de abiertos no vacios ajenos dos a
dos en X. Como X es un espacio F-pseudocompacto, existe un subconjunto
discreto D de X contenido en (J{U, : n € w} tal que clg(D) \ U{U, : n €
wh# 0y |DNU,| < w, para cada n € w. Debido a que clg(D) \ {U, :
n € w} # 0y X es secuencial, existe p € clg(D) \ D y una sucesién S en
DC|{U,:new}talque S = py|SNU,| <w paracadan € w.
Notemos que los puntos de S son una subcoleccion de D, entonces .S puede
no contener puntos de algunos U,’s. Entonces, para cada i € w, tomamos

— yn €SNU,, si SNU,#0D
"l 2z, € Uy, si SNU, =0.

Como la sucesion (y,) es una subsucesién de S que también converge a p, el
conjunto discreto {z,, : n € w} ={y, : n € w}U{z, :n € w} no es cerrado y
por tanto G es SelTC. [

Por el Teorema 1.2 en [20], sabemos que todo grupo topoldgico pseudo-
compacto es F-pseudocompacto. Por el hecho anterior, podemos concluir el
siguiente hecho:

Corolario 3.20. Todo grupo topoldgico pseudocompacto y secuencial es selec-
tivamente pseudocompacto.

Un espacio topoldgico X es selectivamente secuencialmente tenue-
mente compacto (6 SSTC) si para cada sucesion (U,,) de subconjuntos
abiertos no vacios de X, existen x,, € U, para cada n € w tal que la sucesién
(x,,) tiene una subsucesién convergente. Estos espacios serén llamados selecti-
vamente secuencialmente pseudocompactos cuando nos encontremos en la
clase de espacios de Tychonoff.

Notemos que todo espacio SST'C es SelTC'. El ejemplo 5.7 de [14] muestra
un grupo selectivamente pseudocompacto que no es selectivamente secuen-
cialmente pseudocompacto.

Proposiciéon 3.21. Todo espacio selectivamente tenuemente compacto de
Hausdorff y secuencial es SSTC.

Demostracion. Sea (U,) una sucesién de subconjuntos abiertos no vacios
ajenos dos a dos de X, entonces existe x,, € U, para cada n € w tal que
el conjunto {x, : n € w} no es cerrado, entonces existe p € cl({z, : n €
w}) \{z, : n € w} y una sucesion de {x, : n € w} que converge a p. O
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Corolario 3.22. Sea G un grupo topoldgico secuencial. Entonces, son equiva-
lentes:

(a) G es pseudocompacto.
(b) G es selectivamente pseudocompacto.
(c) G es selectivamente secuencialmente pseudocompacto.
Demostracion. (a) == (b) es el Corolario 3.20. (b) = (c) se cumple por la

Proposicién 3.21. (¢) = (a) se cumple por definicién de espacio selectivamente
secuencialmente pseudocompacto. O



Capitulo 4

Espacios Secuencialmente
Tenuemente Compactos

El siguiente concepto fue introducido en la clase de espacios de Tychonoff
por G. Artico, U. Marconi, J. Pelant, L. Rotter y M.G. Tkachenko en [9]:

Un espacio topoldgico (X, 7) es secuencialmente tenuemente com-
pacto, si cumple la siguiente propiedad:

(P) Para toda sucesién (U,) de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos
a dos de X, existe un subconjunto infinito J C w y un punto p € X tal que
el conjunto {n € J: W NU, = 0} es finito para toda vecindad W de p.

En [9], este concepto aparece bajo el nombre de espacios secuencialmente
pseudocompactos. Sin embargo, la definicién de este concepto se le atribuye a
E. A. Reznichenko en un manuscrito no publicado ([40]). Debido a la longitud
del nombre de estos espacios, en ocasiones los espacios secuencialmente tenue-
mente compactos serdan denotados como SecTC, principalmente en las de-
mostraciones de los resultados en esta seccién. De aqui en adelante, los
espacios secuencialmente tenuemente compactos seran llamados secuencial-
mente pseudocompactos cuando nos encontremos en la clase de espacios
de Tychonoft.

Notemos que si (U,) es una sucesién de conjuntos abiertos no vacios
ajenos dos a dos en un espacio X secuencialmente compacto, podemos tomar
x, € U, para cadan € wy la sucesién (x,,) tiene una subsucesion convergente
a algin punto p € X. Por lo cual, podemos concluir que la sucesién (U,) y
el punto p satisfacen la propiedad (P). También, notemos que el punto p

39
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descrito en la propiedad (P), en particular es un punto de acumulacién para
la familia dada de abiertos ajena dos a dos. Por lo anterior, podemos concluir
que todo espacio secuencialmente compacto es SecT'C'y todo espacio SecT'C'
es tenuemente compacto.

Teorema 4.1. Sea X un espacio topologico que posee un subconjunto denso
D de puntos aislados. Entonces, X es secuencialmente tenuemente compacto
sty solo si toda sucesion en D contiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea (x,) una sucesién en D y tomamos un punto p € cl({x,)).
Como X es secuencialmente tenuemente compacto, existe ¢ € X y J € [w]
tal que {n € J : x, ¢ V} es finito, para toda vecindad V de ¢. Por lo cual,
la sucesion (z,),es converge a p.

Ahora, sea (U,,) una sucesién de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos
no vacios de X. Como D es denso en X, tomamos z, € D N U, para cada
n € w, entonces la sucesion de puntos aislados (z,,) contiene una subsucesién
(k) kew que converge a un punto g € X. Notemos que el conjunto infinito
I ={ke€w:x, €U}y el punto ¢ tienen la propiedad (P). O

La compactificacién de Stone-Cech fw de w, es un espacio compacto
que no contiene sucesiénes convergentes no triviales (Corolario 3.6.15 en
[18]). Por el Teorema 4.1 concluimos que fw no es secuencialmente tenue-
mente compacto. También, S. Garcia-Ferreira y A. H. Tomita muestran en
[20] la existencia de un espacio secuencialmente pseudocompacto que no es
secuencialmente compacto.

P. Lipparini demuestra en [25] que la propiedad (P) es equivalente a la
siguiente propiedad en la clase de espacios topolégicos:

(P’) Para toda sucesién (U,,) de conjuntos abiertos no vacios de X, existe

un subconjunto infinito J C w y un punto p € X tal que el conjunto {n €
J: W nNU, =0} es finito para toda vecindad W de p.

A este punto p lo llamaremos P-punto critico de la sucesién de conjuntos
abiertos (U,). Un espacio con la propiedad (P’) es llamado secuencialmente
tenuemente compacto en [17].

El siguiente resultado es una ligera generalizacion del Teorema 2.2 (d) de
[17].

Teorema 4.2 ([1]). Un espacio pseudoradial tenuemente compacto es secuen-
ctalmente compacto.



ESPACIOS SECUENCIALMENTE TENUEMENTE COMPACTOS 41

Demostracion. Supongamos que (U,) es una sucesion de conjuntos abiertos
no vacios ajenos dos a dos de un espacio pseudoradial tenuemente compacto
X. Si existe algin ¢ € X tal que J = {n € w: ¢ € c(U,)} es infinito,
entonces obtenemos el resultado. Por otra parte, si no existe tal punto, existe
un punto de acumualcién p de la sucesion (U,,) tal que {n € w : p € cl(U,)} es
finito y sin perdida de generalidad, asumimos que p ¢ cl(U,,) para todon € w
y por tanto A = [ J{cl(U,) : n € w} no es cerrado. Como X es pseudoradial,
existe algin cardinal £ y una k-sucesion T = (x,)a<x €n A que converge a
g € X \ A. Por lo tanto, existe ay < k tal que para cada o > g, tenemos
que z, € X \ cl(U,) y se sigue que « tiene cofinalidad numerable y entonces

existe una sucesiéon S en A que converge a ¢. Por lo cual se sigue que X es
SecT'C. ]

Debido a que Sw es un espacio de Hausdorff compacto no SecT'C, surge la
cuestién de saber cudndo la compactificacién de Stone-Cech de un espacio de
Tychonoff 6 la extencién de Katétov de un espacio de Hausdorff es SecT'C.
Notemos que si un espacio de Hausdorff (6 Tychonoff) X es SecT'C', entonces
kX (6 BX) es SecT'C (inciso (c) del Teorema 3.1 en [17]). Consideremos
entonces el problema inverso en el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico de Hausdorff. Entonces, kX
es secuencialmente tenuemente compacto si y solo si X es secuencialmente
tenuemente compacto.

Demostracion. Como se menciond anteriormente, la suficiencia se cumple.
Probemos la necesidad suponiendo que X no es SecT'C'. Entonces, existe
alguna sucesién (U,,) de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos de X
sin P-punto critico en X. Por lo cual, si p € kX \ X, entonces una vecindad
bésica de p es de la forma UU{p} donde U € py U C X. Para probar que p no
es un P-punto critico de la sucesién (U,,), supongamos lo contrario, entonces
existe alguna subsucesion (Ugn)) tal que toda vecindad de p interseca a todos
excepto una cantidad finita de elementos de la subsucesién. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que ¢(n) = n para cada n € w.

Como p es un ultrafiltro abierto sobre X, se sigue que A = (J{Us, :
ne€w}tepdB=J{Un-1:n € w} € p pero no ambos. Por lo tanto, si
A € p, entonces B ¢ py p ¢ cl(B), esto contradice la suposicién de que toda
vecindad de p interseca a todos excepto un ntimero finito de elementos de
(Uy). ]
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Denotaremos como aX = X U {oco} la compactificacién en un punto de
un espacio de Hausdorff X localmente compacto.

Teorema 4.4 ([1]). Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y
pseudocompacto, entonces aX es secuencialmente pseudocompacto si y solo
st X es secuencialmente pseudocompacto.

Demostracion. Bastard mostrar la necesidad. Sea (U,,) una sucesién de con-
juntos abiertos no vacios ajenos dos a dos de X sin P-punto critico en X,
entonces oo es el unico punto critico de (U,,). Sin perdida de generalidad,
asumimos que toda vecindad de oo interseca a todos excepto un nimero
finito de elementos de (U,,).

Si la sucesién (U,) no converge a oo, entonces existe V' una vecindad
cerrada de oo que no contiene una infinidad de subconjuntos U, esto es,
J={ne€w:U,\V # 0} es infinito. Pero entonces la sucesién (U, \ V) es
una sucesion de subconjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos de a X, la
cual debe tener un P-punto critico p € X. Entonces p es también un P-punto
critico de (U,,), lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, no existe tal vecindad cerrada de p y entonces (U,) — oo,
lo cual muestra que X no es pseudocompacto. O

En el inciso (a) del Teorema 3.2 en [17] se muestra que toda imagen
continua de un espacio secuencialmente pseudocompacto es un conjunto
secuencialmente pseudocompacto. Por lo cual, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.5. Si X es localmente compacto y pseudocompacto, entonces X
tiene una compactificacion secuencialmente pseudocompacta si y solo si X es
secuencialmente pseudocompacto.

Demostracion. Sabemos que si una compactificacion v.X de X es secuencial-
mente pseudocompacto, entonces X también lo es (por ser imagen continua
de vX) y por el Teorema anterior obtenemos el resultado. O

Es conocido el hecho de que si X es secuencial, entonces X es pseudo-
compacto ([26]). El siguiente resultado muestra que esto también es cierto si
asumimos que $X es secuencialmente pseudocompacto.

Teorema 4.6 ([1]). Si fX es secuencialmente pseudocompacto, entonces X
es pseudocompacto.
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Demostracion. Supongamos que X no es pseudocompacto, entonces existe
una familia discreta {U,, : n € w} de conjuntos abiertos no vacios de X. Para
cada n € w tomamos x,, € U, y una funcién continua f, : X — [0, 1] tal que
falzn) =1y fu X\ U] = 0.

Definimos f = sup{f, : n € w}, notemos que supp(f) C J{U, : n € w}.

Sea x € X y V vecindad abierta de x en X, si x € U, para algin m € w,
como {U, : n € w} es una familia discreta, entonces f,(z) = 0 para todo
n # my f(z) = f(z) para todo z € V, por lo cual f es continua. Si
r € X\ U{U, : n € w}, tomamos V vecindad abierta de x en X, como
{U, : n € w} es una familia discreta, existe un tinico k € w, tal que VNU}, # ()
y por un argumento similar tenemos que f es continua.
También, tenemos que Z, = f, '[3,1] es un conjunto nulo contenido en
U, y es una vecindad de z,, para cada n € w, mas atin, Z = | J{Z, 1 n € w} =
f7'[2, 1] es un conjunto nulo. Sea V = {intx(Z,) : n € w}, entonces V es una
familia discreta de conjuntos abiertos no vacios de X y mostraremos que la
sucesion S = {intgx(clgx (intx(Z,))) : n € w} de subconjuntos abiertos de
BX no tiene P-punto critico en 5X. Notemos primero que si los conjuntos:

A =intgx(clpx(intx(Z,,))) vy B =intgx(clax(intx(Zy,)))

son términos de la sucesion S, entonces clgx(A) C clgx(Zn,) v clgx(B) C
clgx(Z,,) y por tanto si n; # ng, entonces A y B son ajenos. También, si
p € BX es un P-punto critico de la sucesién S, entonces p € clgx(Z). Asi
como en el Teorema 4.4, debemos asumir que toda vecindad abierta de p
interseca a todos excepto una cantidad finita de elementos de S y por tanto
todos excepto una cantidad finita de conjuntos Z,,. Por lo tanto, los conjuntos
nulos M = (J{Za, :n € w} y N =J{Z2n—1 : 1 € w} en X tienen clausuras
ajenas en SX y entonces ni p ¢ clgx(M) ni p ¢ clgx(N), lo cual es una
contradiccion. [

4.1. Espacios Maximales Secuencialmente
Tenuemente Compactos

Recordemos que un espacio tenuemente compacto X es FCC si todo subes-
pacio tenuemente compacto es cerrado en X. En [17] fue probado que un
espacio F'C'C es secuencialmente tenuemente compacto. Notemos que si A es
un subespacio tenuemente compacto de un espacio (X,0) y 7 C o entonces
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(A,7) es tenuemente compacto y més ain, si (X,7) es FCC'y (X,0) es
tenuemente compacto, entonces también este ultimo es FCC'. Por Teorema
1.5 sabemos que todo espacio tenuemente compacto es maximal tenuemente
compacto si y so6lo si es FFC'C'y submaximal. Por lo cual, una submaximaliza-
cién de un espacio F'C'C tenuemente compacto de Hausdorff es maximal

SecTC.

Se sigue del Teorema 1.4 que un espacio maximal SecT'C' es T;. También,
por el Corolario 1.3, tenemos que un espacio submaximal SecT'C' donde todo
subespacio SecT'C' es cerrado, es maximal SecT'C.

Diremos que un espacio SecT'C' X es SFCC si todo subespacio SecT'C
es cerrado en X.

Teorema 4.7 ([1]). Sea (X, T) un espacio Ty y SecT'C. Entonces, una subma-
zimalizacion de X es SecT'C' (y por tanto una submazimalizacion de un
espacio Ty, SFCC' y SecT'C' es mazximal SecTC).

Demostracion. Supongamos que F es un filtro maximal de subespacios densos
de X. La topologia o generada por la subbase 7 U F es una topologia
submaximal en X. Necesitamos mostrar que (X, o) es SecT'C. Supongamos
que (U,,) es una sucesién de conjuntos o-abiertos no vacios ajenos dos a dos.
Cada conjunto U, podemos escribirlo como U, =V, N F,,, donde V,, € 7y
F,, € F. Entonces, como (X, 7) es SecT'C, existe un p € X y un conjunto
infinito S C w tal que toda 7-vecindad V' de p interseca a la familia {V,, : n €
S} excepto un nimero finito de sus elementos. Pero, si W es una o-vecindad
abierta de p, entonces W = V N F' para alguna 7-vecindad abierta de p y
algin F' € F y entonces F es un filtro de 7 conjuntos densos, se sigue que
wWnU,=VnFNnV,NE,=VnV,)N(FNFE,)#0 cuando VNV, #0. O

Notemos que si un espacio (X, 7) SecT'C tiene un subespacio A que es
SecT'C' y no cerrado, entonces para algin p € cl(A) \ A definimos o como la
topologia generada por 7 U {X \ (cl(A) \ {p})}, entonces (X, o) es SecTC.
Combinando esto y el Teorema anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.8. Un espacio secuencialmente tenuemente compacto es mazximal
secuencialmente tenuemente compacto si y solo si es submazimal y SFCC.

Incluso en la clase de los espacios de Tychonoff, un subespacio pseudocom-
pacto cerrado de un espacio secuencialmente pseudocompacto no necesaria-
mente es secuencialmente pseudocompacto.
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Ejemplo 4.9. FExiste un espacio secuencialmente pseudocompacto que con-
tiene un subespacio compacto que no es secuencialmente pseudocompacto.

Demostracion. En [9] se prob6 que cada grupo topolégico pseudocompacto es
secuencialmente pseudocompacto, por lo cual el espacio {0, 1} es secuencial-
mente pseudocompacto. Pero, {0, 1}¢ contiene una copia de fw el cual no es
secuencialmente pseudocompacto. O

Como se ha mencionado, si un espacio (X, 7) es maximal SecT'C', entonces
es submaximal (Corolario 4.8), por tanto si (X, 7) tiene un conjunto denso I
de puntos aislados, entonces (X, 7) debe ser disperso de orden de dispersién
2. Por lo cual, si los elementos de la sucesién de conjuntos abiertos (U,) en la
definicién de SecT'C' son puntos aislados, entonces existe un punto p y una
subsucesion (U,)nes que converge a p. Si para algin A C I, p € cl(A) \ A,
pero p no es el tnico punto de acumulacién de algiin subconjunto infinito de
A, entonces la topologia generada por 7U{X \ (c/(A) \ {p})} es SecT'C. Por
tanto, si p € cl(A), existe un conjunto de puntos aislados I, C A que tiene
a p como unico punto de acumulacién y entonces existe una sucesién en I,
que converge a p. Entonces, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.10 ([1]). Un espacio mazimal secuencialmente tenuemente com-
pacto que contiene un denso de puntos aislados es un SC-espacio de Fréchet.

4.1.1. Espacios T-maximales Secuencialmente
Pseudocompactos

El espacio 6N de [13] es T-maximal pseudocompacto (y por tanto T-
maximal secuencialmente pseudocompacto), secuencialmente compacto, radial
pero no secuencial.

Un espacio X es accestble de un subconjunto denso D si cada punto de X
es el limite de una sucesiéon en D. Un espacio X es fuertemente accesible
de un subconjunto denso D si siempre que A C D y x € cl(A), existe una
sucesion de A que converge a z. Una sucesién de conjuntos abiertos converge
a p € X si toda vecindad de p contiene todos excepto un numero finito de
elementos de la sucesién. La prueba del siguiente resultado, es similar a la
prueba del Lema 2.8 de [3].

Teorema 4.11 ([1]). Si X es un espacio T-mazimal secuencialmente pseudo-
compacto entonces es accesible de algun subespacio denso. Mdas aun, cada
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punto es el limite de una sucesion de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos
a dos de X y por tanto nx(X) = w y si X es reqular, entonces w(X) < 26X,

Demostracion. Supongamos que D es un subespacio denso de X del cual X
no es accesible. Tomamos p € X \ D tal que ninguna sucesién de D converge
a p. Mostraremos que (X \ {p}) ® {p} es una topologia secuencialmente
pseudocompacta mas fuerte que 7 y que es completamente regular siempre
que 7 es completamente regular. Con este fin, supongamos que (U,) es una
sucesiéon de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos en X, si p no
es el tnico P-punto critico de la sucesién (U,,), entonces existe g # p el cual
también es un P-punto critico de (U,,). Como ninguna sucesién de D converge
a p, se sigue que la sucesiéon de conjuntos abiertos (U,) no converge a p,
entonces existe una vecindad cerrada V' de p tal que J = {n € w : U,\V # 0}
es infinito y entonces p no es un P-punto critico de la sucesién V = (U, \V ),
de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos. Por lo tanto, V debe tener
un P-punto critico ¢, el cual también es un punto critico de (U,).

Un argumento similar, prueba la segunda afirmacién y la iltima desigual-
dad es una consecuencia del Teorema de Shapirovsky (Teorema 2.37 de [24]),
el cual afirma que w(X) < 7x(X)“*) para espacios Ts. O

Teorema 4.12 ([1]). Un espacio tenuemente compacto (respectivamente,

pseudocompacto) que es fuertemente accesible de algin subconjunto denso

primero numerable es secuencialmente tenuemente compacto (respectivamente,
secuencialmente pseudocompacto).

Demostracion. Sea (U,) es una sucesién de conjuntos abiertos no vacios
ajenos dos a dos en X con un subconjunto denso primero numerable D. Como
X es tenuemente compacto, la sucesién (U,,) tiene un punto de acumulacién
peX.

Si p € D entonces como D es primero numerable y p € clp((J{U, N D :
n € w}), entonces tenemos que el conjunto {n € w: p € clp(U, N D)} ya sea
finito 6 infinito, p es un P-punto critico de la sucesién (U,,).

Si por otra parte, p € X \ Dy {n € w: p € clx(U, N D)} es infinito,
entonces p es un P-punto critico de (Uy,). Si {n € w : p € clx(U, N D)} es
finito, sin perdida de generalidad, asumimos que p ¢ clx (U, N D) para todo
n € w, por lo tanto A = |J{clx(U, N D) : n € w} no es cerrado. Como X
es fuertemente accesible de D, existe una sucesién (x,) C D que converge a
p € X \ A. Entonces, existe ng € w tal que para todo n > ny tenemos que
x, € X\ c(U,) entonces existe una sucesién S en A que converge a p, por
lo tanto p es un P-punto critico de (U,). O
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Tenemos el siguiente hecho (Teorema 2.4 de [3]):

Teorema 4.13 ([3]). Un espacio pseudocompacto que es fuertemente accesible
de un subconjunto denso de puntos aislados es T-maximal pseudocompacto.

Se sigue el siguiente resultado:

Corolario 4.14. Un espacio pseudocompacto que es fuertemente accesible
de un subconjunto de puntos aislados es T-mazimal pseudocompacto y T-
mazximal secuencialmente pseudocompacto.

4.2. Grupos Topolégicos Secuencialmente
Tenuemente Compactos

En [9] se mostré que los espacios tenuemente compactos y secuencialmente
tenuemente compactos coinciden en la clase de grupos topolégicos. Sin embargo,
mostraremos que también coinciden en la clase de grupos paratopoldgicos de
Hausdorff.

Lema 4.15 (Bourbaki, [11]). Si A y B son conjuntos abiertos ajenos en
(X, 1), entonces int(cl(A)) y int(cl(B)) son conjuntos abiertos ajenos en
(X, 75) que contienen a A y B respectivamente.

El siguiente hecho muestra que la propiedad secuencialmente tenuemente
compacta es semiregular:

Lema 4.16. Sea X un espacio topoldgico. Entonces, (X, T) es secuencialmente
tenuemente compacto si y solo si (X, Ts) es secuencialmente tenuemente
compacto.

Demostracion. Debido a que 7¢ C 7, se obtiene la suficiencia. Bastara probar
la necesidad.

Supongamos que (X, 7g) es secuencialmente tenuemente compacto y (X, 7)
no lo es. Entonces existe una sucesiéon (U,,) de abiertos mutuamente ajenos
no vacios de (X, 7) de tal manera que para todo z € G y para todo J C w
infinito, existe V' € 7 vecindad de x tal que el conjunto {n € J: VNU, = 0}
es infinito.

Por otra parte, por el Lema 4.15, tenemos que (int(cl(U,,))) es una sucesiéon
de abiertos mutuamente ajenos no vacios de (X, 7g) tal que U,, C int(cl(U,))
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para todo n € w. Como (X, 7Ts) es secuencialmente tenuemente compacto,
entonces existen py Jg C w infinito tal que el conjunto {n € Jg : int(cl(W))N
int(cl(Uy,)) = 0} es finito, para toda int(cl(W)) vecindad de p en s.
Ahora, si tomamos x = py J = Jg, esto implica que existe O € 7
vecindad de p tal que el conjunto {n € Jg : O N U, = (0} es infinito, esto
es, ONU, = () para todo n € Js. Por Lema 4.15, tenemos que int(cl(O))
y int(cl(Uy)) son conjuntos abiertos ajenos en (X, 7g) que contienen a O
y U, respectivamente y int(cl(O)) Nint(cl(U,)) = 0 para todo n € Jg,
es decir, el conjunto {n € Jg : int(cl(O)) Nint(cl(U,)) = O} es infinito y
ps C O C int(cl(O)) € 7s. Lo cual contradice el parrafo anterior. O

Corolario 4.17 ([28]). Sea (G,T) un grupo paratopolégico de Haudorff.
Entonces, (G,T) es tenuemente compacto si y sdlo si es secuencialmente
tenuemente compacto.

Demostracion. Bastard probar la necesidad. Supongamos que (G, 7) es te-
nuemente compacto, entonces (G,7g) es regular y tenuemente compacto,
por tanto pseudocompacto, entonces (G, 7g) es secuencialmente tenuemente
compacto (Proposicién 1.10 en [9]). Por el Lema 4.16, concluimos que (G, 7)
es secuencialmente tenuemente compacto. O



Capitulo 5

Conclusiones

La presente tesis fue desarrollada en las areas de topologia general y dlgebra
topoldgica. Esta basada principalmente en el estudio de las propiedades
maximales que generalizan la compacidad y en el estudio de estas propiedades
en la clase de grupos topoldgicos.

5.1. Preguntas abiertas

Las siguientes preguntas surgieron durante nuestra investigacion y resultan
de gran interés:

Problema 5.1. Caracterizar las topologias DNC, las cuales tienen un refi-
namiento mazximal DNC'.

Problema 5.2. Caracterizar los espacios T-maximales densamente numerable-
mente compactos.

Problema 5.3. ;FEzxiste un espacio X pseudocompacto no secuencialmente
pseudocompacto tal que SX es secuencialmente pseudocompacto?

Notemos que cada subespacio SecT'C' de kw es finito, pero kw no es
Secl'C ni FCC'. Por lo cual, queda abierta la siguiente pregunta:

Problema 5.4. ;Un espacio SFCC es FCC?

Problema 5.5. ;Es cierto que SX es secuencialmente pseudocompacto si y
solo si X es secuencialmente pseudocompacto?

49
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Sabemos por [33] que un espacio maximal tenuemente compacto es FCC
y por el Teorema 2.2 de [17], tenemos que un espacio maximal tenuemente
compacto es SecT'C. Como el espacio 0N de [13] es T-maximal pseudocom-
pacto pero no FCC, tenemos la siguiente pregunta:

Problema 5.6. ;Es todo espacio T-maximal pseudocompacto, secuencial-
mente pseudocompacto?
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