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IN’TRODUCCION 

En el p r e s e n t e   t r a b a j o  se e s t u d i a   u n a   s u b c l a s e   d e -  los p r o c e s o s  

d e   c o n t r o l   m a r k o v i a n o s   e n   t i e m p o   d i s c r e t o .  En g e n e r a l ,  estos 

p r o c e s o s  ( x  ) s o n  modelos maternaticos d e  si stemas d i  ndmi cos q u e  soh. 

o b s e r v a d o s   e n  el t i e m p o ,   p a r a  los c u a l e s   d e s p u 6 s   d e   c a d a   o b s e r v a c i 6 n  

x d e l   e s t a d o  del sistema, un c o n t r o l  at es a p l i c a d o .  Y b a s a d o   e n  el 

estado y el c o n t r o l   u n a   g a n a n c i a  C o costo3 rCx . a  3 es r e c i b i d a  . 

t 

t 

t t  

E l  p r o b l e m a   b i s i c o ,   c o n s i s t e   e n   d e t e r m i n a r -  C o e n c o n t r a r ]   u n a  

p o 1 í t i c . a   C s u c e s i c 5 n   d e   c c x A . r o l e s 3  6=(at) q u e   o p t i m i z e  el 

Nos i n t e r e s a r e m o s  por l a  s u b c l a s e   d e  estos procesos tales que:  

C a3 el e s p a c i o   d e   e s t a d o s   d e l -  s-istema es un espacio @g Bore1 ; 

C b3 1 a f u n c i o n   o b j e t i v o  63s c o n o c i d a  como ganancia   Dromedio:  

t =o 

donde ES r e p r e s e n t a  al  o p e r a d o r  esperanza, el estado inicial del 

sistema es x,=x y la polftica 6 es u s a d a .  La f u n c i b n   g a n a n c i a  por 

e t a p a  rCxt. a 3 l a  suponemos acotada. 

X 

I 
t 

” 

Cuando el h o r i z o n t e   d e l  sistema es i n f i n i t o  se u s a .  

g e n e r a l m e n t e , ’  el e n f o q u e   d e  l a  Ecuacibn d e  O p t i m a l i d a d   p a r a   e s t u d i a r  

el Problema d e  Control   Optimo.  Con este e n f o q u e .  se a s e g u r a  l a  

e x i s t e n c i a  d e  una p o l i t i c a   d p t i m a  si se t i e n e   u n a   s o l u c i b n  d e  l a  

E c u a c i b n  d e  O p t i m a l   i d a d  y c o n d i c i o n e s   a d e c u a d a s   d e   c o n t i n u i d a d  y 
.I 

compacidad.  



b, 

Para e s t u d i  ar el Probl ema de C o n t r o l  Opti mo con gananci  a 

Promedio es n e c e s a r i o   i m p o n e r   c o n d i c i o n e s   d e   ' r e c u r r e n c i a ' .  En 

p a r t i c u l a r ,   b a j o  este t i p o   d e   c o n d i c i o n e s  es p o s i b l e   a s e g u r a r  l a  

e x i s t e n c i a  - d e  u n a   s o l u c i 6 n   a c o t a d a  d e  l a  E c u a c i b n  d e  Optimal  i d a d .  

En el C a p i t u l o  I se i n t r o d u c e n  los p r o c e s o s   d e   c o n t r o l  

markoviano,  se p l a n t e a  el P r o b l e m a   d e   C o n t r o l  Optimo y se i n t r o d u c e n  

l a s  c o n d i c i o n e s   d e - r e c u r r e n c i a  bajo las c u a l e s  se e s t u d i a r &  el'.. 

P r o b l e m a   d e   C o n t r o l  Optimo con  Ganancia   Promedio.  

En el C a p i t u l o  I1 se i n t r o d u c e  l a  E c u a c i b n   d e   O p t i m a l i d a d .  E l  

o b j e t i v o  d e  este c a p i t u l o  es e s t u d i a r  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i o n e s  d e  

l a  E c u a c i b n   d e   O p t i m a l i d a d   c o n s i d e r a n d o  los s i g u i e n t e s   e n f o q u e s :  
4 

a3 como p u n t o  f i j o  d e l   O p e r a d o r   d e   O p t i m a l i d a d ;  

b3 limite d e  p r o b l e m a s   c o n   h o r i z o n t e   f i n i t o ;  

c3 limite d e   p r o b l e m a s   d e s c o n t a d o s .  

Lo a n t e r i o r  se h a c e   b a j o  l a s  c o n d i c i o n e s   d e   r e c u r r e n c i a  

" 

i n t r o d u c - i d a s  can el C a p i t u l o  I .  
- 

En el Capf t u l o  I11 se a s e g u r a  l a  e x i s t e n c i a   d e   u n a   p o l i  t i c a  

b p t i m a ,   u s a n d o  los e n f o q u e s   a 3  y b> s e K a l a d o s   e n  el parrafo 

a n t e r i o r .   F i n a l m e n t e ,  se e s t u d i a  el Problema d e  C o n t r o l  Optimo bajo 

l a  C o n d i c i b n   d e   D o e b l i n  y l a  r e s t r i c c i b n   d e   c o m p a c i d a d   s o b r e  los 

e s p a c i o s   d e   e s t a d o s  y a c c i o n e s .  

- 

" El a n A l i s i s ,   e n  este t r a b a j o ,  est.& basado ' e n   r e s u l t a d o s  de 

f u n c i q n e s   m u l t i v a l u a d a s ,   f u n c i o n e s   s e m i - c o n t i n u a s   s u p e r i o r m e n t e ,  

o p e r a d o r e s   d e   c o n t r a c c i b n ,   s e l e c t o r e s  medi b l e s  y t o p o l o g i a s   e n  

- 

e s p a c i o s   d e   m e d i d a s  d e  p r o b a b i l i d a d .   A l g u n o s  d e  estos r e r u l  t a d o s   s o n  

c i t a d o s ,   s i n   d e m o s t r a c i b n ,   e n  e4 A p h d i c e .  

2 
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WOTACION 

Para un e s p a c i o   t o p o ' l 6 g i c o  X ,  se d e n o t a  por BCX2 l a  o-Algebra 

d e   B o r e l  , esto es,  l a  minima  cr-Algebra  que  contiene l a  familia d e  

s u b c o n j u n t o s   a b i e r t o s  d e  X. As1 , ' medi b i l i   d a d '  d e  c o n j u n t o s  y 

f u n c i   o n e s  si g n i  f i ca medi b i  1 i datd d e  B o r e l  . 
Un e s p a c i o   d e  Borel es un s u b c o n j u n t o   d e   B o r e l   d e  un espacio 

m&t.rico, separable y c o m p l e t o .  

Dado  un e s p a c i o  de B o r e l  X ,  denotamos  por ~ 

BC x3 

cc x3 

Sea v: 

s u p e r i o r m e n t e  

x ,  se cumple 

c cx3 
6 

[PC x3 

/ 

el espacio d e  1 as f u n c i o n e s   d e f i n i d a s  e n  X, c o n  

v a l o r e s   e n  los r e a l e s ,   a c o t a d a s  y medi bl es. Este e s p a  

c i o  es d e   B a n a c h ,   c o n  l a  norma del   supremo 

el s u b e s p a c i o   d e  BCX3 , d e  las f u n c i o n e s   c o n t i   n u a s .  

X - medi.ble se d i c e   q u e  es s e m i - c o n t i n u a  

si p a r a   c a d a  x& y c a d a   s u c e s i 6 n  €&>d que c o n v e r g e  a 

l i m  sup vCx,3 5 vCx3. 
n 

d e n o t a  a l  e s p a c i o  d e  las f u n c i o n e s   a c o t a d a s  semi -con- 

t i n u a s   s u p e r i o r m e n t e .  

el e s p a c i o  d e  l a s  medi das d e  p r o b a b i  1 i d a d ,   d o t a d o   c o n  

1 a topo1 ogi a d e  l a  c o n v e r g e n c i a   d e b i l  . 

3 
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lb II 

I * C d  

q C *  /o 3 

A 

n 
F 

M. 
t 

. .  

E6 
W 

norma d e  l a  var iac ih  total para medidas con signo p 

e n  X. 

l a   f u n c i 6 n   i n d i c a d o r a   d e l   c o n j u n t o  B d e f i n i d a   p o r  

I CX~:  =1 si XGB, I C x > :  =O si x&. 

p r o b a b i l i d a d   d e   t r a n s i c i 6 n  C o p r o b a b i l i d a d   c o n d i c i o -  

B e 
I 

n a l 3   e n  X dado Y .es una f u n c i  bn ta l  que qCo /y3 es una 

medi d a  d e  p r o b a b i  1 i d a d   e n  X p a r a   c a d a  y = Y ,  y q C  B/e3 - .  

es una f u n c i   6 n   m e d i b l e   e n  Y ,  p a r a   c a d a  BEBC X3. 

C o n j u n t o   d e  las p o l i t i c a s   a d m i s i b l e s .  

C o n j u n t o   d e  1 as p o l  í ti c a s  estaci o n a r i  as al  eatori zadas 

C o n j u n t o   d e  las; p o l i t i c a s   e s t a c i o n a r i a s .  

C o n j u n t o   d e   l a s   h i s t o r i a s   a d m i s i b l e s   h a s t a  el t i e m p o  

t .  

4 

medida de probabilidad  inducida por la poli tica d y 

l a  d i s t r i b u c i b n   i n i c i a l  v. 

o p e r a d o r   e s p e r a n z a  con r e s p e c t o  a 1 a medi da Pw . 6 
- 

9 

4 
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I. PROCESOS DE CONTROL MARKOVIANOS 

O. I n t r o d u c c i b n  

1 ;  Modelo d e   c o n t r o l   M a r k o v i a n 0  

2. P o l i t i c a s   a d m i s i b l e s  

3. I n d i c e s   d e   F u n c i o n a m i e n t o  

4.  ' C o n d i c i o n e s   d e   c o n t i n u i d a d  y compacidad 

5. C o n d i c i o n e s  de r e c u r r e n c i a  ,/ 

' O. INTRODUCCION. 

E l  o b j e t i v o  d e  este c a p i t u l o  es i n t r o d u c i r  los p r o c e s o s   d e  

c o n t r o l   m a r k o v i a n o s  y p l a n t e a r  el p r o b l e m a   c o n t r o l   6 p t i m o  CPCO3. 

para l o  q u e  se r e q u i e r e n  10s s i g u i e n t e s   e l e m e n t o s :  un m o d e l o   d e  

c o n t r o l ,  un c o n j u n t o   d e   p o l í  t i c a s  a d m i s i b l e s  y un í n d i  ce d e  

f u n c i o n a m i e n t o   C S e c c i o n e s  1 , 2  y 3 3 .  Ademas, se - i n t r o d u c e n  - 

c o n d i c i o n e s   d e   c o n t i n u i d a d ,   c o m p a c i d a d  y r e c u r r e n c i a   s i n  l a s  c u a l e s ,  

e n   g e n e r a l  , n o  es p o s i  bl e resol  v e r  el PC0 con  Ganancia  Promedi o 

C Secci o n e s  4 y 53 , lo c u a l  es el i n t e r e s   g e n e r a l  d e l  p r e s e n t e  

t r a b a j o .  

- 

I. MOLELO DE CONTROL MARKOVI ANO. 

- X r e p r e s e n t a  el e s p a c i o   d e  estados y suponemos es un e s p a c i o  

d e   B o r e l .  es decir ,  un s u b c o n j u n t o  de B o r e l   d e  un espacio m 4 t r i c o .  

5 



s e p a r a b l e  y c o m p l e t o ;  

- A el e s p a c i o  de a c c i o n e s  es un e s p a c i o  d e  Bore1 . Sea D una 

f u n c i 6 n   q u e  a cada e s t a d o  x d  l e  a s o c i a  un s u b c o n j u n t o  D C d S A ;  los 

e l e m e n t o s  d e  DC x3 r e p r e s e n t a n  l a s  a c c i o n e s  o_ c o n t r o l e s   a d m i s i b l e s  

pa-ra el e s t a d o  x&. 

Sea K el c o n  j u n t o  d e  pare, jas  Cx, a2 e s t a d o - a c c i 6 n   d e f i n i d o  por 

D;: =(cx,a3: XGX,~GDC* 1, k. 

a l  q u e  l e  pedimos sea un s u b c o n j u n t o   m e d i b l e  d e l  e s p a c i o   p r o d u c t o  

XA. 1 

- qCB/x,a3,  B d C X I  y Cx,;a3dK, r e p r e s e n t a  la ley de t a n s i c i 6 E  

- d e l  sistema, es u n a   p r o b a b i l i d a d  de t r a n s i c i d n  sobre X dado o(; 
c 

- r : .  K I_) IR , f u n c i b n  de q a n a n c i a  en un p a s o ,  es una 

f u n c i d n  medible y a c o t a d a .  

P o d e r n o s . i n t e r p r e t a r  al MCM C X , A , q , r l ,  como un  modelo  matematico 

d e  un sistema :estocAsthco cant.rolado q u e  se o b s e r v a   e n  los t i e m p o s  

t=0,1,2,. . . . El e s t a d o  y :La a c c i d n  en el" t i e m p o  t. serfin 

r e p r e s e n t a d o s  por x y a r e s p e c t i v a m e n t e .   A h o r a ,  a i  x = x d  y 

a = a d X d ,  se recibe u n a   g a n a n c i a  rCx,a3 y el sistema '50 mueve' a 

un nuevo estado x =x' d e  a c u e r d o  a l a  ley d e  transicidn q C  *Jx,a>, 

es d e c i r  ,- 

t t .  t 

t 

t+i  
- 

2. POLI TI C A S  ADMI SI BLES. 

P a r a   e l e g i r  las a c c i o n &  d e  c o n t r o l  
"r4? 

sistema e n  cada 

t i e m p o  t , se debe s e g u i r   a l g u n a  reg1 a C o  pol f t i c a  3 1 a cual puede o 

no  depender d e  l a  h i s t o r i a  d e l  p r o c e s o .  ')Para d e f i n i r  estos c o n c e p t o s  



._ ,._.._ ..I.” “ ”-, I w . .. r 

. 

en forma precisa consideremos 1.0s conjuntos 

DI,: =x 

En. cada---- ti empu t-; U”’ ~ es -el - c0n.innt-o - de- hist-or i as -- adnisi bf es 

hasta el tiempo t Ct-historias),  conteniendo en consecuencia, l a  

t 

informacibn  sobre la  evoluci6n d e l  sistema  hasta  dicho  tiempo; 

denotaremos ‘geneiicamente por h .  a los elementos d e l  conjunto mt. 
Observe q u e  

t 

* 

D e f i n i c i b n  2. l. Una polit ica   aleatorizada es una s u c e s i h  de 

probabilidades d e  transicibn &:=<S > sobre A dado &it t a l e s  q u e  
t 

6 C DC xt3 /ht3 =1 par a toda h i d t  y t 1 0 .  
t 

Denotaremos por A a l a  familia d e  poli t icas   aleatorizadas.  

D e f i n i c i b n  2.2. Una polit . ica  Cbt>eA se dice  que e5 estacionaria 
. .  

- 
aleatorizada si e x i s t e  una probabilidad d e  transicidn 6C*’/.3 sobre A 

dado X tal que 
? 

6 C * 4-1 3 =6C */xt3 para  toda h i d t  y t Z O .  
t - t  

- 

A e s t a   f a m i l i a   l a  denotamos por n. 
Sea ff:={ f : X  - Almedible y t a l  que f C d d X x 3 ,  para  todo XGX); - 

“ 

nos referiremos a esta f a a ú l i a  de funciones como selectores 

medi b l  es. 

D e f i n i c i d n  2.3.  Una p o l i t i c a  de Markov es una sucesibn C f  > t a l  
t 

* que f dF para  todo t10. 
t 

D e f i n i c i d n  2.4. Una p o l i t i c a   e s t a c i o n a r i a  Cf > es una p o l i t i c a  
t 

d e  Markov La1 que f =fe para Lodo t L O .  
t 

7 
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. 

Al c o n j u n t o ’   d e  las p o l i t i c a s   e g t a c i o n a r i a s  lo i d e n t i f i c a r e m o s  

c o n  IF. 

N o t e m o s   q u e   c u a l q u i e r   p o l i t i c a   d e   M a r k o v  se p u e d e   r e p r e s e n t a r  

- como una p o l i  t i c a  a l e a t o r i z a d a ,  e n  -1 a s i g u i   e n t e   f o r m a  

4 

P r o c e s o s   G m t r o l a d o s   M a r k o v  

S e a  C 0,  F3 el e s p a c i o   m e d i b l e ,   d o n d e  f2: =C XA3 y F 1 a o-Al gebr,a 00 

p r o d u c t o   c o r   F e s p o n d i   e n t e .  Los el ementos d s o n   s u c e s i o n e s   i . n f  i n i  tas 

de l a  forma ~ 

“ .  

o=Cx, ,ao , x ,  , a , ,  . . ., , x t  , a t , .  . . 3  - 

xtCw>=xt y aILCW)=a  para  todo t L O .  
t 

Por el teorema - d e -  C. 1 : o n e s c u   T u l c e a   C t e o r e m a  2 . 7 . 2  e n  A s h  

19723, p a r a   c a d a  .. &A y c a d a   d i s t r i   b u c i d n   i n i c i a l  v e n  X ,  existe Una 

medi da de probabi 1,i dad P dada por 6 
V 

P Cdx,   ,da, . ,dx,  * .  . . 3’=vCdxo360CcIa,/~3qCdx,/x,.a,>d,Cdal/x, ,a, , x 1 3 . .  . 8 
v 

q u e   s a t i s - f a c e  las s i g u i e n t e s   p r o p i e d a d e s :  * 

C2. S> P> xo&3 =vC B> , BEBC. X3 ; ó 



c 2 . 7 3  P*C x 4 / h t  , a t  3 = q t C Y x  , at> p a r a  u t + A  t 
todo C&X> y h t d t .  

A l  proceso estocastico CQ,F,P , C x  > 3  lo l l a m a r e m o s   p r o c e s o  d e  
6 

V t 

M a r k o v   c o n t r o l a d o  CPMC>. 

Al o p e r a d o r   e s p e r a n z a  con r e s p e c t o  a l a  medi d a   d e   p r o b a b i l i d a d  

Pv l o  d e n o t a r e m o s  por Ea; si l a  d i s t r i b u c i b n   i n i c i a l  Y e s t i ' .  
6 

V 

c o n c e n t r a d a  e n  un p u n t o  x&, P": y E: s e r a n   d e n o t a d a s   p o r  P6 y Ex , 6 

v, X 

r e s p e c t i v a m e n t e .  

. 
3. INDICES DE FUNCIONAMIENTO. 

\ -  

P a r a   d e t e r m i n a r   l a s   p o l i  t i c a s  q u e   s o n   d p t i m a s   n e c e s i t a m o s  un 

c r i t e r i o   d e   o p t i m a l i d a d ,  es d e c i r ,  una f uncidn  que  mida l a  e v o l u c i b n  

d e l  sistema l a  c u a l   l l a m a r e m o s   f n d i c e  de f u n c i o n a m i e n t o  C o f u n c i d n  
- 

ob j eti vo> . 
- 

Dada una p o l f  t i c a  6 y una d i s t r i   b u c i 6 n  v e n  X ,  d e f i n i m o s  el 

I n d i c e  de Ganancia   Promedio JCCS,v> como 

C 3 . 1 3  

n 

J C 6 , v 3 : =  l i m  s u p  
1 

n x u  E" 1 rCxk,ak>, 
k = O  

- 

y al I n d i c e   G a n a n c i a   D e s c o n t a d a  V C 6 ,  v3  por 
P 

C3.23 

donde / ? d O , l > ,  r e p r e s e n t a  un f a c t o r  de' d e s c u e n t o .  

Observacibn 3.3. 

a3 Cuando l a  d i s t r i b u c i d n  i n i c i a l  v este 

S 

c o n c e n t r a d a   e n  un 

t u n t o  XEX, esto esz vCB3=IB,CLI  denotaremos a C3.13 y C3.23 por 



. 

JC6.K) y V C 6 , d .  r e s p e c t i v a m e n t e ;  
B 

b3 P u e s t o   q u e  r , l a  f u n c i b n   d e   g a n a n c i a   e n  un paso, es a c o t a d a  

por a l g u n a   c o n s t a n t e  M el l i m  s u p   e n  C3.13 es f i n i t o  . AdemAs, 

c3.43 IVpC6,v' 15 M C 1 - / 3 3 "  , 

p a r a   t o d o  6 4  y vdPCX3. 

Ya q u e  tenemos u n   m o d e l o   d e   c o n t r o l ,  un c o n j u n t o   d e  p o l i t i c a s  I.- 

a d m i s i b l e s  y un i n d i c e   d e  f u n d o n a m i e n t o ,  C3.13 o C3.23, pasamos a 

d e f i n i r  el p r o b l e m a   d e   c o n t r o l   c j p t i m o .  
I 

Pr ob1 ema d e  C o n t r o l  @timo 4 

c 

El  problema d e   c o n t r o l   b p t i m o  CPCOI bajo el i n d i c e   d e   G a n a n c i a  

Promedio CGP3 c o n s i s t e   e n   e n c o n t r a r   u n a   p o l í t i c a  6 eA q u e  maximize 

el i n d i c e  d e  f u n c i o n a m i e n t o  C3.13, esto es, 

* 

c3.53 
* 

JC6 ,x3= s u p  J C 6 , x 3  p a r a   t o d o  XEX. 
a& 

. .. . 

Una p o l i t i c a   q u e  satisface C3.51, si existe, se d i c e  q u e  es - 
' I  

6 p t i m a  bajo el i n d i c e  de GP, y a l a  f u n c i b n  

C3.63 .* * J (a:= sup J C G , A  para x d ,  
&€A 

se l e .  c o n o c e  como f u n c i 6 E  de y a l o r e s  6ptimos e n  GP. 

Analogamente,  el problem:& de c o n t r o l   b p t i m o  para el I n d i c e   d e  

G a n a n c i a   D e s c o n t a d a  CGDD c o n s i s t e  e n  e n c o n t r a r  una p o l í t i c a  &zA tal 

- 

* 
- 

que 

c3.73 

* 
Si &EA s a t i s f a c e  C 3 . 7 3 ,  entonces se dice que es d i p t i m a  c o n  

.( 

c r i t e r i o  (3-descontado. y a l a  f u n c i b n  

C3.83 v C d : =  s u p  v C 6 , S ,  XEX. 
P &€A 
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se le llama funci'bz c& valores bptimc15 i n d i c e  GD, con factor 

de descuento p. 

En el  p r e s e n t e   t r a b a j o  nos i n t e r e s a m o s   p o r  el PC0  con el I n d i c e  

- d e   G a n a n c i a   P r o m e d i o .   E s t e   c r i t e r i o   t i e n e  l a  p a r t i c u l a r i d a d  de.= 

d e p e n d e r   d e l   c o m p o r t a m i   e n t o   d e l  si stema e n  1 as p r i m e r a s   e t a p a s  ; es 

d e c i r ,   p a r a  t a r b i t r a r i o  y f i j o  

l i m  
n 

1 
n+l 
- Eb 

X 

t 
y rCx,, , a k >  =O p a r a   t o d o  x d  L y 6 4 .  

por 1.0 q u e  no d i  sti  n a u e   e n t r e   d o s   p o l i  ti cas q u e   g e n e r a n  1 a misma 

g a n a n c i a  a p a r t i r   d e   c i e r t a   e t a p a   e n   a d e l a n t e ,   a u n q u e   d i f i e r a n  0n 

las primeras. 
.- 

E s t a  c a r a c t e r i s t i c a   r e s u l t a   v e n t a j o s a   c u a n d o  se c o n s i d e r a n  

problemas d e   c o n t r o l   a d a p t a b l e ,  esto  es, p r o b l e m a s   e n  10s q u e  el 

modelo d e  c o n t r o l  C X , A , q C a >  , r C s 3 3  d e p e n d e   d e l   p a r i m e t r o  

' d e s c o n o c i d o '  e ,  el c u a l   d e b e   s e r   ' e s t i m a d o '  a l  mismo t i e m p o   q u e  se 

' c o n t r o l a '  el sistema. Co:munmente, l a s   p r o p i e d a d e s  d e  los 

e s t i m a d o r e s  se d a  e n  t&rm.inos de a l g ú n   t i p o  d e  c o n v e r g e n c i ' a ,  y se 

e s p e r a   q u e  e n  el limite l a s   e s t i m a c i o n e s   s e a n   ' s u f i c i e n t e m e n t e  . . 

/ 

- 

b u e n a s '  , aunque  en 1 a s  p r i m e r a . s   e t a p a s  no s e a n  muy p r e c i s a s .  

4. CONDI CI ONES DE CONTINUIDAD Y COMPACI DAD. 
- 

Como es u s u a l   p a r a   e s t u d i a r  los p r o b l e m a s   d e   c o n t r o l   b p t i m o ,  se 
- 

i mpo.nen c o n d i c i o n e s  d e  c o n t i  nrri dad y compacidad a l  m o d e l o   d e   c o n t r o l  

Markovian0 C X . A , q , r l  p a r a  asegurar l a  e x i s t e n c i a  d e  s e l e c t o r e s  

medi bl es. 

P a r a  el PC0 c a n  el i n d i c e   d e   G a n a n c i a   D e s c o n t a d a  
d 

d e  una p o l l  ti ca 6 p t i m a  es a s e g u r a d a  si se satisface 

l a  e x i s t e n c i a  

el si g u i   e n t e  

c o n  j u n t o  de c o n d i  c i  o n e s .  o 



Condicibn 4. l. P a r a  cada XEX 

a> DCzc3, es compacto; 

b3 rCx,r 3 es s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e  sobre DCd; 

c3 hCy>qCdy/x. a> es una f unci   6n semi - c o n t i n u a -  superiormente 

en a m x 3  parar t o d a  hcBCX>. 

B a j o  l a  C o n d i c i 6 n  4 . 1 ,  V es l a  ú n i c a   f u n c i b n   q u e   s a t i s f a c e  1 a . 
I9 

e c u a c i   6 n  

c 4 . 2 3  V C x 3 =  s u p  4 r C : x , a 3  + (3J V Cy>qCdy/x,a3 1 ,. x&. 
P a-< X > e 

Esta e c u a c i d n  se c o n o c e  como E c u a c i b n   d e   O p t i m a l   i d a d   p a r a  el 

I n d i c e  d e  Ganancia  (3-Descontada CEOGD> . TambiBn se t i e n e  q u e  una 

'.politics f d es (3-6ptima si y sdlo si maximiza el l a d o   d e r e c h o   d e  

\ 

P 
la EOGD. esto esr 

- 

c 4-33 V C x 3 =  rCx,f C L ) 3  + 01 V Cy>qCdy/x,f  < x ) >  } , x&. 
e e B P 

P a r a  l a  d e m o s t r a c i h   d e  estos r e s u l t a d o s  ver- Hernandez-Lerma 

C19893 ,pag. 19. 

P a r a   e s t u d i a r  el PC0 c o n  el cr'i t e r i o  GP. ademis d e  c o n d i c i o n e s  

d e   c o n t i n u i d a d  y compacidad C e n   a l g u n o s  caso 4 . 1 3  se n e c e s i t a n  

a l  g u n a s   c o n d i c i o n e s   d e   r e c u r r e n c i a   C S e c c i d n  53. En g e n e r a l ,  l a s  

p o l i t i c a s   d p t i m a s  no s i e m b r e ,   e x i s t e n ,  aOn cuando se s a t i s f a g a  l a  

- C o n d i c i 6 n  4 . 1 ,  .como l o  i l u s t r a  el s i g u i e n t e  ejemplo. 
" 

- 
Ejemplo 4.4. Sea X = ( l  ,1,2,2,3,3,. . ;- y A = ( l  , E }  los e s p a c i o s   d e  

e s t a d o s  y a c c i o n e s .   S u p 6 n g a s e  q u e  1 a s   . p r o b a b i  1 i d a d e s   d e   t r a n s i  c i  6n 

- - 

estan dadas por , 

- 
qCi+l/ ' i   , 13=qCi/i  ,23=1 

qCi /i ,13 =qCi /i , 2 3  =1 
- " " o 



. 

para todo izo..  
La funcibn d e  ganancia e n  un paso solo depende del estado 

rCi , a3 =O 

rCi  ,a3=1-1/i 
- 

1. 

para  todo aeA e AZO. 

Si el Sistema i n i c i a  e n  %=1,  e.ntonces  para  cada p o l i t i c a  6Eh 

se .cumple q u e  JC6,13<1. 

Caso 1 :  Con probabilidad uno, l a   p o l f t i c a  6 siempre e l i g e  l a  

acci 6n 1 , JC 6,1> =O; 1 

Caso 2: Con probabilidad  positiva, 6 e l i g e  l a  acci6n 2 e n  

algún  tiempo. En este caso para aldrin n, existe una probabilidad pn 

d e  q u e  6 tome la accibn 2 cuando el sistema  se  encuentra en el 

estado n. Sea n el mínimo n con e s t a  propiedad; entonces 

JC¿,l>S C l - 1 A - J .  

- 

Bajo l a  p o l i t i c a   e s t a c i o n a r i a  

I 1 si i * n  

2 si i = n  fCi3: 

se s a t i s f a c e  JCf ,13 =l- l/n.  por l o   t a n t o  el supremo de  todas l a s  ’ 

poli   t icas  es igual  a 1 ,  en consecuencia l a  p o l i t i c a  dptima no 

existe. 

I 
En 

existen 

- 

como se 

el ejemplo  anterior, aunque l a  politica 6ptima no existe, si 

p o l í t i c a s   e s t a c i o n a r i a s  que controlan al sistema  ‘tan b i e n ’  
- 

desee. Si esta fuera siempre l a   s i t u a c i b n  podriamos pensar 

que es p o s i b l e   r e s t r i n g i r   l a  .atencirSn a l a   f a m i l i a  de las p o l i t i c a s  

estacionarias. E l  s-iguiente . ejemplo muestra que l a s   p o l í t i c a s  

estacionarias no suficient,. 

* 
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Ejemplo 4.5. Tomemos X = ( : l , 2 , 3 , .  . . } y A=(1,2); l a  p r o b a b i l i d a d  

d e   t r a n s i   c i b n  y 1 a f u n c i   6 n  d e  g a n a n c i a   e n  un p a s o  son d a d o s   d e  l a  

s i g u i e n t e   m a n e r a :  

q C i + l / i   , l 3 = q C i  /i , 2 2 4  

rCi ,11=:0, rCi ?23=1-1/i 

Si el sistema se e n c u e n t r a   e n  el  e s t a d o  i ,  se l e  p e r m i t e   p a s a r  

al e s t a d o  i + l   s i n   r e c i b i r   g a n a n c i a   a l g u n a ,  6 permanecer  en el e s t a d o  . 

i y r e c i b i r   u n a   g a n a n c i a  1-1 Ai. 

Tomemos x,=l, f& y c o n s i d e r e m o s  los s i g u i e n t e s  casos. 

C a s o  1: f C i 1 = 1 ,  p a r a   t o d o  i d ;  e n t o n c e s   J C f   , 1 3 = 0 .  

1 si iirn 
Caso 2: f C i 3 =  ; e n t o n c e s  

J C f   . i > = l - l / n  <1 . 

A h o r a ,   c o n s i d e r e m o s   u n a   p o l f t i c a  no e s t a c i o n a r i a  6,  t a l  q u e ,  

e l ige  l a  a c c i b n   d e   c o n t r o l  2 ,  i veces c o n s e c u t i v a s  y d e s p u e s  e l ige  

l a  a c c i 6 n  1 ,  c u a n d o  el procesc:, e n t r a  por p r i m e r a  vez a l  estado i .  

Si %=l , e n t o n c e s  l a s  g a . n a n c i a s   s o n  

0,0,1~,1/2,2~3,2/3,2/3,0,3~4,3/4,3/4,3#4,0,4/5,4/5. . . .  
e n t o n c e s  el promedi o es 1 , 
- J C 6 , 1 > =  l i m  sup 2 n t n + t >  

ntn+i)+4n+4 
=l , 

n z 

y por lo t a n t o  la p o l f t i c a  61 es e s t r i c t a m e n t e   m e j o r   q u e   c u a l q u i e r  

p o l A t í c a   e s t a c i o n a r i a .  
" 

P u e s t o  que e n   g e n e r a l  es m&s s e n c i l l o   - t r a b a j a r   c o n  l a  familia  

d e  l a s  pol i t i c a s  e s t a c i o n a r i a s   q u e   c o n  el c o n j u n t o  d e  todas l a s  

p o l i t i c a s ,  es i m p o r t a n t e   t e n e r   c o n d i c i o n e s   q u e   a s e g u r e n  l a  

e x i s t e n c i a   d e   u n a   p o l i t i c a  6,F'tima e s t a c i o n a r i a .  En p a r t i c u l a r ,  esto 

se l o g r a   b a j o  las siguientes h i p b t e s i s .  



. 

Hipbtesis 4.6. 

a> Existo una f u n c í 6 n  V : :K L IR y u n a   c o n s t a n t s  j t a l o s  q u e  
* * 

b3 E x i s t e   u n a - p o l i t f c a   e s t a c i o n a r k a  f & - - q u e -  lnaximiza el- lado 
* 

derecho d e  l a  e c u a c i d n   a n t e r i o r ,  es d e c i r ,  

i 
V C d + j  = rCx.f Cx33 4- S V Cy>qCdy/x,f <a> 1 , x d ;  

* * * * 

c> P a r a   c a d a   p o l i t i c a  &EA y XEX, se cumple 

l i m  -- E~ v cx,3=0.  i Y 

n x n 

Observacibn 4.7. Consideremos q u e  se verifica l a  HipcStes i s  4 . 6 ;  

C a3 y 1 a p r o p i   e d a d   d e  

En consbcuenci a, 

n -  I 

1 

Markov C 2 . 7 3  

ht*at]= J r V*Cy>qCdy/xt , a t>  

I j +  V C xt3 - r C  xt, at> 
r* * 

m -  I .~ . 

[ V * C X ~ + ~ ~  I ht, at]} 2 1 r C x t ,  at> + V Cxn3 -V Cx,>-nj 
- 3k 3k * 

t 5.0 t =o 

y toman-do -esperanza  Cya q u e  1 a. esperanza d e l  lado i z q u i e r d o  es - cero> 

n'- I 

n j  * 1 E * 1 r C x  ,a>+  E~ C ~ J - V  cx,> . i 

X t t  X 1 

a n t e r i o r ,  se sigue d e   C c 3  que 8 



l̂ l 

. 

i g u a l d a d   e n  el d e s a r r o l l o   a n t e r i o r ,  y por lo t a n t o ,  

* * 
j = J C f  , x )  C 1 J C d , . x 3   p a r a   c a d a  6 s A  3 .  x&. 

E s  d e c i r  , f es 6ptima. 

Entonces, en este enfouue,, &~ i d e a  . e s  p r o p o r c i o n a r   ~ c o n d i o n e s  

*c 

para que se s a t i s f a u a  la Hipbtesis 4 . 6 .  

5 .  CONDI C I  ONES DE RECURRENCI A. 

En esta s e c c i d n  se i n t r o d u c e n   v a r i a s   c o n d i c i o n e s  de r e c u r r e n c i a  

q u e   s e r d n   u s a d a s   e n  los s i g u i   e n t e s   c a p f   t u l o s ;   e n   p a r t i c u l a r ,   n o s  

p e r m i t i r d n   j u n t o   c o n  l a  C o n d i c i d n  4 . 1 ,  v e r i f i c a r  l a  H i p d t e s i s  4 . 6 .  
I 

Antes d e   i n t r o d u c i r   d i c h . a s   c o n d i c i o n e s  se - h a c e  l a  s i g u i e n t e  

o b s e r v a c i 6 n  referente a l a  notetci6n  usada.  

Observacibn 5.1.  

a> Cuando se usa u n a   p o l i   t A c a   e s t a c i o n a r i a  f ELF- C d e f   i n i c i d n  2.43 

el p r o c e s o   c o n t r o l a d o  (x, [ es una  cadena d e  M a r k o v   c o n   f u n c i d n   d e  
. "  

g a n a n c i a   e n  un p a s o  y p r o b a b i l i d a d  d e  t r a n ' s i c i 6 n   r C x , f C x 3 3  y 

q C * / x , f C x 3 3 .   r e s p e c t i v a m e n t e ;  l a s  que  denotaremos  en  forma breve por 

rCx,f> y q C * / k , f > .  

b3 En este caso, d e f i n i m o s  

g"C B/x, f 3 : :=P C x,&> , BEBC X> 
f 
X 

- 1 
" 

a l a  p r o b a b i l i d a d  d e  que e n  l a  n-&sima  etapa el sistema se e n c u e n t r e  

e n  B d a d o   q u e   i n i c i d   e n  el e s t a d o  x, l a  c u a l   p u e d e  ser e x p r e s a d a  
/' 

r e c u r s i v a m e n t e  como 

q"CB/x,f>: = 8 q " " C B / y . f J q C d y / x , f >   p a r a   n = l , Z , . ' .  . , 

donde q°CB/x, a3 : =I C x 3 .  
B 



. 

13 Si 6 es una p o l i t i c a  a l e a t o r i z a d a  estacionaria C d e f i n i c i d n  

2 . 2 3 ,  d e f i n i m o s  

Las c o n d i c i o n e s   q u e  a c o n t i n u a c i 6 n  se i n t r o d u c e n ,  5 . 2  a 5 . 5 ,  se 

les conoce como c o n d i c i o n e s   d e   y e c u r r e n c i a .  

Condici6n 5.2. E x i s t e n  x "U' y %>O tales q u e  
* 

para cada X,x'Ex y f , f ' d F ,  donde lie 1) d e n o t a  l a  norma e n   , v a r i a c i b n  

" - 

Condicien 5.5 CCondici6n  de Doebliri). E x i s t e  una medida f i n i t a  

y s o b r e  X ,  un n a t u r a l  n y E>O tales q u e   p a r a  todo B d C X 3  

qnC B/x ,  f > I 1 -+S si y C  B> IC 

para cada XEX y f&. - *  



I 

En los s i g u i   e n t e s  1 emas se e x h i b e n  a l  gunas de 1 as r e 1  aci o n e s  

e n t r e  l a s  c o n d i c i o n e s  de r e c u r r e n c i a   e x p u e s t a s   p i r r a f o s   a r r i b a .  

Lema 5.6. 

a> L a   C o n d l c i c 5 n   5 . 2 . i m p l i c a  iá C o n d i c i 6 n  5 .3;  

b3 bajo l a  c o n d i c i b n  4 . 1 ,  l a  C o n d i c i 6 n  5.3 i m p l i c a  l a  C o n d i c i h  

6 . 4 ;  

c3 l a  C o n d i c i b n  5 . 2  i m p l i c a  l a  C o n d i c i b n  5.5.  

P a r a  l a  d e m o s t r a c i b n   d e  esta lema se harA u s o  del s i g u i e n t e  

r e s u l t a d o  CUeno, 19571': 

c5.73 
t 11 q c. /x,fI-q c -/y,f3 11 I s u p  11 qC*/x,f3-qC*/y.f3 11 t 1 t 

2t-*  x D Y  

p a r a  cada f d  y x , y d .  

Demostraci6n. 
- 

a> La Condici'6n 5 . 2  i m p l i c a  l a  c o n d i c i b n  5.3.  

Sea hC- 3 = q C  /x, f> -qC- /x' , f ' 3 .  Por el Teorema d e  Descomposici6r-1 

d e  Jordan-Hahn C ver A. 2.33 .  e x i s t e n   c o n j u n t o s  medi bl es a j e n o s  X' y 

X- tales q u e  X=X* u X-, y ademAs - 

- 

I qCX'/x,f3-~CX3-~CX3+qCX-~x' ,f3 , 

donde PC* 3 : = a,I (. ,Cx 3 .  
i 

Por 5 . 2  5e t i e n e  qC'/x,f>Z: P C ' > ,  e n t o n c e s  

* 11 h 11 5 z-pcx> = 2u , 

donde u<2-pCX3>/2; c l a r a m e n t e  a<l y por l o  t a n t o  se v e r i f i c a  l a  

Condici6n . S .  3. 

18 
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. 

bl La  Condicibn 5.3 implica la C o n d i c i h  5.4. 

Da C 5 . 7 >  y l a  c o n d i c i 6 n  5 . 3  se s i g u e  

CS. 8 3  11 q t C b / x , f 3 - q  c e / x  ,f> 11 S 2a p a r a   t = O , l . 2 , .  . . . t * t 

Por l a  G o n d i c i 6 n  4 . 1 ,  existe f & una .politics d p t i m a  con el 
P 

c r i t e r i o  GD c o n   f a c t o r   d e   d e s c u e n t . 0  /3 Cver. C4.3>> ; e n t o n c e s  l a  

f u n c i &   d e  val ores d p t i m o s   e n  C 3 . 8 3  es 

d e   d o n d e  se d e d u c e  
i 

lhPCx3 I =  IV Cx3-V Cx*3 I 
P P 

- 
~e esto ú l t i m o  se s i g u e  que l a  familia  ( h  } es uniformemente . 

le 
a c ó t a d a .  

c3 L a   C o n d i c i 6 n  5 . 2  imp1ic:a  l a  C o n d i c i 6 n  5 .5.  

y C  B> = pCB' = I ~ C X  3 .  h o r a ,  si ~ C B >  < a. , e n t o n c e s  para &=o6 se 
Y 

a 0  
" .  .. - 

* 
cumple 5 . 5 .  En efecto, yCB3=I Cx ><  -5 1 ,  l u e g o -  yCB3=O por 

B 

d e f i n i c i d n  d e  l a  f u n c i d n   i n d i c a d o r a  y por l o  tanto x E B C ;  e n  

c o n s e c u e n c i a  

* 

uí 
qCBc/x,f3 2 q C x  /x,f> 1 %, S 

por lo t a n t o   q C B / x , f 3  5 l-%, d e   d o n d e  5e s i g u e  l a  C o n d i c i b n  5 .5.  

.I 



Lema S, 9. La C o n d i   c i b n  5.13 i m p l i c a   c a d a   u n a   d e  l a s  s i g u i e n t e s  
> 

c o n d i  c i  ones : 

a3 para cada f dF existe una medi d a   d e   p r o b a b i  1 i dad P f   s o b r e  X 

t a l  q u e   p a r a  todo X& 

cs. 1 1 3  PfCB3=  qCB/x,f:)PfCdx3 , BEBCX3; 

c3 p a r a  cada f&, la f u n c i 6 n   J C f , x 3  es c o n s t a n t e  y 

* 
' JCf,x3=  rCy,f>PfCldy>=: j C f 3  p a r a  todo x&. 

DemostraciBn, 

a3 Primero  demostraremos que l a  s u c e s i   6 n  

s u c e s i d n   d e   C a u c h y   e n   l a  norma d e  l a  v a r i a c i b n .  

l]qtCa /x,f3-qt*@k */x,f3 11 = 2 s u p  Iq CB/x,f>-qt+*CB/x.f3 I , A. 2. e, 
- 

t 

B 

= 2 sup I'I [ qtCB/x,f>-qtCB/y,f3  qsCdy /x,f3 I 
P I 

t 
S 2 a , por ES. 3. 

Por 1 8  t a n t o  es u n a   s u c e s i d n  d e  Cauchy.  Por otra 

part*, puesto q u e  el e s p a c i o   d e   l a s   m e d i d a s   c o n   s i g n o  C f  i n i  t a d  es 

un e s p a c i o  d e  Banach con l a  norma d e  l a  v a r i   a c i d n ,  q C e /x, f> t 
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converge a una medida P sobre X ,  que nu d e p a n d e   d e  x;  por lo tanto 

se cumple CS.103. 

f 

b3 para B E K  X3 

entonces de CS..lO> se   s igue el resultado  deseado. 

c> para cada  fdF, 
c 

IE rCxt ,at 
f 3 -  I rCy,f3PrCdy3 l=l.s rCy,f>q t Cdy/x,f>-J  rCy,f>PPyCdy> I 
X 

=II rCy,f3 Cdy/x,f>-PfCdy> I 1 
" .  

Entonces por C5.10> se sigue 

De esto 61timo y l a  definicibn  C3.13  se  sigue l a  conclusibn  del 

1 ema . 

I - 

" 

Observacibn S. 12. 

a3 Un proceso  controlado de Markov se d i c e  -6dico sí para 

cada f d F ,  e x i s t e  una  medida de probabilidad  invariante con respecto 

a qCe/x.f3, esto es. si s e   s a t i s f a c e   C 5 . 1 1 3 ;  se dice  fuertemente 

-6dico si para  cada f & ,   l a  medida de probabilidad  invariante 

s a t i s f a c e  CS. IO>. 

. 8  
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Si el  p r o c e s o  es e r g b d i  co, 1 a medida de probabi 1 i dad i n v a r i a n t e  

s a t i s f a c e  
n- 1 

PfCB>= l i m  - 1 qtCB/x,f>  para BEBCX>, f d  y XGX. : 

n n c =o 

* promedi o d e  1 as g a n a n c i a s   e s p e r a d a s '  ; u n a   r e 1   a c i 6 n   e n t r e  estos 

promedios  es dada  por el Lema 5. 9Cc>, es d e c i r ,  
, 

JCf .x>= r C y , f > P f C d y 3 ,  

l o  q u e   i l u s t r a  c o m o  los p r o b l e m a s   e n   g a n a n c i a   p r o m e d i o   e s t a n  

r e l a c i o n a d o s   c o n  1 as p r o p i   e d a d e s   e r g 6 d i  cas d e  los p r o c e s o s  

c o n t r o l a d o s .  

b3 En l a  S e c c i 6 n  4 ,  O b s e r v a c i 6 n  4 . 7 ,  se exhi b i 6   q u e  bajo l a  

E n t o n c e s ,   b a j o  este e n f o q u e  el' p r o b l e m a   c o n s i s t e  e n  i m p o n e r  

c o n d i c i o n e s   p a r a  que se s a t i  sfaga - d i c h a   h i   p b t e s i s .  

Notese q u e  si l a  f unci.bn  en  4.6Ca> es a c o t a d a ,   e n t o n c e s  se 
- 

sati  sf a k e  4 . 6 C  c3. 

E l   o b j e t i  vo e n  el Capit,ul o I1 es i mponer c o n d i c i o n e s  Cde 

r e c u r r e n c i a >   p a r a  q u e  . e x i s t a n  . j  y Vz, - a c o t a d a ,  t a l  que:  
Y 

- 
z Y V C d + j  = s u p  { rCx,a> + V Cy3qCdy/x,a3 1 , X&; * 

a a t x )  

es d e c i r  , p a r a   q u e  se cumpl  an ¡as - c o n d i c i o n e s  a> y c3 e n  l a  

H i p b t e s i s  4 . 6 .  

L a   e x i s t e n c i a  d e l  maxinxizador f * e n   H i p 6 t e s i s   4 . 6 C c > ,  es 

a s e g u r a d a   p o r  medi o d e  t e o r e m a s  de 'se1 ecci bn medible '  , bajo 

c o n d i c i o n e s   a d e c u a d a s  d e  c o n t i   n u i d a d  y compacidad Ce. g. , C o n d i c i b n  

4 .  I>, p a r a  esto v e r  el C a p i t u l o  111. S e c c i o n e s  1 y 2. il 
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c3 Existen otras condiciclnes de recurrencia que i m p l i c a n  a l a  

Hip6te.i s 4 . 6 C  a>, 1 as que e s t a n  re1 acionadas c o n  1 as condiciones 

5.2-5.5; ver C 7 3 ,  C81. \ 

d3 Gran parte de este  material esta apoyado e n  C71, 10s 

ejemplos de l a  S e c c i 6 n  4 se to~naron d e  C131. 

" 
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11. ECUACION DE OPTIMALIDAD 

.- . 

O. I n t r o d u c c i 6 n  

l .  E c u a c i  6n d e  o p t i m a l i d a d  

2. C o n d i c i o n e s   d e   s m - c o n t r a c c : i 6 n  . .  '. 
3. I t e r a c i 6 n   d e   v a l o r e s  

4. L í m i t e   d e   p r o b l e m a s   d e s c o n t a q o s  

5 .  C o m e n t a r i o s .  

O. I NTRODUCCI  ON. 

E x i s t e n   d i f e r e n t e s   e n f o q u e s   p a r a   r e s o l v e r  el p r o b l e m a   d e  

c o n t r o l  c5ptimo b a j o  el 1 n d i c : e   d e   G a n a n c i a   P r o m e d i o .  Uno d e  e l los,  

q u i z d s  el mds usado,  es p o r   m e d i o   d e  1 a. E c u a c i   6 n  d e  Optimal i dad 

C h , f  i n i c i 6 n  1 : 13, el c u a l   a s e g u r a  l a  e x i s t e n c i a   d e   u n a   p o l í t i c a  

6 p t i m a   s u p o n i e n d o   q u e  existe una s o l u c i  t5n d e   d i c h a   e c u a c i d n  Cver 

. .  " .  

O b s e r v a c i 6 n  I .  4.7 y C a p i t u l o  1 1 1 ,  S e c c i o n e s  1 y 23 ! 

E n t o n c e s  el problema SE? r e d u c e ,  bajo este e n f o q u e ,  a imponer 

a l g ú n   t i p o   d e   r e c u r r e n c i a   q u e   g a r a n t i z e   u n a   s o l u c i b n  d e  l a  E c u a c i d n  

d e   O p t i m a l i d a d ,  lo c u a l  es el objetivo d e  este c a p i t u l o .  

1 - ECUACION DE O P T I  MALIDAD. 
" 

* 
S e a n  J dl?, V d C X 3  t a l e s ;   q u e  

*. 

c 1 . 1 3  j bV Cx3=  sup rCx,a3 + I V*Cy3 qCdy/x,a3 , * *  
a€D < r: > { } 

donde BCX3 es el e s p a c i o   d e  1 as f u n c i o n e s   d e f i n i d a s   s o b r e  X ,  

medi bl es y acotadas. 
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A C1.13 se l e  cunoce ccmo EcuacidE de @ti malidad Ganancia 

Promedio CEOGP3, e n  este trabajo nos referiremos a el 1 a como 

E c u a c i 6 n  de O p t i m a l i d a d ;  y se d i c e   q u e  l a  p a r e j a  C j  ,V > es una 
* *  

s o l u c i  6n de d i c h a   e c u a c i b n .  

Sea T el o p e r a d o r   e n  BC X> d e f  i n i  do por 

c1.23 TVC x3 : = s u p  (rCx,'a3 + V Cy3  qCdy/x,a3 , x&. * 
aevc x > i 

\ 

O b s e r v a c i d n  1.3. B a j o  la C o n d i c i d n  I .  4 . 1  se cumple q u e  T v d C X 3  

p a r a   t o d a  vsBCX3,  es d e c i r  ,' T es un o p e r a d o r   d e l   e s p a c i o  BC X3 sobre 

si mismo. A l  o p e r a d o r  T se 1 e c o n o c e  como Oser  ador de *ti mali dad C 
A 

o d e  Progr amaci 6n  Di nAmi c a 3  , ya q u e  podemos escri b i  r a C l. 1 3  como 

H i p b t e s i s  1.4 .  Existe u11 s u b e s p a c i o  MCX> d e  BCX> t a l  q u e  

- - TvGMCX~ - para toda v d C X 3 .  

- 

E s  claro, por 1 a O b s e r v a c i b n  l. 3, q u e  se puede  tomar MCX>=BCX3 

si se v e r i f i c a  l a  e o n d i c i b n  1.4:. 1 .  

Bajo l a  H i p d t e s i s  1 . 4 ,  p a r a   c a d a  v&CXl d e f i n i m o s  a l a  f uncic5n 
- 

V" por el s i g u i e n t e   p r o c e d i m i e n t o   i t e r a t i v o  

Cl. 53 
" 

donde vo=v. 

smCu3:= syp u C x l - i n f  uCx3. 
X & X  

Note q u e  smCti)=O si .y sblo si u es u n a   c o n s t a n t e .  a 
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Un o p e r a d o r  S: BCX3 - BCX> es una  sm-contracci6E o una 

c o n t r a c c i h   e n  l a  semi-norma  del   rango si p a r a   a l g ú n  arzCO,13 se 

t i e n e  

s m C  Su-Sv3 5 a s m C  u-v> 

p a r a   t o d a  u, v&CX>. . 
D e f i n i c i h  1 . 7 .  Una f u n c i b n   U E B C X ~  se d i c e  q u e  es un  sm-punto 

f i . i o  de  S, si y 

S I ~ C  Su-u3 =O. 

En l a  s i g u i   e n t e  secci bn se d a n   c o n d i c i o n e s   p a r a   q u e  el  o p e r a d o r  

T e n  C1.23 sea d e   s m - c o n t r a c c i 6 n  y p o s e a  un  sm-punto f i j o .  

2. CONDI CI ONES DE SM-CONTRACCI ON. 

En esta s e c c i 6 n  se a s e g u r a  l a  e x i s t e n c i a   d e   u n a   s o l u c i b n  

a c o t a d a  C j , V > d e  l a  E c u a c i b n  d e  O p t i m a l   i d a d  como un sm-punto f i j o  
* e  

d e l  o p e r a d o r  T. 

Teorema 2.1. Bajo las c : o n d i c i o n e s  I .  4 . 1  y I .  5 . 3  existe una 
" .  

s o l u c i d n   a c o t a d a  C j  ,V ? d e  l a  E c u a c i d n   d e  Optimalidad e n   G a n a n c i a  
* *  

Pr omedi o. 

Demstraci6n. S e a n  x,x'dC, f,f'dF y A l a  m e d i d a   c o n   s i g n o  

d e f  i n i   d a   p o r  

hC->:=qC./x,f>-qC*/x',f*>. 
- 

Por l a  C o n d i c í b n  I .  5 . 3  se s i g u e  

26 
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Ademas, 

hC x3 =hC x +> +xc x 3  

E n t o n c e s  , 

p I I =  2 h C X 3 5  2a , 

de  donde   hCX35  u. 

Ahor a ? c o n s i   d e r  emas 1 a i n t e g r  al 

I lx+ sup VCy3hCdy3 + i nf VCy>hCdy> 
Y Y 

5 h C X 3  smCW + i n f  VCy3 hCX3 
Y 

Por lo ' t a n t o ,  " .  

. -. 

c 2 . 2 3  S, VC y3XC dy> I a s m C  VD.. 

Sea T el operador d e f i n i d o   e n   C 1 . 2 3  y u ,  , ua f u n c i o n e s  

a r b i t r a r i a s  e n  BCX3;  por l a  P r o p o s i c i d n  A. 3 . 3  , e x i s t e n  selectores , 

medi bles g , , gn tales que 
1 

- 

para x d .  t=l ,2 .  

Tu.C& 2 r C x I  g Cx33 + 8' u..Cy3 ,qCdy/x,g,3 para XGX; 
c I 

e n t o n c e s ,  
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I a smCu, -ua> 

donde h es l a  m e d i d a   c o n   s i g n o   e n  C 2 . 2 > ,  tomando f =g, y f ’ =g2. 

De 1 a desi g u a l  dad a n t e r i o r , .  

C Tu,-Tu,I C x3 -C Tu,-TuJ C x ’  3 5 a s m C  u , -ud. 
4 

Como x y x ’  s o n   a r b i t r a r i o s ,   t o m a n d o   s u p r e m o   s o b r e  x e i n f  imo 

sobre x’  ‘ e n  l a  d e s i g u a l d a d   a n t e r i o r ,  se s i g u e  

s m C T u ,  -Tu,> I a s m C u ,  -u2 , 

para c a d a  u1 y u, e n  BCX>. 

Por lo t a n t o ,  T es un o p e r a d o r  d e  s m - c o n t r a c c i b n  y ,  ‘ e n  
“ .  

c o n s e c u e n c i a ,   t i e n e  un  sm-puntdo f i j o ;  es d e c i r , -  existe u n a   f u n c i b n  

’ *  
V E B C  X> t a l  q u e  s m C  TV -V 3 =O d e  manera q u e  TV -V =j , donde j es 

Y *  * * *  46 

u n a   c o n s t a n t e .  Para ser mbs e x p l l c i t o s ,   d e n o t e m o s  por 

Bo: =( u&CX3.: . v C  x > =O 1 , * 
+; 

donde x Ex es f i j o .  - 

P a r a  ud3,, se d e f i n e  el o p e r a d o r  TO d e  1 a s i g u i   e n t e  manera 

c 2 . 3 3  
” 

T,vC x3 : =TU(: x3 -TvC X 3 . * - 

C1 aramente To es un operaLdor d e  B, e n  (51 m i s m o  y ademas es de 

s m - c o n t r a c c i b n ,  esto es, 

srnCT,u-T,v>=srnCTu-Tv>~ a s m C u - v >  , 
% 

p a r a   c u a l q u i e r  u, WEB,. 



. 

Observacibn 2.4. Si u&,, i rrf WC x2505 sup uCx3 e n  c o n s e c u e n c i a  
x X 

l a  norma d e l   s u p r e m o  I IuII y l a  semi-norma  del   rango smCu3 esta 

r e l a c i o n a d a   d e  l a  s i g u i e n t e  manera 

Cla s e g u n d a   d e s i g u a l d a d  se s i g u e   d e  Iu I =u++uT. 

E n t o n c e s  l a  semi -norma d e l   r a n g o  es una norma e n  Bo e q u i v a l e n t e  

d e  To y el Teorema de P u n t o   F i  jo d e   B a n a c h  Cver Ross 19703, q u e  

existe una  rfnica  funcic5n V G B ~  t a l  q u e  ToV =V . Por 1 a def i n i c i 6 n  de 
Y * #  

* 
To se s i g u e  

T,V*=TV -j =V , * * *  

Y * #  
con  l a  c o n s t a n t e  j : =TV C x  3 ,  1 u e g o  

y por l a  O b s e r v a c i d n  l. 3 se. s i g u e  l a  c o n c l u s i d n   d e l  teorema. 

O b s e r v a c i d n  2.5. En l a  d e m o s t r a c i b n   d e l   T e o r e m a   d e   P u n t o  F i j o  

de Banach se verifican los s i g u i e n t e s  pasos: 

.a3 u es u n a   s u c e s i b n   d e   C a u c h y   p a r a  toda u&,; 
- 

b3 To es un operador c o n t i n u o ;  

C a3 y b3 se s i g u e n  de l a  p r o p i e d a d  d e  c o n t r a c c i d n >  
r -  

" 

. e3 por la c o m p l e t e z  d e l  e s p a c i o  CBo, s m C  3 3 .  y a3 existe V eo i 

t a l  q u e  v = l i m  G v Cuniformernente3. 
* 

n 

Por b> y cl se  sigue T,V*=V . 
Observemos  que  Cc3  nos   provee de u n   p r o c e d i m i   e n t o  i t e r a t i v o  

* 

para aproximar u n i  f ormmente a V . Y 
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3 ITERACION DE VALORES. 

En esta s e c c i b n  se usar& el rn&todo d e  a p r o x i m a c i o n e s   s u c e s i , v a s  

o i t e r a c i 6 n   d e   v a l o r e s   p a r a   a p r o x i m a r   u n i f o r m e m e n t e  a C j  ,V > ,  

s o l u c i b n   d e  l a  E c u a c i d n  d e  O p t i m a l i d a d .  

* Y  

Observemos de l a  .secciL>n_anLeri or que:  

- a2 por 1 a d e f  i n i  c i  r5n d e l  o p e r a d o r  To 

2.5cc3 

V = l i m  4 Tv-TvCx 3 1 .* *c 

n 

b3 por el teorema 2.1 :' 

TV =V +j , + *  * 

donde T es  el o p e r a d o r   d e f i n i d o   e n   C 1 . 2 3 .  

' Fv  * =-p-i>v * +j +, 

1 uego 

C v e r  2.33 y l a  o b s e r v a c i b n  

I t e r a n d o  T se 6 b t i e n e  
c 

En c o n s e c u e n c i a ,  lo a n t e r i o r   s u g i e r e   ' b u s c a r  ' C j-, VI3 como 

El o b j e t i ' v o  d e  esta s e c c i d n  es asegurar 
* 

s o l u c i d n   d e  l a  e c u a c i b n  der O p t i m a l i d a d  como 
" 

c 1 . 5 3 .  

l a  e x i s t e n c i a  de una 
- 

limites d e  l a  forma 

C 3 . 1 3 ;  ver Teorema 3 . 9 .  

Por o t r a   p a r t e ,  es p o s i b l e   o b t e n e r   p r o p i e d a d e s   a d i c i o n a l  es Cde 

c o n t i n u i d a d 3   p a r a  l a  f u n c i b n  V*, m o d i f i c a n d o  l a s  c o n d i c i o n e s   d e  

c o n t i n u i d a d  y compacidad sobre el MCM CCondi c i  6n I. 4 . 1 3   p o r  1 a 

s i g u i e n t e   c o n d i c i b n ,   b a j o  l a L  c u a l  se d e s a r r o l l a  esta s e c c i b n .  

* 

r) 



Condi ci bn 3. E. 1 0 5 9 5 8  
a3 DCx3 es un c o n j u n t o   c o m p a c t o   p a r a  cada XGX y l a  f u n c i 6 n  D e5 

s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e ,  es d e c i r ,   p a r a   c a d a   c o n j u n t o   a b i e r t o  

GcA,. el c o n j u n t o  (x&: DCxIcG) es un c o n j u n t o   a b i e r t o   e n  X ;  

b3 r es semi - c o n t i n u a   s u p e r i   o r m e n t e ;  

c> Cx,a>- uCy>qCdy/x,a> es u n a   f u n c i d n   s e m i - c o n t i n u a  

s u p e r i   o r m e n t e   p a r  a t o d a  U ~ : ~ C X ~ ,  donde C C X3 es el e s p a c i o  d e  Ips 

f u n c i o n e s  acotadas y s e m i - c o n t i n u a s   s u p e r i o r m e n t e   e n  X .  

S 

O b s e r v a c i d n  3.3.  B a j o .  l a  C o n d i c i b n '  3 . 2 ,  el s u b e s p a c i o  

C s C X 3 c B C X 2  s a t i s f a c e  l a  Hipc5tesis 1 . 4  [ver A. 2.11Cc3 1, esta es el 

operador T e n  C1.23 e s t i  d e f i n í   d o  de CsCX3 en si mismo. E n t o n c e s ,  es 

' p o s i b l e   e s t u d i a r  l a s  f u n c i o n e s  i t e r a d a s   V ' d s C X 3  como e n  C1.53 : 

V = T C  v":> c =TV"'3 , V d  CXI . 
S 

- 
_Antes d e  c i t a r  el teorema p r i n c i p a l  d e  esta s e c c i b n  CTeorema 

3.93, p r e s e n t a r e m o s   d e   n u e v o  l a  C o n d i c i b n  I. 5 . 3  para  mejor  

r e f e r e n c i a ,  ya q u e   t a n t o  e1 Teorema 3 . 9  como l a s  s i g u i e n t e s  dos 

p r o p o s i c i o n e s  se v e r i f i c a n  bajo l a  misma. 
- 

C o n d i c i d n  I. 5.3 .  E x i s t e  u<l t a l  q u e  
- 

para cada x , x ' E x  y f,f'&, donde 11 11 denota l a  norma e n   v a r i a c i b n  

para medi das f i n i  tas ton s i g n o .  
* 
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Proposici6n 3.4. Bajo las c o n d i c i o n e s  3 . 2  y I .  5 . 3  

Para cada u , . u 2 E C  CX3 y nedl-4. 
S 

s m C T u , - T " u J l  an smCu,-uJ,  ad0,13. 

Demostraci6n. 

De" 1-a misma forma que err l a  demostraci-6n - del Teorema 2. Q - se - . 
' 1  

s i g u e  que 

smCT"u, -Tu2 5 a s m  CT""u, -'T"'uJ 5 - . . 5 an smCu, -u3 -\ 

u ,  ,u2& cx3. 
S 

Sea x Ex f i j o ,  d e f i n i m o s  
t 

donde V" es como en l a  O b s e r v a c 5 6 n  3.4.  

Proposiciqn 3.6. B a j o  l a s  c o n d i c i o n e s  1.5.3 y 3.2,  existe 
" .  

v = l i m  V, , t a l  que V * ~ C ~ C X >  y 
IC 

- n 

~ c 3 . 7 3  

donde C= smCV'-V? 
k = O  

Demostracibn. 

Tomemos k d ,  haciendo u s o  repetido  del Teorema 3 . 4  se s i g u e  

Y 

sam cv*-vo> : 

De C 3 . 5 3  se sigue 

i n f  CVn,-Vn3 5 O 5 s u p  C Vn,-Vn3 
X X 



lo cual implica 

C3.83 IIvn..-vn1l I sm c v,,-v,> I an C , 

donde 11 6 11 es l a  norma del   supremo. En c o n s e c u e n c i a  existe V = l i m  V,; 

p u e s t o   q u e  (V, )ccsC.X>-.. y ira : . c o . n v e r g e n c i a  es - uniforme,  entonces 

*c 

n 

V*EcsCX>.  H a c i e n d o  k 3. Q) en C 3 . 8 3  se o b t i e n e  < 3 . 7 3 .  

Sea gn: =VnC x 3 -V'"'C x 3 para n d  , donde x*& f i j o  como e n  
Y * 

c3.33. 

De l a  P r o p o s i c i b n  3 .4  tencarnos 

smCV"-V""> I an-t sm c v'-V"I , 

e n t o n c e s  - 

1 i m smC V-V-3 =O 
n 

y por 1 a d e f  i n i   c i d n   d e  semi -norma C def i n i   c i 6 n  l. 6> se deduce q u e  

existe una c o n s t a n t e ,  que denotaremos j , tal  que 
* 

j = l i m  [ V " - V " ' 3 =  l i m  g,. 
i 

n n 

Para c a d a  x d  y n d ,  d e f i n i m o s  las f u n c i o n e s  

c s .  1 0 3  L V , C X , ~ > : =  r C x , a >  + J V n c y 3 q C y / x , a >  sea. 

Bajo las c o n d i c i o n e s  d e l  'teorema, (LV,Cx, 6 3 1 es u n a   s u c e s i 6 n  d e  

f u n c i o n e s   s e m i - c o n t i n u a s   s u p e r i o r m e n t e   q u e   c o n v e r g e n   u n i f o r m e m e n t e  a 

LV X . .  >. E s   d e c i r ,  *S 



. 
ILVnCx,a3-LV C x . a >  EV,Cy>-V C y > I q C d y ~ ~ x , a >  I I IIVn-V 11 I an C, 

* * * 

donde V = l i m  V,; l a  ú l t i m a  d e s i g u a l d a d  s0 s i g u e  d e  C 3 . 7 3 .  
+ 

n 

Adem;ls, las s u c e s i o n e s  i V n >  y Cg,) s a t i s f a c e n  l a  sigt 

r el aci 6n 

- r i e n t e  

gn+l+Vn,l:=TV" par a ndN . 

Tomando limite cuando n -B m e n  1 a i g u a l d a d   a n t e r i o r  se s i g u e  

l a  131 tima d e s i g u a l d a d  se s i g u e   d e  l a  c o n t i n u i d a d   d e l   o p e r a d o r  T C l o  

c u a l  es u n a   c o n s e c u e n c i a   d e  l a  p r o p i e d a d   d e   c o n t r a c c i b n ,   v e r  

P r o p o s i   c i 6 n  3 . 4 > ,  o b i  Bn por l a  P r o p o s i c i  bn A. l. 4 C  c3. 

En c o n s e c u e n c i  a ,  

l u e g o ,  { j* ,v* f es u n a   s o l . u c i 6 n   a c o t a d a   d e .  l a  E c u a c i b n   d e  

Opti mal i dad,   donde V*EcsC X>. 

4.  LI MI TES DE PROBLEMAS  DESCONTADOS. 

Se o b t i e n e   u n a   s o l u c i 6 n  { j , V 1 d e  1 a E c u a c i 6 n  de Optimal  i d a d  
+ *  

- 
G a n a n c h   P r o m e d i o  como 'limites d e   p r o b l e m a s   d e s c o n t a d o s '  , cuando el 

. f a c t o r  d e  d e s c u e n t o  se aproxima a uno. 

Para s e r .  m A s  explicitos, r e c o r d e m o s   q u e  V C c S , x 3 ,  V C x l  - 
P B 

r e p r e s e n t . a n  el i n d i c e   d e   f u r r c i o n a m i e n t o  y l a   f u n c i h   d e   v a l o r e s  

b p t i m o s ,   r e s p e c t i v a m e n t e ,   e n  los p r o b l e m a s   d e   g a n a n c i a   d e s c o n t a d a  

C con  factor d e  d e s c u e n t o  p3, l a s  c u a l e s   e s t d n   d e f i n i d a s   p o r  * 
V C S , d : =  E6 y r C x  , a  3 
P X 

k 7 0  
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Y 

Obsevacidn 4 . 1 .  Recordemos  que bajo l a  C o n d i c i d n  I .  4 . 1 ,  

a> V C x l  s a t i s f a c e  la. E c u a c i d n  de O p t i m a l i d a d   e n   G a n a n c i a  
P 

p-Descontada 

V C x 3 =  s u p  ( r C x , a > + / ? f V  C y > q C d y / x , a > )  p a r a  todo x&; 
P a - t x )  

P 

b3 una p o l i t i c a  4 f B &  es p-dptima si y s d l o  si f c C A E I X X ~  

maximiza el  l a d o   d e r e c h o  d e  l a  e c u a c i b n   a n t e r i o r  para Lodo XEX, esto 

v w r  I .  4 . 2  y I .  4.3, r e s p e c t i v a m e n t e .  

Ahora si c o n s i d e r a m o s  h Cx>=V C x 3 - V   C x * >  y C l - p > V   C x  >,  c o n  
Y 

- B B P c 
f 

x d( f i j o ;  e n t o n c e s   p o r  el i n c i s o  a> tenemos 

c 4 . a  C l - / 3 3 V   C x * 3 + h  <x>(= s u p  (rCx,a> + f3 h C y > q C d y / x , a > ) .  
B P X > B 

Si existe u n a   s u c e s i b n  de f a c t o r e s  de d e s c u e n t o  € & >  1 t a l  q u e  

se v e r i f i c a n  las r e l a c i o n e s  

' *  c 4 . 3 3  j = l i m  cl-fin3V C x  3 , V C x ) =  lim h C X L  
* * - *  

n 19 n P n  

. .. . . c 4 . 4 3  l i m  sup ( r C x , a 3 + f i F n S h   C y > q C d y / x , a >  { 
" a - t x )  P n  

entonces.,   tomando límite e n  C 4 . 2 3  a traves de la s u c e s i b n  </?,,I 1 , 
r) 

se cumple 
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Y 

v c * : =  s u p  v C 6 , X 3  , f?€CO,l>. 
P EA P 

Obsevacidn 4 . 1 .  R e c o r d e m o s   q u e   b a j o  l a  C o n d i c i d n  I .  4 . 1  , 

a> V C x >  satisface 1 a E c u a c i 6 n  d e  O p t i m a l i d a d  en G a n a n c i a  
P 

(3-Descontada 

V C a =  s u p  ( r C x , a 3 - + - p $ V   C y 3 q C d y / x . a > )  p a r a  todo x&; 
P a € D t x >  < B  

b3 una p o l i  t i c a  f & es p-bptima si y s6lo si  f C a d X  x3 

maximiza el l a d o  derecho de l a  e c u a c i b n   a n t e r i o r   p a r a  todo X E X ,  esto 
(o a 

F 

es, 

V C x > =   r C x , f   C x 3 3  +pJ V C y > q C d y / x , f a C a 3  p a r a  todo x&;  
a P P 

ver I. 4 . 2  y I. 4 . 3 ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  , 
" .  

Ahora si c o n s i d e r a m o s  h C A = V   C x 3 - V   C x * >  y C l - / 3 > V  C x  >, c o n  
* 

B - a  B B 
*. 

x Ex f i j o ;  e n t o n c e s   p o r  el i n c i s o  a >  tenemos 

c4.23 C l - f 3 3 V   C x * > + h  C x 3 , =  s u p  (rCx;a> + f? $ h C y > q C d y / x , a >  ). 
P P a-c X > P 

Si existe u n a   s u c e s i b n   d e  fagtores d e  d e s c u e n t o  Cpn> 1 t a l  q u e  

se v e r i f i c a n   f a s   r e l a c i o n e s  rc 
# 

" c 4 . 3 3  
" 

j x =  l i m  C l - / 3 , , 3 V '  C x  3 , V C A =  l i m  h C x 3 ,  
*( * - 

n Pn P n  

. - a$ c 4.. 43 l i m  s u p  ( r C x . a > + / 3 , S h   C . y > q C d y / x , a >  1 
a w t x )  P n  

= sup ( r C x , a 3  + S V C y > q C d y / x , a >  1 x 

( a - c x )  

entonces,   tomando limite e n  C 4 . 2 3  a t r a v k  d e  l a  s u c e s i b n  <on> f 1, 
se cumple 
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4 

j +V C x l =  s u p  (rCx,a> + V*Cy>qCdy/x,a>} ; 
* *  

é%ED ( x > 

* *  1 
es d e c i r ,  C j , V > es s o l u c i d n   d e  l a  E c u a c i d n   O p t i  mali dad G a n a n c i a  ! 

Pramedio.  

A s € ,  el o b j e t i v o   d e  e s t a  s e c c - i b n  es i m p o n e r   c o n d i c i o n e s  

a d e c u a d a s   s o b r e  el m o d e l o   d e   c o n t r o l   M a r k o v i a n o ,  de manera  que se 

v e r i f i q u e n  C4.3> y C 4 . 4 3 ,  y e n t a n c s   o b t e n e r   u n a   s o l u c i b n   d e  EOGP; ' 

ver  Teorema 4. Q. i 

i 

Las c o n d i c i o n e s  ' a d e c u a d a s '  a l a s  q u e  se h a c e  al u s i 6 n   s o n  I .  4 . 1  I 
i 

y I .  5 . 4 ,  1 as q u e   p r e s e n t a m o s   n u e v a m e n t e   p a r a  mayor f a c i l i d a d   e n  l a  ' 

ref o r   e n c i  a .  

C o n d i c i b n  1.4.1. P a r a   c a d a  x&, 

a> DCx3 es un s u b c o n j u n t o   c o m p a c t o ;  

b> rCx,-> es s e m i - c o n k i n u a   s u p e r i o r m e n t e   s o b r e  X.-; 

c l  1 hty>qCdy/x,  a> es una f u n c i d n  semi - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e  

e n  a d X d  p a r a  Loda heBCX>. 

Condicir5n 1.5.4. L a  - familia  d e   f u n c i o n e s  : /~GCO,ID} e5 

uni f ormmente acotada, d o n d s ~  

c o n  x Ex f i j o .  
uf 

T a m b i h  se h a c e  uso d e  la s i g u i e n t e   c o n d i c i b n .  
- 

" 

Condicibn 4.5. 

a> p a r a   c a d a  Cx,a>ED<, l a  d i s t r i b u c i b n  qC /x. al t i e n e   f u n c i 6 n   d e  

d e n s i   d a d  PC x ,  a ,  3 con  r e s p e c t o  a una medi da h en X ;  es d e c i r ,  para 

todo B E B C X 3  se t i e n e  

q CB/x,a>= S p C x , a . x ' > X C d x ' > ;  



p C x . a , - 2 5  p C x , . : !  , p Cx, -1 A-integrable 
- 

b3 p a r a  cada CX,X’~EXX, a. - pCx.a.x.3 es c o n t i n u a  e n  DCd. 

A n t e s  de s e g u i r   a d e l a n t e ,  es c o n v e n i e n t e   p r e s e n t a r   a l g u n a s  

c o n s e c u e n c i  as d e  1 as c o n d i  c i  ones a n t e r  i or es. 

Obs&rvaci6n 4.6. 

a l  B a j o  l a  C o n d i c i b n  4 . 5  se cumple lo s i g u i e n t e  

l i m  1 ~pCx,a,x’>-pCx,ao,x’> IhCdx’>= 
a-a, 

. .  

. =S l i m  IpCx,a,x’>-pCx. ao,x’> IXCdx’>=O 
a“-+a o 

1 a p r i m e r a   d e s i   g u a l   d a d  se crtmpl e por el Teorema d e  C o n v e r g e n c i a  
c 

Dominadq d e   d o n d e   c l a r a m e n t e  se cumple el i n c i s o  Ccl de I .  4. l. 

b3 Sea (h : PECO, 1 3  { conlo e n  l a  C o n d i c i b n  I .  5 . 4 .  E n t o n c e s  
P 

la f ami 1 i a  . d e   f u n c i o n e s  

~” a __+ -J pCx,a,x’>h  <x’DXCdx’> , O<O< l  
k 

- 
es e q u i   c o n t i n u a .  

En efecto, dado E>O existe d t a l  q u e :  

I IpCx,a,x’>-pCx,a.,x’>I 1 hpCx’>l XCdx’3 I 6: 

par a 

(pCx,a,x’~-pCx.ao,x’> I XCdx’> S e l k  Cpor el inciso a>>, 

si dCa,a,3<6,   donde d es l a  rn&trica   en A y k es l a  cota uniforme 

p a r a  l a  familia (h : r jECO.1 l  }. 
B 

* 
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c3 Bajo l a  c o n d i c i b n  1.4.1 , sea f ~ f f  una p o l i t i c a  13-bptima; B 
entonces s a t i s f a c e  

V C x 3 =  rCx,f 3 +fls V C y 3 q C d y / x , f  3 para todo x&; 
P P P P 

ver I. 4 . 2  u O b s e r v a c i b n  4 . 1 C b 3 .  

l u e g o  se s i g u e . d e  un c a l c u l o   d i r e c t o  

h C x 3 + C 1 - / 3 , > V  C x  > =  r C x , f  3 + /3, ha C y 3 q C d y / x , f  3 ;  
* 

P n  P n  P n  n P n  

y para n*m 

h. C x 3 + C 1 - ( 3 - > V  C x  > I (rCx,f  3 + 
* 

Pm P m  P n  

y por la C o n d i c i d n  4 . 5 C a >  las úl timas e x p r e s i o n e s  se puec 

r e e s c r i b i r  de la forma 

c 4 . 7 3  h C x 3 + C 1 - / 3 , 3 V   C x * 3  = r C x , f  3 +  ( j n  h C y > p C x , f   , y 3 X C d y 3  
B n  P n  P n  P n  P n  

C 4.83 h C f i + C l - f 3 , > V  C x  3 2: r C x , f  3 +  (jm sh C y > p C x , f   , y 3 X C d y >  
* 

P m  B m  P n  P m  P n  
- 
las c u a l e s  se u s a r i n   e n  la d e m o s t r a c i 6 n  del  s i g u i e n t e   t e o r e m a .  

Y 

3ien 

Demostracic5n. 

Consideremos la s u c e s i d n  C l - / 3 J V   C x  3 ,  /3,3 1 ,  la c u a l  es 
1* 

P n  

uniformemente acotada por M C v e r  I .  3 .43 ;  e n t o n c e s  existe una 
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. 

subsuces idn  convergente  l a  cual denotaremos como l a  sucesicjn 

o r i g i n a l ,  esto 0s. 

c4.103 j : =  l i m  Cl-on3V C x  3 .  
* * 

n P n  

E s t o   i m p l i c a  que existe UEL (1x3 ta l  que W 

uCx3=  l i m  h Cx3 e n  l a  topologia   dLODCh3,L 'Ch33 .  
(enti (en 

Es decir, para   cada   Cx ,a3E[K,  se s i g u e  

C4.113 l i m  h Cy:>pCx,a,y3XCdy3 = JpCx,a.y>uCy>hCdy3. 
n a n  

Ahora p a r a   c a d a  x&, la familia d e   f u n c i o n e s  

" .  

a __+ l-!h CylpCx,a ,y>hCdy> 
P n  - 

es e q u i   c o n t i n u a  C ver 4.6C b33, y por  el Teorema d e  Ascoli C ver 

R o y d e n , l Q 6 8 ,  p. 1 7 9 3 ,  l a  f u n c i b n  

- 
es c o n t i n u a ,  y la c 0 n v e r g e n c : i . a   e n  C4.113 es u n i f o r m e  e n  el c o n j u n t o  

compacto  DCx3,. 
" 

A s i  , para E?O exist.e no t a l  que 

C 1-13 1 5 E/" , para nLno y c a d a  a~DCx3 ; 
-0 

I J  hp Cy3pCx,a,y>XCdy3  -rpCx,a,y>uCy3hCdy3 I I t por C4.113  y 
n " 



. 
Ahora se mostrard q u e  l a  s u c e s i 6 n  Ch C x 3 3  es Cauchy. Para esto 

Bn 

c o n s i d e r e m o s  l a  d i f e r e n c i a   e n t r e   l a s   e x p r e s i o n e s   e n   C 4 . 7 3  y C 4 . 8 3  - ,  

p a r a  n#m mayores  que no, 

h C A - h  C X ~ + C I - / ~ ~ > V  C X  >-C1-/3,>V C X  3 I 
* Y 

Bn B m  B n  P m  

e n t o n c e s  

* 
cfin-pm3 J- uCy>pCx,f   ,y>hCdy3 2; 4G. 

P n  c 

En c o n s e c u e n c i a  <h Cx3> es una s u c e s i h   d e   C a u c h y   p a r a  x d ' ,  
Pn 

1 u e g o  existe V EL C X> t a l  q u e  
, *  w 

V*Cx3:=  lim h C A .  
n Pn 

Por lo t a n t o  

I V ' C y I p C x , a , y 3 h C d y 3 = l i m  
*c S hP,,Cy3pCx,a,y3hCdy3=8  uCy3pCx,a,y3XCdy3,  

n 

donde 1 a primer a i g u a l   d a d  es por el T e o r e m a   d e   C o n v e r g e n c i a  

Dominada, y l a  s e g u n d a   i g u a l d a d   p o r  l a  c o n v e r g e n c i a   e n  l a  t o p o l o g i a  

d&bi 1 d LmC X> , L'C A3 > . L 

En t e r m i n o s   d e  las p r o b a b i l i d a d e s   d e   t r a n s i c i b n   q ,  se cumple 
. .  

I V Cy>qCdy/x.a>=: lim S h 'Cy3qCdy/x,a>. 
* 

rt B n  

C o n s i d e r e s e  C4.23,  con factor d e   d e s c u e n . t o  p n ,  n>n,. Esto es, 

Cl-/3,3V Cx 3+h C A =  s u p  (rCx,a3 + On S h Cy>qCdy/x,a3 ). Y 

P o  P n  a-( w > P n  
. . .  * Ahora tomando limite c u a n d o  n a, C(3,'i 13. e n  l a  i g u a l d a d  

a n t e r i o r  



Para  demostrar la desigualdad  contraria, se escribe 4 . 7  en 

j +V Cx3 = l i m  4 r C x . f  > + P n S  hP Cy>qCdy/x,f 3 ). * *  
n P n  n Bn 

Ahora  par  a  n>n, y E> O se cumple: 

w a 

rCx,f >+pnJh Cy>qCdy/x,f  31rCx.f >+PnJ V*Cy>qCdy/x.f 3 + . ~  
B n  B n  Pn . B n  P n  

entonces 

j +V Cx35 D+PnJ V*CyDqCdy/x,f * *  
31  + E 

P n  

I lim sup (rCx,a3 + r j n  V Cy>qCdy/x,a3) + 6 
* 

n a- <-X > -  

I sup (rCx,a3 + S V' Cy>qCdy/x,a> ) + E 
* - 

a - < x )  

como E es arbitrario se sigue 

* *  
j +V Cx3 5 sup (rCx,a> + S V*CyDqCdy/x.aD) . XEX 
y de las dos desigualdades se sigue . 

aED < x > 
- 

. _  

* " 

j +V*Cx3  = sup (rCx,a> + S V Cy>qCdy/x,a3) , x d .  
* 

a - t x )  

m 
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5.  COMENTAR1 OS. 

5 . 1 .  En la S e c c i d n  2 ,  el paso c l a v e  es 1 a p r o p i   e d a d   d e  

c o n t r a c c i   6 n   d e l   o p e r a d o r   d e   p r o g r a m a c i 6 n   d i n A m i  ca T,  o b t e n i d a  bajo 

c o n d i c i o n e s   d e   e r g o d i c i d a d   i m p u e s t a s  a l a  ley d e   t r . a n s i c i b n  q ,  

5.2. En l a  S e c c i 6 n  3 ,  se aproxima  uniformemente a l a  s o l u c i d n  

de la E c u a c i B n  d e  O p t i m a l i d a d ,   p o r   m e d i o   d e  las f u n c i o n e s  

V"C x*> -v""Cx*3 y V C  o 3 -V"C x 3 , i n t r o d u c i d a s  por Whi t e C  1Q63>. Par a 
Y 

o t r a s   a p r o x i m a c i o n e s ,   b a s a d . a  tambi Bn e n  i t e r a c i   6 n   d e  val ores ver  

HernAndez'Lerma, O. C l Q 8 9 ,   p a g .  623. 

AdemAs, b a j o  este e n f o q u e  es p o s i b l e   d e m o s t f a r  l a  e x i s t e n c i a   d e  

u n a   p o l i   t i c a   d p t i m a  f EIF, donde f C x 3  es un punto d e  . a c u m u l a c i o n   d e  
* *. 

a l g u n a   s u c e s i 6 n  (f ,Cx3  1 t a l  q u e  f , C a  s a t i  sf a c e  l a  e c u a c i o n  d e  

p r o g r a c i b n   d i n d m i c a   e n   h o r i z o n t e   f i n i t o ,   v e r   C a p i t u l o  111.2. 

- 
5.3. E x i s t e n  otros c o n . j u n t o s   d e   c o n d i c i o n e s   p a r a   a s e g u r a r   u n a  

s o l u c i c 5 n   d e  l a  E c u a c i b n  d e  O p t i m a l i d a d ,   p o r   e j e m p l o ,  ver R i e d e r  

C 19793 Secci bn 5. R i e d e r   s u p o n e  1 a C o n d i   c i o n  I. 5 . 4  y q u e  01 c o n j u n t o  

d e  a c c i o n e s   a d m i s i b l e s   p a r a .  cada e s t a d o  x&, es t o d o  el c o n j u n t o  

A=DCx3. Supone,  ademAs; 3. :#c3 y q u e  I q C  /x, a3 -qC /x' ,a> I __* O 

cuando x 3 x' u n i f o r m e m e n t e   e n   a d X x 3 ,  lo c u a l  se satisface bajo l a  

C o n d i c i d n  4.  l. R i  e d e r   u s a  el e n f o q u e  d e  l a  S e c c i b n  4 ,  es d e c i r  , como 

- 

- 

1 ími t e  d e  p r o b l e m a s   d e s c o n t a d o s .  

El material d e  este c a p í t u l o  estA apoyado e n  [51,[61  ,C71,  C151. * 



. 

111.- POLITICAS OPTIMAS 

O .  I n t r o d u c c i 6 n .  

l .  Maximizador  de la E c u a c i d n   d e   O p t i m a l   i d a d .  

2. Limite d e  problemas c o n   h o r i z o n t e   f i n i t o .  

3. H i p b t e s i s   d e   D o e b l i n .  

O .  I NTRODUCCI ON. A 

El o b j e t i v o   d e  este c : a p i t u l o  es d e m o s t r a r ,  bajo c i e r t a s  

c o n d i c i o n e s ,  l a  e x i s t e n c i a  d e  p o l i t i c a s   b p t i m a s  para el PC0  con 

Ganacia  Promedio.  En el C a p i t u l o  11, S e c c i o n e s  2,3 y 4 ,  se demostrd 

l a  e x i s t e n c i a  d e  una s o l u c i 6 n   a c o t a d a   d e   l a   E c u a c i 6 n   d e   O p t i m a l i d a d  

c o n s i d e r a n d o   d i f e r e n t e s   p u n t o s   d e  v i s t a .  
" .  

Ahora, usando el e n f o q u e   d e  l a  E c u a c i b n   d e   O p t i m a l P d a d ,  

O b s e r v a c i b n  I. 4. 7 ,  y l a s   S e c c i o n e s  11.2 y 1 1 . 3  se resolverd el 

Problema d e   C o n t r o l   O p t i m o .  
.. 

En l a  p r i m e r a  seccidn se demuestra la e x i s t e n c i a  d e  una 

p o l i  ti c a   e s t a c i o n a r i a   6 p t i m a  como maxi mizador  de  1 a E c r l a c i 6 n   d e  

O p t i m a l i d a d   e n   G a n a n c i a   P r o m e d i o  CEOGP3. En l a  S e c c i b n  2 ,  se 

demuestra  que el maximizador de l a  E c u a c i b n   d e   O p t i m a l i d a d   C p o l i t i c a  
" 

e s t a c i o n a r i a   d p t i m a 3  es el ' limite d e   p o l i t i c a s   b p t i m a s '   d e  

p r o b l e m a s   d e   p r o g r a m a c i b n   d i n A m i c a   c o n   h o r i z o n t e   f i n i t o .   F i n a l m e n t e ,  

en l a  S e c c i b n  3 bajo la Condiczi6n  de   Doeblin y la r e s t r i c c i h   d e  q u e  

los e s p a c i o s   d e   e s t a d o s  y a c : c i o n e s   s e a n   c o m p a c t o s ,  se m u e s t r a  l a  
% 

e x i s t e n c i a  d e  u n a   p o l í t i c a   e s t a c i o n a r i a   b p t i m a .  



l. MAXPMIZADOR DE LA ECUACI ON DE OPTI MALI DAD. 

Uno d e  los e n f o q u e s   p a r a   r e s o l   v e r  el PC0 es el seHal a d o  en 1 a 

O b s e r v a c i d n  I .  4 . 7  Cenf   oque  de  l a  E c u a c i d n  de Optimal  idad>,  segfrn 

el c u a l ,  se t i e n e  u n a   s o l r 1 c i 6 n  a l  PCO, si  se s a t i s f a c e  l a  

H i p b t e s i s  I. 4 . 6  q u e   r e p r o d u c i m o s  a c o n t i n u a c i b n :  

H i p b t e s i s  I. 4.6. 

* 
a3 E x i s t e  V : X  __+ R ' y  u n a   c o n s t a n t e  j tales q u e  

* 

j +V C x 3  = s u p  r C x , , a 3 +  V C y > q C d y / x , a 3  9 x&; 
* *  * 

a - t x )  

b> existe .f dF q u e  maximiza el 1 a d o   d e r e c h o   d e  l a  e c u a c i b n  
* 

4 

a n t e r i o r ,  .es ,decir, 

I O  
j +V C x 3 =  r C x , f   C x 3 3 +  S V C y > q C d y / x , f   C - 3  x&; 

* * * 

c> p a r a   c a d a  p o l i t i c a   EA y x&, se cumple 

l i m  -- E6 V C x J  =O. 
l. 

n r: X 

O 

Por otra p a r t e ,  - e n  el C a p i t u l o  I1 se p r o p o r c i o n a n   c o n d i c i o n e s  

bajo las c u a l e s  se satisface 4. BCa3 y C c > ; -  m i e n t r a s   q u e  4 . 6 C b 3  se 

s i g u e ,  bajo c o n d i c i o n e s   d e  cointi n u i d a d  y compacidad,  d e  r e s u l t a d o s  

d e  sal ecci 6n medi 61 e. 

En el s i g u i e n t e  teorema se resume lo a n t e r i o r .  

Teorema 1 . 1 .  Bajo l a s  C o n l d i c i o n e s   1 . 4 . 1  y 1 . 5 . 3  se s a t i s f a c e  l a  

H i p b t e s i s  1 . 4 . 8  y, por lo t a n t o ,  existe una p o l i t i c a   e s t a c i o n a r i a  

bptima.  

Demstracidn. 

Por el (teorema 11.2.1 existe <j ,V >, V * E B C X ~ ,  tal q u e  se 

satisf c e n  I. 4 . 6 C a 3  y por ser V* acótada se s i g u e   t a m b i e n  1'. 4 . 6 C c 3 .  P 
De¡ Teorema de Seleccibn Medible  A. 3 . 3 ,  caxisto f & quo- m a x i m i z a  01 

* *  

* 



. 

lado derecho de l a  E c u a c i d n  de O p t i m a l i d a d ,  por lo que se cumple 

I. 4 . 6 C  b> . E n t o n c o s ,  por la Obssar v a c i b n  I. 4.7 se ti one quo f es una 

p o l l t i c a   e s t a c i o n a r i a   6 p t i m a  y q u e  JCf ,*=j p a r a   t o d o  x&. 

.* 

* * 

2. LIMITE DE PROBLEMAS CON HORIZONTE FIN1 TO. 

En e s t a   s e c c i 6 n ,   u s a n d o  .Los r e s u l t a d o s   d e  1 1 . 3  C I t e r a c i 6 n  de,*., 

V a l o r e d ,  se demuestra l a  e x i s L e n c i a  d e  una p o l í t i c a  f d 6 p t i m a .  
* 

De nuevo se harA u s o  d e l   e n f o q u e   d e  l a  E c u a c i b n   d e  @ti mali dad 

C O b s e r v a c i 6 n  I .  4 . 7 3 ,  por lo que el o b j e t i v o  es v e r i f i c a r  l a  H i p 6 t e i s  

I .  4 . 6 .  L a   d i f e r e r e n c i a   c o n  l a  s e c c i 6 n   a n t e r i o r ,   r a d i c a ,   e n   q u e  el 

p r o c e - d i m i e n t o  de i t e r a c i d n   d e   v a l o r e s  Cademas d e   v e r i f i c a r  l a  

H i p b t e s i s  I .  4 . 6 3  n o s   p r o p o r c i o n a   a p r o x i m a c i o n e s  a l a  f u n c i 6 n  de 

v a l o r e s  6ptimos J* y l a  p o l í t i c a   6 p t i m a  fy& se o b t i e n e  como 

*límite' d e   u n a   s u c e s i b n   d e  selectores ( f , C x 3  ),- tales q u e   p a r a   c a d a  

n ,  f, maximiza a Tv'"'. " .  

Antes d e   s e g u i r   a d e l a n t e ,   r e c o r d a r e m o s   a l g u n a s  d e  las f u n c i o n e s  
- 

i n t r o d u c i d a s   e n  I I .  3. 

donde x&, adXx3 

Obser v& q u e  

y x eX.es fi- jo.  
*c 
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Para cada XEX, consideremc>s los conjuntos 

Teorema 2.1. Bajo 1.5.3 y 11.3.2, exist.e f & p o l f t i c a  
* 

esatacionaria 6 p t i m a .  

Demostracibn. 

Por el Teorema 11.3. S ,  existen j y Vy tales que 
* 

En c o n s e c u e n c i a ,  se v e r i f i c a  l a  H i p d t e i s i s  I. 4 . 6 C a 2  y Cb3. 

Como es u s u a l ,  para v e r i f i c a r  I .  4 . 6 C b 3 ,  se h a r i  uso de teoremas 

d o  se1 ecci 6 n  modi bl e. - 

Sea 

Ahora,  por el  Teorqna de S e l e c c i b n  A. 3 . 3 ,  existe f ,Eir tal que 



" . ~ 

P r o p o s i c i 6 n  A. 3 . 4 ,  existe f ELF- t a l  q u e   p a r a   c a d a  x& 
* 

En c o n s e c u e n c i a .  f * es un maximizador de l a  E c u a c i b n  d e  

O p t i m a l i d a d  y se v e r i f i c a   1 . 4 . E i C b l ; e n t o n c e s   p o r  l a  O b s e r v a c i b n   1 . 4 . 7  

se s i g u e  l a  c o n c l u s i 6 n   d e l   t e o r e m a .  Adembs, l a   f u n c i b n   d e   v a l o r e s  

6 p t i  mos 

* 
J C a = J C f  ,S= l i m  ( V " C x   3 - V " " C x  3 )=j . ih * Y rc 

n 
c 

Observacibn 2.2. 

a3  Aunque 1 a c o n c l   u s i 6 n  en el Teorema l. 1' y el Teonma 2.1 es 1 a 

misma, e n  l a  d e m o s t r a c i b n   d e l   T e o r e m a  2.-1 - s e  u s 6   i t e r a c i b n  d e  

v a l o r e s   p a r a   v e r i f i c a r   l a   H i p b t e i s i s  1 . 4 . 6 ,  lo q u e  n o s  p e r m i t e  

aproximar l a   f u n c i b n   d e   v a l o r e s   d p t i m o s .   O t r a s   a p r o x i m a c i o n e s  

L a m b i  &n b a s a d a s   e n  i t e r a c i b n  de v a l o r e s  son p r o p o r c i o n a d a s   e n  

Hernandez  -Ler ma C 1 989, p. 623 . 
b3 Usando el e n f a q u e  ' d e   ' p r o b l e m a s   d e s c o n t a d o s '  , v e r   1 1 . 4 ,  

tambi 9n es p o s i b l e   r e s o l v e r  el PCO. B a j o  este enfoque R i e d e r  ClQ7S2 

dsmues tr a : 

- 
" 

;l l a  e x i s t e n c i a . d e  una p o l i t i c a   6 p t i m a   e s t a c i o n a r i a  f = l i m  f,, 4b 

n 

donde f , s a t i s f a c e  

47 
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p a r a   n 1 0  y XEX, c o n  T y V como e n  I . C l . 2 3  y 1 . C 3 . 8 3 ,  P 
r e p o c t i v a m e n t e ;  

O 

LL> 1 a f u n c i  r5n d e  val o r e s   6 p t i  mos es dada  por 

J C d =  l i m  Cl-p-3 V C x  3  para^ t o d o  X&, 
*r 1* 

n Bn 

* 
donde x EX es f i j o  y P,? 1 .  

'. 
3. HI Po'I-Esr S DE DOEBLI N. 

E l  o b j e t i v o   d e  esta s e c c i b n  es demostrar la e x i s t e n c i a   d e   u n a  

p o l i t i c a   e s t a c i o n a r i a   d p t i m a   e n   p r e s e n c i a   d e   l a   C o n d i c i d n   d e  

D o e b l i n ,  l a  r e s t r i c c i h   d e   c o m p a c i d a d * e n  los e s p a c i o s  d e  estados y 

a c c i o n e s ,  y como es u s u a l ,   c o n   c o n d i c i o n e s   d e   c o n t i   n u i d a d   a d e c u a d a s .  

B a j o   e s t a s   r e s t r i c c i o n e s  se demuestra l a  e x i s t e n c i a  d e  un 

s u b c o n j u n t o  C d e l   e s p a c i o   d e   e s t a d o s  y una p o l i t i c a   e s t a c i o n a r i a  

. b a j o  1 a c u a l   a l c a n z a  el supremo  de  1 a ganancia   promedi  o c u a n d o  el 

- - e s t a d o   i n i c i a l   d e l   s i s t e m a  es un e l e m e n t o   d e l   c o n j u n t o  C. 

La p r e s e n t a c i d n   d e l   m a t e r i a l  -se harA  con el s i g u i e n t e   e s q u e m a .  

3Ca3. Se d a n   d e f i n i c i o n e s  y r e s u l t a d o s  bdsicos C s i n  

demostracic5n3 que seran usados e n  el r e s t o   d e l   t r a b a j o ;  

3 C b 3 .   P a r a   c a d a   p o l i t i c a  6 6  y c a d a   d i s t r i b u c i ó n   i n i c i a l  

z k P C X 3 ,  se demuestra l a  e x i s t e n c i a   d e  una p o l i  t i c a  n d  C p o l i  t i c a  

e s t a c i o n a r i a   a l e a t o r i z a d a 3  y h.EfPCX3 tales q u e  

- 

- .- - 

JCn:.h3LJC6,v3. 

Esto i n d i c a   q u e  es p o s i b l e   r e s t r i n g i r  l a  a t e n c i d n  a l  c o n j u n t o  

d e  las p o l i t i c a s   e s t a c i o n a r i a s .   a l e a t o r i z a d a s .  

3Cc3. Se e x h i  be l a  e x i s t e n c i a  d e  un c o n j u n t o  medible C y una .. 
p o l i t i c a   e s t a c i o n a r i a  F ~ F  tal  q u e  



JCf ,x3= s u p  sup JC 6 .  v3 Far a c:ada >re. 
- 

L J € W  x 3 6 E L l  

por lo q u e  es posible r e s t r i n g i r s e  al c o n j u n t o   d e  l a s  p o l í t i c a s  

e s t a c i o n a r i a s ,  si el e s t a d o   i n i c i a l   d e l  sistema es un e l e m e n t o   d e  C .  

3 C d 3 .   F i n a l m e n t e ,  s e '  d e m u e s t r a  l a  e x i s t e n c i a   d e   u n a   p o l í t i c a  

e s t a c i o n a r i a   d p t i  ma f . i 

3. C a 3 .  D e f i n i c i o n e s  y r e s u l t a d o s  hAsicos. 

Definicidn 3.1.  P a r a   c a d a  p o l i t i c a  e s t a c i o n a r i a   a l e a t o r i z a d a  

TC& C d e f i n i c i b n  I. 2 . 3 3 ,  c o n s i d e r e m o s  el p r o c e s o   d e   M a r k o v   c o n t r o l a d o  

CPCm i n t r o d u c i d o   e n  I .  2. 

a3 Un c o n   j u n t o  EEBCX3 es j. n v a r i a n t e   c o n   r e s p e c t o  a TC si 

q c ~ / ~ , r r 3 = i  , p a r a   c a d a  x&. 

b> Un c o n j u n t o  s E B C X 3  es p u l o   c o n   r e s p e c t o  a TI si 

Y 

En el resto d e l   t r a b a 3 0   s u p o n d r e m o s  que se cumplen 1 as 

si  g u i ' e n t e s   c o n d i  ci o n e s . .  
- 

" 

Condici6n 3.2. C D o e b l i n 3 .   E x i s t e n   u n a   m e d i d a   f i n i t a  y sobre X ,  

c o n  yCX>>O,  un e n t e r o  t y E>O tales q u e :   p a r a   c a d a  BeBCX3 

E q C B / x , r r 3 l l - ~  si y C B 3 1 ~  p a r a  x ~ X . r r 4 .  

Notese q u e  esta c o n d i c i d n   i m p l i c a  .a l a  C o n d i c i d n  I. 5 . 5 ,  p u e s t o  

q u e  ffdl. 
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Condición 3.3. 

a3 Los c o n j u n t o s  X y K=<C>cra>:x~X,aeDC:d> s o n   c o m p a c t o s .  

b3 r10 s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e .  

cl Si Cx,,a,3--”, Cx,aI, e n t o n c e s  q C  /x,,a,l”.* qC /x,a3 

d g b i l m e n t e ;  ver A. 2.10. 

De l a  t e o r f a   g e n e r a l   d e   P r o c e s o s   d e   M a r k o v I   e n  esta s e c c i 6 n  se 

h a r A   u s o   d e  l o s  s i g u i e n t e s  teoremas. 

Teorema 3.4. 

Suponga  que se satisface l a  C o n d i c i 6 n  3.2. E n t o n c e s  para cada 

n d l ,  e x i s t e n   s u b c o n j u n t o s   m e d i b l e s  S, C ,  . C , ,  . . . , C ,  tales que:  
t 

a> X= S U c U C J ;  
( = I  

b3 ‘ S  es n u l o  con q e s p e c t o  a TI; 

c3 r C C . l > z  y C. es i n v a r i a n t e   c o n   r e s p e c t o  a TI, l < i l k .  

A los c o n j u n t o s   C ,   , C B , . .  . , C k  se les llama con.iuntos  e-ddicos; 

L L 

ver d e m o s t r a c i   6 n   e n  b o b  C 1953 ,, V. 53. 

Ahora, se d e f i n e   u n a   m e d i d a   d e   p r o b a b i l i d a d  y .  e n  los c o n j u n t o s  

e r g b d i c o s  Cj, j = 1 , 2 , .  . . , k ,  d e  la s i g u i e n t e  manera: para‘ cada 774,- 

J 

X&. 
J 

c 3.53 y,Cr > =  l i m  P“C* /x,n.>, 
J IL 

Teorema 3.6. Si se satisface l a  C o n d i c i b n  3 . 2 ,  e n t o n c e s   p a r a  

t a l  q u e  

a3 

b> 

p a r a   c a d a  x&: existe e l  limite 

I 
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conjuntos  { C ; , C ; , .  . . ,Cq) se le llama clase g i c l i c a  d e  C,; ver 

demostraci6n do esto teorGrna en b o b  C1853, V. 53. 

Sea v una medi d a  - d e   p r a b a b i  1 i d a d   e n  X .  Se d i c e   q u e  v es 

i ñ v a r i a n t e   c o n   r e s p e c t o  a qC0 /x,d si 

vC. 3=fqC. / y ,  nDVCdy3. 

Observacibn 3.7. S e a  v u n a   . m e d i d a   d e   p r o b a b i l i d a d   i n v a r i a n t e  

con r e s p e c t o  a qC* /x, n3. Entonc:es se cumple 

t 
a3 v C .  3=Jq C. /y,n3vCdy3  para t=~,2..  . . , y por l o  t a n t o  

b3 vC 3=lPnC  */x,nDvCdx3  para n=l,2,. . . , donde' P" es l a  medida 
c 

en 3 . 5 .  . 
cl Si S es un c o n j u n t o   n . u l o   c o n   r e s p e c t o  a TI, tomando l imito 

cuando t+ m en a>, se s i g u e  por el t e o r e m a   d e  la C o n v e r g e n c i a  

Dominada; . 

" .  vCS3=s l i m  qtCS/y,n3vCdy>=0. 
t - 

Para c a d a  politica  EA . y  d i s t r i b u c i b n -   i n i c i a l  v d C X 3  se 

d e f  i nen : 

C 3 . 8 3  J C V ~ : =   s u p  JCG,v3 , 
' S&  

Y 

c 3 . 9 3  J : =  SUP CJCVD: vd'CX3).  

las p o l i t i c a s   e s t a c i o n a r i a s   a l e a t o r i z a d a s ,   v e r   P r o p o s i c i b n  3 . 1 7 .  

Denotaremos  por M a  una f ami 1 i a  numerad1 e d e  f u n c i   u n e s   g d C X 3  , 
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. 
gclP,=S gdP,, 

e n t o n c e s  P, =P,. La e x i s t e n c i a  del c o n j u n t o  M c o n  tal p r o p i e d a d  es 

p a r a   c a d a  geM. 

Demostracibn. 

P=P y E=E 6 8 

V U 

Por el Teorema d e  Estabi 1 i dad de Loeve 

h l - 3  

C3.133 

C19783, p.53, se cumple 

'I1 

P - c a s i   s e g u r a m e n t e   p a r a  cada gGs ,  donde &;=dXo,a , , ,x l r . .  . , X k . a J .  . - 

- 
N - 1  

Sea J ~ = -  C r ~ x , , a , ~  , NZI,  e n t o n c e s  1 
N 

k Zi 

N - 1  

1 
N N 1 

C r l  -. 

1 1i.m sup 
N 

- 
=JCd,v> , 

l a  d e s i g u a l d a d  se s i g u e  por el Lema d e   F a t o u - L e b e s g u e ,  ver L o e v e  

C 1 9 7 8 ,  p. 1263. 
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l i m  sup JN dP < J C 6 , v 3   d P  = J C 6 , v 3 ,  
N 

A= 

l o  c u a l  es u n a   c o n t r a d i c c i b n  y ,  por l o  t a n t o ,  PCA3>0; es d e c i r ,  

s u p   J N 1 J C 6 , v >  >O. 1 
A h o r a   c c s n s t r u i r e m o s -   u n a   m e d i d a   d e   p r o b a b i l i d a d   q u e  s a t i s f a g a  

3 . 1 1  y 3 . 1 2 ,  u s a n d o   u n a   t r a y e c t o r i a  c o d  f i j a .  

Sea 4 tal  q u e  satisface 3 . 1 3  y 

l i m  s u p   J N L J C 6 , v 3 .  
N 

P a r a  este c3En f i j o  existe u n a   s u b - s u c e s i b n  <N,> p a r a  l a  c u a l  se 

cumple 3 . 1 3  y ademAs * 

C3.143 l i m  J,? J C 6 , v 3 .  
J 

Par a c a d a  W C K 3  d e f i n i m o s  l a  m e d i d a   C a l e a t o r i  a> .de 

p r o b a b i l i d a d  - pN por 

N - 1  

donde Id es l a  f u n c i d n   i n d i c a d o r a   d e l   c o n j u n t o  D. 

Ahora  consi   deremos la s u c e s i d n   d e  medi das Cal eatori as> do 

pr obabi 1 i dad € pNJ> . 

Por o t r a  parte, p u e s t o   q u e  IK es c o m p a c t o ,   e n  l a  topologia de l a  

c o n v e r g e n c i a   d & b i  1 [PC[K3tambi&n l o  es C v e r  A. 2 . 7 3 ,  y por lo t a n t o  . 

existe pd'CK3 tal que"pN  converge a p d 4 b i l m e n t e  a trav&s d e  una 
J 

s u b - s u c e s i 6 n   d e  N, C la cual   denoterefnos como N, d e   n u e v o >  para md2.  

f i j o ,  d e  manera  que se satisface 3 . 1 3  y .3.14. 

A h o r a   v e r i f i c a r e m o s   q u e  satisface C3.113 y C3.123. 

De l a  d e f i n i c i b n  de pN. 3-13 y 3 . 1 4  se p u e d e n   r e e s c r i b i r  como 
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C3.153 l i m  [ 8 gCx3pN,CdCx.a>>-8  p N  dCx,a>J   gCx’3qCdx’/x .a>  =O 
J i -1 1 

p a r a   c a d a  g d l ,  Y 

C3.16> l i m  r C x , a > p , C d C x , a > > Z   J C d , v > .  
J 1 

Por la c o n t i n u i d a d  d&bil  de q , ver 3 . 3 C c > , .  para c a d a  g d ,  se 

t i e n e   q u e  

r e s p e c t i v a m e n t e .  
c 

Como r d  CXA3, e n t o n c e s  existe u n a   s u c e s i 6 n  C g 3 c C  CXA3. 
6 S 

n o - c r e c i e n t e  ta l  q u e   g k  r . 

P a r a   c a d a  k y c a d a  j ,  

gkCx,a3p,CdCx,a.>>> 1 rCx,a3pNCdCx.a>3 .  
1 J 

Tomando lfmi te cuando j -+ m, l a  c o n v e r g e n c i a   d e b i l  de medidas 
- 

i m p l  i ca p a r a   c a d a  k , 

Por l o  t a n t o ,  

tomando 1 imite cuando k + ab, por ser g a c a t a d a  y por 3 . 1 6 ,  se 

s i g u e   q u e  
- 

8 rCx ,a>pCdCx,a3>  1 JCb,v>,  

l o  c u a l   d e m u e s t r a   C 3 . 1 1 3 .  



Proposicibn 3.17. Fara calla Cb.v3EL.L’ X:. existe Cn.A3d!PCX3 tal 

J C n ,  A32 JC6,  v>. 

Denlostracibn. 

Para  cada  CG,v3&CX3,  sea p&CK3 tal q u e  se c u m p l e n   3 . 1 1  y 

3 . 1 2 .   E n t o n c e s  p se puede  descomponer  en  una  medida  hd’CX> y n d  

t a l  es q u e   p a r a   c a d a  DICEN X3 y DzdC A3 

pCDsDz3 = r r C D z / d X C d x 3 ,  

Dl 

para l a  d e m o s t r a c i d n  de este r e s u l t a d o  ver Bertsekas a n d   S h r e v e  

C1978, p. 1403. 

y por otra parte, 

“ = S I gCx’>qCdx*/x,a>rrCda./dkCd>3 
X A X  - 

= gCx’3qCdx’/x,rr3hCdx>. 
x x  

Por l o  t a n t o ,   d e  3.12 se s i g u e ?   p a r a   c a d a  g&; 

1 g C d h C d x 3  = f g C x ’ 3 q C d x ’ / x , n 3 k C d a .  
xx 

E n   c o n s e c u e n c i a ,  
” 

AC* 3 = S q C e  /x,a>hCdx3. 

Por ‘1 o t a n t o ,  h es una medi d a  de pr obabi 1 i dad i n v a r  i a n t e  para el PGM 

X 

i n d u c i d o  por n. 

En c o n s e c u e n c i  a , * 

. 
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. 

n -  I 

n -  1 

= l i m  s u p  - ' ' 1 r C x k , a k 3 n C d a ~ X ? ; > h C d X k >  
n n 

k - 0  

= S r C x , a > p C d C x , a > > .  

Luego,   por C 3 . 1 1 3  , 

JCTL ; > ~ ? J C & V ~ .  

I 
i 

3Cc;). P o l í t i c a  c5ptima p a r a   e s t a d o s   i n i c i a l e s  e n  C. 
4 

En esta s u b - s e c c i b n  se d e m u e s t r a  l a  e x i s t e n c i a  d e  un c o n j u n t o  C 

, y d e  una p o l f t i c a  bptirna,  para todo estado i n i c j a l   e n  C. 

Teorema 3.18. E x i s t e  CEBcX>, con  yCC3Ls y f d F  tal q u e  : 
- 

Y 

JCF,A-J,  J e n  ~ 3 . 9 3  

- 
q C  C/x, f 3 =:L p a r a   c a d a  x&. 

- 

Cy y E como e n  l a  C o n d i c i b n  3.23 

Demostracibn. 

c o n v e r g e  al c e r o .  De l a  d e f i n i c i b n   d e  J e n  - C3.9>-, existe una 

srlcesidn  CC6,,vn3>&CX>,  para l a  cud& se v e r i f i c a   l a   d e s i g u a l d a d  

c3.191  JC6,,  v,>?J-E, 
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Por C3.19> y l a  d e s i g u a l d a d   a n t e r i o r   t e n e m o s  - 

c 3.20> ~ r C x , a > p " C d C x , a 3 3 2  J-S, 

Por l a  c o m p a c i d a d   d e  P C o ( 3 .  existe pdPClK1 t a l  q u e   p a r a   a l g u n a  
- 

s u b s u c e s i b n   d e  Cp"), l a  c u a l   d e n o t a r e m o s  d e  nuevo por € P O > ,  c o n v e r g e  

d g b i l m e n t e  a p.  De esto ú l t i m o  y a l  tomar limite e n  l a  i g u a l d a d  

a n t e r i o r  se c o n c l u y e   q u e  p satisface l a  r e l a c i d n  C 3 . 1 1 1 ,  esto es, 

- 
- 

para cada g&. 

Sea Cg,>cCCXA3 u n a   s u c e s i d n   n o - c r e c i e n t e   q u e   c o n v e r g e  a r; 

1 u e g o  por C 3 . 1 9 3  

- "  

J-gkCx,a3pnCdCx,a331  rCx,a3pnCdCx,a3> 1 J--E,. 

Tomando limite cuando n + m , para c a d a  k Cfijo>,  e n  l a  

d e s i g u a l d a d   a n t e r i o r ,  y 1 uego  tomando l i  lili te  c u a n d o  k + OD. se s i g u e  

d e  l a  c o n v e r g e n c i a  d&bil y del   Teorema d e  C o n v e r g e n c i a   M o n b t o n a ,  
- 

r e s p e c t i v a m e n t e ,   q u e  

- " 

c 3.213  rCx,a>pCdCx,a>>>J.  

- 
Ademis, como c., s a t i s f a c e  C3.12). Por l o  t a n t o  si se descompone 

e n  l a  forma GCdCx, a 3 3  =nCda/x3ACdx3, con  h&CX3 y rrd, r e s u l t a   q u e  

h es i n v a r i a n t e   c o n  respecto a q C b / x , r r 3 .  Por C 3 . 2 1 3  se s i g u e ,  
9 .. 



. 

c 3.223 JCn,h>=J. 

~ Ahora se c o n s i d e r a r a  el p r o c e s o   d e  Markov i n d u c i d o   p o r  l a  

d e s c o m p o s i c i d n   d e l   e s p a c i o   d e   e s t a d o s  X e n  un c o n j u n t o   n u l o  S y un 
k 

número f i n i t o  de c o n j u n t . o s  ergbdicos C ,  , C a t . .  . ,Ck, X= J = 1  U C, U S, c o n  

yCC,>>s p a r a  1 l j S k .  

D e f i n i m o s  y , d P C X > ,  l l j i k  , y P" como e n  Cs. 53 - 
Por ser h i n v a r i   a n t e   c o n   r e s p e c t o  a qCc 6 /x, n> y por l a  

O b s e r v a c i b n   C 3 . 7 3 C b 3  se s i g u e ,   p a r a   n 2 l  : 

hC 3 =S P"C /x, n> XC d S  

k 

ademis, por C 3.73 C cDf hC 9 =O. Entonces  tomando 1 í m i  tes - 

donde 1 a primera igual dad se s i g u e   d e l "   T e o r e m a  de C o n v e r g e n c i a  

Domi nada.  Es d e c i r ,  

Sea rCx,n3=1  rCx,a>nCda/x>.  Por 1 a " d e f i n i c i b n  d e  J C n , d ,  para 

c a d a  x d ,  sa cumple; 
n - 1 -  

J C n , x l =  l i m  s u p  - En r y r C x k , a k >  1 
n k f . 0  - J  n 

e 
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= l i m  sup - 1 sc rCy,n>qkCdy/x ,n3  
n n 1 

k = O  

n -  1 

= l i m  s u p  S, r c y ,  n3 - 1 qY dy/x ,  n3 i 

n n 
k - O  

Es d e c i r ,  p a r a   c a d a  x&, 

Por otra parte: 

JCn,X>=  rCx,n>XCdx3 

k 

, ya que C, BE ínvar - 

= 8 r C x , n 3  1 yJCdx3XCCJ> , por C 3 . 2 3 j .  
J = 1  

k 

= 1 hCC,> S r C x , n > y , C d x >  
CJ 

J = l  

k 

= 1 XCCC,3JCx,,n> , por C 3 .  243, para cada-xJdJ. 1 S J S k .  
J = t  

AdernAs, JCx ,n35J  para c a d a  x&. L u e g o ,  por C3.22>, para cada C, con 

xCc,>>o, 

c 3.253 J C x , n > = J ,  para cada x<,. . 

Ahora se m u e s t r a  q u e  n d I  puede ser reemplazada  por” una polit ica 

estacionaria. P a r a  esto p r i m e r o  veremos que,  para c a d a  C, c o n  

ACC,>>O, existe fJ :CJ-  A medible, con f , C a E D C A  para cada xEC,,Y 

u n a   f u n c i 6 n  medible u, ta l  q u e  : 

- ” 
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. . . 

. 
p a r a   c a d a  X&,. 

Se usara 1 a d e s i g u a l d a d   a n t e r i o r   p a r a   d e m o s t r a r   q u e  f es 

b p t i m a   c u a n d o  el e s t a d o   i n i c i a l .   d e l  sistema es un e l e m e n t o   d e  C,. 

donde C z 1 es el mayor e n t e r o  menor o i g u a l  a z , par a z r ea1 . 
Por C 3 . 2 4 3 ,  C 3 . 2 5 3  y el Teorema 3 . 6 ,  la f u n c i d n  U: se puede 

r e e s c r i b i r   p a r a   c a d a  xEC, 

C T/d 3 d- I I 

u;c x3 = 1 [ S rCy,n3q*Cdy/x,rr3-~crCy.rr3y,Cdy3 , C3.243 y C3.253 
1 1 

- 1 [ S rCy,n3(qkCdy/xrn3-yJCdy3} 
k = O  1 

k - 0  

C T / d  3 d- 1 * 
- 

C T / d  1 d - I  
d 1 [ S rCy,n3(qkCdy/x.n3-  yTCdy3/d} , por 3 3.6' b3 c 1 - - 

k = O  m =  1 

t T / d  3 d -  i d 

- - 1 [ 1 S rC y, n3 { qkd"'C dy/x,  n3 -ylmC dy3 } . 
k = O  1 m =  1 

Como 1 a convergencia e n  el Teorema - 3.6 es u n i f o r m e  y e x p o n e n c i  a l ,  y 

ademas r es a c o t a d a ,  l i m  u: 'existe y es f i n i t o .  
T 

Sea u J C 3 : =  l i m  ~ y C x 3  p a r a   c a d a  x&,. 
T 

Por l a  d e f i n i c i b n   d e  l a s  f u n c i o n e s  VT y u, se sigue 

" - 

d e  manera q u e  

uTC x3 +J=srC X .  a3 rrC da/* +snC da/- En (rCx, , a k 3 - J )  

TDmando limi t.e c u a n t o  T ."+ a, .. 
v,C x3 +J=JrC x. a 3  nC da/d +snC da/x3 , C y3 q C  dy/x,  a3 
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e n   c o n s e c u e n c i a  

C 3 .  2 8 3  

AdemAs, C, es i n v a r i a n t e  c:on r e s p e c t o  a q C  /x,n3; es d e c i r ,  

I q C  C,,/X, a> rrC da/* =1 

p a r a   c a d a  x&,. Luego 

C3.291 q C  C ,/x, a3 =1 nc /fi -casi s e g u r a m e n t e ,  x&,. 
.. 

'. 

Sea R: =(Cx,a>dK:  qCCJ/x,a3=1 ,uJCx3+J5rCx.a>+Ju,Cy3qCdy/x,a> ), 
/ 

por C3.283 y C3.293 nC R /*>O p a r a   c a d a  x d , ,  donde 

R : =(aeDCx3:Cx,a3&.). En efecto, si suponemos que r r C R  / d = O ,  . p a r a  

a l g d n  x&,, e n t o n c e s  

X 

X X 
c 

u , C x 3 + J  > r C x , a > + S u , C y ~ q C d y / x , a >  

nc 13- casi s e g u r a m e n t e .  Por lo t a n t o ,  - 

U , C x > + J  > S n C d a / L )  

lo c u a l   c o n t r a d i c e  C3.283. 

Por el Teorema  de  S e l e c c i b n  M e d i b l e  A. 3 . 5 ,  .'existe f,: C, __+ A' 

t a l  q u e  f , C x 3 &  p a r a   c a d a  X&,; d e  aqui se sigue C3.263 y C3.273. 
X 

Sea C= u C, donde l a  u n i b n  es s o b r e  j={L: hCC.>>O ). P a r a   c a d a  
1 

fdF,  se d e f i n e  FdF por . 

- 
f , C *  si xK, y hCCJ>>O 

" 

E x 3  = { f C d  e n  otro caso 

Por C3.263 y C 3 .  27> 

C3.303 qc C/'X , F1 =l p a r a   c a d a  x d  
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donde u C  x3 =u,C x> si x&, c o n  h C  C,>> O. 

d e  a q u i  se s i g u e  

- n -  t 

J C f , x 3 =  l i m  s u p  - 
n n E* x [ k z o r C x k  p a k 3  

- 1 

por lo q u e  

J G ,  =J para cada x&. 

I 

3 C  d3 . 

Se d e m u e s t r a  l a  

C Teorema 3.34> e n  

adi ci o n a l  es. ' 

~" 

Condicibn 3.32. 

tal que : 

Extensick- la p o l i t i c a   6 p t i m a .  

e x i s t s n c i . a   d e   u n a   p o l í t i c a   e s t a c i o n a r i a   6 p t i m a  

p r e s e n c i  a d e  1 as s i g u i   e n t e s   c o n d i c i o n e s  

P a r a   c a d a  x& y M X >  c o n  y c D 3 > ~ ,  existe ,6& 

donde y es como e n   l a   C o n d i c i b n  3.2.  

Condicibn 3.33. P a r a   c a d a  W C X 3  c o n  y C D 3 > ( 5 ,   q C D / x , a 3  es 

c o n t i n u a   e n  C x , a 2 & A .  * 

e 
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AdemAs de estas c o n d i c i o n e s ,  suponemos que tambien se v e r i f i c a n  

las C o n d i c i o n e s  3 . 2  y 3 . 3 .  

S e a n  C y fdF- como e n  el Teorema 3 . 1 8  y F=X-C. 

Sea T= i n f (  k 1 0  : X,ED 1 , i n f  4 = m. 

- 

Notemos que para c a d a  x&, por l a  C o n d i c i b n  3.32 existe 6 tal 

* 
6,CD/hk3 = 

p a r a  'cada DEBCIU y hkEMk. 

Obser vese que 

OD 

Pa* X [ k u a 0  (Xk€C) ]=l. 

Teorema 3.34. B a j o  l a s  C o n d i c i o n e s  3.32 y 3.33 existe una 

p o l l t i c a   e s t a c i o n a r i a   d p t i m a .  
" .  

Para l a  d e m o s t r a c i b n   d e l  Teorema 3.34, se u s a r a n  los 

* - Lema 3.35. JCb ,*=J. 

Demostraci6n. 

Por el Teorema 3.18, J C $ , d = J  para x&. 
- 

Sea E=E** . Para k 1 0  tal q u e  Pa'[ T = k  ]>O, 
X X 
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. 

Ademas, 
n -  I 

donde a& = min Ca, b). Cornó r>O y a c o t a d a ,   d e  C3.36) se s i g u e   q u e :  

I 
Ahora,   para  cada  ueCsCF3, ' s e  d e f i n e  Ku p a r a  x& p o r :  a 

Lema 3.38. Sea UEC C F 3 ,   e n t o n c e s  KuEGsCF3. 
S 

Demostración. 

qCC/x.a3 es c o n t i n u a   e n  C x , a 3 d A .  

Ademfis, e x i s t e n   f u n c i o n e s  @,&C F3 que c o n v e r g e n   d e c r e c i  entornen 

te a u,, ya q u e  CF3; por lo t a n t o ,  
S 

para  cada  Cxn,an3ED(.  Si C x n , a n 3  4 Cx,a3, tomando limite s u p e r i o r  

cuando  n + OD e n  1 a d e s i g u a l   d a d   a n t e r i o r  se s i g u e  

cuando k+ 03 por el Teorema d e  Convergenci a M o n A o n a  

64 



l i m  s u p   u C y 3 q C d y / x n , a n 3  I JF u€y3qCdy/x,a3.  
n 

Es d e c i r ,  l a  f u n c i 6 n  

Cx,a3 fF d y D q C d y / x , a 3  

es s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e  y ,  por lo t a n t o ,  l a  f u n c i d n   d e n t r o  el  

c o r c h e t e   e n  C 3 . 3 7 >  es s e m i - c o n t . i n u a   s u p e r i o r m e n t e .  De aqui se s i g u e  '. 

q u o  K d s C  F3. 

1 

Lema 3.39. Sea u 1 a f u n c i 6 n   m e d i b l e  y a c o t a d a   e n  F ,  d e f i n i d a  

c o m o  

C 3 . 4 0 3  

4 

u = K u  . 

Entonces  uCx3LJ para c a d a  x&. 

Demostracidn. 

P a r a   c a d a  xeF y 6 como e n  el Lema 3.35 se d e n o t a r a  E=E y 
* 8. 

X 

P=P . S* 

X * 

- *  
Sea B n C 6  , a = J  P X k e ,  p a r a   a l g u n a   k l n  [ I,. 

= J P [ Ü {x&) 1 
k = O  

n -  i 

.. . 

= E [ k z o J   q c c . / x k , a k > I  c x,-.. . . ,x,=> l. 
Por C 3 . 4 0 3  y l a  d e f i n i c i d n  C 3 . 3 7 1 ,  p a r a   c a d a  x& 

u C x 3 '  2 J qCC/x,a.> + SF u l y > q C d y / x , a 3 .  



1 uego 
r 1 

. 

s u s t i   t u y e n d o  esta d e s i g u a l   d a d   e n  B,, se s i g u e  para XGF 

5 c > C d  -H P [ x,&, O S k l n  1 
p a r a  a l g u n a   c o n s t a n t e  H ,  ya q u e  u es a c o t a d a .  Tomando 1 . i m i t e . c u a n d o  

n + m se s i g u e   q u e  

Demstracion d e l  Teorema 3.34. 

Sea a< J , se d e f i n e n  las- s i g u i e n t e s .   f u n c i o n e s  sobre F p o r :  

Ku, n l l  , va=, y K como e n  C 3 .  373. 

LuQgo por el Lema 3.38, u,& CFI para  cada n 1 0 ,  y ademis 
S 

En c o n s e c u e n c i a ,  el limite u= l i m  u,  e s t i  b i e n   d e f i n i d o  y 
n - 

~- 
u ,  5 u 5 J. 

Luego, como u? u , ,  se s i g u e  Ku> Ku,=u,,-, , n Z 1 ,  y tomando 1 imite 

cuando n+ w Ku2ru. 

Por o t r a   p a r t e ,   p a r a  cada ~ > o ,  y por la d e f i n i c i d n  d e  KO, 

C3.413  -v+Ko < J q C  C/x, a 3  +lF UC y3qCdy/x, a 3  

% 

p a r a   a l g u n a  a& X I .  Por el Teorema d e  C o n v e r g e n c i a   M o n ó t o n a ,  

66 
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1 i m JunC y3 qC dy/’x,  a3 = JvC y> qC dy/x.  a3 
n 

y por C3.413 se s i g u e :  

-r)+Ku < J q C C / x , d +  l i m  JunCy3qCdy/x,a3 
n 

Por el Teorema d e  S e l e c c i d n   M e d i b l e  A. 3 . 3 ,  para k l l  existe 

f,: Fk+ A Cmedible y f k C x 3 d X x 3 >  tal q u e  : 

C o n s i   d 4 r e s e  el p r o c e s o  control - a d o   d e   M a r k o v   i n d u c i d o  por 1 a 

* 
p o i t i c a  f- . 

De l a  d e f   i n i c i d n   d e  F, se p u e d e   v e r i f i c a r  que 
k - t  * 

qC u Fr /x,f 3>C) para x&*. k L 1  y F,=C. 
r = O  

En efecto, %i suponemos  para xeFk y k L 1 ,  q u e  

o 



. 
e n t o n c e s   p a r a  x&,, 

= S L ,  

por d e f   i n i c i b n   d e  F,; lo q u e   i m p l i c a   q u e  xe F,, lo c u a l  es una 

c o n t r a d i c c i b n .  

En c o n s e c u e n c i a .  F es un c o n   j u n t o   n u l o   c o n   r e s p e c t o  a f , lo 
* 

k.. 

cual implica q u e  

p a r a   c a d a  x&. 

Por el Lema 3.35 J C g . x l = J ,   p a r a   c a d a  x&. 

I 

Observacidn 3.43. 

a) La C o n d i c i b n  3.33,  e n  l a  d e m o s t r a c i b n   d e l   T e o r e m a  3.34,  
. . .  

p u e d e   s e r   r e e m p l a z a d a   p o r  1 a s i g u i e n t e   c o n d i c i   b n :  - 

.Sea y como e n  l a  c o n d i c i b n  3.2. P a r a   c a d a  W C X 3 .  yCaD3=0 si 

yCD>>O. donde aD es l a  f r o n t e r a   d e l   c o n j u n t o  D. 

E s t e   r e s u l t a d o   p u e d e   c o n s u l t a r s e   e n   K u r a n o C l 9 8 9 > .  

b9 La  primera y s e g u n d a   s e c c i b n   d é  este c a p i t u l o   f u e r o n   t o m a d a s  

d e  C61 ,171 y f151. L a   t e r c e r a   s e c c i 6 n  se tom6 b a s i c a m e n t e   d e  C101 , 
" 

c o n  1 a modi f i c a c i  bn d e   q u e   e n   l u g a r   d e   c o n s i d e r a r   g a n a n c i a s  se 

c o n s i d e r a n  costos y.  por lo t a n t o ,  el problema es minimizar  l a  

f u n c i d n  objetivo.  

* 
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CONCLUSIONES Y COMENTARIOS 

El e s t u d i o   d e  los P r o c e s c s   C o n t r o l a d o s   d e   M a r k o v   - c o n   G a n a n c i a  

Promedi o se r ea1 i za , g e n e r a l   m e n t e ,  i mponi e n d o   c o n d i  c i  o n e s   d e  

r e c u r r e n c i a ,   c o n t i n u i d a d  y compacidad a l  M o d e l o   d e   C o n t r o l  

Markoviano. 

En este > a b a j o ,  se u s 6  el e n f o q u e   d e  l a  Ecuacic5n d e  

Optimal  i d a d ,  . s e g ú n  el c u a l  el P r o b l e m a   d e   C o n t r o l   O p t i  mo t i e n e  

s o l u c i ó n  si se v e r i f i c a  la e x i s t e n c i a :  

a> d e  u n a   s o l u c i b n   a c : o t a d a  ( j , V* ) d e  l a  E c u a c i b n   d e  
*c 

O p t i  mal i dad CEO3 ; 

b> d e  un selector medible f que maximize el 1 ado derecho d e  la 
* 

misma ecuacicin.  

P a r a   v e r i f i c a r  l a  e x i s t e n c i a  d e  l a  s o l u c i b n  acotada (,j , V se 
* *  

i m p o n e n   c o n d i c i o n e s  de r e c u r r e n c i a ,  -y para l a  ' e x i s t e n c i a  del 

se1 ect a- f s e ñ a l   d o   e n  b3 se i m p o n e n   c o n d i c i o n e s  d e  compacidad y 
u6 

c o n t i   n u i d a d .  Ademhs, l a  f u n c i  bn d e  valores 6 p t i  mos es i g u a l  a l a  

c o n s t a n t e  J C-=j para todo x&. 
Y * 

En las s e c c i o n e s  11.2, 1'1.3 y 1 1 . 4  se d i s c u t i e r o n   d i f e r e n t e s  

p r o c e d i m i e n t o s  y c o n j u n t o s   d e   c o n d i c i o n e s   p a r a '  v e r i f i c a r  l a  

e x i s t e n c i a  de _ l a  s o l u c i b n  ( j ,V*) d e  ' l a  EO. E s t o s   p r o c e d i m i e n t o s   n o s  

p r o v e e n  d e  v a r i a s   f o r m a s   d e   c a r a c t e r i z a r  o aproximar -a l a  f u n c i b n  

d e  val ores 6pti  mos J C d  =J . 

* 
- 

" 

* * 

O t r a   c o n d i   i i 6 n   d e   r e c u r r e n c i  a comúnmente  usada es la de 

D o e b l i n .   K u r a n o  C19891 b a j o   e s t a   c o n d i c i 6 n  e imponiendo  compacidad 

s o b r e  los e s p a c i o s   d e  estados y a c c i o n e s   r e s u e l v e  el PCO. 

e 



La i n t r o d u c c i b n  de la c o n d i c i h n  d e   D o e b l  i n   e n  el e s t u d i o  de los 

Procesos d e   C o n t r o l   M a r k o v i a n 0   c o n   e s p a c i o s  de  e s t a d o s   n u m e r a b l e s  

f u e   h e c h a   p o r   H o r d i  j k C 1 9 7 7 3 .  Otras c o n d i c i o n e s   d e   r e c u r r e n c i a  

r elaciona-das c o n  1 a d e  Doebli n se e x h i  ban en  HernAndez-Lerma,  Montes 

-de Oca. Cavazos-Cadena C 1991 3 .  

Otro e n f o q u e   p a r a   o b t e n e r  p o l i t i c a s  6 p t i m a s   s i n  u s a r  EO es 

imponer c o n d i c i o n e s   p a r a   q u e  se cumpla lo s i g u i e n t e :  

a> l a  f u n c i b n   ' f :  __* J C f , x 3 =  frCy,f> PfCdy3 es s e m i - k o n t i n u a  

s u p e r i o r m e n t e   e n  LT C v e r  1 . 5 . 1 1  C C ~ D ;  

b3 ff BS c o m p a c t o ;  

i 

c3 s u p   J C f , x l ,  I s u p  J C 6 , a .  
f€rF &€A 

Hordi j k  C1973> u s 6  este e n f o q u e   p a r a   e s p a c i o s   d e   e s t a d o s  

numer ab1 es. 

El caso e n  q u e  l a  ' f u n c i 6 1 1   g a n a n c i a  rCx, a> n o   n e c e s a r i a m e n t e  es 

~. a c o t a d a  se. p u e d e   v e r   e n   H o r d i  ,jk C1977, §S> , p a r a  el caso numerable;  

9 



APENDICE 

l. F u n c i o n e s  semi - c o n t i n u a s   s u p e r i o r m e n t e  

2. M e d i d a s   d e   p r o b a b i l i d a d  y p r o b a b i l i d a d e s   d e   t r a n s i c i b n  

3. F u n c i o n e s  mu1 tival uadas y t e o r e m a s   d e   s e l e c c i b n  

l. FUNCIONES SEMI -CONTI NUAS SUPER1 ORMENTE. 

Sea X un espacio d e   B o r e 1  . 
Definicibn 1 . 1 .  Una f u n c i b n   m e d i b l e  V : X  __+ iR se d i c e   q u e  e5 

- 

s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e  si p a r a   c a d a  x d  y c a d a   s u c e s i b n  C x n > c X  

q u e   c o n v e r g e  a x, se c u m p l e  

l i m  s u p  V C x n 3 5 V C x 3 .  
n 

" .  

Recordemos q u e  CCX3 y C C X 3  d e n o t a n  a 1 as f ami 1 i as d e   f u n c i o n e s  

a c o t a d a s  V: X - IR, c q n t i   n u a s  y semi - c o n t i n u a s   s u p e r i o r m e n t e ,  

S ,  - 

r e s p e c t i v a m e n t e .  
- 

Proposicibn l. 2. V d  C X >  si y solo si existe ( V , W C X >  tal que 
S 

v.3 v. 
- 

Demostracibn. B e r t s e k a s   a n d  Shreve, lQ78,S 7.5.  
- 

Proposicibn 1.3. Si, X es compacto y WEC CXI, e n t o n c e s  u a l c a n z a  
S 

* * 
el supremo; esto es. .existe x ex tal q u e  v C x  > =  s u p  v C d .  

X 

kmstraci6n. B e r t s e k a s   a n d   S h r e v e  C978, 97.53 



Sea { E n )  una s u c e s i 6 n  de c o n j u n t o s  d e  A ,  y denotemos por Loo(%) 

a l  c o n j u n t o   f o r m a d o   p o r  l o s  p u n t o s   d e  acumul a c i b n   d e   c u a l q u i e r  

s u c e s i b n   C b n > c A ,  t a l  q u e  b,EB, : p a r a   c a d a   n .  

Sea A un espzci o d e  Bore1 . 

Proposicibn 1.4 .  Sea € w n > c C s C A 3  y <G n 3 u n a   s u c e s i b n   d e  reales 

n o - n e g a t i v o s   c o n v e r g e n t e s  a c e r o ,  tales q u e  

wnC a3 5 wmC a3 +$sm p a r a  m< n y aEA. 

E n t o n c e s :  

a3 w : =  lim w;y w Ec C x 3 ;  
(ID a s  

-L 

b3 LdB, )cBm, donde 

B,: =.(a&: wnCa3 = sup w,Ca' 3 } p a r a  n& 6 n=m; 
24 - 

c> si ~q~,.,)+b, e n t o n c e s  

l i m  s u p  uncal=  s u p  l i m  w n C a 3 .  
n a a "  

Si <un>,  es . u n i f o r m e m e n t e   c o n v e r g e n t e ,  se puede tomar 

Lhsmostracion. Schail C19753, Proposicidn 10.1. 

2. MEDIDAS DE PROBkBI LI DAD Y PROBABILIDADES DE TRANS CI ON. 

Sea C X , B C X 3 3  un e s p a c i o   m e d i b l e .  

U n a - f u n c i b n  

p : BCX> 4 E 
se d i c e   q u e  es una  medida con s i c r n o   e n  x si  : 

a3 es o-a.di t i  va ; 

b3 P C @  =O. 
S 

Si PC B310 p a r a  cada B E B C X 3 ,  sole se dice q u e  p es una medida. 



Definicibn 2.1.  Sea p una  medida c o n  s i g n o ;   d e f i n i m o s  l a  p a r t e  

p o s i t i v a  y n e u a t i v a  d e  ,u por 

p + C B 3 : =  s u p  { pCA3 : AEBCX3 ) , y 

p-CB>:= i n f  4 pCA3 : AEBCX3 , 

r e s p e c t i v a m e n t e .   E s t a s   m e d i d a s   t i e n e n   l a s   s i g u i e n t e s   p r o p i e d a d e s :  

a 3 a l  menos una d e  el las es f i n i t a ;  

b3 p :  = p*-p-. 

A l a  i g u a l d a d   e n  b3 se l e  c o n o c e  como D e s c o m ~ o s i c i 6 ~  d e  

Jordan-Hahn. 

Sea 1 a norma d e f i n i d a   p o r :  

c 2 . 2 3  11pl1 : = p+CX3 -p-C X> = s u p  PCB> - i n f  pCB3 , BeBCX3 
B B 

e n  el e s p a c i o   d e  l a s  m e d i d a s   c o n  signo f i n i t a s   e n  X ,  l a  c u a l  se 

c o n o c e  como norma de v a r i a c i b z  t o t a l  de p .  Cver A s h  C 1 9 7 2 3 3 .  

ajenos medi bles X '  y X - ,  tales que 

a3 X =  X' U X-;  

b3 pC X'n B I Z 0  y pC X-n B3 10 par a c a d a  BEBCX3 ; 

c3 IlpII : = p'CX3 -p-cx.-> . 

Demostracibn. Ash C 1 9 7 2 3  p.-60. 
- 

" 

La i n t e g r a c i d n   c o n   r e s p e c t o  a u n a   m e d i d a   c o n   s i g n o   f i n i t a  p 

est5 d e f i n i d a   p a r a  cada u e B C X 3 1  por: 

c 2 . 4 3  vdp:  = S vdp' -S vdp-. y s a t i s f a c e  
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- "" ".I*li: x 

. 

c s .  53 

Sean P y Q m e d i d a s   d e   p r o b a b i l i d a d   e n  C X  , BCX33 .  E n t o n c e s  P-Q es 

CZ. 63, 

C o n v e r   q e n c i  a E b i  1 

4 

.Sea {Pn ) una s u c e s i h  d e  medi das d e  p r o b a b i l i d a d   e n '  X ,  se d i c e  

que { P, } c o n v e r u e   d e b i l m e n t e  P si 

fdP, fdP 

p a r a  toda f'EcCX3. 

El e s p a c i o  P C X 3  de las medi das d e  probabilidad  en X, es un 

- e s p a ' c i o   t o p o l b g i c o   c o n  1 a t o p o l o g i a  d e  la c o n v e r g e n c i a s   d e b i  1. En 
* 

tal caso: 

C E .  73Ca3 si X -8s un e s p a c i o  de Borel , P C X >  tambien lo es; 

C2.73CbI si X es compacto y metrizable, PCX3 t a m b i e n  lo es. 

Ver B e r t s e k a s   a n d   S h r e v e ,  C19'783, p .  127. 

- 

Para X un e s p a c i o  de B o r e l  , <x,> un c o n j u n t o   d e n s o  en X ,  s e a n  

f , , , K C  X2 d e f  i n i  das por 

f,,,Cx3: = 2 C l - j  d C x . K 3 3 v O  i , j = 1 , 2 , .  . . , 

c o n  d l a  m b t r i c a   e n  X y x v y = m a x i x , y 3 .  

Sea M: ={f,,,:. i t  j=1 , Z , .  . . ) 
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Proposicibn 2.8. Sean  P,,  P2&C X>. Si sf ,,,dP,=sf ,,,dP, p a r a  

i , j=1 ,2 , .  . . , e n t o n c e s  P ,  =P2. 

Demstracidn. E t h i e r   a n d   K u r t z  .C19863, B e r t s e k a s   a n d  Shreve 

C 1 Q783. 

P r o b a b i l i d a d e s  de t r a n s i c i b e  

Def i n i c i 6 n  2.9. S e a n  X y Y espacios d e   B o r e l  . Una p r o b a b i  1 i dad 

d e   t r a n s i  c i  6n q C  / 3 en X dado Y es una f u n c i   6 n  t a l  q u e  qC /yl es 

una medi da d e  p r o b a b i l i d a d  en X para c a d a  yeY, y qCB/ 2 es una . 
f u n c i d n   m e d i b l e   e n  Y p a r a   c a d a  BEBCX2. F 

Definicidn 2.10. S a n  X y Y espacios de Borel y qC / 3 una 

p r o b a b i l i d a d   d e   t r a n s i c i 6 n   e n  X d a d o  Y .  

a2 - 4  es f u e r t e m e n t e   c o n t i n u a  si l a  f u n c i b n  

b3 q es g k b i l m e n t e   c o n t i n u a  si l a  f u n c i b n   e n  a3 es a c o t a d a  y 

c o n t i n u a  para cada v 4 C X 3  ; 

c l  q es s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e ,  si l a  f u n c i 6 n  e n  a 3  es 
- 

s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e   p a r a   c a d a  u& CX3. 
S 

" 

F'roposicibn 2.11.  Sea qC / 3 u n a   p r o b a b i l i d a d   ' d e   t r a n s i c i b n   e n  

X d a d o  Y y E: X Y  - IR una f urlcidn  medible.  Se d e f i n e  g:  Y - IR por 
. .  

gCy3.: = J' fCx,y>q<dx/y> Csiernpre  que la i n t e g r a l  exista> 

a3 si f & C X Y T )  e n t o n c e s  gGBCY3; 

b3 si q es d e b i l m e n t e   c o n t i n u a  y f d C X Y 3   , * e n t o n c e s  gEcCY3 ; 

.t 
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c3 si q es debilrnente continua y fe S C X Y I ,  entonces g E c s C Y ) .  

Demostraci6n. B e r t s e k a s   a n d  Shreve C19783, p. 148. 

3.  FUNCIONES  MULTI VALUADAS Y TEOREMAS DE SELECCI ON. 

Sea CX,BCX33 un e s p a c i o   m e d i b l e  y CAS@ un e s p a c i o  mbtrico 

S e p a r  ab1 e. 

Para C ,  C' s u b c o n j u n t o s   c e r r a d o s   d e  A,  se d e f i n e  

d C C , C ' 3 :  = max { s u p  pCc,C'31, s u p   p í c ' , C l  ) 
C E(: C ' d '  

donde p C x , B D : C -  i n f  { pCx,y3: y&) XGX y B d .  

L a  f u n c i  cSn d satisface .I as p r o p i  edades d e  una m&tri  ca en 1 a 

fami 1 i a d e  1 os s u b c o n  j u n t  os cerrados Cno-vacios3 de A, se 1 0  conoce 

como r n e t r i c a   d e   H a u s d o r f f .  

Sea @ C M  la familia de t o d o s  los s u b c o n j u n t o s   c o m p a c ' t o s  

Cno-vacios> de A. 
- 

Proposicidn 3.1. Si CA,@ es separable, e n t o n c e s  el espacio 

m4trico C C C A > , d >  tambíQn l o  es. 

Delnostracidn. Schal Cl9753. - 

Sean X y A e s p a c i o s  de  Borel. A u n a   c o r r e s p o n d e n c i a  D q u e  - 

asocia a c a d a  x& ' u n   s u b c o n j u n t o   n o - v a d o  Ex39 -se l e  llama f u n c i b n  

m u l t i v a l u a d a  d e  X e n  A. Al c o n j u n t o  K: = { C x , a 3 : x E X r a d X x 3  } se le 

c o n o c e  c o m o  la Z A f i c a  -e D. 
Psra c a d a  BcA Cno-vacfo3 se d e f i n e  D"CB3: =(x=X: DCx3nB##). 

Sea D una f u n c i d n  mu1 t i v a l u a d a   d e  X en A, se d i c e  que es: 

a3 B o r e l   - m e d i b l e  si D"CB3 es un s u b c o n j u n t o  d e  B o r e l   e n  X p a r a  
9 
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c a d a  BcA c e r r a d o ;  

b3 s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e  si p a r a   c a d a   s u b c o n j u n t o   a b i e r t o  

GcA, el c o n j u n t o  (xGX: DCX=,cG} es a b i e r t o   e n  X .  

Un s e l e c t o r  medi b l s   c o n   r e s p e c t o  a D es u n a   f u n c i b n   m e d i b l e  

f :  X + A t a l  q u e   f C x 3 d X x 3   p a r a   c a d a  x&. 

Proposicibn 3.2. Sea D: X - CCA3 u n a   f u n c i d n  mu1 t i v a l  uada. Las 

si g u i  e n t e s  condi  ci o n e s  s o n   e q u i  val e n t e s .  

a3 D es Bor el -medi bl e; 

b3 D"C € 3 3  es un c o n j u n t o   d e  Borel e n  X p a 7 a   c a d a   s u b c o n j u n t o  

a b i e r t o  B d e  A; 

c3 1 z grdf i c a  de D es un c o n j u n t o  Bor el -medi b10 e n  XA; 

d3 D es una f uncic5n B o r e l   - m e d i b l e   d e  X a'  CCN C c o n  1 a 
y. 

topologia generada  por  l a  m b t r i c a   d e   H a u s d o r f f l .  'i- -* 

Demostraci6n. H i  me1 berg -et a l  C 19763 

Teoremas de Se1 ecci 6~ 

Teorema 3.3. Sea D: X --3 CCA3 u n a   f u n c i 6 n   m u l t i v a l u a d a  y 
- 

vCx,a3ECSC[K>. E n t o n c e s  

a> existe un s e l e c t o r  f c o n  - r e s p e c t o  a D t a l  q u e  

vcx,fCx3?= s u p  vCx,a3 pará c a d a  x&, 
a d X  x3 

. ,  

y l a  f u n c i d n  

S 
v C d : =  s u p  vCx,a> es medible. 

a d x 3  
.t 

bl si D es s e m i - c o n t i n u a   s u p e r i o r m e n t e  y veC CXp3,   entonces  
S 

. V * d S C  x3 .  



Demostracibn. Bertsekas and Shreve C10751; S c h a l  C19751. 

Teorema 3.4.  Sea D: X _+ @ C M  u n a   f u n c i d n   m u l t i   v a l u a d a   m e d i b l e  

y <f,> u n a   s u c e s i b n   d e   s e l e c t o r e s   m e d i b l e s  c o n  r e s p e c t o  a D. 

E n t o n c e s  existe f :  X - A m e d i b l e  t a l  q u e  

f C * € L o o  ( f , C X 3  )cDcx3 , x&. 

Demstracibn. Schal  C1975:) 

Teorema 3.5. Sean X, Y espacios de Bore1  y q u n a   p r o b a b i l i d a d  

d e  t r a n s i c i b n  en J dado Y .  Si. para c u a l q u i e r   s u b c o n j u n t o  S k B C X Y I ,  

q C S  +>>O para cada y d  , 
Y 

d o n d e  S : =<x&: Cx,yIeS?, e n t o n c e s  existe g : X  - Y m e d i b l e ,  cuya 

grafica es un s u b c o n j u n t o   d e  S, esto es, Cx,gCx3>ES, x&. 

Y 

Demostracibn. D. B l a c k w e l l   a n d  c. R y l l - N a r d z e w s k i  C18633. 
1.. 
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