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INTRODUCCION

En el presente trabajo se estudia una subclase de los procesos
de control markovianos en tiempo discreto. En general, estos
procesos {xt} son modelos matematicos de sistemas dinamicos que‘soﬁ\
observados en el tiempo, para los cuales desbpués de cada observacidn
%, del estado del sistema, un control a es aplicado. Y basado en el
estado y el control una ganancia ¢ o costo) ert,atD ©s recibida

El problema basico, consiste en det,err.ninarfc © encontrarl una

politica (sucesién de controles) &=4 a t gque opti mize el
comportamiento del sistema, de acuerdo a una funcidén objetivo en un
periodo‘ determinado u hori?onte del sistema. |

Nos interesaremos por la subciase de estos procesos tales que:

Cad el espacid de estados del sistema es un espacio de Borel:

(b> la funcidn objetive es conocida como ganancia promedio:

n-1
JC8,50: = lim sup —— E': z rcx ,ad .

t=0

donde E: representa al operador esperanza, el es{,ado inicial del
sistema es x,=x ¥ la politica é es usada. La funcién ganancia por

etapa r(x,a) la suponemos acotada.

Cuando el horizonte del sistema es infinito se usa,
generalmente, el enfoque de la Ecizaé:i on de Optimalidad para estuydiar
el Problema de Control Optimo. Con este enfoque, se asegura la
existencia de una politica &pti ma si se tiene una solucién de la
Ecuacién de Optimalidad y condiciones adecuadas de éonti nuidad ;

compacidad. g L
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Para estudiar el Problema de Control Optimo con ganancia
Promedio es necesario imponer condiciones de ‘recurrencia’®. En
particular, bajo esteitipo de condiciones es posible asegurar la
existencia ‘de una soluci®n acotada de la Ecuacidén de Optimalidad.

En .el Capitulo I se introducen los procesos de control
markoviano, se plantea el Problema de Control Optimo y se introducen
laS condiciones de- recurrencia bajo las cuales se estudiarad el
Problema de Control Optimo con Ganancia Promedio.

En el Capitulb Il se introduce la Ecuacidn de Optimalidad. El
objetivo de este capitulo es estudiar la existencia de soluciones de
la Ecuécién de Optimalidad considerando los siguientes enfoques:

ad como punto fijo del Operador de Optimalidad;

b)) limite de problemas con horizonte fipito;

c) limite de problemas descontados.

Lo anterior se hace bajo las condicioﬁes de recurrencia
"introducidas en el Capitulo I.

En el Capitulo III se asegd}a la existencia de una politica
éptima, usando los enfogques aJ) y b) sefalados en el parrafo
anterior. Finalmente, se‘estudia el Problema de Control Optime bajo

la Condicién de Doeblin-y la restriccidédn de compacidad sobre los

espacios de estados y acciones.

El analisis, en este trabéjb, est4 basado ‘en resultades de

funciones multivaluadas, funciones semi-continuas superiormente,
operadores de contraccidn, selectores medibles vy topologias en
espacios de medidas de probabilidad.,Algunos de estos resultados son

citados, sin demostracidn, en g} Apéndice.
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NOTACION

Para un espacio tOpo'l.égit:o X, se denota por B(X) la o-algebra
de Borel, esto es, la ndnima o-adlgebra que contiene la familia de
subconjuntos abiertos de X. Asi, ‘medibilidad® de conjuntos y.
funciones sigﬁifica medibilidad de Borel.

Un espacio de Borel es un subconjunto de Borel de un espacio
métrico, separable & completo.

Dade un espacio de Borel X, denotamos por

rd

BCXO el espacio de las funciocnes definidas en X, con
valores en los reales, acotadas y medibles. Este espa

cio es de Banach, con la norma del supremo

Ivll: = sup |vCx |, veBCXD: - -
xeX .
CxXo el subespacio de BC(X), de las funciones continuas.
Seé v X — § medible se dice que es semi-—-continua

superiormente si para cada xe&X y cada sucesién (x.2X que converge a

X, se cumple - : - -

lim sup vix,2 < v(xD.

CBCXD  denota al espacio de las funciones acotadas semi-con-
tinuas superiormente.
PCXD el espacio de las medidas de probabilidad, dotado con

la topologia de la convergencia débil.
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ll«ll -norma de la variacién total para medidas con signo u
en X.

IanD la funcidn indicadora del conjunto B definida por
I 0O:=1 si xeB, I C0:=0 si x=B.

qc® /o probabilidad de transicién C o probabilidad condicio-
nald en X dado Y es una funcioén tal que gC® - y) es una
medida de probabilidad en X para cada yeY, y g(Br/ed -

es una funcidén medible en Y, para cada BeB(X).

A Conjunto de las politicas admisibles.

n Conjunto de las politicas estacionarias alesatorizadas

F Conjuntoc de las politicas estaéiogarias.

H; Conjunto de las historias admisibles hasta el tiempo
t.

Pi medida de probabilidad inducida por la politica & y
la distribucién inicial ».

Eé - sperador esperanza con regpecto a la medida P:.



I. PROCESOS DE CONTROL MARKOVIANOS

0. Introduccidn

1. Modelo dé control Markoviano
2. Politicas admisibles

3. Indices de Funcionamiento

4. Condiciones de continuidad y compacidad
5. Condiciones de recurrencia

/
/

O. INTRODUCCION.

El objetivo de este capitulo es introducir los procesos de

control markovianos y plantear el problema de contrql dptimo CPCOD,
para lo que se requieren lps siguientes elementos: un modelo de
control, un conjunto de politicas admisibles & un indice de
funcionamiento CSeccionés 1,2 Y 3. Ademas, se - introducen
condiciones de continuidad, compacidad ¥ recurrgncia sin las cuales,
en geﬁeral, no es posible resolver el PCO con Ganancia Ptomedio
(Secciocnes 4 y B5), lo cual es el interés general del presente

trabajo. o . .

1. MODELO DE CONTROL MARKOVI ANO.

Definicidén 1.1. Un modelo de control markoviang C(MCMD consiste

en los objetos (X,A,q,r>, donde:

— X representa el espacic de estados y suponemos &s un espacio

de Borel, es decir, un subconjunto de Borel de un espacio métrico,



separable y completo;
— A el espacio de acciones es un espacio de Borel. Sea D una
funcién que a cada estado xe€X le asocia un subconjunto D(xXDEA; los

elementos de DXx) representan las acciones ¢ controles admisibles

. para el estado xe&X.

Sea K el conjunto de parejas (x,a) estado-accidédn definide por

U'i:={Cx,aD: xeX,aeDCO §,
al gque le pedimos sea un subconjunto medible del espacio producto
XA. :,'
— g{Brx,ad, BeB(XD y Cx,a)eﬂé. representa la ley de tansicién
del sistema, es-una probabilidad de transicidén socbre X dado K;

-

-—r: K — R , 1 funcidn de ganancia en un paso, s una

funcién medible y acotada.

-Podemosjinterp'retar al MCM (X,A,q,r2, como un modelo matematico
de un sistema :esiocastico controlado que se observa en los tiempos
t=0,1,2,.... El estado y la accidn en el tiempo t seran
representados por )l:t Y at, respectivamente. Ahora, si xt=xe)( y
_a‘=aeDCx). se "r*ecibe una ganancia rix,a) y el sistema ‘se mueve' a
un nuevo estado xtﬂ=x’ de acuerdo a la ley de transicién qC e/, ad,

es decir,

: qCB/x.a)=_Prob [ x eB| X =X, .a, =a ]
- . _ +4 t %

t

2. POLITICAS ADMISIBLES.
Para elegir las accionegs de control para el sistema en cada
' <
tiempo t, se debe seguir alguna regla (o politica 2 la cual puede o

no depender de la historia del proceso.’Para definir estos conceptos



en forma precisa consideremos los conjuntos

D-‘o: =X

[Ht:={Cx°,ao,. .. ,xt_l,at_1,>:t): Cx,,a,)eﬂ(,o‘ssf_t-g xtex} ., t21,

En- cadatiempoc U lHt -es -el- conjunto- de—historias-—admisibles

hasta el tiempo t Ct-historias), conteniendo en consecuencia, la
informacién sobre la evolucién del sistema hasta dicho tiempo;

denotaremos genericamente por ht‘ a los elementos del conjunto lHt.

Cbserve que

lHt=D<tx.
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Definicidn 2.1. Una politica aleatorizada es una sucesidn de

probabilidades de transicidén é={6t} sobre A dado th tales que

6tCDCxt) /htD =] para toda htef.Ht y t20.

Denotaremos por A a la familia de politicas aleatorizadas.

- Definicidén 2.2. Una politica {6t}eA se dice que es estacionaria’

aleatorizada si existe una probabilidad de transicidn &(<~.D sobre A

dado X tal que
!

6o.c'/h1.3 =<5C'/xt3 para toda hteth y t20.
A esta familia la denoctamos por Il
Sea [F: ={ £f1X —s A|medible y tal que fCx0eD(xD, para todo xeX };
nos referirer;zos a esta familia de funciones como selectores

medibles.

Definicién 2.3. Una politica de Markov es una sucesién £ tal

- gue f‘telF para todo 120,

Definicién 2.4. Una politica estacionaria {fo.} es una politica

de Markov tal que ft=f‘e[F para todo t20.



Al conjunto de las politicas estacionarias lo identificaremos

con F.
Notemos que cualquier politica de Markov se puede representar

como una politica aleatorizada en la siguiente forma
650/TRD?IBCfth33 para todo Be$CAJ,hfﬂﬂ y tzo,

donde In es la funcidn indicadora del conjunto B.

En consecuencia, se satisface la siguiente relacién de

contenciones

F cIll < A.

Procesos Controlados de Markov

Sea (Q,f) el espacio medible, donde Q: =cXA>® y F la o—-algebria
producto correspondignte. Los elementos well son sucesiones infinitas
de la forma

é=6xo,an,x,;a.,..i,k N U
dondé xtex Yy ateA.
\ Definimos las variables de estado y control x y a como las
proyecciones (Cen el tiempo ¢t D de Q a los conjuntos X y A,
respectivémente; es decir, _
xth)=xt Y amaD=at_ paré todo £ZO.'\

éo; el teorema -de- C. Ionesﬁu_‘Tulcea Cteorema 2.7.2 en Ash
1972>, para cadg SeA y cada distribucién inicial » en X, existe una
medida de probabilidad Pi dada por
PiCdxo,dao,,d_x. e D =VCARD 6ol dag %D AL AN | /X0 r 8636, da , 0s80s XD . .

que satisface las siguientes propiedades{ b

cz.5 Pic xo€Bd =CBY, BeBCXD; .

Al e bl b . S -



(e. 6 PiCateC/ht)=6tCC/htD para todo CeBC(AD ¥y htE[Ht;

c2.72 Pf.Cx ‘eC/ht.atD=q<C/xt,atD para todo CeBC(X) y hté[Ht'

t+
Al proceso estocastico CQ,F,Pé, {xt)) lo llamaremos proceso de
L

Markov controlado TPMC).

Al operador esperanza con respecto a la medida de probabilidad

Pi lo denotaremos por E:; si la distribucidn inicial » estéa -

S S
concentrada en un punto xeX, Pv" v Ei.serén denotadas por Pi Y Ex ’
i

respectivamente.
3. INDICES DE FUNCIONAMIENTO.

Para determinar las politicas que son éptimas necesitamos un
criterio de optimalidad, es decir, una funcidn que mida la evolucidn

del sistema la cual llamaremos indice de funcionamiento ¢ o funcién

objetivod.
Dada una politica & y una distribucidén » en X, definimos el

Indice de Ganancia Promedico JC&,v2 como

n

€3.1) JC&,vd:= 1im sup -5-1;1- Ej erx.‘,ak).
- ' n k=0

y al »Indice de Ganancia Descontada VPC6,v3 por

oo
cs.2> - V60 = E® —2 Frix,,a,d, -

k=0

donde ﬁe‘:CO,iD, representa un factor de descuento.

Observacion 3, 3.
2
a) Cuando la distribucidén inicial v esté concentrada en un

;.:»unto xeX, esto es; vCBD=ImCxD denotaremos a (3.1 y (3.2 por



JCE6,x0 ¥y VpCé,x); respectivamente;
bY) Puesto que r, la funcién de ganancia en un paso, es acotada

por alguna constante M el lim sup en (3.1) es finito . Ademas,
€3. 4D |VPC6,V) |< MC1-D" ,

para todo deA y velPCXO.
Ya que tenemos un modelo de control, un conjunto de politicas .
admisibles y un indice de funcicnamiento, (3.1 o (3.28), pasamos a

definir el problema de control ?btimo.

Problema de Control Optimo

-

El problema de control oSptimo CPCOD bajb el indice de Ganancia

- ;
Promedio (GP> consiste en encontrar una politica & €A que maximize

el indice de funcionamiento (3.12, esto es,

3.5 JCé*,x3= sup J(&,x) para todo xeX.
' ' sehA

Una politica que satisface (3.8, si existe, se dice que es

Sptima bajo el indice de GP, y a la funcién

(3.62 f_J*CxD:= sup JC(&,x0 para xeX,
=7\

se le conoce como funcidn de valores optimos en GP.

Analogamente, el problema de control optimo para el Indice ae

. : »
Ganancia Descontada (GD) consiste en encontrar una politica &e€A tal

que

o L - .
3.7 V C 6,0= sup V €6,xD) para todo xeX.
@ s€h

L - .
Si &beA satisface (3.73, entonces se dice que es Sptima con el

criterio f3—descontado, y a la funcidén

n

(3.8 Vpr): sup Vp(é,x), xeX,

EX =7

10



se le llama funcién de valores optimos con el indice GD, con factor

de descuento 3.

En el presente trabajo nos interesamos por el PCO con el Indice
de Ganancia Promedioc. Este criterio tiene la particularidad de . no
depender del comportamiento ael sistema en las primeras etapas; es
decir, para t arbitrarib y fijo

lim

n

t
Ej z r¢x,,a,>=0 para todo xeX y Se€A.

o

n+1

Kk
por lo gue no distingue entre dos politicas que generan la misma
ganancia a partir de cierta etapa en adelante, aunque difieran en

4

las primeras.

Esta caracteristica resulta ventajosa cuando se consideran
 grob1emas de contrél éQéELéQLg, esto es, problemas'en los que el
model o de ) control CX,A,qgCed,rCodd depende del parametro
‘desconocido’ &, 21 cual debe ser ‘estimado’ al miémo tiempo que se
‘controla’ el‘ sistema. Coméhmenté, las propiedades de los
estimadores se da eﬁ términos de algénhtipé de convergencia, ¥y se

espera que en el limite las estimaciones sean ‘suficientemente

buenas’, aungue en las primeras etapas nNnO sean muy precisas.

4. CONDICIONES DE CaNTINUIDAD Y COMPACIDAD.

Como es usual para estudiar los prbblemas de control éptimo, se
imponen condiciones de continuidad y com;acidad al modelo Ae control
Markoviano (X,A,q.r2 para asegurar la existencia de selectores
medibles.

Fara el PCO‘Eon él indice de Ganancia Descontada la existencia’

de una po;itica Sptima es asegurada si se satisface el siguiente

. ' ] . s .
conjunto de condiciones.

11
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Condicién 4.1. Para cada xeX

ad DCx> es compactlto;

b rix,¢) es Semi—continua superiormente scobre DO(xD;

cl f hCyd>qCdy x,ad es una funcién semi-continua superiormente

- en aeD(x> para toda heBCXD.

Bajo la Condicidén 4.1, Vﬁ_es la dnica funcidén que satisface la

ecuacioédn

c4.2d V (0= sup { rix,ad + gf V Cydqldy x,ad } , xeX.
E © AED (x> . €

Esta ecuacién se conoce como Ecuacién de Optimalidad para el
Indice de Ganancia {3-Descontada CEOGD). También se tiene que una
politica fpeF es -6ptima si y solo si maximiza el lado derecho de

ia EOGD, esto es,
4.3 VPCxD= er,prxDD + Bf VPCy)quy/x,prxJD } y xeX.

Para la demostracién de estos resultados ver Hernandez-Lerma
(19893 ,pag. 19.

Para estuﬁiar el PCO con el criterio GP, ademés.de condiciones
de continuidad y compacidad (¢ en algunos caso 4.1) se necesitan

algunas condiciones de recurrencia (Seccidén B5>. En general, las

politicas éptimés no sienmpre existen, adin cuando se satisfaga la
Condicién 4.1, como lo ilustra el siguiente gjemplo.

Ejemplo 4.4. Sea X={1,I,8.§.3,§,..f? y A={1.2} los esbacios de
estados y accionés. Supéngase que las .probabilidades de transicién
estén dadas por N

qCi+1-i,13=qCi~ i,2>=1

qCi ~i,13=qCi ~i,2d=1

ie




para todo iz0O..

La funcién de ganancia en un paso solo depende del estado

rc¢i,a>=0

L H rci,ad=1-1/i
para todo aeA efiZO.

Si el sistema inicia en X%X,=1, entonces para cada politica &eA
se cumple que JC(&,10<1.

Caso 1: Con probabilidad uno, la politica & siempre elige la
accién 1, JC&,12=0; /

Casc 2: Con probabilidad positiva, &6 elige la accién 2 en
algﬁn ﬁiempo. En este caso para alddn n, existe una probabilidad p,
de que & tome la accidn 2 cuando el sistema se encuentira en el
estado n. Sea n el minimo n cén esta progiedad; entonces
JC5,10%5 C1-1-nD. |

Bajo la politica estacionaria

1 si i=n
fCid= L.
- 2 si i=n

se satisface J(f,12=1-1-n, por lo tanto el supremo de todas las
peoliticas es igua; a 1, en consecuencia la politica &ptima no
existe.

1

En el ejemplo anterior, aunque la pélitica 6§tima no existe, si
existen politicas estacionarias que controlan .al sgstema ‘tan bieén’
como se desee. Si esta fuera siempre la situdciédn podriamos pensar
que es posiblé restringir la atencidn a la familia de las politicas

estacionarias. El siguiente - ejemplo muestra gque las politicas
E ]

estacionarias no son suficientes.

13



Ejemplo 4.5. Tomemos X={1,2,3,...} y A={1,2}; la probabilidad
de transicién y la funcién de ganancia en un paso son dados de la
siguiente manera: i t

gCi+l1r1i,13=qCi ~i,20=1
rCi,lDQO, rc¢i,2>=1-1-1

Si el sistema se encuentra en el estado i, se le permite pasar
al estado i+l sin recibir ganancia alguna, & permanecer en el estado
i ¥ recibir una ganancia 1-1/i.

Tomemos x,=1, f&f y consideremos los sigﬁientes casos,

Caso 1: fCid=1, para todo ieX; entonces J(f,1>=0.

1 si i#n

; entonces

Caso 2: fC13={ 5> ei i=n

JCf,i)=1—1/n <1

Ahora, consideremos una politica no estacionaria &, tal que,
elige la accidn de control 2, i1 veces co;secutivas y después elige
la accién 1, cuando el proceso entra por primera vez al estado i.

Si %=1 , entonces las ganancias son

0,0,1.2,1-2,2-3,2-3,2-3,0,3/74,3/4,3/4,3/4,0,4-5,4-5,...

entonces el promedio es 1,
2 nin+1)

J(&5,10= 1im sup =1,
- n N{in+1>+4n+ 4 2

y por lo tanto la politica & es estrictamente mejor que cualquier
p&lgtica estacionaria.
i
Puesto que en general es mas sencillo‘ﬁfabajar con la familia
de las politicas estacionarias que con el conjunto de todas las
peliticas, es importante tener condiciones> que aseguren la
existencia de una politica optima estacionaria. En particular, esto

se logra bajo las siguientes hipdtesis.

14




Hipstesis 4.6.

> ,
a5 Existe una funcidén V :X —» R y una constante j tales que

V*C>O+‘j*= sup { rix,ad + f V*CquCdy/x.aD xeX;
ae€D (x>

*
b) Existe una politica estacionaria f &F  que -maximiza el lado

derecho de la ecuacidén anterior, es decir,

* L 3 »*
ViGo i s rax. £ 000 v [ Vieydatdy sk, £ GOd b, xeX;

c) Para cada politica €A y xeX, se cumple

1im 2 B® v >=0.
~ n x

4

Observacién 4.7. Consideremos gque se verific; la Hipéteéis 4.6;
luego, para cada hteﬂ'itct—historia admisible), SeA y xeX se sigue de

Cad) ¥y la propiedad de Markov (2.72

|

s * *
E [ V (X | ht,at]= Jf vV CydqCdysx ,a

= r v -
ert.atD+ J_V Cy)quy/xt,at) ert,at)
&* »
< j+ V{x>-rilx,ad
t 1 t
En cons®cuencia,
n-1 ’ : -t 3
L -
2 {V*Cx- >-g® [ vi¢x o] h,a ]} > z rCx Jad+ Vexd-Viexgd-nj™
t+d x t+e t t t t

t=0 ‘ {=0

y tomando esperanza (ya que la esperanza del lado izquiex:do es cerod

n - .
N S . E3 * »*
nj = E z rCx ,ad+ E [v x> -V Cxob] .
x t t x
t=0
Si dividimos entre n y tomamos limite en la desigual'dad

anterior, se sigue de (c) que '
#*
J 23C8,30.
L
*
Ahora si tomamos &=f &F que satisface (bd, se cumple la

15



igualdad en el desarrollo anterior, y por lo tanto,
j¥=3ce¥,50 ¢ 2JC8,% para cada SeA D, xeX.

‘Es decir, f‘ es Sptima.

Entonces, en este enfoque, la idea es proporcionar condiones

para que se satisfaga la Hipéiesis 4.6.

i

5. CONDICIONES DE RECURRENCIA.

En esta seccidn se introducen varias condiciones de recurrencia

gue seran usadas en los siguiéntes capitulos; en particular, nos
permitiran junto con la Condicidén 4.1, verificar la Hipdtesis 4.8.

Antes de introducir dichas condiciones se hace la siguiente

_observacidédn referente a la notacidén usada.

Observacién 5.1.

a2 Cuando Se usa una politica estacionaria f&f Cdefinieién 2.4
el proceso controlado {xt} es una cadena de Markov con fuﬁcién de
ganancia en un paso Yy probabilidad de transicién rCx,fd(xD) vy
ql* %, fC(xDD, respectivamente; las que denotaremos en forma breve por
rCx, £ y qC %, £3.

b> En este caso, definimos

q CB %, £ ==Pi Cx,€B> , BeBCXD

- _ ) -

a la probabilidad de que en la n-ésima etapa el sistema se encuentre
: e
en B dado que inicid en el estado %X, la cual puede ser expresada

recursivamente como

qC(Bsx,fD: = f Q"< B-y,fdqCdy x,fd para n=1,2,...,

donde q°CB-rx,ad: =1 BC xJ.
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c) Si & es una politica aleatorizada estacionaria Cdefinicidn

2.2, definimos

qC + /%, 8: = [ qCs 7%, 2>8Cda0

qPCe %, 80 = f qMIC sy, 80 qCdy /%, 8D ‘para n=1,2,....

Las condiciones gue a continuacién se introducen, 5.2 a 5.8, se

les conoce como condiciones de recurrencia.

Condicién 5.2. Existen x*‘elig"y o>0 tales que

*
qlx ~x,fd20,, para todo xeX y fof.

-

Condicién 5.3. Existe ol tal que

| aCsrx.£2-qCe»x*,£"D < 2a

para cada x,x'eX y f,f’ef, donde ||.|| denota la norma en ‘variacion

para la medida ACseD= qCerx,£d-qlsrx’,f’d; ver A.2.2.

~—
-

Condiciéon 5.4, La familia {hp} es uniformemente acotada, donde
- »*
h C.D:=V Ced-V {x D, 0OKyX1,
4 4 €

- ' - -
con x X fijo y ""'9 es la funcidén definida en (3.8].

Condicién 5.5 (Condicidén de Doeblind. Existe una medida finita

¥y sobre )(; un natural n y &0 tales que para todo BeB()XD
- q'CB/%,fO2< 1-& si yC(Bl)=<e

para cada xeX y fe&fF. - %
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En los siguientes lemas se exhiben algunas de las relaciones

entre las condiciones de recurrencia expuestas parrafos arriba.

Lema 5.6.

ad) La Condicién B.2.implica la Condicién 8. 3;

b) bajo la condicidn 4.1, la Condicidn 8.3 implica la Condicidn
5. 4;

c) la Condicién 5.2 implica la Condicién 5. 5.

Para la demostracién de esta lema se hara uso del siguiente

resultade {Ueno, 19571%

sup || gCerx,£2-qCery, 3 |
X,y

8.7 | a‘c- x.e3-a'cory > || <

2!—1

para cada f<f y x, veX. |

Demostracidn.

ad) La Condicidn 5.2 implica la condicién 5. 3.
Sea A(ed= gCerx,fd-qls 7%’ ,f’>. Por el Teorema de Deséompcsicién
de Jordan—Hahn C(ver A.2.3), existen conjuntos medibles ajenos X' y

X" tales que X=X' U X", y ademas

| A = aCcx"rx, £3-qCX %’ , £~ qCXZ%x,fD+qCX24x’,f)V

= qCX /X, £ —pCND —uCXD +qlXrx" , D,
. .
donde uCe D: = aOI(”Cx .
Por 5.2 se tiene q(*/%x,f2>2 u(*>, entonces

| A ]| £ 2-uX0> = 2a ,
donde ca#€l2-u(X22./2; claramente al y por lo tanto se verifica la

Condicién 5. 3.

i8
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b) La Condicién 8.3 implica la Condicidén BS. 4.

De (5.7> ¥y la condici én 8.3 se sigue
t t * t
(5.8 | @ Corx.fd-q Cerx , 1D I = 2« para t=0,1,2,...

Por -1la Condicidén 4.1, existe fﬁeF una .politica éptima con el
criterio GD con factor de descuento B (ver (4.30> ; entonces la

funcién de valores Sptimos en (3.8) es
[0}
t t
V (O = 2 B[ rey.r Sq'cdyat >,
e + 5% ' e e

de donde se deduce r

|h €0 |= |V GO-V x|
e e @
< L b, N *
< tzo 8| f rCy,f‘pD{q Cdysx,f O -q Cdysx ,fﬁ)} I
N t t t *
sfrlle ) A llatcayex.r dg'cayox”. e o
t=o g 4
@’ . ,
s2fr |- 2 o <2 |r]] ~ 1= , por(B.7)y 1.

t =0
De esto Ultimo se sigue que la familia {hp} es uniformeménte'i
acoctada.

c) La Condicidn 8.2 implica la Condicidén 5.5.

o _HCeO pCe D - *_
Tomemos pC¢D 2O P » donde pCed aOI“)Cx o, luegq}
c .
yCBO= —Eaga— = IDCX*D. Ahora, si (B> < oy, entonces para <=0, se
o

cumple @ 5B.5. En efecto, yCB}=IBCx‘D< ogs 1, luego” »C(B>=0 por
. ; -
definicidn de 1la funcidn indicadora vy por lo tanto x €B; en

consecuencia
W
giBx,f)> 2 gqlx /%,fD ; Og» P

por lo tanto q(CB-x,f) =< 1l-a,, de donde se sigue la Condi%ién 5.8,
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Lema 5.9. La Condicidén 5.3 implica cada una de las siguientes

Y

condiciones:
a) para cada fef existe una medida de probabilidad Pf sobre X

tal que para todo xeX
€5.100 fla'c %, £2-PCOf — 0 'sit — o ;

b) para cada fe&lf, la medida F} es invariante con respecto a

qCs %, f> , es decir,
€5.11) P (B>= { qCB/x, £OP (b BeBCXD ;
c) para cada fdf, la funcidén J(f,x) es constante y

Ccr,o= rCy,fIP Cdyd=: jCf> para todo xeX.

Demostracién.
ad) Primero demostraremos que la sucesidn {qtc-/x,f)} ©s una
sucesién de Caixchy en la norma de la wvariacidn.

fla'cs #x. £3-q"* *Cox, 3] = 2 sup |q'¢B/x, £3-q" %cBox, 5| , A.2.8,
s |

2sup | f [q‘csxx,fb—q‘ca/y,fa ) q°Cdy ~x,£> |
D Z

< 2 sup sup |q'CB/x,£3>-q'CBry,£>| , A.2.5,
-] ¥ : : -

sup |la'cB/x, £2-q'CBry,£3|| . A.2.8,
y 4

-t
< 2" sup [a¢ sx.£2-qC sy, O||' . por ¢B.7>

A

2 o » por B.3.

Por 1& tanto {q"(o/x,f)} es una sucesién de Cauchy. Por otra

part®e, puesto que el espacio de las medidas con signo (finitas) es

un espacio de Banach E:on la norma de la wvariacidn, thc/x,f‘D
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converge a una medida P‘ sobre X, que rno depsnde de x; por lo tanto
se cumple (5.10D.

b)Y para BeB(XD

|Ptc93— J‘ QCB/x,f?Pde@' .

< leCB)— q"CBry, £ | +] f qCB x, £2q ' Cdx/y, £ - I qCB/x,f‘)PdexDl

IA

|PCBY- q"CBry, £ | + | [ acBrx, £ [q""(dx/y,f)—Pdex)] |

< |[PCB- qXBry, | + Jlavic sy, £3-PC O

entonces de (5.10) se sigue el resultado deseado.

cD para cada fdf,

-

|1-:i er;.'atJ— f reyoedpcayd |=|f rCy,£3q' Cdy x, 3~ rCy, £3P Cdyd |
‘ t
=|f rCy,f> [q Cdy/x,f)—PeryD]l

=licll fla‘c /%, £3-P C D

Entonces por (5.10> se sigue

R § : = — 4
ltm Ex ertfatD- f rCy.fDPdey)—-.JCf).

-De esto Ultimo ¥y la definicidn (3.1) se sigue la conclusidn del

lema.

Observacién S.12.
a2 Un procesoc controlado de Markov se dice ergédico si para

cada felf, existe una medida de probabilidad invariante con respecto

a qts 7x,fD, esto es, si se satisface (5.112; se dice fuertemente
o e
ergédico si para cada fe&f, la medida de probabilidad invariante

satisface C5.10). o
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Si el proceso es ergddico, la medida de probabilidad invariante

satisface

Nn—1
PCBY= lim —— 2 q'CB/x,fd) para BeBCX), feF y xeX.
n " %o

Es _decir, estia dada como limite del  ‘promedic de las probabilidades
de transicién’. Y por la definiciédn €3.1), J(f,x) es el limite del
‘promedio de las ganancias esperadas’; una relacidon entre estos

promedios es dada por el Lema B.9C(cl, es decir,
Jee, 0= | rCy, 3P Cdyd,

lo que ilustra como los problemas en ganancia promedio estan
relacionados con las propiedades ergédicas de los procesos
control ados, ’

b) En la Seccién 4, Observacién 4.7, se exhibié que bajo la
Hi péteéis 4.6 existe una solucidn al PCO con Ganancia Promedio.
Entoncés, bajo este enfsque el problema consiste .en imponer
condiciones pafa que ée satisfaga .dicha hipdtesis.

Notese que si la‘funcién en 4.6Ca) es acotada, entonces se
satisface 4.6Cc).

El objetivo en el Capitulo II &s imponer condiciones C(de

L 2 W
recurrenciad para que existan j ¥y V , acotada, tal que:

« R * '
V (xO+j = sup { r x,ad> + f V Cy>qldy~-x,ad }, xeX;
aEp(x

es decir, para gque se cumplan las condiciones a) y c) en la
Hipdtesis 4. B.

. #*
La existencia del maximizador f en Hipdtesis 4.6Ccd, es

asegurada por medio de teoremas de ‘seleccion medible’, bajo

. -
condiciones adecuadas de continuidad y compacidad (e.g., Condicidn
4.1>, para esto ver el Capitulo III, Secciocnes 1 y 2. §

ee



c) Existen otras condicicnes de recurrencia que implican a la
Hipéteis 4.8Cad, las gque estdn relacionadas con las  condiciones
5.2-5.8; ver [7]),[8]. \

- d> Gran parte de este material esta apoyado en [7), los

ejemplos de la Seccidn 4 se tomaron de [13].
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II. ECUACION DE OPTIMALIDAD

0. Introduccidn

1. Ecuacidén de optimalidad

2. Condiciones de sm—contraccidén
3. Iteracidén de valores

4. Limite de problemas descontaglos

8. Comentarios.

0. INTRODUCCION.

Existen diferentes enfoques para resolver el problema de
contr;ol éptimo bajo el Indice de Ganancia Promedio. Uno de elios,
quizas el mas usado, >es por medio de la Ecuacidn ‘déA Opf;imalidad
CDefinicién 1.1D, el f;ual asegura la _ex:is_t.encia de wuna politica
optima suponiendo que existe una solucién de dicha ecuacién Cver
Observacién 1.4.7 y Capitulo II'I, Secciones 1 yv 2>. .

Entonces el problema se reduce, bajo este enfoque, —a i mponer
algun tipo de recurrencia‘ que garantize una solucidén de la Ecuacidn

~de Optimalidad, lo cual es el objetivo de este capitulo.

1. ECUACION DE OPTIMALIDAD.

* »*
Sean j &R, V &B(X> tales gque

' R *
€1.1> ‘ j *V (xO= sup {er,a) + J’ V Cyd quy/x,a)} ,
asD (x>

donde BCXD es el espacio de las funciones definidas socbre X,

medibles y acotadas.

c4




A (1.1 se le conoce como Eguacidn de Optimalidad Ganancia

Promedio CEOGP)>, on este trabajo nos referiremos a ella como
*®  *

Ecuacidn de Optimalidad; y se dice gque la pareja {j ,V > es una

soluciédn de dicha ecuacidn.

Sea T el operador en B(X) definido por

[ ’ 3
1.2 TvixD:= sup I;Cx,a) + f V*Cy) quy/x,a)J , xeX.
2€ED (X)) L

Observacién 1.3. Bajo la Condicidn 1.4.1 se cumple gque TveB(XD

para toda veBC(XD, es decir, T es un operador del espacio BC(XD sobre

Si mismo. Al operador T se le conoce como Operador de Optimalidad C

4

o de Programacién Dindmicad, ya que podemos escribir a (1.10 como

*, o -
j Vv =TV

Hipdtesis 1.4. Existe un subespacio MCXD de BCX> tal gue

TvaMC XD - para toda veMCXD.

Es claroc, por la Observacib‘n 1.3, que se puede tomar MC(XJ)=BCXD
si se verifica la €Condicidn I.4.1.

Bajo la ‘Hipétesis 1.4, para cada veM{(XD definimos a la funcidn
v" por el siguiente procedimiento_it,erativo
1.8 ' v": =Tv™ para n2l ,
donde v%=v.

Definicidon 1.6. Sea weB(XD; la semi-norma del rango de u se

define por
smCw: = syp ulxO—-inf wlxD.
x R 4

Note t;ue smCw =0 Sji Yy sélo si u es una constante.
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Un operador S:B(X> — B(XD> es una sm—contraccién o una

contraccién en la semi-norma del rango si para algun oa€l0,12 se
tiene

smCSu-Svwl)< a smCu-vd
para toda wu,veB(X).

Pefinicién 1.7. Una funcidén ueB(X) se dice que es un sm—punto
fijo de S, si ] o
smC Su—w =0,

En la siguiente seccidn se dan condiciones para gque el operador

T en (1.20 sea de sm-contraccidén y posea un sm—punto fi jo.

2. CONDICIONES DE SM—CONTRACCION.

-

En esta seccidn se asegura la existencia de una solucidn
acotada {j*.V‘} de la Ecuacidn de Optimalidad como un sm-punto fijo

del operador T.

Teorema 2.1. Bajo las condiciones 1.4.1 y I.5.3 existe una
solucidén acotada {j*,V‘} de la Ecuacién de Optimalidad en Ganancia

Promedio.
Demostracién. Sean x,x’eX, f,f'edFf y A la medida con sigho
definida por

AC-D:=qC /%, £d~qC+ %’ ,f’D.

Por la Condicidén I.5.3 se sigue
Ir=llacC s #x. £3—qC-rx’,£'D |} = 2a.

Por el Tecorema de Descomposicidén de Jordan-Hahn (ver A.2.3C(c)),
existen conjuntos medibles ajenos X' y X" cuya unién es X, tales qﬁe

X fl=re x> =acx.

26



Ademas,

AC X5 =ACXD+X(XD
=qCX"/%, £ -qCX"rx’ , £’ I+qCX /%, fO-qCX/x’,£°D

=qC X %, £2 -qCX x”, £ 25 =0.
Entonces,
I* = 2xcxn= 2a ,
de donde ACXD= a.

Ahora, consideremos la integral

[ veyoncayd = _[X. VCyOACdyd + fx_ VCydACdyd

1A

[+ SuP VCydaCdyd> + [ _ inf VCydACdyd
b 4 Yy

< ACXD smCVD + inf VCyd ACXD

¥
< a smCVD. i
Por lo tanto,
ca.a> fx VCYyIACdyd) < o smCVD.
Sea T el operador definido en (1.2 Y u,, U funciones
arbitrarias en B(XD; por la Proposicidn A.3.23 , existen selectores
medibles g,, g, tales que

TuGO= rix,g (O + [ u Cyd> qldysx,g D
" | B L v

para xeX, :=1,2.

Para i#; , se sigue
TH%CXD 2 er,ngx)) + f’uiCy)'quy/x,giD para xeX;

entonces,
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CTu~Tu) €3O ~CTu—Tud(x"D =

\
Sfu‘c vy [qC dy - x,g,)—qldy x" ,g,) ] —fuzC vo [qC dy -x%,g,>—-qCdy x’, gz)]
< [ tuCyd>—uCyd>InCdyd

£ a smCu, ~uy)

donde A és la medida con signo en (2.2>, tomando f=qg, y f’=dg..

De la desigualdad anterior,,
CTu~TudCxD —CTu~TudCxD = a smCu,—u,).

: a
Como x ¥y X' son arbitrarios, tomando supremo sobre x e infimo

sobre x’ ‘en la desigualdad anterior, se sigue
smCTu,~-Tuy) £ o smCu,-u) ,

para cada w, ¥y u, en BC(XD.

Por -lq _tanto, T es un operador de sm-contraccidén y, ‘en
consecuencié, tiene un sm—punto fijo; es decir, existe una funcidn
’V*eBC X> tal que smC TV*—V*D =0 de manera que TV*fV*=j*, doﬁde j* es
una constante. Para ser mas explicitos, denotemos por

Bo: ={ weBCXD: w(x 2=0 } ,
donde x‘ex es fijo.

Para veB,, se define el operador T, de la siguiente manera
ca.3 T TouCs0 s =Tl 0 ~ToCx™.

Claramente T, es un operador de B, en €l mismo y ademas es de
sm~contraccidén, esto es,

smCTou-Tovld=smCTu-TvdS o smCu-vd ,

. 4 z
y rd
para cualqgquier u,veB,.
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Observacién 2.4. Si veB,, inf vw(x2%02 sup v(xD en consecuencia
' x X

la norma del supremo |lv]] y la semi-norma del range sm(v) esta
relacionada de la siguiente manera
ol £ smCv> = 2 |v||
(la segunda desigualdad se sigue de |v|=v*+v3.
Entonces la semi-norma del rango es una norma en B, equivalente
a la norma del supremo, ¥y por lo tanto (Bg,sm (¢« D) es un espacio
métrico completo. De aqui, se sigue por la propiedad de contraccidn
de T, v el Teorema de Punto Fijo de Banach (ver Ross 198700, que
*
existe una énica funcidén V =B, tal que T}V*=V*. Por la definicién de
To se sigue
W 3 e L3
T,V =TIV - =V,
* A N
con la constante j : =TV (x 3, lusgo
Tv-l&:v&-._j*

y por la Observacidn 1.3 se sigue la conclusién del teorema.

Observacién 2.5. En la demostracidn del Teorema de Punto Fijo
de Banach se wverifican los siguienteé pasoé:
a) Tg v es una sucesidn de Cauchy para toda veBg;

b)) T, es un operador continuo;

¢ aJ y b) se siguen de la propiedad de contraccidnd

c) por la completez del espacio (B, smC D)-y a) existe V*eBo

> .
tal gue V = 1lim Tg v C(uniformemented.

L 3
Por b2 Yy c) se sigue TOV*=V .
Observemos gque (cD nos provee de un procedimiento iterativo

*
para aproximar uniformmente a V .
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3 ITERACION DE VALORES.

En esta seccidén se usara el método de aproximaciones sucesivas
.
© iteracién de valores para aproximar uniformemente a <{j ,V 2>,
solucién de la Ecuacidn de Optimalidad.
Observemos de la seccidn _anterior_ que:

- a) por la definicidn del operador T, (ver 2.3 y la observacién

2.8Ccd ]
. ~
» *
V= 1lim { T'o-TvC(x 3} , veB,.
b> por =l teorema 2.1 !
* *
TV =V +j ,
donde T es el operador definido en €1.2). Iterandc T se dbtiene
*  ®
.T,,V":Tm-nv ""j .
luego
oy -y ® =¥,
- . . » * *4
En consecuencia, lo anterior sugiere ‘buscar’ <(j ,V > como

limites de ia‘fqrma,

Vi = 1im {ViGO-ViexK D } :
3.1>

3= lim {vrex—vriesD },
donde x*ex, arbitrario pero fijo y V'=TV™, ver (1.85).

El objetive de esta seccidn es asegurar la e;ﬁstencia de una
solucidén de ia ?cu?cién de Optimalidad como limites de la forma
C2.1>; ver Teorema 3.8.

Por otra parte, es posible obtenér propiedades adicionales (de
continuidadD pafa la funcidn V*, modificando las condiciones de

continuidad y compacidad sobre el MCM CCondicién I1.4.1> por 1la

siguiente condicidn, bajo la cual se desarrolla esta seccidn.
L
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r - g
Condicion 3.2. 10&938

-

a) DCxD) es un conjunto compacto para cada xeX y la funcién D es
semi —continua superiormente, es decir, para cada conjunto abierto
GcA,. el conjunto {xeX: D(xXOcG} es un conjunto abierto en X;

b> r eé semi -continua superiormente;

cd) (x,ad—> f wlydgqldy-x,ad es una funcion semi-continua
superiormente para toda ueCsC)O, donde CSCXD es el espacio de le.s

-~

funciones acotadas y semi-continuas superiormente en X.

Observacidn 3.3, Bajo. la Condicidén® 3.2, el subespacio
CSC)OCBCX‘) satisface la Hipétesis 1.4 [ver A.2.11C(cd ], esto es el
operador T en (1.2) esti definido de CSCX) en si mismo. Entonces, es

posible estudiar las funciones iteradas V“GCSCX) como en C1.85D:

V=T OV =TV, VoeC _CXO.

" Antes de citar el teorema principal de esta seccidén (Teocrema
3.92, presentaremos de nuevo la Condicién I.5.3 para mejor
referencia, ya que tanto el Teorema 3.8 como las siguientes dos
proposiciones se verifican bajo la misma.

Condicicon I.5.3. Existe a1l tal gue

flac x,£3-gC %7, £°3] < 2«

para cada x,x’eX y f,f'eff, donde || || denota la norma en variacidn
< .

para medidas finitas con signo.
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Proposicién 3.4. Bajo las condiciones 3.2 y I1.5.3
Para cada u,,%eC_(X) y neN.
smCT 'u, -T uD=< o smCu,-u), asl0,1D.
Demostracién. B
De1la misma forma que ernr la demostracidén -del Teorema; 2.1 -se e
sigue que

smCT u,-T ) € o sm CT"'u,-T™'w) € ... < o8 smCu, ~uyd

Uy, uzeCsC XD.

.
)

. .
Sea x €X fijo, definimos

3.8 V.00 =VC0-Vix'D  para xeX y nelNU{O},

donde V" es como en la Observacidén 3. 4.

Proposicidon 3.6. Bajo las condicicnes I1I.5.3 y 3.2, existe

v =1im V\, , tal que v"ecscxa ¥

€3.7> ' IV -V £ o ¢ .

@
donde C= smCV'-V® z o™

L o

Demostracién.
Tomemos kelN, haciendo uso repetido del Teorema 3.4 se sigue
o - - »
SMCV, W=Vd = smCTOV=T "V x D ~TVO=T"VeC 5 >

= sm CTV*-T'V® < " sm CV*-V®

O . [0 0]
sm CV—VO3 < 2 smCTV'-T"V < sm CV'-v® Za" =:C

n=0 k=0 E 4

De C(3.5) se sigue

inf CVoWu-V.0 % 0 % sup CV..-V.D

x x
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lo cual implica
(3.8 BVau—Voll € sm CV -V < " C ,
L ]
donde ||¢]] es la norma del supremo. En consecuencia existe V =lim V,;

puesto que {Vn }(:CSC,)Ow vy _ la - convergencia es- uniforme;- entonces

v*ecscxs. Haciendo k — o en C3.8) se obtiene ¢3.73.

Teorema 3.9. Bajo las condiciones 1.5.3 y 3.2 existe una
solucidn {j*,v*} de la E.'cuacién'de Optimalidad, donde V*‘GCSCX), como
limites de la forma (3.1).

Denbstracién.

Sea g.: =V"Cx‘) —V""Cx'*D para ne&lN, donde x*é)( fijo comoc en
C3.582. |

De la Proposicidén 3.4 tenemos

‘ smCV*-V™ < o™ sm CV'-—V_°3 R
entonces -

lim smCV™"=-V™'D =0

-

y por la definicidén de semi-norma (definicidén 1.6 se deduce que

) »
existe una constante, gque denotaremos j , tal que

3= lim [V*=V™1= lim g,
Para cada xeX y nelN, defini;mc_:cs las funciones
€3.100 Lv,,Cx,a):= rix,ad + [ V.(ydqlyrx,ad aeDC>O.
Bajo las ;ondiciones del teorema, {LVCx,¢d } es uné. sucesién de

funciones gemi-continuas superiormente que convergen uniformemente a

- X
LV Sx,-). Es decir,




[LV.Cx, 8> LV o, ad [=| [ [VaCyd -V CydlqCdy x,ad | = [V.-V']| 5 o C,

W
donde V =lim V,; la dltima desigualdad se sigue de (3.7).

”Adema_s,_ las sucesiones (V.> y {g.> satisfacen la siguiente
relacidn |
GantVna=TV" para nelN.
Tomando limite cuando n.— o en la igualdad anterior se sigue

lim {gnu*+Vaup= lim TV'= TC lim V™3,
n - n

n

la dltima desigualdad se sigue de la continuidad del operador T C lo
cual eé una consecuencia de la propiedad de contraccidn, ver
Proposicidén 3.45, o bién por la Proposicidén A.1.4CcD.

En consecuencia, |

* % *
J +V =TV
_ P
luege, {j .V } es wuna solucién acotada de 1la Ecuacidén de

Optimalidad, donde V"ecscx>.

4. LIMITES DE PROBLEMAS DESCONTADOS.

*  »
Se obtiene una solucidn {j 'V } de la Ecuacidn de Optimalidad

Gananc?a Promedio como ‘limites de problemas descontados’, cuando el
_factc; de descuento se aproxima a uno.

Para ser mas explicitos,- r;cordemos gque Vp(éng, YV (xD
representan el indif:e de funcicnamiento ¥y la_L funcién de valores

éptimos, respectivamente, en los problemas de ganancfa descontada

C(con factor de descuento 3, las cuales estan definidas por

23]
V €8,30:= E° z [ rix ,a O
@ x

k 20 '
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.B—Descontada

V CxD:= sup V (6,0 , 3<C0O,1D.
€ S

Obsevacién 4.1. Recordemos que bajo la Condicién I.4.1,

ad VPCxJ satisface la Ecuacién de Optimalidad en Ganancia

~

V (D
]

sup {er,a)+ﬂjV Cy)quy/x,a)} para todo xeX;
aep(x) d

b2 una politica «fﬁeﬁ' es p-Gptima si y sdélo si fp(x)eDCxD

maximiza el lado derecho de la ecuacién anterior para todo xeX, esto

es,

‘VprJ= er,fﬁCxD) +Bf Vﬁ(y)q(dy/x,fp(x)) para todo xeX;

ver 1.4.2 y I.4.3, respectivamente.

Ahora si consideramos hpr)=Vpr)—VﬂCx*) Y Cl—ﬂ)Vpr*), con

* -
x €X fijo; entonces por el inciso ad ltenemos

4.

se

c4,

C4.

a&ED ( x>

=5 c1—ﬁ>vpr*>+hch>r= sup {rix,ad + 3 f hp(y)q(djr/x,a) b

Si existe una sucesién de factores de descuento {(f3.> 1 tal que

verifican las relaciones

» »* - " -
0 §T= lim CA-pDV_CxD Vvic:o= 1im h, CO,
n n B n
4> lim sup {r(x,ad+g.[h_ <ydaldy- x,ad}
" aep(x) . fn

. . »
= ‘sup {r<x,ad> + f V Cyd>qddy-x,ad }
€ a€D (x>

entonces, tomando limite en (4.8 a través de la sucesion {ﬁ;>1 1,

se

L]
cumple
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V CxD:= sup V €8, , BeC0,1D.
€ ScA

Obsevacién 4.1. Recordemos que bajo la Condicidén I.4.1,
ad VﬁCx) satisface' la Ecuacidén de Optimalidad en Ganancia

3—Descontada

V (xD= sup {er,a)+BIV (y>qCdy-x,ad } para todo xeX;
£ aep(x) K i

bY una politica fﬁeﬁ' es p—éptima si Yy sélo si fﬁ(x)eD(xD

maximiza el lado derecho de la ecuacidn anterior para todo xeX, esto
es,

vpr>= er.fﬁCx)) -+rs_[ Vpr)quy/x,fﬁCx)) para todo xeX;
ver I1.4.2 y I1.4.3, respectivamente.

Ahora si consideramos hpr)=Vﬁ(x>—vpr*) y c1—mv‘9Cx“>, con

* Z
x €X fijo; entonces por el incisc ad tenemos

C4.8d C1-3DV Cx">+h O = sup {rix;ad + 3 I h Cy)q(dy/x,a)}.
£ # ! asahD ( x> g

Si existe una sucesién de factores de descuento <f3.> 1 tal que

-

-

se verifican 1as relaciones

- * v ; B
Ca.3 3= lim C1-pDV, Cx'D, Vo= 1lim h, GO,

n [a] n
C4.4d> lim sup {er,a)+B,Jhp Cyd>qCdy- x,ad }

SAED (%)
. , .
= sup {rcx,ad> + f V CydqCdy-x,ad }
' faeEp(x) '

entonces, tomando limite en (4.20 a través de la sucesion (B;>T i,
®

se cumple
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itV Go= sup {rax,ad + [ Viydqeayx,ad b ;o
aa€D ( n)

es decir, {jﬁ,V*} es solucidédn de la Ecuacidn Optimalidad Ganancia

Promedio.

Asf, el objetivo de esta seccidn es imponer condiciones
adecuadas sobre el modelo de control Markoviano, de manera que se
verifiquen (4.30 y (4.4, y entoncs obtener una solucién de EOGP;
ver Teorema 4.9.

Las condiciones ‘adecuadas’.a las que se hace alusidén son I.4.1
y I1.5.4, las que presentamos nuevamente para mayor facilidad en la

referencia.

Condicién I.4.1. Para cada xeX,

ad DCx> es un subconjunto compacto;

b riCx,e) es semd—continua'superiormente>sobre DCxD g

<D f hC¢y>qCdy-x,ad es una funcidn semi—contiﬁua superiormente

en aeDC>O pafa toda heBU(XD.

Condicién I1I.5.4. La familia de funciones {hp: <C0,1>} es
uni formmente acotada: donde

h Ced:= vpc»;—vPCx*D con x X fijo.

También se hace uso de la siguiente condicidn.

Condicién 4.5.
ad) para cada (x,adelK, la distribucidn qC x,ad tiene funcién de

densidad pCx,a,=D coh'respecto a una medida A en X, es decir, para

todo BéBCX) se tiene

q CB/x,ad= f}pr,a,x’)ACdx’D;
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pCx.a, 2= b Cx,¢2 , 5 (x, *2 A-integrable

b) para cada (x,x’2eXX, a — p(x,a,x’) es continua en D{(x].

Antes de seguir adelanie, es conveniente presentar algunas

consecuencias de las condiciones anteriores.

Obsérvacién 4.6.
a) Bajo la Condicidn 4.5 se cumple lo siguiente

lim | |pCx.a,x*>=plx, a5, |ACdx’D=

a—rag

=I lim |pCx,a,x’d-pCx.a,,X%"D |ACdx’>=0

a—rag
la primera desigualdad se cumple por el Teorema *de Convergencia

-

Dominada de donde claramente se cumple el inciso Ccd de I.4.1,.

b> Sea {hp: 3eC0,1D } como en la Condicién I.5.4. Entonces
la familia de funciones
a— -f PCx, 2, Dh (" IACdx'> , 041

es equicontinua.

En efecto, dado &0 existe & tal que:

| f'pr,a,x’)hpr’)dex’)— I pr,ao,x’)hPCk’)ACdx’)l

< [ |ptx,a,x">=pCx,a0,x"d | 7] hp(x'5| ACdx’d £ &
para

f |pr.a.x')—pr,ao,x’?| A2Cdx’D £ esk Cpor el incisoc add,

si d(a,ay3<d, donde d es la métrica en A y k es la cota uniforme

para la familia {hp: ReCO,10 ).
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'cD Bajo la condicidn I.4.1 , sea fpefF una politica (3-éptima;
entonces satisface
VPCxD= er,pr +ﬁf Vpr)quy/x,fp) para todo xeX;
ver I.4.2 u Cbservacidn 4.1Cbd.

o *
Consideremos de nuevo a las familias c1—r3,,>vp (x D ¥ hp Ced:

luego se sigue de un calculo directo

* : .
h CO+C1-BOV Cx D= rix,f 3 + . [ h <CydqCdy x.f 3}
£ n P2V, £n £ J pn 7 I e

4]

Y para n¥*m

. A N
h, O+ 1-3,0V (x D> 2 {rdx,f I + 3, h dy>qCdyr-x,f D%
fm & fm { fn A ‘r fm yoarey fFn }

-

y por 1la Condicidn 4.5C(ad 1las dltimas expresiones se pueden

reescribir ‘de la forma
*
C4.7> h (x0+C1-R3202V (x D = r{x,f >+ 3, h (yDplx,f > YIOACdAdyD
fn B £ n Pn rg “r pny P € n 4 - 4

*
C4.8 h  CGO+C1-A0V (XD 2 rlx, £ 3+ B, [h CydpCx,f_ .ydACdyd

las cuales se usaran en la demostracidén del siguiente teorema.

Teorema 4.9. Bajo las Condiciocnes 1.4.1, I1.5.4 v 4.5 existe una

solucidén <j“,V‘> de la EOGP que satisface (4.3), esto es,

* L
J = 1lim <41-32V (x>
fats en
y - -
*# .
VIxD= 1lim h 0.
fat 1 n
Demostracidén.
Consideremos la sucesidén Cl—(?,,DVp Cx*), Bt 1, la cual es
uniformemente acotada por M (ver 1.3.4); entonces existe una
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subsucesién convergente la cual denotaremos como la sucesiodn

original, esto es,

C4.10 3%= 1im CA-pV, Cx'D.
n 4]

Ahora f:onsideremos la familia {hp: 30,1 } introducida en la
Condicién I.5.4. Entonces hp L% » ¥y ademas, L%A) es dual del
espacio de Banach L'CAY Cver Royden, 1968, p.2490 el cual es
separable, y por lo tanto, la bola wunitaria de - LwCX) es

secuencialmente compacta en ,jl a topologia débil de of L%, L'eadd.
: [
Esto implica que existe wel,®end  tal que

uC O = liT h (x> en la topologia ocL®Ad,LCAd3.
Pnls n -

Es decir, para cada (x,adek, se sigue

C4.11D lim [ b, CydpCx, a,yIACdyd = [pCx,a,y>uCydACdyd.

Ahora para cada xeX, la familia de funciocnes

a —» f Jhp Cy)p(x,a,y))\(dy)

es eduicontinua Cver 4.8Ckd>, v por el Teorema de Ascoli Cver

Royden,18968, p. 1783, la funcidén

a —> fb(x,a,y)uCyDKCdy)

es continua, y la convergencia en (4.11) es uniforme en el conjunto

compacto DCxD,

Asi, para £0 existe ng tal que

Cl-—/?h 2 = &M, para n2Zng y cada aeD{xD;
o
If hﬁ Cyoplx,a,yIxldyd —fp(x,a,y)uCy)KCdyD] < &€ por (4.11> ¥y

.* - * ‘
li - 1lim Cl—B,,.DVp (xD|] £ & por (4.100.

Pn 2
.
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Ahora se mostrara que la sucesion {h (x0> es Cauchy. Para esto

n

consideremos la diferencia entre las expresiones en (4.7 y (4.8)

para n#m mayores que ng,

h CxO-h CxO+C1-BIV Cx' D-C1-30V (x> <
X fm Pn fm
B oCyIpCx. £ S YONCAYI =3, [ R CydIpCx.f  ,ydAldy)d
B [ h Cyop o YONCAY B [Th CyIpCx. £ L yIACdy

L ]
entonces

E
h, GO-h, (O < 1=V, (xD=CL-pIY, x> +

m

[h Cyd—uCyd 1pCx, £ ,yIACdyd - [h Cyd—uCydIpCx, £ ,yd>ACdyd—
Bef [h CP—uCydIpCx, £ ,yINCdyd—fm [ [h Cyd-uCydIplx, £, ydACdy

n m

CBa=fnd | WyIPCx, £ L YIACAY) < 4e.

En consecuencia {hﬁCxD} es una sucesién de Cauchy para xeX,

n

i )
luego existe V eLGEKD tal gque

V0= 1im h 0. -

n

Por lo tanto

-

f V*Cy)pr,a,y)ACdyD=lim f hp»(prCx,a,yDKCdyD=f ulydplx,a, ydaddyd,

donde 1la primera igualdad es por el ~Teorema de Convergencia
Dominada, y la segunda igualdad por la convergencia en la topologia

débil ocL%CAd,LicAdD. L.
En términos de las probabilidades de transicién q, se cumple
»* - -

[ veydqedysx,ad= 1im | h, Cydacdy x.ad.
N n n

Considérese (4.2), con factor de descuento {3,, n>n,. Esto es,
L 3

C1-32,3V (x D>+h ((xX>= su ré{x,ad + 3. h C(yDqldy-x,adt.
BRIV, . P4 Bn [ p Cy2acdy 4

n 2SD (5>

Ahora tomando limite cuando n — o (3410, en la igualdad

anterior
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* » -
VTG0 = lim sup 4{rix.ad + 3, | h, Cyd>qCdy x,ad }

n 2E€D ( x)

2> sup lim {rix,ad + f3, I h  Cydqldy x,ad }
aepix> " Pn

L 3
sup {rix,ad + f V CydqCdy-x,ad }
acp (x)

la desigualdad se sigue de Hinderer, Lema 3.4, p.18.
Para demostrar la desigualdad contraria, se escribe 4.7 en
términos de la probabilidad de transicién q, y se toma el limite

cuando n — @

L% L3 , ’
j +V Cx = lim {r(x,fﬁ > + ﬁnj hp Cy)quy/x,fp >}

[}
Ahora para n2ng ¥y £>0 se cumple:

' . : - 5
réx,f d+p.ih Cydqldy x,f DJ=srix,f D2+3,] V C(ydqldy x,f O+
£ n R f oo 0TS pa e, s I yoqreyet, €

(2]

entonces

»*® L3 : L 3
j +V Cx0< 1im [er,fp >+p.f v CydqCdy .t )] + &

< 1lim sup {rix,ad + 3, I V*Cy)quy/x,a)} + &

" AED (%)

< sup {rix,ad + f V (ydqCdy x,ad } + & -
a€h (%) )

como £ es arbitrario se sigue

. ' : S
J +V 0 = sup {rix,ad + J V (yd>qCdy-rx,ad } , xeX
A€ ( x)

y de las dos desigualdades se sigue

LR - - . * o
j +V x> = sup {rcx,ad + f V Cydqldy x,ad } , xeX.
ac€D (x>

41

o e oo o



5. COMENTARI OS5,
5.1. En la Seccidén 2, el paso clave es la propiedad de
contraccién del operador de programacidén dinamica T, obtenida bajo

condiciones de ergodicidad impuestas a la ley de transicidn q.

5.2. En la Seccidn 3. se aproxima uniformemente a la solucidn
de la Ecuacidén de Optimalidad, por medioc de las funciones
VX D-VICx'D y V'Ce D-VCx'D, introducidas por WhiteC1963>. Para

otras aproximaciones, basada también en iteracidn de wvalores ver

Hern&ndez~Lerma, O. (1989, pag. 62D.
Ademads, bajo este enfogque es posible demostrar la existencia de
una politica Sptima f‘eF, donde f‘CxD es un punto de acumulacidén de

alguna sucesidn {fanD} tal que f.(x) satisface la ecuacidn de

progracidn dinamica en horizonte finito, ver Capitulo III.Z2.

5.3. Existen otros conjuntos de condiciones para asegurar una
solucidén de ;a Ecua;ién de Optimalidad, por ejemplo, ver Rieder
(1979) Seccidn 5. Rieder supone la Condicidon I.85.4 ¥y que el conjunto
de acciones admisibles para c;da estado xeX, es todo el coﬁjunto
©A=DCO. Supone, ademas; 3.3(cd y que |gC rx,ad-gC - x’,ad}] —> O

cuando x — X’ uniformemente en aeD(x), lo cual se satisface bajo la

Condicidn 4.1. Rieder usa el enfoque de la Seccién 4, es decir, como

limite de problemas descontados.

El material de este capitulo esta apoyado en [51,(681,[731,[15].
’ .




II1.~ POLITICAS OPTIMAS

0. Introduccidn.
1. Maximizador de la Ecuacidén de Optimalidad.
2. Limite de problemas con horizonte finito.

3. Hipdtesis de Doeblin.

o. INTRODUCCION. ‘ ' : : R

El objetivo de este capitulo es demost}ar, bajo ciertas
.condiciones, la existenéia de politicas oéptimas para el PCO con
Ganacia Promedio. En el Capitulo II, Secciocnes 2,3 y 4, se demostro
la existencia de una solﬁcién acotada de la Ecuacidén de Optimalidad
considerando diferentes puntos de vista. ;

Ahora, usando el eﬁfoque de 1la Ecuaciéﬁ de Optimalidad,
Observaci én 1.4.7. y las Secciones II.2 y II1.3 se resolverid el
Problema de Control Optimo. )

En la primer; seccidn se demuestra la existencia de una
politica estacionaria OSptima como maximizador de la Ecuacidn de
Optimalidaa en Ganancia Promedio C(EOGP). En la Seccidén 2, se
demuestra que el maximizadﬁr_de—la Ecuacién de Opﬂimalidad Cpolitica
estacionaria éptimad es el *limite de politicas éétimas’ de
problemas de programacidén dinamica con horizonte finito. Finalmente,
en la Seccién 3 bajo la Condicién de Doeblin y la réstriccién de que

£ ]
los espacios de estados y acciones sean compactos, se muestra la

existencia de una politica estacionaria éptima. b
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1. MAX¥MIZADOR DE LA ECUACION DE OPTIMALIDAD.

Uno de los enfoques para resolver el PCO es el sefialado en la
Observacién 1.4.7 (Cenfoque de la Ecuacién de Optimalidadd, segin
el cual, se tiene una solucidén al PCO, si se satisface la

Hipdtesis 1.4.6 gue reproducimos a continuacion:

Hipdtesis I.4.6.

* | . %
ad) Existe V :X —s R y una constante j tales que

* W ‘ g
J +V (x0= sup { ri{x,ad+ f V Cy>gldy x,ad } » x&X;
aep({x)

b) existe f*dF que maximiza el lado derecho de la ecuacidn

i

anterior, es decir, ‘ -
* L 3 * A »*
J HV GO= rix, £ DX+ [ Viydqldy x, £ (OD xeX;
c) para cada politica é€A y xeX, se cumple

1im —2— % v¥ex.o=0.

" n x

Por otra parte, en el Capitulo II se proporcionan condiciones
bajo las cuales~se satisface 4.868Cad y (Ccd;- mientras qué 4.6Cbd> se
sigue, bajo condiciones de continuidad y compacidad, d; resul tados
de seleccidn medible. N

En el siguiente tecorema se resume lo anterior.

Teorema 1.1. Bajo las Condiciones I1.4.1 y 1.85.32 se satisface la
Hipdtesis 1.4.8 vy, por lo tanto, existe una politica estacionaria
Sptima.

Demostracidn.

' * % *

Por el ®eorema II.2.1 existe <j ,V >, V eBC(X), tal que se

satisf?cen I.4.6Cad y por ser v* acctada se sigue también I.4.6Cc).

. »*
Del Teorema de Seleccidén Medible A . 3.3, existe f &f que maximiza el
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lado derecho de la Ecuacidn de Optimalidad, por lo que se cumple
I.4.6Cb>. Entonces, por la Observacidn 1.4.7 se tiene que f“ s una

politica estacionaria dptima y que JCf‘,x3=j¥ para todo xeX.

2. LIMITE DE PROBLEMAS CON HORIZONTE FINITO.

En esta seccidn, usando los resultados de II.3 (Iteracidén de.
Valores), se demuestra la existencia de una poiitica f*‘eﬂ-' Sptima.

De nuevo se hara uso del enfoque de la Ecuacidn de Optimalidad
. C(Observacidén 1.4.7>, por lo que el objetivo es verificar la Hipdieis
1.4.6. La difererencia con la seccién anterior, radica en que el
proce"dimiento de i‘tveraci'én de ,val‘ores Cademas de verificar 1la
-"Hipétesis 1.4.6) nos proporciona aproximaciones a la funci®én de
valores Optimos J* y la politica 6pt.i‘ma f‘*eﬂ: se obtiene como

‘limite’ de una sucesidn de selectores {f,,CxD },‘ tales que para cada
n, £, maximiza a Tv™.

Antes de seguir adelante, recordaremos algunas de las funciones

introducidas en II. 3.

Vo =TV (D= sup { r x,ad+ f Vi yd qldy~x, ad },
aeD (%)

LV™Cx,ad= ré&x,ad+ f ViCydqldy-x,ad , ¥y

V.03 =VC30 —VIC X D ,

donde x&X, aeD(x ¥y x*eX'es fijo.

Observe que

V(D= s;izp LY™C(x,ad, y

aA€ED ( x>

IV,.(xD= sup LV, ,(x,ad.
' asSD(x)
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Para cada xeX, consideremos los conjuntos

F.Cx>:= {aeDCx): LV 'Cx,ad =vV"(xD },

L e e

Lol cso ACA(x):A es un punto de acumulacion de alguna sucesion

a0 2 = . .
" CQpn)> cONn a & x>, para cada n&N.

Notemos también que [M,(xD: = { aeDCx): LV,.,(x,ad)=TV,.,(xD }

" .
Teorema 2.1. Bajo I1.8.3 y 11.3.2, existe f & politica

esatacionaria Sptima.

Demostracién. -

* »
Por el Teorema 11.3.9, existen j ¥y V tales que
* g
V=1imV, , Ve C(X);
. .n s
» ' »
3= Lim {VrC -V D by

y ademas, son una solucidén _a la Ecuacidn de Optimalidad, es decir,
- * W L3 ‘

J + VvV =TV .

En consecuencia, se verifica la Hipdteisis I.4.6Cad y Cbd.

Céfno es usual, para verificar 1.4.6(b>, se hara uso de teoremas

3

de seleccidn medible.

. Sea
* -
rex>: = {aeDC:x): LV (x,ad=TV Cx)}.
luego, por la Proposicidn A.1.4Cb) se sigue que
Lm[ran)]srcX).

Ahora, por el Teorgma de Seleccidn A.3.3, existe f. & tal que

bk it OB A 1 e e s



. ( 3\
er.an+an_,Cy)quy/x.an= sup i er.a)+an_,CquCdy/x,aD}
a€D( x)

=TV, (D .
En consecuencia, f.(x0el(x, xeX y nelN. Luego, por la

*»
Proposicién A.3.4, existe f el tal gque para cada xeX
t*Goe L;m[rncw]srcm .

: »*
En consecuencia, f es un maximizador de la Ecuacidén de

Optimalidad y se verifica I.4.86Cb);entonces por la Observacidén I1.4.7
se sigue la conclusién del teorema. Ademas, la funcidén de valores

éptimos

R J L M &
TG0 =IceT 0= 1im {VNGE D Ve D b=5

-

Observacién 2. 2.

ad) Aunque la conclusidn en el Teo;ema 1.1y el Teorsma 2.1 es la
misma, en la demostracién del Teorema 2.1 -se usd iteracidn de
valores par; verificar la Hipétgisis I1.4.6, lo qgque nos permite
"aproximar la funcidén de ~valores ©Optimos. .Otras aproximaciones
también basadas en iteracidn de valores son proporcionadas en
Hernéndez;Lerma 1989, p. 620.

b) Usando el enfogque de ‘problemas descontados'.' ver II.4,
también es posible resol ver él PCO. Bajo este enfoque Rieder 187D

domuestra:

D la exispencia-dé una politica Sptima estaciocnaria f*=lim £,
n

donde f, satisface
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rCx, £ .0+ f3, f v‘6 Cydqdysx. £, =T 7V 0,

para hZO y xeX, con T ¥y Vp como en I.C1.2> y 1I.(3.8>,
repectivamente;

’

i) la funcidén de valores dptimos es dada por

J*Cx5= lim C1-3.0 V? Cx‘D‘para todo xeX,

donde x*ex es fijo y 3., 1+1.

3. HIPOTESIS DE DOEBLIN.

El 6bjetivo de esta seccidn es demostrar la existencia de una
politica eétacionaria bptima en presencia de la Condicidn de
Doeblin, la restriccién de compacidad‘*en los espacios de estados y
acciones, y como es usual, con condiciones de coniinuidad adecuadas.
'Bajo estas restricciones se ‘demuestra la existencia ,de un
subconjunto € del espacio de estados y una politica estacionaria
bajo la cual alcahza el supremo de la ganancia promedio cuando el
- estado inicial del sistema es un elemento delrconjunto C.

La presentacién del material se harid con el siguiente esquema.

3Cad. Se dan definiciones Y resul tados basicos Csin
demostraciénd) que serian usados en el resto del trabajo;

3Cb). Para cada politica &eA y cada distribucidédn inicial
_bePCX), .se.demuestra la exispén;ia de'uné politica nell (politica
estacionaria aléat@rizada) y AelPCXD tales que | |
- JCra, A2Z2ICS, v,

Esto indica que es posible restringir la atencidon al conjunto
de las politicas estaciocnarias aleatorizadas.

3(c). Se exhibe la existencia de un conjunto medible C ¥y una

)
politica estacionaria fefF tal que

L



JCf,x2= sup sup J(&.v) para cada xeC.
velPCXD) &a=a

por lo gue es posible restringirse al conjuhtc: de las politicas
estacionarias, si el estado inicial del sistema es un elemento de C.

3Cd). Finalmente, se demuestra la existencia de una politica

) *
estacionaria éptima f .

32.Cad. Definiciones y resultados basicos.

Definicidn 3.1. Para cada politica estacionaria aleatorizada
ntell (definicidén I1.2.3), consideremos el proceso de Markov controlado
CPCMD introducido en 1.2.

a) Un conjunto EeBC(X> es jinvariante con respecto a nn si

qCE-x,nd)=1 , para cada xe<E.

b> Un conjunto SeB(X) es nulo con respecto a n si

lim q"CS/%x,nd=0, para cada xX,
n

donde

qC+ /%, =[qCs »x,adnCdad,

<fC-/x,n)=IﬁmT~/y,n)quy/x,n).

En el resto del trabajo supondremos que se cumplen las

siguientes condiciones.

Condicidn 3.2. (Doeblind). Existen una medida finita » sobre X,
con pCX>>0, un entero ¢ y &0 tales que

qcc Br/x,nD)=<1-£ si pCBd=<g¢

para cada BeB(XD

para xeX, nall.

Notese que esta condicidn implica a la Condicidén I.5.8, puesto
que Fll.
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Condicion 3. 3.

a) Los conjuntos X y K={(x,a): xeX,aeD(x0> son compacios.

b)) r20 semi-continua superiormente.

c) Si (Xp,a,0—s ((x,ad, entonces g+ /%X,,a,0—> gC . 7x,ad
débilmente; ver A.2.10. |

De la tecoria general de Procesos de Markov, en esta seccidn se
hari uso de los siguientes teoremas.

Teorema 3. 4.

Suponga que se satisface la Condicién 3.2. Entonces para cada
nell, existen subconjuntos medibles S, C,,C,,...,C, tales que:

k
ad X=s uc Ucacy,

b) S es nulo con respecto a n; 3

cd rCC.‘)>s Y Ci es invariante con respecto a n, 1%i=k.

A los conjuntos C,,C,,...,C, se les llama conjuntos ergédicos;

ver demostracidén en Doob (19832, V.5).

Ahora, se define una medida de probabilidad yj en los conjuntos

ergddicos CJ,, j=t.,2,...,k, de la siguiente manera: para cada ne&ll,"
xeC
i
3.5 yCed= l:km P Ce /%, 11D,
J :

n-1
"donde P"Ce /x,md= —>_ z th-/x,rtD.
\g
’ t=o

Teorema 3.6. 5i se satisface la Condicidén 3.2, entonces para

cada conjunto C,, 15j<k, existen subconjuntes C},C},...,C] de C,,

tal gue para cada xeC, existe el limite

ad lim g™ 'Cerx,md:=p™Ced; y satisface
i ,

t
a¢

bY »Cid= Zy"f‘c»)/d ;
J J

m =0
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Ademas, la convergencia es uniforme y exponencial. A los

conjuntos {Cj,Cf,....Cj} se 1le 1llama clase ciclica de C,; ver

demostracién de este téoroma en Doob (10983, V.B5BD.

Sea v una medida. de probabilidad en X. Se dice que v es

invariante con respecto a q(¢ 7x, 7 si

vCe D =fqC sy, mOWCdyD.

Observacién 3.7. Sea v una medida de probabilidad invariante

con respecto a ql¢  x,n0. Entonces se cumple

ad v(Cs )=_fq"C- 7y, dvl(dyd para t=1,2,..., ¥y por lo tanto
bd wC. 3=JrP"C « /%, dvCdx) para n=1,2,..., dondé P" es la medida
en 3.5. .

c) Si S es un conjunto nulo con respecto a n, tomando limite

cuando t-— o en al), se sigue por el teorema de la Convergencia

Domi nada;

L v ={ 1im q"CS/y, mdvCdyd=0.
’ t

-

Para cada politica &eA y distribucidnm inicial v»ePCXD se-

definen:

(3.a8 JCvd: = sup J(S,vd ,

seh
y’ -
(3.9 J:= sup {JCvd: vdPCXO>. ;

3C(b)>. Restriccién al conjunto Il
Ahora se demostrara que es posible restringirse al conjunte de
las politicas estacionarias aleatorizadas, ver Proposicién 3.17.

Denotaremos por M a una familia numeraBle de funcicnes geCCXD,

tales_‘que si P,,P,&F(X> y para cada g"’eM se tiene gue
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f gda=f gdP,,
entonces P,=P,. La existencia del conjunto M con tal propiedad es
posible asegurarla'si X es un espacio de Borel; ver A 2.8.

En la demostracién de la Proposicién 3.17 se hara uso del

siguiente lema.

‘ Lema 3.10. Para cada (&,v)eAdPC(X) existe nelPC(KD) tal que:
€3.11D Jrix,adpcdix,add>2 JCs,v),
€3.12> ‘ jbeDpCdCx,a)D=ijdCx,a)Dj§Cx’Dqux‘/x,a)..
pﬁra cada geM. |
Demostracidn.
* Para cada éé,v)eAxPCX). denotemos por
P=P° y E=E’

Por el Tecorema de Estabilidad de Loeve C1978), p.53, se cumple

N -1
€3.13 lim —%_[ 2 {?CXK)—EEngK)/BK_,]}]=O. B
’ N k=1
P-casi seguréménte para cada geM, donde B,=oC(Xg,ag>Xis- .. » XA .

N -1

Sea J,= ;

EerK,ak)’, Nz1, entonces

k=t

N -1
E[ lim sup Jy ]= E[ lim sup ; EerK,a.)
~

~N

=1
N -t

2z lim sup E[ —%— Zrcxx,ak)‘
N

k=t

=JCE, 0D
la desigualdad se sigue por el Lema de Fatou-Lebesgue, ver Loeve

L1978, p. 126D.

Sea A={ lim sup.hﬁJCé,vjk v supdngase que PCAD=0; luego,
. N i

J
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€

E[ lim sup J,. ]= f lim sup J,, dP < f JC&,vD dP = JC6,vD,
N A- N A‘

lo cual es una contradicciédn y, por lo tanto, PCAD>0; es decir,
P[ lim sup J 2306, ]>O.
N

Ahora construiremos una medida de probabilidad que satisfagé
3.11 y 3.12, usando una trayectoria we2 fija.

Sea we? tal que satisface 3.13 y
lim sup J,2JC(6,v).
N

Para este weQl fijo existe una sub-sucesidn {NQO para la cual se

4

cumple 3.13 y ademas

€3.14 , lim Ju2 JC&, .
. J

Para cada DeB(K), definimos 1la medida C(aleatoriad) de

probabilidad wuy por

N-
1

HNCP>§='”E‘ ‘z IDka,akD » para N1
- . k=0

donde Ib es la funcidn indicadora del conjunto D. -

Ahora consideremos la sucesién de medidas Caleatorias) de

probabilidad {uy>.

Por otra parte.-puesto que K es compacto, en la topologia de la

convergencia débil Tck)témbién lo es Cver A.2.7), y por lo tanto.

existe pelPCKY tal que u, converge a u débilmente a través de una
. L J

sub-sucesion de N, ( la cual denoteremos comoc N, de nuevol para weah
fijo, de manera que se satisface 3.13 y 3.14.
Ahora verificaremos que y satisface (3.110 y (3.128D.
2

De la definicidn de ., 3.13 y 3.14 se pueden reescribir como

.
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€3.15> lim [ f gCsO py, CdCx, add ~ [ pan dix,ad [ ng')qux’/x.a)]:O
J it _

para cada geM, y
(3.16> lim f réx,adp, Cdlx,add= JCS,vd.
3 f]

Por la continuidad débil de q , ver 3.3C(cd, para cada geM, se

tiene que

J 9t¢x’>qCdx’ #x,ad

es continua en (x,adeXA, y por lo tanto cuando j — ® en 3.18 se.

tiene (3.12D.

Se denotara por CI(XAD vy CSCXA) el conjunto de funciones
acotadas definidas sobre FXA continuas Y semi —continuas,
respectivamente .>
Como reCSCXA), entonces existe una suceéién {ggcﬁsCXAD,
' no-creciente tal que g, — T

Para cada k y cada j,

J alx,adu,CdCx,add2 | rix,adu, C(dix,add.
J 1 :

Tomando limite cuando j —» ®, la convergencia débil de¢ medidas

implica para cada k,

lim _r gl x,adu, (dlx,add= f gkCX,aDyCd&x,aDD.
) ’ 1

Por lo tanto,

- [ 9€x,aduCdCx,add2 1im [ rdx,adp, Cdlx,add ,
J }

tomandeo limite cuando k — w, por ser g, acotada y por 3.186, se

sigue que

f réx,adpCdix,add 2 JCS,vd,

lo cual demuestra (3.11D.

il bl s RS
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Pfoposicicn 3.17. Para cada (&.v)ei 0 X, existe (n, A0IPCXD tal
que
JCr,AD2 JCS,uvd.
Demostracién.
Para cada (&,v)eAP(XD, sea wuelPC(KD) tal que se cumplen 3.11.y
3.12. Entonces u se puede descomponer en una medida KePfX) y nell
tales que para cada D1eB(XD y DzeBCAD,

HCDiD2> = [ #CD2/>OXCdx,
D,

para la demostracién de este resultado wver Berisekas and Shreve
(1978, p. 140D0.
Luego, para geM,

[ gopcdex,a3> = | J“rnda/g>ch>xCdx> = j’g(x)A(dx){
. X A X

ny por otra parte,

[ ucdex,ad> [ gix’dqCdx’sx,a> =
XA x h .

!
)
"

[ T § g¢x’oqtdx’ x,adnCda sOACd>
xX A X

it

J ] g¢x’>qCdx’ #x, mdOACdxO.
xX X

Por lo tanto, de 3.12 se sigue, para cada geM;
J g0oncao = [ glx’dgqldx’ /x, mdACd. _
‘ XX
En consecuencia,

A D = [ gle mx,adACd0O.
x

Por lo tanto, A es una medida de probabilidad invariante para el PCM

inducido por m.

En consecuencia, ' z
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n -1

1imnsup —%— E: [ 2 réx,,a,> ]

JCn. A0

® -0
n -t

lim sup _%_ z [ rix,,a,31Cda 60 qldx, /xq WACHO

n

k-0
n -t

lim sup —%—' 2 [ rix,,adnCdarxdACax,d
k =]

n

j rCx,aduCdix,add.

Luego, por (3.110,

JCr. AND2JCS, ).

3Cc). Politica optima para estadeos iniciales en C.

4

En esta sub-seccidn se demuestra la existencia de un conjunto C

LY deiuna politica éptima, para todo estado inicial en C.

Teorema 3.18. Existe CeB(XD, con y(QOze y ;eF tal que :

) JCF,x0=3, J en C3.9

Yy -
) qCC/x,Fb=1 para cada xeC.
Cy ¥ € como en;ia Condicidén 3.3
Demostraciéﬁ.
Sea {eg} una. sucesion de reales no negativos, decreéiente Yy que
converge ‘al cero. De la definicidn de J en- (2.9), existe una

sucesidn (6, ,v.0>cAPCXD, para la cual se verifica la desigualdad
C3.19D _ JCE, v 02T-¢,

Por el Lema 3.10, para cada (&§,,v,.) existe una medida u"ePCKDtal que

se verifican las relaciones (3.11) y (3.12> con respecto a u", es
E)

decir,

L
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J"rc >, ad u"CdCx, add2JCS, v,

Yy
IQCXDFPCdCx,a>>=J1PCdCx,a>>j§Cx'>qux'/x.a> para geM
Por (3.19) y la desigualdad anterior tenemos .
(3.20 frix,aduCdcx,add2 J-e,

Por la compacidad de [PCK), existe Zeﬂ”( K> tal que para alguna
subsucesidn de (">, la cual denotaremos de nuevo por {u">, converge
débilmente a ; De esto dltimo y al tomar limite en la igualdad

anterior se coriclu’ye que ; satisface la relacién €3.11), esto es,

I g(x)Lthx,a>)=j'thCx,abbjch>qux5/x,a>

para cada geM.
Sea {g2<cCCXAD una sucesidn no-creciente que converge a r;.

luego por (3.1

ngCx,a)u"CdCx,a))Z I réx,adu"cddx,add = J-¢g,.

Tomando limite cuando n —» o , ' para cada k (fijod, en 1la
desigualdad anterior, y luego tomando limite cuando k — ™, se sigue
de la convergencia déi)il 'y del Teorema de Convergencia Mondétona,

respectivamente, que

C3.21> : [ rox,ad>ucdlsx, add>2J.

Ademas, como /: satisface (3.12). Por lo tanto si se descompone
;.l. en la forma ;CdC'x.a)3=nCda/’x)7\Cdx), con A&FCXD y nell, resulta que

A es invariante con respecto a qC« x,n1d. Por (3.21) se sigue,
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JCr, A= rlx,aduCdCx,ad>2T ,
lo cual implica, por la definicidén de J, que

3.22> JCr,A0=J.

~

Ahora se consideraria el proceso de Markov inducido por 1la
pelitica m.

Bajc? la Condicién (3.2), por el Teorema (3.4>, existe una
descomposicién del espacio‘de estados X en un conjun£o nulo S y un

. k
numero finito de conjuntos ergéddicos C,,C,,...,C, X=UC U S, con

»CCP>s para 15j<k.
Definimos y,eP(X>, 1<j<k, y P” como en (3.9).

Por ser A invariante con respecto a g+« 7x,nd> y por la

Observacién €3.72Cb) se sigue, para nzl

AC ..>=Jf P"Cs /%, 1D ACARD

Jf P"C o/, TOACX + j P "Ce /%, mIANCA3O ;
Cc, s
]

i}
nINA <

4

ademas, por (3. 'i’)Ct:)J ACS)=0. Entonces tomando limites

1 3

ACsD= J‘ lim P°C /3, adACdO
CJ "
=1

3

. %
= 2 fc, 7, GO,
i J =1 ] .
donde la primera igualdad se sigue del” Teorema de Convergencia

Dominada. Es decir,

i«
€3.23 ACed= 2 ¥,C8INCC,D.
1=

Sea er,n)=f r{x,adnCda- xd. Por la definicidén de J(n,x>, para

cada xeC; se cumple;
E

1q-

" - n
. o
]

. 1o [N 1
JCn,x0>= lim sup —— E r<x,,a,>
: « L 4 J
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n -1

. 1
= ll‘mnsup - z fr(_v.rr)q"(dy/x,n) » >eC,
k=0
n -1
= lim sup 1 z f rC¢y,ndgq'¢dy-x,nd , ya que () es invar-
" n c, )
k=D
n -1
. 1
= 11mnsup J.cjr(y'.rtb — z q'Cdy- %, , xeC, ]
k -0
= I rCy,ndy ,Cdyd.
<y
Es decir, para cada xeC,
3.24> ' JCn,x = chrCy,n)}quy).

Por otra parte:

sem, 0= | rFCx, TOAC O .
&

Jrox,m Y rcdborcep , per €3.23,
J =1

i

13
ACCO rc¢x,mdy ,Cdx>
xees 1, romn

k

ELCC,)JCx,,nD » por C3.243, para cada.xel;, 153ix5k.
1=t )

Ademas, JCx, <] para cada xeX. Luego, por (3.22>, para cada (; con

ACCP>0,
C3.25 . JCx,m)=J, para cada x<C,.

Ahora se muestra gque nell puede ser reemplazada por- una politica

estacionaria. Para esto primero veremos que para cada (; con

ACCO>0, existe f:C—> A medible, con f,(0eD(>0 para cada xeCJ7y

una funcién medible ¢, tal que :

C3. 26 aCCpx,£D=1 ,y

¢3.27 0l + J < rCx,fp + fc v CydqCdy >, £D
3
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para cada xeC|.

Se usard la desigualdad anterior para demostrar que f; es
éptima cuando el estado inicial del sistema es un elemento de C,.

Para Tb1 y xeC, sea:

[Trdl1-1
—eJCsO= o z_ ‘E: {rix, ,a,0-J} ,

k=0
donde [z] es el mayor entero menor o igual a z, para z real.
Por (3.24), (3.25) y el Teorema 3.6, la funcién v] se puede

reescribir para cada xeC;

]

. (T did-1 ¢
VIO = [J’ rCy,n)q“Cdy/x,n>-_[c rCy,n)yJCdy)], (3.24) y (3.25>
s v
k=0 . »
I T-did-1 *
= [ f rCy,nd{q<<dy x,n3—pCdyd } ] -
k=0
(T-did-1 ¢ .
= [ j rCy,n){chdy/x,n)— 2 y","(dy)/d} ], por 3.6 b)
k=0 mz=1
tT/drd-1 ? A .
= [ z f rCy,rt){q""""‘"Cdy/x,rt)—y,"‘(dy)}] .
k=0 m=t

Como la convergencia en el Teorema 3.6 es uniforme y exponencial, y

ademas r es acotada, lim uf'existe-y es finito.
T
Sea v(x):= lim v](xD para cada xeC,.
T

Por la definicidén de las funciocnes v, y v, se sigue

) {T/dl1~1
VTGO = rCx, md =T+ 2 E" {rCx,,a,>-J},
x |
k=1 .
de manera gque
{T/d1-1
. N ; 4
u}cm+J=_[er.a>nCda/x>+jno:dg/x3{_f[ z E] {r(x..akD—J}]quy/x.a)}.
k=0
Tomando limite cuanto T — o
* (
qﬁx)+J=j}Cx,a)nCda/xD+Jﬁ(da/x3ijb,(y)q(dy/x,ab}
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en consecuencia

C3.285 u,CxD+J=InCda/x) rix, ad +IvJCy)quy/x,a)}.

Ademas, C, es invariante con respecto a g -x,n); es decir,

[ acc,rx, adnCdaso =1

para cada xeC,. Luego

(3.2% qCCrx,ad=1 nC x)—-casi seguramente, xC,.

Sea R: ={Cx,adeK: qCCr/x,ad =1, o, (3D +JSrix,ad+ v, C(ydqldy x,ad },

£

por (3.28 y €3.28> 1246 R #x3>0 para cada xeC, donde

X

R : ={aeD(>):(x,adeR}. En efecto, si suponemos que rtCRx/xD=O, - para
- X

-

algun xeC,, entonces

elxd+F > rdx,ad +fv,(y)q( dy x,ad

nC ~x0- casi seguramente. Por lo tanto,

0 CxO+T > Irtha/xD{er,aD+J'v,CquCdy/x,‘a)} _

lo cual contradice (3.28).
Por el Teorema de Seleccién Medible A.3.8, ‘existe f;:C, — A
tal que f,C:OeRx para cada xe€Cj; de aqui se sigue (3.28) y (3.27D.

Sea C= U C, donde la unidén es sobre jedi J\CC_‘)>O }. Para cada
3 . N

fef, se define fefF por

- £,00 si xeC; y ACCP>0 -
fCxO= 4
£CxD en otro caso
Por (3.262> y (3.287>
€3. 307 qCCrx, I =1 para cada xeC
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€3.31) oCO+J £ rCx, £+ [uCydqCdy =, £> , xeX,

donde v(x>=v(xD> si xeC, con ACCO>O.

Finalmente para cada xeC, por (3.31), se sigue para kz0

Ei {rix,,ad} =2 J + Ei { “(x*)—&cx“") b

de aqui se éigue'

n L]
JCE,50= lim sup _i- Ei [ 2 rCx, , a0 ]
n k=0

> J + lim sup {v(x)—Ei vixD bon
n

por lo gue o R

JC?;XD=J para cada xeC.

- : 3Cdd). Extensién de la politica Sptima.

Se demuestra la existencia de una politica estacionaria optima

( Teorema 3.340 en presencia de las siguientes condiciones

adicionales.’

Condicidén 3.32. Para cada xeX y DeB(XD con p(Dd>e, existe dSeA

tal que

P‘:[ SA,{x.{eD} ]=1 .

h - x =1

donde » es como en la Condicidn 3. 2.

Condicidén 3.33. Para cada DeB(XD con yCD3>e, qlDrx,ad es

continua en (x,ad)eXA. 2
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Ademias de estas condiciones, suponemcs que también se verifican
las Condiciones 3.2 y 3.3.

Sean - C y feF como en el Tecrema 3.18 y F=X-C.

Sea T= inf{ k=0 : x.D } . inf ¢ = .

Notemos que para cada xeF, por la Condicidén 3.32 existe & tal

que
(e )
Px[ U {xct ]:1
»* » *
Se define la politica & =(& 4,46 ,,...D por
. IDCFCxQD si k2 <
&.¢D/hd> = 4
S Cop/ho et k < «

para cada DeBCAD y h.dH,.

Obsér vese que

P‘:‘ [ S{x.‘ec} ]:1.

k =0

Teorema 3.34. Bajo l'as Condiciones 3.32 y 3.33 existe una

politica estacionaria Sptima.
Para 1la demostracidén del Teorema 3.4, se usaran los

i
siguientes lemas.

*
- Lema 3.35. JC(S ,xD=J.
Demostracidén. . .

Por el Teorema 218, JCE,>O=J' para xeC.

-

Sea E=Ef . Para k20 tal que Pé [ T=k ])0,
x .
"o

¢3.3682 ~lim sup ;L]— E [ Eer,,a,Dl T=k ]‘-:.IC;,X:):J
i n £ =k

e .
con x=x&C.
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Ademas,

JC8¥,50= 1im sup —— E [ zr-Cx..a.) ]

< 1
z E [ lim sup — E [ ‘2 réx,,a,> | -r=k]v]
=0 " £ =0

n-t

o : . -
. 1 - .

z E [ llmnsup - E [ z ré¢x,,a,D> | T—k] ],

k =D .

£zCNn=1YAaCk+ 1)

v

donde a~Ab = min <{a,b)>. Comd rz0 y acotada, de (3.306) se sigue que:

* * @
Jc8 0 2 3 P‘: [ U {x<C} ]: 3.

k =Q
Ahora, para cada ueCsCFD,’se define Ku para xeF por:

C3.37 KuC>x):=  sup {JqCC/x,aD + f u(y)q(dy/x,a>}
' ASD (x> F

Lema 3.38. Sea ueCsCFD, entonces KueCSCFD.
Demostracién.

Por el Teorema 3.18 inCDZs, y luego por la Condicién 3.33

g(Crx,ad es continua en (x,ade<XA.
Ademas, existen funciones ¢,€C(F) gque convergen decrecientemen

te a uw, ya que ueCsCF); por lo tanto,

f;-— wydqldy x,,a,d < L_ @.<yY2qCdy X, ,and

para cada (x.,,a,2ekK. Si (x,,a,)> — (x,ad, tomando limite superior

cuando n — w en la desigualdad anterior se sigue'

lim sup I? wydqldy x,,a,2 < lim sup I} . CydqCdy X,,a,>

= L_ @.CydqCdy-x,ad

4
la igualdad se sigue de la Condicidn 3.3 c). Ahora tomando limite.

cuando k— o por el Teorema de Convergencia Mon& ona
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lim sup f; wWydqldy X,sa,) =< f; wCydqldy-x,ad.

Es decir, la funcidén

C(x,ad —» f; wCydDqlCdy x, ad

es semi-continua superiormente y, por lo tanto, la funcidn dentro el

corchete en (3.37) es semi-continua superiormente. De aqui se sigue

que KueCsC F>.

Lema 3.39. Sea v la funcién medible y acotada en F, definida
como
€3. 40> v=Ku . -
" Entonces v(x22J para cada xeF.

Demostracién.

»
Para cada xe€F y & como en el Lema 3.35 se denotara E=E6 Y
X

-

C -
Sea B, (6 ,>x=T P[ x,eC, para alguna k=<n ]

|

JP [ U {xec} ]

k=20
= J P [ U {gsc,'xoeF,...,x,:;eF} }
- « =20 .
n -1 - ’ .
=J 2 P [ xseF,...,.x,eF,x,,,eC ]
k=0 .

n -1

E [ z J qCCrx,,a,01
k=0

< Xo€EF,. . « ,XEF> ]'

Por €3.40) y la definicidén (3.37), para cada xe&F

i : ’ '
vCx) = J qCCrx,ad + j; uCydqCdy x,ad,
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luego

- 7
0D E[ uCyDI<y€F)_ 7 (x,a)] 2 J g(Crx,ad,

sustituyendo esta desigualdad en B,, se sigue para xeF

"t
-
B.CO .XDSE{ 2 {chk)—g [chk * 'DI{xkqu> ch" 'ak)] }choel".. Y. ,xkeF')}
. k =0

=UCXD_E[E{Uan)IFIx‘n_|9an-|}I "xn_|€F>]

< o(xD—H P[ x,eF, 0O<k=n ]

para a lguna constante H, ya que ¢ es acotada. Tomando limite.cuando

n — o se sigue que

lim B ,50= J.P [

\

Demostracion dél Teorema 3.34.

Sea oK7J, se definen las.siguientes. funciones scobre F por:

. Vou= Ko, n21 Jog=a, ¥y K_‘como en (3.37). -
Luego por el Lema 3.38,}%GCSCFD para cadarnEO, y ademas,
7 vnE.u,,.,‘E J, nz0.

En consecuencia, el limite v= lim ¢, esta bién definidg ¥

n

v, £ v = 3J.

1luego, como ¢ v,, se sigue Kevz Ke.=v,,, nzl, y tomando limite

cuando n— o Kvzwv.

Por otra parte, para cada mo, y por la definicién de Ko,

C3.41> —+Ko < J qCC/x,a)+fl__ W ydqCdy x, ad -

para alguna aeD(xD. Por el Teorema de Convergencia Mondtona,
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lim [o.Cy>qCdy x,ad= [oCydqCdy x,ad
n

y por (3.41) se sigue:

-n+Ke < J qCCrx,ad+ 1lim _rv,,CquCdy/x,aD o -

]

lim {J gCCrx,ad+ f vl y>qCdyrx,ad }

= 1lim v, (xX0= v N
n

como 73 es arbitrario, entonces Kv £ v, luege Kv = ¢. Por el Lema

3.

39,

(x> 2 J , xeF.
Para cada k=0,1,2,..., se cumple oo 32J y okJ.
Se define kCxJ:= min { k: v0xd>a }.

Sean los conjuntos F,={ xeF: kC O =k } para k21 y Fo=C. Entonces

a
F=UF.y F n F =¢ si .

=1

Por el Teorema de Seleccién Medible A.3.3, para k2l existe

fo: Fo—> A Cmedible y f (x> x> tal que

C3.42 0£0=J qCCrx, .0+ o, ,CydqCdy x,.f,>, xeF..

- »
Ahora se define la politica estacionaria f &F por:
£C0 si xeC

- *
£ o= f,00 si xeF,, para k1

Considérese el proceso cont,r;dlado de Markov inducido por 1la

o
poitica .

De la definicidén de F, se puede verificar que

k-t :
q¢ U F, /%, £75>0 para xeF,, k21 y Fo=C.

£=0

En efecto, %i suponemos para xeF, ¥y k21, que

k-1 k-1

, , .
. aC¢ UF, /x,f 3= qCCrx,f 2+qC - U F, »x,£ 3=0,
£ =1

£ =0
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entonces para xeF,

vC0= T qCC/x.f">+L__ 0, Cydqldy x, £

Poy _*
= J‘ 9 o Cydqldy x,f D= a,

por definicidén de F,; lo que implica que e F., lo cual es una

.

contradiccién.

.
En consecuencia, F es un conjunto nulo con respecto a f , lo
~

~

cual implica que

W

Pi[ ﬁ{xkeC}]=1.

k=0

para cada xeF.

Por el Lema 3.35 J(g,x>=J, para cada xeX.

Obser#acién 3. 43.

a2 La Condicion 3. 33, en }a demosgracién del Teorema 3.34,
puede ser reemplazada por la siguiente condicidn: -

Sea y como en la condicidén 3.2. Para cada DeBC(XD, 7C6§)=O s;
yCD3>0, donde 3D es la frontera del conjunto D.

Este resultado puede consultarse en Kurano(igg8sd.:

bY La primera y segunda seccién de este capitulo fueron tohadas
de [61,[7] y [15]). La tercera seccién se tomd basicamente de [10],
con la moéificacién de qué en lugar de considerar ganancias se
cdnsideran costos y, por lo tanto, el problema es minimizar 1la

funcidn objetivo.
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CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

El estudio de los Procesos Controlados de Markov -con Ganancia
Promedio se realiza, generalmente, imponiendo condiciones de
recurrencia.' continuidad y compacidad al Mbdélo Ade Control
Markoviano. |

En este tabajo, se usé el enfoque de la Ecuacién de
Optimalidad,. segun el cual el Problema de Control Optimo tiene
solucidén si se verifica la existencia:

a) de una solucidén acotada {jf,V*} de ia Ecuacidn de
Optimalidad CEOD;

b) de un selector medible f¥ que maximize el lado derecho de la
misma ecuacidn. -

Para verificar la existencia de la solucién acotada {j*,v*}vse
imponen conéiciones de recurrencia, ¥y para 1la ‘existencia del
selector f* sefaldo en bl se imponen condiciocnes de compacidad y
continuidad. Adémés, la funcidn de valores oOptimos es igual a la
constante J*Cx3=j* para todo >eX.

En las secciones 1.2, 1II.3 y 1I1.4 se discutieron diferentes
procedimientos' Y conjuntos de condiciones para verificar la
existencia de la solucién {j*,v*} de'ia EO. Estos procedimientos nos
proveen de varias formas de caracterizar o aproximar -a la funcidn
de valores <ptimos J*Cx3=j*.

Otra condicidédn de recurrencia comunmente usada es ;a de

Doeblin. Kurano (19880 bajo esta condicidn e imponiendo compacidad

sobre los espacios de estados ¥y acciones resuelve 1 PCO.
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La introduccién de la condicidén de Doeblin en el estudio de los
Procesos de Control Markoviano con espacios de estados numerables
fue hecha por Hordijk <C19773. Otras condiciones de recurrencia
relacionadas con la de Doeblin se exhiben en Hernandez-Lerma, Montes
—-de Oca, Cavazos-Cadena (1991D.
| Otro enfoque para obtener politicas éptimas sin usar EO es
imponer condiciones para que se cumpla lo siguiente:

ad la funcién f: — JCF,30= [rCy,f P Cdy> es semi-continua
superiormente en F Cver I.5.11 éc));

bd> [F es compacto;

c) sup J(f,xD Zz sup JC(&,xD. -
felfF s€h

Hordi jk (19730 uséd este enfoque para espacios de estados
numerables. |

El caso en que la funcién ganancia r{x,ad no necesariamente es
acotada se puede ver en Hordi jk C1977, §8D), para el caso numerable:
y en Hernandez-Lerma (1980, &4.5), para espacios 'de estados en

general.
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APENDICE

1. Funciones semi—continuas superiormente
2. Medidas de probabilidad y probabilidades de transicidn

3. Funciones multivaluadas y teoremas de seleccidn

)

1. FUNCIONES SEMI -CONTINUAS SUPERIORMENTE.
Sea X un espacio de Borel. B

Definicidén 1.1. Una funcid®n medible V:X —r ﬁ se dice qué es

semi ~continua superiormente si para cada xe&X ¥y cada sucesion {x,>cX

que converge a x, sSe cumple
lim sup V(x.DsVI{(xD.

Recordemos que CCXD y CSCX)‘denotan a las familias de funciones
acotadas V:X -—» ﬁ, continuas y semi-continuas superiormente,
respectivamente.

Proposicion 1.2. VeCsCX) si y sole si existe {V,.}eC(X> tal que
V. V.

Demostracién. Bertsekas and Shreve, 1978,& 7.5.

Proposicion 1.3. Si. X es compacto y veCsCXD, entonces v alcanza

* »*
el supremo; esto es, existe x €X tal gque vi(x 3= sup vi(xD.
x

Demostracién. Bertsekas and Shreve (978, §7.5)
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Sea {BE.} una sucesidn de conjuntos de A, y denotemos por Lo{B, }
al conjunte formado por los puntos de acumulaciédn de cualquier
sucesidn {b,>cA, tﬁl que b,eB, para cada n.

Sea A un espacio de Borel.

Proposicidén 1.4. Sea {u%}cCsCA) Y {sn} una sucesidn de reales
no—-negativos convergentes a cero, tales que
w,Cal)s w,Cad+e, para m<n y acA.
Entonces:
ad w = 1lim w, ¥y w eC (x>0
o o 7w s
b) Lw{B, }cBw, donde )

B,: ={acA: w.(ad= sup w.(a’d} para nelN ¢ n=w;
a’
c> si Lo{B,}#¢, entonces

lim sup w,(al)= sup lim w,(ad.

& =3

Si {w,2, es uniformemente convergente, se puede tomar

£,= 'sup fwn-w.||-
m

n

Demostracién. Schidl {19780, Proposicién 10.1.

2. MEDIDAS DE PROBABILIDAD Y PROBABILIDADES DE TRANSICION.
Sea (X.B(XD2D un espacio medible.
Una funcién

g BCXD — R

se dice que es una medida con signo en X si:
a) es o-aditiva ;
bd uCegd=0.

Si uCBY20 para cada BeB(XD, sol@ se dice que u es una medida.
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Definicién 2.1. Sea H una medida con signo;, definimos la parte

positiva y negativa de u por

HCBI:= sup { puCAd : AeBCXD } , vy
HCBI:= inf { pCAD : AeBCXD §,
respectivamente. Estas medidas tienen las siguientes propiedades:
adal menos una de éllas es finita;
bl pr= T

A la igualdad en b) se le conoce como Descomposicién de

Jordan—-Hahn.

Sea la norma definida por:

2.2 fell : = HCXO - CXD= sub uCBY — inf uCBY , BeBC XD
i B B .

en el espacio de las medidas con signo finitas en X, la cual se

conoce como norma de la variacion total de pu. Cver Ash (197230,

Teorema 2.3. (Teorema de Descomposicidn de Jordan—Hahn-D

Si u es una medida con signo en X, entonces existen conjuntos
ajenos medibles X' y X7, tales que

ad X=x" U x;

b uCX’n B>20 y uCX) BO=O .para cada BeBC(XD;

> ";.z" : = y'CX'D—u;CX.'D.

Demostracién. Ash €1972) p.60.

La integracidn con respecto a una medida con signo finita wu

estd definida para cada veB(X2 por:

(2. 4> f vdu: = Jr vdpu” —I vdu, y satisface
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Sean P vy Q medidas de probabilidad en (X,B(XDD. Entonces P-Q es
una medida con signo finita y su norma de variacién total es dada

por:

CE. 62 ' [P-Qfl= 2 sup |PCBO-XBY| .
B

Convergencia Débil

. Sea {Pn} una sucesidn de medidas de probabi}idad en X, se dice

que {P.} converge debilmente a P si

J‘ fdP, —s f fdP

para toda feCCXD.

El espacio [PCXD de las medidas de probabilidad en X, es un
iespacio topoldgico con la topologia de la convergencias débil. En
tal casot |
ce2.7>2Cad si X -es un espacio de Borel, [PCX) también lo es;
_C2.72Ckd si X es compacto y metrizéble, [PCXD> también lo es.
Ver Bertsekas and Shreve, (1978, p. 1a7.
Para X un espacio de Borel, {x> un conjunto denso en X, sean
fweCCXJ~d9finidas por
£,,050: =2C1—-j dlx,%x2dv0 i,j=t.2,... ,

con d la métrica en X y xvy=max{x,y>.

Sea M:={f,+ i,j=1,2,...}
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Proposicién 2.8. Sean P, P.ePCX>. sSi  [f,dP=[f dP. para
i,j=1,2,..., entonces P,=P,.

Demostracién. Ethier and Kurtz (19880, Bertsekas and Shreve

C1978>. -

Probabilidades de transicidn

Definicién 2.9. Sean X y Y espacios de Borel. Una probabilidad
de transicién qC - 3> en X dado Y es una funcidén tal que gC syl es
una medida de probabilidad en X para cada yeY¥Y, y g(Bs D2 es una

4

funcidén medible en Y para cada BeB(XD.

Definicién 2.10. Sean X y Y espacios de Borel y gl ~ 2> una
probabilidad de transicién en X dado Y.

a);d es fuertemente continua si la funcidn

y  — f v x> gCdx-yD

es acotada y continua en y, para cada'veBCX); -

b2 q>es débilmente continua si la funcidén en ad es acotada y
continua para cada veC{X);

c) g es semi-continua superiormente, si la funcién en ad es

semi ~continua superiormente para cada veCSCXD.
Proposicion 2.11. Sea qC ~ D una probabilidad de transicidn en
X dado Y y f: XY — R una funcién medible. Se define g: Y —> R por

glyd: = f fix, y>oqldxyd (siempre que la integral existad

' E
a) si feBCXYD entonces geBC(YD;

b) si q es débilmente continua y feCCXY),‘entonces gsCCYD
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c) si q es débilmente continua y feCsC)-(YI). entonces geCsCY).

Demostracién. Bertsekas and Shreve (1878), p. 148.

3. FUNCIONES MULTIVALUADAS Y TEOREMAS DE SELECCION.
Sea (CX,B8(X2D) un espacio medible ¥y (A,p) un espacio métrico
separable.

Fara C,C" subconjuntos cerrados de A, se define

dCC,C’D: = max { sup o©Lc,C’D, sup eLe’, 0O}
ceC c’eC’

donde p(x,Bd:% inf { o(x,yd: yeB} xeX y BcA.

La funcidn d satisface las propiedades de una métrica en la
familia de los subgonjuntos cerrados (no-vacios) de A, se le conoce
como métrica de Hausdorsf.

Sea CCA) 1la familia de todos los subconjuntos compactos

Cno—vacios) de A.

Proposicion 3.1. Si (A,0> es separable, entonces ‘el espacio
métrico CCCAD,d> también lo es.
Demostracidn. Schidl (187%5).
Sean X y A espacios de Borel. A una correspondencia D que

asocia a cada xe€X un subconjunto no-vacio DXX)IEA se le llama funcién

multivaluag_g_ de X en A Al conjunto K: ={Cx.a):xeX.aeDCxD} se le
conoce como la grafica de D.

vl}ara cada BcA Cno-vaciod se define D'(BD: ={xeX: DCx)anqS}.

Sea D una funcidn multivaluada de X en A, Se dice gue es:

a) Borel-medible si D'(B) es un subconjunto de Borel en X para
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cada BcA cerrado;
b) semi-continua superiormente si para cada subconjunto abierto
GcA, el conjunto {xeX: IXx)cG} es abierto en X.

Un selector medible con respecto a D es una funcidén medible

f: X — A tal que f(x2e€D(xD para cada xeX.

Proposicién 3.2. Sea D:X —> CCAD una funcidén multivaluada. Las

- siguientes condiciones son equivalentes.

ad) D es Borel-medible;

bd D'CB> es un conjunto de Borel en X para céda subconjunto
abierto B de A;

c) la grafica de D es un conjunto Borel-medible en XA;

dd D es wuna funcidn Borel-;medible\ de X a €A (¢ con la

topologia generada por la métrica de Hausdorff?f

Demostracién. Himmelberg et al 19763

Teoremas de Seleccidn

Teorema 3.3. Sea D: X — CJIAD una funcidén nmultivaluada y

v(x,a)ecsck). Entonces

a) existe un selector f con respecto a D tal que

vix, f(x32= sup vix,a) para cada xeX,
_ aeDC > '
v la funcién b
»
v (xD: = sup vix,ad) . es medible.
aeDX x>

- 2
b) si D es semi-continua superiormente y veCsCXAD, entonces

L B
v eC CXD. .
s
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Demostracion. Bertsekas and Shreve (1878); Schil (18975).

Teorema 3.4. Sea D: X —s CCAD una funcidn multivaluada medible
y £f.> una sucesién de selectores medibles con respecto a D.

Entonces existe f: X — A medible tal que
£C0el | {£.00 paX 0, xeX.

Demostracidn. Schidl (1875D

Teorema 3.5. Sean X, Y espacios de Borel y q una probabilidad

de transicién en X dado Y. Si para cualquier subconjunto SeB8CXYD,
qCSy Zy2>0 pafa cada ye€Y, :

donde Sy:={xex: (x,y>es>, entonces existe g:X — Y medible, cuya

grafica es un subconjunﬁo de S, esto es, (x,glxdlesS, xeX.

Demostracién. D. Blackwell and C. Ryll—NqES?ewski C1963D.
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