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Resumen

El presente trabajo se centra en el estudio de algunas propiedades topoldgicas tipo
compacidad llamadas propiedades estrella P. Dado un espacio topolégico X y una
propiedad topoldgica P, decimos que el espacio X es estrella P si para cualquier cu-
bierta abierta U de X podemos encontrar un subconjunto A con la propiedad P tal
que St(A,U) = X. El subconjunto A se llama nucleo para la cubierta U. El obje-
tivo de esta tesis es presentar condiciones suficientes y necesarias para que dos clases
de espacios topoldgicos sean equivalentes; es decir, dadas dos propiedades topoldgicas
P y @, estudiaremos en qué clases de espacios ser estrella P es equivalente a ser es-
trella (). También se presentan las relaciones que existen entre la propiedad estrella P
y propiedades como compacidad numerable, pseudocompacidad, tenuemente Lindelof,
entre otras; por ejemplo se dan condiciones suficientes y necesarias para que la clase
de los espacios estrella numerable y la clase de los espacios tenuemente Lindeldf sean
equivalentes. En los casos donde solamente tengamos la suficiencia proporcionaremos
ejemplos que diversos autores han construido para evidenciar que las clases de los es-
pacios no son equivalentes. Estos ejemplos son de gran importancia ya que nos ayudan
a cuestionar bajo qué condiciones las clases de estos espacios podrian ser equivalentes.

En la parte final del trabajo se presentan dos propiedades mas débiles que la
propiedad estrella P, a las que denominamos estrellas débiles. En esta seccion del
trabajo se examina en qué clases de espacios topoldgicos estas dos propiedades son
equivalentes y la relacién que poseen con la propiedad estrella P y con otras propiedades
tipo compacidad.
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Introduccion

El primer capitulo de este trabajo contiene resultados preliminares importantes para el
desarrollo del estudio de las propiedades estrella P, consta de teoremas importantes so-
bre espacios pseudocompactos y numerablemente compactos. Ademads, se construye un
espacio que se ocupara constantemente para demostrar la no equivalencia entre clases
de espacios topoldgicos; este espacio es el espacio de Mrowka determinado por familias
casi ajenas en algiin cardinal infinito .

En el capitulo 2 se introduce la propiedad estrella P y caracteristicas elementales
sobre ésta. El primer resultado relevante de este capitulo es que cualquier espacio
topologico numerablemente compacto es estrella finito, pero la implicacién reciproca no
se cumple, ya que existe un espacio 17 estrella finito que no es numerablemente com-
pacto, demostraremos que en la clase de los espacios de Hausdorff estas dos propiedades
son equivalentes. Ademas definiremos lo que es un espacio n-estrella finito y probaremos
que un espacio topoldgico estrella compacto es 1-estrella finito, pero que la implicacion
reciproca no se cumple. FEn la segunda secciéon del capitulo 2 se muestra que en la
clase de los espacios de Tychonoff cada espacio estrella finito de orden w es pseudocom-
pacto y que cada espacio tenuemente compacto es 2-estrella finito. Otros resultados
importantes que se exponen en este capitulo son que el producto de un espacio estrella
Lindelof y un espacio compacto es un espacio estrella Lindelof y que el producto de un
espacio tenuemente Lindel6f y un espacio separable es un espacio tenuemente Lindelof.

En el capitulo 3 se estudia la propiedad estrella P cuando ” P =numerable” y cuando
7 P = finito”, en la primera parte del capitulo se estudian relaciones entre estas y otras
propiedades del tipo compacidad. Se muestra que en la clase de los espacios 77, cada
espacio estrella Lindelof es tenuemente Lindel6f y también se prueba que el producto de
un espacio de Lindelof y un espacio numerablemente compacto no necesariamente es un
espacio estrella Lindelof. En general, en esta primera seccién se demuestran una serie
de implicaciones de propiedades del tipo estrella P las cuales no pueden ser reversibles
en la clase de los espacios T;. Por ejemplo en el capitulo 2 se muestra que cada espacio
T} con extension numerable es estrella numerable y en este capitulo se proporciona un
ejemplo que demuestra que la implicacion reciproca no se cumple. Este ejemplo es el
mencionado anteriormente, el espacio de Mrowka W(A) = wU.A que es separable y tiene
extension no numerable. El teorema mas importante de esta seccion fue demostrado
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en [3] que nos proporciona condiciones suficientes y necesarias para que la clase de los
espacios con extension numerable y la clase de los espacios tenuemente Lindelof sean
equivalentes. Otro resultado interesante de esta seccién es la existencia de un P-espacio
de Tychonoff tenuemente Lindel6f que no es estrella Lindelof bajo la suposicion de que
existe una familia MCAG A en w, tal que |A]¥ = |A|, esta suposicién es independiente
de ZFC. La segunda seccién de este capitulo esta centrada en el estudio de los espacios
SCFE que son aquellos que para cada cubierta abierta se puede encontrar un nticleo con
extension numerable, estos espacios fueron estudiados ampliamente en [18]. La clase de
los espacios SC'E yace entre la clase de los espacios estrella Lindelof y la clase de los
espacios tenuemente lindelof.

El capitulo 4 esta dedicado a las propiedades estrella P en la clase de los P-espacios
y en la clase de los espacios de Moore. En la primera seccién se define un espacio
débilmente k-metalindelof y se da una equivalencia entre la clase de los espacios con
extensién numerable y la clase de los espacios estrella numerable. Ademés se propor-
ciona un teorema que nos provee de la equivalencia de las siguientes propiedades en
la clase de los P-espacios normales: estrella numerable, estrella Lindelof, tenuemente
Lindeldf, la dcce y extension numerable. En esta seccion también se da un ejemplo de
un espacio de Hausdorff con la dcce que no es tenuemente Lindelof. En la seccién 2 de
este capitulo se muestra que las propiedades estrella Lindelof y estrella numerable que
fueron estudiadas en el capitulo 3 son equivalentes a la propiedad de separabilidad en
la clase de los espacios de Moore.

En el capitulo 5 se estudia la propiedad estrella P debilitada, es decir, las propiedades
casi estrella P y débilmente estrella P. En la primer seccién se muestran las rela-
ciones entre éstas y la propiedad DC'(w;). Por ejemplo se prueba que cualquier espacio
topolégico T con la DC(wy) es débilmente estrella numerable y que cada espacio con
celularidad numerable es débilmente estrella numerable. Adema&s se proporciona un
ejemplo de un espacio de Tychonoff que es casi estrella numerable pero no es estrella
numerable. Un resultado importante en esta seccién nos da condiciones suficientes y
necesarias para que las siguientes clases de espacios sean equivalentes: débilmente es-
trella numerable, casi estrella numerable, X tiene un subespacio denso con extension
numerable y estrella numerable. En la seccion 2 de este capitulo se demuestran proposi-
ciones analogas para ” P =finito”. En la tltima seccion se relacionan las propiedades
débiles con propiedades como ser metacompacto y ser metalindelof y se demuestra que
un espacio de Hausdorff débilmente estrella numerable con diagonal de orden 4 tiene
cardinalidad a lo mas 2“.
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Capitulo 1

Pseudocompacidad y compacidad
numerable.

1.1 Propiedades basicas y ejemplos.

En este trabajo R denotara al conjunto de los niimeros reales con la topologia Euclideana
a menos que se especifique otra cosa. Para cada espacio topolégico X denotaremos por
C(X) al conjunto de todas las funciones continuas real valuadas definidas en X y por
C*(X) al subconjunto de C'(X) de las funciones acotadas. También denotaremos por
fAg(fVg)alafuncién infimo (a la funcién supremo) de f, g. Por P(X) denotare-
mos el conjunto potencia del conjunto X y por [X]® la coleccién de subconjuntos de
X de cardinalidad , mientras que [X]<" serd la coleccién de subconjuntos de X de
cardinalidad menor que . Para indicar que U es un subconjunto abierto en X que
contiene a un subconjunto A C X utilizaremos la siguiente notacién: U € 7(A, X) y
si A = {a}, entonces simplemente escribiremos U € 7(a, X) en lugar de U € 7({a}, X) .

En particular, en esta seccién mencionaremos algunos resultados que seran de gran
importancia para el entendimiento de las secciones siguientes, se demostraran los resul-
tados més relevantes para fines de este trabajo.

Definicién 1.1.1. Un espacio topoldgico X es numerablemente compacto si cada cu-
bierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio topoldgico. Un subespacio D C X se llama
discreto si para cada d € D existe V € 7(d, X) tal que VN D = {d}.

Proposiciéon 1.1.3. Un espacio topologico T es numerablemente compacto si y sélo
si cada subespacio cerrado y discreto es finito.

Demostracion. (=) Supongamos que D es un subespacio numerablemente infinito,
cerrado y discreto. Para cada d € D sean U una vecindad abierta de d tal que
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UNnND={d}yU={U;:de D}U{X \ D}, asi U es una cubierta abierta numerable
que no tiene subcubierta finita.

(<) Sean U = {U, : n € w} una cubierta abierta de X que no posee subcu-
bierta finita, es decir, para cada m € w, | J{Ur : k < m} # X, asi podemos es-
coger T, € X \ [ J{Ux : £ < m} tal que si k # m, entonces ry # z,, y hacemos
D ={x, :n € w}.

Para ver que D es discreto sea x,, € D, asi existe n € w tal que z,, € U,, entonces
Vin = U, \ {2k : kK < n} es una vecindad de z,, tal que V,, N D = {z,,}.

Para demostrar que D es cerrado sea z € X \ D. Como U es una cubierta abierta,
existe n € w tal que z € U,. Entonces U, \ {z) : £ < n} es una vecindad abierta de z
que no intersecta a D.

]

Definicién 1.1.4. Un espacio de Tychonoff X es pseudocompacto si para cada f €
C(X), se tiene que f[X] es acotado en R, es decir, C(X) = C*(X).

Proposicion 1.1.5. Si X es un espacio de Tychonoff numerablemente compacto, en-
tonces X es pseudocompacto.

Demostracion. Sea f — R una funcién continua, entonces f[X] es numerablemente
compacto en R. Como ser compacto y numerablemente compacto son propiedades
equivalentes en espacios métricos, tenemos que f[X] compacto, por lo tanto f[X] es
acotado.

m

El siguiente lema es el Corolario 3.10.27 de [6].

Lema 1.1.6. Si X es un espacio pseudocompacto y Y es un espacio compacto, entonces
X XY es pseudocompacto.

Lema 1.1.7. Sea X un espacio topolégico de Tychonoftf y D C X un subespacio denso
y pseudocompacto, entonces X es pseudocompacto.

Demostracion. Sea [ : X — R una funcién continua. Entonces g = f|, es una
funcién continua en D. Como D es pseudocompacto, existe M > 0 tal que g[D] C
[—M, M], asi tenemos que f[X] = f[cl(D)] C cl(f[D]) = cl(g[D]) C cl([-M, M]) =
[—M, M]. Por lo tanto X es pseudocompacto.

O

Ejemplo 1.1.8. Existe un espacio que es pseudocompacto y que no es numerablemente
compacto.
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Demostracion. El espacio es la Plancha de Tychonoff 7' = ([0, wq] x [0, w]) \ {(w1,w)}
dotado con la topologia de subespacio del producto [0,w;] x [0,w]. El subconjunto
D = {(w1,n) : n < w} es cerrado y discreto en 7. Por el Lema 1.1.3, tenemos que T’
no es numerablemente compacto.

Falta ver que T es pseudocompacto. En efecto, como w; es numerablemente com-
pacto, por el Lema 1.1.5 tenemos que w; es pseudocompacto. Como w+ 1 es compacto,
por el Lema 1.1.6 tenemos que el subconjunto w; X (w + 1) es pseudocompacto y es
denso en T'; por el Lema 1.1.7 tenemos que 1" es pseudocompacto.

0
(0,(.0) Q O (wlaw)
= D
w+1
(0,0)° ®(w1,0)
w1 + 1

Figure 1.1: La Plancha de Tychonoff

Proposiciéon 1.1.9. Si X es un espacio pseudocompacto y f : X — Y es una funcién
continua y sobreyectiva, entonces Y es un espacio pseudocompacto.
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Demostraciéon. Supongamos que Y no es un espacio pseudocompacto, entonces existe
una funcién g : Y — R continua que no es acotada. Como go f € C(X) y (go f)[X]
no esacotado; asi X no es pseudocompacto.

m

La Plancha de Tychonoff es un ejemplo importante ya que en los siguientes capitulos
mostraremos ejemplos tipo Plancha de Tychonoff. Si el lector esté interesado en otras
propiedades de este espacio puede consultar [19].

1.2 Caracterizaciones de pseudocompacidad.

Definicién 1.2.1. Una familia ¢ de subconjuntos en un espacio topolégico X se llama

localmente finita si para cada v € X existe una vecindad W de z tal que {U € U :
WU # 0} < w.

Definicién 1.2.2. Un espacio X es tenuemente compacto si cada familia localmente
finita de subconjuntos abiertos no vacios es finita.

Lema 1.2.3. Sea X un espacio topolégico. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) X es tenuemente compacto;

(2) cada familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios ajena por pares
es finita;

(3) si {V,, : n € w} es una familia decreciente (es decir, V,,11 C V,, para cada n € w)
de subconjuntos abiertos no vacios de X, entonces ({cl(V;,) : n € w} # 0;

(4) cada cubierta abierta numerable de X tiene una subfamilia finita cuya unién es
densa en X.

Demostracion. (1)= (2) Obvio.

(2)= (1) Supongamos que no se cumple (1), es decir, existe una familia {C,, : n € w}
localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios de X. Sean ky = 1y x; € Cy,.
Entonces podemos encontrar un subconjunto abierto Vi € 7(x1, X) y ko € w tales que
Vi N Cy = 0 para todo k > ko y elegimos x5 € Cj,. Al haber elegido z,, 1 € Cy,_,
Y Viner € 7(xm1,X) tal que V,,_1 N C, = 0 para cada k > k,,; observemos que
{V;:i=1,...,m— 1} es una sucesién de subconjuntos abiertos tales que Cy, N V; # ()
y si i < j entonces V; N Cy, = 0. Sea z, € Cy,,, entonces podemos encontrar un
subconjunto abierto V;,, € 7(2ym, X) v ka1 € w tal que V,, N Cy, = 0 cuando k > k1.
Entonces {V,, N C, : n € w} es una familia localmente finita de subconjuntos abiertos
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no vacios ajenos dos a dos.

(1)= (3) Supongamos que (3) es falso, sea {V,, : n € w} una sucesién decreciente
de subconjuntos abiertos no vacios de X tal que ({cl (V,,) :n e w} =10. Siz € X,
entonces existe n € w tal que si k > n, se tiene que x ¢ cl (Vy), entonces X \ cl (V)
es una vecindad abierta de z que intersecta sélo a un numero finito de elementos de
la familia {V}, : n € w}. Asi {V,, : n € w} es una familia infinita localmente finita de
conjuntos abiertos no vacios de X.

(3)= (4) Sea {C), : n € w} una cubierta abierta de X y sea V,, = X \ cl(U{C; : 1 <
j < m}). Entonces {V,, : n € w} es una sucesion decreciente de conjuntos abiertos no
vacios de X y ({cl(V,,) :n € w} C X\ U{C, : n € w} = 0. Asi, por hipétesis Vj, =0
para algin k € w, entonces [J{C; : 1 < j < k} es densa en X.

(4)= (2) Supongamos que no se cumple (2). Entonces existe una familia infinita
localmente finita de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos {V,, : n € w}. Para
cada x € X fijamos un conjunto abierto U, tal que x € U, y tal {n € w : U, NV, #
0} = F, es un subconjunto finito de w. Sea F = [w]|<¥, ahora para cada F' € F sea
Wrp=U{U, :z€ Xy F,=F}. Entonces C = {Wr : F € F} es una cubierta
abierta numerable de X, pues si y € X entonces existe un conjunto abierto U, tal que
ycUyytalque {n cw:U,NV, #0} =F, asiy € Uy C Wg,. Sea {Fy, F, ..., F,}
un subconjunto finito de F, elegimos k € w \ J{F; : 1 < i < n} y supongamos que
z € (U{WE, : 1 <@ < n}) NV, entonces existe j € {1,...,n} tal que z € Wg, N Vj.
Entonces existe w € X tal que z € U, y F,, = F;. Como k ¢ F}, se sigue que
Uy NVi. =0, lo cual es una contradicciéon . Asi (J{Wr, : 1 <i<n})NV, =0, porlo
tanto la unién de ningin subconjunto finito de C es densa en X.

]

Teorema 1.2.4. Un espacio de Tychonoff X es tenuemente compacto si y solo si es
pseudocompacto.

Demostracion. (=) Supongamos que X es un espacio de Tychonoff tenuemente com-
pactoy f : X — R es una funcién continua. Para cada n € w sea U, = {z € X :
|f(x)] >n} = f1(—o00,—n)U(n,o00)]. Ahora consideremos la familia de subconjuntos
abiertos {U, : n € w}. Sea x € X, entonces existe m € w tal que |f(z)] < m. Sea
V = f(f(z) — 1, f(x) + 1)], se sigue que V es una vecindad de x que intersecta a
lo méds m elementos de las familia {U,, : n € w}, por lo que la familia es localmente
finita. Como X es tenuemente compacto la familia es finita. Por lo tanto la funcién f
es acotada.

(<) Supongamos que X es un espacio de Tychonoff pseudocompacto y que U = {U, :
n € w} es una familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios de X. Para
cada n € w elegimos z,, € U,,. Asimismo para cada n € w existe una funcién continua
fn: X = [0,n] tal que fn(x,) =ny fu[X \ U,] C {0}. Como cada z € X estd en a lo
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més un nimero finito de elementos de la familia U, la funcién f = > _  f, estd bien

definida.

n<w

Sean z € X, f(z) € (a,b) y O € 7(z,X) tal que C = {n < w : U, NO # O} es
finito. Consideremos el conjunto A = {n < w : f,(z) > 0}. Observemos que A C C'y
que f(y) = > ,ca fn(y) para cada y € O, por lo que la funcién ) _, f, es continua.
Se sigue que podemos encontrar una W € 7(x, X) tal que ) _, fn[W] C (a,b). Sea
V =0NW, entonces x € V' y f[V] C (a,b). Por lo tanto la funcién f es continua y no

acotada.
]

Esta equivalencia fue demostrada por Glicksberg en el ano 1952. Puede consultar
més informacién sobre la clase de los espacios pseudocompactos en [8]. Como conse-
cuencia de este ultimo teorema en espacios de Tychonoff podemos ocupar cualquier
equivalencia del Lema 1.2.3 que caracterizan la pseudocompacidad.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio topoldgico; se le llama celularidad de X al cardinal

co(X)=sup{|U |: U C 7(X)\ {0} y U es ajena dos a dos}.

Si F C 7(X) es una familia ajena dos a dos, diremos que F es una familia celular en
X.

El siguiente lema es técnico pero es relevante para las secciones posteriores ya que
lo utilizaremos un par de veces.

Lema 1.2.6. Cada familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios F de
cardinalidad k, tiene un refinamiento celular de cardinalidad k.

Demostracion. Sea F = {F, : a < x} una familia localmente finita de subconjuntos
abiertos no vacios. Elegimos Uy C Fj tal que U intersecta solamente a un nimero finito
de elementos de F, digamos Fo = {F € F : FNUy # 0}. Al haber elegido subfamilias
finitas F3 y subconjuntos abiertos mutuamente ajenos Ug para cada [ < a < K,
notemos que || J{Fs: B < a}| < |F|yseay=min{: F¢ ¢ |J{Fs: 8 < a}}. Como
F.NUs = () para cada § < «, tomamos U, un subconjunto abierto y no vacio contenido
en F,, el cual intersecta tinicamente a un ntmero finito de elementos de F, digamos
Fo- De esta forma la familia U = {U, : @ < k} es un refinamiento celular de F.

m

Corolario 1.2.7. Si X es un espacio 77 numerablemente compacto, entonces X es
tenuemente compacto.

Demostracion. Supongamos que U = {U,, : n € w} es una familia localmente finita
de subconjuntos abiertos no vacios de X, por Lema 1.2.6 I/ tiene un refinamiento celular
V ={V,:n € w}. Paracadan € wsead, €V, sesigue que D = {d,, : n € w} es un
subconjunto cerrado y discreto en X. Por lo tanto, X no es numerablemente compacto.

O
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Lema 1.2.8. Si X es un espacio y {Cy }a<x €s una familia localmente finita de conjuntos
cerrados no vacios, entonces C' = U C, es cerrado.

aER

Demostracion. Sea © € X \ C. Entonces, existe U conjunto abierto que contiene
z tal que F' = {a € k : UNC, # (0} es un conjunto finito. Entonces el conjunto
V=Un (ﬂ X \ C,) es una vecindad abierta de x tal que V' N (U Cq) = 0. Por lo

acel QER
tanto C es cerrado.

]

Definicién 1.2.9. Un espacio X se llama paracompacto si cada cubierta abierta de X
tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Lema 1.2.10. Si X es un espacio topolégico de Hausdorff y paracompacto, entonces
X es regular.

Demostracion. Sea D C X un subconjunto cerrado de X y = € X \ D. Para
cada d € D, existen subconjuntos ajenos Uy € 7(z,X) y Vg € 7(D,X). La familia
G={Vy:de D}U{X \ D} es una cubierta abierta de X; por ser X paracompacto,
G tiene un refinamiento localmente finito F. Seald = {U € F : UN D # (0}. Cada
elemento de U es un subconjunto de un elemento de V; € G. Como x ¢ cl(V;) para cada
de D, x ¢ cl(U) para cada U € U. Por el Lema 1.2.8, tenemos que | J{cl(U) : U € U}
es cerrado, se sigue que (J{U : U € U} y X \ U{cl(U) : U € U} son subconjuntos
abiertos ajenos que contienen a D y a x respectivamente. Por lo tanto X es un espacio
regular.

O

En lo sucesivo presentaremos un espacio de gran importancia para este trabajo, ya
que lo ocuparemos recurrentemente como ejemplo para demostrar que ciertas condi-
ciones son necesarios pero no suficientes; este espacio es llamado espacio de Mréwka.
Antes de definirlo requerimos los siguientes conceptos.

Definicién 1.2.11. Sea k un cardinal. Una familia A C [k]¥ es una familia casi ajena
(AD) si para cada A, B € A con A # B se tiene que |[AN B| < w.

Una familia AD A es mazimal casi ajena (MAD) si A C By B es casi ajena implica
que A = B.
Lema 1.2.12. Cada familia AD en [x]* estd contenida en una familia MAD.

Demostracion. Sean A una familia AD en [k]* y € una cadena de familias AD en la
familia:
B = {D : D es una familia AD y A C D}.

Sea M = |J€. Afirmamos que M es una familia AD. Para demostrar este hecho,
sean A, B € M, entonces existen C4 y Cg en € tales que A € C4, y B € Cg, como €
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es una cadena podemos suponer sin pérdida de generalidad que C4 C Cp. Entonces
A, B € Cp, ya que Cp es una familia AD, se sigue que |AN B| < w. Entonces M es una
familia AD. Por el Lema de Zorn se sigue que € tiene un elemento maximal.

O

Ejemplo 1.2.13. Existe una familia MAD finita en w.

Demostracion. Sea A el conjunto de los enteros no negativos pares y B el conjunto
de los enteros no negativos impares; si C' es cualquier conjunto infinito de w, entonces
C'N Ao CnN B es infinito. Por lo tanto {A, B} es una familia MAD.

m

Teorema 1.2.14. Una familia MAD infinita en [£]* es no numerable.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existe una familia MAD nu-
merablemente infinita A = {4, : n € w}. Sea zy € Ap; al haber escogido elementos
T1,..., Tn_1 tales que z,, € A, \ A; para cada j < m < n, consideremos el conjunto:

S=A\|J{Ai:0<i<n—1}

Por ser A una familia MAD, S es infinito. Asi podemos elegir z,, € S. Sea B =
{z, : n € w}, entonces B es un subconjunto infinito de w y BN A, = {z,}, esto
demuestra que B = AU {B} es una familia AD y A C B lo que contradice que A es
maximal.

[
Ejemplo 1.2.15. Existe una familia AD en [w]* de cardinalidad c.

Demostracion. Para cada r € R sea {z]'} una sucesién no trivial de racionales que
converge a r. Sea A = {{z.} : r € R}. Sirs € R son distintos, entonces los
conjuntos {z] :n € w} y {xf : n € w} tienen interseccién finita, ya que de lo contrario
la interseccion de los dos conjuntos determinaria una subsucesion de cada una de las
sucesiones que convergeria tanto a r como a s. Por lo tanto A es una familia casi ajena
de cardinalidad c.

O

Corolario 1.2.16. Existe una familia MAD [w]¥ de cardinalidad c.

Ahora procederemos a construir el espacio topoldgico prometido anteriormente. Si
A es una familia MAD infinita en [£]* el espacio Mréwka determinado por A se define
como V(A) = kU A con la siguiente topologia 7y:

(1) Si « € K, entonces {a} es abierto.

(2) Si A € A, entonces una vecindad basica de A es de la forma {A} U (A \ F),
donde F' C k es finito.
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Proposicién 1.2.17. Sea A una familia MAD infinita en [k]“; el espacio (¥ (A), Ty)
tiene las siguientes propiedades:

(a) Es un espacio de Hausdorff;
(b) si k = w el espacio es separable;
(¢) no es un espacio numerablemente compacto;

(d) es un espacio pseudocompacto.

Demostracion. (a) Sean A, B € A distintos. Entonces F' = AN B es finito y por
tanto, {A}U(A\ F) y {B}U(B\ F) son vecindades ajenas de A y B respectivamente.

(b) El subconjunto w es denso y numerable en ¥(.A).

(c) Seax € U(A)\ A, entonces z € ky {z} es una vecindad de x que no intersecta a
A. Se sigue que A es un conjunto cerrado en W(.A). Por otro lado, V4 = {A} UA es una
vecindad de A para cada A € A. Més aun, VyN.A = {A}, entonces A es un subespacio
infinito, cerrado y discreto de W(.A4). Por el Lema 1.1.3 ¥(A) no es numerablemente
compacto.

(d) Supongamos que f : ¥(A) — R es una funcién continua y no acotada. Como
k es denso en VU(A) tenemos que f no es acotada en . Entonces existe una sucesién
inyectiva {z,} tal que f(x,) > n para cada n € w; sea B = {z,, : n € w}. Puesto que
A es una familia MAD existe A € A tal que |AN B| = w; entonces f no es continua en
(AN B)U{A}, pues AN B es una sucesién que converge a A.

O

Proposicion 1.2.18. Un espacio pseudocompacto y normal es numerablemente com-
pacto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio normal pero no numerablemente
compacto. Entonces por el Teorema 1.1.3, existe un subconjunto D = {d,, : n € w}
cerrado y discreto; definimos f : D — R por f(d,) = n. Por el Teorema de Tietze, f
tiene una extension continua a X, asi hemos demostrado que X no es pseudocompacto.

O]

En el estudio de espacios topoldgicos y su relacion con el conjunto de funciones con-
tinuas definidas en estos, es natural pensar en las propiedades que tienen las imagenes
inversas y directas de dichas funciones. El conjunto f~'[{0}] serd llamado el conjunto
cero de la funcién f : X — R y lo denotaremos por Z(f), asi que :

Z(f) ={z € X : f(x) = 0}.
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Al complemento de un conjunto nulo lo llamaremos conjuntos cocero.

Omitiremos las demostraciones triviales de la siguiente proposicién.

Proposicion 1.2.19. Para un espacio topoldgico X y dos funciones continuas f,g :
X — R se tienen las siguientes propiedades:

(a) Z(f) = Z(|f]) = Z(f") para cada n € w\ {0};

(c) Z(f9) = Z(f) U Z(9);
(d) Z(f*+g%) = Z(If| + |gl) = Z(f) " Z(g)-

Definicién 1.2.20. Si X es un espacio topolégico, un subconjunto G de X se llama G
si es la interseccién numerable de subconjuntos abiertos , es decir, si G = (\{G,, : n € w}
donde cada G,, es un subconjunto abierto.

Definicién 1.2.21. Si X es un espacio topolégico, un subconjunto F' de X se llama
F, si es la unién numerable de subconjuntos cerrados , es decir, si F' = |J{F, : n € w}
donde cada F;, es un subconjunto cerrado.

Proposicion 1.2.22. Cada conjunto cero es un conjunto Gjy.

Demostracién. Sea f: X — R una funcién continua, entonces:

Z(f):ﬂ{xeX < S } N K—ll)}

new new

Corolario 1.2.23. Cada conjunto cocero es un conjunto Fj.

Para un subconjunto A C C(X) tenemos que Z[A] = {Z(f) : f € A}, entonces
Z[C(X)] es el conjunto de todos los conjuntos cero de X.

Proposicién 1.2.24. Si X es un espacio topolégico, entonces el conjunto Z[C(X)] es
cerrado bajo intersecciones numerables.

Demostracion. Sea f, € C(X) para cada n € w y definimos:

|fn’/\_n y g Zgn

new
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1 o . : :
Como |g,(z)] < > Por el criterio de Weierstrass la serie converge uniformemente

y por lo tanto g € C'(X). Entonces:

Z(g) = ﬂ Z(gn) = m Z(fn)-

necw necw

]

Definicién 1.2.25. Sea X un espacio topoldgico; decimos que G C X es Gs-denso en
X si para cada A subconjunto G no vacio de X se cumple que G N A # ().

Teorema 1.2.26. Si X es un espacio topoldgico pseudocompacto, entonces X es G-
denso en cada compactacién de X.

Demostracion. Sean bX una compactacién de X y G = ({G, : n € w} un subcon-
junto G5 no vacio de bX, donde G,, es un subconjunto abierto de bX para cada n € w.
Supongamos que GNX = () y sea 2 € G; como bX es un espacio de Tychonoff, para
cada n € w existe un conjunto cero Z, de bX tal que z € Z, C G,,.

El conjunto Z = ({Z, : n € w} es un conjunto cero de bX y z € Z C G. Sea
f € C(bX) tal que Z = f~'[{0}]. Puesto que Z(f) = Z(|f|) podemos suponer que
f(x) > 0 para cada = € bX. Asi f(z) > 0 para cada z € X, como z € f7'[[0, )]
para cada n € w y X es denso en b.X, entonces para cada n € W existe x,, € X tal que
flz,) < %H por lo tanto (%) |x€ C(X) y es no acotada, lo que contradice que X sea

pseudocompacto.
m
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Capitulo 2

Propiedades estrella P y
pseudocompacidad.

2.1 Espacios estrella P.

En esta seccién definiremos los espacios estrella P, donde P es una propiedad topoldgica,
y mencionaremos algunos resultados basicos sobre estos. En la primera seccién nos
enfocaremos en la propiedad “P = finito”, es decir, en los espacios estrella finita;
estudiaremos la relacion entre estos y los espacios topoldgicos con propiedades mas
conocidas de tipo compacidad, como la compacidad numerable y la pseudocompacidad.
Ademas mostraremos la correspondencia que existe entre estos espacios con los espacios
n-estrella finita y los espacios n-estrella numerable que primero fueron estudiados por
E.K van Douwen, G.M. Roscoe y I.J. Tree en [5] y més adelante por diversos autores que
iremos mencionando. Un trabajo importante sobre este tema es [16] de M. Matveev,
pero en este trabajo utilizaremos la notacién que fue introducida por van Mill, Tkachuk
y Wilson en [3].

Definicién 2.1.1. Si X es un espacio topoldgico y U es una familia de subonjuntos de
X, entonces la estrella de un conjunto A C X con respecto a la familia U es el conjunto:

StAU) = fU eu:UnA+0}.

Recursivamente definimos St" ™ (A,U) = St(St"(A,U),U), donde St°(A,U) = Ay por
tanto St'(A,U) = St(A,U).

Proposiciéon 2.1.2. Si X es un espacio topolégico, A C X y U es una cubierta abierta
de X, entonces cl(St"(A,U)) C St""1(A,U) para cada n € w.

Demostracion. Sea z € cl(St"(A,U)), como St(z,U) es una vecindad abierta de z

tenemos que St(z,U) N St"(A,U) # (; se sigue que z € St"TH (A, U).
O

13
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Definicién 2.1.3. Sea P una propiedad topoldgica. Un espacio X se dice que es es-
trella P si para cada cubierta abierta U de X, existe un subconjunto A C X que tiene
la propiedad P tal que St(A,U) = X. El conjunto A se llama el nicleo de la cubierta U.

Cuando X = St"(A,U), decimos que es estrella P de orden n'y que A es un nicleo de
orden n.

Proposicion 2.1.4. Sea P una propiedad topoldgica. Si X contiene un subespacio
denso D con la propiedad P, entonces X es estrella P.

Demostracion. Sean U una cubierta abierta de X y x € X; existe U, € U tal que
x € U, y como D es denso en X, tenemos U, N D # (. Asi que z € U, C St(U, D).
Por lo que X = St(U, D).

]

Corolario 2.1.5. Si X es un espacio separable, entonces X es estrella numerable.
Proposicién 2.1.6. Todo espacio T} es estrella cerrado y discreto.

Demostracion. Sean X un espacio 77 y U una cubierta abierta de X. Elegimos
zo € X, si St({xo},U) = X tenemos el resultado. Si St({zo},U) # X, entonces elegi-
mos z; € X \ St({xo},U).

Al haber elegido xg para todo < « tal que para cada 8 < «a, x5 ¢ St({z, : 7 <
B},U), elegimos z, € X \ St({z, : v < a},U).

Para algin x debemos tener que St({zs : f < k},U) = X, entonces el conjunto
D = {xp : B < Kk} es un nicleo para U y demostraremos que D es cerrado y discreto
en X.

Observemos que xg ¢ St({z,},U) para cada § < « ya que si lo estuviera existirfa
U € U tal que z,z, € U lo que implicarfa que z, € St({zsz},U) lo que contradice
la construccién. Por lo tanto St({z.},U)ND = {x,}, lo cual implica que D es discreto.

Para ver que D es cerrado, sea z € X \ D, entonces podemos encontrar o < « tal
que z € St({z,},U) y sabemos que D N St({zy},U) = {zo}. Como X es T se tiene
que St({z.},U) \ {z,} es un conjunto abierto ajeno a D que contiene a z; por lo que
D es un subconjunto cerrado.

[

Definicién 2.1.7. Sea X un espacio topoldgico, se le llama extension de X al cardinal

e(X) =sup{| A |: A es cerrado y discreto }.

Corolario 2.1.8. Un espacio con extension numerable es estrella numerable.
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Definicién 2.1.9. Un espacio X se dice n-estrella finito si para cada cubierta abierta
U de X existe un subconjunto finito V de U tal que St*(JV,U) = X.

Proposicion 2.1.10. Si X es un espacio estrella finito de orden n, entonces es n-estrella
finito.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X, entonces existe F' C X finito,
F = {x,x9,...,2,} tal que St"(F,U) = X. Para cada z; € F elegimos U; € U tal que
z; € U;, entonces St"(F,U) C St"(,,, Ui, U), por lo tanto X = St"(|J,-,, Ui, U).

- - O

Proposicion 2.1.11. Si X es un espacio estrella compacto, entonces es 1-estrella finito.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces existe F' C X compacto,
tal que St(F,U) = X. Como U cubre a F' entonces existe un subconjunto finito ¥V de
U tal que FF C |JV, por lo que X = St(F,U) C St(JV,U).

O

Definicién 2.1.12. Un espacio X se dice n-estrella numerable, si para cada cubierta
abierta U de X existe un subconjunto numerable V de U tal que St"(JV,U) = X.

Proposicion 2.1.13. Si X es un espacio estrella numerable, entonces es 1-estrella
numerable.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces existe A C X numerable,
A ={z, : n € N}, tal que St(A,U) = X. Para cada n € w elegimos U,, € U tal que
z, € U,, entonces St(J, .. U, U) = X.

necw

]

En el siguiente teorema es importante notar que no se necesita suponer axiomas
de separacién para el espacio X, en cambio para obtener la equivalencia de las dos
propiedades se requiere que el espacio X sea Ts.

Teorema 2.1.14. Si X es numerablemente compacto, entonces es estrella finito.

Demostracion. Supongamos que X es numerablemente compacto y que no es estrella
finito. Sea U/ una cubierta abierta tal que para todo conjunto finito F' C X se tiene
que St(F,U) # X. Sea zo € X, por lo mencionado anteriormente podemos elegir
r1 € X\ St({zo},U). Recursivamente elegimos z,, € X \ St({xo, ..., zn_1},U), para
cadan > 1. Sean A = {x, : n € w} y la familia V = {St({z, },U) : n € w}.

Notemos que por la elecciéon de z,, cada miembro de V contiene exactamente un
elemento de A, asi que ningtin subconjunto finito de V cubre a A.

Sea y € cl(A), como U es cubierta de X existe U € U tal que y € U, entonces
UNA#( asi que y € St({x,},U) para algin n € w.
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Por lo tanto V es una cubierta abierta numerable de cl(A) por subconjuntos abiertos
de X. Como X es numerablemente compacto, entonces cl(A) también es numerable-
mente compacto, asi que existe una subcubierta finita de V que cubre a cl(A) y por
consecuencia también cubre a A. Esto contradice la definicién de V), pues cada elemento
de V contiene un y sélo un elemento de A. Concluimos que lo supuesto es falso, asi X
es estrella finito.

m

Corolario 2.1.15. Si X es un espacio compacto, entonces es estrella finito.

Ejemplo 2.1.16. Existe un espacio T}, estrella finito, que no es numerablemente com-
pacto.

Demostracion. Sea (R, 7,.) donde 7, es la topologia conumerable, es decir,

7. ={0} U{U CR: R\ U es numerable}.

Como {z} =R\ (R\ {z}), asi tenemos que {x} es cerrado para cada = € R, por lo
que (R, 7.) es un espacio T;. Ademads, (R, 7.) no es numerablemente compacto, pues N
es un subespacio cerrado y discreto.

Para ver que (R, 7.) es un espacio estrella finito, sea } una cubierta abierta de (R, 7..)
y elegimos un subconjunto no vacio V"€ V. Si V =R, entonces {0} es un nicleo finito
para V. Si V # R, entonces R \ V' es numerable, digamos R\ V = {z,, : n € w}. Para
cadan € wsea V, € V tal que z, € V,,. Entonces V' = {V,,: n € w}U{V} CV es una
subcubierta de X. Ahora:

R\[({Vu:necwt = J{R\V,:new}

es un conjunto numerable, por lo que (J{V,, : n € w} no es vacio. Sean w € ({V,,: n €
w}y v e V. Entonces St({w,v},V) = St(w,V)USt(v,V) = (U{Va:n e w})UV =R,
asi que (R, 7.) es un espacio estrella finito.

O]

Teorema 2.1.17. Si X es estrella finito y de Hausdorff, entonces X es numerablemente
compacto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Hausdorff que no es numerable-
mente compacto. Entonces, existe un subconjunto infinito cerrado y discreto D = {z,, :
n € w}. Como D es discreto, para cada n € w, existe un subconjunto abierto U, tal

que U, N D = {x,}.

Para cada m € w, definimos Y,, = {z, € D : 2™ < n < 2™} as |V,,] = 2™
Como Y,, es finito y X es de Hausdorff, entonces existen subconjuntos abiertos ajenos
V,, tales que z,, € V,, para cada 2™ < n < 2"+



2.1. ESPACIOS ESTRELLA P. 17

Definimos V,,, = {U, NV, : 2™ < n < 2’"“} que es una coleccion de subconjuntos
abiertos ajenos, tales que (U, NV,)ND = {x,}. Sea V ={X \ D} U J{V, : m € w}.
Asi tenemos que V es una cubierta abierta numerable de X.

Sea A un subconjunto finito de X, con |A| = M. Entonces |A| < 2™ = |Vy|. Asi, para
algtin m tal que 2 < m < 2M*! tenemos que (U, NV,,) N A = (). Pero U,, N'V,, es
el inico elemento de V que contiene a x,,, asi ©,, ¢ St(A,V), es decir, St(A,V) # X.

Como A se eligié arbitrariamente, se tiene que X no es estrella finito.
]

Ejemplo 2.1.18. Existe un espacio de Hausdorff 1-estrella finito, segundo numerable
que no es estrella finito.

Demostracion. Sean Y = [J{[0,1] x {n} :n € w} y X =Y U {a}, donde a ¢ Y.
Definimos una base para la topologia en X de la siguiente manera:

i) [0,1] x N tiene la topologia producto.

i1) Un conjunto abierto bésico que contiene a a es de la forma {a} U[J{[0,1) x {n} :
n>m} con m € w.

Para demostrar que esta topologia es de Hausdorff, sean z;, zo € X distintos:

1) Si z1,20 € Y, entonces z; € [0,1] x {n1} = Vi 'y 22 € [0,1] X {na} = Vh, tales

que ni,ne € w. Sing # no, entonces Vi y V5 son dos subconjuntos abiertos ajenos
r

que separan a dichos puntos. Si ny = ng, sea r = |27 — 23| y tomamos € = —, asf las

vecindades Wy = (21 —€,21 +€) X {n1} y Wa = (22 — €, 20 + €) X {n;} son vecindades
ajenas de 21 y 2o respectivamente.

2)Siz; € Yyz =a, entonces z; € [0,1] x {n1} = Vi, con n; € w, por lo que
basta tomar U, = {a} U {[0,1) x {n} :n > n,}, asi U, NV} son vecindades ajenas de a
y 21 respectivamente.

Para ver que este espacio no es estrella finito, basta fijarnos en el subconjunto B =
{(1,n) : n € w} que es un subconjunto infinito, cerrado y discreto en X. Por lo tanto
X no es numerablemente compacto y por el Teorema 2.1.17 no es estrella finito.

Para ver que X es un espacio 1—estrella finito. Sea U una cubierta por subconjun-
tos abiertos béasicos de X, elegimos W € U tal que a € W, entonces W = {a} U
U{[0,1) x {n} : n > m} para algin m € w. Notemos que |J{[0,1] x {n} :n < m} es
compacto, pues es la unién finita de subespacios compactos, por lo que podemos en-
contrar un subconjunto finito U C U tal que (J{[0,1] x {n} : n < m} C YU, haciendo
V =U U{W} tenemos que St(JV,U) = X; pues [JV es denso en X.

]
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[0,1] x {m + 2}

[0,1] X {m + 1}

o ® [0,1] x {1}

o @ [0,1] x {0}

Figure 2.1: Espacio 1-estrella finito que no es estrella finito

Lema 2.1.19. Si (X, 7) es un espacio T3 y D = {d, : n € w} C X es un subespacio
discreto, entonces existe {U, : n € w} C 7 tal que U, N D = {d,} para cadan € wy
U, NU,, =0 sin#m.

Demostracion. Como X es un espacio T3, para cada n € w existen subconjuntos
ajenos V,, € 7(dp, X) y Wy, € 7(cl(D) \ {d,.},X). Haciendo Uy = V; y para cada
newlU,=V,N (W :m < n}) tenemos que la familia {U,, : n € w} cumple las
condiciones buscadas.

O

A continuacién presentaremos un ejemplo de un espacio 1-estrella finito que no es
estrella compacto, para ello necesitamos la construccion del siguiente espacio:

Ejemplo 2.1.20. El producto de dos espacios numerablemente compactos no es nece-
sariamente numerablemente compacto.

Demostracion. Consideremos a fw la compactacién de Stone-Cech de w. Para cada
M C Sw nos fijamos en [M]¥; sea f la funcién que asigna a cada elemento A de [fw]”
un punto de acumulacion del conjunto A en el espacio fw. Sea Xg=w y

X, = (U{X’Y Ly < a}) uUf HU{XV cy < a}]w] para 0 < a < w.
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Por induccion definimos la sucesién {X, : @ < w;} de subconjuntos de pfw. El espacio
X = U{X, : @ < wi} es numerablemente compacto, ya que si C' es un subconjunto
infinito numerable de X, entonces existe 8 < w; tal que C' C X3 por lo que C' tiene un
punto de acumulacién en Xz y por lo tanto en X. Observemos que si X, tiene car-
dinalidad a lo mas ¢, entonces hay ¢ = ¢ subconjuntos de cardinalidad w de X, y por
lo tanto X, también tiene cardinalidad a lo méas ¢. Ademas, si « es un ordinal limite
y Xp tiene cardinalidad ¢ para cada < «, entonces (J{ X3 : 8 < a} tiene cardinalidad
w-¢=cy otra vez como | J{Xs : f < a} tiene a lo més ¢ subconjuntos de cardinalidad
w se sigue que X, tiene cardinalidad ¢. Finalmente como X = (J{Xp : 8 < w1} ¥y
cada Xz tiene cardinalidad a lo mas ¢, se sigue que |X| < wy - ¢ = ¢. El subespa-
cio Y = wU (fw \ X) es numerablemente compacto, ya que |cl(A)] = 2° para cada
A € [pw]®. Si B CY es un subconjunto numerablemente infinito, tenemos que B tiene
2¢ puntos de acumulaciéon en fw de los cuales hay a lo mas ¢ en X, por lo que existe
p € Y tal que p es punto de acumulacion de B.

Ahora consideremos el producto cartesiano X X Y y sea Ag = (X x Y) N A, donde
A ={(0,0):6 € fw}. Como X NY = w, tenemos que Ny = {(n,n) : n € w}. Ya que
{n} es un subconjunto abierto en Sw para cada n € w, tenemos que £\ es un subcon-
junto abierto y discreto en X x Y. Como A es un subconjunto cerrado en Sw tenemos
que A\g es cerrado en X X Y, por lo tanto el espacio producto no es numerablemente
compacto.

m
El siguiente resultado es la Proposicion 3.5 de [24].
Proposicion 2.1.21. Cada subespacio numerable de fw es C*-inmerso.

Corolario 2.1.22. Sean C', D dos subespacios discretos numerablemente infinitos y
ajenos de Sw, entonces cl(C') Ncl(D) = (.

Demostracion. Sea f: C'UD — [0,1], tal que:

0, si zeC,
flx) =

1, si xeD.

Por la Proposicién 2.1.21, existe una extensiéon continua g de f, asi g[cl(C)] C

cl(g[C]) = {0} y glcl(D)] € cl(g[D]) = {1}. .

Ejemplo 2.1.23. Existe un espacio l-estrella finito y estrella numerablemente com-
pacto que no es estrella compacto.

Demostracion. Consideremos el espacio w* = fw\ w y sean X, Y los subespacios nu-
merablemente compactos de fw construidos en el ejemplo anterior, G = (X \ w) C w*
y H = w*\ G. Notemos que cada subconjunto compacto en G y en H es finito, pues
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cada subconjunto infinito de G tiene puntos de acumulacion en H y viceversa.

Sean D C G un subespacio numerablemente infinito y discreto, y Z = G\ (cl,«(D)\ D).
Tenemos que D es un subespacio cerrado y discreto de Z, ya que D? = () y por lo
tanto Z no es numerablemente compacto. Supongamos que Z es estrella compacto,
entonces para cada cubierta abierta U de Z, existe un subconjunto compacto K tal que
St(K,U) = Z. Como todos los subconjuntos compactos de Z son finitos, tenemos que
Z es estrella finito y por el Teorema 2.1.17 podriamos concluir que Z es numerable-
mente compacto, lo que es una contradiccion.

Probaremos simultaneamente que Z es estrella numerablemente compacto y 1-estrella
finito; para esto sea U una cubierta abierta de Z. Para cada z € Z \ D elegimos
U, € U tal que z € U,, como w* es un espacio regular podemos encontrar W, € 7(z,w*)
tal que cl,-(W.) Ncly(D) = 0, por lo que existe un U, C U, que contiene a z y
cly-(U.) N cly«(D) = B, hacemos Uy = {U, : = € Z\ D}. Para cada d € D elegi-
mos Uy € U tal que d € Uy y podemos asegurar que Uy N (cl,«(D) \ D) = 0, ya que
cly«(D) \ D es un subconjunto cerrado; por el Lema 2.1.19 podemos encontrar una
familia de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos {V; : d € D} tales que V; N D = {d}
para cada d € D. Sean Wy = U;NVy para cadad € Dy Uy = {Wy : d € D}, asi
tenemos que la familia Uy UU; es un refinamiento abierto de la familia /. Para obtener
el resultado basta encontrar un nicleo numerablemente compacto para Uy UU; y una
subfamilia finita V de Uy UU; tal que St(UV, Uy UlU,) = Z. Sean O(U) € 7(w*) tal
que OU)NZ = U para cada U € UyUU; y O = {OU) : U € Uy UU,}. Como
el subconjunto M = w* \ (|JO) es cerrado, entonces es compacto y notemos que el
subconjunto F' = (cly«(D)\ D) C M. Afirmamos que M \ F es finito. En efecto, si
esto no fuera cierto, entonces podriamos encontrar un subconjunto infinito y discreto
C' C M\ F. Como el subespacio D U C' es discreto, por el Corolario 2.1.22 concluimos
que cl(D) Nel(C) = 0 y por lo tanto cl(C') es un subconjunto infinito y compacto de
H, lo que es una contradiccion.

Sea M\ F = {p1,....,pn}, como p; ¢ cl(D) existen vecindades ajenas U; € 7(p;,w*)
y Vi € 7(cl(D),w*) para cada 1 < i < n. Entonces W = | J{U; : 1 < i < n}y
{V; : 1 <i < n} son vecindades ajenas de M \ F'y de cl(D) respectivamente. Note-
mos que Uy \W # () para cada d € D, ya que d € U;\W. Elegimos x, € Uy \ (W U{d}).
Entonces cl({zq : d € D}) N (M \ F) = 0, el conjunto D U {z, : d € D} es discreto,
DnN{zy:de D} =0y por el Corolario 2.1.22 cl(D) Ncl({zy : d € D}) = (). Puesto
que N = cly«({zq : d € D}) es ajeno a M, se sigue que N es un subconjunto com-
pacto de w* \ M y por lo tanto estd cubierto por O. Entonces podemos encontrar una
subfamilia finita U’ C Uy UU; tal que N C (JU'. Ya que N intersecta a todos los
elementos de U, entonces St(UU' ,Uy UU;) D |JU;. Notemos que también el conjunto
K =cl({zq:d € D}) N Z es numerablemente compacto y St(K,Uy UU) O JU;.

Si S C Z\ D es un subconjunto numerablemente infinito como ¢l (S) N cly«(D) = 0,
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entonces S tiene un punto de acumulacién en G y por lo tanto en Z \ D, se sigue que
el espacio Z' = Z \ D es numerablemente compacto; por lo que existe un subconjunto
finito £ C Z' tal que St(E,UyUU,) D Z\cl(D). Por lo tanto L = FUK es un subespa-
cio numerablemente compacto tal que St(L,UyUlU;) = Z, asi concluimos que el espacio
es estrella numerablemente compacto. Si elegimos una subfamilia finita V C Uy U U,
tal que E C |JV, entonces W = U' UV es una subfamilia finita de Uy U U, tal que
St(UW, Uy UlU,) = Z, se sigue que Z es 1-estrella finito.

O

2.2 Relaciones entre espacios pseudocompactos y
espacios estrella P.

En esta seccion mostraremos la relacion entre los espacios estrella P y los espacios
pseudocompactos, notemos que en espacios Ts la propiedad de ser estrella finito implica
compacidad tenue como consecuencia del Teorema 2.1.17.

Definicién 2.2.1. Decimos que un espacio topoldgico X es estrella P de orden w si
para cada cubierta abierta U de X existe algin n € w y un subconjunto A de X con la
propiedad P tal que St"(A,U) = X.

Definicién 2.2.2. Decimos que un espacio topologico X es w-estrella finito si para
cada cubierta abierta U de X existe algin n € w y subfamilia finita V C U tal que
st (Jv,u) = X.

Lema 2.2.3. Si X es un espacio estrella finito de orden w, entonces X es w-estrella
finito.

Demostraciéon. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces existe n € w y un sub-
conjunto finito A de X tal que St"(A,U) = X, para cada z € A sea U, € U tal que
r €U, SeaV ={U,:z € A}; asi X = St"(A,U) C St"(UV,U).

O

Estas propiedades son mas débiles que la compacidad numerable; en efecto, la clase
de los espacios de Tychonoff con estas propiedades yacen entre la clase de los espacios
numerablemente compactos y la de los espacios pseudocompactos.

Teorema 2.2.4. Si X es un espacio de Tychonoff y estrella finito de orden w, entonces
X es pseudocompacto.

Demostracion. Sea f: X — R una funcién continua. Definimos U = {f~!((k, k+2)] :
k € 7Z}. Entonces U es una cubierta abierta de X. Por el Lema 2.2.3 se tiene
que existen n € w y una subfamilia finita ¥V C U tal que St"((JV,U) = X. Sea
M =max{k+2: f Yk, k+2)] €V} ym=min{k: [k k+2)] €V}
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Notemos que para cada f~[(k, k + 2)], se tiene que St(f~[(k, k + 2)],U) C f~H(k —
1,k + 3)]. Sea x € X, entonces para 1 < j < n existe f~![(k;,k; +2)] € U tal que
v € F M (b + 2] con £y, Ky + 2] 0 F (Ryias ke + 2] £ 0y F (Rl +
2)IN (YY) # 0. Por construccion, f(|JV) C (m, M), inductivamente podemos ver que
f(x) € (m —n, M +n), lo que muestra que f es una funcién acotada, por lo tanto X
es un espacio pseudocompacto.

O

Definicién 2.2.5. Una familia ¢ de subconjuntos de un espacio topoldgico X se llama
discreta si para cada x € X existe una vecindad W de x tal que {U e U : WNU #
0} <1.

Teorema 2.2.6. Si X es un espacio topolédgico tal que cada familia discreta de sub-
conjuntos abiertos no vacios es finita, entonces X es 2—estrella finito.

Demostracién. Supongamos que X no es 2-estrella finito y sea U/ una cubierta abierta
de X tal que para cada subfamilia finita )V de U se tiene que St*(JV,U) # X.

Elegimos Uy € U y definimos Vy = {Up}. Supongamos que para cada 0 < k < n
hemos definido una familia discreta de k& elementos de U tal que V,_1 C V. Asi pode-
mos elegir z,, € X \ St*(UV,_1,U) y U, € U tal que z,, € U,,. Sea V,, =V, U{U,};
veamos que V), es una familia discreta. Con este fin, supongamos que existen y € X y
[ < m < n tales que U;,U,, €V, con la siguiente condicion V NU; # () # V N U,, para
cada vecindad V' de y.

Sea U, € U tal que y € U,, como U, NU; # 0 tenemos que U, C St(JWV,U).
Ahora, como U, N U, # 0 concluimos que U,, C St*(JV;,U). Entonces x,, € U, C
St2(J Vi, U) C St*(J Vim_1,U), esto contradice la eleccién de x,,. Asi para cada y € X
existe un conjunto abierto que lo contiene y que intersecta a lo més a un elemento de V,,.

Definiendo V = |J{V, : n € w}, un argumento idéntico muestra que V es una familia
numerable, infinita y discreta de subconjuntos abiertos.
0

Corolario 2.2.7. Cada espacio tenuemente compacto es 2-estrella finito.

Ejemplo 2.2.8. Existe un espacio de Tychonoff pseudocompacto (por lo tanto tenue-
mente compacto) que no es l-estrella numerable.

Demostracion. Sean D = {d, : @ < w;} un espacio discreto y X = (8D x (w1 + 1))\
((BD\ D) x {w1}) un subespacio de D x (w; + 1); X es un espacio pseudocompacto,
ya que SD X w; es un subconjunto denso numerablemente compacto de X. Por la
Proposicién 2.1.4 tenemos que X es estrella numerablemente compacto.
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Mostremos que X no es l-estrella numerable. Para cada o < wy, sean U, = {d,} X
(a,wi] y Vo = BD x [0, ). Consideremos la cubierta abierta:

U={Uy:a<w}U{V,:a<w}

Sea V un subconjunto numerable de U, entonces existen aq, as < wy tales que U, ¢ V
para cada o > oy y V,, ¢ V para cada a > ap. Si tomamos a > max{aq, as}, entonces
el punto (d,wi) ¢ St(UV,U), ya que U, es el tnico elemento de U que contiene a
(dy,w1)y Uy N (UV) =0, lo cual demuestra que X no es l-estrella numerable.

O

(BD\ D) x {w1}

(da7 wl)

(0,w1) @ o o O o)

Us
U,
B ¢ o)
(8%
(do, 0) do dgs 8D
D

Figure 2.2: Espacio de Tychonoff pseudocompacto no 1-estrella numerable
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Capitulo 3

Espacios estrella P y la propiedad
de Lindelof.

3.1 Espacios estrella numerable y estrella Lindelof

En esta seccion estudiaremos las clases de los espacios estrella numerable, estrella Lin-
delof y la relacion que tienen éstas con otras clases de espacios topologicos.

Definicién 3.1.1. Decimos que un espacio topolégico X es de Lindeldf si cada cubierta
abierta tiene una subcubierta numerable.

Proposicién 3.1.2. Si X es un espacio de Lindelof, entonces es estrella numerable.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces, existe {V,, :n € w} CU

tal que (J{V,, : n € w} = X. Para cada n € w, escogemos v, € V,,, ysea A = {v, :n €

w}. Entonces St(A,U) D |J{V, : n € w} = X. Por lo tanto X es estrella numerable.
[

Definicién 3.1.3. Decimos que un espacio topolégico X es o-compacto si es la union
numerable de subespacios compactos.

Es evidente que un espacio numerable es o-compacto y de Lindelof. Asi que el
siguiente lema es consecuencia inmediata de la aseveracién anterior.

Lema 3.1.4. Si X es un espacio estrella numerable, entonces X es estrella o-compacto
y también es estrella Lindelof.

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de ser estrella c—compacto y la de
ser estrella Lindel6f no son equivalentes.

Ejemplo 3.1.5. Existe un espacio de Tychonoff que es estrella Lindelof, pero no es
estrella o-compacto.

25
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Demostracion. Sean Y = (w; + 1,7,) donde 7, es la topologia generada por los sub-
conjuntos Gy en la topologia del orden, wy + 1 con la topologia del orden. Definimos

Z=((we+1) xY)\ {(wa,w1)}

Notemos que cada subconjunto numerable de Y es cerrado y discreto y en con-
secuencia, un subespacio compacto de w; + 1 tiene que ser finito. Para mostrar que
Z es estrella Lindelof supongamos que V es una cubierta abierta de Z. Para cada
a € w; C wy + 1 podemos elegir V,, € V de modo que (wp, ) € V,, v B, € wy tal que
(Ba,wa] x {a} CV,. Sean = sup{f, : @ € w1} € way A ={f+1} x (w1 + 1),
entonces S = (8 + 1, ws] x wy C St(A,V).

Ademéds Z \ S es la unién de los subespacios [0, 8 + 1] x (w1 + 1) y we X {w;1} y el
primero es un espacio de Lindel6f, mientras que el segundo es numerablemente com-
pacto. Asi existe un conjunto C' C Z numerable y un conjunto finito F' C Z tales que
Z\S CStC,V)UStF,V)yasi AUCUF es el subespacio de Lindeldf en Z que es
un nucleo para la cubierta abierta V.

Para terminar basta ver que Z no es estrella o-compacto y para ello es suficiente
considerar la cubierta U = {wq X (w1 +1)}U{(w2+1) x{a} : @ € wy}. Supongamos que
R =|J{R, : n € w} es un niicleo para la cubierta abierta U, donde R,, es un subespacio
compacto para cada n € w. Como my(R,) es finito para cada n € w, entonces el
subconjunto 7y (R) estd contenido en un subconjunto numerable de Y, por lo que
existe a € wy tal que a > f para cada € my(R). Por lo tanto (wq, ) ¢ St(R,U), lo
que es una contradiccion.

O

Lema 3.1.6. Sea X un espacio topoldgico T} y sea F = {F, : a < k} una familia
localmente finita. Si para cada a < k, elegimos x, € F,, entonces el conjunto D =
{4 : @ < K} es un subconjunto cerrado y discreto.

Demostracion. Primero demostremos que D es un subconjunto cerrado. Sea z €
X \ D. Entonces, existe U € 7(z,X) y una subfamilia {F,,, ..., F,, } C F tal que si
a € k\ {aq,...,a,}, entonces F, NU = (); asi el conjunto V"= U \ {z4,, ..., Ta, } €8
abierto, contiene a z y es ajeno a D.

Para ver que D es discreto, sea 3 € D. Entonces existe W € 7(zg,X) y una
subfamilia {Fj,, ..., Fj,,} € F tal que si @ € 6\ {f1, ..., Bm }, entonces F, N W = (). Asi
el conjunto O = W\ ({zp, : 1 < j <n}\{xg}) cumple ON D = {xg}. Por lo tanto D
es discreto.

O

A continuacién mostraremos una clase de espacios contenida en la clase de los es-
pacios estrella Lindelof y algunas consecuencias de la siguiente observacién: cada par-
ticién abierta (cada elemento de la particién es un subconjunto abierto) de un espacio
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topoldgico es una familia discreta de subconjuntos abiertos y por lo tanto es una familia
localmente finita.

Definicién 3.1.7. Decimos que un espacio topolégico X es tenuemente Lindelof si
cada famila localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios es numerable.

Teorema 3.1.8. Si X es un espacio 77 estrella Lindelof, entonces X es tenuemente
Lindelof.

Demostracion. Supongamos lo contrario, que existe una familia localmente finita de
subconjuntos abiertos no vacios F de tamano w;. Por el Lema 1.2.6, existe una familia
celular localmente finita F = {F, : @ < w}. Para cada o < wy, elegimos z,, € Fy,
entonces el conjunto A = {x, : @ < w;} es un conjunto cerrado y discreto por el Lema
3.1.6.

Sea V = {X \ A} U{F, : @ € wi}. Si N es un nicleo para V, entonces para
cada a < wj se tiene N N F, # (. Para cada a < wy, sea d, € N N F,, entonces
D = {d, : @ < w;} es un subconjunto cerrado y discreto en N. Por lo tanto, N no es
de Lindelof. Asi, X no es estrella Lindelof.

O

Corolario 3.1.9. Si X es un espacio estrella numerable, entonces X es tenuemente
Lindelof.

Demostracion. Se sigue del Lema 3.1.4 y del Teorema 3.1.8.
O

Corolario 3.1.10. Si X es un espacio topoldgico que posee una particién abierta no
numerable, entonces X no es estrella Lindel6f.

Corolario 3.1.11. El producto de un espacio de Lindel6f y un espacio numerablemente
compacto no necesariamente es estrella Lindelof.

Demostracion. Sean Y = (w; + 1,7,) como en el Ejemplo 3.1.5 y X = w; x Y.
Tomando la siguiente particién abierta P = {U, : @ € wi } U{V}, donde V = {(a, ) :
a€w, feEw+1yp>a}lyparacada o € wy U, = [a+ 1,wy) X {a}; P es no
numerable y por lo tanto X no es estrella Lindelof.

O

Definicién 3.1.12. Un espacio X es w;-Lindelof si cada cubierta abierta de tamano
wi tiene una subcubierta numerable.

Teorema 3.1.13. Si X es un espacio w;-Lindeldf, entonces e(X) = w.

Demostracion. Supongamos que D = {d, : @ < w;} es un subespacio cerrado y
discreto de X, entonces para cada a < wy, existe V,, € 7(d,, X) tal que Vo, N D = {d,}.
Como X \ D es un subconjunto abierto tenemos que V = {V, : a < w } U{X \ D} es
una cubierta abierta de X de tamano w;, que no posee una subcubierta numerable.
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Proposicion 3.1.14. Si P es una propiedad topoldgica que se preserva bajo imagenes
continuas, entonces la propiedad estrella P también se preserva bajo imégenes contin-
uas.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcion continua y sobreyectiva, supongamos que

P es una propiedad topoldgica que se preserva bajo funciones continuas y que ademas
X es estrella P.

Sea V una cubierta abierta de Y. Entonces U = {f~'[V]: V € V} es una cubierta
abierta de X. Por ser X estrella P, entonces existe un subconjunto A C X con la
propiedad P tal que X = St(A,U) = U{f'[V]: fHV]NA # 0}.

Observemos que f[A] tiene Py St(f[A,V)=U{V eV : VN [flA#0} =Y.
[

Con este resultado se ha probado que la imagen continua de un espacio estrella nu-
merable (estrella compacto, estrella o-compacto, estrella Lindeldf) es estrella numerable
(respectivamente, estrella compacto, estrella o-compacto, estrella Lindel6f).

Proposicién 3.1.15. Un espacio X es estrella numerable si y sélo si es estrella sepa-
rable.

Demostracion. (=) Es inmediato.

(<) Sea U una cubierta abierta de X, entonces existe A C X separable tal que
St(A,U) = X. Sea D el subconjunto denso numerable de A. Si x € X, entonces
existe a € A tal que x € St(a,U), asi que existe U € U tal que a,z € U. Como D es
denso en A, existe d € D tal que d € U, asi x € St(D,U).

O

Definicién 3.1.16. Decimos que una propiedad topoldgica P es compactamente pro-
ductiva si para cada espacio topologico X que tiene la propiedad P y cada espacio
compacto K, X x K tiene la propiedad P.

Observacién 3.1.17. Supongamos que K es un espacio compactoy W = {UxV : U €
Bx vV € Bk} es una cubierta de X x K, donde Bx y By son bases para las topologias
de X y K respectivamente. Seanz € X y W, = {UxV e W: (UxV)N({z}xK) # 0},
asi la coleccion ¥V = {V : U x V € W,} es una cubierta abierta de K por lo que
podemos encontrar una subcubierta finita {Vi(x), ..., V,,_(z)} C V. Ahora notemos que
{Uk(z) x Vi(z) : 1 <k <n,} CW, es una subcubierta finita de {x} x K. Mas atn, si
tomamos O, = ({Uk(z) : 1 < k < n,} tenemos que O, x K C | J{Ui(z) x Vi(z) : 1 <
kE<mng}.

Teorema 3.1.18. Si K es compacto y X es estrella P, donde P es una propiedad
topoldgica compactamente productiva, entonces X x K también es estrella P.
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Demostracion. Sea X un espacio estrella P y K un espacio compacto. Sea W una
cubierta abierta de X x K por abiertos basicos. Usando la notaciéon de la Observacion
3.1.17,sea O = {O, : * € X}. Ya que X es estrella P, existe un subespacio A C X con
la propiedad P tal que St(A, Q) = X. Entonces Ax K tiene Py St(Ax K, W) = X x K.

O

Corolario 3.1.19. El producto de un espacio estrella Lindelof (estrella  o-compacto,
estrella numerablemente compacto) y un espacio compacto es estrella Lindelof (respec-
tivamente estrella o-compacto, estrella numerablemente compacto).

Teorema 3.1.20. El producto de un espacio estrella numerable X y un espacio com-
pacto y separable K es estrella numerable.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X x K por abiertos bésicos y usando
de nuevo la notacién de la Observacién 3.1.17, sea O = {O, : * € X}. Entonces
existe A C X numerable tal que St(A, O) = X y existe un subespacio denso numerable
D C K. Asi A x D es numerable y tenemos que St(A x D,U) = X.

O

Corolario 3.1.21. El producto de un espacio estrella separable X y un espacio com-
pacto y separable K es estrella separable.

Teorema 3.1.22. Si X es un espacio tenuemente Lindelof y Y es separable, entonces
X XY es tenuemente Lindelof.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existe una familia localmente
finita de subconjuntos abiertos no vacios C no numerable en X x Y. Podemos asumir,
sin pérdida de generalidad, que |C| = w; y que cada elemento de C es un abierto béasico
en el producto, esto es:

C={UsxVy:a€w};

donde U, es un conjunto abierto en X y V,, es un conjunto abierto en Y. Sea D C Y un
conjunto denso numerable. Para cada d € D, consideremos a la familia {U, : @ € wy y
d € V,}. Supongamos que la familia {U, : @ € w; y d € V,} no es localmente finita en
X, entonces existe z € X tal que para cada W € 7(x, X), W intersecta una cantidad
infinita de elementos de {U, : a € wy y d € V,}; entonces cualquier vecindad de (z, d)
intersecta una cantidad infinita de elementos de C, lo que contradice que C es una fa-
milia localmente finita. Como el espacio X es tenuemente Lindelof, entonces la familia
{Uy : v € w1 y d € V,} es numerable.

Veamos que el conjunto I = {a € wy : d € V,} es finito para cada d € D. Para
ello supongamos lo contrario, es decir, que existe dy € D tal que {a € w; : dy € V,}
es infinito. Como la familia {U, : @ € w; y d € V,} es numerable, entonces existe
J C I tal que la cardinalidad de J es infinita y un subconjunto abierto O tal que
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si a € J se tiene que U, = O. Sea z € O, entonces para todo o« € J se tiene que
(x,dy) € Uy X V,. Esto es una contradiccién ya que la familia C es localmente finita.
Por lo tanto el conjunto {& € wy : d € V,,} es finito para cada d € D. Se sigue que
w = J{{a € w1 : d € V,} : d € D}, el cual es numerable, lo que nos lleva a una
contradiccién.

]

Al principio de esta seccién se mostro que cada espacio estrella numerable es estrella
o-compacto y estrella Lindelof, después exhibimos un ejemplo de un espacio estrella
Lindelof que no es estrella o-compacto y naturalmente nace la pregunta ;todo espacio
estrella o-compacto es estrella numerable?, la respuesta es que estas dos propiedades
topoldgicas no son equivalentes y a continuacion se muestra un ejemplo de esto.

Ejemplo 3.1.23. Existe un espacio de Tychonoff estrella o-compacto que no es estrella
numerable.

Demostracion. Sean V(A) = w U A un espacio de Mrowka, donde A es una familia
MAD en w de cardinalidad ¢, Y la compactacién unipuntual del espacio discreto D
de cardinalidad ¢ y X = V(A) x Y. Como W(A) es separable, entonces es estrella
numerable y por lo tanto es estrella o-compacto. Como la propiedad de ser estrella o-
compacto es compactamente productiva, concluimos que X es estrella o-compacto. Si
{A, :a €} y{d,:a € c} son enumeraciones de A y de D respectivamente, entonces
la cubierta

U={T(A) x{d,}:a<cU{(AaU{A.}) x Y \{do}) :a<ctU{{n} xY :necw}

no posee nucleo numerable, pues si C' es un subconjunto numerable en X, tenemos que
B ={a:d, ¢ m[C]} es no numerable. Sea 5 € B, entonces (Ag,dg) ¢ St(C,U).
m

Teorema 3.1.24. Cada espacio de Tychonoff puede estar inmerso como un subconjunto
cerrado y G5 en un espacio de Tychonoff estrella o-compacto.

Demostracion. Sea Y = (X X w)U (X x {w}), donde Y tiene la topologia relativa
como subespacio de X X (w + 1). Observemos que X X w es un subconjunto o-

compacto y denso en Y, por lo tanto es un ntcleo o-compacto para cada cubierta
abierta de Y.
m

Definicién 3.1.25. Decimos que X es un P-espacio si cada subconjunto Gy es abierto.

Observemos que en un P-espacio la uniéon de w subconjuntos cerrados es un sub-
conjunto cerrado como consecuencia de las leyes de De Morgan.

Definicién 3.1.26. Un espacio topologico X se llama 0-dimensional si es T} y tiene
una base que consiste de conjuntos abiertos-cerrados.
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Lema 3.1.27. Si X es un P-espacio de Tychonoff, entonces X es un espacio
0-dimensional.

Demostracion. Sean x € X y U € 7(x,X). Como X es un espacio completamente
regular, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0y f(y) = 1 para
caday € X\ U. Entonces f~![[0, 3] es una vecindad cerrada de z contenida en U, pero
como [0, 3] =(N{[0,31 + 1) : n € w}, entonces

F7H0. 50 = F7HNR0, 5 + ) sm e wi = {0, 5+ 7)] s n € w}

Ast f71o, %] es la intersecciéon numerable de subconjuntos abiertos, ya que X es un
P-espacio se tiene que f~'[[0, 3] es abierto, por lo tanto X es 0-dimensional.

]

Hasta este momento hemos demostrado las siguientes implicaciones en la clase de
los espacios T7:

Extensiéon numerable = Estrella numerable = Estrella o-compacto
= Estrella Lindel6f = Tenuemente Lindelof.

El siguiente teorema nos porporciona condiciones necesarias y suficientes para obtener
las implicaciones reciprocas en el diagrama anterior.

Teorema 3.1.28. Un P-espacio normal X es tenuemente Lindeldf si y sélo si e(X) = w.

Demostracion. (=) Supongamos que D = {d, : @ < w;} es un subespacio cerrado
y discreto de X. Por el Lema 3.1.27, X es un espacio O-dimensional. FElegimos un
conjunto cerrado-abierto Uy tal que UyN D = {dp}. Supongamos que para cada nimero
ordinal @ < f < w; hemos elegido subconjuntos cerrado-abiertos ajenos U, tales que
U,ND = {d,}, como X es un P-espacio se sigue que | J{U, : o < B} es un sub-
conjunto cerrado; por lo cual podemos encontrar un subconjunto abierto Ug tal que
UsND ={ds} yUsNU, = () para cada o < . AsiUd = {U, : @ < wy} es una fa-
milia mutuamente ajena de subconjuntos cerrado-abiertos. Los subconjuntos cerrados
X \UU y D son ajenos por lo que existen subconjuntos abiertos ajenos U y V tales
que D CUy X\UU CV,asiV={U,NU:a<uw} Seazxe X, size\UJU,
entonces ¢ € Vy VN (U, NU) = 0 para cada o < wy; si z € |JU, entonces existe
B < w; tal que x € Ug y esta es una vecindad de = que solamente intersecta a Uz N U,
por lo tanto V es una familia localmente finita.

(<) Seald = {U, : @ < wy} una familia localmente finita de subconjuntos abiertos
no vacios en X, si para cada a < w; elegimos d, € U,, por el Lema 3.1.6 tenemos que
el subconjunto D = {d, : @ < w;} es cerrado y discreto en X.

[
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Notemos que para demostrar la suficiencia en el enunciado del Teorema 3.1.28 no
es necesario que el espacio X sea un P-espacio. Una pregunta interesante que aparece
en [3] es la siguiente:

(1) {Es cierto que todo P-espacio tenuemente Lindelof es estrella Lindeléf? Para poder
responder a esta pregunta es necesaria la siguiente definicion.

Definicién 3.1.29. Sea s un cardinal infinito; una familia A4 C [£]" es una familia casi
ajena generalizada (CAG) si para cada A, B € A se tiene que |A N B| < k.

Una familia CAG A es mazimal casi ajena generalizada (MCAG)si A C By B es
C AG implica que A = B.

Notemos que esta definicién es muy parecida a la de una familia casi ajena definida
en el Capitulo 1, es por eso que para diferenciarlas usamos las siglas en espanol. Como
consecuencia del Lema De Zorn se puede demostrar de forma anédloga a las familias casi
ajenas que cada familia casi ajena generalizada esta contenida en una familia maximal
casi ajena generalizada. Si A C [wy]*! es una familia MCAG en w; de cardinalidad
k, tal que |J A = wy, entonces podemos definir una topologia 7 en X = w; U A de la
siguiente manera:

(1) Si @ € wy, entonces {a} es abierto.

(2) Si A € A, entonces una vecindad bésica de A es de la forma {A} U (A \ C),
donde C' es un subconjunto numerable.

El espacio X se llama un espacio tipo Mrowka en wj.

La respuesta a la pregunta () es negativa bajo una suposicién importante presentada
en el enunciado del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.30. Si existe una familia MCAG A en w; tal que |A]¥ = |A| = &, en-
tonces existe un P-espacio de Tychonoff tenuemente Lindelof que no es estrella Lindelof.

Demostracion. Sea X = w; U A un espacio tipo Mrowka en w;. Primero observemos
que X es tenuemente Lindelof, pues si W es una familia de tamano w; de puntos ais-
lados, entonces existe A € A tal que |[AN (JW)| = wi. Dado que A tiene punto de
acumulacion p, se sigue que p también es punto de acumulacion de la familia V. Para
ver que X es un P-espacio basta notar que para cada A € A la intersecciéon numerable
de vecindades de A € A es una vecindad de A.

Para ver que el espacio X no es estrella Lindel6f, como |JA = w; se tiene que
{AU{A}: A € A} es una cubierta abierta de X. Por lo tanto cada subespacio de Lin-
delof de X tiene una cubierta abierta numerable de la forma {AU {A} : A € F}, para
alguna subfamilia numerable 7 C A. Ademés cada subconjunto | J{F U{F}: F € F}
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es de Lindelof y cerrado en X por ser la uniéon numerable de subconjuntos cerrados en
un P-espacio. Se sigue que si L C X es un subespacio de Lindelof, entonces existe una
subcoleccién numerable F C A tal que L C | J{FU{F}: F € F}. Como k” = k se
sigue que a lo mas hay x subespacios de este tipo en X.

Ahora vamos a definir ¢ : A — [A] de tal forma que para cada A € A, A ¢ ¢(A).
Para hacer esto, enumeramos los elementos de A y los elementos de [A]“ de la sigu-
iente forma A = {A, : « € sk} y [AY = {Gs : B € k}. Para cada A, definimos
p(Aa) = Gs,, donde 3, € K es el minimo ordinal tal que A, ¢ Gg, v Gs, # Gs, para
cada v < a. Notemos que podemos hacer esta elecciéon ya que para cada o < K, se
tiene que |{¢€ € Kk : Ay ¢ Ge}| = k. Supongamos que ¢ no es sobreyectiva, entonces
existe Gg € [A]Y (8 < k) tal que para cada o < k, ¢(A,) # Gg, es decir, f # (3, para
cada o < k. Sea Gg = {Ap, : n € w}. Paracada a € k\ {B, : n € w} tenemos que
A, ¢ Gg; por lo que B, < f < k para cada o < k. Esto es imposible, pues || < Kk y
|k \ {Bn : n € w}| = K. Se sigue que ¢ es sobreyectiva.

Para cada o € k definimos:
Us = {Ac} U (A \ | J{B N 4a: B € ¢(Ad)}).
Como A es una familia MCAG, cada U, es un subconjunto abierto. Ahora definimos:
U={U, aertU{{d}:decw}

Afirmamos que I/ es una cubierta abierta de X que no posee un nicleo de Lindelof. Para
demostrar esta afirmacion, supongamos lo contrario, es decir, que existe un subconjunto
de Lindelof L tal que St(L,U) = X. Entonces existe F € [A]“ tal que L C [J{AU{A} :
A € F} y existe Ac € A tal que ¢(Ag) = F. Ademds, A € St(L,U) por lo que existe
de LyUeU tal que d, A¢ € U. Necesariamente U = Ug = {A¢} U (Ag \ U{B N A :
B € ¢(A¢)}); entonces d € A\ U{BNA:: B € ¢p(Ae)} y d elJo(Ae), lo que es una
contradiccion.

[]

La existencia de una familia MCAG A en w; tal que |A“| = | A|, es independiente
de ZFC y corresponde al ejercicio B5 del capitulo 8 en la pagina 290 de [14].

Definicién 3.1.31. Sean (X, 7) un espacio topolégico, F C X yU C 7(F, X), decimos
que U es una base de vencindades para F si para cada subconjunto V' € 7(F, X) existe
UecU tal que F C U C V. Denotaremos

X(F, X) = min{|U| : U es una base de vecindades para F'}.

Si z € X escribiremos x(z, X) en lugar de x({z}, X).

Se define el cardcter del espacio topologico X como:

X(X) =sup{x(z,X):z € X}.
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Teorema 3.1.32. (2¥ < 2“!) Si X es un espacio normal, tenuemente Lindelof y x(X) <
¢, entonces X tiene extension numerable.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que X es un espacio normal, tenue-
mente Lindelof, x(X) < ¢y e(X) > w;. Sea F' un subconjunto cerrado y discreto de
cardinalidad w;. Para cada x € F, sea B, una base local en x de cardinalidad a lo mas
¢. Como X es normal, para cada subconjunto no vacio G C F' fijamos un subconjunto
abierto Ug tal que G C Ug y cl(Ug) N (F\ G) = ). Para cada G elegimos una coleccién
maximal ajena dos a dos de elementos de | J{B, : © € G} que esté contenida en Ug,
denotamos a esta familia por Ag. Veamos que G C cl(|J Ag). Para esto supongamos lo
contrario, es decir, que existe z € G\cl(|J Ag) C Us\cl(J Ag), entonces existe B € B,
tal que B C Ug\ cl(lJ Ag), lo que contradice que A¢ es una familia maximal. Entonces

G C (| Ae).

Sean G,H C F 'y G ¢ H y tomemos y € G\ H. Entonces y € Ug pero y ¢ Uy
puesto que cl(Uy) N (F\ H) = 0. Como y € G\ H, existe una vecindad W de y ajena
a H, por lo que y ¢cl(|J.Agy). Por lo tanto, Ay no es maximal para G. Se sigue que el
mapeo G +— Ag es inyectivo.

Ahora consideramos dos casos:
(1) Cada familia A¢ es numerable; o
(2) Existe alguna familia A no numerable.

Supongamos que se cumple (1). Como |F| = wy y paracadaz € F, |B,| < ¢, se sigue
que [ J{B; : z € F}| < ¢. Como Ag es una subcoleccién numerable de la coleccién
U{B. : = € G} tenemos que |{Ag : 0 € G C F}| < ¢ = ¢. Ademés la funciéon G — Ag
es inyectiva, asf que [{Ag : 0 € G C F}| =21, lo que es una contradiccién.

Si se cumple (2), entonces podemos elegir ) C G C F, tal que Ag es no numerable,
por lo tanto encontramos un subconjunto no numerable A C G que esté separado por
los elementos de Ag. Como X es normal, existen subconjuntos abiertos ajenos U,V
tales que AC Uy X\ (UAg) CV. Asilafamiliad = {UNW : W € Ag} es una
familia localmente finita no numerable de subconjuntos abiertos.

m

Corolario 3.1.33. (CH) Si X es un espacio normal, primero numerable y tenuemente
compacto, entonces X tiene extension numerable.

En general hemos visto que un espacio que es tenuemente Lindel6f no necesari-
amente tiene extensién numerable. A continuacién estudiamos una clase especial de
subconjuntos de w; X wy, pues en este espacio las ultimas propiedades son equivalentes,
para ello necesitamos los siguientes conceptos y un teorema que puede consultar en [12].
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Definicién 3.1.34. Un conjunto club de un cardinal regular no numerable x es un
subconjunto C' C k cerrado y no acotado.

Definicién 3.1.35. Un conjunto S C k es estacionario si S N C # () para cada sub-
conjunto club C' de k. Denotaremos por S(k) a la coleccién de todos los subconjuntos
estacionarios de k.

Teorema 3.1.36. [12]. Si A, B € S(w;), entonces los siguientes enunciados son equiv-
alentes:

1) AN B € S(w);

2) A x B es normal;

3) cada subconjunto no numerable de A x B tiene un punto de acumulacién.
Teorema 3.1.37. Si A, B € S(wy), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1) A X B es tenuemente Lindelof;

2) A x B tiene extensién numerable;

3) A X B es normal.

Demostracion. Del Teorema 3.1.28 se sigue (2) = (1) y del Teorema anterior obte-
mos la equivalencia (2) < (3). Asi que basta probar (1) = (3). Supongamos que
A, B € S(w;) pero ANB ¢ S(wy). Sea C' un subconjunto club en w; tal que CNANB = )
y enumeramos a C' como {7, : @ € w}. Ahora definimos:

ap = min(C'N A),

Bo=min((C N B)\ (o + 1))

0 = min((C'N )\ (sup{ B, < 8} + 1)),
fs = min((C' N B) \ (sup{ey, : p <} +1)).

Veamos que el conjunto D = {(as,[s) : 6 < wi} es cerrado y discreto. Por la
construccion, tenemos que si {(as,,Bs,)} — («, ), entonces a = f, lo que implica
que « € AN BNC y esto claramente es una contradiccién. Ahora consideremos los
puntos de la forma (asy1, Bs11) € D. Si (asy1,B541) €s un punto aislado en A x B,
definimos (asy1,bs541) = (sy1, Bs11), de otra forma, como A x B es disperso, podemos
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elegir un punto aislado:

(ast1,b511) € Vg = ((as, asga] % (Bs, Bsta]) N (A x B)

Notemos que a5 < asr1 < agy1 v Bs < bsi1 < Bsi1; estas desigualdades implican que si
{(as,bs) : § < wi} tuviera un punto de acumulacién, entonces D = {(as, f5) : § < wi}
también tendria un punto de acumulacion pero D es un subconjunto cerrado y discreto.
Asfi la familia discreta no numerable de subconjuntos abiertos {(as, bs) : 6 < w;} prueba
que A X B no es tenuemente Lindelof.

[]

Definicién 3.1.38. Un espacio topologico X es Hausdorff por colecciones si cada para
cada subconjunto cerrado y discreto C' C X existe una familia celular que separa a los
elementos del subconjunto C'.

La prueba del siguiente teorema la omitiremos, ya que esta fuera del propdsito de
este trabajo. Se puede consultar una demostracién en [13].

Teorema 3.1.39. Todos los subespacios de w? son Hausdorff por colecciones.

Teorema 3.1.40. Un subespacio de w? es estrella Lindelof si y sélo si tiene extensién
numerable.

Demostracién. Asumamos lo contrario, es decir, que X C w? es estrella Lindelof y
e(X) > w; sea F' C X un subconjunto cerrado y discreto de cardinalidad w;. Por
el Teorema 3.1.39 el subespacio X es Hausdorff por colecciones, existe una familia de
subconjuntos abiertos ajena dos a dos F = {U, : * € F'} tal que z € U, para cada
x € F. Consideremos la cubierta abierta f = FU{X \ F'}; como X es estrella Lindelof,
existe un subespacio de Lindeléf L C X tal que St(L,U) = X. Para cada x € F, existe
a€ LyUe€Utal que a,z € U. Sin embargo, esto implica que U = U, y por lo tanto
a € U,. Se sigue que {U, N L : z € F} es una familia celular no numerable en L. Esto
es una contradiccién, pues cada subespacio de Lindelof de w? es numerable.

m

3.2 Espacios estrella extension numerable.

En esta seccion estudiaremos espacios estrella extension numerable, que es una clase
importante de espacios topolégicos ya que yace entre la clase de los espacios estrella
Lindelof y la de los espacios tenuemente Lindelof. Un espacio X es estrella extensién
numerable si para cada cubierta abierta U de X existe un subconjunto A C X tal
que ext(A) = wy St(A,U) = X. En este trabajo a los espacios que tienen esta
propiedad los abreviaremos como espacios SCFE, esta abreviatura viene del inglés
star countable extent.

Lema 3.2.1. Si X = [J{Y,, : n < w} es un espacio topolégico y Y, es un espacio con
extension numerable para cada n < w, entonces X tiene extensién numerable.
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Demostracion. Supongamos que ext(X) > w, entonces existe un subconjunto D C
U{Y,. : n < w} no numerable, cerrado y discreto. Sin perdida de generalidad supongamos
que |D| = wy. Entonces, existe m < w tal que |[DNY,,| = w; y DNY,, es un subespacio
cerrado y discreto de Y}, lo que contradice que ext(Y;,) = w. Por lo tanto ext(X) = w.
O

Corolario 3.2.2. Sea X = [J{Y,, : n < w} un espacio topoldgico y Y, es un espacio
SCFE para cada n < w, entonces X es SCE.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Para cada n < w, existe A, C Y,
con ext(A,) =wy St(A,,U) =Y,. Por el Lema 3.2.1 tenemos que A = (J{4, : n < k}
tiene extension numerable y St(A,U) = X.

O

En las seccién 3.1 se demostraron las siguientes implicaciones en la clase de los
espacios T7:

wi-Lindelof = Extension numerable = Estrella numerable = Estrella o-compacto
= Estrella Lindel6f = Tenuemente Lindelof.

El siguiente resultado es relevante ya que como consecuencia de este podemos rela-
cionar los espacios estrella Lindelof con los espacios SCE.

Lema 3.2.3. Si X es un espacio de Lindelof, entonces X tiene extensién numerable.

Demostracion. Supongamos que D = {z, : o < k} C X es un subespacio no
numerable, cerrado y discreto. Para cada o < k, sea U, € 7(x4, X) tal que U, N D =
{4}, entonces U = {U, : a < k} U{X \ D} es una cubierta abierta de X que no tiene
subcubierta numerable, asi X no es de Lindelof.

]

Corolario 3.2.4. Si X es un espacio estrella Lindelof, entonces X es un espacio SCE.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X, como X es estrella Lindelof existe
un subconjunto L Lindeldf tal que St(L,U) = X y por el Lema 3.2.3 ext(L) = w.
m

Corolario 3.2.5. Si X es un espacio que tiene una familia celular no numerable y
localmente finita de subconjuntos no vacios, entonces X no es un espacio SC'E.

Demostracion. Seald = {U, : a < k} una familia no numerable, celular y localmente
finita de subconjuntos no vacios. Por el Lema 3.1.6, si elegimos d,, € U, para cada a < k
el subconjunto D = {d, : @ < Kk} es no numerable, cerrado y discreto; asi la cubierta
YV =UU{X \ D} es una cubierta abierta sin nicleo con extensién numerable.

m

Este tltimo Corolario y el Lema 1.2.6 implican el siguiente resultado:
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Corolario 3.2.6. Si X es un espacio SC'E, entonces X es tenuemente Lindelof.

A continuacién daremos un ejemplo de un espacio que es tenuemente Lindel6f pero
no estrella Lindelof, mas atn, este espacio tiene un subconjunto denso con extension
numerable, lo que nos muestra que la clase de los espacios SCFE y la clase de los es-
pacios estrella Lindelof mantienen una distancia considerablemente grande. Con este
mismo ejemplo podemos observar que tener un subconjunto denso con una propiedad
topoldgica P no es equivalente a tener un subconjunto denso estrella P.

Ejemplo 3.2.7. Existe un espacio topolégico Tychonoff que es SC'E y que no es estrella
Lindelof.

Demostracion. Sean S ={a+1:a<w}y X = (w Xxw)U (S x {w}) considerado
como subespacio de wy X (w+ 1). Notemos que Z = w; X w es un subconjunto denso
de X. Como Z es g-numerablemente compacto, se sigue que e(Z) < w, por lo tanto X
es un espacio SCFE.

Falta ver que X no es estrella Lindelof. Consideremos la siguiente cubierta abierta:

U={w xwlU{{a} x(w+1):ae S}

Si L € X es un subespacio Lindelof, entonces L debe ser acotado en sus primeras
coordenadas, es decir, existe g < w; tal que si («,n) € L, entonces o < ag. Tenemos
que L es ajeno a {ag+1} X (w+1), asi (ag+1,w) ¢ St(L,U), por lo tanto X no puede
ser estrella Lindelof.

m

Ahora estudiaremos el comportamiento de los subespacios de los espacios SCE. Se
daran las condiciones necesarias para que la propiedad SCE sea heredada a subespa-
cios. El primer ejemplo que daremos muestra que la propiedad SC'E no se hereda por
subconjuntos cerrados y el segundo muestra que tampoco se hereda por subconjuntos
abiertos.

Ejemplo 3.2.8. Existe un espacio SCE que tiene subconjuntos cerrados que no son
SCE.

Demostracion. Si X = ¢(A) es un espacio de Mréwka para alguna familia MAD A
en w, entonces X es un espacio SCE ya que X es separable. Ademas, A es un subespacio
no numerable, cerrado y discreto ; por lo tanto no puede ser un espacio SC'E. Esto
prueba que la propiedad SC'E no necesariamente es heredable a subconjunto cerrados

o a subconjuntos cerrados G o a subconjuntos nulos.
O

Ejemplo 3.2.9. Existe un espacio SCE que tiene subconjuntos abiertos que no son
SCE.
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Demostracion. Sean D un espacio no numerable y discreto y sea X la compactacién
unipuntual de D, entonces X es un espacio SCE, pero D no lo es. Esto prueba que
la propiedad SCE no necesariamente se hereda a subconjunto abiertos o a subespacios

densos, ni siquiera a subespacios abiertos densos.
O

Proposicién 3.2.10. Si X es un espacio SCE y A C X es un subconjunto abierto Fy,
entonces A es SCE.

Demostracion. Sea A C X un subespacio abierto Fy, es decir, A = [J{F, : n < w}
y cada F;, es un subconjunto cerrado en X. Sea U una cubierta abierta de A. Como
A es un subconjunto abierto en X se sigue que cada elemento de la cubierta U es un
subconjunto abierto en X. Para cada n € w consideremos la familia U,, = UU{X \ F,, }.
Asi U,, es una cubierta abierta de X. Como X es SCFE, para cada n < w existe un
nicleo con extensiéon numerable M, para U,,.

Para cada n < w tenemos que F,, C St(M, N A,U). Entonces A = St(M,U),
donde M = [J{M,, N A :n < w}. Afirmamos que e(M) < w, para esto es suficiente
demostrar que cada M, N A tiene extension numerable. Como el subconjunto M, NA =
U{(M, N F,) : m < w}, ya que F,, es un subconjunto cerrado en X y e(M,) < w,
tenemos que e(M, N F,,) <w, y asi e(M, N A) < w. Esto prueba que A es SCE.

[

Corolario 3.2.11. Si X es un espacio SCE y A C X es un subconjunto abierto y
cerrado, entonces A es SCE.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de A, entonces V =U U {X \ A} es una
cubierta abierta de X, entonces existe un nticleo con extensién numerable M C X para
V, asi St(M NAU) = A.

O

Corolario 3.2.12. Si X es un espacio SCE y A C X es un subconjunto conulo,
entonces A es SCFE.

Demostracion. Cada subconjunto conulo es subconjunto Fj.
O

Definicién 3.2.13. Decimos que un subespacio U de un espacio topoldgico X es un
dominio abierto si U =int(cl(U)).

Ejemplo 3.2.14. Existe un espacio SC'E que tiene subconjuntos que son dominios
abiertos que no son SCFE.

Demostracion. Sea L la Lindeloficacion unipuntual de un subespacio no numerable
discreto y sea S una sucesion convergente no trivial junto con su limite. Sea X el
espacio cociente obtenido de L & S por la identificacién de los puntos no aislados de
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Ly S. Como X es la imagen continua de un espacio de Lindelof, tenemos que X es
un espacio de Lindelof. Por otra parte, es facil verificar que los puntos aislados de L
forman un dominio abierto de X que no es SCE. Por lo tanto la propiedad SC'E no se
hereda a dominios abiertos.

m

Definicién 3.2.15. Decimos que un subespacio C' de un espacio topoldgico X es un
dominio cerrado si C' =cl(int(C)).

Ejemplo 3.2.16. Existe un espacio Tychonoff estrella numerable con un subespacio
que es un dominio cerrado y que no es SCFE.

Demostracion. Vamos a construir recursivamente una familia MAD de subconjuntos
numerables de w; de tamano 2%.

Para cada a < wy sean w, = w X {a} y Ny = (. Ahora para cada 0 < § < w; sea

Ng = | H{wa : a < 5}

Sea A; una familia MAD en N con |A;| = ¢ y A una familia MAD en N, tal que
A, extiende a A; (A; C As). Asumamos que para cada o <  hemos construido una
familia MAD A, en N, tal que si § < «, entonces As C A,. Como | J{A, : o < 8} es
una familia casi ajena en Ng podemos extenderla a una familia MAD Ag.

Sea A = [J{As : @ < wi}, entonces A es AD en N, y demostraremos que A es
una familia MAD. Con este fin, si A C N, v |A| = w se tiene que existe 0 € w; tal que
A C Nsy As es MAD en Nj, asi que existe B € A tal que |AN B| = w. Por lo tanto,
existe B € A tal que |AN B| = w; asi A es maximal.

Sea X7 = U(A), el primer paso es mostrar que X; no es un espacio SCE. Notemos
que si A € Aai1 \ Aa, entonces |A N N,| < w, pues si esto no fuera cierto por la
maximalidad de A, existiria un B € A, C A,41 tal que |AN B| = w, pero esto no es
posible ya que A, es casi ajena. Puesto que {A} U A es una vecindad abierta de A
en Noi1 U{A} se sigue que {A} U (A\ (AN N,)) es una vecindad abierta de A.

Para cada A € A definimos:

(1) Ua = {AYU(A\ N,), st A€ Ay \ A, para algin o < w; y
(2) Uy = {A} U A en otro caso.

Ahora:

U={Us: Ac Ay U{{p}:p € N, }, es una cubierta abierta de X;.
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Sea M C X; un subespacio con e(M) = w. Notemos que M N A es un subconjunto
cerrado y discreto en M, se sigue que M N A es numerable. Como M \ |J{Uas : A €
M N A} C N, es cerrado y discreto en M, tenemos que M es en efecto numerable.
Tomamos o < wy tal que M N N, C N,. Veamos que A,;1 \ A, €s no numerable,
para ello supongamos lo contrario, es decir, Ay,11 \ Ao = {As : 0 < w} y elegimos
xzs € As \U{Ap : B < &} para cada 0 < w, entonces C = {z5 : 6 < w} es un sub-
conjunto numerable y A, 1 U{C} es una familia casi ajena en N, lo que contradice
que Aqy1 es maximal. Por lo tanto podemos escoger A € Ayi1 \ (A, U (M N A)). Por
construccién, Uy N M = 0, asi A ¢ St(M,U). Por lo tanto U no tiene un nicleo con
extension numerable.

Ahora sea A" una familia MAD en w con |A'| = 2¥ y sea Xy = ¥(A') el espacio
de Mréwka asociado a A". Sea i : .4 — A una biyeccién y sea X el espacio cociente
obtenido de X; @ X5 al identificar A con i(A). Sea ¢ : X7 ® Xy — X el mapeo cociente.
Consideramos a X; y a X5 como subespacios de X con X; N X5 = A.

X =w U{(A4,i(A):Ae A} Uw.

Tenemos que X; es un dominio cerrado en X. Para ver que X es estrella numerable,
sea U una cubierta abierta de X. Como X, es separable, existe un subconjunto numer-
able K C X, tal que Xy C St(K,U); en particular A C St(K,U). Sea L = X,\St(K,U)
y notemos que L es finito. De otra forma, podemos tomar B C X; \ St(K,U) C w X w;
con |B| = w y por la maximalidad de A existe un A € A tal que |AN B| = w. Como
A € St(K,U), existe F' C A finito tal que A\ F C St(K,U), pero esto implica que
BN St(K,U) # 0 lo cual no es posible. Por lo tanto K U L es un nicleo numerable
para U. Asi X es estrella numerable.

O

A continuacién estudiaremos las imagenes continuas de espacios SCE y propor-
cionaremos condiciones para que la propiedad SCFE se conserve bajo funciones contin-
uas.

Lema 3.2.17. Si X es un espacio topoldgico con extensién numerabley f: X — Y es
una funcién continua suprayectiva, entonces ext(Y) = w.

Demostracion. Supongamos que e(Y) > w, entonces existe D = {d, : a < w;} CY
cerrado y discreto; para cada o < w; escogemos ¢, € f1[dy] v sea C' = {c : o € wy }.
Afirmamos que C' es cerrado y discreto. Para ver que es discreto, notemos que para
cada a € wi, existe V,, subconjunto abierto de Y tal que V, N D = {d,}, entonces
ca € [THVA]) y fH VL] N C = {ca}, por lo que C es discreto en X.

Para ver que C es cerrado, sea z € X \ C, hay dos posibilidades:

(1) f(2) ¢ D, entonces f(z) € Y\ D, asi z € f~}Y \ D] que es un subconjunto
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abiertoen X y f7[Y\ D]NC = 0.

(2) f(2) € D, es decir, f(z) = d, y notemos que z # c,, entonces existe una vecindad
V, de d, tal que V, N D = {d,}, por lo que f71[V,]NC = {c,}; asi f1[V,]\ {ca} es

una vecindad abierta de z ajena a C.

Estos hechos contradicen que e(X) es numerable, por lo tanto lo supuesto es falso,
asi e(Y) = w.
m

El siguiente resultado es consecuencia del Lema 3.2.17 y de la Proposicién 3.1.14.
Corolario 3.2.18. La propiedad SCE se preserva bajo imédgenes continuas.

Definicién 3.2.19. Sean X, Y espacios topoldgicos. Una funcién f: X — Y se llama
funcion perfecta si es continua, cerrada, suprayectiva y f~![{y}] es compacto para cada
yey.

Lema 3.2.20. Sean X, Y, espacios topoldgicos con e(Y) =wy f : X — Y una funcién
perfecta. Entonces e(X) = w.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcion perfecta, donde Y es un espacio con
extension numerable. Fijemos un subespacio cerrado y discreto M C X. Primero
verificamos que f[M] es un subespacio discreto en Y. Dado p € f[M], el conjunto
A = M\ f'{p}] es un conjunto cerrado en X ya que M es un subconjunto cer-
rado y discreto en X. Por lo tanto Y\ f[A] es un subconjunto abierto en Y tal que
(Y'\ flA]) N f[M] = {p}. Con esto tenemos que f[M] es discreto en Y, pero también
es cerrado, pues f es una funcién perfecta. Por lo tanto f[M] es numerable.

Por otra parte, ya que f es una funcion perfecta y M es cerrado , entonces f),, : M —
f[M] es una funcién perfecta. Asi para cadap € f[M], se tiene que (f},,) ' [{p}] es com-
pacto en M y por lo tanto es finito. Finalmente como M = J{(f},,) '{p}] : p € f[M]},
tenemos que |M| < w, esto prueba que e(X) = w.

[

Lema 3.2.21. Sean X, Y espacios topoldgicos con Y un espacio SCE. Si f: X =Y
es una funcién perfecta y abierta, entonces X es un espacio SCFE.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Para cada y € Y existe una subfa-
milia finita U, C U tal que f~[{y}] € JU,. Podemos asumir que para cada U € U,,
Unf My} #0. SeaV, = (Y \ fIX\UU)) NN{fIU] : U € U,}, as{ V,, es un
subconjunto abierto, ya que U, es finita y f es una funcién abierta y cerrada.

La condicién U N f~1[{y}] # 0 y el hecho de que f~[{y}] C JU, implican que y € V,,.
Esto prueba que la familia V = {V}, : y € Y’} es una cubierta abierta de Y. Entonces
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existe un subconjunto N en Y con e(N) = w y tal que St(N,V) =Y. Sea M = f~![N].
Por el Lema 3.2.20 tenemos que M tiene extension numerable.

Ahora mostremos que M es un nucleo para la cubierta . Sea r € X, entonces existe
y €Y tal que f(z) €V, y V, NN # 0. Como V, € ¥\ FIX \ U] y £V, € Ulhy.
entonces x € U para algin U € U,. Como V, C f[U] y V, N N # 0, tenemos que
UNM #0,asi z € St(M,U). Por lo tanto X es un espacio SCFE.

L]

A continuacion mostraremos que la propiedad SC'E no se preserva bajo imagenes
inversas de funciones perfectas. Para ello necesitamos definir un espacio importante
en diversas areas de la Topologia y algunas propiedades basicas relacionadas con fun-
ciones perfectas. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces se define el Duplicado de
Alezandroff como A(X) = X x{0,1} con la topologia generada por la siguiente base B:

1) Para cada x € X |, {(z,1)} € B;

2) Paracadaz € X y U € 7(z, X), (U x {0}) U((U\ {z}) x {1}) € B.

Lema 3.2.22. Sea X un espacio topoldgico y A(X) = X x {0,1} el duplicado de
Alexandroff de X. Entonces la funcién f : A(X) — X definida como f(z,i) = x, para
t = 0,1, es una funcién perfecta.

Demostracién. (1) Tenemos que f~'[{z}] = {(z,7) : i = 0,1} = {(z,0), (z,1)}; asi
f7Y{x}] es compacto para cada x € X.

(2) Sea U C X un subconjunto abierto, entonces f~'[U] = (U x {0}) U (U x {1})
que es un subconjunto abierto en A(X); por lo tanto f es una funcién continua.

(3) Para cada B C X, identificamos B con B x {0} C A(X). Sea 7 : A(X) —
Xo = X la proyeccién y C C A(X) un subconjunto cerrado de A(X). Se define
C; = CnN(X x {i}) parai € {0,1}. Entonces n[C] = n[C; U Cy] = «[C1] U Cy. No-
tamos primero que X X {1} es abierto en A(X) y por tanto X x {0} es cerrado. Asi,
Co = XoNC es cerrado en A(X).

Para probar que 7[C] es cerrado, sea p € cl(w[C]); se requiere demostrar que p € w[C].
Vamos a ver que (p,0) € cl(C) = C. Sea W C 7((p,0),A(X)), entonces existe
Ver(X)talquepeVy (Vx{0})u(((V\{p}) x{1}) CW. Como VNnr[C] #0,
tenemos que existe (x,7) € C tal que 7(x,7) = (x,0) € (V x {0})nC. Sii =0,
(,0) e WNC. Sii=1yx+#p,entonces (z,1) € WNC. Sii=1yx=p, entonces
(p,0) € WNC. En cualquier caso WNC # (. Por lo tanto (p,0) € cl(C) = C, se sigue
que p = 7((p,0)) € 7[C].

[
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—x +€ —_— -

z=(x,—x)

Figure 3.1: El cuadrado de la recta de Sorgenfrey

Lema 3.2.23. Sea S? el cuadrado de la Recta de Sorgenfrey, entonces el conjunto
L={(z,—x) € S?: 2 € S} es un subconjunto cerrado y discreto.

Demostracion. Sean z = (x,—x) € L'y € > 0, entonces z € [x,z +€) X [—x,—2 + €)
y tenemos que ([z,x +€) X [—x,—z +€)) N L = {2}, por lo que L es un subconjunto
discreto de S

[l

Ejemplo 3.2.24. La propiedad SC'E no se preserva bajo imagenes inversas de funciones
perfectas.

Demostracion. Sea S? el cuadrado de la Recta de Sorgenfrey. Como S? es separable,
entonces también es un espacio SCE. Por el Lema 3.2.22, f : A(S?) — S? definida
como f(p,i) = p, para i = 0,1, es una funcién perfecta. Consideremos el subconjunto
L ={(z,—x) € S* : z € S}; por el Lema 3.2.23 tenemos que L es un subconjunto
cerrado y discreto en S2.
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Para cada p € S?\ L definimos U, = U x {0,1}, donde U € 7(p,5%) y UNL = 0.
Similarmente para cada q € L definimos U, = (U x{0,1})\{(q, 1)}, donde U € 7(q, S?)
yUNL={q}.

Notemos que para cualquier s € S? se tiene que U, N (L x {1}) = (. Esto implica
en particular que L x {1} es un subconjunto cerrado en A(S?), pero todos los puntos
de L x {1} son aislados. Por lo tanto L x {1} es un subconjunto abierto, cerrado,
discreto y no numerable de A(S?); se sigue que L x {1} no es un espacio SCE. Como
la propiedad SC'E se hereda a subconjuntos abiertos y cerrados tenemos que el espacio
A(S?) no es un espacio SCE.

]

Proposicién 3.2.25. Si para un espacio topolégico X tenemos que A(X) es un espacio
SCE, entones e(X) < w.

Demostracion. Supongamos que e(X) > w, entones existe un subconjunto cerrado,
discreto y no numerable D en X. Para cada z € X \ D definimos U, = U x {0, 1},
donde U € 7(x,X) y UN D = (. Similarmente para cada d € D definimos U,; =
(U x{0,1})\ {(d, 1)}, donde U € 7(d, X) y UN D = {d}.

Notemos que para cualquier x € X se tiene que U, N (D x {1}) = 0. Esto implica
que D x {1} es un subconjunto cerrado en A(X), pero todos los puntos de D x {1}
son aislados. Por lo tanto D x {1} es un subconjunto abierto, cerrado, discreto y no
numerable de A(X); se sigue que D x {1} no es un espacio SCE. Como la propiedad
SCE se hereda a subconjuntos abiertos y cerrados tenemos que el espacio A(X) no es
un espacio SCE.

m

Proposicién 3.2.26. Si e¢(X) < w, entonces e(A(X)) < w.

Demostracion. Observemos que A(X) es imagen inversa de X de una funcién per-
fecta y como e(X) = w, por el Lema 3.2.20, obtenemos el resultado.
O

De estos tltimos dos resultados podemos inferir que en la clase de los espacios
que son duplicados de Alexandroff, las propiedades extension numerable y SCE son
equivalentes. Asi tenemos el sisguiente corolario.

Corolario 3.2.27. Para cualquier espacio topolégico X tenemos que e(A(X)) < w si
y sblo si A(X) es un espacio SCE.

Definicién 3.2.28. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se llama nimero de Lindeldf de
X a:

[(X) = min{x : cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta de cardinalidad < }.
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Definicién 3.2.29. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Se llama densidad de X a:
d(X) =min{|D| : (D) = X} + w.

En el Corolario 3.2.27 se demostr6 que el duplicado de Alexandroff de un espacio
topoldgico tiene extensién numerable si y sélo si es un espacio SC'E. Considerando que
cada espacio es la imagen de una funcién continua de un duplicado de Alexandroff, es
claro que en el Corolario 3.2.27 no podemos sustituir e(A(X)) < w por I[(A(X)) <w o
por d(A(X)) < w.

En la seccién 3.2.1 se demostré que cada espacio SCE es tenuemente Lindelof. A
continuacion se muestra que la implicacion reciproca no se cumple.

Ejemplo 3.2.30. Existe un P-espacio de Tychonoff tenuemente Lindel6f que no es
SCE.

Demostracion. El espacio es el del Ejemplo 3.1.30. Sean M C X = w; U A, con
e(M) = w y U una cubierta abierta de M. Puesto que A es cerrado y discreto, se
sigue que M N A es numerable, y por tanto existe una subfamilia numerable ¥V C U tal
que M NA C JV. Como el subconjunto B = M \ |JV de w; es cerrado y discreto,
y e(M) = w, entonces B es numerable. Por tanto existe una subfamilia W C U que
cubre a By VU)WV es una subcubierta numerable de M de U.

Por lo anterior y por el Teorema 3.1.13 se tiene que en el espacio X un subespacio
es de Lindelof si y sélo si e(X) = w. Como X no es estrella Lindeldf, se sigue que X
no es SCE.

]

Ahora veremos que la propiedad SC'E no es estable bajo productos finitos, incluso
esta propiedad no se conserva bajo productos con espacios con propiedades mas fuertes
que SCE.

Como consecuencia del Lema 3.2.21 tenemos que la propiedad SC'E es compactamente
productiva, es decir:

Proposicion 3.2.31. Si X es un espacio SCE y K es un espacio compacto, entonces
X x K es un espacio SCFE.

Demostracion. Basta tomar la funcién f: X x K — X, dada por f((x,k)) = z.
[l

Corolario 3.2.32. Si X es un espacio SCE y Y es un espacio o-compacto, entonces
X XY es un espacio SCFE.
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Demostracion. Supongamos que Y = |J{K,, : n € w}, donde K,, es un subespacio
compacto para cadan € w. Entonces X xY = | J{X x K,, : n € w} y por la Proposicién
3.2.31 cada X x K, es un espacio SC'E. Ahora por el Corolario 3.2.2 tenemos que X xY
es un espacio SC'E.

O

A continuaciéon exhibimos un ejemplo que muestra que si en la Proposicién 3.2.31
debilitamos alguna hipdtesis podemos obtener un producto que no es SC'E.

Ejemplo 3.2.33. Existe un espacio numerablemente compacto y un espacio de Lindelof
tal que su producto no es un espacio SC'FE.

Demostracion. Sea Z = w; x L, donde L es la Lindeloficacion unipuntual de w;. Sea:
U={(a,w) x{a}:a<w}

Es facil ver que el conjunto U = {(«a, 5) € Z : f > a} es un subconjunto abierto de Z.
Asi V =UU{U} es una particién abierta de Z. Entonces también es una particién de
subconjuntos abiertos y cerrados, por lo que V es una familia discreta no numerable.
Por el Corolario 3.2.5 , Z no es un espacio SCE.

m

Definicién 3.2.34. Decimos que A C R es totalmente imperfecto si no contiene una
copia del conjunto de Cantor.

Observacion 3.2.35. Notemos que si A C R es un subconjunto totalmente imperfecto
y si F C R es un subconjunto cerrado y no numerable, entonces F' ¢ A. El siguiente
Teorema lo demostré Bernstein y puede ver la demostracion en [15].

Teorema 3.2.36. Existe A C R tal que |A] = |R\ A] =2“ y tanto A como R \ A son
conjuntos totalmente imperfectos.

Ejemplo 3.2.37. Existen dos espacios de Lindelof tal que su producto no es un espacio

SCE.

Demostracion. Sea A C R un subconjunto que cumple las condiciones del Teorema
3.2.36. Tomemos el duplicado de Alexandroff de R, A(R) =R x {0,1} y sean:

Xi=Ax{0HURx {1}) y Xz = ((R\ A) x {0}) U (R x {1})
subespacios de A(R).

Sean B la coleccién de los intervalos abiertos de Ry B, = {B € B : x € B}. La
coleccion Ay = {U, x ({0,1} \ {(z,1)}) :x € Ay U, € B,} U{{(z,1)} : x € R} es
una base para el subconjunto Xi; y la coleccion Ay = {U, x ({0,1}\ {(z,1)}) : = €
R\AyU, € B,}U{{(x,1)} : x € R} es una base para el subconjunto Xj.
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Ahora veamos que X; y X son espacios de Lindelof. Sea U una cubierta abierta
de X, por subconjuntos de A;. Podemos asumir que:

U=1{(U,x {0, 1)\ {(z, 1)}z € FYU{{(z,1)} : 2 € G}

donde F,G C R. Notemos que {U, : x € F'} es una cubierta abierta de A. Como
A C R, existe un subconjunto numerable F, C F tal que A C |J{U, : x € Fp}.
Definimos U = |J{U, : = € Fy}. Entonces R\ U es un subconjunto cerrado. Como
R\ A es totalmente imperfecto, por la Observacién 3.2.35 tenemos que R \ U es un
subconjunto numerable. Para cada x € FyU(R\U) fijamos W, € U tal que (z,1) € W,.
Sea

V={U, x{0,1})\{(z, 1)} :x € [} U{W,: 2 € FLUR\U)}.

Asi tenemos que V es una subfamilia numerable de U . Ahora veamos que V también
cubre a R x {1}. Tomemos (¢,1) € R x {1} y asumamos que ¢t ¢ FyU(R\ U), entonces
teU = {U, : z € Fy}, asi existe x € Fy tal que t € U,. Como t # z tenemos que
(t,1) € (U, x {0,1}) \ {(z,1)} € V. Por lo tanto X; es un espacio de Lindel6f. Se
demuestra similarmente que X, también es un espacio de Lindelof.

Para ver que X; X X5 no es un espacio SCE, consideremos la diagonal A = {(p,p) :
p € A(R)} de A(R) x A(R). Como A es un subconjunto cerrado de A(R) x A(R),
tenemos que D = A N (X; x X3) es un subconjunto cerrado en X; x X5. Ya que
D ={(p,p) : p € Rx {1}}, tenemos que cada elemento de D es aislado en X; x X5, asi
D es un subconjunto abierto, cerrado, discreto y no numerable, por lo que no puede ser
un espacio SC'E. Como los espacios SC'E se heredan a subespacios abierto y cerrados,

tenemos que X; X X5 no es un espacio SC'FE.
O



Capitulo 4

P-espacios y espacios de Moore.

4.1 P-espacios

En el Capitulo 2 se demostré que cada espacio topolégico X que es T7 con extensiéon
numerable es estrella numerable. En este capitulo mostraremos que en algunas clases de
espacios topoldgicos ser estrella Lindelof y tener extensién numerable son propiedades
equivalentes.

Definicién 4.1.1. Si X es un espacio topolégico y A C X, decimos que una familia I/
es una expansion abierta de A sid = {U, : a € A} y U, € 7(a, X) para cada a € A.

Definicién 4.1.2. Una coleccién F de subconjuntos de un espacio X se llama punto
numerable si cada x € X pertenece a lo més a un niimero numerable de elementos de
la coleccion F.

Definicién 4.1.3. Dado un cardinal infinito k, decimos que un espacio topoldgico X
es débilmente k-metalLindelof si para cada subconjunto cerrado y discreto D C X con
|D| = k podemos encontrar un subconjunto D" C D tal que |D'| = x y D' tiene una
expansion abierta punto numerable.

Definicién 4.1.4. Dado un cardinal infinito x, decimos que un espacio topoldgico X
es débilmente k-Hausdorff por colecciones si para cada subconjunto cerrado y discreto
D C X con |D| = k podemos encontrar un subconjunto D" C D tal que |D'| =k y D’
tiene una expansion abierta ajena.

Proposicién 4.1.5. Cada espacio débilmente xk-Hausdorff por colecciones es débilmente
r-metal.indelof.

Demostracion. Cada expansion abierta disjunta es una expansién abierta punto nu-
merable.

]
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Lema 4.1.6. Sea X un espacio topolégico con un subconjunto cerrado y discreto no
numerable E que tiene una expansién abierta punto numerable, entonces X no es
estrella numerable.

Demostracion. Supongamos que X es estrella numerable y tomemos una expansion
abierta punto numerable V = {V; : d € E} del subconjunto E tal que V; N E = {d}
para cada d € E. La familia V' = VU {X \ E} es una cubierta abierta de X, asf
que existe un subconjunto numerable A C X tal que St(A,V') = X; como V' es
punto numerable, podemos encontrar un conjunto numerable B C F tal que para cada
de E,siVynA#I(, entonces d € B. Tomamos algiin d € E'\ B y observemos que
d ¢ St(A, V') = X, lo cual es una contradiccién.

O

Corolario 4.1.7. Para cada espacio débilmente w;-metalindelof X las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(i) el espacio X es estrella numerable;

(i) ext(X) < w.

Demostracion. (i) = (ii). Supongamos que D es un subconjunto discreto y cerrado
tal que |D| = wy. Como X es débilmente w;-metalindel6f podemos encontrar un sub-
conjunto D* C D con |D'| = w; que tiene una expansién punto numerable. Por el Lema
4.1.6 se tiene que X no es estrella numerable.

(i1) = (i) Es el Corolario 2.1.8.

O

Corolario 4.1.8. Si un espacio X es débilmente w;-Hausdorff por colecciones, entonces
X es estrella numerable si y sélo si ext(X) < w.

Demostracion. Es inmediato del Corolario 4.1.7.
O]

Lema 4.1.9. Si X es un P-espacio regular y D = {d, : @ € w;} es un subconjunto
cerrado y discreto, entonces existe una expansion abierta ajena dos a dos U = {U, :
a € w}fde D.

Demostracion. Como X es un espacio regular para dy y D\{dp}, existen subconjuntos
abiertos ajenos Uy y Vj tales que dy € Uy 'y D\{do} C Vj. Al haber elegido subconjuntos
abiertos ajenos Uz y Vj para cada f < a < w; tales que dg € Ug, {d, : v > f} C
Vs y Us, Vg C Vg para cada § < 3 < a, por ser X un P-espacio podemos escoger
subconjuntos abiertos ajenos U, y V,, tales que d, € Uy, {dy : v > a} CV, y U,, Vo C
{Vs: B < a}. Con esta contruccién tenemos que U = {U, : @ € wy} es una expansion
abierta ajena dos a dos de D.

O
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Corolario 4.1.10. Un P-espacio X regular es estrella numerable si y sélo e(X) < w.

Demostracion. Por el Lema 4.1.9 tenemos que X es débilmente w;-Hausdorff por
colecciones y aplicamos el Corolario 4.1.8.
m

Definicién 4.1.11. Un espacio topolégico X tiene la condicion de la cadena numer-
able (cce) si cada familia ajena dos a dos de subconjuntos abiertos no vacios en X es
numerable.

Lema 4.1.12. Sea X un espacio topoldgico. Si X tiene la ccc, entonces X es tenue-
mente Lindelof.

Demostraciéon. Sea U una familia de tamano w; localmente finita de subconjuntos
abiertos no vacios de X. Por el Lema 1.2.6 existe una familia V' de tamano w; ajena

dos a dos de subconjuntos abiertos no vacios en X. Se sigue que X no tiene la ccc.
]

Definicién 4.1.13. Un espacio topoldgico X tiene la condicion de la cadena discreta
numerable (dcce) si cada familia discreta de subconjuntos abiertos no vacios en X es
numerable.

Corolario 4.1.14. Cada espacio topolégico X que tiene la ccc tiene la dccce.

Lema 4.1.15. Sea X un espacio topolégico regular. Entonces X es tenuemente Lindelof
si y solo si X tiene la dccc.

Demostracion. (=) Inmediato.

(<) Sead = {U, : @ < wy} una familia localmente finita de subconjuntos abier-
tos no vacios. Por el Lema 1.2.6 existe una familia localmente finita ajena dos a dos
VYV ={V,:a<w}. Como X esun espacio regular, para cada o < wy existe W,, € 7(X)
tal que W, C cl(W,) C V,. Asi la familia W = {W,, : @ < wy} es una familia discreta.

O

Lema 4.1.16. En el espacio R existe un subconjunto denso no numerable que se puede
escribir como una unién no numerable de subconjuntos numerables ajenos dos a dos y
densos en R.

Demostracion. Sea Dy = Q, donde Q es el conjunto de los niimeros racionales. Al
haber escogido Dg para cada < a < wy, tal que Dg C R\ U{D, : v < B} con
Dg numerable y denso en R; se sigue que (J{Ds : f < a} es numerable y por tanto,
R\U{Ds : B < a} esdenso en R. Puesto que R es hereditariamente separable, existe un
subconjunto numerable D, C R\ J{Ds : 8 < a}, el cual es denso en R\|J{Djs : 8 < a}
y por tanto denso en R. De esta manera tenemos que X = (J{Ds: f < w1} CResla
unién de wy subconjuntos de R, los cuales son numerables, ajenos dos a dos y densos
en R.

]
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Ejemplo 4.1.17. Existe un espacio topolégico de Hausdorff que tiene la dcce, pero no
es tenuemente Lindelof.

Demostracion. Sea (R, 7.) el espacio topoldgico de los niimeros reales con la topologia
usual. Consideramos el subconjunto X de R construido en el Lema 4.1.16 y lo escribimos
como la siguiente unién ajena

X = (U{Ya ra<wi})U (U{Zaﬁ ra, B <wi})

donde cada Y, y cada Z,p son densos numerables en (R, 7.). Consideremos la siguiente
topologia 7 en X generada por la siguiente base W:

1) Para cada y € Yy, Vo = U, NY, € W con U, € 7(y,R).
2) Para cada z € Z,g, {2} U (U. N (Y, UY3)) € W con U, € 7.(2,R).

La topologia 7 es més fina que la topologia 7, asi (X, 7) es un espacio de Hausdorff.
Para mostrar que (X, 7) no es tenuemente Lindelof basta observar que {Y, : o < wy}
es una familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios.

Ahora mostremos que (X, 7) es un espacio topolégico con la dece. Sea A una familia
no numerable de subconjuntos abiertos no vacios en (X, 7). Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que A consiste de subconjuntos de la forma Vy;,, donde U € By B
es una base numerable de 7.. Como B es una base numerable y A es una familia no
numerable, existen ay, an < wy y U’ € B tales que Vi o, Vi, € A. Como Z,,4, €s un
subconjunto denso en (R, 7.), existe z € Z,,4, NU’. Entonces cada vecindad de z en la
topologia 7 intersecta al menos a dos elementos de la familia A que son Vi o, v Vi 4, -
Asi A no es una familia discreta, por lo tanto (X, 7) tiene la dcce.

m

Teorema 4.1.18. Si X es un P-espacio normal, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) X es estrella numerable;
b) X estrella Lindelof;

c) X es tenuemente Lindelof;
d) X tiene la dccc;

e) ext(X)=w .

Demostracion. (¢) = (a) Es el Corolario 2.1.8;
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(a) = (b) Es evidente;

(b) = (c) Es el Teorema 3.1.8;

(¢) = (d) Es el Lema 4.1.15;

(d) = (e) Supongamos que cada familia discreta de subconjuntos abiertos no vacios de
X es numerable y que existe un conjunto cerrado y discreto D en X tal que |D| = w;.
Por el Lema 4.1.9 existe una expansion abierta ajena {U, : d € D} para el subconjunto
D. Ya que X es un espacio normal, podemos encontrar un subconjunto abierto G en X
tal que D C G C cl(G) C|J{Uy: d € D}. Para cada a < wy sea V; = G N Uy, entonces
la familia {V; : d € D} es una expansion abierta y discreta para D.

O

Definicién 4.1.19. Sean (X, 7) un espacio topolégico Ty y F C X . Denotaremos

Y(F, X) =min{k : F es la interseccion de x subconjuntos abiertos }.

Si x € X escribiremos ¥(z, X) en lugar de ¢({z}, X).

Proposicién 4.1.20. Sea X un P-espacio de Tychonoff con la dece y (z, X) < wy
para algin z € X. Entonces x(z, X) < w;.

Demostracion. Por el Lema 3.1.27 X es un espacio 0-dimensional, ahora fijemos una
wy-sucesion decreciente U = {U, : o € w;} de subconjuntos abiertos y cerrados de X
tales que {z} = (U. Para ver que U es una base local en x, fijamos cualquier conjunto
abierto y cerrado U € 7(x, X) y observemos que en el espacio Y = X \ U, cada familia
discreta de subconjuntos abiertos no vacios es numerable porque Y es abierto y cerrado
en X.

Sea V, =Y \ U, para cada « € wy; entonces la familia V = {V,, : @ € w;} es una cu-
bierta por subconjuntos abiertos y cerrados de Y. Como Y es un P-espacio, el conjunto
Wo = Vo \U{Vs : B < a} es un conjunto abierto y cerrado en Y para a < w; y por
lo tanto tenemos que W = {W,, : a € w; } es un refinamiento de abiertos y cerrados de V.

Este refinamiento es una familia discreta de subconjuntos de Y asi que sélo una
cantidad numerable de elementos de W son no vacios. Ya que la familia V es decreciente,
tenemos que Y \ U, =V, =Y , es decir, U, C U para algin a € w;.

m

Proposiciéon 4.1.21. Sea X un P-espacio de Tychonoff con la dcce y [(X) < wy.
Entonces X es un espacio de Lindelof.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Podemos asumir sin pérdida de
generalidad que |U| < wy, y como X es 0-dimensional también podemos suponer que
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los elementos de U son abiertos y cerrados. Sean {U, : @ < w;} una enumeracién de la
familiald y V,, = U, \|U{Up : 8 < a} para cada a < wy. Esclaroque V = {V, : @ < w;}
es una particion de X que consta de subconjuntos abiertos y cerrados, asi la familia V
es discreta y por lo tanto la colecciéon W = {V € V : V # 0} es un refinamiento abierto
numerable de la cubierta /. Se sigue que X es un espacio de Lindelof.

]

Teorema 4.1.22. Si k es un cardinal infinito tal que k¥ = kK y X es un P-espacio de
Tychonoff estrella Lindeldf tal que w(X) < k, entonces X no tiene ningin subespacio

cerrado y discreto de cardinalidad x; en particular, si xk es un cardinal sucesor, entonces
e(X) < k.

Demostracién. Supongamos que D es un subconjunto cerrado y discreto de X de
cardinalidad x. Podemos encontrar una base B de tamano x para X que consta de
subconjuntos abiertos y cerrados tal que |U N D| < 1 para cada U € B.

Sea {V, : @ < Kk} una enumeracién de todas las subfamilias numerables de B. Como
X es P-espacio tenemos que | J )V, es un subconjunto cerrado de X el cual contiene a lo
més una cantidad numerable de elementos de D, asi podemos elegir dy € D \ |J V.

Procediendo recursivamente, al haber elegido dg para cada f < a < & tal que si 8 # A,
entonces dg # dy y dg € D\ |JV3. Como el subconjunto P = {ds : 8 < a} U (U Va)
contiene a lo mas |a| - w < k elementos de D, podemos elegir d, € D\ P. Sea
D' ={dy,:a <k} C D. Veamos que D' es un subconjunto cerrado, sea x € X \ D',
siz € D\ D', entonces existe U € 7(z, X) tal que UN D = {z}; si # € X \ D, como
D es cerrado existe V' € 7(z, X) ajeno a D y por lo tanto a D', se sigue que D’ es cerrado.

Fijamos W, € 7(d,, X), tal que W, N D" = {d,} y Wo N (UV.) = 0 para cada
a < k. La familiad = {X \ D'} U{W, : @ < k} es una cubierta abierta de X. Por lo
tanto existe un subespacio de Lindel6f L C X tal que St(L,U) = X. Como la familia B
cubre a L, existe a < k tal que L C (JV,. Como W,N(JV.) = 0, entonces W,NL = 0;
por lo que d,, ¢ St(L,U).

[

4.2 Estrella P en espacios de Moore.

En esta seccién mostraremos que las propiedades estrella Lindelof y estrella numerable
que fueron estudiadas en el Capitulo 3 son equivalentes a la propiedad de separabilidad
en una clase particular de espacios topolégicos.

Definicién 4.2.1. Decimos que un espacio topolégico X tiene un desarrollo si existe
una sucesién de cubiertas abiertas {U, : n € w} de X tal que para cada x € X, la
sucesion {St(x,U,) : n € w} es una base local para x. Un espacio es de Moore si es
regular y tiene un desarrollo.
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El siguiente teorema es una generalizacién de un resultado de Ikenaga que puede
encontrarse en [9], donde se probd que cada espacio de Moore estrella numerable es
separable.

Teorema 4.2.2. Si X es un espacio de Moore, entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) X es un espacio separable;
(b) X es estrella numerable;

(¢) X es estrella Lindeldf.

Demostracion. (a) = (b) = (c) Inmediato.

(¢) = (a) Supongamos que X es un espacio de Moore estrella Lindel6f; podemos en-
contrar un desarrollo {U,, : n € w} para X. Sea L, un nucleo de Lindel6f de U,, para
cada n € w. Como L, es un espacio de Lindelof y un espacio de Moore, por el Teo-
rema 5.4.1 (Teorema de Metrizacién de Bing) de [6] se sigue que L,, es metrizable para
cada n € w, por lo que existe un subespacio denso numerable D,, de L,, para cadan € w.

Sean D =\ J{D,:ncw},xe X yU € 7(zr,X). Existe m € w tal que St(x,U,) CU.
Como el subespacio L,, es un nicleo de U,,, podemos encontrar z € L,, y V € U,
tal que {z,z} C V. Asi tenemos V C St(z,Uy,) C U; ademéds como VN L, # 0y
VN D,, # 0, esto demuestra que U N D # () y por lo tanto D es un subconjunto denso
en X.

O
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Capitulo 5

Estrellas débiles.

5.1 Estrella débil y casi estrella.

En esta seccién estudiaremos dos propiedades que surgen al debilitar la propiedad
estrella P. Mostraremos para qué propiedades topoldgicas y bajo qué condiciones son
equivalentes. El nombre de estas propiedades son débilmente estrella P y casi estrella P
y fueron estudiadas en [16] cuando P=finito y cuando P=numerable, bajo los nombres
de 71 — cl-starcompact” y 71 — cl-star-Lindelof” respectivamente. El primero de estos
términos es atribuido a Tkenaga [9]. Mds tarde diversos autores como Yan-Kui Song y
Wei-Feng Xuan en [22] estudiaron estas propiedades.

Definicién 5.1.1. Un espacio topolégico X se llama débilmente estrella P (casi estrella
P, respectivamente) si para cada cubierta abierta U de X existe un subespacio A C X
con la propiedad P tal que cl(St(A,U)) = X, (U{cl(St(x,U)) : = € A} = X, respecti-
vamente). El conjunto A es llamado un nicleo débil (casi nicleo, respectivamente) de
la cubierta U.

Lema 5.1.2. Sea P una propiedad topolégica. Si X es un espacio casi estrella P,
entonces X es débilmente estrella P.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X, entonces existe un conjunto A C X

con la propiedad P tal que U cl(St(z,U)) = X. El resultado es consecuencia de:
x€A

| cl(St(z,u)) C cl(St(A,U)).

T€A

]

Proposiciéon 5.1.3. Un espacio topolégico X con un subespacio denso estrella P es
débilmente estrella P.

27
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Demostracion. Sea D un espacio denso estrella P en X y sea U una cubierta abierta
de X. Como D es estrella P existe A C D con la propiedad P tal que D C St(A,Up)
(donde Up ={UND :U e€U}), asi X = cl(D) = cl(St(A,U)).

O

Corolario 5.1.4. Un espacio X con un subespacio denso estrella numerable es débilmente
estrella numerable.

Proposiciéon 5.1.5. Si X es un espacio casi estrella numerable y A C X es un
subespacio cerrado y abierto, entonces A es casi estrella numerable.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de A. Entonces V = U U {X \ A} es
una cubierta abierta de X. Ya que X es casi estrella numerable podemos encontrar
un subconjunto numerable N en X tal que | J{cl(St(z,V)) : = € N} = X. Entonces
U{cl(St(z,U)) : x € NN A} = A.

]

La siguiente definicién aparece en [16].

Definicién 5.1.6. Un espacio X tiene la propiedad DC(w;) si tiene un subespacio D
denso tal que cada subconjunto no numerable de D tiene un punto de acumulacién en

X.

Teorema 5.1.7. Cada espacio X con la propiedad DC(w;) es débilmente estrella nu-
merable.

Demostracion. Sean U una cubierta abierta de X y D el subconjunto denso testigo
de que X tiene la propiedad DC'(w;). Elegimos zg € D; si cl(St(zo,U)) 2 D , entonces
ya acabamos; de otra forma elegimos x; € D\ cl(St(xo,U)). Al haber elegido puntos x,
para cada a < de tal manera que x, € D \ cl(St(A,,U)), donde A, = {z, : v < a},
elegimos z3 € D \ cl(St(Ag,U)), donde Ag = {x, : v < B}; si cl(St(Ag,U)) 2 D se
termina la construccion. Se demostrara que esto si ocurre para algin 8 < wy.

Supongamos que esto no ocurre; sea A = {x, : @ < w1 }; A es discreto pues {x5} =
(X \ cl(St(As,U))) N St(zs,U) N A para cada o < wy. Como X tiene la propiedad
DC(w) tenemos que A tiene un punto de acumulacién; sea p € X tal punto, por lo
tanto existe U € U tal que p € U. Como p es un punto de acumulacién de A, existe un
f € wy minimo tal que 3 € U y por la construccién, para todo v # 3, z, ¢ U lo que
contradice que p es punto de acumulacion de A. Asi que para algun ordinal § € wy, se
tiene que cl(St(As,U)) 2 D. Por lo tanto X es débilmente estrella numerable.

]

Corolario 5.1.8. Si un espacio X tiene un subespacio denso con extensién numerable,
entonces X es débilmente estrella numerable.
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Demostracion. Sea S un subespacio denso de X con extension numerable, entonces

cada subconjunto no numerable de S tiene un punto de acumulacién en S.
O

Corolario 5.1.9. Cada espacio con un subespacio denso o-numerablemente compacto,
es débilmente estrella numerable.

Demostracion. Sea S el subespacio denso o-numerablemente compacto, entonces S =
U{S» : n € w} con cada S,, numerablemente compacto. Sea A un conjunto infinito no
numerable en S, entonces existe m € w tal que AN .S,, es no numerable, por lo tanto

tiene punto de acumulacién p € S,, C S.
]

Corolario 5.1.10. Cada espacio X con un subespacio denso de Lindelof , es débilmente
estrella numerable.

Definicién 5.1.11. Un espacio X se llama débilmente de Lindelof si cada cubierta
abierta de X tiene una subfamilia numerable cuya uniéon es densa en X.

Lema 5.1.12. Un espacio X débilmente de Lindelof es débilmente estrella numerable.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces existe {V,, :n € w} CU
tal que cl(U{V, : n € w}) = X. Para cada n € w elegimos x,, € V,,. Sea F = {x,, :n €
w}, entonces St(F,U) = |J{V, : n € w}. Por lo tanto cl(St(F,U)) = X.

[l

Lema 5.1.13. Un espacio X con celularidad numerable es débilmente de Lindelof.

Demostraciéon. Supongamos que X no es débilmente de Lindelof y sea U una cubierta
abierta de X tal que ninguna subfamilia numerable tiene uniéon densa en X. Sean
Uy € U con cl(Up) # X y Vo = Up; al haber elegido Ug € U para cada < o < wy tal
que cl(|{Us : 8 < a}) # X. Podemos encontrar U, € U tal que U, \ cl(IU{Us : B <
a}) # 0, hacemos V,, = U, \ cl(U{Us : B < a}); asf la familia {V,, : @ < w;} es una
familia celular en X.

]

Teorema 5.1.14. Un espacio X con celularidad numerable es débilmente estrella nu-
merable.

Demostracion. Es inmediato de los dos lemas anteriores. OJ

Ejemplo 5.1.15. Existe un espacio X con un subespacio denso y o-compacto que no
es casi estrella numerable.

Demostracion. Denotemos por A(wq) el conjunto de ordinales limites en w; + 1. Sea
X =((wn+1)x(w+1)\{(,w) : @ € Awy)} como subespacio del espacio producto
(w1 +1) X (w+1). El subespacio Y = (w;+1) X (w) es o-compacto y denso en X. Para



60 CAPITULO 5. ESTRELLAS DEBILES.

ver que X no es casi estrella numerable, sea U la cubierta abierta de X definida de la
siguiente manera:

U={(wn+ 1) x{n}t:newtU{{B}x (w+1):8€w \ ANwi)}
Si A es un subconjunto numerable de w; X w, entonces podemos encontrar o € wy tal

que A C a xwy asisiy > a tenemos que (y,w) ¢ cl (St(xz,U)) para cada z € A.
[l

Teorema 5.1.16. Si X es un P-espacio, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) X es débilmente estrella numerable;

b) X es casi estrella numerable;

ademas, las dos condiciones anteriores son consecuencias del siguiente enunciado:
¢) X tiene un subespacio denso con extensiéon numerable;

si ademas, X es un espacio normal, entonces las tres condiciones anteriores son equiv-
alentes a:

d) X es estrella numerable.

Demostracion. (b) = (a) Es consecuencia del Lema 5.1.2.

(a) = (b) Se sigue del hecho de que si {C), : n € w} es una familia numerable de
conjuntos en un P-espacio, entonces (J{cl(C,) : n € w} =cl (U{C\ : n € w}).

(c) = (a) Es consecuencia del Corolario 5.1.8.
Ahora supongamos que X es un espacio normal:

(a) = (c) Supongamos que X no tiene subespacio denso con extensién numerable.
En particular e(X) > w y asi podemos encontrar un subconjunto cerrado y discreto
D ={d,:a € w} C X de cardinalidad w;. Como X es un P-espacio, por el Lema
4.1.9, podemos encontrar una expansion ajena de conjuntos abiertos U = {U, : « € w; }
de D, donde d, € U,. Como X es normal podemos asumir que U/ es discreta. Para
cada o € wy, podemos encontrar una vecindad cerrada V,, de d, tal que V,, C U, y la
cubierta F = U U{X \ [J{Va : @ € w1}} es testigo de que X no es débilmente estrella
numerable.

(b) = (d) Notemos que si X no es estrella numerable, por el Corolario 2.1.8 X tiene
extension no numerable y por el argumento del parrafo anterior se tiene que X no es
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débilmente estrella numerable.

(d) = (a) Es trivial.
[

No obstante, en general las propiedades débilmente estrella numerable y casi estrella
numerable son distintas. El espacio estudiado en el Ejemplo 5.1.15 es débilmente es-
trella numerable por el Lema 5.1.9 pero no es casi estrella numerable. A continuacién
exhibimos otros ejemplos que distinguen estas propiedades.

Lema 5.1.17. Un espacio X que tiene un subespacio denso numerablemente compacto
es casi estrella finito (por lo tanto es débilmente estrella finito).

Demostracion. Sea D un subespacio denso numerablemente compacto de X y sea U
una cubierta abierta de X. Como D es un subconjunto denso numerablemente compacto
de X, existe un subconjunto finito F' de D tal que D C |J{St(z,U) : x € F'}. Notemos
que las propiedades débilmente estrella finito y casi estrella finito son equivalentes. Por
lo tanto, X =cl (D) Ccl (U{St(x,U) : x € F}).

O

Ejemplo 5.1.18. Existe un espacio de Tychonoff X, el cual es casi estrella numerable
pero no estrella numerable.

Demostracion. Sea D un espacio discreto de cardinalidad wq, sea X = (5D x (wy +
I\ ((BD\ D) x{w1}) con la topologia de subespacio del producto fD X (w;+1). Como
BD x wy es un subespacio denso numerablemente compacto de X, entonces X es casi
estrella finita por el Lema 5.1.17. Ahora mostraremos que X no es estrella numerable.

Como |D| = wy, podemos enumerar a D como {d, : @ € w}. Para cada o € wy,
sea Uy = {da} X (w1 + 1), entonces U, NUz = 0 si @ # (. Consideramos la cubierta
abierta U = {U, : a € w1} U{BD x w;} de X. Es suficiente mostrar que para cada
subconjunto numerable F' de X existe un punto z € X tal que « ¢ St(F,U). Sea F
un conjunto numerable de X, entonces existe un v < w; tal que U, N F' = () para cada
a > 7. Si elegimos [ > v, entonces (dg,w;) ¢ St(F,U) ya que Uz es en tnico elemento
de U que contiene a (dg,w).

[

Ejemplo 5.1.19. Existe un espacio de Tychonoff, débilmente estrella numerable que
no es casi estrella numerable.

Demostracién. Sea D un espacio discreto de cardinalidad w; y sea
X = (8D x (w+ 1)\ (8D \ D) x {&})

como subespacio del producto D x (w+1). Como 5D X w es un subespacio denso o-
compacto de X, entonces X es débilmente estrella numerable por el Lema 5.1.9, ahora
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mostraremos que X no es casi estrella numerable.

Como |D| = wy, podemos enumerar a D como {d, : @ € w;}. Para cada o € wy,
sea U, = {do} X (w+ 1), entonces U, N Uz = 0 si o # [ y para cada n € w sea
Vo, = BD x {n}. Consideramos la cubierta abierta Y = {U, : @ € w1} U{V, : n € w}
de X. Sea F un subconjunto numerable de X, notemos que St(z,U) = cl (St(z,U)),
si & = (da,n) entonces St(x,U) = ({da} X (w+ 1)) U (BD x {n}), entonces X # [J{cl
(St(x,U)) :x € F}.

O]

Definicién 5.1.20. Un espacio X es débilmente reqular si cada conjunto abierto con-
tiene un dominio cerrado no vacio.

Teorema 5.1.21. Un espacio X débilmente regular y débilmente estrella numerable
es tenuemente Lindelof.

Demostracion. Supongamos que X no es tenuemente Lindelof. Entonces, por el
Lema 1.2.6 existe una familia localmente finita no numerable de conjuntos abiertos no
vacios y mutuamente ajenos U = {U, : @ € w1}. Como X es débilmente regular para
cada « € wy podemos encontrar un conjunto abierto no vacio V, tal que cl (V,,) C U,.
Ahora consideremos la siguiente cubierta abierta V = U U {X \ J{cl (V,) : a € wy}}.
Por el Lema 1.2.8 el subconjunto | J{cl (V,) : @ € w;} es cerrado.

Si D C X es numerable, entonces como cada punto de D estd en a lo méas dos
elementos de V, se sigue que existe algin § € w; tal que D N Ug = (. Claramente, si
p € Vg, entonces p ¢ cl(J{St(z,V) :x € D}) y ast cl(J{St(z,V) : x € D}) # X.

m

Teorema 5.1.22. Si X es un espacio pseudocompacto y casi estrella numerable, en-
tonces cada espacio Y tal que X CY C X es casi estrella numerable.

Demostracion. Supongamos que U es una cubierta abierta de Y; para cada U € U
existe un subconjunto abierto Vy de fX tal que U =Y NVy. Entonces V = {Vy N X :
U € U} es una cubierta abierta de X, por lo tanto existe un subconjunto numerable
C C X que cumple lo siguiente | J{clx(St(x,V)) : x € C} = X. Ademds, St(x,V) =
XN (U{Vy : z € Vy}) y asi tenemos que clgx (St(z,V)) = clgx (W{Vy : z € Vi}).
Como C' es numerable se sigue que:

F = csx (U{VU x e VU}>

es un conjunto F, en X que contiene a X. Como X es pseudocompacto por el Teorema
1.2.26 se tiene que F' = SX. Pero como Y es denso en X se tiene que:

clgx (U{VU Lz C VU}> = clyx (U{VU NY:ze VU}> .
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Ademas:
clyx (U{VU nY:z¢ VU}) Ny =cly <U{VU NY:z¢ VU}) — cly (St(z,U)).

Por dltimo tomamos la unién sobre C' y obtenemos:

Y = | lax <U{VU Lz e VU}) NY = | ey (St(z,u)).

zeC zeC

[]

Teorema 5.1.23. Si X es un espacio débilmente estrella numerable, entonces cada
subconjunto abierto y cerrado también es débilmente estrella numerable.

Demostracion. Sea A un conjunto abierto y cerrado de X y V una cubierta abierta
de A. Entonces la cubierta Y =V U {X \ A} es una cubierta abierta de X, por lo que
existe un conjunto numerable F' C X tal que cl(St(F,U)) = X. Podemos ver que ANF
es un nucleo débil numerable para V.

O

Teorema 5.1.24. Si X es un espacio normal tenuemente Lindelof, entonces X es
débilmente estrella numerable.

Demostracion. Supongamos que existe una cubierta abierta U de X tal que para
cada conjunto numerable F' C X se tiene cl(St(F,U)) # X. Sea xy € X; podemos
elegir z; € X \ cl(St({zo},U)). Al haber elegido {z, : a < B} para algin § < w;
podemos elegir un elemento x5 € X \ cl(St({z, : o < B}, U)).

Para £ < wy, sea Ve = St(xe,U) \ cl(St({xs : B < £},U)). Entonces Vg es un con-
junto abierto, xz¢ € Ve y Ve NV, =0 si £ # . Sea G = {z¢ : £ < w;}. Veamos que G
es un subconjunto cerrado. Para ello sea z € X \ G, si © € [J{Ve : £ < w1}, entonces
existe 0 < wy tal que x € Vi, entonces Vs \ {x5} es una vecindad de = ajena de G, pues
GNVs={xs}. Stz e X\ U{Ve: & <w}, como X esnormal y X \ [J{Ve: & <wi}es
un subconjunto cerrado, existen subconjuntos abiertos ajenos O, U tales que x € O y
X\ U{Ve: & <wi} C U, ast O es una vecindad de z ajena a G. Por lo tanto G es un
conjunto cerrado en X y para cada U € U se tiene que |[{a : z, € U}| < 1. Como X es
normal existe un conjunto abierto W de X tal que G C W C cl(W) C [J{Ve : £ < w}.

Para cada £ < wy, sea Wy = W N V.. Entonces {W, : £ < w;} es una familia
localmente finita no numerable de conjuntos abiertos no vacios. De hecho, para cada
x € X tenemos los siguientes casos:

1) Six ¢ cl(W), entonces x € X \ cl(W) y (X \ cl(W)) N W, = 0 para cada £ < wy.

2) Siz € cl(W), entonces existe un & < wy tal que x € Ve y Ve NV, =0 si € # .

En consecuencia X no es tenuemente de Lindelof.
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Teorema 5.1.25. La imagen continua de un espacio débilmente estrella numerable es
débilmente estrella numerable.

Demostraciéon. Sean X un espacio débilmente estrella numerable y f : X — Y
una funcién continua y sobreyectiva. Si U es una cubierta abierta de Y, entonces la
familia V = {f~(U) : U € U} es una cubierta abierta de X y como X es débilmente
estrella numerable existe un conjunto numerable /' C X tal que cl(St(F,V)) = X.
Como cl(St(F,V)) = X, tenemos que Y = f[X] = f[cl(St(F,V))] C cl(f[St(F,V)]) C
CA(SH(fIF),U)).

0

Teorema 5.1.26. Si X es un espacio estrella numerable y Y es un espacio separable,
entonces X X Y es débilmente estrella numerable.

Demostracion. Sea D un subconjunto de Y numerable y denso. Entonces X x D es
un subconjunto denso y estrella numerable de X x Y y por el Corolario 5.1.4 se tiene
el resultado.

O

Teorema 5.1.27. Si X es un espacio de Hausdorff paracompacto y débilmente estrella
numerable, entonces X es de Lindelof.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Como X es regular, por el Lema
1.2.10, para cada € X y cada U € U tal que x € U se puede elegir un subcon-
junto abierto V, tal que x € V, C cl(V,) € U. Como X es paracompacto existe
un refinamiento localmente finito V de {V, : # € X}. Puesto que X es débilmente
estrella numerable, existe un conjunto numerable F© C X tal que X = cl(St(F,V)).
Sea W ={V € V:VNF # 0} y observemos que W es numerable pues V es lo-
calmente finita y F' es numerable. Para cada W € W, elegimos Uy, € U tal que
cl(W) C Uy. Entonces {Uy : W € W} es una subcubierta numerable de X, ya que
X =cl(St(F,V)) = U{cIW) : W e W} C|{Uw : W € W}; asi X es de Lindelof.

]

Corolario 5.1.28. Si X es un espacio de Hausdorff paracompacto, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) X es de Lindelof;
b) X es estrella numerable;

¢) X es débilmente estrella numerable.

Demostracion. (a) = (b) Es la Proposicién 3.1.2.

(b) = (c) Obvio.
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(¢) = (a) Es el Teorema 5.1.27.
[

Una pregunta interesante que proponen Wei-Feng Xuan y Yan-Kui Song en [23] es:

Pregunta 5.1.29. ;Existe un espacio normal casi estrella numerable que no es estrella
numerable?

5.2 Espacios débilmente estrella finita.

En esta seccién estudiaremos relaciones entre las propiedades tenuemente compacto y
débilmente estrella finito. Observemos que las propiedades débilmente estrella finita y
casi estrella finita son equivalentes; asi que basta estudiar una de estas dos. Empezare-
mos con algunos resultados analogos a la seccién anterior.

Definicién 5.2.1. Un espacio X tiene la propiedad DC(w) si tiene un subespacio denso
D tal que cada subconjunto numerable infinito de D tiene un punto de acumulacién en
X.

Teorema 5.2.2. Si X es un espacio topolégico con la propiedad DC(w), entonces X
es débilmente estrella finita.

Demostracion. Sean U una cubierta abierta de X y D el subconjunto denso testigo
de que X tiene la propiedad DC(w). Elegimos x¢ € D; si cl(St(xo,U)) 2 D , entonces
ya acabamos; de otra forma elegimos z1 € D\ cl(St(zo,U)). Al haber elegido puntos zy,
para cada k < n de tal manera que xy € D \ cl(St(Ag,U)), donde Ay = {z,, : m < k};
si cl(St(A,,U)) 2 D, se termina la construccién. Se demostrard que esto si ocurre para
algin n < w.

Supongamos que esto no ocurre. Sea A = {x, : n < w}; A es discreto pues {z;} =
(X \ cl(St(A;,U))) N St(x;,U) N A para cada | < w. Como X tiene la propiedad DC(w)
tenemos que A tiene un punto de acumulacién; sea p € X tal punto, por lo tanto
existe U € U tal que p € U. Como p es un punto de acumulacion de A, existe un
m € w minimo tal que z,, € U y por la construccién, para todo k # m, z ¢ U lo
que contradice que p es punto de acumulacion. Asi para algin n € w, se tiene que
cl(St(A,,U)) 2 D, asi concluimos que X es débilmente estrella finita.

O

Teorema 5.2.3. Un espacio X débilmente regular y débilmente estrella finita es tenue-
mente compacto.

Demostracion. Si un espacio X no es tenuemente compacto, entonces por el Lema
1.2.6 existe una familia infinita numerable localmente finita de conjuntos abiertos no
vacios y mutuamente ajenos U = {U, : @ € w}. Como X es débilmente regular para
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cada a € w, podemos encontrar un conjunto abierto no vacio V, tal que cl(V,,) C U,.
Por Lema 1.2.8 sabemos que el conjunto [ J{cl(V,) : & € w} es cerrado. Ahora consid-
eremos la cubierta abierta V =U U {X \ J{cl(V,) : @ € w}}.

Si D C X es un conjunto finito de X, entonces como cada punto de D estd en a lo
mas dos elementos de V, se sigue que existe algin 5 € w tal que DNUs = ). Claramente,
si p € Vi3, entonces p ¢ cl(J{St(z,U) : x € D}) y asi cl(J{St(z,U) : x € D}) # X.

O

Teorema 5.2.4. Si X es un espacio tenuemente compacto y estrella numerable, en-
tonces X es débilmente estrella finito.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Como X es estrella numerable,
existe un conjunto A = {x, : n € w} C X tal que St(A,U) = X. Para cada n € w,
sea I, = St(x,,U). Entonces F = {F, : n € w} es una cubierta abierta numerable
de X pues |JF = St(A,U) = X. Como X es tenuemente compacto, por el inciso (4)
del Lema 1.2.3 existe un subcoleccion finita G = {F,,, ..., F},, } C F tal que cl(JG) =
c(St({nq,...,ne }, U)) = X.

[l

Corolario 5.2.5. Un espacio separable tenuemente compacto es débilmente estrella
finito.

Demostracion. Se sigue del hecho que cada espacio separable es estrella numerable.
m

5.3 Espacios metacompactos y metaLindelof.

Definicién 5.3.1. Una coleccion F de subconjuntos de un espacio X se llama punto
finita si cada x € X pertenece a lo mas a un niimero finito de elementos de la coleccion

F.

Definicién 5.3.2. Un espacio topolégico X es llamado metacompacto si cada cubierta
abierta de X tiene un refinamiento abierto punto finita.

Definicién 5.3.3. Un espacio topoldgico X es llamado metaLindelof si cada cubierta
abierta de X tiene un refinamiento abierto punto numerable.

Definicién 5.3.4. Un espacio topologico X es H-cerrado si para cada cubierta abierta
U de X existe una subfamilia finita de / cuya union es densa en X.

Lema 5.3.5. Si X es un espacio topoldgico separable, entonces tiene la ccc.

Demostraciéon. Sean D un subespacio denso numerable en X y U/ una familia de
subconjuntos abiertos no vacios y mutuamente ajenos. Para cada U € U existe zy €
DNU;siUV el yU#V,entonces UNV =), asi xy # xy. Se sigue que la funcién
f:U — D es inyectiva, por lo que |U| < |D|, es decir, U es numerable.

m
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Teorema 5.3.6. Un espacio de Hausdorff metaLindelof y débilmente estrella numerable
es tenuemente Lindelof.

Demostracion. Sea X un espacio metalindelof Hausdorff y débilmente estrella nu-
merable y sea U una familia localmente finita de conjuntos abiertos de X. Entonces
para cada r € X existe un conjunto abierto V, que contiene a x y que intersecta a lo
mds a un numero finito de elementos de Y. Asi la familia V = {V, : x € X} es una
cubierta abierta de X. Como X es metalindelof, se sigue que V tiene un refinamiento
punto numerable WW. Ya que X es débilmente estrella numerable, existe un subcon-
junto numerable A C X tal que cl(St(A,W)) = X. Asi para cada z € A existe una
subfamilia numerable W, C W tal que (AW : W € W,} = St(z,W). Por lo que
tenemos:

X = cl(StA,W)) = d (U{W W eW,,z € A}) .

Como W es refinamiento de V tenemos que existe un subconjunto numerable {V,, : n €
w} de V tal que |J{V,, : n € w} es denso en X y por lo tanto intersecta a cada U € U.
Como cada V,, intersecta a lo mas a un nimero finito de elementos de U, se sigue que
U es numerable.

O

Teorema 5.3.7. Un espacio de Hausdorff metacompacto y débilmente estrella finita
es H-cerrado (por lo tanto tenuemente compacto).

Demostracion. Sea X un espacio metacompacto Hausdorff y débilmente estrella
finita y sea U una cubierta abierta de X. Como X es metacompacto, se sigue que
U tiene un refinamiento abierto punto finito V. Como la propiedad débilmente estrella
P y casi estrella P son equivalentes cuando P es finito, tenemos que X es casi estrella
finita, se sigue que existe un subconjunto finito F' tal que | J{cl(St(x,V):z € F} = X.
Para cada x € F, existe una subfamilia finita V, C V tal que:

L H{a(V) : vV eV} = cl(St(x,V))
Por lo tanto:
X = U{cl(St(x,V)) cx e F}= U{CI(V) VeV,,zeF}

Como V es refinamiento de U, se tiene que existe una subfamilia finita de ¢ cuya unién
es densa en X.
m

Teorema 5.3.8. Un espacio regular, metacompacto y casi estrella numerable es de
Lindelof.

Demostracion. Sea X un espacio regular, metacompacto y casi estrella numerable.
Sea U una cubierta abierta de X, entonces existe un refinamiento abierto punto finito
V tal que {cl(U) : U € V} es un refinamiento de U por ser X regular. Como X es casi
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estrella numerable, existe un conjunto numerable A C X tal que [ J{cl(St(z,V)) : = €
A} = X. Para cada x € A, existe una subfamilia finita V, C V tal que:

J{el(©) : U e v} = cl(St(z, V)
Asi tenemos que:
X = | J{(St(z,V)) 1z € A} = {(U) : U €V, z € A}

Se sigue que U tiene una subcubierta numerable.

]

Definicién 5.3.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgicoy ¢ : X — 7 con x € ¢(z) para cada
r € X, la funcién ¢ la llamaremos una asignacién de vecindades para X . Decimos que X
es un espacio dualmente separable si para cada asignacién de vecindades {¢(x) : x € X'}
existe un subespacio separable Y C X tal que ({¢(z) :z € Y} = X.

Definicién 5.3.10. Un espacio X es dualmente ccc si para cada asignaciéon de vecin-
dades {¢(x) : x € X} existe un subespacio ccc Y C X tal que | J{¢(z) 1z € Y} = X.

Teorema 5.3.11. Un espacio X dualmente ccc es débilmente estrella numerable.

Demostracion. Asumamos lo contrario, es decir, que existe una cubierta abierta U
de X tal que para cada subconjunto numerable A C X tenemos que cl(St(A,U)) # X.
Sea xy € X, para cada § < wy elegimos x5 € X \ cl(U{St(za,U) : « < B}) vy sea :

Op = St(wp,U) \ cl(|_J{St(xa,U) : & < B}).

El subconjunto O es abierto, x5 € Og y O3 N Oy = cuando 3 # B. Sea D = {z,
a < wp}. Como U es una cubierta de X y cada U € U contiene a lo mds un elemento
de D, se sigue que D es cerrado y discreto en X.

Definimos ¢ : X — 7 de la siguiente manera, para cada x, € D sea ¢(x,) = O, ¥
para cada z € X \ D sea ¢(z) = X \ D. Como X es dualmente ccc, para esta asig-
nacion de vecindades de X, existe un subespacio Y C X que tiene la propiedad ccc tal
que | J{o(y) : y € Y} = X. Notemos que si y € D, entonces y € ¢(z) si sblo si y = x;
esto muestra que D C Y. Por lo tanto {O, NY : @ < wy} es una familia ajena por
pares no numerable de subconjuntos abiertos no vacios de Y lo que contradice que Y
es ccc.

O
Corolario 5.3.12. Un espacio dualmente separable es débilmente estrella numerable.

Demostracion. Por el Lema 5.3.5 se sigue que cada espacio dualmente separable es
dualmente ccc, por lo tanto es débilmente estrella numerable.
m
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Definicién 5.3.13. Una familia {{/, : n € w} de cubiertas abiertas de un espacio
topologico X se llama sucesion diagonal de orden k, donde k € w, si para cada © € X
se tiene que {z} = N{St*(z,U,) : n € w}. Decimos que un espacio X tiene diagonal
de orden k si existe una sucesion diagonal de orden k£ en X.

El siguiente teorema de Teoria de Conjuntos se debe a P. Erdds y a R. Rado, la
demostracion del siguiente lema la omitiremos ya que no es relevante para el presente
trabajo, puede consultarla detalladamente en [11], A 4.4.

Teorema 5.3.14. Sea X un conjunto con |X| > ¢ y supongamos que [X]* = |J{P, :
n € w}. Entonces existen ny € w y un subconjunto S de X con |S| > w tal que
[S]* € Pu.

Teorema 5.3.15. Si X es un espacio de Hausdorff débilmente estrella numerable con
diagonal de orden 4, entonces la cardinalidad de X es a lo mas 2*.

Demostracion. Supongamos que |X| > 2¢. Como X tiene diagonal de orden 4
tiene, existe una sucesién {U,, : n € w} de cubiertas abiertas de X tales que para
cada * € X, tenemos {z} = N{St*(z,U,) : n € w}. Para cada n € w definimos
Py ={{z,y} € [X]? 12 ¢ St(y,Un)}.

Veamos que [X]2 = | J{P, : n € w}. Sea {z,y} € [X]? y supongamos que z € St*(y,U,)
para cada n € w. Entonces z € N{St*(y,U,) : n € w} = {y}, asi = y; lo cual es una
contradiccion; asi [X]|? = [J{P, : n € w}. Por el Teorema 5.3.14 existe un subconjunto
no numerable 7" en X tal que [T]? C P,, para algtin ng € w.

Notemos los siguientes hechos:
(1) l(St(T,U,,)) C St*(T,U,,) por el Lema 2.1.2.

(2) U{l(St(x,Up,)) : @ € T} = cl(St(T,U,,)). Para ver esto es suficiente mostrar
que {St(x,Uy,,) : = € T} no tiene punto de acumulacién en X. Si y fuera un punto
de acumulacién de la familia {St(x,U,,) : © € T}, entonces por (1) tendriamos que
y € St*(T,U,,). Por lo que existe g € T tal que y € St*(xg,U,,). De esto podemos
deducir que si € T\ {zo} tenemos que St*(xg,U,,) N St(x,U,,) = () pues de otro
modo = € St3(xg,U,,) lo que contradice la eleccién del conjunto T'. Esto muestra que
y no es punto de acumulacién de {St(z,U,,) : © € T}.

(3) {St*(x,Uy,) : © € T} es ajeno por pares. Supongamos que existen dos puntos
distintos z,y € T tales que St*(x,U,,) N St*(y,Un,)) # 0, se sigue que = € St*(y,Uy,),
por lo que {x,y} ¢ P,,. Como x,y € T tenemos que {z,y} € [T]* C P,, lo cual es una
contradiccion.

Ahora por (1) podemos definir la siguiente cubierta abierta de X dada por:

U= {St*(x,Uy,) : v € TYU{X \ cl(SHT,Uy,,))}.
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Si A C X es un subconjunto numerable, entonces como cada punto de A esta en a lo
més a dos elementos de U por (3), existe § € T tal que AN St2(§,U,,) = 0. Se sigue
que si n € cl(St(&,Uy,)), entonces n ¢ X \ cl(St(T,U,,)) por (2), v asi cl(U{St(T.U) :
xr € A}) # X. Esto contradice que X es un espacio débilmente estrella numerable.

O]

Corolario 5.3.16. Si X es un espacio de Hausdorff casi estrella numerable con diagonal
de orden 4, entonces la cardinalidad de X es a lo mas 2*.

En [23] se demuestra el siguiente resultado:

Proposicion 5.3.17. Si X es un espacio débilmente regular y débilmente estrella nu-
merable con diagonal de orden 3, entonces la cardinalidad de X es a lo mas 2¢.

Una pregunta interesante que proponen Wei-Feng Xuan y Yan-Kui Song en [23] es:

Pregunta 5.3.18. ;Es cierto que cada espacio de Hausdorff débilmente estrella nu-

merable (o casi estrella numerable) con diagonal de orden 3 tiene cardinalidad a lo mas
297



Capitulo 6

Conclusiones

Finalmente podemos exponer los resultados més importantes estudiados a lo largo de
este trabajo y los temas que se pueden abordar a partir de este conocimiento.

En Capitulo 2 se demostro:

1) Cualquier espacio topolégico numerablemente compacto es estrella finito, pero
la implicacién reciproca no se cumple ya que Ejemplo 2.1.17 es un espacio 1) estrella
finito que no es numerablemente compacto. Para obetener la equivalencia de estas dos

propiedades topoldgicas basta que el espacio sea de Hausdorff.

2) Cualquier espacio topolégico estrella compacto es 1-estrella finito, pero la im-
plicacion reciproca no se cumple y el Ejemplo 2.1.23 es prueba de ello.

3) En espacios de Tychonoff cada espacio estrella finito de orden w es pseudo-
compacto.

4) Cada espacio tenuemente compacto es 2-estrella finito.

Otros resultados importantes:

1) Cada espacio separable es estrella numerable;

2) Cada espacio de Lindel6f tiene extensién numerable;

3) Un espacio es estrella numerable si y sélo si es estrella separable;

4) El producto de un espacio estrella Lindel6f y un espacio compacto es estrella
Lindelof;

5) El producto de un espacio tenuemente Lindel6f y un espacio separable es tenue-
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mente Lindelof.

En el Capitulo 3 se demostro que en espacios 77:

1) Cada espacio wi-Lindel6f tiene extensién numerable, pero la implicacion reciproca
no se cumple ya que w; con la topologia del orden tiene extension numerable pero no
es wi-Lindelof.

2) Cada espacio con extensién numerable es estrella numerable, pero la impli-
cacién reciproca no se cumple ya que el espacio de Mrowka W(A) = wU A es separable
y tiene extensién no numerable.

3) Cada espacio estrella numerable es estrella o-compacto, pero la implicacién
reciproca no se cumple y el Ejemplo 3.1.23 es prueba de esto.

4) Cada espacio estrella o-compacto es estrella Lindel6f, pero la implicacién reciproca
no se cumple y el Ejemplo 3.1.5 es prueba de esto.

5) Cada espacio estrella Lindel6f es SCE, pero la implicacién reciproca no se cumple
y el Ejemplo 3.2.7 es prueba de esto.

6) Cada espacio SCE es tenuemente Lindelof.

El siguiente diagrama resume lo expuesto en estos seis puntos

wi-Lindelof = Extension numerable = Estrella numerable = Estrella
o-compacto
= Estrella Lindelo6f = SCE = Tenuemente Lindelof.

Para obtener algunas implicaciones reciprocas necesitamos que el espacio sea normal
y P-espacio; asi tenemos las siguientes equivalencias:

Extensién numerable < Estrella numerable < Estrella oc-compacto
< Estrella Lindelof & SCE < Tenuemente Lindelof.

En la Secciéon 3.1 se demostré la existencia de un P-espacio de Tychonoff tenue-
mente Lindelof que no es estrella Lindelof bajo la suposicién de que existe una familia
MCAG A en w tal que |A¥| = |A], esta suposicién es independiente de ZFC y es un
ejercicio en [14]. Dos preguntas interesantes a partir de esto son:

1) ;Es consistente con ZFC que el Ejemplo 3.1.30 es estrella Lindel6f?
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2) ;Un P-espacio tenuemente Lindeldf es estrella Lindelf?

En Capitulo 4 se demostro que si X es un P-espacio normal, entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

Estrella numerable < Estrella Lindelof < Tenuemente Lindelof
< X tiene la dccc & Extension numerable.
También se demostraron las siguientes equivalencia en espacios de Moore:
Estrella numerable < Estrella Lindelof < Separable

En [18] se demuestra que en espacios de Moore la propiedad SC'E también es equiv-
ante a la separabilidad y también se proporciona un ejemplo de un espacio de Moore
tenuemente Lindelof que no es SC'E.

En Capitulo 5 se demostraron los siguientes resultados:

1) Cualquier espacio topoldgico casi estrella P es débilmente estrella P.

2) Cualquier espacio topoldgico T} con la DC(w;) es débilmente estrella numerable.
3) Cada espacio con celularidad numerable es débilmente estrella numerable.
4) Cada espacio estrella numerable es casi estrella numerable, pero la impli-

cacion reciproca no se cumple ya que el Ejemplo 5.1.18 es prueba de ello.

En Capitulo 5 también se demostré que si X es un P-espacio normal, entonces las
siguientes propiedades son equivalentes:

Débilmente estrella numerable < Casi estrella numerable <
X tiene un subespacio denso con extensién numerable < estrella
numerable.

Otros resultados importantes del capitulo 5 son:

1) Un espacio de Hausdorff metaLindel6f y débilmente estrella numerable es tenue-
mente Lindelof.
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2) Un espacio de Hausdorff metacompacto y débilmente estrella finita es H-cerrado.
3) Un espacio regular, metacompacto y casi estrella numerable es de Lindeldf.
4) Un espacio dualmente ccc es débilmente estrella numerable.

5) Un espacio de Hausdorff débilmente estrella numerable con diagonal de orden 4
tiene cardinalidad a lo mas 2¢.
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