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La vie n’est facile pour aucun de nous. Mais quoi, il faut avoir de la
persévérance, et surtout de la confiance en soi. Il faut croire que l'on
est doué pour quelque chose, et que, cette chose, il faut l'atteindre
cotute que cotte.

La vida no es fdacil para ninguno de nosotros pero hay que perseverar,
y sobre todo, confiar en uno mismo. Debes creer que eres bueno en
algo para alcanzarlo, cueste lo que cueste.

27, Sberl i
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Prefacio

La difusién es el proceso mediante el cual se transportan particulas,
moléculas o atomos dentro de un sistema o a través de sus fronteras,
lo cual ocurre de una regién de mayor concentracion a otra de menor
concentracion, generando asi, una tendencia hacia la uniformidad en
la misma. Es decir, la difusion se da en un gradiente de concentracion.

Ademas, el estudio de la difusién tiene una gran importancia debido
a que se presenta en una variedad de sucesos naturales como los pro-
cesos biolégicos complejos. La absorcion de iones a través de canales,
la liberacion controlada de farmacos, el reconocimiento de nucledtidos
y los mecanismos de comunicacién quimica, son algunos ejemplos de
procesos difusivos.

Jan Ingen-housz en 1785 observé que las particulas de carbén en
una pelicula de alcohol se movian de manera aleatoria (erratica). Sin
embargo, no fue sino hasta 1828 que el botanico Robert Brown realizo
una descripciéon mas precisa y sistematica de particulas moviéndose de
manera aleatoria en fluidos en reposo. Por este tltimo personaje es que
ahora se le conoce a este movimiento errdtico como movimiento Brow-
niano. El debate cientifico sobre el origen de este movimiento incluia
diversidad de teorias, como el asumir que las particulas tenian vida
propia, hasta el senalar que la luz era la causante de tal movimiento.

En 1855, Adolf Fick presenté dos leyes que ahora llevan su nom-
bre y que describen la difusion en el espacio libre e isotropo, que es el
caso mas simple. Esto lo realiz6 sin explicar el origen del movimiento
de las particulas en el medio. No fue hasta que Albert Einstein, en
1905, explicéd que el movimiento Browniano es una consecuencia de las



fluctuaciones térmicas dentro del solvente. Posteriormente se estable-
ci6 de manera formal la matematica del fenémeno utilizando la teoria
de los procesos estocasticos, siendo Norbert Weiner el artifice de ello.
Debemos destacar que antes de Einstein, Marian von Smoluchowski,
cientifico polaco, resolvié el problema del movimiento Browniano uti-
lizando la teoria cinética de Maxwell.

Para estudiar fenémenos difusivos se utiliza lo que se conoce como
la ecuacién de difusion o segunda ley de Fick. En general no puede
encontrarse una solucién analitica a las ecuaciones de difusiéon a menos
que las condiciones del sistema lo permitan. El problema se vuelve mas
complejo cuando el sistema lo exige, por ejemplo, si se tiene difusion en
un sistema con paredes impenetrables que tienen formas diversas y no
regulares, entonces son necesarias otras herramientas como la ecuacion
de Fick-Jacobs. Se ha observado que la naturaleza presenta confina-
mientos que no son regulares o que no poseen geometrias sencillas de
estudiar desde el punto de vista matematico.

Esta dificultad para obtener soluciones analiticas al problema de di-
fusién (al menos en la mayoria de los casos), ha motivado la buisqueda
de simplificaciones a los problemas mediante la reducciéon dimensio-
nal de las ecuaciones, esto es, buscar la manera de que las ecuaciones
dependan solamente de cantidades unidimensionales que proporcionen
un problema analogo al original, pero con un método de solucién mu-
cho mas sencillo que éste. A estos sistemas se les ha llamado cuasi-
unidimensionales.

La difusién en canales es un problema que surge de sistemas con-
formados por grandes reservorios conectados por regiones de menor
tamano relativo. Se llegd a la conclusién de que para éste tipo de siste-
mas no era posible encontrar una solucién analitica bajo casi ninguna
circunstancia; se buscaba encontrar c(z,t), es decir, la concentracion
como funcién de la posicion y el tiempo. Un nuevo tratamiento provie-
ne de finales del siglo XX de la mano de Robert Zwanzig, quien eligi6
trabajar con la probabilidad de que las particulas estuvieran en una
cavidad a un tiempo dado, logrando calcular la probabilidad de super-
vivencia de la particula y a proponer que el proceso difusivo dependia
de una barrera entrépica, no en el sentido de que el proceso difusivo sea
por si mismo irreversible y por ende entrépico; sino aunado al hecho de
que el confinamiento (paredes del sistema) puede modelarse a través
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de un potencial independiente de la temperatura.

El mismo Zwanzig propuso un método que pretendia reducir un
problema de difusién en dos o tres dimensiones a una sola dimension.
Sus resultados, que no concordaban de de manera precisa con las si-
mulaciones de dinamica Browniana, si ofrecian una conceptualizacion
enriquecedora acerca de los coeficientes de difusion que debian ajus-
tarse a la ecuacion de Fick-Jacobs a manera de correccion.

En afios recientes siguiendo los pasos de Zwanzig, Kalinay y Per-
cus encontraron un método para obtener expresiones de coeficientes
de difusion en canales simétricos, al que llamaron método de proyec-
cién. Ademas se han realizado esfuerzos para encontrar coeficientes de
difusion efectivos en canales asimétricos.

Cabe destacar que es posible lograr una descripcién de sistemas
mas complejos y completos fisicamente hablando considerando la in-
teraccion con los diferentes tipos de potenciales que se presentan en la
naturaleza. Un ejemplo muy concreto resulta del estudiar la difusion
en canales bajo la accién de un potencial gravitatorio, considerando
ademas que las condiciones de ciertos problemas pueden llevar a una
reduccion efectiva de la dimension del problema, permitiendo asi un
tratamiento mucho mas asequible.
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Introduccion

El estudio de la difusién cobra importancia en diferentes areas, ademas
de la Fisica, debido a su presencia en diversos procesos presentes en
ramas tan diversas como la Quimica y la Biologia. De manera parti-
cular destacan los canales ionicos, zeolitas y nanoporos, incluyendo la
separacion de particulas, ésmosis y catdlisis [10, 32, 12].

Los nanoporos son estructuras que a través de las cuales pasan
moléculas o iones. Este transito se da a través, justamente, de una
estructura de geometria confinada y de interacciones electrostaticas,
donde el confinamiento juega un importante papel en el transporte
de la materia involucrada. Estos nanoporos pueden ser de naturaleza
sintética o bioldgicos (canales idnicos) [32, 10, 12].

Para el caso de las zeolitas, que son soélidos cristalinos estructura-
dos y que pueden encontrarse como minerales o ser sintentizados, las
largas cavidades que las forman permiten el paso de moléculas que tam-
bién pueden quedar atrapadas producto de estos espacios disponibles,
confiriéndoles la capacidad de ser utilizadas como filtros y también
modificar procesos de catélisis [12, 10, 32].

Si bien la descripciéon de las particulas Brownianas que participan
en los procesos de difusion es en primera instancia una representacion
en el espacio libre, es decir, sin restricciones impuestas por la geo-
metria del sistema, un gran ntimero de fenémenos relevantes se dan
bajo condiciones de confinamiento que modifican el comportamiento y
las caracterisiticas de la difusién. En particular de una de las canti-
dades que la caracteriza, es el coeficiente de difusién. Para la difusion
libre se tiene, a grandes rasgos, la presencia de la constante de difusién
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(D 6 Dy), también llamada coeficiente del bulto. Al imponer restriccio-
nes de confinamiento e inclusive anadir influencia de campos externos,
se tiene un comportamiento distinto de los caminantes aleatorios, ca-
racterizado ahora por el coeficiente de difusion efectivo (D(x) 6 D.yy),
que para fines de este escrito, depende de la direccion longitudinal.

Este trabajo comienza estableciendo las bases para el estudio de la
difusién a través de las leyes de Fick [17], que no solamente se enuncian
sino también se deducen. El siguiente paso, naturalmente, es la exposi-
cién de una solucién a la ecuacién de difusion utilizando el método del
propagador por medio de series de Fourier [2] para el caso libre en una
dimension. Con estas bases, se resuelven algunos casos particulares del
problema de la difusion, presentando también los conceptos de tiem-
po medio de primer arribo (TMPA) y probabilidad de supervivencia,
siendo calculados para los sistemas difusivos resueltos previamente.

En el segundo capitulo, que trata de la difusién pero ahora en siste-
mas confinados, se obtiene la ecuacion de Fick-Jacobs [21] tanto de la
manera usual, como del modo en que la obtuvo Zwanzig [15], compa-
rando esta expresién con la ecuacién de Smoluchowski que se deduce
al inicio del capitulo, para concluir que son equivalentes si las fronteras
son modeladas como potenciales entrépicos, es decir, independientes de
la temperatura. Se introduce el coeficiente de difusion efectivo como
una modificacién a la ecuacion de Fick-Jacobs y se resuelven dos casos
particulares: el de un potencial armoénico y el de un potencial tipo caja.

Luego, en el tercer capitulo, ademas del confinamiento, se introdu-
ce un potencial externo que actuia sobre las particulas Brownianas. La
primera parte sigue el desarrollo de Reguera y Rubi [34], se obtiene una
ecuacion para modelar este tipo de sistemas cuando se tienen fronte-
ras simétricas a partir de argumentos heuristicos de la termodinamica
fuera de equilibrio [19]. Esta tesis extiende la propuesta para el caso de
fronteras asimétricas cuando se tiene un campo de tipo gravitatorio.
La segunda parte del capitulo se presenta el método de proyeccion de-
sarrollado por Kalinay y Percus [23], y se deducen las expresiones para
el coeficiente de difusion efectivo en el caso de fronteras simétricas con
un campo externo.

La contribucién principal de esta tesis se da al utilizar el ya men-
cionado método de proyeccion con el fin de encontrar el coeficiente de
difusion efectivo de sistemas con fronteras asimétricas bajo la influencia
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de un campo gravitatorio, resultado que generaliza a los encontrados
por Kalinay[21] y también los de Dagdug y Pineda [31]. Estos tlti-
mos autores propusieron una expresion que si bien modela sistemas
con fronteras asimétricas, no incluye la influencia de potenciales ex-
ternos. Todo esto también se presenta en el capitulo tres. Tanto para
estos resultados como los presentados en el capitulo segundo y en el
cuarto, se trabajan los casos limite y se muestra como se reducen a las
expresiones ya reportadas en la literatura [15, 34, 8, 24, 31].

El cuarto capitulo retoma la teoria desarrollada al inicio de la tesis y
la generaliza para encontrar el operador hacia atrds de Smoluchowski
y asi poder obtener las ecuaciones del tiempo medio primer arribo
[13, 41, 33]. Se reproducen las ecuaciones que fueron reportadas por
Berezhkovskii y Dagdug [7]. Ademds en este capitulo de tiempos de
arribo, se proponen expresiones en términos de cuadraturas para los
TMPA de un cono con fronteras asimétricas y bajo la influencia de un
potencial externo, resolviendose de manera numérica; generalizando asi
resultado de Berezhkovskii y Dagdug [7].
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Capitulo
Difusion libre

Movimiento Browniano

El desplazamiento aleatorio de las particulas que se encuentran sus-
pendidas en un fluido o medio es llamado movimiento Browniano. Es
causado por los continuos choques de los componentes del medio con-
tra las particulas ezternas, cuyas dimensiones son mucho mayores que
los elementos del fluido donde se encuentran.

Historicamente [20] se considera que Jan Ingen-Housz, bidlogo y
quimico holandés, describié por primera vez en 1785 desde un marco
cientifico al movimiento Browniano a partir de un experimento utili-
zando alcohol y polvo de carbom.

No fue sino hasta 1828 que Robert Brown public6 [J] los resulta-
dos de una serie de observaciones realizadas un ano antes a particulas
de polen de diversas especies de plantas como Asclepiadea y Clar-
kia pulchella. Este fue el primer estudio sistematico del movimiento,
senalandose incluso algunas cantidades como los tamanos estimados de
las particulas inmersas en el fluido.

El interés en este fenémeno lo mantuvo en discusion, y las teorias
generadas para explicar su origen [27] proponian explicaciones tales
como la existencia de vida de las particulas Brownianas o inclusive
que la causa de su erratico movimiento era la luz. No fue sino hasta
1905 que Einstein [11] mostr6 que su origen se encuentra en la energia
térmica del medio.

Un hecho menos conocido es que Marian Smoluchowski, cientifico



polaco, publicé en 1906 [39] una teorfa equivalente a la de Einstein
utilizando la teoria cinética de Maxwell.

0.018 T T T T
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Figura 1.1: Desplazamiento de una particula a partir de una simulacién
de dindmica Browniana en 2 dimensiones.

Difusion

Un fenémeno que se encuentra intimamente relacionado con el movi-
miento Browniano es la difusion, se trata de la migracion de particulas
que se desplazan obedeciendo una dinamica Browniana. La difusién
se da gracias a un gradiente de concentraciéon, es decir, de mayor a
menor concentracion de particulas externas al medio que las contie-
ne. Una muy importante suposicion adicional es que las particulas no
interactian entre si.

Fue Adolf Fick quien presenté en 1855 [17] dos ecuaciones que ahora
llevan su nombre. Expresiones mateméaticas que describen el proceso
difusivo y que fueron obtenidas de manera heuristica a partir de la
descripcion del flujo entrante y saliente de un elemento de volumen de
un canal difusivo.
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El estudio de la difusiéon puede dividirse en dos grandes vertien-
tes. La primera de ellas considera que el entorno donde la particula
Browniana puede moverse no contiene barreras ni esta limitado por
ningun obstaculo, a esta la llamaremos difusion libre; dentro de este
caso también se encuentran sistemas donde las fronteras estan lo sufi-
cientemente alejadas del punto donde la particula inicia su recorrido y
por ello los efectos del confinamiento no son relevantes para su descrip-
cién fisica, al menos para tiempos cortos. La segunda vertiente es la
difusion confinada, que surge de la influencia que las fronteras del sis-
tema ejercen sobre la particula que difunde, debido a que interactian
directamente con ella.

La ecuacion de difusion de Fick, que se deducira mas adelante, no
considera el confinamiento del sistema, aunque la primera igualdad en
su articulo de 1855 si lo hace. A decir de Fick, esta fue tomada de los
trabajos que Fourier realizé sobre el calor.

(g L0 L
3 8 " Qde 82/ T T
Figura 1.2: Primera ecuacién del articulo [17] de Fick
Merkel Jacobs obtuvo [21] en 1935 una ecuacién para sistemas con-

finados a partir del analisis de los flujos entrantes y salientes de un
elemento de volumen del canal difusivo, un enfoque similar al de Fick.
Pero no fue sino hasta 1992 que Robert Zwanzig [15] derivé formalmen-
te la ecuacion de Fick-Jacobs a partir de la ecuacion de Smoluchowski
en dos dimensiones.

Estableceremos ahora bases para deducir las dos leyes de Fick. Las
cantidades y ecuaciones se presentaran, por simplicidad, en una dimen-
sion (1D) y se mostrard su forma en tres dimensiones (3D).

Concentracién

La concentracién, C(z, t), se define como el nimero de particulas N(x,t)
que se encuentran por unidad de area por unidad de longitud, es decir,
tiene dimensiones de L=3 y su expresién es:



4 1.1. Primera Ley de Fick

Nz, 1), (1.1)
A(z)Az

También es posible realizar una descripcién equivalente del mismo
sistema en términos probabilisticos en lugar de concentraciones, es-
to si consideramos que la probabilidad (frecuentista) de encontrar una
particula en un punto z al tiempo t esta dada por la concentracién
entre el nimero de particulas:

C(z,t) =

C(z,t)

p(xat) - N(SE,t)
Sabemos que las probabilidades son valores numéricos adimensionales,
pero de la ecuacién (1.2) vemos que p(z,t), al igual que la concen-
tracién, tiene dimensiones de L™3 y esto se debe a que p(x,t) es en
realidad una funciéon de densidad de probabilidad o FDP (PDF por
sus siglas en inglés) y éstas siempre poseen las unidades inversas a las
del espacio sobre el que se esta midiendo, que en este caso es el espacio
de configuraciones. La confusiéon se debe al abuso del lenguaje en la li-
teratura, de la cual seguiremos la convencién a sabiendas de que p(z, t)
es en realidad una FDP aunque hagamos referencia a ella simplemente
como probabilidad.

(1.2)

Flujo

Ahora debemos establecer que el flujo es la cantidad de materia que
atraviesa una frontera cada cierto intervalo temporal At y por unidad
de drea A, ademaés, lo denotamos con J(z,t). En términos del anélisis
dimensional tenemos:

[J] = LT (1.3)

Establecidas estas cantidades estamos listos para deducir las leyes de
Fick.

1.1 Primera Ley de Fick

Si tomamos como referencia un area transversal A(z) de un canal y
observamos en dos puntos diferentes del espacio pero en el mismo ins-
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tante de tiempo tendremos N(zx,t) particulas en la coordenada x y
N(xz + Ax,t) particulas en la posicién x + Az. Como ninguna de ellas
tiene una direccién preferencial de movimiento consideramos que la
mitad se mueven hacia la izquierda y la mitad hacia la derecha de
A(z). Entonces tendremos N(z,t)/2 particulas que entran al volumen
A(xz)Az por el lado izquierdo y N(x + Az, t)/2 por el lado derecho, es
decir:

Az

Figura 1.3: Representacion esquematica de un canal cilindrico.

1 1

5 [N(x,t) — N(z + Ax,t)] = —5 [N(x + Az, t) — N(x,t)] (1.4)
y considerando las dimensiones que debe tener un flujo, es decir, la
ecuacion (1.3), podemos dividir la igualdad entre un intervalo de tiem-
po y el area, obteniendo:

(1.5)

1 lN(w + Az, t) — N(z, t)]
2

J@,t)=—3 A(z)At

Ahora, multiplicando y dividiendo el lado derecho por (Az)® y agru-
pando términos llegamos a:

J(x,t) =

(Az)* [N(x + Az, t) — Nz, t)] (1.6)

- 2A A(z) (Az)?
en ésta ultima igualdad identificamos la definicién de concentracion
(1.1), sustituyendo:



6 1.2. Segunda Ley de Fick

B (Az)® [C(z + Az, t) — C(x, 1)
2At Ax

J(x,t) = (1.7)
El paso siguiente es tomar lima,—0 A¢—0, ¥y debemos notar que ambas
cantidades deben ir a cero de tal manera que el cociente (Az)?/2At
permanezca siempre finito. Esto es necesario para que nuestra expre-
sién para el flujo tenga sentido. Con las condiciones anteriores podemos
definir una cantidad llamada constante de difusion:

. (Ax)?
D= lim =
At—0

(1.8)

Ademas queda explicita la definiciéon de derivada para la cantidad que
se encuentra entre corchetes, obteniendo finalmente:

0C(x,t)

ox
que es la primera ley de Fick en una dimension. Su expresién en tres
dimensiones es:

J(z,t)=—D (1.9)

J(F,t) = —DVC(F, ) (1.10)

y su correspondiente constante de difusion D en 3 dimensiones que
resulta ser:

_ o (O
b=l Ga —
At—0

Vemos que por cada dimension espacial la constante de difusion difiere
por un factor de 1/2.

1.2 Segunda Ley de Fick

Deduccion a partir de la ecuacion maestra

Consideremos un sistema unidimensional discreto donde las posicio-
nes estdn dadas por {...,j — 1,7,5 + 1,...} y los diferentes estados
del sistema se fijan mediante los tiempos {...,n —1,n,n+1,...}. El
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b a

e o o

Jg—1 J Jj+1

Figura 1.4: Esquema de estados para derivar la ecuaciéon maestra

sistema se conforma por una rejilla unidimensional en donde nos in-
teresa estudiar la probabilidad p,,1(j) de encontrar una particula en
la posicion j al tiempo n+ 1. Si las particulas s6lo pueden avanzar una
posicion, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda por cada unidad
de tiempo, entonces sélo existen dos posibilidades: que una particula
que se encontraba al tiempo n en la posicion j — 1 llegue a j o que
una particula que estaba en j + 1 al tiempo n llegue a j. Digamos que
la probabilidad de salto a la posicién j desde j + 1 esta dada por a
y de salto desde 7 — 1 esta dada por b; entonces, la probabilidad que
buscamos es:

Pryi(J) = apn(j +1) + bpa(j — 1) (1.12)

expresion que se conoce como ecuacion maestra. Para pasar a una
descripcién continua, reescribimos a (1.12) en términos de j — z,
jEtl—=ax+Ax,n—tyn+1—t+ At obtenemos:

p(x,t + At) = ap(x + Az, t) + bp(z — Az, t) (1.13)

realizamos ahora un desarrollo en serie de Taylor a todos los miembros
de la ecuacién (1.13) con el fin de encontrar una equivalente para el
caso continuo:

oplz.t) .

ot
- Op(a,t)  (Aa)* pla, 1)

Op(z,t)  (Ax)® 0%p(w,t)
oz + 2 ox? T

p(x,t) + At

(1.14)

+b [p(x, t) — Az
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es facil ver que si truncamos la expresion anterior a primer orden en t 'y
a segundo orden en z, érdenes que estan justificados por los resultados
experimentales [27], obtenemos:

ot ox 2 ox?

Op(a.t) | (M) Opla. 1)
ox 2 Ox?

At@p(x,t) . [Axﬁp(%t) N (Az)? 82p(x,t)1
(1.15)

+b l—ASL’

donde hemos utilizado que al ser a y b probabilidades, se debe cumplir
que a + b = 1. Ahora agrupando términos:

dp(, 1) Az dp(z,t)  (Ax)® &p(x,t)

o 1.16
ot (@ =0 X o0 NS (1.16)

y podemos definir una nueva cantidad, la velocidad de arrastre:

, Ax
v=— Alglgrg()(a — b)E (1.17)
At—0

como antes, Ax, At deben decrecer de tal modo que v permanezca
finita. Tomando también la definiciéon de la constante de difusién, es
decir, la expresion (1.8), obtenemos la ecuacién de Fokker-Planck en
una dimension:

Op(a,t) _ O%pla.t)  Op(z,t)

ot 0x? ox

que describe la evolucion temporal de la densidad de probabilidad
p(z,t), esto es, que una particula se encuentre en la posicion x al tiem-
po t.

Si ahora consideramos que nuestro sistema es equiprobable, enton-
ces a = 1/2 = by por ello, de la ecuacion (1.17) vemos que la velocidad
de arrastre es nula (v = 0). Fisicamente esto equivale a que el medio
en el que se mueve la particula Browniana sea isotrépico, es decir, que
su propiedades son tales que la direcciéon del movimiento es irrelevante
para el mismo. Llegamos entonces a:

(1.18)
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Op(x,t) _  Pp(z,?)
o =D (1.19)

que es la segunda ley de Fick unidimensional, la cual podemos reescribir
en términos de la concentracién al hacer uso de la definicién (1.1):

(1) _ PClat)

= 1.2
ot 0x? (1.20)
siendo su expresion en tres dimensiones:
W = DV2C(F, 1) (1.21)

Relacion entre velocidad de arrastre y flujo

Una herramienta bastante 1til es el escribir un flujo como el producto
de una velocidad por una densidad. Esto puede encontrarse, por ejem-
plo, en la teoria electromagnética al tratar con densidades de corriente.
En este caso la concentracion C(z,t) juega el papel de la densidad, y
podemos corroborarlo tomando (1.1) y la velocidad serd la velocidad
de arrastre definida en (1.17). El producto de ambas cantidades es:

_ N Ar_ N _
- AAx At AAt

obteniendo asi una relacion entre flujo, concentracion y velocidad.

C(z, t)v(z,t) J(z,t) (1.22)

1.3 Soluciones a la ecuacién de difusion

Ya se ha encontrado la ecuacién de difusion (1.19) o segunda ley de
Fick a partir de la ecuaciéon maestra. Recordemos que a través de ella
obtenemos la probabilidad de que una particula esté presente en la
posicién x al tiempo ¢.

Ahora buscamos una soluciéon general a la ecuacion de difusion y
recurrimos a una técnica comun para resolver ecuaciones diferencia-
les: el desarrollo en series. En este caso proponemos que p(z,t) puede
escribirse como una serie de Fourier:



10 1.3. Soluciones a la ecuacién de difusién

(1.23)

= nio% [an(t)cos (nzx) + b, (t)sin (mLm:)

En esta serie n € Z, y L representa fisicamente a la longitud del canal
donde se esta difundiendo la particula de interés. Queremos también
que se cumplan las siguientes condiciones sobre las soluciones:

» p(z = 0,t) = 0, es decir, que en la posicién x = 0 a cualquier
tiempo no hay particulas.

» p(z,t =0) =0(x — x0), esto es, al tiempo inicial ¢ = 0 todas las
particulas se encuentran en la posicién xy. Donde d(x — xg) es
una delta de Dirac.

Este par de condiciones son necesarias [30] para poder encontrar de
manera Unica la solucién a la ecuacion diferencial parcial (EDP), que
en este caso es parabdlica y en una dimension.

Aplicando la primer condicién (de frontera) a la serie (1.23) obte-
Nemos:

= lan(t)cos (0) + by(t)sin (0)] = > a,(t (1.24)
n=0 n=0

por lo que:

a,(t) =0 (1.25)

y sustituyendo en (1.23):

Z by, (t)sin (nzx) (1.26)

Esta ultima igualdad la usamos dentro de la ecuacion de difusién, y
considerando que el operador diferencial es un operador lineal:
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> ab nw 0? nm
Z o “”(MZDZZ) a“"( )
>, 0b,(t) nwry\ >
=3 T e (ML) = -0 o) (7 7) i (M)
ob,(t) . [nrmx nw\? | nmc)
:—D _
- abat( )Sm< L > i”(t) ( L) Sm( L (1.27)
n(t) nm
T o Db”t)(L)
d n?m?
db,(t)  _nPr?
= 0 =-D 7 dt
n*m?
= In[b,(t)] = D 73 t+Cy

Dn?r?
b, (t) = B, exp [ 72 t] (1.28)
Usando este valor en (1.24):
0 D 2.2
= nz::l B, exp [— Z;T t] sen (nzx) (1.29)

donde hemos realizado un cambio de indice, n = 0 por n = 1, ya que
el primer término no contribuye a la suma: sen(0) = 0.

Para encontrar el coeficiente B,, utilizamos la segunda condicién
(inicial) sobre p(z,t):

0) = an e’ sen (nzx) = §(x — xp) (1.30)

Sabemos que la serie de Fourier que describe a la delta de Dirac es [1]:
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2 (o)
d(x — x0) = T nz::l sen <mf0> sen <n7lrjx> (1.31)
entonces:
B 2 (mm:0> (1.32)
, = — sen .
L L
para luego sustituir en (1.29):
Dn%r2 nmTxo nmwx
p(z, tlxg) = Z exp | ————t sen( 7 ) sen (L) (1.33)

A esta ultima ecuacién se le conoce como el propagador o la funcién
de Green correspondiente a la ecuacion de difusion.

La notacién p(z, t|zg) indica que la posicién inicial de las particulas
que difunden es x.

1.3.1 Probabilidad de supervivencia

Ahora incluiremos la posibilidad de que las particulas sean absorbidas
por ciertos puntos en el espacio, siendo asi, estamos interesados en
saber cual es la probabilidad de que una particula atn se encuentre en
el canal a un tiempo t de haber iniciado su recorrido, es decir, que no
haya sido absorbida. Para ello utilizamos las condiciones:

p(0lzo) = p(L|zo) =0 (1.34)

esto es, en los puntos del sistema x* = 0 y « = L la particula serd
absorbida, dicho de otra manera, la probabilidad de encontrarla en esos
lugares del espacio es nula; lo anterior dado que la particula comenzo su
recorrido en el punto xg. Recordando que p(x,t) es una FDP, podemos
calcular la probabilidad de encontrar a la particula dentro del canal en
z € [0, L] al tiempo ¢, dado que partié de la posicién zq:

S(t)zo) = /OLp(w,t|xo)dx (1.35)

sustituyendo entonces la expresion para el propagador (1.33) y utili-
zando que el operador integral es un operador lineal:
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t=0.01 t=0.035
= =
X X
L3 %
-3 -3
Xo = 0.333333 Xo = 0.333333
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Posicion (x) Posicién (x)
t=0.06 t=0.085
= =
X X
-3 -
Xo = 0.333333 xo = 0.333333
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Posicion (x) Posicion (x)

Figura 1.5: Evolucién temporal de la densidad de probabilidad p(z, t|z),
ecuacién (1.33). Se muestra explicitamente el valor de la posicién inicial de
la particula 29 = L/3, con L = 1, D = 1, se consideraron diez términos de

la serie infinita.
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Observamos que el término — cos(nm) con n = 1,2,3,... arroja los
siguientes resultados:

» Sin es impar entonces cos(nm) = —1

» Sin es par tenemos cos(nw) = 1
O de otra manera (—1)". Por ello:

» [—cos(nm) + 1] = 0 cuando n es par.
» [—cos(nm) + 1] = —2 si n es impar.

Pudiendo entonces reescribir la ecuaciéon (1.36) como:

S(t|zg) = —— Z exp [ (2n + 1)? (1.37)

D7T2 sen ( (2n+£)ﬁ$0 )
L? 2n + 1

Al ser S(t|zo) la probabilidad de supervivencia entonces estamos
hablando de una distribuciéon de probabilidad, por ello podemos re-
lacionarla directamente con una funcién de densidad de probabilidad
que llamaremos s(t|zg). La teorfa matematica de los modelos de su-
pervivencia [15] establecen que tal relacién es:

S(tlo) = /too s(7|zo)dr (1.38)

Para encontrar la densidad de probabilidad tomaremos la derivada
temporal en ambos lados de la ecuacién (1.38):

8 T=00
% S(t|xg) = 815/ s(T|zo)dT = s(7|x0) (1.39)

T=t
y evaluando en el limite superior, s(7 — oo|zg) = 0. Lo anterior es facil
de entender si consideramos que para un tiempo considerablemente
largo la particula pudo haberse desplazado lo suficiente hacia uno de
los puntos de absorcién causando su eliminacién del sistema; dicho
de otro modo, la probabilidad de encontrar a la particula en el canal
cuando ha pasado demasiado tiempo es nula, siendo asi:
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Probabilidad de supervivencia
010 —

0.08 |

[ Xo = 0.333333
0.06 |

S(tlxo)

0.04 |

0.02 |

.00
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

Tiempo (t)

Figura 1.6: Probabilidad de supervivencia expresada en la ecuacién (1.37).
Los valores utilizados son g = L/3, L =1, D = 1. Se utilizaron diez térmi-
nos de la serie infinita.

~dS(t]z)

i (1.40)

s(t|zo) =

donde podemos sustituir la expresion que encontramos para la proba-
bilidad de supervivencia (1.37) y obtener:

(2n+1)7zo
d (4 Dr? 7 sen (Zrtlrm
s(t|zo) = —dt{WZexp l—(2n+1)2 7T t] ( L )}
n=0

L? 2n+1
o Dr? Dr? | sen (&)
— 2N _(2n+1)2 —(2n 4 1)? t
;)(”jL)meXpl(”Jr)L?] 2n + 1
(1.41)

concluyendo que:
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ArD & Dr? on + 1
s(tlwg) = % > (2n+1)exp [—(Zn +1)? LZ t] sen ((nL)on>
n=0

(1.42)

1.3.2 Tiempo medio de primer arribo (TMPA)

Conocido en inglés como Mean First-Passage Time o MFPT, es una
cantidad que describe la esperanza temporal de que una particula que
ha iniciado su recorrido en la posicion z( llegue a una de las paredes o
fronteras absorbentes del sistema. Al ser una esperanza matemaética o
primer momento de la distribucion, utilizamos la definicion:

(t(z0)) = /0°°t s(t|z0)dt (1.43)

donde sustituimos la expresion (1.40):

/ LS tlae)dt (1.44)

ecuacion que integraremos por partes:

(t(zo)) = [ t/ds(t'%0 ] / /dS 120) 4y
= [- tS(tIxo)]’ +/0 S(t|xo)dt (1.45)

—/ t’.’lﬁo

Para sustituir ahora la densidad de probabilidad (1.42):

(2n+1)mzo
4 2 sen (7L ) o o D
t = = § —(2n+1
(o)) s 2n + 1 /0 P [ @+ 173

2

t] dt (1.46)

n=0

Trabajaremos ahora solamente con la integral de la ecuacién anterior:
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0 D 2
/ exp [—(2714—1)2 LZ t] dt
0
L? l , D2 11
=—————e¢erp|—(2n+1) t
(2n 4+ 1)2Dn? L* 1, (1.47)
L? '
T (2n + 1)2Dn? [0—1]
L2

(2n + 1)2Dx?
y sustituyendo en (1.46):

(2n+1)wzo
412 > sen (T)
(t(x0)) = Dﬂggb an T 1 (1.48)

igualdad para la cual nos gustaria encontrar una expresion reducida
de la suma infinita. Si tomamos la segunda derivada de la suma con
respecto a la posicion inicial xy obtenemos:

Rlilro)) _ 4 oen () (1.45)
d23 ~ DrZ=  2n+1 '
Y la en la referencia [38] encontramos que:

< sen 2n+1)mxo
(E==)
2 om +L1 B

n=0

(1.50)

N

entonces:

d? (t(zg)) 1
@z~ D (1.51)

e integrando:
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Jo[at| = o
d{t(w)) _ 1
= ——— = —po +B (152)

dzg
= [l = - | ll)xo—i—B} do

1

donde A y B son constantes de integracién. Recordemos ademéas que
las fronteras del sistema son absorbentes, es decir, si la particula parte
de los puntos xrg = 0 o g = L el sistema los absorbera de manera
inmediata y el tiempo de primer arribo serd nulo:

{t(0)) = (¢(L)) =0 (1.53)

con esta consideracion es facil concluir que A = 0. Con ello la expresion
obtenida en (1.52) queda como:
LQ

t(L)) =0=BL — — 1.54

(H(L) = (1.54)
lo que nos dice que B = %, encontrando asi el tiempo medio de
primer arribo para un sistema de longitud L con fronteras absorbentes
enx=0yz=L:

(t(x0)) = —575— (1.55)

1.3.3 Difusién en una linea infinita

Hemos visto que la difusiéon libre puede describirse de manera adecuada
con la segunda ley de Fick:

2

0 0
ap(w,t\xo) = D@p(:c,ﬂxg) (1.56)

donde xy denota la posicion inicial de la particula Browniana y D
es la constante de difusién, que es una medida que caracteriza a la
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Tiempo medio de primer arribo (MFPT)

012}
0.10}

0.08 |

<t(xo)>

0.06 |
0.04

0.02}

000 ———
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Posicion inicial (xp)

Figura 1.7: Tiempo medio de primer arribo (TMPA) expresado en la ecua-
cién (1.55). Los valores utilizados son L = 1, D = 1. Las fronteras absorben-
tes estan en x = 0, L. Entre més cerca de las fronteras se inicie el recorrido,
el tiempo esperado de captura es mucho menor.

interaccién entre las particulas y el medio. Siendo asi, la condicion
inicial del sistema es tal que indica que la particula Browniana parte
del punto x al tiempo t = 0 es representada como una delta de Dirac:

p(x,0|xg) = 0(x — x0) (1.57)

Ahora encontraremos la solucién a la ecuacién de difusiéon con la con-
dicién anterior para una particula inmersa en un canal unidimensional
de longitud infinita.

Solucién por transformada de Fourier

Consideremos a la transformada de Fourier del propagador:

Pk, t|zo) = L o, ta) o da (1.58)
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Ahora tomando el lado izquierdo de la ecuacion (1.56) y aplicando la
transformada de Fourier:

/OO 8815 (z,t|zo) e** do = g - p(m,t|x0) ek dy
a (1.59)
Bk tlzo)

Luego trabajamos con el lado derecho de la ecuacién de difusion y su
respectiva transformada:

2

0 0 . 9] 82 .
[00 pr(x, t|zo) e dx = D [00 ﬁp(a:, t|zo) ™ da
=Dl

(1.60)

entonces, resolviendo la integral Iy por partes:

- ik [m %p(:c,ﬂxo) e d (1.61)

Es necesario considerar un par de condiciones fisicas. La probabili-
dad de encontrar a la particula en un punto demasiado alejado de la
posicién inicial zy es nula, entonces el cambio en la probabilidad en
ese punto alejado también lo es. Expresando matematicamente ambas
condiciones tenemos:

p(r — Foo,t|zg) =0
. (1.62)

r—+00

p(l‘,ﬂl‘o)

9
Ox
luego:
I = —zk/ a—p(m,t\xo)e dr = —ikly (1.63)
—o0 O

e integrando por partes a [s:

I, = e“”p(a:, t|zo)

—zk/ (z,t|zo) ** da (1.64)
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entonces:

= —zk/ (z,t|z0) ™ da (1.65)

de donde es facil ver que la integral es la transformada de Fourier del
propagador, es decir, la expresion (1.58), por ello:

I, = —ikp(zx, t|zo) (1.66)
con lo que [ sera:
I = —ik[—ikp(k, t|z0)] = —k*p(k, t|z0) (1.67)
para obtener:
/ Z Daa;p(x,ﬂxg) ¢ik® 4z = — DE2p(k, t]o) (1.68)

Utilizando las ecuaciones (1.59) y (1.68) podemos escribir la ecuacién
de difusién en el espacio de Fourier:

0
aﬁ(k‘,ﬂxo) = —DE*p(k, t|x) (1.69)
Esta igualdad tiene una solucién simple mediante el método de sepa-
racion de variables, a saber:

Pk, t|zg) = C e PF? (1.70)

Para determinar la constante de integraciéon C' debemos trabajar con
la transformada de Fourier de la condicién inicial (1.57):

Pk, Olao) = [ pla,Olao) €™ da

‘ (1.71)
_/ QZ—I 'kadx:ezk:r
que en conjunto con (1.70) da como resultado:
Pk, 0]ag) = CePH0 = O = ek (1.72)

luego:
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Dk, t|ag) = e e DR (1.73)

quedando finalmente que:

p(k, tlwo) = exp|— Dkt + ik (1.74)

Hemos encontrado entonces la solucion a la ecuacion de difusion en
el espacio de Fourier, ahora se debe calcular la transformada inversa,
definida como:

[e.9]

1 A —ikx
plato) = 5 [ (ks to) e dk (1.75)

—0o0

y sustituyendo a (1.74):

exp [—Dth + ikxo] e R d;

1 e
pla.tleo) = o |

1 o (1.76)
- _ 2 ; _
=5 /_oo exp{ Dkt + ik(xo x)}dk

Para resolver la integral debemos completar el cuadrado que aparece
en el argumento de la exponencial:

— DE*t + ik(zg — )

z'k:(xD—t xo)l

Dt{_kz B z'k(:cD—t z0) [i<x22750)]2 [WF} -

= Dt [—/ﬁ —

= Dt{~(k+a)* + o}
= —Dt(k + a)* + Dta?
donde definimos:

i(x — o)

1.
2Dt (1.78)

Q
Il
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quedando la transformada inversa de Fourier (1.75) como:

1 oo
p(z, t|z) = 2—/ exp [—Dt(k + a)ﬂ exp [Dtozz} dk (1.79)
T J—o00
Ademés la definicién [28] de la funcién de error es:
2 2 9
erf(z) = —= [ e ¥ dy (1.80)

m™Jo

y resolviendo para el propagador:

p(z, t|z) = 217T {exp [Dtoﬂ \/\/Dit erf(y)}

_ oxp[Dta?] (1.81)

vVAar Dt

_exp[Dta?]

vVAar Dt

Finalmente al sustituir el valor de a encontramos que la solucién pa-
ra la ecuaciéon de difusion en una linea infinita esta dada por lo que
llamaremos el propagador en el espacio libre pg:

Yy —0o0

pr = pr(w,tlzg) = p(x,t|re) = \/meXp [—(x;Dxto)] (1.82)

1.3.4 Difusién en una linea semiinfinita

Ahora se tiene una particula inmersa en un sistema unidimensional
cuyo inicio estd en x = 0 y se extiende infinitamente hacia la derecha,
es decir, hasta xr — +o00.

Una sola pared completamente reflejante

Cuando una particula se encuentra con una pared completamente re-
flejante, en este caso en la posicién x = 0, podemos ver que justo un
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Figura 1.8: Evolucién temporal de la densidad de probabilidad pg(z, t|z¢),
ecuacién (1.82). Se muestra explicitamente el valor de la posicién inicial de
la particula zp = 1/3 (linea roja punteada), con D = 1.

instante después de la colision con la pared la particula se encontrara en
el mismo lugar, es decir, no habra cambio instantaneo en su posicién.

Visto de otra manera, en el punto donde se encuentra la pared
el flujo debe ser nulo, esto es, la probabilidad no debe sufrir cambio
alguno. Tenemos entonces que cualquier soluciéon p debe cumplir con:

;xp(:c,tkcg) T 0 (1.83)
La solucién (propagador) a este problema puede obtenerse utilizando
una transformada de Fourier como en la seccién (1.3.3) donde se calculd
para un sistema sin paredes. También se puede hallar la solucién de
manera similar aplicando una transformada de Laplace. Sin embargo
se seguird un camino distinto. Encontraremos la solucién por el método
de las imagenes que es bastante conocido para resolver problemas de
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electromagnetismo.

El sistema que queremos analizar estd compuesto por una pared
completamente reflejante en el punto x = 0, un canal que se extiende
en el intervalo x € [0,00) y una particula que inicia su recorrido en
x = x¢ al tiempo t = 0.

Como un primer intento tomamos la solucion a la ecuaciéon de di-
fusion en el espacio libre expresada en (1.82) y calculamos su derivada
para verificar si es que cumple con la condicién (1.83):

0 1 0 (x — x0)?
geetotian) = e oy Lo
_ ! {_ 1 (= 20) - 2 ex l_(x_x‘ﬁj}
VarDt | 4Dt ’ Y

1 x—x (x — x0)?
= — . eX —_——
JaxDt 2Dt P |7 Dt
(1.84)
y entonces en el punto x = 0:
1 T —
— t = - - 1.85

Si xg # 0, la nica manera en que (1.85) puede ser nula es haciendo
zo — o0. Entonces debemos buscar una solucion distinta.

Analizando el comportamiento de este sistema podemos notar que
es equivalente a tomar dos canales semiinfinitos colocados uno a lado
del otro (en espejo), es decir, uno de ellos va de x € [0,00) y el otro de
x € (—00,0]; con la condicién de que una particula inicie su recorrido
en x1(t = 0) = 2o y la otra en z5(t = 0) = —x, esto es, de manera
simétrica. Visto de manera intuitiva, dado que a cierto tiempo ambas
particulas tienen la misma probabilidad de llegar a x = 0, entonces
chocaran entre ellas y no podran pasar hacia el otro lado, teniendo asi
el mismo comportamiento que el sistema propuesto inicialmente.

El propagador en el espacio libre pg, expresion (1.82), es una so-
lucion a la ecuacion de difusién, en particular en la forma pg(z, t|xo),
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pero también lo es pp(z,t| — xp). Al tratarse de una ecuacion diferen-
cial lineal, también una combinacién lineal de soluciones es solucion,
tal y como lo establece el principio de superposicién [2]. Proponemos
entonces que la soluciéon a nuestro problema sea:

p(z,t|zo) = pr(x,t|zo) + pr(z, t| — 20) (1.86)

Para que esta propuesta sea correcta debemos cerciorarnos de que cum-
ple con la condicién (1.83). La derivada evaluada del primer término
de (1.86) ya se encuentra calculada en la expresién (1.85); la derivada
del segundo término es facil de obtener debido a que la derivada de pg
es una funcién impar:

0 0
— — = —— 1.
Sopr@tl—a)| = —pe(etla)|  (L8T)
por ello:
0 0 0
a—xp(x,ﬂxo) T %pp(x,ﬂxg) - + %pp(x,ﬂ — xp) » (1.88)
0 0
_ Y - 1.
Sopr(@tien)| = pe(ata)|  (189)
concluyendo que:
9 (x,t|zo) =0 (1.90)

cumpliendo asi con la condicién necesaria. De este modo comprobamos
que la expresion (1.86) es una solucién correcta.

Probabilidad de supervivencia para una pared completamente reflejante

La probabilidad de supervivencia S(t|z¢) para una linea semiinfinita
unidimensional, que es el sistema que acabamos de estudiar, esta dada
por la ecuacién (1.37) con el propagador adecuado expuesto en (1.86),
entonces tenemos:

S(tleo) = [ Ipr(a.tiag) + pee,t| = ao)ldz (191
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las integrales seran calculadas mas adelante para el caso de la probabi-
lidad de supervivencia con una pared completamente absorbente dado
que solo difieren en un signo. Por lo pronto tinicamente mencionaremos
que:

S(t|zo) =1 (1.92)

El resultado obedece a la intuiciéon dado que la integracién se reali-
za para todo el canal semiinfinito sin puntos absorbentes, por lo que
siempre sera posible encontrar a la particula dentro del canal. La pro-
babilidad es entonces igual a la unidad.

Frontera completamente absorbente

En este caso la particula Browniana tendra que desaparecer al tocar
una pared que estd en la posicion x = 0; decimos entonces que la
probabilidad de encontrar a la particula en z = 0 es nula:

Ademaés, para encontrar una solucién no trivial a este problema es
necesario imponer la condicion:

si esta condicién no se cumple, la particula desaparecerda de manera
instantanea y no podremos estudiar comportamiento alguno.

En la seccién anterior se utilizo el método de imégenes para en-
contrar la solucion a una pared completamente reflejante, en este caso
aplicaremos la misma estrategia siempre y cuando se cumpla (1.93).

Evaluemos entonces el propagador en el espacio libre en x = 0 con
posiciones iniciales (aplicando el método de imégenes) en xg y —xo:

1 x3
pF<07 t|370) = \/m exp l_ll,gt] (195)

pr(0,t] — z9) = ! exp[—xél (1.96)
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de donde es facil notar que si se restan ambas contribuciones estas se
anulan. Por lo que de manera inmediata se obtiene la solucién a este
problema:

p(z;t|xo) = pr(z,tlwe) — pr(z,t — o) (1.97)

recordando, claro, que la combinacién lineal de soluciones a una ecua-
cién diferencial lineal es también solucion de la misma ecuacién siempre
que se cumplan las condiciones iniciales y de frontera pertinentes.

t=0.01 t=0.06
) )
X X
£ £
= =
X o = 0.333333 X X = 0.333333
b b
Q Q
1 1
) )
x x
= =
x X
T e
Q Q
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Posicion (x) Posicion (x)
t=0.11 t=0.16
5 5
N N
= =
X Xo = 0.333333 x Xo = 0.333333
w w
Q Q
1 1
5 2
= =
X X
x X
w w
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Posicion (x) Posicion (x)

Figura 1.9: Evolucién temporal de la densidad de probabilidad
pr(x,t|zo) — pr(z,t| — o), ecuacién (1.97) para un sistema semiinfinito
con una pared completamente absorbete en x = 0. Se muestra explicita-
mente el valor de la posicién inicial de la particula zy = 1/3 (linea roja
punteada), con D = 1.
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t=0.01 t=0.06
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Figura 1.10: Evolucion temporal de la densidad de probabilidad
pr(x,t|zo) —pr(x, t|—x¢), ecuacion (1.97) (linea azul) vs evolucién temporal
de la densidad de probabilidad pr(x,t|xg), ecuacién (1.82) (linea verde). Se
muestra explicitamente el valor de la posicién inicial de la particula zg = 1/3
(linea roja punteada), con D = 1.

Probabilidad de supervivencia para la frontera completamente absor-
bente

Ahora utilizaremos la ecuacién (1.97) como propagador:

S(t|xg) = /OOO [pr(x,t|zo) — pr(x,t| — x0)] dx (1.98)

y sustituyendo (1.82), es decir, el propagador para la difusién libre
obtenemos:

s £582] 52
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La solucién se puede obtener separando en dos integrales donde la
primera sera:

© 1 (x — 3)?
I = / S 1.100
'T o VarDt eXpl it | (1.100)
y la segunda:
o 1 (r + x0)?
L= / _E Ty 1.101
2= ) mem[ ot | (1101

realizando entonces el siguiente cambio de variable para (1.100):

y:x—xo N yQZ(ac—xO)Z
- V4Dt 4Dt
tenemos ahora un nuevo intervalo de integracion:

y € l—\/zo_m,oo> (1.103)

entonces la integral la podemos escribir como:

1
dy = ——dx 1.102
Y= ( )

1 Y2 2 1 0 2
I, = 4Dt/ eV dy = — e d
! vV A Dt Y1 4 ﬁ —x0/V4Dt y

1 0

2 1 o0 2
L e L e
/T J—z0 /2Dt Y V7 Jo Y (1.104)

1 0 > 1 m

= — Vi dy + —=-~— erf
NZs fxo/\/4Dte v+ N erfe(o0)
1 /0 2 1

= — e_y d + —
/T J—z0 /2Dt YTy

Para la segunda integral el proceso es similar, tomando en cuenta el
cambio de signo:

T+ xg s (T +x0)?
2= = 2X=—""" = dz= dx 1.105
V4Dt 4Dt vV ADt ( )

y su intervalo de integracion:
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z € [—f—\/m,oo) (1.106)

luego:

1 © 2
I = ——/iDi / e dz
\/ \/_ +$0/\/4D
1 +500/V B 2 B
1 +x0/V4Dt 9 1 ﬁ (1107)
=—— e * dz+ —=—7erfc(o0)
V7 Jo NZ
1
2

1 +x0/\/4Dt 9
= —— e % dz +

V7 Jo

Tanto y como z son variables mudas, por lo que para I, e I, podemos
elegir alguna de ellas. Tomemos y y reescribamos a (1.99) usando los
resultados que obtuvimos:

S(t‘xo) = [1 — [2

1 0 Y2 d 1 1 +ao/V4ADE Y2 d 1
=|—= Vdy+ | - |- eV dy +
NZS —a;o/\/4Dte Y7y V7 Jo Y3
1 +xo/V4Dt 5 2 +xo/V4Dt 5
= — ’ e Y dy:—/ ’ e Y dy
/T J =0 /2Dt V7 Jo
— 2 V7 erf Lo
VT2 V4Dt
(1.108)

donde se ha utilizado varias veces la definiciéon de la funcién de error.
Entonces concluimos que la solucién a la expresion (1.98) es:

S(t|zg) = erf (\/4_Dt> (1.109)

Para el caso de la ecuacion (1.91), la solucién difiere de la expresion
anterior en el signo usado para I. Siendo el caso tendriamos:
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Probabilidad de supervivencia

1-0 T T T T T T T T T T T T T T T T
- Xo = 0.333333
x
N
/2]

00l

0 1 2 3 4 5
Tiempo (t)

Figura 1.11: Probabilidad de supervivencia expresada en la ecuacién
(1.109) para un sistema semiinfinito con una pared completamente absor-
bente en x = 0. Los valores utilizados son g = 1/3,D = 1.

S(t'ZL'Q) = Il + ]2

[ v +1 N 1 [+wo/VADt ey +1
VAt Y2 /7 Jo ¢ WTy

1 71‘0/\/ 4Dt 5 1 +wo/@ 9
=1-— eV ——/ e ¥ dy

V7 Jo Vo
=1- VT erf —To ) VT erf *%o

2\/m V4Dt 2\/m \VADt

+x9 +x9
=1l+erf|—— | —erf
(o) (i)
=1
(1.110)

Donde tomamos en cuenta que la funcion de error es una funcién impar.
Comprobando asi el resultado para la probabilidad de supervivencia
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con una pared completamente reflejante expresada en (1.92).

Frontera parcialmente absorbente

Nuestro sistema ahora se conforma por una frontera parcialmente ab-
sorbente en x = 0, es decir, una fraccion de las particulas que llegan
a este punto son absorbidas por la pared y al resto de ellas no se le
permite el paso. Lo anterior es expresado mateméticamente a través
de &, si kK = 0 entonces se tiene el caso limite en el que se trata de una
pared completamente reflejante; y si kK — oo entonces se trata de una
frontera completamente absorbente. Todo esto, en conjunto, se mues-
tra a través de una condicién de frontera de tipo radiativa, también
conocida como condiciéon de frontera tipo Robin:

Dsp(:c,t]:co) = rp(0,t|zo) (1.111)
T

x=0
El problema requiere de un tratamiento mucho mas sofisticado que los
casos anteriores. Por ello se define la funcidn:

0
q(z, tlxg) = D%p(x,t\xo) — kp(z, t|xg) (1.112)

la cual derivamos dos veces con respecto a x y el resultado lo multipli-
camos por D:

0? 82 0
D@q(x,ﬂxo) 8 5 Da p(x, t|zg) — kp(z, t|zo)
b & . (1.113)

ahora utilizamos el hecho de que p(x,t|xg) es solucién a la ecuacion de
difusién (1.56), por lo que:

2

0 o |0 0
D@Q(l’;ﬂﬂ?o) = D@ L%p(x,ﬂxo)] — K l@tp(x’t’%)]

0 0
— — | D— — 1.114
p [Daxp(mﬂxo) Kp(x,t|x0)] ( )

q x>t’x0)

pred
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llegando a:

2

0 0
&q(x,ﬂxo) = D@q(x,t\xo) (1.115)

Con lo que concluimos que ¢(zx,t|xg) también satisface la ecuacién de
difusi6én (1.56). Ahora necesitamos encontrar la condicion a la frontera
asociada a esta nueva expresion, por ello tomamos a g evaluada en el
punto x = 0:

0
q(0, t|xg) = Da—xp(x, t|xo) o kp(0, t|xo) (1.116)

y observando a (1.111), nos lleva a que los dos términos del lado derecho
de (1.116) son iguales, tenemos:

q(0,t|zo) =0 (1.117)

Lo cual implica que la ecuacion de difusion con condiciones de frontera
radiativas escrita en términos de ¢(z, t|zo) se convierte en el problema
de un canal difusivo con una pared completamente absorbente en el
punto x = 0, problema que ya hemos resuelto.

Es posible tomar la definicion de la funciéon ¢(z,t|zg) como una
ecuacion diferencial lineal inhomogénea de primer orden y resolverla
por el método del factor integrante. En términos de la variable x:

q(x) = Dp'(z) — kp(z) (1.118)

pudiéndose reescribir como:

P() - ple) = Sala) (1.119)
y definiendo:
1= gl = g (1.120)
tenemos:
P () + () = g() (1.121)

Ahora debemos multiplicar la ecuacién (1.121) por una funciéon u(x)
aun por determinar:



Capitulo 1. Difusién libre 35

u(@)p'(x) + nu(z)p(z) = u(z)g(z) (1.122)

y el lado izquierdo de la igualdad puede ser escrito como:

d
= u(a)p(a)] (1.123)
bajo la condiciéon de que:
u'(z) = nu(x) (1.124)

De esta ultima expresién puede obtenerse u(z):

du du
T nu(z) = w@) = ndx (1.125)
Infu(z)] = n/da: =nz (1.126)
resultando:
u(z) = e (1.127)

Regresando a (1.122) y sustituyendo a (1.123):

S fu()p(@)] = ulx)o(@) > [ dup@)] = [u(@gla)iz (1128)

entonces:

u@)p(e) = ¢+ [ uly)g(y)dy (1.129)

donde ¢ es una constante de integraciéon y se ha hecho el cambio de
variable (muda) z — y, dado que al evaluar la integral, la variable
desaparecerd. Trabajando ahora con (1.129) para obtener la funcién

p():
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pla) =+ [uly)g(w)dy

u(z)  u(z)
=ce " 4e ™ / e g(y)dy
1
=ce +5 e / e q(y)dy

1
_ cemﬁ/D +5 emc/D/e—my/D q(y)dy

(1.130)

Sabemos que p(x) representa la probabilidad de encontrar a la particula
en la posicion x, entonces los limites de la integral deben ser x e 0o, esto
dado que es el intervalo donde queremos buscar a la particula. Pero
existen dos posibilidades matematicamente hablando, que la integral
vaya de x — 00 o que sea al contrario co — x; ambas cumplen con
la condicion de frontera, es decir, la probabilidad de encontrar a la
particula Browniana demasiado lejos es nula:

p(x — 00) =0 (1.131)

Para identificar la solucién correcta representaremos a la probabilidad
del siguiente modo:

1 00
ps(z) = cem@/P :I:B e’”/D/ e™/D q(y)dy (1.132)

T

y con la condicién de frontera:

1 00
pi(z = 00) = ce@7)/D iﬁ e"(gHoo)/D/ e /P q(y)dy (1.133)
[ee]
de donde se deduce que:

c=0 (1.134)

entonces:

1 [es)
pa(a) = £ elP [T emmIP g (y)dy (1.135)

Sustituimos esta expresién en la ecuacion diferencial (1.121):
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q(z) =D d {il ere/P /oo e /P Q(y)dy}

dz \" D
1 o0
T h e/ / e /P q(y)dy

FE / e P q(y)dy

= Fq(z)
Por lo tanto, la eleccion correcta es:
1

D

Con estos resultados sélo falta encontrar a la funcién ¢(x,t|zo) en
términos de p(x,t|zg), para lograrlo debemos escribir la condicién ini-
cial (1.57) en términos de la definicién de ¢:

pla.tzo) = eI g(y)dy (1.137)

0
q(x,0]z) = D%p(x,O\xo) — kp(z,0|z0)

5 (1.138)
= D%(;(I — ) — KO(x — x0)
entonces:
0
q(z,0]|zg) = (Dax - KJ) d(z — xp) (1.139)

Tomando la ecuacion (A.24), es decir, la ecuacién Smoluchowski-Chapman-
Kolmogorov para el propagador, tenemos:

q(x,t|z) = /Ooop(ﬂf,ﬂy)cJ(y,O\:vo)dy (1.140)

donde el propagador p(z, t|y) corresponde al problema de la pared com-
pletamente absorbente, es decir, la expresién (1.97), por ello:

awtleo) = [ Iprlatly) = pe(e,t] = ) gy, Olzo)dy  (1141)
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y sustituyendo a (1.139):

o0 0
dtastlen) = [ peatl) = oot =) (D = ) ot~z
0 Y
(1.142)
que integrando nos da:
q(z,tlxg) = /OO pr(x t|y)D£(5(y — x9)dy
’ 0 ’ Oy
oo 0
= || prlatl = y)Dg sy — o)y
—/0 pr(z, tly)Kd(y — zo)dy
+/ pr(z,t] —y)rd(y — zo)dy
0
o0 0
—— [0y —a0)D i pr(e. tly)dy
+ [Toly—m)Dy m@ﬂ—w

— kpr(z, tlro) H (l’o)
+ kpp(x,t| — x0)H(x0)

(1.143)

0
= —D—pp(x,t|zo)H(z0)

020
+ Dgaopp(x, t| — xo)H(xg)
— H(wo)r [pF(x t|zo) — pr(z,t| — o)
= —H(l‘o)Di[ F(z,t|zo) — pr(z,t] — 20)]

— H(zo)r [PF(%H%) pr(z,t| — )]
donde se ha utilizado la propiedad de la delta de Dirac:

/ f(x);xé(:c — zo)dr = — / 3o — xo)ai flz)dz (1.144)

y también:
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/0 F(@)8(x — wo)dz = f(x0)H (o) (1.145)
Aqui, H es la funcién de Heaviside definida por la expresién:
0 x <0
H(z)=1<" - 1.146
() {1, x>0 ( )

Una de las condiciones es que xo > 0, por lo que H(xy) = 1. Entonces:

a(w o) = — D2 [pp (e, tlro) — prle,t] — o)

Oxg (1.147)
— K [pr(z,tlzo) — pr(z, t| — 20)]
Sabemos que para el propagador en el espacio libre se cumple:
0 0
— a—xopp(x,ﬂxo) = %pp(x,ﬂxo) (1.148)
y también:
0 0
— t| — = — t| — 1.149
8xopF($’ | — o) apr(xv | — o) ( )
entonces:
(@, tla0) = D=~ [pr(z o) + pr(a.t] — )
x,t|xg) = D— x —
q\x,t|To or Pr{Z,1|To PrT, 0 (1.150)

— k& [pr(x,tlro) — pr(r,t] — 20)]

Ahora que encontramos a q(z,t|zg) como funciéon del propagador po-
demos sustituir en (1.137), con £ = /D para obtener:

0 0
p(rtlro) = e [ Spe(y, thwo)dy

oo a
_ aw/ &y i — 2)d
€ ; € apr(:% ’ 1’0) Y
+€egz/ e pr(y, t|xo)dy

— gt [T e pp(y, o] — wo)dy

(1.151)



40 1.3. Soluciones a la ecuacién de difusién

La primera y segunda integrales tienen la misma forma, las resolvemos
como sigue:

oo 0
/x e %Y afypp(y, t| £ zo)dy

- 9 >
= [ ey, = o)y

00 0
—ey | [ 2
+/ e y[/ 8ypp(y,t|ixo)dy] dy (1.152)
e ¢ (@00) pF(x — 00,t| £ 10) — € pp(w, | £ z0)
= — e pp(x, t] £ o) +5/ F(y, ] + xo)dy

donde la tltima integral se resolvera en la siguiente seccion, esta expre-
sada en (1.173) y tiene la misma forma que las tltimas dos integrales
de (1.151), por ello:

p(x, tlzg) = — & [— e’g’:pp(x, t|zo) + SAJF}
_ ol {_ e pp(x, ] — 20) +§A_} (1.153)
+EeST AL —EeST A

y simplificando:

P, tlzo) = pr(w, tlog) — £ A
+ pp(z,t| — x) — 57 A
+EeTA, —EeT AL
= pr(z, tzo) + pr(z,t] — 29) — 26 A

(1.154)

sustituyendo ahora las ecuaciones (1.82) y (1.173) obtenemos finalmen-
te el propagador para una pared semiabsorbente:
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2
K a/D x5 — (xo + 2Kt) o [T (x + 2kt)
— =€ exXp CIIC
D 4Dt V4Dt
(1.155)
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l_‘; 5; k=06

E £

3 ]

Q Q

—__\
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Posicion (x) Posicion (x)
t=0.51 t=0.76

;5 Xo = 0.333333 ;5 Xo = 0.333333
X k=06 X k=06

E £

3 3

Q 4
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Figura 1.12: Evolucién temporal de la densidad de probabilidad de (1.155)
para un sistema semiinfinito con una pared semiabsorbente en x = 0. Se
muestra explicitamente el valor de la posicion inicial de la particula zo = 1/3
(linea roja punteada), con D =1y k = 0.6.
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1.3.5 Probabilidad de supervivencia

Sabemos que la probabilidad de supervivencia estd dada por (1.35),
entonces, sustituyendo la expresion (1.137):

Stteo) = = [ 5 [ explnte — )/ Dla(y teo)dy dz - (1.156)

y utilizando £ = k/D:

S(t|xg) = ——/ / q(y, t|x0)dydx

=—= e % q(z, t|zo) dy/ ¢e dm
D/‘/&w | wmwmw
N ¢ of (w—00)

- l)hg; Y q(y, txo)dy - § - (1.157)
1 foo 1

+D/eﬂw%mww€@

D/ 5 5”” e q(x,t\:co)} dx

_ €D i [_e—f q(x,t|z0) + g, t|20) | do

dx

de donde concluimos:

S(t|xg) = 1 /OOO (1 — e_m/D) q(z, t|xo)dx (1.158)

R

Ahora debemos sustituir la expresion (1.150) que encontramos ante-
riormente, es decir, la ecuacion para g:
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K ox

S(tlzo) = - /000 (1 - e_m/D) {Da [pr(z,t]zo) + pr(z, t| — 20)]
— wlpr(e thao) — pr(at] - 900)]} e

1 oo 0 1 > 0
= _E/o Dafpr(%ﬂxo)dl' - E/o D%pF(l';ﬂ — xo)dx
+/ pr(z, tlxg)dx —/0 pr(z,t] — x9)dx
e O e O
+ - / De a—pp(x tlxo)de + — / De a—pp(x t| — xo)dx

—/ (x,t|zo) d:c—i—/ Y pp(w,t] — x0)dx
(1.159)

Notamos que el resultado de las dos primeras integrales es el propaga-
dor en el espacio libre multiplicado por una constante y que el propa-
gador cuando x — oo es nulo, es decir:

1 = 0 1 o 0
E/o D%pp(a:,t]xg)dx—i—;/o Da—pr(x,t\—xo)dx

= Zg{pp(a: — 00, t|zg) — pr(0, t|zo) (1.160)

+pp(z — 00, t| — x0) — pr(0,t] — x0)}

— _é {pr(0,t|zo) + pr(0,t] — 20)}

La tercera y cuarta integrales ya las hemos evaluado y su resultado
estd expresado (1.109). Para las integrales restantes calculamos:

d |1

iz e et

1 e " 2pp(x tlzo) — £ pp(w, tag) (1.161)
é- ax Y Y
D

= — e ——pp(x, trg) — ¢ pr(z, t|zo)

K ox
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entonces:
—/ pF x, t|zo)dr — /Ooo e " pp(x, t|zy)de
© d |1
— i [ eéxpp(x,t]xg)] dx
0 de g (1.162)
1 ., o0
= ge pr(z, t|xg) ;
1
= _EpF(O;ﬂxO)
Ademiés
0 0 o0
/e_gma—pp(m,ﬂ —x) = e_f””/%pp(x,ﬂ — xg)dx .
+/ e x/—pp(x t| — zo)dx dx (1.163)
—6/ (x,t| — xo)dx — prp(0,t| — x0)
y por ello:
/ De ¢ pp(:c t| — dx—i—/ r(z,t] — xo)dx
(1.164)
_2/ (a1 —:Eo)dx—gpp(o t| — o)

Utilizando (1.162), (1.164), (1.109) en la expresién (1.159) se obtiene
la probabilidad de supervivencia en términos de una integral:

S(tlzo) = erf <\/%> + 2/000 e pp(x,t] — x0)da (1.165)

Para resolver la integral del lado derecho de la igualdad debemos sus-
tituir (1.82) con —xo:
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A= / F(y, tl — Zo)dy
(y + 20)
= — d
L e o
2
_ Kky/D ex (y + 370) d
\/47rDt . P [ it |
1 /OO Ky Y+ g+ 2y J
VArDt Lo D ADt Y
B 1 0 dkty + y* + 22 + 2y J
~ VArDt )z _ ADt 4
1 /00 [ y? + 2y(zo + 2Kt) + 22
= exp | — dy
\/47TD _ 4Dt
/ [y (o + 2kt)) + a2 — (w0 + 2kt)? 4
VArDt J 4Dt Y
/ [yt (zo+ 2kt)) @f = (wo + 2kt)? g
47rD . _ 4Dt 4Dt Y
B o _ag — (wo + 2kt)?
\/ 47 Dt P 4Dt
> [y + (w0 + 261))*
— d
<[ e [ 4Dt Y
1 x3 — (wo + 2kt)?
= exp | —
Var Dt 4Dt
2
oo y + (o + 2Kt)
X exp |— d
/z P [ ( VDI Y
(1.166)
y definimos:
2kt
o= Y @0+ 261) (1.167)

por lo que:
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1

dz = ——=d 1.168
T (1.168)
pudiendo escribir la integral como:
1 x2 — (xo + 2kt)
A= exp |20 V4Dt / dz  (1.169
VarDt P 4Dt ] ( )

luego, utilizando los resultados de (1.104) y sabiendo que la funcién de
error complementaria se define como:

erfe(z) = 1 — erf(2) (1.170)
se obtiene:
1 xg — (xo + 26t)? ] 7 y+ (o + 26t) |
A= — _20 VT
ﬁexp [ 1Dt ] 5 er D1 )
1 T (.To + 2/%15) 1 4+ (xo 4 2}%)
2expl 1Dt ] [er oo) er @
(1.171)
y finalmente:
A= / F(y,t| — z0)dy
- l‘(z) (mo + 2Kt)? e + (20 + 25t) (1.172)
T2 T 4Dt erie iDi

Para tener una expresion mas general, se puede escribir:

Ay = / e Y pp(y,t| £ z0)dy

1 . 23 — (1o F 2kt)? ot [£F (zo F 2kt) (1.173)
= — X _
2 P 4Dt VDt

Nuestro caso requiere que x = 0, por lo que la probabilidad de super-
vivencia expresada en (1.165) quedard como:
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S(t|xg) = erf( ) + exp [_1’% — (o + 2@)21 orfe ((x0+2f<at)>

JaDi 4Dt V4Dt
(1.174)

Un caso limite se da cuando k = 0, es decir, cuando se tiene una pared

Probabilidad de supervivencia
10—
I k=0.6
0.81
~ o6/ Xo = 0.333333
EA
= |
N o4t
02|
00l ]
0 2 4 6 8 10 12 14
Tiempo (t)

Figura 1.13: Probabilidad de supervivencia expresada en la ecuacién
(1.174) para un sistema semiinfinito con una pared semiabsorbente en z = 0.
Los valores utilizados son zo = 1/3,D =1,k = 0.6.

completamente reflejante. Vemos que la expresion (1.174) queda como:

X

S(t|zo) = exf <\/Z0_m> +of e (ﬂ“_m)

:erf<\/%>+[1_erf<\/%>] (1.175)
~1

recuperando asi la expresion (1.92). Otro caso se obtiene si hacemos
Kk — 00, lo que nos lleva a:
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(1.176)

S(t|z) = exf (\/Zo_m) +WM1

~ (i)

que es idéntica a la ecuacion (1.109) y que calcula la probabilidad de
supervivencia para un sistema con una pared completamente absor-
bente.




Capitulo

Difusion confinada

En el capitulo anterior tratamos con sistemas difusivos unidimensiona-
les cuyas condiciones de contorno eran libres, o a lo més, se encontraban
delimitados por barreras de absorcion o reflexién, y nuestro interés se
centré en una unica y simple interaccion con ellas. En el caso de las
barreras completamente absorbentes el estudio terminaba cuando la
particula era absorbida y con ello analizamos la probabilidad de su-
pervivencia. Para el caso completamente reflejante (proceso similar al
de la frontera parcialmente absorbente) nos limitamos a tratar al sis-
tema hasta el momento en el que la particula entraba en contacto con
la pared por primera vez, lo que nos llevé al tiempo medio de primer
arribo (TMPA).

Si bien las fronteras del sistema estaban presentes, su interacciéon
con las particulas que difunden no se daba de forma repetida o continua
influyendo en su trayectoria posterior.

Ahora bien, si queremos anadir fronteras que limiten a nuestros
sistemas, debemos notar que la ecuacion de difusiéon no contiene las
caracteristicas geométricas de este. Para solventar este problema, Fick
la modific6 [17] para incluir el area de la seccién transversal de confi-
namiento w:
oc 0%c 1 dw Oc

—o( ) 1)

o~ \o Tudr o

Con esta expresion, el mismo Fick estudié la difusiéon confinada para

49
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dos casos particulares: un cilindro y un cono invertido. Para el cilindro
es facil ver que al ser w(z) una constante, el segundo término del lado
derecho de (2.1) se anula y obtenemos la ecuacion de difusién. Si tene-
mos w(x) variable, su andlisis requiere un tratamiento mas elaborado.
Aun asi las dos soluciones que obtuvo fueron para los casos estaciona-
rios, esto es, cuando la concentracion no cambia con el tiempo:

oc

— =0 2.2

5 (2.2)
En este tenor, en 1935 Merkel Jacobs obtuvo y validé de manera expe-
rimental [21] una ecuacién que en esencia se asemeja a (2.1), ahora se

conoce como la ecuacion de Fick-Jacobs y se deducird més adelante en
este capitulo. Pero no fue sino hasta 1992 que Robert Zwanzig presento
[15] una derivacién formal de la ecuacion de Fick-Jacobs a partir de la
ecuacion de Smoluchowski.

En general resulta complicado encontrar soluciones analiticas al
problema de difusién a menos que las condiciones del problema sean
lo suficientemente simples, esto ya lo hemos constatado en el capitulo
anterior. Ademas, si ahora anadimos confinamientos que no son regula-
res o que posean geometrias complejas, como usualmente se presentan
en la naturaleza, las dificultades enfrentadas para su solucién seran
mayores. Una de las principales herramientas para atacar este tipo de
problemas es la reduccién dimensional. La idea fundamental es modi-
ficar las ecuaciones que describen a nuestro sistema de tal manera que
dependan cada vez de menos variables con el fin de hacerlos mas ase-
quibles matematicamente, conservando, claro esta, una fuerte relacion
entre el nuevo sistema y el propuesto originalmente. A estos sistemas
se les ha llamado cuasi-unidimensionales.

2.1 Ecuaciéon de Smoluchowski

Marian Smoluchowski fue un cientifico polaco nacido en el siglo XIX
que estudi6 bajo la tutela de grandes personalidades como Exner, Ste-
fan y Boltzmann. Realiz6 importantes contribuciones a la fisica es-
tadistica primigenia, la teoria cinética y el movimiento Browniano.
En 1906 Smoluchowski presenté [39] una ecuacién que describe el
movimiento de las particulas Brownianas considerando también la in-
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fluencia de una fuerza de arrastre a través de un potencial. Encontrar
la ecuacion de conservacion de flujo es el primer paso para llegar a la
ecuacion de Smoluchowski, que es un caso particular de la ecuacion de

Fokker-Planck (1.18).

Conservacion del flujo

Tomaremos las ecuaciones de la primera y segunda leyes de Fick. Cal-
culamos ahora la derivada de (1.9) respecto a x:

oJ(x,t) 0 oC(x,t)\  0°C(x,t)
dr  Ox ( b Ox = dx? (2:3)
sabiendo de la segunda ley de Fick (1.19) que:
9*C(x,t)  19C(,t)
022 D ot (24)
sustituimos en (2.3):
9J(x,t) 19C(x,t)\  0C(z,1)
or P (D o ) ot (25)
Usando ahora los extremos de (2.5) llegamos a:
0J(x,t) N 0C(x,t) _0 (2.6)

ox ot

que es la ecuacion de conservacion del flujo. Escrita en términos de la
probabilidad también se conoce como ecuacion de conservacion de la
probabilidad:

aJ(z,t) n Op(x,t)

Oz ot 0 (2.7)

Deduccién de la ecuacién de Smoluchowski

Al igual que en el caso de la ecuacién de Fick, sélo se deducird la forma
unidimensional de la ecuacién de Smoluchowski. Primero tomaremos
el flujo debido al arrastre que ya se ha obtenido en (1.22):

Jo(z,t) = v(z,t)C(2, 1) (2.8)
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Ahora definimos la movilidad p como la proporcion entre la velocidad
de arrastre v(z,t) y una fuerza F'(x) derivable de un potencial, misma
que actia sobre el sistema:

= Fla) = 3@ (2.9)

entonces la velocidad seré:

dU(x)
t) = — 2.1
v(z,t) = —p—r (2.10)
y con ello el flujo debido al arrastre es:
dU
Jo(x,t) = —ud;x)C(x, t) (2.11)

El flujo total J(z,t) estd dado por las contribuciones del flujo debido al
arrastre J,(z,t) y el flujo causado por la difusién misma Jy(x,t), donde
este tltimo queda descrito por la primera ley de Fick (1.9). Entonces:

J(x,t) = Jg(x,t) + Jo(z, 1)

o] [ ]
y agrupando términos:
J(@t) = —D [acéi 120 gdzf)C(x, t)] (2.13)

Para que el sistema tienda al equilibrio debemos esperar un tiempo lo
suficientemente grande, esto es t — oo, y asi ver que C'(z,t) — Cey(x),
donde C.,(x) es la concentracion en el equilibrio. Ademdas bajo esta
condicion el flujo es cero: J,, = 0. También:

Coy(2) 0x V@) (2.14)

Dicho de otro modo, la probabilidad de encontrar una particula en la
posicién x es proporcional al factor de Boltzmann, donde § = 1/kgT,
con T la temperatura del sistema y kp la constante de Boltzmann.
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Tomando la unidad como la constante de proporcionalidad y derivando
(2.14) respecto a la posicién tenemos:

d O st
5 Ceal®) = 5-¢ pU() (2.15)

Entonces vemos que en el equilibrio las ecuaciones (2.15) y (2.14) sus-
tituidas en (2.13) quedan como:

0= 9 g L AU@) s
8I D dl’ (2.16)
dU(x)ﬁe—ﬂU(x) +ﬁdU($) o—BU (@)

dx D dx

donde simplificando:

dU () —BU(z) _ M dU (z) —BU (z)
@ P T oW ¢ (2.17)
es decir:
w=pD (2.18)
que es la relacién de Einstein-Smoluchowski. Sustituyendo en (2.13):
B oC (z,t) dU(z)
J(z,t)=—D l o + 3 e C(x,1) (2.19)

luego, multiplicando toda la ecuacién por eV® e~V ghtenemos:

J(z,t) = —De PV [eﬂU(z) ocw,b) | Oz, t)B—dU(x) U@

ox x

] (2.20)

= —De U@ [eBU(””) 808(? ) + C(z, t)i eﬂU(m)l
para luego aplicar la regla de la cadena:
0
— _DeBU@ [ BU)
J(z,t) =—De 5 {e C(x,t)} (2.21)

y tomando la derivada con respecto a x:



H4 2.2. Ecuacién de Fick-Jacobs

0 0 0
_ _ —BU(z) ¥ |, BU(z)
& (e1) = (%{ e e C(x,t)]} (2.22)

Sustituimos entonces la ecuacién de la conservacién del flujo (2.6) en
(2.22) y obtenemos la ecuacién de Smoluchowski en una dimensién:

0 8 0
el ) _pDeBUE) L | BU)
75(7(:1: t) = { De [e C(z, t)}} (2.23)

aunque en la literatura suele encontrarse como:

0 0 0
. Y =BU(z) Y _BU(x)
atC(:c t) = Dax e 9 C(x,t) (2.24)

donde se ha supuesto que D es constante. La expresion de la ecuacion
de Smoluchowski en 2 dimensiones es:

S0twnt) = g f e wen L[ (1) |

ot ox ox (2.25)
_2 D e BUEy) 2 0 { BU (z,y) C(z,y t)} ‘
dy v © dy T
o escrita de otro modo:
gC(ﬂc,y, t) =D, 9 o) I v C(z,y,t)
ot 8x 5’x (2.26)
0 0 :
D. — ¢ BU(xy) —_ (BU(xy) ¢
+ yay ay (LC, ya )

donde D, y D, son las constantes de difusién en las direcciones longi-
tudinal y transversal respectivamente.

2.2 FEcuacion de Fick-Jacobs

2.2.1 Deduccion clasica

Consideremos un canal bidimensional de area transversal A(z) cuya
concentracion C(z,y,t) de particulas es uniforme y por ende:
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c(z,1)
A(z)
Que si se observa en términos de probabilidades, puede interpretar-

se como una probabilidad condicional. Por definicién tenemos que la
corriente [ es:

C(z,y,t) = (2.27)

I(z,t) = A(x)J (z,1) (2.28)

donde introducimos la primera ley de Fick (1.9) para el flujo unidi-
mensional a lo largo de la direcciéon x:

ox

esta serd la corriente de entrada I, al area transversal de nuestro canal.
Para encontrar la corriente de salida I, hacemos un desarrollo en serie
de Taylor a primer orden:

I(z,t) = A(x) [—Dac(x,t)l (2.29)

I(x+ Az,t)=—D {A(x)aic(:c, t)
(2.30)
+ 8695 [A(:c)gxc(cc,t)] Ax+--- }
y restando de (2.29) obtenemos:
I, — I, = A(x) [—D;xc(x, t)}
+D {A(w)ac(x,t) + 86; [A(x)ac(m, t)] Am}
(2.31)

por ello:
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) )
I.—1, =Dy lA( 2)5 (e, t)] Az (2.32)

Utilizando ahora la definicién de corriente en (2.28) y tomando en
cuenta que los puntos donde se miden I, e I, estan separados una
distancia Az, podemos desarrollar en serie de Taylor como sigue:

Ie - Is = Ae(a;) e( ) As(a;)‘] (‘7; t)
) (z,t) — A(z + Azx)J(z + Az, t)
) (z,t) — [A(z) + Az Al(z) + - -]
X [J(x,t) + Azt (z,t) + - -]
= A(z)J(z,t) — A(z)J (2,t) — AvA(z)J (2,t) + O(Az?)
(2.33)

= A(x

= Az

considerando sélo términos lineales en Az y escribiendo de manera
explicita las derivadas:

0 0
I, — I, = —Ax A(x) —J(z,t) = —Az A(z) [—C(m t)]
= A(z) 8tC’(m t)Ax

donde nuevamente se utilizé la ecuacién de conservacion del flujo (2.6).
Esto junto a (2.32) arroja:

0 8 0
aC(gg DAz = 895 [A( )axC(x t)] Az (2.35)
o de otro modo:
oC(x,t) 0 0 (C(x,t)
o~ Lo [A@")am ( Al) )] (2:36)

que es la ecuacion de Fick-Jacobs que para un sistema difusivo con area
transversal descrita por A(x). Es comin encontrar que la ecuacién de
Fick-Jacobs es escrita con un cambio en la notacién: A(x) — w(x).

Ahora bien, si se toma el caso en el que A(x) es una constante,
entonces tenemos que la ecuaciéon (2.36) se escribe como:
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0G(z,t) _p 0 |A 0
ot - Ox

AaG@U] (2.37)

entonces la ecuacion de Fick-Jacobs se reduce a:

0G(a,t) _  0*Cla,1)

= 2.38
ot Ox? (238)
que es la segunda ley de Fick, es decir, la ecuacion (1.20).
2.2.2 Método de Zwanzig
Robert Zwanzig presenté en 1992 [15] una derivacién formal de la ecua-

cion de Fick-Jacobs, la cual desarrollaremos a continuacién.
Comenzamos definiendo la concentracién marginal sobre la coorde-
nada y como:

q@w:/C@%w@ (2.39)

Debemos resaltar un aspecto fundamental, la expresion recién expuesta
constituye la base del método de reduccién dimensional. El integrar a
la concentracién C'(x,y,t) sobre una de sus variables espaciales, en este
caso ¥, nos lleva a un tratamiento mucho mas sencillo del problema en
términos de la ecuacion diferencial a resolver. El costo que debe pagarse
es la «pérdida» de informacion al respecto de la variable integrada ya
que la funciéon resultante G(x,t) es independiente de ella.

Continuemos ahora considerando un potencial bidimensional inde-
pendiente del tiempo U(z,y) dentro de la ecuacién en dos dimensiones
de Smoluchowski (2.26):

) 0 s O e
5:C @y, t) = Do U@y — s V@Y Oz, y,t)
5 0 (2.26)
—I—D 87 e AUy) 8y PU(y) C’(x,y,t)

Integramos esta ultima igualdad respecto de la variable y:
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0 0 0
/atC’(a:,y,t)dy /D e 8xe C(z,y,t)dy

+/Dy8y —BUﬂsy)aay BU(z.y) C(x,y,t)dy
Para el tratamiento de estas integrales debemos aplicar la Regla de
Leibniz (A.1), lo haremos miembro a miembro tomando en cuenta que
el potencial es simétrico en torno a la coordenada z, por lo que el in-
tervalo de integracion serd « € [—w(x), w(zx)], siendo w(z) una funcién
que describe a la frontera superior del sistema bajo estudio. Ademas
tomaremos desde ahora que D, y D, son constantes.Comencemos con
el inico miembro del lado izquierdo:

(2.40)

w(z) 9
/ *0(93 y,t)dy

w(x y:w(:c)
-2 / " ety = (O[S ute) o
d
O] e

= G(x,t)

donde se ha sustituido la definicién de concentracién marginal (2.39).
Los demés términos de (2.41) son nulos debido a que las derivadas
de los limites de integracién, que dependen de z, son respecto a la
variable y; en los siguientes céalculos sucede lo mismo y por ello se
omitirdan algunos pasos.

Ahora tomemos el segundo miembro del lado derecho en (2.40), al
cual sélo es necesario aplicarle el teorema fundamental del célculo:

w(x) 0 0
/ Dy(‘T e~PU@w) 7 PUEY) Oz, y, t)dy
- y

dy
a w() 0
_pY / o BUy) Z BUy) o z,y, t)dy (2.42)
= 2H(x, t)=0

0y
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Al ser la integral definida sobre la variable y se obtiene una funcién
(desconocida) H = H(x,t) y al calcular la derivada parcial respecto
de y, se anula.

Por 1ultimo trabajemos con el segundo término del lado derecho de
(2.40) aplicando (A.1):

w(z) 0 0
/ D,— e PU(y) Z_ BU(zy) C(x, n t)dy

0 [w) 0 '
- D— / —BUy) — BUEY) C(2,y, t)d
ox w(x) ¢ ox ¢ (x Y ) Y

donde se ha utilizado que 9(fw(x))/dy = 0. Ahora, sustituyendo las
ecuaciones (2.41), (2.42) y (2.42) en (2.40) obtenemos:

0
SG(@t) =D / ~8Uy) T fUGY) Oz, y, t)dy (2.44)
Supongamos que la concentracion en la direccién y se encuentra en un
equilibrio relativo, siendo asi, podemos definir una energia libre A(x)
de la siguiente manera:

o PA@) _ / e PUEY) gy (2.45)

donde se han omitido las constantes. En este punto Zwanzig propuso
que C(x,y,t) o< G(x,t) a través de una funcién que depende de y, su-
poniendo también que el sistema esta en equilibrio en el eje y, podemos
definir una probabilidad condicional que hara las veces de funcion de
proporcionalidad:

e_ﬁU(xvy) e_BU(Ivy)
) = g = [eBU@Y) dy (246)
Es decir:
C(x,y,t) = G(z,t)p(y|z) (2.47)

donde intuitivamente puede entenderse como una separacion de varia-
bles. Sustituyendo (2.47) en la ecuacion (2.44) queda:
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0 0 0
_ — —BU(z.y) AU (x.y)
tG(x, t)=D - /e - e G(z,t)p(y|z)dy (2.48)

luego con (2.46) podemos obtener:

p(y|z) PU () — oPA(T) (2.49)
y si derivamos la expresion (2.45) respecto de y:
9 paw _ 9 / e~V gy — o-BUG) (2.50)
Ay Ay
donde la derivada no es cero debido a que la integral no es definida y

por lo tanto la expresion puede quedar en términos de y.
Sustituyendo (2.49) y (2.50) en (2.48):

0 0 0 0
Il - D— —BA(z) BA(z)
atG(yc,zf) 8x/8y [e } 5 G(z,t)dy
0 | —sa@) 9 saw) (251
= Daix [e % € G(Q?, t>‘|
cuyo resultado final es:
0 0 0
- — —BA(z) BA(z)
GtG(x’ t) D@x e 5 G(z,t) (2.52)

que es la ecuacion de Fick-Jacobs con coeficiente de difusiéon D cons-
tante.

2.2.3 Derivacién de Zwanzig vs Derivacion clasica

Si comparamos las expresiones (2.52) y (2.36):

Qg(x’ t) = DQ e BA@) ﬁ ePA) C(x,t)

ot Ox Ox 5 53
9 6w.t) = D2 fu(a) - (02D -
ot Y T P | an w(x)

notamos que son la misma ecuacion si:



Capitulo 2. Difusién confinada 61

e PA@) — w(z)
oPAW@) _ 1 (2.54)
w(z)

Con lo cual vemos que el confinamiento del sistema puede ser descrito
mediante un potencial entropico, es decir, un potencial que no depende
de la temperatura como en este caso lo es A(x).

Resulta conveniente aclarar que en esta comparacion, w(x) es el
area transversal del canal difusivo, mientras que A(z) representa a un
potencial entrépico definido a través de (2.49).

2.3 Coeficiente de difusion efectivo

El mismo Zwanzig propuso [15] una correccién a la ecuacion de Fick-
Jacobs (2.36) suponiendo que el coeficiente de difusién D no es cons-
tante sino que depende del valor de la coordenada longitudinal x, es
decir:

;G(x, t) = aaxD(x) e PA®) (;1 @ G, t) (2.55)
A esta nueva cantidad D(x) la llamé coeficiente de difusién efectivo.
Encontrarlo no es una tarea facil. Zwanzig lo calculé para dos casos
particulares: un potencial tipo caja y un potencial armoénico, ambos
para dos dimensiones y s6lo mencionando en su trabajo el resultado
para los casos tridimensionales.

Para deducir el nuevo coeficiente partimos de la ecuacién de Smo-
luchowski en 2 dimensiones (2.26) y luego se integra respecto a la va-
riable transversal (y), lo cual ya se realizé en la seccién 2.2, obtenemos
entonces:

0 0 0
— _6U(Ivy) — 6U('7:7y)
0tG(x’t) D@x /e 5 € C(z,y,t)dy (2.44)

Anteriormente se tomé una aproximacién para C(x,y,t), pero en este
caso se tomard la siguiente expresion para la desviacion de C'
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de donde despejamos a C(z,y,t) y sustituimos en (2.44) para obtener
(omitiendo al coeficiente D de ahora en adelante):

d 9 0
Gt == [e D) [5C(a, y.8) + Gla, Dp(ylr)] dy

) /e_gU(x,y) aa AU 5C (2, y, t)dy

~ o x

R S
i 87:70/6 BU (z,y) %GBU( Y Gz, ) plylz)dy
(2.57)

Notamos que el segundo término ya se ha resuelto y esta expresado en
(2.36), por lo que tenemos:

0 0
o [t = e G, 1)yl dy
0

- x a x
=oe BA( )%eﬁA( ) Gz, 1)

(2.58)

Si utilizamos la definicién de equilibrio local dada en (2.46) y lo susti-
tuimos en el primer término de (2.57) llegamos a:

aa /efﬁU(:r,y) 88 ePU(zy) 5C(x,y,t)dy
“’ 9 & o1 " (2.59)
— —BA(z BA(x 5 d
fax/p(ylw)e 95 (g0 © C(z,y,t)dy

sustituyendo entonces a (2.58) y (2.59) en (2.57) obtenemos:

gg@j, t) = 9 o BA(2) 9 @) G, 1)
ot Ox Ox (2.60)
0 o 1 '
— —BA@) .~ BA(x)
+ a5 /p(y\x)e 9z o) oC(z,y,t)dy

y con el segundo miembro del lado derecho:
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B 9 1
9 —BA@) 9 BA(z)
5 /p(y|af)e 82 p(yle) e 6C(x,y,t)dy

0 0o 1
_ O BAw BA()
5 /p(ylx)ax o) © 6C(z,y,t)dy

Observando el integrando de la expresion anterior podemos ver que
proviene de aplicar la regla de la cadena, a saber:

(2.61)

0
&vP@”%@uff

A 5C (w,y, 1))

0o 1

—_— e

0z p(y|x)

- 2 pyla)] — - 4@ 50 e, g, 1)
O p(ylz) s

= p(ylz) AA@) 5C (2, y,t)  (2.62)

0 1
=5*/9@M%——*¢M”&X%yiﬂy (2.63)
_ oPA[) § d

/aa; yll’ | ) C(x,y,t)dy

La integral anterior se calcula en la ecuacién (2.81). El primer término
del lado derecho da como resultado:

B 1 )
%/p(y‘x)p(ybc) MAD6C (2, y, t)dy

0

_ 9 BA@
5 /5C(x,y,t)dy

=0

(2.64)

Por lo anterior llegamos a:
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0 a0 1 i
[ plyla) 4 B 6,y 1) dy

0 0
0 —,314(17)/ [ 9 (y‘x)] i 0C(z,y,t)dy
= —— e s
Ox o:" plyle)
Sustituyendo en la expresion (2.60):
9 oty = L a0 9 s gy )
ot Ox Ox
BA() (2.66)

0 pa [[ D

Ahora trabajemos en encontrar una expresion para 6C'(x, y, t) tomando
la derivada temporal de (2.56):

0 0 0
(9 0 ’

y sustituyendo las ecuaciones (2.26) y (2.60) en (2.67) obtenemos:

0
—0 t) =
5:0C (z,y.t)
0 0 0 0
8xe 82:6 C(z,y, )+8ye aye C(z,y,t)
0 0
_ 2 o BA(@) Y BA()
p(ylz) {335 e 5, ¢ Glat)

0 1
e PAE) — PA® 5C (2, y, t)d }
ylxr)e e r,y,t)ay
/'0 ©) oz p(y|x) ( )
(2.68)

Tomando nuevamente a C(z,y,t) = 6C(z,y,t) + G(z,t)p(y|x):
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0

0 0 0 0
—BU(z,y) pU(zy) § ¢ —BU(z,y) BU(zy) § ¢
55 © 55 ¢ C(x,y, )+8ye aye C(z,y,t)

0 U@y 9 pue

e S ply )G, )
9 —BU(z,y) 0 BU (z,y)

+ g ¢ G oyl )

0 0
_ —pA@) Y BAW@)

0 0 1
—BA(z) ¥ ePA)

(2.69)

El primer término de la derecha puede escribirse como:

X

DSC (2, y,t) = 88 Ve L pUe 50y, 1
0

(2.70)
_|_ —BU(I,y) 2 eBU(xvy) 50

7 3y (z,y,1)

donde se ha utilizado la definicién del operador de Smoluchowski:

0 0 0 0
D= ¢ PUy) Z BUy) L = —BU(y) Z U(zy) 2.71
ox ¢ ox ¢ +8y ¢ oy ¢ ( )

Ahora sustituimos la definicién (2.39) en el segundo término de la
derecha de (2.69):
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0 ey O @
Ao e P D p(y]a) G, )
+ 9 e~ PU(zY) 9 V@Y p(y|2)G(x,t)
dy oy

) B 1
_ 9 —BA(z) 9
&Cp(y\w) e axp(ylflf)

@ G, t)

pule) (2.72)

+ o plyl) PO L pfyla)
9y gy

0 0
_ —BA(x) BA(z)
axp(y\x) e 5 e G(z,t)

0 0
9 —8A@) 9 BAW) Gyt
+ ayp(y\yc)e aye (x,t)

donde es facil notar que:

0 0
8y p(ylz) e 4@ 3y MA@ Gz, t) =0 (2.73)

y sustituyendo en (2.72):

e L )y )G 1)

8$ oz
0 0
08Uy 9 BUGy)
+(9y oy ¢ p(ylz)G(z,t) (2.74)
0 0
_ 9 ~BA@) 9 pA()
aJﬁp(y\x)e 5 ¢ G(x,t)

Ademas, tomando esta tultima ecuacién junto con el tercer término de
la derecha de (2.69):

0
oplyla) e AW 2= M0 Gla, 1)

3:1} an
_P(y|$)g e PA) 9 @) G, 1) (2.75)
ox Oz ,

y aplicando la regla de la cadena a las derivadas respecto de x:
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) )
o —BA@) 9 pA@)
pe {lo(ylz)] e 9 G(fc,t)}

= plyle) L et L gy (276)

8:6 ox ’

B 0

9 —pA@) 9 pA@)

. (ylx)] 52 ¢ G(z,t)

implica que:

%, d d d
—pA@) 9 BA@) _ —pA@) 9 pA)
o Wl e 5 ¢ Gl,t) = plylz) e 5. ¢ Gl,)

0 0

(2.77)
por lo que (2.69) queda como:
0
—0 t) =
5;0C(2,,1)
DiC(z,y,1)
(2.78)

0 0
—BA(x) BA(z)
+ [axp(yu)] e 5 e G(x,t)

B) o 1
- —BA(x) BA(z) § H)d
p(ylx)*axe /p(y|1‘)f9x ) ¢ C(z,y,t)dy

Tomando el integrando del iltimo término de esta ecuacion y aplicando
la regla de la cadena vemos que:

0 ePA(z)

ax”)<yr>

0C(z,y,t)

a eBfA(x) 50 (2 79)

6 1
4 o(yle) e—PA@ 2 D 502y,
p(y|z) B2 p(yl7) (z,y,1)
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y regresando a la integral de la ecuacién (2.78):

0o 1
—BA@) Z_ = BA@) scr t)d
ylr)e e T, y,t)ay
[ otule) e (2.9,1)
8x/p ylx) (x,y,t)dy (2.80)
R
- T, Yy, t)ay
(yl)
Luego con el primer término del lado derecho vemos que:
— x 0C(x,y,t)d
e p(yl)(yl) (z,y, t)dy
0
SBA(
=55 ° / 0C (z,y,t)dy
= 0 040 [10(e..1) - Gla.)plole)] dy
ax ) Y )
9 g
— L fA@) _
o | [ Cla,y, )y = Glot) [ plyle)dy]
a T [ e_BU(x7y)
9 Az i G(ZE,t) — T
= %eﬁ (@) _G(q:,t) = /e AU@y) dy]
0 i Glz,t) _
— 7 oBA(z)
= e _G(I,t) A © ]
0
— 7 oBA@) —
& (G, 1) — Gl 1)
=0
donde se han utilizado las ecuaciones (2.39) y (2.45). Si (2.81) y (2.80)

se sustituyen en (2.78):
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0
DéC’(:c,y,t)
+ gp(yll‘) e—ﬂA(w)ﬁeﬁA(w)G(x t) (2.82)
Oz Ox ’
0 0 efA@)
o BA(x) -
Fotyle) oo [ | otk S aCte 0y
y simplificando obtenemos:
0
&5C<‘T7y7t)
=DoC(z,y,t)
) ) (2.83)
- BA(x) Z BA(z)
| potola) |2 2 49 6o,
0 0 1
)| ——0C (z,y,t)d
Fololel g [ | gpotola)| ol sty

esta expresion es tal que si tomamos una aproximacion a primer orden

en % se obtiene:
T

by 9 —BA(z 9 x N 4!
(5C(x,y,t):/0 et la$ (y[x)} PA( )%eﬁA( )Gz, t—t)dt' (2.84)

Sustituyendo (2.84) en (2.66):
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0 0
il — o~ BA@) L BA(z)
G(z,t) xe xe G(z,t)

%) o) efA@ it [0
_ o BA) = ¢D | Y
52 © /[axp(y\x)] p(y|x)/0 e [axp(y!fﬂ)]

0
x o BA@) o PAD) Gz, t — ) dt dy
X

0 0
_ e PA@) L BA(z)
81’ (9.7: G(,1)

32 3200 iy £ oot

0
% ¢ PA) p ) Gz, t — t)dt'dy
€

(2.85)

Podemos considerar que G(z,t) varia muy lentamente con = y por ello

el operador de Smoluchowski (2.71) s6lo contendra términos en a%:

B, 0 0 g 1
D/ - ef,BU(:E,y) . e,BU(I,y) 286
y Ay ay"” plulz >8y p(ylz) (2:50)

donde se ha usado la relacién (2.46). Con una aproximacién markovia-
na sobre (2.85) podemos definir:

// [83: (vl ] plylr) [;wp(ylx)] dtdy — (2.87)

Finalmente tenemos una expresién para G(x,t):

9, 0 0

—G(x,t) = E e FA@ B PAD Gz, 1)

83” t 9 (2.88)
~ e HA@ ﬁ(x)a—x @ Gz, t)
Recordamos haber omitido el coeficiente de difusion D(z) para simpli-
ficar los cédlculos; con esto en mente observamos la ecuacién (2.55) y

podemos escribir:
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D

1+ k()
Donde Zwanzig propone que el término entre corchetes es en realidad
una serie infinita, y dice, la segunda igualdad funciona mucho mejor.

Debemos obtener el valor de k(z). Primero se reescribird el operador
D'

D(z) = D[l — k(x)] (2.89)

D'p(ylz) f = plylz)Lf (2.90)

por lo que:

o) = [ ot [7 e | Lol arar o

Definimos ahora la integral temporal como:

_ 1 |0
»(y|x) :/0 () e [axp(ykc)] dt (2.92)
y el operador (2.90) debe cumplir que:
0
Ly(ylz) = =5 In[p(yl)] (2.93)

entonces:

Lo Gl) = - In o(yla)]

| RG]
o =

(2.94)

o) D' [p(ylz)p(ylz)]

es decir:

- gple) =D bkl = 5 {otole) - |20 ot
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- 5eplule) = plul) g (o) (2.96)

Ahora podemos reescribir a (2.91) como:

wta) = [ | et vtslela 2.7

Eligiendo el potencial de manera cuidadosa puede llegarse a una ex-
presién mucho mas manejable para x(x), entonces proponemos que sea
de la forma:

Uz,y) =V <w(yx)> —V(2) (2.98)

donde la frontera w(x) sirve como factor de escala para la coordenada
y:

(2.99)
Si definimos también:

q= /e_ﬁv(z) dz (2.100)

y recordando la definicién de equilibrio local (condicional) dada en
(2.46) obtenemos:

(o) = 2.101)
x) = )
N qu(z)
con:
e @) — qu(x) (2.102)
Calculando ahora las siguientes derivadas:
dz 0 Yy 1
2 = 2.103
% =2 o) = 2 (2109
dz 0| y |  w(v)
or  Ox lw(m)} B yw2(x) (2.104)
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podemos hacer:

KPR i N S

0yp(y| )= Ay [qw(w)] ~ qu(z) dy
= qw1(x> [—51/'(2)2; e_ﬁv(z)] (2.105)
_ _5V’(z) 0BV (2) 1 _ V'(2) T
R e R s Rl S L

para que al multiplicar por y obtengamos:

y%mym = =SVl (2.106)

Realizando un procedimiento analogo para la coordenada x:

0 9 [eBV()

q w?(z)  w(x) o
b v Y@ g, (@)
(@) lw(x) vt )yw%)]
_ —ij;p<y|x> [1 ¥ ﬂv%z)yw(lx)]
_ _Z/(%) [p(y|x) + y(%p(ylx)]
(2.107)
es decir:
(,ip(yla:) = —Z/((j)) ;y [yp(yla)] (2.108)

y sustituyendo (2.96) tenemos:



74 2.3. Coeficiente de difusién efectivo

0 0 w'(z) 0
— — = — 2.109
ayp(y\fc)ayw(y!w) w(x) Oy lyp(ylz)] (2.109)
la cual integramos respecto de y y simplificamos:
3} ()
@w(ylﬁ) ~ w(z) y+a (2.110)

con c¢; una constante de integracion. Ahora utilicemos (2.108) en la
ultima ecuacién de k(x), es decir (2.97):

{

e integrando por partes usando:

@mewwy

fowmmn

(2.111)

w'(x)

wto) = =2 Wittt | = [uotule) 5 vtola} 212

w(x)

donde el primer término de la derecha es una constante que desprecia-
remos, ademds utilizando (2.110):

) /yp yle) ;C ydy = (w (af))Q/ Y pyla)dy

(x) w?(x)
(2.113)
con la ayuda de (2.101) y (2.99):
1 e BV(2)
k(z) = (W'(z 27/;:2 wdz 2.114
(@) = a2 [ 25 (2114)
obtenemos finalmente con la ecuacién (2.100):
5 f 22 e —pV(z)dz
) = /@) S (2.115)

Concluyendo, la expresion para el coeficiente de difusién efectivo esta
dada por:
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D D
D(z) = = Q_H (2.116)
1 + Ii(l’) 1 + [’LU’(I)P W

2.3.1 Caso particular: potencial armoénico

El potencial armoénico estda dado por:

V(z) = 5 ; 0<z<o0 (2.117)

Calculamos las integrales necesarias por separado. Primero utilizamos
(A.5) para calcular:

oo 22 oo 1 /= 1 /8m
2 —fBE= _ 2 _—az? _ _
/0 z7e P2 dz—/0 z%e dz = 1”7043 = 1,/53 (2.118)

y ahora la segunda integral con ayuda de (A.2):

o . 2
/ o B% dz:/ i ,/ r (2.119)
0 0 2

Luego dividiendo (2.118) entre (2.119):

©20B5d; W/E 1 [3 1
hee 7do g ] wg:f (2.120)
fe % dz 5 %’r 2\ 2mps p
entonces:
o / 2 1 . / 2
k(x) = [w'(2)] 5 [w'(z)]" kT (2.121)
Con esto el coeficiente de difusion efectivo sera
D D
D(z) = = — (2.122)



76 2.3. Coeficiente de difusién efectivo

2.3.2 Caso particular: potencial tipo caja

Para el caso de un potencial tipo caja tenemos:

V(z)=0 ; —1<z2<1 (2.123)

donde hemos asumido que las fronteras de la caja estan en —1 y 1.
Calculando las integrales:

! 1

1 1 1
/ e Py = / Pdz=-2 =-[1-(=-1]=> (2.124)
1 -1 3 —1 3
1 1 1
/ eP0 4z :/ de=z =[1-(-1)]=2 (2.125)
-1 -1 -1
y dividiendo (2.124) entre (2.125):
L .2,-804 2
W — 3 _ 1 (2.126)
[2,eB0dz 2 3
por lo que k() es:
/ 2 1 1 / 2
r(z) = [w'(@)]" 3 = 3 [w'(2)] (2.127)
y el coeficiente de difusion efectivo del sistema queda como:
D D
D(z) (2.128)

14 Kk(x) Tl 1 [w' (z)]?



Capitulo

Difusion en presencia de campos
externos

Los desarrollos realizados hasta ahora han considerado de manera pro-
gresiva los fenémenos en orden de complejidad. Iniciamos con la difu-
sion libre y después se anadieron algunas paredes con diferentes magni-
tudes de absorcién de particulas. Enseguida se presentaron extensiones
para cuando las fronteras del sistema juegan un papel fundamental en
el movimiento de las particulas difusivas, como es el caso de las ecua-
ciones de Fick-Jacobs (2.36) y Fick-Jacobs-Zwanzig (2.55).

El coeficiente de difusion efectivo surgié como una manera de obte-
ner una descripcion o caracterizacion mucho mas real de los problemas
a estudiar ayudandonos de la reduccion dimensional para conseguir
ecuaciones diferenciales en menos variables y con ello obtener expresio-
nes matematicamente menos complejas, o al menos, solubles en algunos
Casos.

En la ecuacion de Smoluchowski y en FJZ se encuentran codificadas
las fronteras del sistema mediante el potencial entrépico. Sin embargo,
ain no se ha considerado la influencia de fuerzas externas al sistema.
Consideraremos al campo gravitacional como caso de estudio teniendo
en cuenta su naturaleza tal que permite ser descrito a partir de una
fuerza derivable de un potencial.

El primer enfoque que tomaremos sera el sugerido por Reguera y
Rubi [34], obteniendo la llamada ecuacién cinética a partir de algu-

7
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nos elementos de la termodindmica irreversible lineal (TIL). Siguiendo
después un camino diferente, utilizando el método de proyeccion de
Kalinay y Percus [23] a través de la reduccién dimensional bajo un
campo gravitacional tal como lo trabajé Kalinay [24].

3.1 Ecuacion cinética

Partimos tomando el postulado de la entropia de Gibbs para la termo-
dindmica fuera de equilibro, a saber [19]:

— —k/P (w;d + 5., (3.1)

donde x es un conjunto de coordenadas cualesquiera que definen el
estado del sistema en el espacio fase y P, describe el estado de equi-

librio del sistema. Ademas S, representa la entropia en el estado de
equilibrio. Tomando la derivada temporal de la entropia:

9s P(x,t) 0
i _kﬁt /P(a},t) In Peq(af:) dx + 6%Seq

= "“/{ P(x t)) lp@’t)gt (Peql(‘”)>

0 P(a: t) 0
( )OtP( )1 +In P )atP(m,t)}dm

y si la probabilidad esta sujeta a una condicién de continuidad analoga
a la ecuacion (2.7):

0 0

—P — 2

g (x,t) + amJ(a: t)=0 (3.2)
donde J(x,t) es una densidad de corriente generalizada. Considerando
que el flujo en las fronteras es nulo:

J@t)| =J@|

—Y1

=0 (3.3)

donde —y; y o son fronteras del sistema, entonces:
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k/{ an( )}dm (3.4)

Ahora integramos por partes y vemos que:

P(a:,t)
=22 = —k/J Iy e (3.5)

donde o es la produccmn de entropla del sistema.

Ecuaciones de continuidad

Tomemos la siguiente relacién fundamental de la termodinamica:

du=Tds+ > p;dN; + ¢dp (3.6)
J
o de otro modo:

¢

1 1
ds = —du — T %:udej - fdp (3.7)

T
donde u es la densidad de energfa interna, p; es el potencial quimico
de la especie j y ¢ el potencial eléctrico. Los términos que acompanan
a las diferenciales son las cantidades intensivas que pueden pensarse
como energias potenciales.

Ahora bien, las cantidades extensivas deben conservarse, si defi-
nimos a p, como una densidad generalizada y a ¢, = 6871 como su
potencial generalizado, entonces podemos escribir de manera general a

la ecuacién (3.7) como:

k

donde cada densidad generalizada (o cantidad extensiva) sigue una
ecuacion de continuidad (o de conservacién):

8t PV Je=0 (3.9)

Aqui J}, es una densidad de corriente generalizada. Cabe aclarar que
la entropia no se conserva y por ello tiene su propia ecuaciéon de con-
tinuidad:
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0s 881‘

—+Js=— 3.10

a T (3.10)
siendo %‘1" el cambio en la densidad entrépica debida a procesos irre-
versibles.

Coeficientes cinéticos

La respuesta de un sistema ante una fuerza aplicada se da, en general,
en forma de una corriente estacionaria. Si ahora consideramos a esa
respuesta como un fenémeno puramente lineal:

J

donde los L;; son llamados coeficientes cinéticos. Lars Onsager de-
mostré [29] que son simétricos, lo que se conoce como relaciones recipro-
cas de Onsager:

Li; = Lj (3.12)

Ecuacién cinética

Habiendo encontrado la ecuacién (3.5) y al saber que la corriente J
esta relacionada con su fuerza conjugada a través de un coeficiente
cinético L(x), podemos escribir:

B 0 . P(x,t)
J(:E, t) = —kL(m)aiw In Peq(a‘;) (313)
y al seguir una ecuaciéon de continuidad:
0 0 0 . P(z,t)
—P = — |D(x)P —1 14
5P @) = 5 |P@P@ Oz p TS| @)
donde se defini6é que:
_ kL(z)
D(z) = Pla.t) (3.15)

Y recordando de la fisica estadistica que la expresion de la probabilidad
para encontrar al sistema en un estado de equilibrio esta dado por:
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Py(@) ~ exp[~BAW () (3.16)

donde W (x) es la cantidad minima de trabajo reversible para cambiar
el estado del sistema, sustituimos en (3.14):

0 0
—P(x,t) = pp

ot
) 1 0

= 8(1 [D(w)ap(w,t) +6D(x)P(x,t aAW(m)l

ox ’ )833
por lo que obtenemos:

[D(w)P(w <

(I P, ) + BAW ( ))1

0 0

—P(x,t) = p [D(m)aamP(m,t) + ﬁD(cc)P(:c,t)aamAW(w)]

(3.17)
Ahora consideremos que la expresion para el trabajo W esta dada por
la energia libre de Helmholtz:

W=F=U-TS (3.18)
para que (3.17) quede como:

0 0 0
§P(m t) = py D(:c)%P(ac,t)
) (3.19)
+ BD(@)P(,1) 5 (AU(x) - AS(x)

Esta tltima ecuacion contiene 3 partes importantes, si observamos del
lado derecho vemos que:

» El primer término corresponde a la difusién, aunque en éste caso,
al ser D = D(x), tenemos una ecuacion tipo Zwanzig.

= El segundo término corresponde a una barrera de tipo energético.

= El tercer término es un término de barrera entrépica, equivalente
a la ecuacion de Fick-Jacobs-Zwanzig (2.55).
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3.1.1 Ecuacion cinética para el campo gravitacional

Si ahora se considera que la difusién esta siendo influenciada por un
campo externo, en este caso el gravitatorio, tenemos entonces una ex-
presién especifica para el factor de Boltzmann (3.16). Trabajando para
el caso bidimensional:

rT—z (3.20)
€ =mgy (3.21)

y con ello:
P.y(w,y) ~ e P = e Fmav (3.22)

y al ser una distribuciéon de probabilidad debe estar normalizada:

// a:ydxdy—/ x)dr =1 (3.23)

donde sustituyendo a (3.22) obtenemos:

y2() y2(z) Bmay
Pey(x) ~ / Pey(,y)dy = / € dy
y1(x) y1(z)
_ 1 [e—ﬁmgyz(x) _ e—ﬂmgm(ﬂﬁ)}
mgp

Como ya(x) y y1(x) son las fronteras del sistema entonces podemos
tomar la linea media del canal w(x):

w(z) = ; [Y2(2) = ()] ; 2w(z) = ya(x) — 1 () (3.24)

Y entonces podemos escribir la siguiente relacion:

e~ maBy2(z) — o—mgBly2(z)+y1(2)—y1 ()] — o—mgBly1(z)+2w(@)] (3.25)

que sustituyendo en la ecuacién de P.,(z):

1
= o m9Bu() [ _ o—2mgPfu(z) 3.26
od [ } (3.26)
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Recordando a (3.14) podemos escribir:

t
+Peql(rc) c’f:cp(x’”b

e

simplificando:

0

- 8856 (D(m)aaxp(as,t)+D(:17)P(a:,t)Peq(g;) aam [Pej(m)D (3.28)

Trabajando ahora con el segundo miembro del lado derecho y sustitu-
yendo (3.26):

5=D<I>P<x7t>Peq<x)al 1 ]

Oz | P.y(2)
e—mgﬂyl (z) b) mgﬁ emgﬂyl (z)
- D P " 1— —2mgpw(z)| ~ | I
(z)P(z,1) mgp [ ¢ ] Or |1 — e—2mgpuw(z)
D(z)P(z,t)

- mgpB (1 — e=2mgbu(z)) [yi (2) (1 - ei2mgﬁww)>

—2uw/' () emegﬂw(w)}

_ D(z)P(z,1) 1 / s
- mgp (1-— e—2mgﬁw(x)>?/1($) 1—e

/
W) e—2mgﬂw(z)]

yi(z)
(3.29)
es decir:
_ D(ZL’)P(ZL’,t) 1 / _ —2mgpw(x)
$= g5 (= ez i) [1 - (3.30)

_QM e—2mgﬂw(x)]
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En este punto haremos una consideracion adicional, y es que el canal
es simétrico, es decir:

ya(w) = =y (x) (3.31)

Y con la ecuacién de la linea media del canal (3.24) obtenemos las
siguientes relaciones ttiles:

2w'(z) = yolo) —yi(2) : w(z) = —yi(a) ;5 2 = -2 (3.32)
donde la primera es general y las siguientes dos son para el caso de un
canal simétrico. Sustituyéndolas en la ecuacién (3.30):

_ D(SE’)P(I‘7 t) ’ 1— e_ng/Bw(m) +2 e_Q’mgﬁw(m)
5 a mgﬁ yl (:E 1 — e*ngﬁw(z)

_ D(x)P(x,t) ,, 1+ e 2mefu@)

T mgs N (z 1 — e—2mgpu(z)
D(x)P(x,1)

— Wy; (x) coth [mgPw(z)]

(3.33)

y usando este resultado en (3.28) obtenemos la ecuacion dindmica:

0 0 0
&P(x,t) = % {D(:U)agCP(:c,t) 1
D(z)P(x,t) , '
+ 2P0 ) cot g
Por simplicidad definiremos:
e = mgPw(x) (3.35)

Y notamos que pueden distinguirse tres casos:

» y1(2) = —yo(2) = cte. Lo que implica que ¢} (x) = 0 = y4(x), por
lo que (3.34) se reduce a:
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0 0 )

—P(x,t D(x)—P(x,t 3.36
P = o [ D) L Pla.)] (3.30)
que es la ecuacion de Smoluchowski en una dimension. Y si tam-
bién tomamos D = cte, entonces se convierte en la ecuacion de
difusion:

i i
o D) = D5 P(a.t) (3.37)

= ¢ >> 1, es decir, domina la gravedad, por ello coth(e) — 1 y:

0 0 0 D(x)P(z,t) ,
g {pw Dl)P(z,1)

—P(x,t) = p —xP(yc,t) + mad yl(:r;)} (3.38)

es decir, se tiene una barrera energética (potencial) como lo es la
gravedad en este caso.

= ¢ << 1, analicemos este caso haciendo un desarrollo en serie de

Taylor alrededor de € para las exponenciales que aparecen en la
expresion para Pe,(x), es decir, la ecuacion (3.29)

eI — 1 4 O(e)

e 2mabw@) — 1 _ I9mgBw(x) + O(€?) (339
por ello:
1 2
Pul@) ~ g 1400 [1 =1+ 2mgput) + O]
~ 2w(x)

y sustituyendo en (3.28):
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gtP(a: £) = aam lD(:{:)w(x)ai <Pt£‘(’;)t )ﬂ (3.44)

que es la ecuacion de Fick-Jacobs-Zwanzig.

3.1.2 Ecuacion para fronteras asimétricas

En la seccién anterior se considerd el caso de un canal simétrico, es
decir, donde yo(z) = —y; (). La versién asimétrica no se ha reportado
aun en literatura, se desarrollara en esta seccién. Entonces, para el caso
general tomamos (3.30), que es uno de los miembros de la ecuacién que
se desarroll6 anteriormente. Trabajemos con ella sin suponer simetria:

¢ = D(z)P(x,t)
”1195 ) 8 o] )
/ _ A—2mgBw(z) —2mgBw
(1~ ooy (0 [ 1€ yiGh
consideremos ahora que:
1 _coth [mgpw(x)]
1 — e—2mgfuw(z) 1 4 e—2mgPw(z) (3‘45)
tenemos:
D(z)P(z,t) coth [mgpw(x)]
§=——"—"—y(z) Smafu(e)
mygp3 1 +e-2mg
Y [1 4 o 2manie ( )]
D(x)P(x,t Coth mgﬁw x)]

mgﬁ 1+ e—2mgpuw(z)

% [_1 . e—2mgﬁw(w) _2wl($) . 2wl(x) e—2mgﬁw(w)‘|

yi(z)  yi(x)
w’(fﬂ)]

_ D@P@1) 0 coth fmgBu(a) [—1 9

mgp yi ()

utilizando la expresién para la linea media del canal (3.24) tenemos:
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w(z)  yylz) —pi(x) _ yh(x)
Y1 () Y1 () Y1 ()

—1 (3.47)

para que al sustituir esta tltima expresién en (3.46):

D(z)P(x,1)
mgps
y junto con (3.28) nos lleva a:

£=- ya(a) coth [mg B ()] (3.48)

0 0 0
aP(m,t) = 9 {D(a:)axP(a:,t)

D(x)P(z,t)
" mgp3

(3.49)
h(x) — 2w/ ()] coth [mgﬁw(x)]}

Que es la ecuaciéon cinética para fronteras asimétricas, la cual es pre-
sentada por primera vez en este trabajo. A partir de ella se observa
que si el canal es simétrico, yo(z) = —y;(x), entonces se recupera la
ecuacion (3.34).

3.1.3 Coeficiente de difusion

Después de desarrollar sus ecuaciones tipo Fick-Jacobs, o cinéticas co-
mo las llamaron, Reguera y Rubi observando el trabajo de Zwanzig,
quien obtuvo su expresion a partir de una serie truncada, hicieron la
siguiente propuesta de coeficiente de difusién efectivo:

Dy
1+ dw2(z)]”

donde av = 1/3 para sistemas bidimensionales y ov = 1/2 para canales
en tres dimensiones.

Dan = | (3.50)

3.2 Reducciéon dimensional en un campo gravitacional

En este capitulo se tomara un enfoque diferente al que tomaron Re-
guera y Rubi en su articulo [31]. Partiremos de la ecuacién de Smolu-
chowski en 2 dimensiones (2.26) y seguiremos el desarrollo que presentd
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inicialmente Pavol Kalinay [24], donde utilizé el método de proyeccién
que ¢l mismo desarroll6 junto con Jerome Percus [23].

Anteriormente se encontro la ecuacion de Smoluchowski y para ello
se utilizaron las concentraciones C'(z,y,t) como parte fundamental de
la ecuacién, aqui se intercambiaran por densidades p(z,y, t) en el fluido
donde se difunden las particulas Brownianas. Reescribiendo la ecuacion
(2.26) en términos de estas densidades tenemos:

o—BUG@w) 9 UGy

0
ap(l‘aya ) ax p(ﬁ,y,t)

(3.51)

0
D,
T ox
3 0

ay "
Para el caso en el que el potencial U(x,y) es del tipo gravitacional:

Ulz,y) = Gy (3.52)

y de (3.51) vemos que el potencial estd multiplicado por [, entonces
es conveniente definir:

g=Gp (3.53)

y asi reescribir la ecuacién de Smoluchowski bidimensional (3.51) como:

0 o _ 0
ap(iﬁ,y,t):D a gy%egyp(x,y’t)
a a (3.54)
D e Lo (o)

Si trabajamos con el primer término de la derecha, omitiendo D, :
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0 0 0
N L gy _— RSN )
=e L{h (e 5 &) + (@Y t)5 e )]

0 0
Y e Y ey
* ((he p(ac,y,t)) <8xe >

3.55
— oW gegy gp(x y, 1) (3:59)
or oz 7
0? 0 0
— a9 |9y 2 il N/
e [e 572 (Y1) + <axp(fr,y7t)> <0x e )]
2
= @p(x,y,t)
donde se ha utilizado que:
0 +gy d +
il - 2 (+ 9y — .
5 5p (T9Y) e 0 (3.56)
por lo que (3.54) queda como:
D) 2
7/)(‘7‘17 Y, t) = Dm*p(xa Y, t)

y;; C ;y % p(z,y,t)

Ahora consideremos dos ecuaciones importantes, una de ellas es la
primera ley de Fick (1.10) y la segunda una ecuacién de conserva-
cién como la expresada en (2.6), pero ahora escrita en términos de la
densidad. Luego, a partir de (3.57) podemos encontrar facilmente las
componentes del flujo:

+D

0
—_D,— .
o FRLCER) (3.58)

Jy=—D,e "% aay e p(z,y,t) (3.59)

siendo el vector de flujo:

J = (J,, J,,0) (3.60)
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3.2.1 Fronteras simétricas

Las componentes del flujo son importantes para definir las condiciones
a la frontera en nuestro sistema. Supondremos ademas que las fronteras
son simétricas y estan definidas por:

y = £h(z) (3.61)

Al no existir fuentes ni sumideros, el flujo a través de ellas debe ser
nulo. Otra manera de expresar lo anterior es que la derivada de la
frontera en cuestion debe ser paralela al flujo:

J X £h'(z) =0 (3.62)

Utilizando a (3.61), se puede escribir el vector que define las fronteras
del sistema como:

+ h(z) = (x,+h(x)) (3.63)

y su derivada:

+ h'(z) = (1, £H (2)) (3.64)
Desarrollando a (3.62):

i 5 k
JXth(x)=\|J, J, 0
L K(z) 0 (3.65)
= k[ (2)J, — J,)
=0
entonces:
+1'(z)J, = J, (3.66)

Ahora tomamos las componentes del flujo expresadas en (3.58) y (3.59):

0
+ W (2)Dy—p(z,y,t =D,e % —e%p(x,y,t
(z) &vp( Y >y::|:h(x) Y dy pTy )y:ih(w)
(3.67)

que son las condiciones a la frontera para nuestro sistema.
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Reduccion dimensional

Tomaremos ahora la ecuacion (3.57) y seguiremos la misma idea usada
para derivar la ecuacién de Fick-Jacobs (2.36) utilizando el método de
Zwanzig [15], con el fin de lograr una reduccién dimensional.

Primero, una densidad unidimensional (espacialmente) resulta de
la integracion de la densidad en dimensiones mayores, en este caso se
obtiene al integrar la densidad bidimensional en la coordenada trans-
versal (y):

h(zx)
pet)= [ playt)dy (3.68)
por lo que (3.57) se reescribe como sigue si usamos el teorema funda-
mental del calculo:

o) hz) 92
ot —h(z) Ox (3.69)

Dy |e Lo oy, 1) o
Yy ay

y=—h(x)

Trabajando ahora con el segundo miembro del lado derecho tenemos:

D e’gygegyp(:v,y,t) e
Yy ay

y=—h(z)

=D, [e‘gy aay e p(z,y,t)

0
—e W —eW p(I,y,t) 1
Ay y=—h(x)

y=h(z)

= D, |H0) gl ) 4 (e} 5ot

= 2h'(x) 0

%p<l’, Y, t)

(3.70)

donde se ha utilizado la condicién a la frontera (3.67). Si utilizamos la
regla de Leibniz para integrales (A.1) en el primer miembro del lado
derecho de (3.69):
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g (M=) 0

h(z) 9?2
D, [ eyt 3.71
ey 3P @YY (3.71)

D) o pl,,0) — De[-H(@)] pla, 1)

entonces:

hz) 92
D, / oz, t)d
o aIZP(rr y, t)dy

(3.72)
o rh@ 9 ,, 0
™ /_h(a:) g8 Dy = 2D: (@) 5 ple,y.1)

Sustituyendo ahora las ecuaciones (3.70) y (3.72) en (3.69), llegamos
a:

0

0 9 [h=)
- =D, — — .
GiPe ) =Dag [ ol t)dy (3.73)

Solucién para el estado de equilibrio

El problema consiste ahora en encontrar la solucién a la ecuacion
(3.73). Para ello comenzaremos con el caso en el que D, — oo, es
decir, no importa que avancemos en la direccién longitudinal (coor-
denada z), la difusién se estabilizara casi de manera inmediata en la
direccion transversal (coordenada y), por lo que podemos decir que nos
encontramos en una situacion de equilibrio. Si este es el caso, propo-
nemos una densidad de equilibrio:

po(x,y,t) = A(lx) e % p(x,t) (3.74)

que es similar a la C'(z,y,t) de Zwanzig (2.46). Los elementos andlogos
son:

. C(x7y7t> — pO(:C7y7t>
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w G(z,t) = p(z,t)
' plyle) = e VD [P oo A ()
s o AU@Y) _y o—9y
Y al igual que Zwanzig, Kalinay [21] propone la siguiente funcién de

normalizacién. Aclaremos que la funcién A(x) no es la misma que uti-
liza Zwanzig, entonces:

h(z) 1 h(z) 2 [e-irgh(x) — e—gh(x)]
Az :/ e Wdy=——e% = - 3.75
) ~h(@) T e g 2 (37)
y:
2
Ax) = ;senh [gh(z)] (3.76)

Para luego sustituir (3.74) y (3.76) en la ecuacién reducida (3.73):

0 0 M@ 9 e W p(x,t)
8tp<x’t) =D oz /—h(m) or  A(x) @ (8:77)
0 [hl@ 0 p(z,t)
-p 2 9 dy =
Dx(()x /—h(ac) ¢ dyax A(x) (3.78)
y utilizando la definicién de A(x) (3.75):
5, 0 9 p(x,1)

que tiene la misma forma que la ecuacién de Fick-Jacobs (2.36). Como
ya lo habfamos mencionado, A(z) no expresa lo mismo que en el desa-
rrollo de Zwanzig, donde denotaba el ancho del canal difusivo. Ahora
contiene informacion acerca del potencial externo y de las fronteras.

Caso limite

Si el campo externo gravitacional es muy pequetio, g — 0, entonces la
expresion para A(zx) es la siguiente:



Capitulo 3. Difusién en presencia de campos externos 95

h(x)

Ax) = / e Wdy = / dy = 2h(x) (3.80)

—h(z) —h(z)

es decir, para el caso limite se recupera el problema donde sélo se tiene
una barrera entropica (difusién confinada) sin un potencial externo, en
el cual A(x) vuelve a representar el ancho del canal.

Solucién general

Si ahora D,, # oo entonces no podemos considerar a (3.74) como solu-
cién valida para la ecuacion de Smoluchowski. Pero conociendo ya la
solucion en el estado de equilibrio, podemos proponer que la solucion
mas general puede obtenerse a partir de una serie perturbativa:

plz,y,t) =e > @, (x,y,0,)
n=0

(3.81)

donde se ha definido que:

™
Il

SIS

<

(3.82)

la cual es una medida (pardmetro) de la anisotropia del sistema. Tam-
bién, por comodidad, usaremos que 0, = a%' Escribiendo ahora de
manera explicita el primer término de la serie tenemos:

,O(JZ, Ys t) =e % (:)0(1’, Y, aw)pf(la(j’ e Z € wn X y7 >p151:§;5§)
(3.83)

Al ser (3.83) una serie perturbativa, se debe recuperar el caso conocido
(base). Por ello:

entonces:

plx,y,t) =e9% pjl( e %Y Z "y (z,y, 0 )p(zz:,t) (3.85)
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Si ahora aplicamos la definicién de A(z) (3.75) y también la serie per-
turbativa (3.85) a la ecuacién (3.73):

0 o (M=) o [ __ plxt)
_ —_ _ g9y
ot = 5, /_hm Oz {e A(z)
+e kgle wk(x7yaax) A(l’) }dy

g M=) 9 __ p(x,t)
_ v Y9y
Oz /h(yc oz © A(x) 2

h(x)
+8/ 0 _gyZkawy,ﬁ)Mdy

Az J-n() Ox = A(x)
0 [h) 0 p(z,t)
9Y Jy——
" oz /h(z ¢ dyacc A(x)
0 Alz) & 4, (i@ 0 p(z,1)
T o Al )Z6 /hme g @9, 0 Sy
0 0 p(x,t)
B %A(x)ix A(x)
0 > 1 hz) 0 p(z,t)
— A k gy < )
T o (:v)g::le A(x) /h(:p)e 8xwk($’y’ax) A(z) @
(3.86)
Definiendo un operador:
N 1 h(z) 0
Z =_ ~ov 9 ,

donde [-]es el lugar que ocupa el operando. Utilizando una notacién
mas comoda:

Z(z,0,)0, [] = —— /’"‘(““”’ dye ey 00 (3.89)
Y x €T A(x) ax 3 9 xX

—h(z)

Y también podemos definir:

[= fj ) [ (3.89)
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Combinando las definiciones (3.88), (3.89) y la ecuacién (3.86):

0

atp( 0 p(z,t)

ox A(z)

z,t) = ;xA( ) [1-€Z(x,0,)] (3.90)

Por construccion, la serie perturbativa (3.81) debe ser solucion de la
ecuacion de Smoluchowski (3.51), donde Dt =ty e = D,/D,:

ot 0x%2 €y y

¥ L 3.91
=2 [e_gy (3 - 3) - eﬁaye_gy 88@;] oo,y 00222 9D

2 [e’s)
lﬁ _ i _ 12 o9y 2 egy] legy Z ejc?Jj(q;, Y, ar)p(x, t)

Distribuyendo el producto y sabiendo que @;(z,y,0;) no actiia sobre
la variable temporal t:

—erye {00 e - a0 G0

. oy O . 0 p(z,t)
— J 17 9y =4y —_
ZG 5y ¢ oy %) G
—a O . 0 p(z,t)
Jj— 1 9y _—~ - ?
_Z_ € aywn—&-l(xayaaw)at A(.CE)
n= 18 (9 p ( ) (3.92)
I P plx,t
€ 8ye aywo(m Yy, 0 )(915 A
.. 9 _ 0 0 p(z,t)
Jj—1 = =gy = ~ -
+ngoe Gye aywn—&-l(xayyaw)at (
d p(w, 1)

x© 9 0
_ E : Jj—1 -9y A
nzoe aye aywnJrl(xayaax)at A )

donde se ha usado que j — 1 — n y que &o(x,y,0;) = 1, ademéds de
que - [ (x,t)/A(z)] = 0, luego:
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Ahora trabajando sélo con el término que contiene la derivada temporal
y sustituyendo a (3.90):

= J p(x,t)
]zz;]ewj(zayaax)at A(m)
0 SN 9 p(z,t) (3.94)
- (x)k;e Zy(x,0) 5 e ]
S ) 00 . ) z,
- _géw’y’aﬂ”ugm o 2 Z‘“(”“"’ax)axpﬁu?

0 d p(xz,t) 0 05
axA(:U)ax Aw) —%A(m)e Zo(x,0,)

Oxr A(x)

(3.95)

cone =1y Z o(z,0;) = —1. Con el producto de Cauchy para series de
potencias infinitas (A.8), tenemos que la ecuacién (3.93) queda como:

oo} . © R 1 8 N a p(l‘,t)
_ J . 1o 9
]z%e kzowg—k(x,yaaz)A(x) amA(x)Zk(x,ﬁz) " (3.96)

cambiando el indice mudo 7 — n y sustituyendo en (3.93) obtenemos:
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99
w9 g p(,t)
Ze {e aywnﬂ(:z: Y, O) A
-9y iwA T p(:l:,t)
te [a 2 ]( 7ya8a:) A(ZU) (397)
b3 00 il 00) g oA 20 |
=0

Como todas las potencias de e son linealmente independientes y la
expresion (3.97) es igual a cero, entonces podemos escribir:

o _,. 0 . p(z,t)
9y
aye 8ywn+1(xaya8x) A(x)
2
_ —gqy p(x7 t)
e 52% @n(x,y, 0y) Alr) (3.98)

de donde vemos que es un operador actuando sobre p(x,t)/A(z), por
lo que el propio operador se escribe como:

0 0
—gqy A
5, © aywnJrl(x: Yy, 0y)

2

= e 55 0n(z,y, ;) (3.99)

0
ox

+ kiwn-k(x?y,ax)A(l@iA( )22, 0

No olvidemos que la ecuacion anterior constituye una relacién de re-
currencia para las @;(z,y, 0,)

Ahora bien, sustituyendo la serie perturbativa (3.81) en las condi-
ciones a la frontera (3.67) obtenemos (en forma de operadores):
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1 0 s
ZeT9 L o9y [e 9y Z € wn(:v y’3 )]
S n=0 ) (3.100)
0 > '
= +h'(z)=— |e % €@, (x,y,0,
)9 l nZ:% (e )1 y=2h(z)
y simplificando:
Z "o (z,y,0,)
yEh ) (3.101)
= +h'(z "W (x,y,0z)
Z y==h(z)
Si ahora j =n — 1, entonces n = j + 1:
Z 0, (2,y,0,)
Yiem ymEh) (3.102)
= +h'(z "W (x,y,0z)
Z y==h(z)

y cambiando el indice mudo j — n para luego escribir explicitamente
el término n = 0O:

0 0
o A ) 785E +7 An ) 7a:r
aye @o(z,y,0x) y_i dy = Oe @1 (x,y, 0r)

TEE T (3.103)

= +h'(x Z w(z,y, 0p)

y==%h(z)

donde el primer término de la izquierda se anula al ser la derivada
de una constante. Ademaés, repitiendo el argumento de independencia
lineal entre las potencias de e:

0 0
7An ; 7am - :th, 7,\71 ) 781 3.104
Sy 0| =@ e ena)| (3100
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Correccién de primer orden

Buscamos la primer correccién @4 (z,y,0;) a la ecuacién de difusion.
Para ello tomamos la relacién de recurrencia (3.99) sabiendo que &y (z,y, 0,) =
1y que Zy(z,0,) = —1:

0 0
—gy A,
5, € aywl(%y,@x)

2

y sabemos que el valor de A(x) esta dado en (3.76):

g e_gygd)l(xa Y, ax)

oy dy

— _ a9y

2gh/ () cosh[gh(x)] O

senh[gh(z)]  Ox

=e % gh/(z) Coth[gh(x)]aé;

(3.106)

Integrando a ambos lados de la igualdad:

—9Y a N
Jo [ aym(:c,y,ax)]
= /e_gy gh'(z) coth[gh(x)]gxﬁy (3.107)

0 A
+C,

= —e % 1/(z) coth[gh(z)] o7

y para encontrar la constante (operador) C, utilizamos las condiciones
de frontera (3.104) con n = 0:



102 3.2. Reduccién dimensional en un campo gravitacional

0 0
—&(z,y,0, = +h' () =—&o(z,y, 0, 3.108
o] =) aleno)| o @a0s)
que en conjunto con (3.107) da como resultado:
ih’(x)g = —h/(z) coth[gh(az:)]g + e Cy (3.109)

Considerando que se trata de la frontera superior, y = h(x), obtenemos:

Cy = 1(z) e 9"® (1 4 coth[gh(z)]) aax (3.110)

y si sustituimos el valor encontrado:

9 .
aiy 1 (l’, Y, 81’)
/ 9 / —gh(z) — 9
= —h'(x) coth[gh(x)]a— + h'(z) e7 9" 79 (1 + cothlgh(x)]) B
x x
_ M)
= m (— coshgh(z)]
+ e 9@ =99 [senh[gh(x)] + Cosh[gh(x)]}) 681’
N C)) _ —gh(z) =gy n9h(x) g
= sonh[gh(@)] ( cosh[gh(z)] + e e e ) e
(3.111)
donde se ha utilizado la relacion (A.9). Con lo que se tiene:
94 __ M@ e 9
aywl(a:,y,@c) = Senhlgh(2) (e Cosh[gh(x)D e (3.112)

Procedemos entonces a integrar la ecuaciéon anterior para encontrar
@1(z,y,0;), lo que es sencillo ya que sélo el término exponencial de-
pende de y:
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B (x) I 0 A

A ) = ————— | — — hgh —+Cy (3.113

1(00.00) = il (S coslgn(a)]) 5+ Gy G113

La constante C se obtendra de la condicién que resulta de sustituir

la serie perturbativa (3.81) en (3.68):

p(z,t) = /hu) e o (2,9, )y
_/h(:v) —gng @n(x,y,0 )151( 2;)
= ® -9y ( )
/ € ﬁw AL dy
" n; ¢ /h(z) & onlz.y, 8”6)@(12? dy
( )
- / t)

n gy A p(z,1)
—l—;e /_h(m)e @z, y, 0 )dy AD)

p(,t)
A(z)

> h(z)
=pe )+ e [ W Gula,y, 00y
n—1 —h(x

lo que implica que:

= 1O pla.1)
— n 9y A d
0= e [ e an(y00dy"

(3.114)

(3.115)

Como para cualquier término de la serie € # 0 y p(z,t)/A(z) # 0,

entonces la tnica posibilidad es que:

h(z)
/ ( )e_gy @n(x,y,0,)dy =0 ; Vn >0
—h(z

Entonces, integrando a @;:

(3.116)
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8 A
Z ey <
{senh R ()] < e ycosh[gh(m)]) pe + Co} dy

h’ o K high h(x) 0
)y D HEehlgh)] 10 L, 0
gsenh[gh( )] Oz senh[gh(z)] —h(z) Oz
()
e [ may
= 2h(x)h'(x) O W(x)coshlgh(z)] /h(x) ye dyﬁ
gsenh[gh(z)] Oz senh[gh(z)] —h(z) oz
A 1 h()
+ Co [— egy]
Y —h(=)
=0
(3.117)
La integral restante se resuelve por partes:
h(z) 1 h(z) 1 1 h(x)
/ ye W dy = —y—e 9 + = l_ bl egy]
—h(x) g —h(x) g g —h(x) (3118)
_ M=) [e—ghm +egh(w>] - = {e—gh@c) _ egh(m}
9 g

Usando de las relaciones (A.9) y (A.10) tenemos que:

h(z) —9Y o — _M COS " i sen -
/_h@ye dy = P (2 cosh[gh( )])+92(2 h[gh(z)]) (3.119)

para que al sustituir en la expresién (3.117) obtengamos:

2h(x)W (z) O
gsenh[gh(z)] Ox

_ W'(x) coshlgh(z)] [ h(x) o . 1 <onl . 0
D IO o comignge) + 1 (2sentlah(a))

+ C, (2senh[gh(z)))

-0
(3.120)
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G W(x) | coshgh(z)] h(z)g (COShQ[gh(ZU)] + 1) 0
0 g | senh[gh(x)] senh?[gh(z)] Ox
_ W(x) {cosh[gh(x)] ~ gh(x) (1 + senh?[gh(z)] + 1) } a9
g | senh[gh(z)] senh®[gh(z)] Oz
(3.121)
luego, el valor de la constante (operador) C es:
~ _ W(z) [cosh[gh(z)] . 2 0
o= 5 ot~ (1 sy e 0120
para que al sustituir en (3.113) obtengamos:
‘:Jl(xa Y, ax)
W) [ (L~ gy) coshlh(x)] 2 b
- e o (1 )
(3.123)

Operador de correcciéon

Ahora encontraremos a Z(z,0,), usaremos la expresion (3.88) con

k=1:

A 1 h(z) 0
— -9y &
Z(x,0,) = @) /_h(m) e xwl(x,y,ﬁx)dy (3.124)

Calculando primero la derivada:
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;ral(xv Y, az)

_ W'(z) €% +(1 — gy) cosh[gh(z)] . 2

- [ son[gh(z)] ah(z) (1 t et [gh(xn)]
() {Seﬂh[gh(fl?)] (gh’'(x)[1 — gy] senh[gh(z)])

h/
+

g senh’[gh(z)]
[e?” +(1 — gy) coshlgh(x)]] gh'(x) cosh[gh(x)]
senh®[gh(z)]

— g () (1 + héw)

— gh(z) (—4gh’(:t:) coth[gh(x)] csch® [gh(:c)]) }

(3.125)

Si multiplicamos por e 9 e integramos el término que multiplica a

B (2):

1 h(z) h(z)
{/ | dy + cosh[gh(z)] / e dy

- senh[gh(z)] | /- —h()
h(z) h(z)

— gcosh[gh(x)]/ ( )ye_gy dy} — gh(x) {/ ( )e_gy dy  (3.126)
—h(z —h(x

L2 /h<x) oy
—_— e
senh?[gh] J-n(z) Y

simplificando:
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1
I'= senh[gh(z)]

 geostlgh(a)] (-

{Qh(x) + isenh[gh(x)] cosh[gh(x)]

2h(x)
g

coshlgh(z)] + ;senh[gh(aﬁ)]> }

— 2h(z) senh[gh(z)] (1 t senhQ[Qgh(a:)]>

1 ) (3.127)
~ senh(gh(z)] {2%) +  senhlgh(z)] coshlgh(z)]
+ 2h(x) cosh? [gh(z)] — zsenh[gh(m)] cosh[gh(x)}}
4h(z)
— 2h(z) senh[gh(x)] — senh 2 (2)
con lo que obtenemos:
I= Senh[lgh(x)] (Qh(x) {1 + Cosh2[gh(x)D
4h(z)
— 2h(z) senh[gh(z)] — senh[2h(2)]
) 4h(z) (3.128)
= 2h(z) senh[gh(z)] + senh2h ()] 2h(x) senh[gh(z)]
_ Ah(z)
senh[2h(x)]
=0

Debemos simplificar lo que resta del integrando:

aaxdfl (2, y,0s)
W
senh[gh(z)]
— cosh[gh(z)]
)]

{senh[gh(x)] — gy senh[gh(x)] — €%’ coth|gh(x)]

coth[gh(x)] + gy cosh[gh(x)] coth[gh(x)]
— 2cschlgh(z)] 4+ 4gh(x) coth[gh(z)] csch[gh(x)]}
(3.129)

— senh[gh(x
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Si ahora integramos respecto de y:

—/ —wl x,y,0y)dy
= (- cosh[gh( )] coth[gh(x)] — 2 csch[gh(x)]
h(x
+ 4gh(x) coth[gh(x)] cschlgh(x)]) /_h((:) e 9 dy

h(x)
+ g (cosh[gh(z)] coth[gh(z)] — senh[gh(x)]) /_h(x) ye dy

— coth[gh(z)] /h(x) dy

—h(z)
_ —3 cosh?[gh(z)] — 3 + 8h(z) coth[gh(z)]
+ g (cosh[gh(z)] coth[gh(z)] — senh[gh(x)])

Qh;"“") cosh[gh(x)]]

X

;senh[gh(x)] -

= —3 cosh?[gh(z)] — 3 + 8h(x) coth[gh(z)]

_ 9h(x) cothlgh(z)] + z cosh?[gh(z)]

— 2h(z) cosh[gh(zx)] coth[gh(x)]

- 3 senh?[gh(z)] + 2h(z) senh[gh(z)] cosh[gh(z)]
= 6h(x) coth[gh(z)] — ;l - zsenh2 [gh(z)]

— 2h(x) cosh®[gh(z)] coth[gh(z)] + 2h(z) senh[gh(x)] cosh[gh(z)]
(3.130)

A(x) esta dada por (3.76):
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1
Alx)
)

senh®[gh(z)]
+ gh(x) cosh?[gh(z)] coth[gh(z)] — gh(x) senh[gh(z)] cosh[gh(a:)]}
e

senh®[gh(z)]
— 1+ gh(x) coth[gh(x)] (1 + senhQ[gh(x)D
— gh(z) senh[gh(z)] cosh[gh(x)]}

21(33,81) = - I,

{—3gh(x) coth[gh(z)] + 2 + senh?[gh(z)]

—3gh(z) coth[gh(x)] + 2 + cosh®*[gh(z)]

(3.131)

llegando finalmente a:

h’Q(x)

Z1(x,0,) = senh®[gh(z)]

(1 + cosh?[gh(z)] — 2gh(z) coth[gh(a:)})
(3.132)

que es el primer operador de correccién presentado por Kalinay

[24].

Caso limite

Si el desarrollo anterior consistente, debe reducirse a casos conocidos.
Hacemos g — 0, para ello desarrollamos la expresién (3.132) en se-
rie de Taylor con las férmulas expresadas en la seccion (A.5). Ademas
haremos un cambio de variable donde gh(z) — « y omitiremos mo-
mentdneamente el término h%(z) ya que no influye en el cdlculo:



110 3.2. Reduccién dimensional en un campo gravitacional

Z, = csch?[a] (1 + cosh®[a] — 2« coth[a]) (3.133)
= csch?[a] + esch®[a] cosh?[a] — 20 esch?[a] coth[a] (3.134)
= csch®[a] + coth?[a] — 2a csch?[a] coth[a] (3.135)
11 ,
1 2 ,
+ 5 5+ 0(?) (3.137)
2 2
- S5+ 0@) (3.138)
2 1 2 2
S 4o = 3.139
a? 3 3 o ( )
_1 (3.140)
=3 _
de donde podemos concluir que:
R h?(z)
51}1_1)% Z(x,0;) = 3 (3.141)

Es decir, se recupera el caso debido a Zwanzig y plasmado en la ecua-
cién (2.127). Podemos hacer la analogia:

k() — Z1(x,0,) (3.142)

Desarrollo en serie del coeficiente de difusion efectivo

Si utilizamos de nueva cuenta las expresiones para el flujo, es decir,
(3.58) v (3.59), y las aplicamos a (3.79) y (3.90) tenemos que:

J(x,t) = —A(z) [1 - €Z(x,0,)] ;; (3.143)
J(z,t) = —A(x)D(x);l (3.144)

Con un flujo constante (estd en estado estacionario), J(x,t) = J y al
comparar las ecuaciones (3.143) y (3.144) obtenemos:

D(z) = [1 - eZ(x,0,)] (3.145)
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y con la definicién (3.89):

oo
D(z)=1-> €Z(z,0,) (3.146)
k=1
Ahora el coeficiente de difusion efectivo puede ser encontrado como
una serie de potencias de € que, recordemos, es un parametro de la
anisotropia del sistema. Si dejamos explicito el primer término que ya
hemos calculado, la ecuacién anterior queda como:

W) :
D@g_1—e%mﬁwM@]@+C%hwm@y—%m@ymmmm@D
+ O(e?)
(3.147)
O siguiendo la sugerencia de Zwanzig [15] y haciendo ¢ = 1 para un

sistema isotrdpico:

h/2 (Z‘)

sentZ[gh(2)] (1 + cosh?[gh(z)] — 2gh(z) coth[gh(x)])

D@Qz(l—e

+O<€2)>
(3.148)
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g=2 g=5
0.98 - - ! i 0.98 : : . .
D(X)g-0 D(X)g-0
0.974 3
— 095 ] —_
X X
X o3
O gl ] a
093F ]
0.92] ] 0.92 ]
D(X)goseo D(X)gseo
001 ‘ ‘ ‘ (X)g- 091 ‘ ‘ ‘ (X)g-
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 10
X X
g=10 g=20
0.98 : : : : 0.98 : : : :
D(X)g-0 D(X)g0
0.97f £ 097k
0.96[ ] 0.96[
- — 095
X X
ko) X
(=] [=rya
0.93
0.92 ¥
D(X)goeo D(X)gseo
0.91 g 0.91 g
0.0 0.2 04 06 08 10 0.0 0.2 04 06 08 10
X X

Figura 3.1: Se muestra el comportamiento del coeficiente de difusién efec-
tivo, ecuacion (3.147) y linea azul, para los valores de g = 2,5,10,20. Las
lineas horizontales son los coeficientes para los casos limite cuando g — 0
(linea verde) y g — oo (linea roja). Se utiliz6 un cono simétrico cuyas fron-
teras estan dadas por yr = +mx +b, con m =03y b =0.1.



Capitulo

Reduccion dimensional asimétrica
con gravedad

El desarrollo de la seccién 3.2.1, se realizé considerando que el sis-
tema bidimensional difusivo estaba compuesto por fronteras simétri-
cas £h(z). Ahora se generalizard el tratamiento para incluir fronteras
asimétricas que denotaremos mediante h;(x) con i = 1,2; siendo hy(x)
la frontera inferior y ho(z) la frontera superior.

El calculo es completamente analogo al anterior y omitiremos al-
gunas partes de la ominosa algebra.

Desde la expresién (3.61) y hasta (3.75) pueden ser reescritas de
manera correcta para el caso asimétrico tomando la correspondencia
+h(x) — hi(z). La razoén es que en la mayoria de las integrales que-
daron indicadas y no se realiz6 un calculo explicito, por lo que no fue
necesario evaluar en los limites de integracion que representan a las
fronteras del sistema. Solamente en (3.69) se utilizan las expresiones
para las fronteras, pero sus contribuciones se anulan, por lo que se
obtendran resultados equivalentes y con la misma forma.

4.1 Solucién para el estado de equilibrio
El primer cambio significativo para el problema asimétrico es la for-

ma que toma la funcién de normalizacién A(x), que ahora carece de
simetria:

113
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ha () 1
A(z) = / : W dy =~ {efgm(w) _ efghz(w)} (4.1)
hi(x) g

Para la solucion en el estado de equilibrio llegamos a la ecuacién de
Fick-Jacobs:

3} 0 p(z,t)
prd 2. 8 A

que es idéntica en su forma funcional a (3.79), la diferencia radica en
A(x), que para el caso simétrico se trata de una funcién hiperbdlica
(3.76) y ahora, para un sistema con fronteras asimétricas A(z) esta

dada en (4.1).

x,t) =D, (4.2)

4.2 Solucién general

La ecuacién (3.111) representa una relacién de recurrencia para los
operadores @; y en el desarrollo utilizado para llegar a ella las con-
diciones a la frontera no juegan un papel determinante hasta que se
toma un valor especifico de A(x) que, recordemos, es en realidad quien
contiene la informacién de las fronteras del sistema.

Como primer paso para encontrar a @, debemos tomar la derivada

de A(x):

0 0 (1
- — 2 ) = |amghi(z) _ s—gha(z)
awA(x) e {g [e e }}

1
= [~ g () e gl () €27 (4.3)
= hiy(x) e~ 9h2(2) —K)(z) e~ 9 ()
y sustituyendo en la relaciéon de recurrencia:
0
T 0,
ay € aywl(‘ra Y, ) (44)
- g () 0=8h2@) 1/ () e=gta@)] O
= e [ () e #h2() i (a) e oM ()] "
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Notemos que se el operador esta en términos de sus derivadas, debemos
integrar ambos lados de la igualdad:

/a |ng aay"bl(x> Y, am)]

goan 5 (4.5)
_ / —gha(x) _p! —ghi(x)| Z_
_/e—gm(a:) — @ {hz(x)e 2 Ry (x)e 9™ } P y
lo que nos lleva a:
e @ (r,y,0;) = P (i) €79 ) —hy () e~ 9" e’ 9
dy 1T e—ghi1(z) _ o—gha(z) oz (4.6)

A

+C,

con C; un operador (constante) de integracién a determinar. Para
el caso simétrico también se encontraron ecuaciones que modelan las
condiciones a la frontera, haciendo ahora la correspondencia +h(z) —
hi(x) podemos utilizar a (3.104), y en el caso en el que n = 0:

0 0
—&1(x,y, 0y = hi(z)=—&o(x,y, 0y 4.7
oy 1( Y ) y=h;(x) ( >85E 0( Y ) y=h;(x) ( )
Y sabemos que @y = 1, por ello:
0 0
N(2) =—&o(x,y, 0, = hi(x)=— 4.8
(%) 5 -@o(,y )y:hi(az) (@) 5 o) (4.8)

Es prudente recordar que @;, actiia primero sobre el operando a su lado
derecho y después lo hace el operador diferencial sobre el resultado que
arroja @y, por ello el lado derecho de la expresion anterior no se anula.
Luego:

8 h/ (:E) efghl(m) _h/ (aj) efgh2(x) 8 N
! ~ o1 2 e qy
i) or e—9hi1(z) _ g—gha(z) oz e O y=h;(z) (49)
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Con la frontera superior (i = 2), es decir, y = ho(x) podemos encontrar
el valor de la constante de integracion:

N 0
C, = hy(z) e ") 9
4 —ghi(z QU/ —gha(z) (4-10)
. h1($) € —h ( )e e—ghg(x) 2
e—ghi(z )—e gha(z) ox

que sustituyendo en la relacién de recurrencia (4.6) da:

: () =9) B () 912, 0
—gy 9 4 I gy _—
(& aywl(‘r7 Y, ax) - e—gh1 (z) — e~ gha(x) © ax
Cgha(x) O
+ () 7o A
@) e —h(a) e W L 0
e—9hi(z) _ g—gha(z) ox

entonces sélo queda integrar:

: B () e~0) () oo
w1($, Y, aﬂ:) = / { e—9ghi(z) — a—gha(z)

+ K (x) e~ 9h2(2) o9y
hi( —qgho(x
By () e~ M(w9“>€mm%w}0%

e—ghi1(z) _ g—gha() ox

/ e —ghi(z / e—gh2 (z) (4. 12)
::{yhx z) ()

e—ghi(z )—e gha(z)

+ hé(m) e~ 9h2(2) o9y 1
g

_hi(@ e—9hi(z) —hly(z) e—9ha(z) o-9ha(®) ooy 1} o

e—ghi(z) _ a—gha(z) 37x + CO

Debemos encontrar al operador constante Cy, integramos entonces la
expresion anterior respecto de la variable transversal y:
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A~ [ha(@)
Cy / e 9 dy
hi(x)

1 —gha(x
-2 fha(e) - (o) [h;@)e ghate (413)
() e M@ —hyx) e 9 0] 0
e—ghi(z) _ g—gha(z) ox
Ph(w) e —hy(x) e=oe®) g O
e—ghi(z) _ g—gha(z) /hl(m) ye Z/a*x

La nulidad de la expresién anterior es consecuencia de (3.116) con
la apropiada correspondencia de las fronteras para el caso asimétrico.
Las integrales que aparecen en la ecuacion son facilmente solubles, la
primera de manera directa y la tltima por partes, lo que nos permite

escribir:

(4.14)

Despejando se puede obtener el operador constante:
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) -k e
Co= St _e,ghl(x) hy(r) o2

+ hll( )e gha (e h/( ) gha(e) —ghg(z) 9
e—ghi(z )—e gha(z) or

K (x) e —ghi(z —n ( ) e—ghz(m) (4'15)
+

[e—9h () — g—gha(z) |

_ hll ({L’) e—gh1(£€) +1 [e—ghQ(:v) . e—gh1(£)] }
g

{10yt

9
ox

Conociendo esta igualdad podemos sustituirla en (4.12):

B () M) () e

e—ghl( >_e gha (@)

(:)1([[‘, y7a$) = {y
+ hiy(x) e~ e9¥

Wy (z) e M) —ph(x) e~ 9m27) —gha(x) agy L 0
N e—ghl(ﬂf)—e gha(x) © ¢ 5 9

Q|+

ha(x) — ha(z) —oha(s
T e—9h2($) — e—gh1($) hé(x) e’ 2(*) (416)

N R (x) e—9hi(z) —hly(z) e—9ha(z) e g
e—ghi1(z) _ g—gha() ox

{h’z (x) e~ 9h2(2)

9
ox

[e=9h1(2) — g—gha(x) ]2

_ hll (33) e*ghl(x) +1 [e*ghQ(:p) - eghl(m)}}
g

Definamos algunas cantidades por conveniencia, se entendera que todas
ellas sélo son funciones dependientes de x. Comencemos por el ancho
del canal:

w(x) = ho(z) — hy(2) (4.17)

para luego tomar la linea media:
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() = 5 [l (2) + ha()] (118)

Para identificar de una manera més clara dentro de los cédlculos a las
funciones que representan a las fronteras utilicemos:

y+(z) = yo(z) £ ;w(x) (4.19)

que son equivalentes a:
yr(@) = ha(x) 5 y-(2) = h(2) (4.20)

Y por tltimo tomemos:
£(x) = Joue) (4.21)

recordando que las cantidades primadas denotaran a sus derivadas con
respecto a la variable z. Con las definiciones anteriores y la ayuda
de funciones hiperbdlicas, la expresion (4.16) puede verse de manera
mucho mas compacta y manejable:

: L
1(.9.00) = {y s — 50’ coth]

1 1
+ —etWe 9+ ' [1 + coth ] — ~wu’ {2 coth® ¢ — 1}

29 4

; ) (4.22)
+ 5w’yo coth& + §wy6 coth & — yoy

1, 1, 9
S — thép —

gyo + ng 0 5} ox

El siguiente paso es tomar la derivada con respecto a x. Por practici-
dad omitiremos el caracter de operador diferencial, recordando que la
expresion que encontremos actuard por la izquierda como una deriva-
da parcial con respecto a = sobre cualquier funcién a su derecha. Para
marcar una diferencia usaremos w; en lugar de @:
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0 1 1
Swil@,y,00) =y {uff — S0’ coth + S¢'u asch ¢}

1
+ — e eIt {w" + w” coth & — &'w’ esch? §}
29

1 / ! 2 ]' 2 " /!
- qww {—45 coth & esch f} e {QCoth £ — 1} {ww" + w'w'}

1 1
— Yolo — Yoy + —w" coth & — @f'w’ csch2§

29

1 10 " 1 1o 2
+ 3 [w'yy + w'yg| coth & — §§wyocsch £

1 1
+5 [w'yy + wyp] coth & — iﬁ’wyg csch? &

1 1 1

= Aty —9y+ !/ !/ th {_ |: / - /:|} oM
+29e e [w" + w'coth ] < —g Yo + 5w gyo

(4.23)

donde sustituyendo el valor de & y simplificando, obtenemos:

0 1 1
%wl(x, Y, 0z) =y {yg - iw" coth & + Zgw'w' csch? f}

1 1
+ oz et o 9Vt {w” +w” coth & — igw’w' csch? €
g

1 1
— guw'yy — ggw'w’ — gw'yy coth & — igw’w’ cothg}

1 1 1
+ ngw’w’ coth & csch? € + zww" + Zw'w’ - §ww" coth? ¢

1 1 1
— —w'w' coth? € — yhyh — yoyy + —w” coth & — —w'w’ csch® &

2 2g 4

1 1 1

+ w'y; coth & + §w”y0 coth§ — Zgw’w'yo csch® € + iwy(’)’ coth &

1 1
— Zgww'yg csch? & — ;yg

(4.24)

Ahora es necesario calcular:

1 Yt 0
—9Y
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La integral es sencilla dado que (4.23) tiene como factores comunes
a las expresiones que incluyen a la variable y. Por lo que podemos
identificar facilmente tres integrales que debemos calcular:

Yt
/ dy =yy —y-=w (4.26)

y 1 2
/ Tedy = — [ — o] = e senh € (4.27)
Y- g g

y 1 2
/ " ye %dy = —e 9 [2ypsenh § — wcosh&]+— e senh{ (4.28)
Y- g 9

Ahora bien, es posible escribir 1/A(z) en términos de funciones hi-
perbodlicas:

1 1
1) =59 eT9% csch & (4.29)
por lo que:
1 Y 1
1) /y " dy = A et9% csch & (4.30)
1 Y
e /y f 69 gy = 1 (4.31)
! /y+ ~ov g L coth € + - (4.32)
e =Yg — —wco - .
A(z) Jy. Y y=% =3 .

Considerando estas igualdades tenemos:
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1 1
/ —wl x,y, 0y )dy = {yo — —wcoth& + }
A(z) 2 g
1 (N
{ —fw "coth & + gww " csch? 5} 1€ 99+ eI 4 csch &
1 1
X {w + w” coth & — —gw’w’ csch? & — gu'yy — §gw’w’
1 1
—guw'y coth § — —gw w cothg} + 2gww w' coth € csch? €
+1 " 1// 1 " coth2 1//th2_//_ 1"
e —|—wa — Quw coth” ¢ — QW coth™ & — Yoy — Yoo
1 1 1
+ ?w" coth ¢ — Ew’w' csch® € + w'y} coth € + iw”yo coth ¢
g

1 1 1 1
— —gw'w'yy csch? € + §wy o coth & — fgww yh csch® € — —y
g

4
1 /! 2 ]‘ ! ! ]‘ /! 2
= ngw w' coth & csch” & + Zgww Yo — Zgww Yo coth™ ¢
1 1 1
+ Zw’w’ - Ew’w’ coth? € — yhyh + w'y) coth & — fgww yh csch? €

(4.33)

Recuperando la definicién (3.88), retomando la naturaleza como ope-
rador de @; y sustituyendo el valor de &(z):

2, - w” ()
4 senh? {%gw@)}
X {1 + cosh? ng(m)} — gw(z) coth ng(m)} } 86:1: (4.34)

, 1 1, 0l )
+ 9 {yo w' coth {2 w(x )} + g guw csch {Zgw(x)” .

Este es el primer operador de correcciéon, que sustituido en la ecuacion
(3.146) da como resultado:
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a w”(x)
Die)=1- E4 senh? [%gw(x)}
X {1 + cosh? {gw(m)} — gw(x) coth ng(m)” (4.35)

1 1
— €y, {y(') — w' coth [ gw(x)} + igww’ csch? [2gw(x)]}

+ O(é%)
Entonces, se propone un nuevo coeficiente de difusion efectivo, Dp(x),

para un canal difusivo bidimensional asimétrico bajo un potencial gra-
vitatorio, el cual representa la principal aportacion de esta tesis:

_ w(z)
Dr(x)=1- 64 ol [%gw(x)}
X {1 + cosh® ng(m)} — gw(x) coth ng(m)” (4.36)

1 1 1
— €y, {?Jé — w' coth [QQw(x)} + igww’ csch? [QQM(I)]}

Tomando el caso de un sistema isotrépico (e = 1):

_ w”(x)
Dr(z)=1- 4 senh? [%gw(x)}
X {1 + cosh? ng(m)} — gw(z) coth ng(m)” (4.37)

|

Y sin olvidar que se obtienen mejores resultados siguiendo la sugerencia
de Zwanzig, escribimos:

1 1 1
— Yo {y6 — w’ coth {2gw(a¢)} + igww’ csch? [ng(x)
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w/Q(x)

4 senh? [%gw(x)}

Dr(x) = (1 +
X {1 + cosh? ng(m)} — gw(z) coth ng(m)” (4.38)
+ o {y6 — w' coth ng(as)] + ;gww' csch? ng(:v)} }) _

La forma de la ecuacion (4.37), es totalmente conveniente para identi-
ficar que la tercer linea, es decir, la que se encuentra multiplicada por
Yo, describe el comportamiento del sistema debido a la asimetria del
mismo. Este ultimo término desaparece por completo si el sistema tiene
fronteras simétricas, caso que se estudiard en una seccion posterior.

Para escribir el coeficiente de difusion efectivo se utilizaron las ecua-
ciones (3.143) y (3.144), que provienen de la ecuacién de Smoluchowski,
por lo que el potencial puede ser obtenido a partir de esta y la funcién
de normalizacién A(zx):

1
—pBU(z) = gln {e_ghl(z) — e_ghl(x)} (4.39)

por lo que una diferencia de potencial esta dada por:

e—9h(z) _ g—gha(z)
—pU(x) =—=F[U(x) = U(xg) ] =1n Lghl(xo) — eghz(wo)] (4.40)

donde hemos definido como referencia a U(xy) = 0. Recordemos que el
potencial U no es tan solo del tipo entrépico sino también energético,
contiene la informacién correspondiente a las fronteras y también a las
fuerzas externas que actuan sobre las particulas Brownianas, en este
caso la gravedad.

4.3 Foérmula de interpolacién bidimensional

A partir de la propuesta inicial de Zwanzig para el coeficiente de difu-
sion efectivo y sugiriendo de que se trataba de los primeros términos de
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una serie truncada, Reguera y Rubi propusieron [31] que el coeficien-
te fuera escrito como en la seccion 3.1.3, recomendacion que Kalinay
también siguié [24]. Si bien en los diferentes articulos de referencia [31,

| se encuentran diferentes notaciones, podemos escribir a manera de
unificaciéon:

D(z) ~ Do (4.41)

[1 + i ew’z(m)r(gw’yé)

donde 7 es una funcién que depende del producto gw y de yy(z) =
(W) (z)+h%(z))/2 que es la derivada de la linea media y w'(z) = hb(z) —
hy(z) siendo la derivada del ancho del canal.

La finalidad de escribir el coeficiente de difusién efectivo de esta
manera es el obtener términos adicionales a los calculados que pudie-
ran, en principio, mejorar la precision y rango de aplicabilidad de la
D(z) propuesta inicialmente. En otras palabras, si partimos de la idea
de que la expresion encontrada del coeficiente de difusion representa a
los primeros términos de una serie infinita, entonces al proponer una
expresion como (4.41) debemos recuperar los términos propuestos y
ademas obtener sumandos adicionales.

Al desarrollar en serie de Taylor a la ecuacién (4.41) obtenemos:

Dy
D(x) =
(z) 1+ 1 new?(z) + O(e?)

Proponemos entonces una nueva funcién ny a partir del coeficiente
DT(.Z'):

(4.42)

1 1
nr(gw, yy) = 5 {1 + cosh? {gw} — gw coth [gw}}
sinh ng] 2 2

A 1 1 1
+ 4592 {y6 — w' coth [2gw} + §gww' csch? [2gw} }

(4.43)

que al sustituir en (4.41) y desarrollar en serie, arroja en sus primeros
términos la expresion (4.38), es decir, la nueva propuesta Dr(z). En
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la siguiente seccién se analizan los casos limite para Dr(z) y a partir
de ellos se propone una funciéon n para cada caso que reproduzca los
resultados ya conocidos.

4.4 Casos limite

4.4.1 Canal simétrico con gravedad

Para el caso en el que el canal es simétrico tenemos que yo(z) = 0y
como consecuencia y;(z) = 0, ademds w(z) = 2h(x), por ello (4.36) se
reduce al resultado reportado por Kalinay [24] haciendo € = 1:

h/2<l’)

Dla)=1- senh?[gh(z)] (

1 + cosh®[gh(x)] — 2gh(x) coth[gh(x)])

(4.44)
el cual se encontré previamente. Ahora bien, aplicando los mismos
criterios a (4.43) obtenemos la propuesta de Kalinay para la funcién #:

1

K7 sinh? [gh {1+ cosh® [gh] — 2gh coth [gh] | (4.45)

y sustituyendo en (4.42) para después tomar los primeros términos de
la serie, recuperamos correctamente la ecuacion (3.147).

4.4.2 ¢ dominante

Para encontrar que sucede cuando el campo gravitatorio es dominante
podemos considerar que g — +oo en la expresiéon (4.36) o, por sim-
plicidad, en (4.37). En términos de la variable £ que hemos utilizado
quedaria como:

1
g—Foo = (= F9w = +o0 (4.46)

Lo anterior suponiendo que la funcién w(x) y su derivada w'(x) perma-
necen finitas, suposiciones que resultan razonables ya que representan
al ancho del canal difusivo y su cambio con la posicion respectivamente.
Consideremos el limite:
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; ; quw
lim gwesch?é = lim ——F——
g—+oo g—+00 ganh? ng}

, w
= hm 21 1 1
5 g} senh {2 gw} cosh [2 gw}

i 4 (4.47)
~ gorioo [of — o€ [ef + ¢

) 4
= o
=0

donde se ha utilizado la regla de L’Hopital. Ademas:

lim coth’¢ =1 ; lim coth& = +1
g—+oo g—+oo (4 48)
lim coth&csch?¢é =0 ; lim csch?€ =0
g—=Foo g—=Foo

Tomando en cuenta estos limites tenemos que nuestro coeficiente de
difusién efectivo Dp(z) cuando g — +00 es:

wlZ(iL')
4
X {csch25 + coth? € — gw(x) coth & csch? 5’}

DT,g—>:|:oo =1-

) (4.49)
-5 {y(') —w' coth & + §gww' csch? f}
1= 10—y i F 40}
Entonces:
Digrioe = 1= = 10 () + gl (4.50)

Es importante senalar que el signo del término +yjw’, depende de la
direccion de la fuerza constante proveniente del campo externo. Este
término desaparece en el caso de fronteras simétricas dado que y(, = 0.
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Ademads, si (4.50) se reescribe en términos de las expresiones para
las fronteras, es decir, utilizando h; y hs, tenemos:

1
Drgvos =1 -5 {hZ+n7 5 (hg —h7)} (4.51)
y separando ambos casos:

Drysio=1—h7 3  Dry. oo=1—h; (4.52)
O escribiéndolas como lo sugirié Zwanzig [15]:

1 1

Drystoo=—"">5 i Drgso=—5 453
g+ 1+ A2 9 1+ h2 (4.53)

Aclaremos que el hecho de hacer ¢ — +oo implica que G — Foo
debido a la relacién (3.53), lo que se traduce en:

1 1

—5 Drasioo =75 4.54
1+ A2 -t 1+ h (4.54)

DT,Gﬁfoo =

Es decir, bajo un campo muy intenso, el caminante se acercara cada
vez mas a una de las fronteras y cuando llegue a ella, el mismo campo
la obligara a seguir un movimiento unidimensional sobre la barrera
inclinada correspondiente.

4.4.3 Canal asimétrico sin gravedad

En este caso debemos verificar qué sucede cuando g — 0. Tomaremos
la funcién de normalizacién del canal asimétrico cuando el campo gra-
vitacional es muy pequetio. Partimos de la expresién (4.1) tomando
en cuenta, con ¢ = 1,2, que debemos utilizar al menos los primeros
dos términos de la serie de Taylor de la exponencial negativa, de lo
contrario la funciéon de normalizacién serd nula:

e @) ~ 1 — ghy(x) (4.55)

entonces:
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g=-12 g=12
1.00 h1(x) b 1.00 h4(x) 4
0.98 ] 0.98 1
X o096 1 X o9 1
a Dpp(x) a Dpp(x)
0.94 ] 0.04 1
0.92 x 0.92 =
() h(x)
0.90 . 0.90 . . . .
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
X X
g=-10 g=10
100} ) 100f h1() ]
0.98 0.98 ]
X o6l X o096 ]
a Dpp(x) a Dpp(x)
0.94 \ - —
0.92]- 0.92 1
Ha(x) ha(x)
0.90 . 0.90 .
0.0 02 0.4 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10
X X

Figura 4.1: Comportamiento del coeficiente de difusién efectivo, ecuacién
(4.37) (linea azul), para los valores de g = —12,12, —10, 10. Es notorio que la
asimetria del sistema genera que para los mismos valores de g pero con dis-
tintos signos, D(x) se comporte de manera distinta. Las lineas horizontales
son los coeficientes para los casos limite, expresiones (4.53), representados
por la pendiente de la frontera, hl(z), por la que el caminante aleatorio
describe un comportamiento unidimensional en el limite. Se utilizé un cono
asimétrico cuyas fronteras estan dadas por y9 = mx +b e y; = —amz — b,
conm=0.3, a=02yb=0.1.

A(z) & Ao(z) = — [1 = ghi(2) = 1 4 gha(x)] = ha(x) — hi(z) = w(z)

(4.56)
El procedimiento que debemos seguir es el mismo que se ha realizado
tanto en el capitulo anterior como en este, ademas de que obviaremos
nuevamente el caracter de operador de @; — w; y de las constan-
tes de integracion C, — C;, asi como las dependencias explicitas de
Y+, Aa, W, 4o, que, recordemos, dependen tnicamente de x. Tomamos

Q|+
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g=-5 g=5
1.00F h1(x) 1.00 h1(x) b
S
0.98] ] 0.08] 1
x X ossf 1
o a Dpp(x)
0.04] 1
0.92]- 0.92 1
Ba(x) h(x)
0.90 . . . . 0.90 : . . .
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
X X
g=-2 g=2
100} h1() 100} h1()
0.98 ] 0.98
X ossf X ol
a Dop(x) a Dop(x)
0.94] ] 0.04]
0.92]- - 0.02}-
Ha(x) ha(x)
0.90 . . . ! 0.90 . . . )
0.0 02 04 06 08 10 0.0 0.2 0.4 06 0.8 10
X X

Figura 4.2: Comportamiento del coeficiente de difusién efectivo, ecuacién
(4.37) (linea azul), para los valores de ¢ = —5,5,—2,2. Es notorio que la
asimetria del sistema genera que para los mismos valores de g pero con dis-
tintos signos, D(x) se comporte de manera distinta. Las lineas horizontales
son los coeficientes para los casos limite, expresiones (4.53), representados
por la pendiente de la frontera, h}(z), por la que el caminante aleatorio
describe un comportamiento unidimensional en el limite. Se utilizé un cono
asimétrico cuyas fronteras estdn dadas por yo = mz +be y; = —amz — b,
conm=03, a=02yb=0.1.

ahora la derivada de la funcién de normalizacion:
0
ox

Y al utilizar la relacién de recurrencia (3.99) tendremos en cuenta que
e~ 1:

Au(z) = ' () (4.57)

Z = A= — (4.58)
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que al integrar queda:

/

0 w
%wl = Ey + C1 (459)

Para encontrar la constante utilizamos la condicion (3.104) con n = 0:

!/ w/

Y, = y+% +C = Ci=y, -y (4.60)
por lo que:
P / /
gL = Y T Ty (4.61)
Expresion que debemos integrar:
/ /
cmzéﬁz+w4—wﬁz+00 (4.62)

Haciendo uso de (3.116) con n = 1 y la correspondiente aproximacion
para la exponencial tenemos:

Lw', 1 5 9 1w

3 2 2
0= vy —y2) + ¥ (v —v2) = g5 —92) + (v —9-)Co
1 1 1 1
= Ew/yg - ﬂwzw/ + wyoyy + iww’yo +wCy — W'y — iww’yo
(4.63)
luego:
1w 1
C,= iayg — ﬂww’ — Yo¥o (4.64)

Obteniendo asi la forma de wy:

1w , W
Wi =gyt oY Yo Yol T
w w

lw 5, 1

iayo — ﬂww’ — Yo¥o (4.65)

Ahora calculamos su derivada:
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a or — 1 5 w// w/w/ + " w/ , w// wlw/
O 1—2y w w2 Y43Y wyo Yo w w2

1 5w wu w’ 1
+ 5% [ — ] + —tovo — 57 {ww” + w'w'} = yoyg — vovo
1 ,w'u w o, w' lww , w
gV Y W T T g Ty Yt el
1
R
(4.66)

La aproximacion que se muestra en el ultimo paso se debe a que se han
descartado las segundas derivadas. Al igual que para el canal asimétrico
con gravedad (sin aproximacion) las integrales que se tienen que cal-
cular para encontrar el operador de correccion Z, son relativamente
simples:

1 rv+ O 1 w'w' 1
i W d — _ 3 .3\ T (2 2
A, /y or * 4 6 w3 (v —v2) 2w(y+ v-)
w o, ww lww 5 28, r -, , .
XYl T T Yo T g Yo T 5 Yol T 5 W = Yoo

lww , 1, , o , v, wu , w
T w2 Yo _ﬂww _Eyoyo‘F w02 Yo — w2 yo“‘ayoyo

o
1
R
(4.67)
lo que nos permite escribir a Z:
% 12 1 12
Z1 =y, (2) + Hw"(2) (4.68)

Para obtener el coeficiente de difusion efectivo que genera este operador

de correccion, D,(z), tomaremos el caso de un sistema isotrdpico, es
decir, con € = 1:
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Dulw) =1 - (@) — 5w (@) (169

Dagdug y Pineda encontraron [31] una expresién general para el coefi-

ciente de difusién efectivo de un sistema bidimensional con fronteras
asimétricas, a saber:

1 1 1
Dpp(x) = = {atan (y6 - 2w’) — atan (y(’) — 2w’>} (4.70)

Si consideramos los primeros dos términos de la serie de Taylor de las
arcotangentes, obtenemos:

1 1 1 1 3
Dorl@)~ 35 {(% +50) =5 (v + 5v/)

<, 1 />+1(, 1 ,)3
— ——w = — —w
Y= 5 3\W 75 (4.71)

Es decir, la ecuacién que Bradley encontré [3] es un caso particular del
coeficiente de Dagdug-Pineda [31], que escrito en la forma de Zwanzig
se ve como:

1
T T @) (@)

Esta expresion es idéntica al coeficiente encontrado en el caso limite
mostrado en (4.69), lo que indica que la propuesta del nuevo coeficien-
te de difusion efectivo que considera fronteras asimétricas y un campo
gravitacional para un sistema bidimensional, ecuacién (4.36), generali-
za y ademas es consistente con los resultados previamente reportados
en la literatura.



134 4.4. Casos limite

4.4.4 Valores pequeiios de g

Si, en este caso, g < 1, entonces podemos tomar los desarrollos en serie
de Laurent de las funciones hiperbdlicas presentes en (4.37), usando
como parametro £ = gw(x)/2:

Dr(z) =1 —1{[1 . +11552+<9<§4>] n [1+ 2 +11552+O<§4>]

Alle 3 23
2 E b 0(@)} [512 o 0<§4>] }
~sh{sh -+ je - e+ 0@)
+Ew! [512 — ; + 11552 + 0(54)1 }
x1—iw’2{;+;+125§2—12552—522}—%{%—2&0’}
=1- 11211/2 — Yo {yé - gﬁw'} =D,
(4.73)

donde se han despreciado los términos de orden superior al cuadratico
en £. Enseguida se sustituye la definicion de &:

/ 1 1
Dy(z) =1—1yf — Y 2 4+ ggww’y(’) (4.74)

O escrito como sugiere Zwanzig:

1
14yl + %w'Q — égww’yé

D,(x)

Se trata entonces de un caso generalizado de la ecuacién de Bradley
(4.72) para valores de g < 1:

(4.75)

Dul) = Di(e) + Sgule)u (r)yh () (1.76)

Este camino es mucho mas corto que para el caso del canal asimétrico
sin gravedad a través del método de la proyeccién. En otras palabras,
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si para (4.76) hacemos g = 0, entonces recuperamos facilmente la ex-
presion encontrada en (4.69).

Si aplicamos las mismas condiciones y el mismo desarrollo en series
de Laurent para ny:

By = = + 4y, a9 (4.77)

donde np, representa la propuesta de la funcién n para la ecuacion de
Bradley modificada para incluir la influencia de campos cuando g < 1.
Al hacer la sustitucion en (4.42) se obtiene de manera inmediata (4.75).

Ademas, al tomar g = 0 es facil ver que se obtiene la ecuacién de
Bradley, por ello podemos escribir:

1 iy 1

= — +4dyl—

Es posible llegar al coeficiente propuesto por Reguera y Rubi al saber
que trata a un canal simétrico, es decir, donde ¥, = 0, entonces:

(4.78)

1

RR = 3 (4.79)

obteniendo la propuesta de Reguera y Rubi expresada en (3.50). Y si
se toman los primeros términos de la serie RR, entonces se obtiene el
coeficiente de Zwanzig:

Dy

Dyzy(x) = ——— 4.80
(@) = T (4.80)
Podemos decir entonces que a partir de la funciéon 7y propuesta en
(4.43), podemos recuperar, con las consideraciones adecuadas, los re-
sultados reportados en la literatura. Siendo asi 1y junto con la féormula
de interpolacién (4.41), representan una generalizacién para todos los

casos ya conocidos.
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Capitulo

Tiempo de arribo en presencia de
campos externos

En la seccién (1.3.1) se establecieron los conceptos basicos de la pro-
babilidad de supervivencia de un caminante aleatorio que se encuentra
en un canal de longitud dada L, y que comienza su recorrido en una
posicion xg. Ademads, en (1.3.2) se defini6 el tiempo medio de primer
arribo (TMPA) para el mismo caminante.

En este capitulo se calculara el TMPA para un sistema bidimensio-
nal con dos paredes, una completamente absorbente y otra completa-
mente reflejante. Las técnicas y definiciones expuestas anteriormente
son validas debido a que las paredes de las que hablamos se encuentran
posicionadas de manera manera vertical, es decir, no importa qué tan-
to avance la particula en la direccién transversal (vertical) del canal,
el inico modo de alcanzar dichas barreras es avanzando de manera
longitudinal (horizontal); ademas recordemos que en el movimiento
Browniano las componentes dimensionales de su desplazamiento son
independientes una de otra.

5.1 Operadores de Smoluchowski
Cuando se trabaj6é con la difusién confinada en el capitulo (2), de

manera particular en el desarrollo de Zwanzig, se defini6 el operador de
Smoluchowski bidimensional, D, expresado en (2.71), que se reescribe

137
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aqui con una notacion también encontrada en la literatura:

L(z)[-]= Daaas e U@ 0851: [eBU(”C) [ﬂ (5.1)

que en tres dimensiones se ve:

L) []= V- {D(r)e OV [0 ]} (5.2)

donde se ha considerado también, la posible dependencia espacial del
coeficiente de difusién. El mismo operador suele escribirse sin las llaves
y corchetes:

L(r)[[]= V- D(r)e PV v UM [ (5.3)

y que sin el indicador de la funcién sobre la que opera queda como:

L(r) =V -D(r)e VM v efUM (5.4)

Tomando la ecuacién (2.24), generalizandola a tres dimensiones y es-
cribiéndola utilizando el operador de Smoluchowski, obtenemos:

2 . thro) = £ )p(r o) (55)

5.1.1 Ecuacién de balance detallado

Recordemos que el propagador de una particula Browniana indica la
evolucion temporal de la densidad de probabilidad del sistema. Es de-
cir, la probabilidad tenemos de encontrar a la particula en la posicién
r al tiempo t, dado que inici6 su recorrido en la posicion ry. Podriamos
también considerar el propagador obtenido de la inversion de las va-
riables:

p(r, tlro) — p(ro, tlr) (5.6)

Puede deducirse una relacion entre ambos si recordamos que se trata
de densidades de probabilidad condicionales, cuya definiciéon general es

[37]:

P(AN B)

PUAIB) = =5

(5.7)
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esto es, la probabilidad de que ocurra un evento A dado que ocurrié
B es la misma que la probabilidad de que ocurran A y B entre la
probabilidad de que sé6lo ocurra B. Y el teorema de Bayes proporciona
la siguiente relacién:

 P(BIA)P(A)
PUAIB) = & by piay) (58)

pero por el teorema de la probabilidad total:

P(B|A;)P(A:)
P(B)

P(Ai|B) = (5.9)
En nuestro caso se trata de densidades de probabilidad, por lo que si
deseamos aplicar el teorema de Bayes se hara considerando los inter-
valos de tiempo adecuados, es decir dt:

p(ro, t|r) dt p(r) dt

t dt =
plrtiro) plro) di

(5.10)

llegando a:

p(r,t|ro) p(ro) = p(ro, t|r) p(r) (5.11)

notando que hay dos términos que no tienen dependencia temporal, es
decir, se trata de densidades de probabilidad en el estado de equilibrio.
Pero si tomamos el factor de Boltzmann con la energia potencial:

p(r) oc e UM (5.12)

recordando, claro, que se trata de una relaciéon de proporcionalidad,
aunque en este caso la constante de proporcionalidad (o normaliza-
cién) no representa un problema debido a que ambos propagadores
pertenecen al mismo sistema, por lo que la constante se simplifica.
Obtenemos pues la condicién de balance detallado:

p(r,tlry) e PV = p(pq tr) e UM (5.13)

Esta expresion indica que en el estado de equilibrio, no existe un flujo
neto entre los puntos espaciales r y rg.
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5.1.2 Operador hacia atras

Sabemos que el propagador satisface la ecuacion de Smoluchowski:

gtp('ro, t|r) = L(ro)p(ro, t|7) (5.14)

y utilizando la ecuacién de balance detallado a ambos lados de la ex-
presion anterior:

aat{p(r’ﬂro) QBU() e—BU(ro)} = L(ro) {p(ﬂﬂ"‘o) QBU() e—BU(ro)}

(5.15)
Observemos que las exponenciales del lado izquierdo de la igualdad no
tienen una dependencia temporal y pueden salir de la derivada. Del
lado derecho de la igualdad, el operador de Smoluchowski s6lo aplica
a las dependencias de r(, entonces la exponencial que sélo depende de
T puede aparecer a su lado izquierdo. Esto es:

gtp(r, tlro) = Vo) L(rg) {e’ﬁU(TO)p(r, t]'ro)} (5.16)
de donde podemos definir:
L¥(ro) []= ™) L(rg) {e?V0) [} (5.17)

encontrado de manera usual como:

Lt (1) = VT L(y) e FUr0) (5.18)

que es el operador adjunto del operador de Smoluchowski, hacia atras
de Smoluchowski o backwards Smoluchowski operator como se le conoce
en inglés.

5.2 Tiempo medio de primer arribo

En la ecuacion (1.43) se definié el TMPA de manera general como el
primer momento de la densidad de probabilidad s(t|xg), y en (1.45) se
encontré una expresion equivalente en términos de la probabilidad de
supervivencia. También tengamos presente la definicion de esta tltima,
ecuacion (1.35).



Capitulo 5. Tiempo de arribo en presencia de campos externos 141

Sabiendo lo anterior, tomemos la ecuacion hacia atrdas de Smolu-
chowski e integremos espacialmente:

/aatp(r,tIro)dT = /£+(r0)p(r,t|r0)d‘r (5.19)

donde dt es la diferencial sobre todas las dimensiones espaciales invo-
lucradas, entonces, aplicando la definiciéon de probabilidad de supervi-
vencia:

B
58 (thro) = L*(r0)S(t]ro) (5.20)

para luego integrar en el tiempo:

/ooo gzts(t""‘])dt = /OOO L7 (ro)S(t]ro)dt (5.21)

lo que con la definicién de TMPA nos lleva a:
S(t — oo|rg) — S(t = 0|rg) = LT (7o) (t(ro)) (5.22)
Pero sabemos que la probabilidad de encontrar a la particula dentro
del canal cuando ha pasado demasiado tiempo es nula, y cuando el
sistema apenas comienza a evolucionar, es seguro encontrarla, esto es:
St —oo|rg) =0 ; St=0ry) =1 (5.23)
, 41, 33]:

L*(ro) (t(ro)) = —1 (5.24)

y sustituyendo la definicién del operador hacia atras de Smoluchowski
(5.18):

entonces obtenemos la ecuacién reportada en |

AU g . D(ry) e PV g, &PV ¢=B8U0) (1(rg)) = =1 (5.25)
es decir:

Voo - [D(ro) e V00V, (t(rg))| = — eV 0) (5.26)

que con las condiciones adecuadas puede ser resuelta para obtener el
TMPA en términos de D(rg) y 7.
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5.2.1 Cono bidimensional simétrico

Resolvamos ahora el caso particular de un cono en dos dimensiones, rec-
to, simétrico y sin influencias de campos externos. Ademas tendremos
una pared completamente reflejante en x = 0 y una pared completa-
mente absorbente en z = L. Entonces, el potencial que se presenta en
la ecuacion se refiere inicamente al potencial entrépico, que como ya
sabemos, toma el lugar de las fronteras del sistema, entonces:

ha(x)

Figura 5.1: Representacién de un cono simétrico, que va de angosto a
ancho (n — w), de largo L cuyo extremo izquierdo comienza en z = 0. El
ancho del cono estd dado por w(z) = he(x) — hi(x) donde h;(x) son las
rectas que definen a las fronteras. Ademads yo(x) = [h1(z) + ha(x)]/2 es la
linea media.

e PUm) — () (5.27)

que es el ancho del canal, es decir, como:

ho(z) =mz +b ; hi(x) = —max — b = —hs(z) (5.28)

son las fronteras, entonces:

w(x) = hy(x) — hy(x) = 2(mx +b) = 2(b + A\x) (5.29)

donde hemos definido:

A

1,
W (x) (5.30)
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debemos considerar que cuando se dedujo la ecuacién diferencial para el
tiempo medio de primer arribo, se utiliz6 el propagador de la particula.
El propagador satisface la ecuacién de Smoluchowski y supondremos
que proviene de aplicar la técnica de reduccion dimensional, es decir,
se trata de una funcion unidimensional en el espacio, entonces:

1 d d
D(%)w(%)dixo

w(zo) . (t(xo))| = —1 (5.31)
De manera intuitiva, el coeficiente de difusion efectivo nos indica una
tasa del desplazamiento del caminante aleatorio respecto a alguna po-
sicion previa de referencia en un intervalo de tiempo. Tomando como
referencia a que la constante de difusiéon D = 1, al estar la particula
confinada, entonces D,y < D = 1, debido a que el coeficiente de-
bera reflejar el cambio en la tasa de desplazamiento, evidentemente
las paredes con las que ahora interactia el sistema confinado respecto
del sistema libre tenderan a limitar el movimiento del caminante, por
lo que D¢ < D. En este caso particular, el cambio en las paredes
conforme va cambiando la posicién es constante, por lo que podemos
tomar:

D(zg) — Dy (5.32)

y la ecuacion que debemos resolver es:

Dy d d -
w(mo)m[w(%)d%(t(%))} =-1 (5.33)

Debemos integrar dos veces, la primera da como resultado:

d 1
d2g (t(zo)) = D

donde (' es una constante de integracion. Por lo pronto sustituiremos
el valor del ancho del canal para nuestro caso particular:

w(o)

w(zo)-L (1(a0)) = _z; [t xdn+ 0 (53

que resolviendo:
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w<x0)£0 (H(z0)) = —; by + ;Axg] Lo (5.36)

Como la pared reflejante esta en o = 0 y el caminante inicia su reco-
rrido en esa misma posicion al tiempo ¢t = 0:

d
S LCD)

lo que nos indica que no existe un cambio en el tiempo medio de pri-
mer arribo. Utilizando esta condiciéon para encontrar la constante C}
tenemos:

=0 (5.37)

xo=0

d
T (ta)

llegando a que C; = 0 con b # 0. Ahora, integrando nuevamente:

_ _201 —0 (5.38)

x0=0

1 1 1
(t(zg)) = N / b {bxo + 2)\1‘(2)] dzoy + Cy

1 bz A z2
- dzo — d C
D/\ b+ )\IO o 2D/\ b+ )\370 To+C2

__b/ 1 b6 dx_/\/ To b
BN AR S T N A P T
b2

+ ‘|d$0+02

1, b b

=D T D, 0 T onep,

In (b+ Azo) + Cy

La siguiente condicién nos indica que cuando la particula se encuentra
en la frontera absorbente, es decir, en o = L, el TMPA debera ser
cero, esto es, la particula es absorbida inmediatamente:

(t(ro = L)) =0 (5.40)
entonces:

Co= T2y b v
274D, % T 2AD, 2\2D,

In(b+ AL) (5.41)
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que sustituyendo en (5.39) da:

1 9 9 b
= — L—
(t(0)) = 5 (1 = 48) 4 535 (L = o) iy
N b2 i, b+ \L (5.42)
2X2D, b+ Axg

que también puede escribirse:

Tomando ahora el caso particular en que zy = 0:

(t(zo)) = 4/\21DA {/\L(Qb +AL) — 2b%In (1 + Af)} (5.44)

En este caso el lado izquierdo del canal es mas angosto que el lado
derecho, por lo que denotaremos a este tiempo como:

Tnow(A, L) = (t(0)),, (5.45)

donde n — w simboliza que el canal va de lo més angosto (narrow) a
lo mas ancho (wide). Entonces nuestra relacién final es:

1 AL

ecuacion que coincide con la presentada por Berezhkovskii, Dagdug y
Bezrukov [7]. Ahora nos daremos a la tarea de encontrar la expresién
para Ty, (A, L, b) siguiendo el mismo procedimiento pero tomando en
cuenta que ahora las fronteras estan dadas por:

ho(x) =—m(x—L)+b ; hi(x)=m(z—L)—b=—hs(x) (5.47)
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ha(x)
yo(z) 4
————————————————————————————— w(x)
v

- L

Figura 5.2: Representacién de un cono simétrico, que va de ancho a angosto
(w — n), de largo L cuyo extremo izquierdo comienza en x = 0. El ancho
del cono estd dado por w(z) = ha(z) — hi(x) donde h;(x) son las rectas que
definen a las fronteras. Ademads yo(z) = [h1(z) 4+ ha(x)]/2 es la linea media.

y el ancho del canal en términos A definida en (5.30):

w(x) = he(z) —hi(x) =2+ ML —2)] =2[(b— AL) + \z] (5.48)

donde debemos notar que AL es una constante y entonces b — AL tam-
bién lo es, por ello todas las expresiones que se utilizaron para el caso
n — w pueden utilizarse con esta consideracion, en particular la ex-
presién (5.43), donde haremos la sustitucion b — b — AL. Luego cam-
biaremos A — —\ para que las expresiones de la derivada del ancho
del canal sean consistentes:

(@0 A, L, b) = 4)\21DA {)\2 (L* — 22) — 2\(b+ AL)(L — o)
—2(b+ AL)?In [(f:jf)) —_AAQ;L[)] }
(5.49)

Si ahora zy = 0:
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1
Twon(A, L, b) = {)\2 L? —2\(b+ AL)L

~4AND,
(b+AL) — AL (5.50)
—2(b+ AL)?1 —
R vl
obteniendo finalmente:
(\ L) L L opganym (0
Tw—sn A, L, = T T Non~ n
7 AN2D, b+ AL
(5.51)
+ AL(2b+ AL) }
ecuacién que también es reportada en la referencia [7].
167 :
14} Pl
1_2} ”’¢’¢4 —E
i Twn(A) ,f”’ —————————— ] [ | DKJ
2 10? ,””,’ ——————— 7 2w
v ! -ccias | EDy
0.8} /",zxx . mDR
06 -7 T mof
,/ Tnow(A) ]
0'4\ N
00 o0z 04 06 o8 10

A

Figura 5.3: Tiempos medios de primer arribo para un cono simétrico sin
influencia de campos externos. En este caso se usé b = 0.1, L = 1 y dife-
rentes D. Observemos que el TMPA dentro de un cono que va de ancho a
angosto (lineas punteadas) es mayor que para un cono que va de angosto
a ancho (lineas sélidas), esto se debe a que el avance del caminante se ve
obstaculizado por las fronteras que van cerrandose cada vez mas.
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5.2.2 Cono asimétrico con gravedad

En este caso tomaremos la funcién A(z) en lugar de w(z). Comencemos
escribiendo la ecuacion andloga a (5.33):

Figura 5.4: Representacién de un cono asimétrico, que va de angosto a
ancho (n — w), de largo L cuyo extremo izquierdo comienza en z = 0. El
ancho del cono estd dado por w(z) = he(x) — hi(x) donde h;(x) son las
rectas que definen a las fronteras. Ademads yo(x) = [h1(z) + ha(x)]/2 es la
linea media y el pardmetro de asimetria en las pendientes es a = my /my.

d

L _d [D(xom(a:o)

A(.To) dixg

que integrando y sustituyendo el valor de A(zy):

d.ﬁEo

<t<xo>>] — 1 6

d 1
D(xO)A(:CO)d—xOTn%w = _g/ [e’ghl(”) — e’ghz(“)} dzro+C; (5.53)

Al tener un cono asimétrico, las fronteras en el caso n — w son:

ho(z) =mz +b ; hi(z) = —amx — b (5.54)

donde « es un pardmetro de asimetria, si & = 1 entonces se reduce al
caso simétrico. El ancho del canal sera:

w(x) =2 ;mx(a +1)+0b (5.55)

y entonces el parametro A:
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1 1
= iw’(:c) = §m(1 + a) (5.56)
Sustituimos las ecuaciones de las fronteras y de A en A(x):
1 A
A(zo) = — { et exp l—l—anxol - ]
o
g (5.57)

A
— o9 —9
e 7" exp [ %07 > 041 }

Esta funciéon debemos utilizarla para resolver la ecuacion diferencial

expresada en (5.53):

d 1(1
D () A(To)~— T = — —{ s &+ exp | +2garg
dxg g | 2gaA 1+« (5.58)
+1+ae’gbe 2gx A +C |
X PR—
29\ p g LN 1

La constante la obtenemos al aplicar la condicién a la frontera (5.37),

)

d I1+a |l
D(x(J)A(xO)dixoTnﬁw = 292\ {ae+gb <eXP [‘1‘29043701 T

A
e 9 (exp [—29:{:01 n a] — 1)}

(5.59)

para llegar a:

Para integrar esta ecuacién debemos tomar la expresién (4.37) y susti-
tuirla con los valores apropiados para las fronteras del sistema cénico

)

l+a 1 1 o .
Tnow = — —e ex o
- 2g°\ J Dr(x9)A(zo) |« P regetor Ty

A
+e 9 (exp [—25]:{;01 n a] — 1) } dxg

asimétrico, asi como la expresion para A(xg):

(5.60)
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Encontremos ahora la expresion del canal cuando vamos de una aper-
tura ancha hacia una mdas angosta w — n (wide to narrow), en este
caso las fronteras seran:

ho(x) = —m(x —L)+b ; hi(zr)=am(x—L)—b (5.61)
y el ancho del canal:
w(z) = ha(x) — hy(z) = —2 Bm(x _L)(l+4a)— b] (5.62)

tomando la derivada de la expresién anterior, junto con la definicion
del parametro A, sustituimos en A(zy):

O‘N - l_2ga$01 i O‘] (5.63)

o) e}

— exp l—g <b—i— ZCle n

1 A
A(xg) = p { exp [—l—g (b + 2aL1 n

El procedimiento a seguir es el mismo que para el canal que va de an-
gosto a ancho, las integrales se realizan de la misma manera y ademas,
las condiciones a la frontera no cambian, entonces:

1+« 1
Tw—sn — —
- 2g2/\ DT(lEO)A(wg)

1 A A
X {a exp [—l—g (b — 204L1 n a)] (exp l—i—ngzxol n &1 — 1)
+e — b—2LL e —2 A —1|:d
Xp|—3g 1+a Xp 9I01+a Lo

(5.64)

Tanto (5.60) como (5.64) deben resolverse de manera numérica dada
la complejidad de las integrales involucradas, es por ello que dejamos
expresada la solucion de 7,4, vV Twon €en términos de cuadraturas,
como se les conoce usualmente. Al realizarlo, no debemos olvidar las
condiciones a la frontera expresadas en (5.40) y (5.37).

Los resultados de las soluciones numéricas las ecuaciones se mues-
tran en las gréaficas (5.5) y (5.5).



Capitulo 5. Tiempo de arribo en presencia de campos externos 151

0.50

0.45

0.40

0.35

0.30

Tnow(A)

0.25

0.20

L e e B B I B B e =

0.15

o
o
o
N

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 5.5: Tiempos medios de primer arribo para un cono asimétrico de
largo L=1,b=0.1, «a = 0.8 y |g| = 4,10, que va de una apertura angosta
a una més ancha (n — w).
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Figura 5.6: Tiempos medios de primer arribo para un cono asimétrico de
largo L=1,b=0.1, « = 0.8 y |g| = 4, 10, que va de una apertura ancha a
una més angosta (n — w). Es importante notar que los tiempos comienzan
a aumentar demasiado rapido conforme se incrementa A. En el caso n — w
la escala horizontal se presentaban tiempos menores a 0.5; mientras que aqui
los tiempos superan ya valores de 10.



Capitulo

Conclusiones

Se estudiaron los fundamentos de la difusiéon de manera general con
la deduccion de la ecuacion de difusion, (1.56), que se solucioné de
manera general por el método del propagador, esto mediante series de
Fourier y presentado en la seccién (1.3). Ademas se presentaron solucio-
nes para sistemas difusivos unidimensionales con barreras absorbentes,
reflejantes y semipermeables caracterizandolos mediante su tiempo me-
dio de primer arribo, TMPA, o en inglés MFPT y su probabilidad de
supervivencia.

El paso siguiente fue el de confinar al sistema mediante paredes
completamente reflejantes y extender su descripcion utilizando el co-
eficiente de difusion efectivo, presentando el desarrollo con reduccion
dimensional seguido originalmente por Zwanzig [15]. En este tenor se
dedujeron los resultados para las propuestas de ecuaciones dindmicas
de Reguera y Rubi [31] y su propuesta de un nuevo coeficiente de di-
fusion efectivo que considera sistemas con fronteras simétricas. Una de
las contribuciones de esta tesis es la modificacién de la ecuacion cinéti-
ca de Reguera y Rubi para el caso de paredes asimétricas, ecuacion
(3.49).

A través del método propuesto por Kalinay y Percus [23] se de-
rivé una expresion, (3.147), para el coeficiente de difusion efectivo que
considera la influencia de un campo externo, en particular un campo
gravitacional y fronteras simétricas.

La principal contribuciéon de este trabajo es la propuesta de un nue-
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vo coeficiente de difusion efectivo (4.36), que generaliza los resultados
de Kalinay [21] y Dagdug y Pineda [31], al incluir de manera simulta-
nea la consideracion de fronteras asimétricas y la fuerza de gravedad,
o en general, una fuerza derivable de un potencial, actuando sobre las
particulas que difunden. Es decir, es el caso mas general resuelto hasta
el momento, pudiendo tratar sin modificacién alguna sistemas simétri-
cos o asimétricos bajo la influencia de un campo de tipo gravitacional.

Ademas, se calcularon los tiempos medios de primer arribo para
un cono, en los casos simétrico sin campos externos y se dejaron ex-
presadas en cuadraturas las soluciones para los tiempos de arribo para
el caso de un cono asimétrico en presencia de un potencial externo.
Resolviéndose estas ultimas numéricamente.

Perspectivas

Si bien el resultado principal de esta tesis expresado en (4.36), ge-
neraliza tanto a los obtenidos tanto por Dagdug y Pineda [31] como
por Kalinay [21], existe atin trabajo que realizar en diferentes frentes.
Uno de los enfoques a futuro seria el considerar la interacciéon entre las
particulas que difunden, fenémeno que en esta tesis no fue considerado.

El encontrar propiedades como el tiempo de retorno (looping time)
y el tiempo de transito directo (direct transit time) conociendo ya el
coeficiente de difusion efectivo, por un lado de manera experimental
llevados a cabo por grupos adecuados de investigadores, permitiria una
valiosa caracterizacion de los sistemas. Por otro lado, estudios sobre
esta linea a través de simulaciones de dindmica Browniana ya han sido
presentados por Berezhkovskii, Dagdug y Bezrukov [5, 6, 3] y podrian
ser extendidos y generalizados para encontrar dichas propiedades a
partir de las propuestas realizadas en este trabajo.

Una continuacién natural de este desarrollo seria un analogo para
un sistema tridimensional, que sélo ha sido tratado por Zwanzig [17]
para un sistema simétrico y sin campos externos.

También la extension para canales periddicos seria posible al utilizar
el coeficiente de difusién encontrado en este trabajo en conjunto con el
teorema de Lifson-Jackson para sistemas periddicos [20].

El buscar perspectivas diferentes siempre plantea nuevos retos pero
también resultados enriquecedores. En este caso un enfoque diferente
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seria utilizar la teoria desarrollada por Dagdug et al. [13] en coordena-
das generalizadas. Si bien Chavez et al. [I 1] ya han logrado recuperar
los resultados conocidos en la literatura hasta el momento y han re-
suelto sistemas de gran interés como la difusiéon en un helicoide, atin
no se ha incluido la influencia de campos externos.

Ademas se puede abordar la perspectiva de la integral de trayec-
toria de Feynman [16], de manera especifica a través de la férmula de
Feynman-Kac que establece la conexién entre los procesos estocasticos
y las ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas [22].

Un paso natural para el seguimiento de este trabajo seria la realiza-
cién de simulaciones de dinamica Browniana con distintos parametros,
con el fin de establecer el rango de validez de las diferentes expresiones
encontradas en esta tesis, dejando claro el margen de aplicabilidad.

Un claro complemento al trabajo realizado con los TMPA para
sistemas conicos asimétricos bajo la influencia de campos externos seria
la implementacién de simulaciones para las ecuaciones expresadas en
cuadraturas propuestas en esta tesis.

Como quedd de manifiesto al encontrar los coeficientes de difusion
efectivos y los tiempos de primer arribo, ambos bajo la influencia de
campos externos, los cambios en el signo del potencial llevan a expre-
siones distintas, por lo que existe la posibilidad de disenar y construir
un dispositivo de seleccién de particulas que modifique su trayectoria
dependiendo del signo del campo utilizado y su intensidad misma. La
extension a fronteras con formas del tipo sinusoidal podria inclusive
llevar al diseno de trampas de particulas con un potencial adecuado.
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Apéndice A

Expresiones matematicas utiles

A.1 Regla de Leibniz para integrales

La regla de Leibniz para integrales nos dice que

i (L 10 "

—/@ e+ 7 (b(6),1)- V(1) ~ [ (a(1).1) - (1)

A.2 Integral Gaussiana

La integral Gaussiana en términos de una constante o esta dada por

*C _ar? _ T
[ et \fa (A.2)

donde podemos derivar respecto al parametro para obtener otras for-
mas utiles, por ejemplo

g L = e

oo 1 T
= _ fax dr = — =,/ —
/_oo Ty
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es decir

o0 1
/_OO 22 e dy = 5 / % (A.4)

pero como el integrando de la expresioén anterior es una funcién par,

entonces
s 1 /m
2 _ 2
Tdr = - — A5
/0 T°e T 4,/043 (A.5)

A.3 Producto de Cauchy para series de potencias

El producto de Cauchy para series de potencias estd dada por una
convolucion discreta. Sean las series infinitas

o0 . o0 .
> ; > bl (A.6)
=0 =0

con coeficientes complejos

{ai} ; {6} (A7)

entonces el producto de las series (A.6) estard dado por

k=0 1=0

(i ai:vi) (ibjxj) = izk:albk_lx’f (A.8)

A.4 Relaciones de funciones hiperbdlicas

Una pequena lista de relaciones entre funciones hiperbélicas se presenta
a continuacion:

cosh(z) + senh(z) = €° (A.9)
cosh(z) — senh(z) = e (A.10)

cosh®(z) — senh?(z) = 1 (A.11)
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A.5 Series de Taylor

Las series de Taylor son representaciones de funciones analiticas. Se
trata de sumas de potencias positivas infinitas convergentes. Para ello,
la funcién f(x) a representar debe ser de clase C'*°, es decir, infinita-
mente diferenciable. Se desarrollan alrededor de un punto a

o £(n)(g
fa)= > L (o gy (A12)

n=0 n:
o de otro modo

fx) = f(a)+f/1(!a) (x—a)—l—f”?(!a) (x—a)Q—i—f/;(!a) (2—a)+-- (A.13)

Cuando el desarrollo se realiza alrededor de a = 0 también es llamada
serie de Maclaurin y queda como sigue

oo £(n)(g
=> LA )(:v)" (A.14)

f =35
o también
f(z) = f(a) + fll('a)x + fﬂz('a) x? + f//;a) a4 (A.15)

Algunas series de Taylor

En este apartado se presentan series de Taylor utilizadas en este tra-
bajo.

cscha::;—zjt--- (A.16)
cscth:;—;—i—f;—i—n- (A.17)
cothxzi%—i—i—--- (A.18)
cotth:—le—F;—i—f;—i—-“ (A.19)
— 2z cothxesch? 2 = 2 + 27x2 +-- (A.20)

2 15
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A.6 Ecuacion de Smoluchowski-Chapman-Kolmogorov

La ecuacién de Smoluchowski-Chapman-Kolmogorov es:

Flanlzs) = /Z Flaalzy) f ] dz, (A.21)

El propagador p(z, t|zo) de una particula Browniana, pudiendo reescri-
birse como p(z, t|zg, 0) representa la probabilidad de que dicha particu-
la se encuentre en la posicion z al tiempo ¢ dado que al tiempo ¢ = 0
se encontraba en la posicion xg.

Si ahora sustituimos las funciones de densidad que hemos estado
trabajando por el propagador, y tenemos tres tiempos ordenados con-
secutivos t; < ty < t3, podemos ver que para poder pasar del estado
x1 al tiempo t; al estado x3 al tiempo t3 necesariamente debe existir
algiin estado x5 al tiempo 2.

Esto puede interpretarse como una condicién de continuidad del
propagador, es decir, no puede haber huecos o discontinuidades entre
los estados del mismo. Entonces, utilizando la ecuacion SCK (A.21):

pl(s, t3)| (w1, 1)) :/o:op[@?sat3)|($2at2)]17[($27t2)|(9€17t1)]d$2 (A.22)

Ahora bien, renombrando variables:

n T3 — T

ts =t

=T — T

t1 — 0
Ty =Y

escribimos:

o0

pl(x, )|(20,0)] =/ Pl 0)[(y, t2)Ipl(y, t2)[ (20, 0)]dy  (A.23)

— 00

luego, haciendo uso de una notacién mas compacta y omitiendo los
tiempos de las variables fijas (condicionales):
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pla.tlae) = [ pla tly)ply Olzo)dy (A24)

Que es la ecuacion SCK para el propagador.
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