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Capitulo 1

Introduccion

La introduccién estd dividida en cuatro secciones. La primera trata de los an-
tecedentes histéricos del calculo operacional y responde preguntas tales como ;quién
lo invent?, jpara qué? y jcomo? La segunda seccion introduce al lector a la transfor-
mada de Laplace e intenta brindar un enfoque de lo que es, cémo se utiliza y algunas
de las dificultades que aparecen al utilizarla. La tercera seccién introduce al lector a
la transformada de Mellin e intenta hacer lo mismo que la seccién de la transformada
de Laplace. La ultima secciéon habla acerca de los contenidos y la estructura de los
capitulos posteriores, los cuales contienen nuestro trabajo.

1.1 Antecedentes historicos del calculo
operacional

En el siglo XIX algunos matemaéticos desarrollaron un calculo simbdlico, esto
es, un sistema de reglas para ser utilizadas con el operador diferencial D := d/dt.
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Esto es muy importante ya que en las matematicas aplicadas es comin encontrarse
con ecuaciones diferenciales lineales de varios tipos y se requiere resolverlas de una
forma sencilla. Entre los afios 1892 y 1899 Oliver Heaviside fue uno de los primeros
en impulsar los métodos del calculo operacional. El aplicé su teoria en la solucién de
ecuaciones diferenciales, especialmente en la teoria de la electricidad. Heaviside no
se preocupaba por dar demostraciones rigurosas de sus resultados, lo que lo llevo a
ser muy criticado por los cientificos de la época, que encontraron varios errores en
sus métodos operacionales. Heaviside realizé calculos algebraicos con el operador Dy,
definiendo

dk
D):=1, Dj=_5 keN (1.1)

Esta definicién es conveniente, ya que se cumplen las siguientes reglas del calculo.

Di(cf)(t) = cD’“f( );
D;(f +g)(t) = Dy f(t) + Dig(t), (1.2)
Dy(Dy f)(t) = Dl+kf(t)7

para [ y k enteros no negativos. También definié D; ' := 1/D como

- /Ot F(r)dr. (1.3)

Mostramos en seguida un ejemplo de la manera en que se utiliza lo anterior en la
resolucion de una ecuacion diferencial.

Ejemplo 1.1 Queremos encontrar la solucién de la ecuaciéon

Y (1) + y(t) = 12 (L4)
Utilizando el simbolo Dy, la ecuacién (1.4) se reescribe como

(14 Dyy(t) = t2, (1.5)

y entonces formalmente se obtiene que
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Aqui aparece el problema de darle significado al operador 1/(1 + D;) de manera
que podamos calcular su acciéon sobre una funcién de t. Por ejemplo, usando la serie
geométrica obtenemos formalmente que

1

y aplicando el lado derecho a t? obtenemos
y(t) =t* — 2t + 2, (1.8)

la cual es solucion de (1.4) y satisface y(0) = 2. Otra posible interpretacion formal
es

1 1 1
(14+Dy,) D;(1+D;"
1 1 1
= —(1- =4+ = —-.. 1.9
Dt( Dt+D§ > (1.9)
1 1 N 1
D, D} D}

Utilizando (1.3) varias veces vemos que la accién de D; ", con k > 0, sobre una funcién
dada consiste en integrar k veces la funcién en el intervalo de 0 a t. Asi obtenemos
de (1.6) que

3 4 1P

v =3-33%v3715
VAR A A A )
= — a—ﬁ—f—i—gﬁ-z—"' +t°—2t+ 2

=2t t2 -2t 42

la cual es solucién de (1.4) con y(0) = 0. Entonces vemos que al usar diferentes
interpretaciones del operador (14 D;)~! obtenemos distintas soluciones de la ecuacién
diferencial.

Los problemas empiezan cuando queremos dar alguna interpretaciéon a operadores
como D2 Heaviside dio una regla de translacién para tales situaciones mediante el
teorema de expansion. El problema es que algunas veces aparecen resultados equiv-
ocados, debido a que en el teorema faltan condiciones de validez.
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Hubo varios intentos de justificar el método operacional de Heaviside. A principios
del siglo veinte algunos matematicos tales como Wagner (1916), Bromwich (1916),
Carson (1922), y Doetsch intentaron dar justificaciones rigurosas utilizando ideas
relacionadas con la transformada de Laplace, definida para funciones f : Rt — C
por

ﬂmzmmmzéwwwwﬁ, (1.10)

en todos aquellos puntos p € C donde la integral exista. Integrando por partes uno
obtiene

L(f'l(p) = pF(p) — f(0). (1.11)

Asi el misterio de aplicar el operador D era reemplazado por la multiplicacién de la
imagen F' por la variable compleja p. Una desventaja de este método es que su justi-
ficacion requiere de herramientas tanto de algebra como de analisis. Otra desventaja
es que por las condiciones necesarias para la existencia de la integral (1.10), transfor-
madas como £ [etz] no existen. Sin embargo, por la fuerza de la tradicién, este método
sigue siendo utilizado en areas como la fisica y la ingenieria, y frecuentemente se con-
sidera que es el tinico método practico para resolver ecuaciones diferenciales.

Un cambio radical se dio en 1950 con el método algebraico de Mikusinski [9]. Su
teoria no esta limitada por restricciones de convergencia de integrales. La idea de la
construccion es semejante al resultado de que cualquier anillo conmutativo sin divi-
sores de cero puede ser extendido al campo de cocientes. Esto es similar a pasar del
anillo Z al campo cociente Q. Otros enfoques para la construccion del calculo opera-
cional y modelos generales han sido propuestos por Berg [1], Dimovski [3], Fuhrmann
[5], Mieloszyk [8], Péraire [10] y Rubel [13].

1.2 Transformada de Laplace
No entraremos en mucho detalle explicando la transformada de Laplace (TL).

Mostraremos un ejemplo en el que explicaremos el funcionamiento de la transforma-
da, la cual se define para funciones f : R* — C por

mmzmmmszwww@ (1.12)

0
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en todos aquellos puntos p € C donde la integral exista. Diversas condiciones sufi-
cientes para la convergencia de la integral se presentan en [6]. Aqui solo hablaremos
de funciones cuya transformada de Laplace converja uniformemente. Hay muchas
propiedades asociadas a la transformada de Laplace, pero nosotros solo enunciare-
mos las mas utilizadas.

1. La transformada de Laplace es lineal, esto es, para a € C
Llaf(t) +g(t)] = aL[f ()] + Llg(@)].
2. Sea t > 0. Entonces tenemos que

L[f(t —to)l(p) = e " F(p). (1.13)

3. Sea ¢ > 0. Entonces es cierto que

sifenm) = - (). (1.14)
4. Sea p € C. Entonces
Ll f(1)](p) = Fp+ ). (1.15)

5. Sea n € Ny. Entonces tenemos
LI(=)"f(®)](p) = DyF(p). (1.16)

6. Sea f(t)/t una funcién con TL convergente. Entonces
L)) = [ Fde (117)
P
7. Si f tiene TL convergente, entonces

£ [/Ooof(x)dx] =p 'F(p). (1.18)

8. Si f es diferenciable en [0, 0o], entonces

LD f(t)](p) = pF(p) — F(0). (1.19)
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Uno de los inconvenientes de la TL es que no se lleva bien con la multiplicaciéon usual
entre funciones. La TL se lleva bien con la operacion de convolucion, denotada por
“x” y definida como

/ f(z)g(t — z)dx (1.20)
El significado de “se lleva bien” es que

LI(f*g9)@®)](p) = F(p)G(p), (1.21)

donde L[f(t)](p) = F(p) y Llg(t)](p) = G(p). Otro inconveniente es que al quer-
er resolver ecuaciones diferenciales primero transformamos nuestra ecuacién en un
problema algebraico, lo resolvemos y por tltimo debemos encontrar la transformada
inversa de nuestro resultado.

Ejemplo 1.2 Resolveremos la ecuacion diferencial
y' 4y +6y=1+e", y(0)=0, ¢'(0)=0.
Lo primero que debemos hacer es transformar toda la ecuaciéon usando la TL.
L")+ L(4y) + L (6y) = £(1) + L(e™).

Utilizando las propiedades de la TL y resolviendo algunas integrales, obtenemos:

Y (5) — sy(0) — 4/(0) + 4[sY () ~ y(0)] + 6 () = - + - i .

Simplificando y despejando a Y(s) se tiene

2s+1

Yis) = s(s+1)(s>+4s+6)

Utilizando la descomposicién en fracciones parciales

Y (s) 1/6 1/3 s/2+45/3
§) = —+— — )
S s+1 s2+454+6

Hasta aqui hemos resuelto el problema en el espacio alterno. Ahora debemos regresar
a nuestro espacio original por medio de la transformada inversa £~ de £. Entonces

_ - - — s V2
) =567 () + 567 () - 367 (i) — 2 (ofim)
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Utilizando tablas que existen en todos los libros de ecuaciones diferenciales con-
cluimos que:

1 1 1 2
y(t) = 6 + et — 56_% coS (\/515) — \/?_e_%sen (\/515) )

Este ejercicio fue tomado de [20], donde se utilizan aproximadamente 11 paginas de
explicacion previa a resolverlo.

1.3 Transformada de Mellin

Igual que en la seccién previa, solo daremos algunas propiedades basicas de dicha
transformada y mostraremos un ejemplo. La transformada de Mellin (TM) estd muy
conectada con las transformadas de Fourier y de Laplace. La TM de una funcién
f:RT — C es definida por

F*(s) = M[f](s) = / 25 f(2)d, (1.22)

0
en todos aquellos puntos s € C donde la integral exista. Aqui solo hablaremos de
funciones cuya transformada exista. Para mayores detalles sobre las condiciones de
existencia ver [6]. Al igual que la TL, la TM es lineal. A continuacién mostramos
las propiedades mas importantes de la transformada de Mellin en algiin subconjunto
especial de C, para mas detalle ver [6], estas son:

Mz f(2)](s) = F*(s+ so), (1.23)
MIf())(s) = | F*(s/a), (1.24)
MIf(B2))(s) = BF*(s), (1.25)

Mllog" zf(x))(s) = DEF*(s), (1.26)
Ml(—zD)" f(z)] = s"F*(s). (1.27)

Mle™**](s) =a *I'(s), (1.28)
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donde I'(s) = fooo t5~te7tdt es la funcién Gamma. Esta transformada se lleva bien
con la operacion de convolucién

(f V) / f@t)g(x/t)tdt. (1.29)
Esto es
M[fVyg|=FG. (1.30)

De igual forma que en la TL esto es una desventaja, ya que estas operaciones llamadas
convoluciones estan definidas por integrales y siempre se deberd tener cuidado que
la integral sea finita. Veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.3 Resolveremos la ecuacion diferencial de orden dos
2*D?y(x) + 3xDyy(x) + 2y(z) = e~ (1.31)
Esta ecuacién puede ser escrita en la forma
PlaDly(z) = f(z), (1.32)
donde P(x) = 2 + 3z + 2. Ya que la TM es lineal y por la propiedad (1.27) tenemos
P(=s8)Y*(s) = F*(s). (1.33)
Por la definicién tenemos
F*(s) =T(s), (1.34)
donde I'(s) es la funcién Gamma. Asi
(s* =35+ 2)Y*(s) = I'(s). (1.35)

Despejando a Y*(s) obtenemos

(8)
Yi(s)= — ) —D(s—2 1.
la segunda igualdad se debe a que I'(s) = (s — 1)['(s — 1). Por (1.23) y (1.28) con
a = 1 obtenemos
y(s) =z %" (1.37)

Este ejercicio fue tomado de [6], donde se utilizan aproximadamente 11 paginas de
explicacién previa a resolverlo.
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1.4 Fundamentos algebraicos lineales del calculo
operacional

Actualmente existen tres tipos principales de métodos para resolver ecuaciones
funcionales lineales: los que estan basados en transformaciones que involucran inte-
grales, tales como las transformadas de Laplace y Mellin, los métodos del célculo
operacional, los cuales estan basados en el cdlculo de Mikusinski y sus generaliza-
ciones, y el mas reciente, que usa algoritmos computacionales simbdlicos basados en
la teoria de Galois diferencial.

Los métodos basados en transformaciones integrales y el calculo operacional usual-
mente requieren una extensa maquinaria analitica y la construccién de una teoria
especialmente adaptada a cada familia restringida de operadores lineales. Nuestro ob-
jetivo principal es introducir un espacio algebraico lineal en el cual podamos resolver
varias ecuaciones funcionales lineales usando solamente ideas basicas de algebra lin-
eal.

En el capitulo 2 presentamos un calculo operacional para el operador retrasador
modificado en un espacio abstracto de series formales de Laurent y demostramos
que éste es un modelo que generaliza a la mayoria de los célculos operacionales para
operadores lineales en espacios de funciones de una variable.

A continuacion presentamos una breve descripcién de nuestra construcciéon. Sea
{pr : k € Z} un grupo (ciclico) bajo la operacién pyp,, = Prim, v sea F el alge-
bra de series formales de Laurent generada por los elementos p; sobre los niimeros
complejos. Los elementos de F son de la forma > agpy, donde los coeficientes a; son
nimeros complejos y solamente un niimero finito de ellos con k£ < 0 son diferentes de
cero. El retrasador en F es el operador S~! que corresponde a la multiplicacién por
p_1. El retrasador modificado L esta definido por Lpy = pr_1 si k # 0, y Lpy = 0.
Note que L casi coincide con S7%, pero L no es invertible. Estudiaremos el retrasador
modificado L y operadores de la forma w(L), donde w es un polinomio, y encon-
traremos soluciones a la ecuacién w(L)f = g, donde g es un elemento dado de F 'y
f es desconocido. Encontraremos una base del kernel de w(L) y un elemento d,, en
F que satisface w(L)d,, = pg y entonces w(L)d,g = g, para toda g en la imagen de
w(L). Esto significa que d,g es una solucién particular de w(L)f = g.

En el capitulo 3 presentamos distintas realizaciones concretas y mostramos que el
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calculo operacional para L es un modelo general en el siguiente sentido. Cada sig-
nificado concreto dado a los generadores p; conlleva a una realizacién concreta de &
en la cual L se convierte en un operador que puede ser, por ejemplo, un operador
diferencial o en diferencias. Si definimos p;, = t*/k!, donde ¢ es una variable compleja
y extendemos la definicién de k! para k < 0 por medio de

(1.38)

entonces L se convierte en diferenciacion con respecto a t, y el célculo operacional en
F puede ser usado directamente para resolver ecuaciones w(D)f = g, donde g es una
serie formal de Laurent en ¢. Note que la multiplicacién de los generadores p; induce
una multiplicacién en las funciones de ¢ definida por (t*/k!)*(t™ /m!) = t*¥™ /(k+m)!,
la cual es diferente a la multiplicacién de funciones de t.

En cualquier realizaciéon concreta, una vez que tengamos al elemento dado ¢ ex-
presado como un elemento de F, podemos resolver una ecuaciéon w(L)f = g en el
espacio abstracto F, y solamente al final traducir la soluciéon en términos del signifi-
cado concreto de los pg. Esto se detalla en el capitulo 3.

Presentamos ejemplos de realizaciones concretas donde el operador L se convierte
en: el operador en diferencias A que actia sobre sucesiones, el operador diferencial
a(t)D 4 b(t), y el operador diferencial fraccionario D%, donde « es un ntimero real o
complejo.

La eleccién natural de p, = 2*, donde z es un variable compleja, produce una
realizacién concreta isomorfa al espacio de las series formales de Laurent sobre
los nimeros complejos, el cual es un campo que contiene al campo de funciones
racionales. Entonces, todas las realizaciones concretas de JF son campos que con-
tienen un subcampo isomorfo a las funciones racionales. Los isomorfismos de las
diferentes realizaciones concretas hacia el campo de series formales de Laurent sobre
los nimeros complejos pueden ser considerados como una version algebraica de las
transformadas integrales.

Varios enfoques en la construccion del célculo operacional y modelos generales han
sido propuestos por Berg [1], Dimovski [3], Fuhrmann [5], Mieloszyk [8], Péraire [10]
y Rubel [13]. Nuestro enfoque usa una idea similar al modelo del adelantador para
operadores introducido por Rota [12] y generaliza el trabajo en [17]. Unos de los
libros mas recientes sobre célculo operacional es el de Glaeske y coautores [6].
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Al final del capitulo 3 damos algunos resultados adicionales y comentarios finales.



Capitulo 2

Fundamentos algebraicos lineales
del calculo operacional

Este capitulo esta dividido en dos secciones, en la primera desarrollamos la teoria
y en la segunda encontramos un método para resolver la ecuacién lineal w(L)f = g,
donde w es un polinomio, L es un operador lineal, g es una funciéon dada y f es una
funcion desconocida.

2.1 Series formales de Laurent

Sea {px : k € Z} un grupo con multiplicacién definida por pyp, = prin para
k,n € Z. Sea F el conjunto de todas las series formales de la forma

a = Z APk,

kEZ

12
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donde a; es un nimero complejo para cada k € Z y alguna de la siguientes condi-
ciones son ciertas, todas las aj son iguales a cero o existe un entero v(a) tal que
ap = 0 siempre que k < v(a) y ayq) 7# 0. En el primer caso escribimos a = 0 y
definimos v(0) = co. La suma y la multiplicacién por escalares en F son las usuales
para las series formales.

Definamos una multiplicaciéon en F extendiendo la multiplicaciéon del grupo {p :
k € Z} como sigue. Si a = > agpr y b = > bgpy son elementos de F, entonces
ab = > ¢;pn, donde

Cp = Z akbn,k. (21)

v(a)<k<n—uv(b)

Notemos que v(ab) = v(a) + v(b) y p_, es el inverso multiplicativo de p, para
n € Z. Esta multiplicacion en JF es asociativa y conmutativa y py es el elemento
unidad. Decimos que los elementos p,, son los generadores de F. Para n € Z defini-
mos F,, = {a € F: v(a) > n}. Note que Fy es un subanillo de F.

Sea x un numero complejo. Usando la definicién de la multiplicacién en F es fécil
verificar que

(po — xp1) > *pr = po.
k>0

Denotamos la serie Y, ., "pi por e, y llamamos a ésta la serie geométrica asociada
a x. De esto deducimos que e, es el inverso multiplicativo de (py — xp;). General-
izando la construccién de las series geométricas obtendremos inversos multiplicativos
de los elementos no cero de F.

Sea h un elemento distinto de cero en F;. Entonces v(h) > 1y v(h™) = nv(h) > n,

para n > 1, y tenemos
k>n
Por lo tanto

po+ Y B =pot Y > (Wpe=po+Y Y (W)imk

n>1 n>1 k>n k>1 1<n<k

es un elemento bien definido de &F. Un calculo simple demuestra que tal elemento
es el inverso multiplicativo de pg — h. Esto significa que cualquier serie a € Fy con
v(a) = 0 es invertible. Esto se debe a que a debe tener la forma ag(py — ), donde

he 3y ay#0.
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Sea b un elemento distinto de cero en F. Entonces

b= Z bkpk pvb) Z bkpk o _pv Zb]'H)

k>v(b) k>v(b) j>0

Dado que by # 0, la dltima suma es de la forma b, (po — h), con h € Fy, y ésta
es invertible por resultados anteriores. Por lo tanto b es invertible y hemos probado
que F es un campo.

A cada serie b distinta de cero le corresponde el mapeo multiplicacion que envia
a a ab. Este mapeo es claramente lineal e invertible. El mapeo multiplicacion que
le corresponde al elemento p; es llamado el adelantador y es denotado por S. Su
inverso S~! es llamado el atrasador. Note que {S* : k € Z} es un grupo isomorfo a

{pr - k € Z}.

Denotamos por P, la proyeccién en (p,), el subespacio generado por p,. Sia € F
entonces P,a = a,p,. Es facil ver que

S*P,S™F =P, ., k,neZ. (2.2)

Definimos un operador lineal L en J como sigue. Lp, = S~ 'p, = pr_1 para k # 0, y
Lpy = 0. Entonces, para a en F tenemos

La=1L Z arpr = S~ a — agpo) = S~HI — Py)a, (2.3)
k>v(a)

donde [ es el operador identidad y Py es la proyeccién en el subespacio (pg). Lla-
mamos a L el atrasador modificado. L no es invertible ya que su kernel es el subespacio

(o).

Sea F_ el conjunto de todas las a en F tal que a, = 0 para n > 0. Entonces
F =3F_ @ Fy. A partir de la definicién de L se observa que los subespacios F_ y
Fo son invariantes bajo L. Notemos que la restriccion de L a F_ coincide con la
restriccién de S™! a F_. Es claro que la imagen de L es el conjunto de todas la series
a in F tal que a_; = 0, las cuales estan en el kernel de la proyeccion P_;.

De (2.3) obtenemos L = S~1(I — P,). Entonces, usando (2.2) se obtiene

LS=SYI—-P)S=1-S"'RS=1I1-P,,
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y por induccién obtenemos inmediatamente
LFSF=T—(Py+Po+-+Py), k>1 (2.4)

Usando de nuevo (2.2) obtenemos

k k k—1
LF=SMI-8"Y P S™M=S*I1-) P =S*1-) P), k>1
j=1 j=1 ]

=0

<

(2.5)
De esta identidad observamos que el kernel de L* es igual a la imagen de Py + P, +
-+++ Py_1, el cual es el subespacio (po,p1,...,Pk_1), vy la imagen de L* es igual al
kernel de P_1 + P9+ -+ -+ P_y.

Sea g un elemento en la imagen de L*. Por (2.4) tenemos L*S*g = (I — (P_; +
Poy+---+ Py))g =g, vaque g estd en la imagen de L*, la cual es igual al kernel
de P+ P_y+---+ P_;. Por lo tanto S*g es una solucién particular de L*f = g y
tenemos que

{feF:LFf=gt={pg+h:heE (po,pr,...,pr1)}

Ahora determinaremos cémo el operador L actia con la multiplicacién de F. Sean a
v b elementos de F. Ya que La = S~'(a — Pya), tenemos que

bLa = S~*(ab — agb)

= S Y(ab — Py(ab) + Py(ab) — aph)

= L(ab) — S~ *(aph — Py(ab))
L(ab) — S~ (aob — agbopo + aobopo — Po(ab))
L(ab) — agLb + S (Py(ab) — aobopo).

Por lo que
L(ab) = bLa + agLb — S~ (Py(ab) — agbopo). (2.6)

Note que

S_I(Po(ab) - aobopo) =P Z akb_k.
k£0
De (2.6) y el hecho de que L(ab) = L(ba) obtenemos

(CL — (Iopo)Lb = (b — b()po)La.
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Si Py(ab) = Py(a)Py(b), entonces (2.6) se convierte en L(ab) = bLa + agLb. En par-
ticular, este es el caso cuando a y b estan en Fy. Si a lo anterior le agregamos que a
esté en el kernel de P entonces L(ab) = (La)b.

Ahora consideraremos algunos polinomios simples en L. Sea x un ntmero complejo
distinto de cero. Entonces

L—xl=8SYI-P)—zl=8"'I—-zS—-P). (2.7)

Por lo que a € F estd en el kernel de L — [ si y sélo si (I — xS)a = Poa = agpo.
Entonces (po — zp1)a = agpo, despejando a se tiene

-1 k
a = ao(po - SCpl) = Qp€g,0 = Ao E T Pk-
k>0

Por lo tanto el kernel de L — xI es el subespacio generado por la serie geométrica
€0, €l cual denotamos por (e ).

A continuacion encontraremos una caracterizacion de la imagen de L—xz/. Sea f €
v g = (L —xI)f. Entonces

g=5S"I—-xS)f —Pof) =p-1((po — xp1) f — fopo).

y asi
bi1€z 09 = f - fOex,O'
Entonces Py(pies09) = 0, ya que Pyey o = po.

Denotemos el kernel de la proyeccion Fy por Fp. Hasta aqui hemos probado que
la imagen de L — I estd contenida en el conjunto {g € F : p1e; 09 € T}

De (2.7) observamos que la restriccién de L — I a Jg coincide con la restriccién de
S~HI —zS) a Flo)- Sea g € F tal que pie, 09 € Fjg. Entonces

(L —xI)(pres09) = SHI — zS)(p1es09) = g-

Por lo que g esta en la imagen de L — x y asi

Im(L —2I) ={g € F: prego9 € Fo }- (2.8)
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Sig= ZkZU(g) 9Pk, donde v(g) < 0, entonces la condicion pie; g € Ty es equiva-
lente a P_i(ez09) =0, y esto es
g1+ oot + g st + g 9T =0 (2.9)

Note que el subespacio Fy estd contenido en la imagen de L — 1.

Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea z un niumero complejo distinto de cero. Entonces si g estd en la
imagen de L — xI se tiene que (L — xI)(pies09) = g y por lo tanto

{feF: (L—zl)f =g} ={prezog + aeso: a € C}. (2.10)

Sea x un ntmero complejo no cero y sea f un elemento de Ker((L — x1)?). En-
tonces (L — zI)f estd en el kernel de L — o/ y por lo tanto (L — zI)f = ae, o para
algin nimero complejo a. Esto significa que p_1((po — zp1)f — fopo) = ez 0. Re-
solviendo para f obtenemos f = ap;(€;0)*+ foer0. Entonces f estd en el subespacio
{€x0,p1(€x0)?). Procediendo inductivamente es facil demostrar que

Ker((L - x[)m—i—l) = <6x707p1(6x70>27pZ(ex,0)37 s 7pm(€x,0>m+1>a m Z 0 (211)

Para k > 0 definimos e, = pk(ex,o)kﬂ. Usando induccion sobre k£ y la recurrencia

basica de los coeficientes binomiales es sencillo obtener
_ n n—=k
erk = Z <k)x Dns k> 0. (2.12)
n>k
Note que v(e, ;) = k y asi e, € Fj,. Note también que ey, = py, para k > 0.

Usando la notacién introducida anteriormente, (2.11) se reescribe quedando de la
siguiente manera

Ker((L — 21)™™) = {40, €21, s €xm), m > 0.

Un célculo simple produce

0, if k=0,

) (2.13)
€x,k—1, if k > 1.

(L — x[)e%k = {

Para k > 0 definamos JFjg ) = Ker(Fy + Py + --- 4 P;). Si k = 0 escribimos Jjg en
lugar de Fg ;.
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Lema 2.1 Sean m > 0 y x un nimero complejo distinto de cero. Entonces
- "I Im +1
(L—m[)erl — g—m—1 <([ _ mS)erl ([ _ ZPJ> + ZZ < A )(-%S)m+1k}3j> ’
=0 j=0 k=0
y de esto se sigue que, para cada [ en el subespacio Fg ) se cumple que
(L o x])erlf — Sim*l(f - xS)me — pfmq(po - 96p1)m+1f-

Prueba. Usando la férmula binomial y (2.5) obtenemos

(L — D)™ = mf:l (m; 1) (—g)m ik

h=0 m+1 m + 1 k—1
— (_:L,])m—&-l + Z < k )(_I)m+1—k8—k (I o P]) ]
k=1 j=0
Entonces
m-+1 m + 1 k—1
Sm+1<L . x[)m+1 _ (_xs)erl + Z ( A )(_x5>m+1k ([ _ Pj>
k=1 Jj=0
m—+1 k—1
= (I—aS" =) (m,j 1) (—28)" ) Py
k=1 j=0
= (I S)ym+l R (m +1 g)ym+i-kp
= (—asyt =SS (M) (st
J=0 k=j+1
m J
_ ([ _ xS)m+1 - Z (([ - xs)m+1 - Z (mljl)(—l’S)erlk) PJ
j=0 k=0

Si f € Flom), entonces P;f = 0 para 0 < j < m, se sigue que (L — zI)™*!f =
SmL(] — 2 S)mHL . -

Teorema 2.2 Sean m > 0 y x un numero complejo distinto de cero. Entonces una
serie g € F estd en la imagen del operador (L — zI)™** si y s6lo st pregmg € Flom)-
Mas ain, para cualquier g en la imagen de (L—xz1)™*! se tiene (L—x1)™ (prexmg) =
g.
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Prueba. =) Sea g = (L — zI)™" f para algiun elemento f € F. Por el Lema 2.1
tenemos

g =DP-m-1 ((po — apy)" (f - Z fjpj) + Z Z (m;— 1) (_x)m+1_kpm+l—kfjpj> :
=0 7=0 k=0

Entonces

m m J
Pri(€c0)™ Mg = f =Y fipy + ()™ DD ( f )(—»’U) Dk fipj
j=0 ‘

(2.14)

Note que el ultimo sumando esta en F,,,1. De esto se sigue que pm+1(ex70)m+1g =

P1€z,mg €s un elemento de Fg ).

<) Sea g € F de tal forma que pie, g esté en Fpg ). Por el Lema 2.1 tenemos

(L — )™ (prewmg) = p-m-10 — 2p1)" ' pmyi(eno)™ g = g, (2.15)

y con esto demostramos que g estd en la imagen de (L — xI)™ "1, [ ]

Teorema 2.3 Sean m > 0 y x un numero complejo distinto de cero. Sea g un
elemento en la imagen de (L — xI)™". Entonces se tiene que

{fedF: (L- :E])me =g} ={p1eamg+h:he{eso,€x1,-- €xm)}

Prueba. De (2.15) tenemos que pie;,g es una solucién particular de la ecuacién
(L — D)™ f = g. Por lo tanto, cualquier solucién es de la forma pie, g + h, donde
h estd en el kernel de (L — zI)™!, el cual es igual a (e, 0,€z1,-..,€xm), COMO ya
hemos probado anteriormente. [

2.2 La ecuacién lineal w(L)f =g

En esta seccién consideraremos ecuaciones de la forma w(L)f = g, donde w es
un polinomio, g es un elemento dado en la imagen de w(L), y f es un elemento
desconocido de F. El caso cuando w(L) = (L — xI)™"! fue estudiado en la seccién
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anterior, donde encontramos que las series e, j juegan un papel central en la descrip-
cién del kernel y la imagen del operador w(L). A continuacién obtendremos algunas
propiedades basicas de las series e, que serdn utilizadas en el estudio de la ecuacién

w(L)f =g.

Recordemos que e, 0 = >, ,2"py es el reciproco de pg — xp1 y

n
Cxk = (p—k = pk(ex,O)k+1 = Z (l{?) xnikpny k > 0.

1
Po — «Tp1>k+ Sk

Denotamos por D, la diferenciacién con respecto de z. Ya que (D¥/k!)a™ = (2) "k
es claro que

Dk

k—fex,o = €z.k, k Z 0. (216)
Debido a que e, 9 = po/(po — xp1), para x # y tenemos que

_ Do bo _ (z —y)p
€z,0 — 6y,O - - - )
po—xp1  po—ypr  (po—xp1)(po — yp1)
y asi
€z,0 — €40
P1€roCy 0 = ——— x #y. (2.17)
r—=y

Note que pie;pez0 = €,1. Si  # y, m y n son enteros no negativos, usando (2.16)
obtenemos

pr Dy DD

(& — €
_ x y y z,0 y,0
plex,mey,n =P ] €z,0 ] ey,O - | ] .

Usando la regla de Leibniz para la diferenciacién con respecto de los parametros x y
y llegamos a

(Y (D e = () (D ey
CrmCyn = . — + J — 2.18
P1€xmE€y, ; (23 _ y)1+n+z ]2:; (y _ x)1+m+] ( )
Note que pie; mey . es un elemento del subespacio generado por {e;; : 0 < i <
m}U{e,; :0<j<n} Seax € Cym > 0. Dado que v(e,;) = para i > 0, es
claro que {e;; : 0 <i < m} es un subconjunto linealmente independiente de F.

Teorema 2.4 Sean z, y numeros complejos distintos y m, n enteros no negativos.
Entonces el conjunto {e,; : 0 < i < m}U{e,; : 0 < 5 < n} es linealmente
independiente.
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Prueba. Supongamos que » " €, ; + Z;‘L:o Bjey.; = 0. Aplicando el operador (L —
yI)"*! a la combinacién lineal, y usando (2.13), obtenemos que

(L - yl>n+1 Z Qi€ i = 0.

=0

Escribiendo L — yI = (L — zI) + (z — y)I tenemos que

r 1 .
(L—yl)" e, = Z <n + )($ — )" ey, 0<i<m, (2.19)
=0~
donde 7 = min{i,n + 1}. Entonces (L — yI)"*! mapea (€, 0,€s1,--.,€rm) dentro

de él mismo y la matriz de representacion es triangular superior, con sus entradas
en la diagonal iguales a (z — y)"*1. Esto significa que la restriccién de (L — yI)™!
a (ex0,€x1,--.,€xm) €s un isomorfismo, y entonces todas las «; deben de ser cero,
y asi {e,0,€x1,...,€xm} es linealmente independiente. Ahora, por la independencia
lineal de las {eyo,€y1,...,€y,} concluimos que todas las §; son cero, y con esto
completamos la prueba. [

La idea usada en la prueba del teorema anterior puede ser facilmente extendida
para probar el siguiente resultado.

Corolario 2.1 El conjunto {e,, € F:x € C, k € N} es linealmente independiente.

Teorema 2.5 Sean x,y numeros complejos distintos y m,n enteros no negativos.
Entonces

Ker((L — yI)"™ (L — 2I)™") = Ker((L — yI)"™) @ Ker((L — 21)™"").  (2.20)

Prueba. Ya que los operadores (L — yI)" ™ y (L — zI)™"! conmutan, es claro que el
conjunto del lado derecho de (2.20) esta contenido en el conjunto del lado izquierdo.
Sean f un elemento en Ker((L —yI)"* (L — zI)™™) y g = (L — 21)™" f. Entonces
g estd en Ker((L — yI)™™) y también en la imagen de (L — xI)™"!. Aplicando el
Teorema 2.3 observamos que f = pié, g + h, donde h € Ker((L — xI)™*!). Pero
g es una combinacion lineal de los elementos e, para 0 < k < n, y entonces, por
(2.18) tenemos que pie; mg esta en

(€y.0s€y1s---s€yn) D (€r.0,€x1s- .-, €xm) = Ker((L — yI)"™) @ Ker((L — 2I)™),

y por lo tanto también lo esta f. ]
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Teorema 2.6 Sean x,y nimeros complejos distintos y m,n numeros enteros no
negativos. Entonces g estd en la imagen (L — yI)" ™ (L — xI)™" si y sdlo si

b1z mP1€yng € 9:[0,n+m+1]~ (221)

Mas ain, si g satisface (2.21) entonces

(L —yI)"™ (L — zI)™ (presmpreyng) = g. (2.22)

Prueba. Sea f € JF y escribimos f = f_ + fi, con f- € F_y fi. € Fy. Defi-
namos h = (L — xI)™ ™ f. Ya que F_ y F son invariantes bajo L — I tenemos que
h=h_+hydonde h. = (L—al)"'f_ €TF_yh,=(L—z)™f, €Fh Yaque
f— € Fo.m, por el Lema 2.1 tenemos que h— = p_,,,_1(po — zp1)™ ' f_ y por lo tanto
piezmh— = f_. Entonces pie;mh = f- + piezmhy ¥ Dieamhy estd en Fpq ya que
hy € 3.

Ahora, sea g = (L — yI)"*'h. Por el mismo argumento utilizado anteriormente ten-
€mos que

P1€yng = P1€yng— + D1€yng+ = h_ + pPr€yng+-

Entonces

plem,mpley,ng = plex,mh— + plez,mpley,ng+ = f— +p1€:v,mp16y,ng+‘

Dado que el ultimo término esta claramente en JF,,,42 se debe tener que

b1z mP1€yngd € ?[O,m-‘rn—i-l]-

Supongamos ahora que g es una serie que satisface (2.21). Ya que Fg ) C Flom4nt1]s
por el Teorema 2.2 tenemos que (L — z1)™ ! (pres mpreyng) = P1€yng-
Note que

P1eyng = (P—m-1(Po — xpl)erl)(plem,mpley,ng)a

y que el primer factor en el lado derecho tiene la forma Z;’Zgl a;p—;. Ya que el
segundo factor estd en Fg ;4n41), €l producto debe estar en Fg ), y por el Teorema
2.2 tenemos que

g=(L—yI)" Ypieyng) = (L —yI)" "ML — D)™ (presmpieyng)-

Esto demuestra que (2.22) se cumple y también que g estd en la imagen de (L —
y[)n+1(L _ xI)m—H‘ m
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Sea
T
1
w(t) = [T =y, (2:23)
Jj=0
donde zg, x1, . . ., x, son numeros complejos distintos, mg, mq, ..., m, son enteros no

negativos, y escribimos n +1=73_.(m; + 1). Definamos

w(L) = (L — 2ol)™ (L — 2 )™ oo (L — z, 1)™ T, (2.24)

Teorema 2.7 Sea w(L) como se definié en (2.24). Definimos

dw = DPr+1€z9,mo€z1,m1 * * * €z ymps

Ky =(r;i :0< 7 <, 0<d <my).

Entonces g estd en la imagen de w(L) si y solo si
dwg € Flom), (2.25)

K, = Ker(w(L)) y para cualquier g € Im(w(L)) se tiene que w(L)(d,g) = g, por lo
tanto tenemos
{feF:wlL)f=g}={dwg+h:he Ky} (2.26)

Prueba. Note que la prueba del Teorema 2.5 puede ser extendida sin ninguna difi-
cultad al caso de operadores que son un producto finito de factores (L — z, )™ y
asi tenemos que K, = Ker(w(L)). Note que la dimensién de Ker(w(L)) es igual a
n+ 1.

Usando induccién sobre r y la idea usada en la prueba del Teorema 2.6 podemos
demostrar que (2.25) es vélida. Entonces, aplicando el Teorema 2.2 repetidamente
obtenemos w(L)(d,g) = g para toda g en la imagen de w(L). Esto significa que d,g
es una solucién particular de w(L)f = g y por lo tanto se cumple (2.26). [

Note que d,, € F,41 C Ty Entonces Fy estd contenido en la imagen de w(L).
En particular, py € Im(w(L)) y por lo tanto w(L)d, = po. Usando (2.18) repetida-
mente es facil escribir d,, como el producto de p; por una combinacion lineal de los
€y, y entonces p_1d, € K.

Definamos el operador M, : Im(w(L)) — F por Mg = d,g, para g € Im(w(L)). Del
Teorema previo inmediato es claro que w(L)M,, es el mapeo identidad en Im(w(L)),
esto es, M, es la inversa derecha de w(L).
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Corolario 2.2 Dados g € Im(w(L)) y niumeros complejos Po, B, - .., By eziste un
unico f € F tal que w(L)f =g y

Pef = Brpr, 0<Fk<n. (2.27)

Prueba. Por el Teorema 2.7 la solucién particular d,g esta en Fp ) = Ker(Fy+ P, +
---+P,). Entonces, a fin de encontrar una solucion f que satisfaga (2.27) es suficiente
encontrar una h € K, tal que

Es claro que h debe ser de la forma

r  mj

hIE E OjiCayis

j=0 i=0
donde los «;; son nimeros complejos, y entonces

r m; r my

th = Z Z aj7iPkexj7i = Z Z Qg <Ij) g;;f_lpk

=0 i=0 =0 i=0

Por lo que (2.28) es equivalente al sistema de ecuaciones lineales

ro my

B = Z Z Qi (f) A 0<k<n. (2.29)

j=0 i=0

Para cada j tal que 0 < j <1 sea B; la matriz de tamaiio (n + 1) x (m; + 1) cuya
entrada en la posicién (k,i) es (lf)m;?_l, para 0 <k <ny0<i<m;.

Definamos la matriz por bloques V,, = [By B; - -- B,]. Entonces (2.29) es equivalente
a

(60, 517 e ,ﬁn)T = Vw(OéO?(], Ce 7&07m07 e ,Oér,(), Ce ,Oér7mT>T. (230)

La matriz V,, es la matriz de Vandermonde confluente asociada con las raices del
polinomio w. Es bien conocido que V,, es invertible. Ver [16]. Se sigue que (2.30)
tiene una unica solucion y consecuentemente, hay una tnica h € K, que satisface
(2.28). Entonces f = d,,g + h es la tinica solucién que satisface (2.27). |

Observemos que d,, es la unica solucién de w(L)f = py con condiciones iniciales
P.f = 0 para 0 < k£ < n. Llamamos a d,, la solucion fundamental asociada con el
operador w(L).
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Presentamos a continuacién una construccion alterna para d, en términos de los
coeficientes de w. Escribimos

w(t) = " 4 byt bot™ by,
y definimos el polinomio invertido w* por
w*(t) = 1+ byt + bot® + - + by t" . (2.31)

Sea h(t) = ho+hit+hot*+- - - el reciproco de w*(t), esto es, h(t)w*(t) = 1. Entonces
tenemos

> bihm_j =6mo. M >0. (2.32)
§=0

Ya que by = 1, se tiene que hg = 1 y asi podemos resolver para h,, en (2.32) para
obtener la relacion de recurrencia

== bjhpj,  m>1 (2.33)
j=1
Definimos
f= Z hkprsnt1- (2.34)
k>0
Entonces
n+1
w(L)f = e bipkr; = D> B jbipm = po.
k>0 j7=0 m>0 52>0

La tdltima igualdad se sigue de (2.32). Por lo tanto f satisface w(L)f = pg, y ya que
P;f = 0 para 0 < j < n, concluimos que f = d,,, la solucién fundamental asociada
con el operador w(L).

Usando la formula binomial es facil obtener la siguiente expresién “explicita”

B |l
=2 (jl,jQ,.

), (2.35)
e Jntl

donde la suma corre sobre los indices j = (j1, j2, - - -, jns1) con coordenadas no nega-
tivas tales que j; + 2jo + 3j3+ - - - + (n + 1)jnr1 = m. Note que [j| estd definida por
il =j1+Jjo+ 73+ + Jnr1. Véase [18, eq. (2.7)].

En el siguiente capitulo presentaremos algunas realizaciones concretas del espacio F
que se obtienen dando algun significado concreto a los generadores py.



Capitulo 3

Realizaciones concretas

Este capitulo trata de las diferentes realizaciones concretas del espacio F. Cada
realizacion concreta estd determinada por la definicién que adquieran los p;. Como
por ejemplo, para obtener la realizaciéon concreta de ecuaciones diferenciales con
coeficientes constantes se define p;, = t* /k!, donde ¢ es una variable complejay k € Z.
Para obtener la realizacién concreta de las ecuaciones diferenciales con coeficientes
variables se define p, = (logt)*/k!, donde t es una variable compleja y k € Z. Al
final del capitulo presentamos algunos resultados adicionales y comentarios finales.

3.1 Ecuaciones diferenciales con coeficientes con-
stantes

La siguiente realizacién concreta de F nos da un método directo para la solucion
de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes. Sea
t una variable compleja y definimos p;, = t*/k! para k € Z, donde k! estd definido

26
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para k negativa por

(_1)7’671
(—k—1)"
Con esta elecciéon de los generadores py el retrasador modificado L se convierte en
diferenciacién con respecto a ¢, la cual denotamos por D,. La serie geométrica e, o se
convierte en la funcién exponencial ¢* y

Dm ' . tm
Com = — ewtzz (j)xj_m e, reC, m>0. (3.2)

m)! m 4! —

Kl = k< 0. (3.1)

j=m

Estas funciones generan el espacio vectorial € de casi-polinomios, o polinomios ex-
ponenciales.

Denotaremos con * la multiplicacion en esta realizaciéon concreta del campo F. De
esta forma evitamos confusiones con la multiplicaciéon “natural”de series consider-
adas como funciones de t. Llamamos a * el producto de convolucion.

Entonces tenemos
tn tk tn—i—k:

P (n+ k)
De (2.17) obtenemos que

el =171k (u) x # (3.4)
= ) Y. :

n,k €Z. (3.3)

A continuacién presentamos un sencillo ejemplo que ilustra como el Teorema 2.7
puede ser usado para resolver ecuaciones diferenciales. Sea w(z) = (z — z)(z — y) =
2%+ b1 2+ by, donde z y y son ntimeros complejos distintos. Entonces w(L) = w(D) =
D?+b; D4y, su kernel es (e, g, e,0) = (€”,6¥), y dyy = paesoey0 = (12/2!) xe™ xevt.

Sea o .
g—t—3+b1 —l—bg——l—e“t

y supongamos que u # r 'y u # y. Entonces
g=p-3+bipo+bap_1+eso0=p-3(po—xp1)(po—Yp1) + €up-
Un cémputo simple nos da

dwg = P_1 + P2€aoCyoun =t "+ (12/2) x e x eV x ™
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Ya que d,, g esta en J 1) se tiene que g estd en la imagen de w(D), y por el Teorema 2.7
la solucién general de w(D)g = f es de la forma d,g + h, donde h € K, = (e™, e¥").
Usando (2.17) obtenemos

6a?,O_ey,O
z,06y,06u,0 — w0 \ =™
D2€2,0€y,0€u,0 P1€y,0
r—=y

o 1 €u,0 — €20 . €u,0 — €40
xr—1yY u—x u—1y

G0 T-oy—w  —nu—y

y asi

t ut

xt ey e

dug=1t"+

C—pe—w  G-Dy—w -y
Note que no hay producto de convolucién en el lado derecho de la igualdad.
En el caso en el que u = x usarfamos pie, g€, 0 = €1, lo cual da t * €™ x e = e

Notemos que, una vez que escribimos a g como g = p_3 + bip_o + bap_1 + €40,
podemos resolver la ecuacién w(L)f = g usando solo la notacién asociada con F,
esto es, usando elementos tales como p; y e;0, y la multiplicacién en JF, y solo al
final escribimos el resultado en términos de funciones de t.

Podemos encontrar una solucién que satisface alguna condicién inicial dada. Us-
ando el Corolario 2.2 se encuentra un elemento de K, con las condiciones iniciales
dadas. Esto es lo mismo que resolver el sistema (2.29), el cual depende solo de las
raices de w y la condicién inicial dada, pero no de la naturaleza de los generadores
Pk-

Si g es una funcién de t que pueda ser expresada como una serie de Laurent y w
es un polinomio entonces podemos determinar si g estd en Im(w(D)) o no, y si est4,

entonces podemos resolver la ecuacién w(D)f = g, con cualquier condicién inicial
dada.

3.2 Ecuaciones diferenciales con coeficientes vari-
ables

Sea t una variable compleja y consideremos el operador tD, donde D denota
diferenciacion con respecto a t. Sea logt la funcién logaritmo en la rama principal,
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con parte imaginaria en [0, 27). Por la regla de la cadena tenemos que

(log?)* _ (logt)**
tD = , k #0, 3.5
k! (k—1)! 7 (35)
y ésta es vélida para todo entero diferente de cero si usamos la definicién (3.1) para
el factorial de enteros negativos. Entonces, tomando py = (logt)*/k! el retrasador
modificado de J se convierte en L = tD. La serie geométrica e, se convierte en
rlogt __ 4z
€ - t ) y

D™ logt)™
Com = 1" = (los ') 8ty eC, m>0. (3.6)
m: m:

Estas funciones generan un espacio vectorial que denotamos por M.

En este caso los operadores w(L) son ciertos operadores diferenciales con coefi-
cientes variables. Por ejemplo, la ecuacién de Euler (#2D?+4tD+21) f = e~ puede ser
escrita como w(L)f = g,donde g =e™*, L =tD,y w(L) = (L+1)(L+2I). Entonces
tenemos que Ky, = (e_10,€-90) = (7', t7%) y du = pae_106_20 = pr(e_10 — €_20).
Ya que t* = ey 9, podemos escribir

—1)*
g = eit = Z ( ]{Z') ek,07

k>0

y entonces

dog— _ _ (=" _ -2 -t 42 —1_ qy-1

wg =pi(e-10—€-20)g = Z A pile—io—e—go)ero=1t"e —t " +(e 1)t
k>0 ’

Este ejemplo aparece en [6, p 64], donde es resuelto por el método de transformada
de Mellin. En la introduccién se hablé de dicha resolucién, en la cual se utiliza la
funcion Gamma.
Podemos generalizar la construccion anterior como sigue. Consideremos el operador
diferencial «(t)D + B(t)I, donde o y [ son funciones definidas en algin dominio
abierto U C C, y tal que existen funciones v y v tal que aDu =y aDv =1 en el
dominio U.
Definamos N

Dr = e_“(t)vk(‘t)7 ke Z. (3.7)
Es fécil verificar que el operador «(t)D + [(t)I es el retrasador modificado en esta
realizacion concreta de F. En este caso e, = e™®~u®) y

m (¢
_ vm(‘ )e:cv(t)—u(t)’ zeC, m>0. (3.8)

z,m
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Esta construccion es bastante general y nos permite resolver un nimero grande de
ecuaciones diferenciales con coeficientes variables. Incluso cuando 5 = 0 los oper-
adores L = «(t) D, para una adecuada «(t), producen una gran familia de ecuaciones
w(L)f = g que son importantes en numerosas aplicaciones. Podemos resolver ecua-
ciones como las que siguen

v+ 2a+ B)y + at(at + B)y = 0,

ty" + (2 = 1)y +t3y =0,
t? —1
y// + - y/ + t2y — t2,
y" + (cost)y — (1/4)(sint)(sint + 2)y = 0,

n

Yy (Z) (ct)F D"y = 0.

k=0

3.3 Ecuaciones en diferencias

Consideremos ahora el caso discreto andlogo a la construcciéon presentada en
la seccién 3.1, donde el retrasador modificado era diferenciaciéon con respecto a la
variable compleja t. Sea A el operador de diferencia hacia adelante que actia en
funciones de valores complejos en la variable entera k y es definida como Af(k) =

f(k+1)— f(k), para k € Z.

Para n > 0 el coeficiente binomial (:) es un polinomio en k£ de grado n. La relacion
de recurrencia basica para los coeficientes binomiales nos da

A(S) _ (nfl) N>l (3.9)

Notemos que A(ﬁ) = 0. Definamos el coeficiente binomial para valores negativos de

n por
Y (=) (=n-1)
(”)_(k+1)(/€+2)--~(k_n)> n <0, keZ. (3.10)

Notemos que éste es el polinomio reciproco de un polinomio en k£ de grado —n, que
tiene sus raices en —1,—2,...,n. Usando la definicién (3.10) es facil verificar que
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(3.9) es valido también para n negativa. Entonces, si los generadores de F estén

definidos por
k
n

el operador diferencia A se convierte en el retrasador modificado L. El producto de

convolucion es ) " )
()*( ):( ), n,m € Z. (3.12)
n m n+m

Las series geométricas son las sucesiones

k
€r,0 = Zx” (n> = (14 z)k, xr€C, keZ, (3.13)

n>0

Dm k
€xm = —ﬁex,o = ( )(1 + x)k_m, reC, meN, keZ. (3.14)
m! m

Estas sucesiones generan al espacio vectorial & de sucesiones linealmente recurrentes.

3.4 Ecuaciones diferenciales fraccionarias

La ecuacién Dre™’™ = re’"t motiva la siguiente definicién de diferenciacién
fraccional. Sea o un nimero complejo distinto de cero y sea 5 = 1/a. Definimos el
operador Dy* de orden « con respecto a t por

D!+ — (1 4 g)el(+0)” (3.15)

donde (1 + x)? = €8196(42) "y Jog denota la rama principal de la funcién logaritmo.
Entonces tenemos

(Dy — 1)e!1+2)” = get+e)”, (3.16)
Ahora construiremos una realizacién concreta de F en la cual L = D —1I. La ecuacion

(3.16) puede ser interpretada como (L — z1)e, o = 0, si definimos

t(1+x)ﬁ _ Z tk<]_ + {E)kﬁ
k! '

€z =€
k>0

La expansién binomial en series de (1 4+ x)¥ y un cambio en el orden de las sumas

nos lleva a obtener KB\ th
t n
€x,0 = § : Z < n ) Ex . (317>

n>0 k>0
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Ya que e, = ano pnax”, debemos tener

k
Pn=) (kf)% n > 0. (3.18)

k>0

Es facil verificar que

e, n >0, (3.19)

donde u,(t) es un polinomio en ¢ de grado n, y entonces obtenemos

Up ()™
eao=¢" ) <n—'> (3.20)

n>0

Para n < 0 definimos

kBY _ (=)™ Y (=n—1)!
(n>_(k:5+1)(k;ﬁ+2)...(k5_n)- (3.21)

Usando ésta definicién en la ecuacién (3.18) se definen los p, para valores negativos
de n.
De (3.20) obtenemos

Cam = ml Z u” n _ m ! - m| Zuerk k" reC, meN. (3.22)

n>m k>0

Ya que L = Dy — I, si w es un polinomio de grado n 4 1 entonces podemos escribir

w(l) =) ex(D)", (3.23)

donde los ¢ son coeficientes complejos. Por lo tanto, en esta realizacion concreta del
campo F podemos resolver la ecuacién diferencial fraccionaria de la forma w(L)f = g
usando las funciones e, ,, definidas en (3.22).

3.5 Funciones racionales

La mds natural realizacién concreta de J se obtiene cuando definimos p, = 2*

para k € Z, donde z es una variable compleja. En este caso F es el campo de las
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series formales de Laurent sobre los ntimeros complejos. El retrasador modificado L
esta dado por LzF = 2! para k # 0, y Lz° = 0. Las series geométricas son

o = C, 3.94
€x.0 Zx =12y T € (3.24)
k>0
y
e :Z g xk_mzk:L reC, meN (3.25)
o o \'" (1 —az)mtt’ 7 ‘ '

Es facil ver que el conjunto {e,,, : © € C, m € N} es una base para el espacio Ry
de funciones racionales que estan bien definidas en z = 0. Los polinomios en z estan
incluidos en Ry, ya que son generados por los elementos e, = 2™, para m > 0.

El subespacio F_ es generado por {z¥ : k < 0}. Cada elemento de F_ puede ser
escrito en la forma p(z)/2™, donde m > 1y p(z) es un polinomio de grado menor o
igual que m. Entonces Q = F_ @ Ry es el espacio de todas las funciones racionales.
Es claro que Q es un subcampo de F. El operador L restringido a Ry puede ser con-
siderado como la multiplicaciéon por z=! seguido de reduccién médulo F_. Entonces
Ry es invariante bajo L. En el espacio F_ el operador L coincide con la multipli-
cacién por z~!. La ecuacién (2.18) se convierte en este caso en una férmula bésica
de descomposicion en fracciones parciales.

Ya que la multiplicacion natural de las funciones racionales coincide con la multi-
plicacién inducida en Q por la multiplicacién de JF, obtenemos inmediatamente el
siguiente resultado.

Teorema 3.1 En el campo abstracto F generado por los {p. : k € Z} el espacio
vectorial F = F_ @ (exm : (x,m) € C x N) es un subcampo de F, y éste es isomorfo
al campo Q de las funciones racionales sobre C.

Ahora presentaremos otra forma de obtener las funciones racionales en otra real-
izacién concreta de JF. Sea z una variable compleja y definamos p, = z~*~!, para

k € Z. En este caso la multiplicacién en la realizacion concreta de F estd dada por
2P % 2™ = SRmtl k.m € Z, (3.26)

la cual es diferente de la multiplicacién natural de las potencias de z, dada por
kM = Zk+m El elemento unidad para la multiplicacién * es 271

Las series geométricas son

1
€ro = Zxk k-l - = z € C, (3.27)

— X
k>0
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1
€xm = Z (k>xk—mz—k—1 - (— S C, m € N. (328)

m z — x)mtl’
k>0

El conjunto de funciones e, ,,, para (x,m) € C x N, es una base para el espacio R
de funciones racionales propias. Ver [19], donde varias propiedades de las funciones
racionales son estudiadas usando métodos algebraicos lineales.

En este caso el espacio F_ es el espacio de polinomios en z, que denotamos por P.
Por el algoritmo de la divisién para polinomios (con respecto a la multiplicacién
natural) es claro que Q = P @ R. El operador L restringido a R es la multiplicacién
natural por z seguida por reduccién moédulo los polinomios. En P el operador L es
exactamente la multiplicacién natural por z.

Tenemos dos diferentes multiplicaciones en el espacio vectorial Q, la multiplicacion
natural de funciones en la variable compleja z, y el producto de convolucién definido
en (3.26). Definamos el operador lineal R : Q — Q por Rf(z) = (1/2)f(1/z). Es fécil
observar que R es un isomorfismo de Q con la multiplicaciéon natural de funciones
racionales sobre Q equipado con la convolucién * definida por (3.26). El mapeo R es
usado frecuentemente en la teoria de funciones de una variable compleja. Note que
R?=1.

3.6 Resultados adicionales y comentarios finales

3.6.1 Funciones de una matriz

A continuacién presentamos un resultado simple en F que tiene aplicaciones en
el cémputo de funciones de una matriz .

Sea g = po+bip1 +bapa+ -+ -+ byi1pnt1 € F, donde los b; son nidmeros complejos
Y bny1 # 0. Sea x € C. Si escribimos

9 _ Z Wiy (T) P (3.29)

—x
DPo P1 >0

entonces, multiplicando ambos lados por py — xp; e igualando los coeficientes corre-
spondientes a p,,, obtenemos que wy(z) = 1,

Wn(7) = 201 (2) £ by O<m <1,

Wnt14§(2) = 2 w11 (2), 320
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Notemos que wy,,1(z) = 2" + bya™ + -+ + b1

Los polinomios w,, son los polinomios de Horner asociados con w, ;. Ellos forman
una base del espacio vectorial de polinomios.

De (3.29) obtenemos que

0= (po—ap1) ' = % Z Wi () Prmy x € C. (3.30)

m>0

Si a es una raiz del polinomio w,; entonces (3.30) produce

a0 = p—mwm(a). (3.31)
m=0 g
Recordemos que e, es una solucién de (L —al)f = 0.

Sea w = wy,+1. Entonces, usando los coeficientes h; definidos en (2.33) y la expresién
para d,, obtenida en (2.34), escribimos

Pm
- = Z hjperj = pmfnfldw-
g j=0
Entonces obtenemos .
€a0 = me_n_ldwwm(a). (3.32)

m=0
Un cémputo directo de (L — al)eq, con e, dado por (3.32), demuestra que las
propiedades de w,,(a) que producen (L —al)eqo = 0 son wy,41(a) — awy,(a) = by,
para 0 < m < n,y w,y1(a) = 0. Estas propiedades también son vélidas cuando a es
remplazado por una matriz cuadrada A tal que w,1(A) = 0. Por lo tanto

€40 = me—n—ldwwm(A)7 (333)

m=0

es solucién de (L — AI)f = 0.

Si L es diferenciacién con respecto a t y p; = t//j!, entonces e = e, ya que eag
evaluada en ¢t = 0 es la matriz identidad.

Si L es el operador diferencia Ay p; = (I;), entonces e4 0 = (I +A)* es la solucién de
(A—AI)f =0 que es igual a I cuando k = 0. Ver [18], donde éstas y otras funciones
de matrices cuadradas son estudiadas usando diferentes enfoques.
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3.6.2 Funciones de L

En la seccion 3.4 construimos una realizacion concreta de F en la cual el retrasador
modificado es D?. Esta fue hecha modificando la realizacién concreta asociada con
el operador D. Aqui presentaremos otro método para la construccién de una nueva
realizacién concreta asociada con un operador f(L), para funciones adecuadas f,
empezando de la realizacion concreta asociada con L.

La idea de la construccion es la que sigue. Ya que

Le, o = ze,y, x e C,
si fijamos una funcion f deberiamos tener que

f(L)ewo = f(x)exo, xeC,

y entonces
f(L)eg@yo = f(9(x))eg@ o 2 €C

Por lo que, si f(g(x)) = z, entonces debemos construir una realizacién concreta de
JF en la cual las series geométricas €, asociadas con z coincidan con las series ge-
ométricas ey(;) 0 en la realizacién concreta original (asociada con L). Una vez que
se tiene la nueva serie geométrica, obtenemos los nuevos generadores p,, = é(0,m),
para m > 0.

Para definir los generadores p,, para m negativa, elegimos una adecuada p_; y apli-
camos ésta al operador L = f (L) repetidamente.

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea r un niimero complejo distinto de cero f(D) =
e’? — I. Entonces f(x) = €™ — 1 y su inversa bajo la operacién composicién es
g(z) = r~'log(l + z). Ya que en la realizacién concreta asociada con D las se-
ries geométricas son e”’, en la nueva realizacién concreta las series geométricas son
€ro = " 'tlos(1+2) - Con un cémputo simple obtenemos p,, = (tr/nr), para m > 0.
Los generadores p,, para m negativa son definidos por una simple modificacion a
(3.10). Observamos que ésta realizacién concreta es una generalizacién de la con-
struccion en la seccién 3.3, donde el atrasador modificado es el operador diferencia
A. Es facil comprobar que e¢™” — I es el operador diferencia con avance r; esto es,

(€ — Du(t) = u(t +7) — u(t).
3.6.3 Espacios isomorfos

Del teorema 3.1 podemos observar que cada realizacion concreta de F produce un
campo que corresponde al subcampo F de F y es isomorfo al campo Q de funciones
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racionales sobre los numeros complejos, con su multiplicacion natural.

Sea € una realizacion concreta de F de la seccion 3.1. El producto de convolucién en
€ estd dado por (2.38). Note que & contiene el espacio € de los casi-polinomios.

Sea 8 la realizacion concreta de F de la seccién 3.3. El producto de convolucion en
8 est4 dado por (3.12). Note que $ contiene el espacio & de sucesiones linealmente
recurrentes. Por lo tanto & y § son isomorfos a Q.

El isomorfismo de una realizacién concreta de ¥ a Q es una versién algebraica de
una transformada “integral”. Por ejemplo, el isomorfismo de € a Q corresponde a la
transformada de Laplace, y el isomorfismo de 8 a Q corresponde a la Z-transformada.
Observemos que cada versién concreta de F esta contenida en un campo isomorfo
a F y también al campo de series formales de Laurent sobre C, el cual contiene
a Q. Note que, en general, las versiones concretas de F tienen otra multiplicacion,
ésta es la recibida de F. Por ejemplo, las sucesiones linealmente recurrentes tienen
la multiplicacién término a término, también llamada multiplicaciéon de Hadamard.
Es claro que podemos transferir cualquier multiplicaciéon a cualquier otro espacio
vectorial isomorfo.

3.6.4 Comentarios finales

De la ecuacién (2.18) se observa que pie;me,n €s la diferencia dividida de e,
considerada como funcién de z, con respecto a las raices del polinomio (z —z)™ (2 —
y)n—&—l‘

La solucién fundamental d,, asociada con w(L) es la diferencia dividida de e, ,
considerada como una funcién de z, con respecto a las raices de w. Esto es cierto en
F y en cualquier realizacion concreta, atin a pesar de la naturaleza de los elementos
€.,0, los cuales también son funciones de alguna otra variable.

Es facil verificar que el producto de convolucién definido por la ecuacién (2.38) tiene
una representacion integral

£(t) # g(t) = D, / f()g(t—2)dz,  f.g e o

Esta es llamada la convolucién integral de Duhamel. La convoluciéon de potencias
negativas de t tiene una representacion integral diferente.

El subespacio (e, : (z,k) € C x N) de F tiene estructura de dlgebra de Hopf la
cual es la dual de la estructura usual de algebra de Hopf de los polinomios en una
variable compleja. Ver [17].

Hay varias formas de extender este trabajo. Por ejemplo,

» Considerando series formales de Laurent en varias indeterminadas.
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» Estudiando operadores mas generales, por ejemplo, polinomios en L con coefi-
cientes en F, o series formales en L.

= Considerando generadores matriciales py.
» Dando al espacio & estructura de espacio de Hilbert o de Banach.

= Desarrollando extensiones motivadas por aplicaciones de realizaciones concre-
tas, por ejemplo, el caso de derivadas fraccionarias.

= Usando la teoria presentada en este trabajo para explicar y justificar los méto-
dos de Heaviside y para encontrar una presentacion de la teoria de Mikusinski
que sea méas accesible para los estudiantes de ingenieria.

= Desarrollando algoritmos de calculo simbdlico para resolver ecuaciones fun-
cionales lineales de varios tipos.
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