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Introduccion

La presente tesis estd relacionada con la teorfa de Procesos de Control
de Markov (PCMs). En ella se trataran problemas a tiempo discreto, con
horizonte infinito ([9], [25], [31] y [33]).

De manera general, un Proceso de Control de Markov (PCM) se encarga
de modelar un sistema dindmico cuyos estados son observados de manera
periédica por un controlador. El desarrollo de un PCM, a través del tiempo,
estd dado de acuerdo al siguiente procedimiento. En cada tiempo t, t =
0,1,..., el controlador decide el control que aplicard dependiendo del estado
del sistema. Entonces, como consecuencia del estado y de haber aplicado
el control, se paga un costo, y el sistema, mediante la ley de transicién, se
traslada a un nuevo estado en el instante de tiempo t+ 1. Al ocurrir un estado
en t + 1, se repite el procedimiento anteriormente descrito.

A la sucesién de controles aplicados en cada tiempo se le llama politi-
ca. Para evaluar la calidad de cada politica se cuenta con un criterio de
rendimiento o funcién objetivo.

En el trabajo consideraremos la funcién objetivo conocida como costo
total descontado. A un PCM equipado con esta funcién objetivo le lla-
maremos un PCM descontado.

El problema de control éptimo consiste en encontrar una politica que
optimice el criterio de rendimiento. La politica que optimiza el criterio de
rendimiento se le llama politica 6ptima. También, al criterio de rendimiento
evaluado en la politica éptima se le conoce como la funcién de valores
6ptimos.

En el desarrollo de la tesis se supondra que se tienen condiciones para la
existencia de una politica 6ptima, lo cual es posible garantizar bajo condi-
ciones bastantes generales ([33]). Ademds se supone que los espacios de es-
tados y de controles son subconjuntos de espacios euclidianos (no necesaria-
mente compactos).
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Un procedimiento de solucién para PCMs estd basado en el principio de
Bellman conocido como Programacién Dindmica ([8]). La idea de este
procedimiento es llevar el problema de control éptimo a un problema equiva-
lente. Dicho problema equivalente consiste en resolver una ecuacién funcional
para la funcién de valores éptimos, conocida como Ecuacién de Progra-
macién Dindmica (EPD) ([33]). En general, dicha ecuacién, no es posible
resolverla de forma directa, salvo en casos especiales. No obstante se en-
cuentra establecido en la literatura de PCMs descontados, bajo condiciones
bastantes generales, el Algoritmo de Iteracién de Valores (6 método
de Aproximaciones sucesivas) ([33]). Este Algoritmo permite construir una
sucesion de funciones, conocidas como Funciones de Iteraciéon de Valores
que aproximan a la funcién de valores éptimos. Después, si con dicho algorit-
mo es posible determinar a la funcién de valores 6ptimos, entonces podemos
encontrar la politica 6ptima a partir de la EPD.

En esta tesis se analizardn cierta clase de problemas referentes a la teorfa
de PCMs descontados, a saber:

1. la diferenciabilidad para sistemas deterministas controlados. Esta es
establecida y usada para deducir una ecuacién funcional, conocida como
Ecuacién de Euler que caracteriza (en particular) a las funciones de
iteracién de valores;

2. el andlisis de problemas de control estocdstico via problemas determi-
nistas controlados;

3. condiciones para determinar la diferenciabilidad de la politica 6ptima
y de la funcién de valores 6ptimos en problemas de horizonte infinito.

La Ecuacién de Euler (EE) ha sido usada especialmente para aplicaciones
en Economia (véase [2], [12], [22], [23], [36], [37], [45], [46] y [49]). La finalidad
de dar una versién de la EE para PCMs descontados (deterministas), es
proveer un procedimiento complementario que facilite la solucién de la EPD.
La EE es una ecuaciéon funcional la cual se puede expresar en términos de la
funcién de valores 6ptimos o de la politica éptima. En general, no existe un
procedimiento para resolver la EE de forma directa. En la literatura se pueden
encontrar procedimientos intuitivos para resolverla ([2], [23], [36] y [37]), cuya
idea bésica consiste en proponer la solucién de la EE dentro de una familia de
funciones, y a partir de la EE determinar una funcién en particular, la cual
es la solucién de ésta. En otros casos se han propuesto procedimientos para
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aproximar la solucién de la EE ([45]). En resumen, no existe un procedimiento
general y/o fundamentado tedricamente (hasta donde el autor conoce) para
encontrar una solucién de la EE. Ademads, se tienen referencias donde la EE
no sélo se ha utilizado para dar solucién al problema de control éptimo, sino
también para hacer un andlisis cualitativo de la solucién 6ptima, como por
ejemplo, para analizar la estabilidad de dicha solucién ([3] y [12]).

La contribucién de la presente tesis al tema de la EE estd basada en los
siguientes trabajos: [17], [18], [19] y [20]. En la tesis, primeramente se pre-
sentan condiciones, para modelos deterministas, que permiten garantizar la
diferenciabilidad de la funcién de valores 6ptimos y de la politica éptima. En
modelos deterministas, el problema de la diferenciabilidad ha sido analizado
principalmente por Santos en [43], [44] y [45]. La clase de modelos con los que
Santos trabaja son problemas de crecimiento econémico. El desarrollo de su
teorfa lo hace bajo suposiciones de concavidad, compacidad y acotabilidad
en ciertas componentes del modelo de control. En contraste, las condiciones
que presentamos en este trabajo no imponen restricciones de acotabilidad,
ni compacidad en las componentes del modelo de control. Una vez estable-
cida la propiedad de diferenciabilidad se procede a dar una versién de la EE
para PCMs deterministas, en términos de las derivadas de las funciones de
iteracion de valores. Para resolver la EE se utiliza un procedimiento iterativo.
Este procedimiento es usado para resolver algunos ejemplos de la teoria de
control.

El segundo punto que se aborda en la tesis, consiste en analizar proble-
mas de control estocdstico que provienen de problemas deterministas. La idea
consiste en considerar un problema de control determinista fijo, y a partir
de éste, construir un modelo estocdstico modificando la dindmica del sistema
determinista mediante un ruido aleatorio, dejando fijas las otras componentes
del modelo de control. Una pregunta natural al considerar el problema es-
tocdstico inducido es, ;qué propiedades de su solucién 6ptima son heredadas
del problema original determinista?. La respuesta a esta cuestion se da en un
teorema donde se afirma que, bajo ciertas condiciones, la funcién de valores
6ptimos del problema inducido es la suma de la funcién de valores 6ptimos del
problema original, mds una constante real adecuada, y las politicas de ambos
problemas coinciden. También, en esta parte se presentan varios ejemplos. En
especial se muestra un ejemplo cldsico de Economia referente a problemas de
crecimiento econémico, con funcién de utilidad logaritmica ([36], [37] y [49]).
Este ejemplo no ha sido analizado utilizando las técnicas desarrolladas en
este trabajo.
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Finalmente, el tercer problema que se analiza es referente a la diferencia-
bilidad de la funcién de valores 6ptimos y de la politica 6ptima en problemas
estocdsticos, de horizonte infinito. La diferenciabilidad de la funcién de va-
lores 6ptimos y de la politica 6ptima son problemas que han sido trabajados
para PCMs aplicados a modelos econémicos por Araujo & Scheinkman ([4]),
Benveniste & Scheinkman ([7]), Blume et al. ([11]), De la Fuente ([22]), San-
tos ([43], [44] y [45]), entre otros (véase también [12] y [49]). El estudio de
la diferenciabilidad para PCMs no sélo es importante como una propiedad
cualitativa, sino también hace posible el estudio: de la estabilidad de un PCM
([3] ¥ [12]), del principio del méximo (o minimo) ([5], [6], [26], [27], [29], [39] ¥
[40]), de anélisis comparativo ([45]), de métodos numéricos aplicados a PCMs
([34], [45], [46] y [47]), y de procedimientos de linealizacién ([48]).

La principal aportacién de este trabajo referente a la diferenciabilidad,
consiste en la presentacién de condiciones que extienden los trabajos men-
cionados en el parrafo anterior ([18] y [21]). En especial, se extiende el trabajo
de Blume et.al. ([11]), el cual es el antecedente més general acerca de la di-
ferenciabilidad. En él, se trabajan modelos de control a tiempo discreto, en
espacios euclidianos, con espacio de controles compactos, bajo condiciones
de concavidad en el modelo y condiciones de acotabilidad en la funcién de
recompensa. Primeramente la extensiéon que se hace, es con respecto a la
compacidad del espacio de controles y a la acotabilidad de la funcién de cos-
to. Es decir, con las condiciones dadas en este trabajo permitimos considerar
PCMs con espacio de controles no compactos y funcién de costo posiblemente
no acotada. En segundo lugar, se presenta una extension para modelos no
CONVexos.

Este trabajo esta estructurado en cinco capitulos. El segundo, es un capi-
tulo preliminar en el que se formula la teorfa bésica que se trabajard a lo
largo de la tesis. Se definirdn la clase de modelos con los que se trabajarédn,
dando una manera de interpretarlos. Se plantean las hipétesis especificas para
nuestros modelos, el problema de control éptimo que nos interesa resolver y
presentamos algunas técnicas conocidas en la teorfa general de PCMs que se
usan para resolverlo. También se incluye una seccién referente a la clase de
problemas controlados deterministas. En este caso, se presenta el problema de
control 6ptimo correspondiente, y se proporcionan algunas referencias donde
se ha trabajado la existencia de politicas éptimas, y también se proporciona
una versién de la ecuaciéon de programacién dindmica.

Antes de iniciar la teoria desarrollada en la tesis, se presenta un capi-
tulo (Capitulo 3) sobre los problemas propuestos. En este capitulo se dan
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los antecedentes que motivaron el estudio de la clase de problemas que se
consideran en la tesis, y se establecen éstos.

En el Capitulo 4 se muestra la diferenciabilidad para PCMs deterministas
y se da una versiéon de la EE, para dichos modelos. También se presentan
ejemplos que muestran la efectividad del uso de la EE cuando se tienen
condiciones de diferenciabilidad en el modelo de control. Después, en este
mismo capitulo, se proporciona una forma de abordar problemas de control
estocéastico inducidos por problemas controlados deterministas. En este caso
se dan las condiciones para considerar ambos problemas, y se proporcionan
los resultados que sustentan la teorfa desarrollada. También se presentan las
versiones estocdsticas de los problemas deterministas trabajados en un inicio,
se verifican nuestras hipétesis y se da la solucién correspondiente.

En el Capitulo 5 se provee la teorfa referente a la diferenciabilidad de
la funcién de valores 6ptimos y de la politica éptima, para problemas de
horizonte infinito. Primeramente se presenta un problema de optimizacién
general, para el cual se establecen condiciones que determinan la propiedad
de diferenciabilidad en el modelo y también se da una férmula para calcular
la derivada de la funcién de valores éptimos, conocida como férmula de la
envolvente (en inglés: envelope formula). Para este caso se presentan algunos
ejemplos de la teoria de PCMs, donde se aplica directamente al algoritmo
de iteracién de valores la férmula de la envolvente. Después, se presenta
una seccién donde se abordan condiciones referentes a la diferenciabilidad de
PCMs descontados, tanto para modelos convexos, como no convexos. Toda
esta teorfa desarrollada se ejemplifica con algunos problemas de control.

En un ltimo capitulo se dan las conclusiones del trabajo, y se presentan
algunos problemas abiertos relacionados con los temas de la tesis.

Finalmente, presentamos un Apéndice A donde se da la notacién utilizado
en la tesis, y un Apéndice B en el cual se proporcionan algunos teoremas
auxiliares usados en la misma.



Preliminares

0.1. Procesos de Control de Markov Descon-
tados

En esta seccién se daré la teoria, en forma sintetizada, de procesos de con-
trol de Markov. Para un desarrollo detallado de esta teorfa y la demostracion
de los resultados se pueden consultar las referencias: [9], [25], [33], entre otras.

Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario, a tiempo discreto,
consiste de una quintupla:

M= (X, A{A(x) |z € X},Q,0),

donde,

a. X es un espacio de Borel no vacio, llamado el espacio de estados;

b. A es un espacio de Borel no vacio, llamado el conjunto de acciones o
controles;

c. {A(x) | © € X} es una familia de subconjuntos medibles, no vacios
A(x) de A, donde A(z) denota el conjunto de controles admisibles cuando el
sistema se encuentra en el estado x € X. El conjunto K de parejas de estados
acciones admisibles, estd definido por

K= {(z,a) |z € X,a € A(z)},

y se supone que es un conjunto medible del espacio producto X x A;

d. @ es un kérnel estocdstico definido en X dado K, llamado la ley de
transicion, i.e. para cada (x,a) € K, Q(- |z, a) es una medida de probabilidad
en X,y para cada B C X, medible, Q(B |-) es una funcién medible;

e. ¢ : K — R es una funcién medible y se llama la funcién de costo de un
paso.

VI
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Podemos pensar un MCM estacionario a tiempo discreto como un sistema
estocastico controlado que se observa de manera periddica en los tiempos
t =0,1,2.... Sean x; y a; el estado del sistema y el control en el tiempo
t. La dindmica que describe a este sistema estocdstico funciona de la forma
siguiente: si el sistema se encuentra en el estado x; = x € X, en el tiempo ¢
y la accién a; = a € A(x) es aplicada; entonces ocurren dos cosas:

1. se paga un costo ¢(z,a); y

2. el sistema se traslada a un nuevo estado x;,1, mediante la distribucion
de probabilidad Q(- |z, a) sobre X, es decir,

Q(B|z,a) = Pr(xyyq € Blzy, = x,a, = a),
B € B(X), donde B(X) denota la o-algebra de Borel de X.

Una vez hecha esta transiciéon a un nuevo estado, se elige una nueva accién
y la dindmica anteriormente descrita se repite.

En algunos casos la ley de transicién @) estd inducida por una ecuacién
en diferencias de la forma siguiente

Ti41 = L(mt, anft)a (1)

t =0,1,..., con el estado inicial xy conocido. Aqui {¢,} es una sucesién de
variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), con
valores en algin espacio de Borel S, con densidad comtin A, e independientes
del estado inicial zy. Se tiene entonces que

QB [r.0) = [ In(Lw.a,5)A(s)ds. @
donde B € B(X), (z,a) € Ky Ig es la funcién indicadora del conjunto B.

Politicas de control. Para introducir el concepto de estrategia o politi-
ca, considérese un MCM M y defina Hy, el espacio de las historias observadas
del proceso de control hasta el tiempo t, como

Ho = X, y H; = K x H; 4,
parat=1,2,.... Un elemento h; de H; es un vector de la forma

<$07@07$1>a17 ---vxtflaatflaxt%



PRELIMINARES VIII

donde (x;,a;) € Kparai=0,...t — 1y x € X.
Sea I el conjunto de todas las funciones medibles f : X — A tal que
f(z) € A(z) para todo x € X.

Definition 1 Una politica de control es una sucesion m = {m;} de kérneles
estocdsticos definidos en A dado H;, satisfaciendo la condicion

7Tt(A<CUt) |ht) = ]_,
para todo hy € H, yt=0,1,....

El conjunto de todas las politicas serd denotado por II. Una clase parti-
cular de politicas son las siguientes.
Una politica de control 7 = {m;} se dice que es:

1. politica determinista si existe una sucesioén {g;} de funciones medi-
bles g; : H; — A tal que, paratoda hy € Hy yt = 0,1, ..., g:(hy) € A(zy)
y (- |h) estd concentrado en g;(hy);

2. politica Markoviana determinista si existe una sucesién {f;} de
funciones f; € F tal que (- |h) estd concentrado en fi(x;) € A(xy)
para toda h; € H; y t = 0,1, .... El conjunto de politicas Markovianas
serd denotado por M

3. politica estacionaria si existe una funcién f € F tal que (- |h;)
estd concentrado en f(z;) € A(z;) para toda hy € H; y t = 0,1, .... El
conjunto de politicas estacionarias serd denotado por F.

Nétese que F C M C II.
Para cada politica 7 y estado inicial zop = x € X, una medida de probabi-
lidad P7 es definida sobre el espacio Q = (X x A)™ en forma canénica ([33]).

E7 denotard el correspondiente operador esperanza. El proceso estocdstico
obtenido sera llamado Proceso de Control de Markov (PCM).

Criterio de Rendimiento. Después de definir un MCM y de presentar
la definicién de politica, es necesario definir un indicador que mida las con-
secuencias de utilizar una politica determinada. Para ello es necesario definir
un criterio de rendimiento o fndice de funcionamiento que mida el rendimien-
to del sistema cuando una politica dada © € II se usa y el estado inicial es
reX.
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Definition 2 FEl costo descontado total esperado se define como

Z a‘e(y, at)] , (3)

t=0

v(m,z) = EI

cuando la politica m € Il es usada, y x € X es el estado inicial. Aqui,
a € (0,1) es un factor de descuento dado.

Definition 3 Una politica m* se dice que es optima si
v(r* x) = V(x), (4)
x € X, donde
V(z) := info(m,x). (5)

mell

x € X. La funcion V definida en (5) es llamada funcion de valores opti-
mos.

Problema de control 6ptimo. El problema de control 6ptimo consiste
en determinar una politica 7* que satisfaga (4).

Ahora se enunciardn algunas suposiciones y resultados que se usardn en
los siguientes capitulos.

Hipétesis 1

1. El costo de una etapa ¢ es no negativo, semicontinuo por abajo (s.c.a.)
e inf-compacto en K. (¢ es inf-compacto en K si el conjunto

{ae Az) | c(x,a) <5}
es compacto para cualquier z € X y 5 € R).

2. La ley de transicién () es fuertemente continua, i.e.

M@ﬂ%z/ﬂ@ﬂﬂ@\%@

es continua y acotada en K, para cualquier funcién medible y acotada
p: X — R

3. Existe una politica 7 tal que v(m,x) < oo, para cada = € X.
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Definition 4 Las funciones de iteracion de valores se definen como

Vo (z) = min) {c (xz,a) + oz/an (y)Q (dy | z,a)|, (6)

a€A(x
para todox € X yn=1,2 ..., con V5 (-) = 0.

Remark 1 Usando la Hipdtesis 1, es posible demostrar ([33]) que, para cada
n=12---, existe una politica estacionaria f, € F tal que el minimo en
(6) se alcanza, i.e.

V@) =l fu@) b [V @QUy o fule)). ()
r e X.
Lemma 1 Supongamos que la Hipdtesis 1 se cumple. Entonces:

1. La funcién de valores dptimos V' definida en (5) satisface la Ecuacion
de Optimalidad, i.e., para todo x € X :

V(z) = min) {c(:c,a)—i—a/V(y)Q(dy | z,a)| . (8)

a€A(z

2. Existe f € F tal que

Vi =cwf@)+a [VQUy nf@), O
r € X,y [ es dptima.

3. Para cualquierx € X, V,, () TV (z) cuandon — +oo , con 'V, definida

en (6).

0.2. Sistemas Controlados Deterministas

Consideremos un MCM M fijo.
Para sistemas de control determinista se supondra que la ley de transicién
() estd dada por una ecuacién del tipo

Ti41 = F(xt, at)a (10)
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t=20,1,..., donde F' : K — X es una funcién medible conocida. Obsérvese
que en este caso () estd dada por
Q(B |x,a) = ]B<F(ZE,G)), (11)

para todo B € B(X) y (z,a) € K, donde I5(-) denota la funcién indicadora
de B. Se denotard a () por (Qr para enfatizar que () estd inducida por F.

El conjunto de politicas admisibles para sistemas deterministas que se
considerardn, serdan las politicas Markovianas M, aunque en general es posible
tomar otra clase de politicas (ver [30] p. 9).

A continuacién se presenta nuevamente los conceptos trabajados en la
secci6n anterior (criterio de rendimiento, politicas, problema de control ép-
timo, etc.) para el caso determinista. La razén de esto, es debido a que en
las secciones siguientes se trabajardn tanto problemas deterministas como
estocasticos, por lo tanto consideramos importante dar la notacién corre-
spondiente para ambos problemas.

Para cada politica m € M y estado inicial x € X, se define

[e.e]
= Z a’e(xy, az).
=0

w(m, x) es llamado el costo total descontado, donde « € (0,1) es el factor
de descuento.
El problema de control éptimo determinista consiste en obtener una
politica 7* € M, tal que
* x) = inf
w(r*, x) = ;ng(ﬂ' x),
x € X,y m* serd llamada una politica 6ptima (determinista). La funcién

W definida por
W (z) := inf w(m,x),

meM

x € X, serd llamada la funcién de valores 6ptimos (determinista).

Remark 2 En aplicaciones de PCMs a Economia, es comin presentar el

siguiente problema de optimizacion ([12], [22], [24], [35], [41], [45], [45] y
[49]). Sea X C RP. Considérese una multzfuncwn de X a X i.e., para cada

x € X, existe un conjunto no vacio X, denotado por ['(x) (T es conocido
como el conjunto de tecnologtas). U : Graph(F) — R es la funcion de utilidad
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(se supone que U < 0 o U < 7, donde T es un nimero real fijo, y Graph(') :=

{(z,y) e XxX:zeX,yel(x)}), yac(0,1) es el factor de descuento.
Entonces el problema de maximizacion se presenta de la forma siguiente:

[e.o]

max E U (2, T441)
{zt41} =0

sujeto a x4 € I'(x4), t =0,1, ..., con xy € X fijo.

De hecho, es posible establecer este problema de mazimizacion en términos
de un PCM descontado, tomando X = A = X, A(x) = I'(x), = € X,
i1 = F(r,a0) = ap y (g, a4) = =U(x4,011), t =0,1, ...

Definition 5 Las funciones de iteracién de valores son definidas como

W (2) = min [o(@,a) + oW, 1 (F(z,0))]. (12)

para todo x € X yn=1,2,..., con Wy () =0.

Remark 3 Bajo ciertas condiciones (véase Observacion 2.2.6 b)), es posible

demostrar que para cada n = 1,2, ..., existe una politica estacionaria g, € F
tal que el minimo en (12) se alcanza, i.e.

Wi (z) = ¢ (2, gu(x)) + Wiy (F(2, gu(2))) (13)
rze X.

Lemma 2 Bajo ciertas condiciones (véase Observacion 2.2.6 a) para a) y
c) de este Lema, y Observacion 2.2.6 b) para b) de este Lema), resulta que:

a) La funcion de valores éptimos W' es una solucion de la siguiente ecuacion
(conocida como la Ecuacion de Programacion Dindmica):

W(z) = min) {c(z,a) + aW(F(z,a))}, (14)

a€A(z

zeX.

b) Existe g € F tal que g(x) € A(x) alcanza el minimo en el lado derecho
de (14), i.e.,

W(z) = c(x, g(x)) + aW (F(z, g(x))), (15)

xr € X yg es dptima.
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¢) Para cada x € X, W, (x) - W (z) cuando n — +o0.

Remark 4 Para sistemas controlados deterministas, donde la ley de transi-
cion es inducida por una funcion continua F', se tiene que Qr es débilmente
continua, i.€.

/ v(y)Qr(dy |z, 0) = v(F(z,a))

es una funcion continua en (z,a) € K para cadav € {( : X — R : ( es
una funcion continua y acotada}. La propiedad de la continuidad débil en la
ley de transicion Qr ha sido usada como una suposicion en algunos de las
condiciones dadas en a), y b) de la Observacion 2.2.6.

Remark 5 a) Para costos acotados, véase condiciones (a), (b) y (c) en
Teorema 2.8 en [31] p. 23; para costos no acotados, véase las condi-
ciones de los Teoremas 3, 4, 5, y 6 en [/1].

b) Véase Condiciones 3.3.3 (a), 3.3.3 (b), y 3.3.3 (c1) ¢ Condiciones 3.5.4
(a) y 8.3.4 (b1), y Teorema 3.3.5 en [33] pp. 27-30.
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En este capitulo se presentan los problemas que serdan abordados y resuel-
tos en los capitulos siguientes. Se supone que contamos con PCMs descon-
tados a tiempo discreto, con horizonte infinito, para los cuales se garantiza
la existencia de politicas 6ptimas estacionarias. A continuacién se recuerda
la notacién presentada en el capitulo anterior. La funcién de valores éptimos
para el caso estocdstico es denotada por V' (y para el caso determinista se
denota por W) y la politica 6ptima por f (en el caso determinista se denota
por g).

Los problemas que se trabajan en la tesis estdn motivados en la bisqueda
de procedimientos complementarios que faciliten la solucién de la EPD, pen-
sando en PCMs con espacios de estados y de acciones, ambos subconjuntos
de espacios euclidianos. Principalmente se consideran problemas donde las
componentes del MCM presentan condiciones de diferenciabilidad. Bajo esas
consideraciones, los temas que se tratan son los siguientes:

(a) La diferenciabilidad de la funcién de valores 6ptimos y de la politica
o6ptima en problemas controlados, para los casos determinista y estocds-
tico.

(b) Métodos de solucién para el problema de control éptimo como son: la
Ecuacion de Euler y la Férmula de la Envolvente.

(c) El tipo de relaciones existentes entre problemas controlados determi-
nistas y estocasticos.

A continuacién se presentan los problemas que se analizardn en la tesis,
después de ello se dan los antecedentes a éstos.

XIV
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0.3. Problemas

I. Establecer condiciones que garanticen la diferenciabilidad de la funcién
de valores 6ptimos W y de la politica 6ptima g.

IT. Validar la EE y determinar métodos para su solucién.

III. Inducir problemas estocasticos a partir de problemas controlados de-
terministas y analizar las relaciones que guardan las soluciones (i.e., las
funciones de valores 6ptimos y las politicas 6ptimas) de ambos proble-
mas.

IV. Establecer condiciones que garanticen la diferenciabilidad de la funcién
de valores 6ptimos V' y de la politica éptima f.

V. Determinar condiciones que garanticen que la Féormula de la Envolvente
sea valida en problemas estocdsticos.

Para estos problemas se daran condiciones generales en las componentes
del modelo de control que garanticen su solucién, y ademds se presentardn
ejemplos en donde es posible verificar dichas condiciones.

0.4. Antecedentes

En esta seccién se da un resumen de los antecedentes sobre las propiedades
de diferenciabilidad de la funcién de valores 6ptimos y de la politica para
PCMs descontados. La diferenciabilidad de la funcién de valores éptimos y
de la politica 6ptima es necesaria para extender la metodologia del cédlculo
diferencial en el contexto de Programacién Dindmica. Las propiedades de di-
ferenciabilidad son usadas, por ejemplo: para la caracterizacién de soluciones
o6ptimas, el andlisis comparativo, en el desarrollo de métodos numéricos apli-
cadas a PCMs, y procedimientos de linealizacién ([34] y [45]). También, en
esta seccién, se presentan los antecedentes referentes a la Ecuacion de Euler,
la cual ha sido trabajada principalmente en problemas de control aplicados
a FEconomia (véase [22], [23], [30], [34], [36], [37], [45] v [49]).

La diferenciabilidad de clase C! de la funcién de valores 6ptimos para el
caso determinista fue probada en 1979 por Benveniste & Scheinkman ([7]).
A continuacién se dan las condiciones que se presentan en su trabajo, para
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ello considérese un MCM M = (X, A, {A(z) : x € X}, Q, ¢) fijo donde la ley
de transicién () estd inducida por una ecuacién en diferencias de la forma

Tir1 = F(.Tt, at), (31)

t =0,1,..., donde F : K — X es una funcién medible conocida y K =
{(z,a) :z € X,a € A(z)}.

Hipétesis (BS)
1. X,ACR" n > 1 conjuntos convexos;
2. A= A(x),z € X;
3. c € C*(int(K),R), F € C?*(int(K), X );
4. ¢y F son funciones convexas en K.
5. g(z) € int(X),z € X.

Teorema (BS): Bajo las Hipdtesis (BS) se garantiza que W es de clase
CY{X,R).

La prueba dada por Benveniste & Scheinkman ([7]) estd basada en ciertas
propiedades de funciones convexas.

Para las préximas dos hipétesis (Hip6tesis (S) y (B)) considérese un MCM
fijo de la forma M = (X, A, {A(z) | x € X},Q,c¢), donde @ estd inducida

por una ecuacién en diferencias de la siguiente forma:

Tir1 = L<F(xt7 at)vft)a

t=0,1,..., donde {,} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. tomando
valores en un espacio de Borel S C R* (k > 1 es un entero) con funcién de
densidad A. L : X xS — X se supone que es una funcién medible conocida.
En lo referente a la diferenciabilidad de la politica 6ptima, se encuentran
los trabajos de Santos ([43] y [44]). Estos trabajos se encargan de modelos de
crecimiento econémico en sistemas deterministas ([43]) y estocdsticos ([44]).
(Con respecto a problemas de control aplicados a Economia véase la Obser-
vacion 2.2.1). Las principales hip6tesis en sus modelos son las siguientes:
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Hipétesis (S)
1. K C R' x R™ es convexo y abierto (I y m son enteros positivos);
2. X =A=A(x),z € X;

3. ces acotada y diferenciable, de clase C? con primera y segunda derivadas
acotadas. Ademas, existe > 0 tal que

Z(x,a) := cz,a) +n/2|all”,
(x,a) € K, es convexa.
4. f(x) €int(X),x € X;
5. L(-,-,s) € C*(K), para cada s € S, con derivadas acotadas.

Teorema (S): Bajo las Hipdtesis (S), se tiene que V € C*(int(X); R) y
f € Clint(X), A).

La idea de la prueba de la diferenciabilidad de la politica es la siguiente.
Primero, Santos observa que la diferenciabilidad de primer orden de la politi-
ca Optima, es equivalente, con sus hipétesis, a probar la diferenciabilidad de
segundo orden de la funcién de valores éptimos. Entonces el método de prue-
ba consiste en mostrar que la derivada de la politica 6ptima esté definida por
la politica 6ptima de un problema de control auxiliar, el cual se obtiene co-
mo una expansion cuadratica del problema original a través de la trayectoria
optima.

La diferenciabilidad de orden superior de la funcién de valores éptimos,
V', fue analizada por Blume et.al ([11]). En este articulo se analizan modelos
de control con las condiciones siguientes.

Hipétesis (B)
1. X CR", A C R™ convexos (n y m son enteros positivos);
2. A= A(x), x € X compacto;
3. ¢ € C?(int(K),R), y c es acotado y convexo en K;

4. ¢(x,-) estrictamente convexo para cada x € X;
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5. L(-,-,s) € C*(int(K), X), para cada s € S. Ademds, L(z,a,s) =
G(F(z,a),s), donde G : X x S — X y FF: K — X son funciones
dadas, diferenciables de orden dos en sus respectivos dominios.

6. S = S5; xSy (ST y 5% son espacios euclidianos tal que la suma de
sus dimensiones es igual a k) y existe L : K x S* — X tal que
L(z,a,(51,52)) = L(x,a,51), (z,a) € Ky (51,5) € S.

Teorema (B): Bajo las Hipdtesis (B) se garantiza que V € C*(int(X); R)
y feCt(int(X),A).

En resumen, las condiciones existentes en la literatura para probar la dife-
renciabilidad en PCMs estdn basadas, en general, en hipétesis de convexidad
y acotabilidad en las componentes del modelo de control. Ademés, en los tra-
bajos mencionados no se muestra la aplicabilidad de la diferenciabilidad, por
ejemplo, en la solucién de problemas de control. En este trabajo se presenta
como consecuencia de la diferenciabilidad una férmula para determinar la
solucién 6ptima del problema de control.

Los resultados en la literatura referentes a la Ecuacién de Euler, general-
mente, son tratados para modelos econémicos (véase [12], [22], [30], [34], [36],
[37], [46] v [49]). A continuacién se presentan las condiciones y el teorema
que garantiza la validez de la Ecuacién de Euler.

Hipétesis (EE)
1. X =A=A(x) CR, z € X, convexos.
2. A(x) es un subconjunto abierto de A para cada = € X

3. La dindmica del sistema estd dada por (3.1), se supone que F €
C?(int(K), X) y que F,(z,a) #0,(z,a) € K.

4. c € C* (int(K),R) .
5. W e C?*(int(X), A), g € CH(int(X), A).

Teorema (EE): Bajo las Hipdtesis (EE) se garantiza que la Ecuacion
de Fuler es valida, i.e.

Ca(,9(1)) + M (F(x, g(x)), g(F(x, 9(x))) Fa(z, g(x)) = 0,
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r € X, donde M(x,a) = (¢, — coFoF; ) (x,a),(x,a) € K y g es la politica
optima.

En algunos casos la EE es resuelta proponiendo la forma funcional de la
politica 6ptima ([23], [36] y [37]).

Finalmente, con respecto al andlisis de problemas de control estocésticos
via problemas de control determinista, en el aspecto analizado en la tesis, no
se encontraron antecedentes referentes a ello.



Problemas Deterministas
Perturbados

0.5. Ecuacion de Euler

Este capitulo estd basado en el articulo [20]. En el desarrollo de este
capitulo se utiliza la notacién dada en el Capitulo 2. Por ejemplo, recuérdese
que W y ¢ denota la funcién de valores 6ptimos y la politica 6ptima. También
W, denotan las funciones de iteracién de valores y g, son los minimizadores
(véase (2.12) y 13).

En esta seccién, una ecuacién funcional, conocida en la literatura de
Economia como Ecuacién de Euler (EE) ([2], [22], [23], [34], [36], [37], [45],
[46], [47], [48], [49]) serd deducida. La EE permite dar una caracterizacién
de la derivada de W,, (véase (2.12)). Usando esta informacion en diferentes
situaciones (véase Seccién 4.1.1), es posible determinar W,, explicitamente
(integrando su derivada) y, después, determinar W tomando el limite de W,
cuando n tiende a infinito.

Sean R, Y y Z espacios euclidianos.

Para cualquier conjunto B C R, un punto x € B es llamado punto
interior de B, si existe un conjunto abierto U tal que x € U C B. El interior
de B es el conjunto de todos los puntos interiores de B y se denotard por
int(B).

Sea R un subconjunto de R X Y. Sea 6 : R — Z una funcién y supon-
gase que # = O(v,n) es dos veces diferenciable. Las derivadas parciales con
respecto a las variables v y 1 son denotadas por 0, y 0,, respectivamente. La
notacién para las segundas derivadas de ¢ con respecto a vy 1 son 0, y 0,
respectivamente.

Ademss, para ¢ = 1,2, se define C?(R;Z) := {0 : R — Z |las primeras
¢ derivadas de 6 existen y son continuas}.

XX
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La transpuesta de un vector -y, denotada por 7" es considerada como un
vector vertical.

Consideremos un MCM: (X, A, {A(x) : x € X}, Qp, ¢), fijo (véase 11) y
sea

G"(2,a) = c(z,a) + aW,_1(F(z,q)), (16)
n=12, .. (x,a) € K.
Como es usual, para cada z € X, y n = 1,2,..., la condicién de

primer orden para la optimalidad de G"(z,-) estd definida por los pun-
tos a € int(A(z)) que satisfacen: G?(x,a) = 0.

Hipdétesis 2
a) ¢ € C?(int(K); R).
b) F € C?*(int(K); X).

c) Paracadan=1,2,....,y z € X, G?,(z,-) es positiva definida (véase la
Observacién 4.1.2 b)).

d) Para cada n = 1,2, ..., g,(z) € int(A(z)), para todo x € X (véase la
Observacién 4.1.2 a)).

Remark 6 a) Cuando A(x) C A, v € X es abierto, entonces, clara-
mente, gn(x) € int(A(x)), x € X. Ademds, en [22] p. 599 y [36] p.
155, para cierta clase de problemas de crecimiento economico, se pre-
sentan condiciones las cuales garantizan que los minimizadores g, se
encuentran en el interior del conjunto de restricciones.

b) Obsérvese que la Hipdtesis 2 c¢) implica que G™(x,-) es una funcion
estrictamente convera, para cada x € X yn = 1,2,...([22] p.260), y
notese que g, €s unica paran = 1,2, ...

Lemma 3 Bajo la Hipdtesis 2, para cadan =1,2..., W, € C?*(int(X);R) y
gn € Cl(int(X); A).

Proof. La demostracién se hard por inducciéon. Considérese n = 1. En este
caso,

W - . ) Y
1(z) al&l&) c(x,a)
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z € X. Como ¢i(z) € int(A(z)), + € X, el minimizador ¢; satisface la
condicién de primer orden para la optimalidad de ¢, i.e. ¢,(x,¢1(x)) = 0,
x € X. Entonces, usando el Teorema de la Funcién Implicita (véase Apéndice
B) y la Hipdtesis 2 a) y 2 ¢), resulta que g; € C*(int(X); A). Por otro lado,
Wi(x) = c(z,g1(z)), v € X, entonces

Wi(z) = ca(, g1(2)) + ca(, g1(2)) 1 (2), (17)

xr € X. Usando la condiciéon de primer orden para la optimalidad de ¢, en
(17) se obtiene que Wi (z) = c,(x, g1()), x € X. Como ¢ € C*(int(K);R)
vy g1 € C'(int(X); A), W, € C?*(int(X);R). Ahora, supéngase que W,,_; €
C?(int(X);R), para algtin entero n > 1. Asi, combinando este hecho con
la Hipétesis 2 a) y 2 b), resulta que G" € C?(int(K);R). Por otro lado, la
condicién de primer orden para la optimalidad de G™ estd dada por

Ga(w,gn(x)) = 0,

x € X (véase (2.13) y (16)). Por la Hipdtesis 2 ¢) y el Teorema de la Funcién
Implicita (véase Apéndice B), se obtiene que g, € C'(int(X); A). Entonces
W!(z) = Gz, go(x)) + G2 (x,9n(2))g,(x), © € X. Usando la condicién
de primer orden en la ultima igualdad resulta que W/ (z) = G2(z, g.(z)),
r € X. Como G" € C*(int(K);R) y g, € C'(int(X); A), se concluye que
W, € C?*(int(X);R).

|

Hipétesis 3
a) X, A C RP pesun entero positivo fijo.

b) Existe la inversa de la matriz F,, la cual serd denotada por F, .

¢) La funcién H(z,a) := (c; — coF, 'F") (x,a), (z,a) € K es invertible
en la segunda variable, con inversa H~! : X x H[K|] — A, donde
HK] :={H(z,a): (z,a) € K}.

Remark 7 Nétese que la funcion H en la Hipdtesis 3 c) estd dada en tér-
minos de las derivadas de la funcion de costo c, de la dindmica del sistema
F y de su inversa F~1.

En el Teorema siguiente, se dard una relacion para las derivadas de las fun-
ciones de iteracion de valores y de los minimizadores en términos de H y
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H-L
En el Ejemplo 4.1.6, H y H=! serdn explicitamente calculadas y la Hipdtesis
3 serd verificada directamente.

Theorem 4 Bajo la Hipdtesis 2 y 3, la derivada de las funciones de valor
W,, n=1,2, ..., satisfacen la Ecuacién de FEuler:

Wi, (F (o, H @, W) Fale, H @ Wo@) (18)
= _Ca<x7 H_l(m7 erz<x)))7

zeX.

Proof. Obsérvese que para cada entero n, la condicién de primer orden para
la optimalidad de G™ es

aW,, 1 (F(x, gn(2))) Fa(@, gn(2)) + ca(2, gn(z)) = 0, (19)

r€ X, g, €Fyn=1,2,... Porotro lado, derivando (2.13) tenemos que,

Wo(@) = col@, 9n(2)) + cal, gn(7))g, ()
+aW,, (F(x, gn(2))) [Fe(, gn(2)) + Fa(2, gn (2))g,(2)]

x € X. Ahora, usando (19) junto con la definicién de H, resulta que W)/ (z) =
H(z,g,(z)), z € X. Entonces, por la invertibilidad de H (véase Hipdétesis 3
c)) se obtiene que

gnl(@) = H™ ' (z, W, (2)), (20)

x € X. Sustituyendo (20) en (19), el resultado se sigue. W

0.5.1. Ejemplos

Example 1 Sea 0 € (0,1) un nimero fijo. Sean X = A =[0,1), y A(0) =
{0}, A(x) = (0,2°], z € X, x # 0. La dindmica del sistema estd dada por la
ecuacion en diferencias vy = 18 —az, t = 0,1, ..., y la funcion de recompensa
estd dada por r(z,a) = Ina, si x € (0,1), a € (0,2°], y 7(0,0) = —o0.
Supdngase que 0 < ad < 1.

Nétese que en este ejemplo Q({z° —a} |x,a) =1 siz € (0,1), a € (0,2,
y Q({0}0,0) = 1. Ademds, para cadan = 1,2, ..., W,(0) = —o0, g,(0) =0,
W(0) = —o0, y g(0) = 0. (Obsérvese que este ejemplo puede ser considerado
como un caso de costos no negativos, haciendo c(x,a) = —r(r,a) = —lna >
0, (z,a) € K).
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Lemma 5 Para el ejemplo 4.1.6,

a) W, es concava paran =1,2,...;
b) W, € C*(int(X);R) y g, € C(int(X); A) para cadan=1,2,...;

¢) Las funciones de valor W,,, n = 2,3, ... satisfacen la ecuacion funcional

W) (z Wi(z)e — 0
5;;_1) =aW, (x5 W) : (21)
€ (0,1). Ademds,
Wi(a) = (6/2) S (ad)". (22)

B
Il

0

n=12..,0<z<I.
Proof.
a) Similar a la prueba del Lema 6.2 en [16].
b) La prueba serd hecha por induccién. Para n = 1, resulta que

Wi(z) = max lna=4dlnz,
a€(0,29]

x € (0,1). Entonces, W, € C?(int(X);R) y g1 € C(int(X); A). Supén-
gase que W, € C?*(int(X);R) y g, € C*(int(X); A), para n > 1. En-

tonces,
Wo(z) = n(laxé] [na+ aW,(2’ —a)],
ac(0,z
= max [lna+aW,(2’ —a)],
ac(0,z9)

v € (0,1), ya que Wyy1(2° — 2°) = W,41(0) = —oo. Asi, la politica
éptima g, 11(z) € (0,2°), 2 € X. Por otro lado, G (z,a) = —a™2 +
aW!(2° —a) < 0,(x,a) € K, ya que W,, es céncava para n = 1,2, ....
Entonces el Lema 4.1.7 b) se sigue del Lema 4.1.3.
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¢) Como H(z,a) = (62°7') /a,(z,a) € K = {(z,a) : x € (0,1),a €
(0,2°)} y H &, u) = (62°7") Ju,z € (0,1) y u € (6/x,00), la Hipdte-
sis 2 se cumple y, usando el Teorema 4.1.5, (21) se sigue.

Ahora, para n = 1, se obtiene que

Wi(z) = max lna=4dlnz,
a€(0,29]

z € (0,1), y Wi(z) = 0/xz,z € (0,1). Para n > 1, supéngase que
W! . (x) = (§/x) Z;g(aé)k, x € (0,1). Entonces, sustituyendo W/ _;
en (21), resulta (22).

Lemma 6 Para el Ejemplo 4.1.6, la funcion de valores dptimos y la politica
optima son

)
g(x) = (1 — ad)a?, (24)
respectivamente, donde x € (0,1) y
1 ad
M = T {ln(l —ad) + T In(ad)| . (25)

Proof. Por Lema 4.1.7, resulta que

[asy

Wo(z) =6 (ad)*Inz + M,,
k=0
n=12 ..,z €(0,1),y M, es una constante real por determinar. La sucesién
{M,} es convergente a un nimero real M, ya que W, (x) — W (z), z € (0, 1),
y S0 (ad)® = 1/(1 — ad). Entonces, (23) se sigue. Sustituyendo (23) en
(14), resulta que

0 5 In(2° —a) +aM|, (26)

Inz + M = max [lna—l—
0 —

l—a a€(0,z%)

x € (0,1). La condicién de primer orden para la optimalidad del lado derecho
de (26) es 1/g(z) = ad/ [(1 — ad) (z° — g(x))], = € (0,1). Resolviendo la
ecuacién anterior para ¢, se obtiene que

g(x) = (1 - ad)a’,
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€ (0,1). Sustituyendo g en (26), se llega a
ad b’
1—ad 1—ad 1—ad

x € (0,1). Entonces, M = In(1—ad)+1In(ad)ad/ (1 — ad)+aM. Resolviendo
para M, se obtiene (25). W

Inzx+ M=1In(l —ad)+dlnz+ In(ad) + Inz + aM,

0.6. Sistemas Deterministas Perturbados

Considérese un problema determinista con espacio de estados X, espacio
de controles A (X C R? y A C R™, p, m > 1 son enteros), con conjunto
de acciones admisibles A(x) C A, x € X. Supéngase que la dindmica del
sistema se encuentra determinada por la ecuacién en diferencias

Tit1 = F@t, at>,

t=0,1,..., donde F : K — X es una funcién medible conocida, y la funcién
de costos ¢ : K — R es una funcién medible dada.

Considérese un sistema de control estocdstico con el mismo: espacio de
estados X, espacio de controles A, conjunto de acciones admisibles A(z),
x € X, y la funcién de costo ¢, pero con la siguiente dindmica:

Ti41 = L<F(xt7 at)vft)a <27)

t=0,1,..., donde {,} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. tomando

valores en un espacio de Borel S C R¥ (k > 1 es un entero) con funcién de

densidad A. L : X xS — X se supone que es una funcién medible conocida.
Obsérvese que en este caso la ley de transicion () estd dada por

Q(B|z,a) := Qr(B|r,a) = /IB(L(F(x,a),s))A(s)ds, (28)

B € B(X) y (xz,a) € K. También, nétese que los conjuntos F (conjunto
de politicas estacionarias, véase el Capitulo 2) y M (conjunto de politicas
Markovianas, véase el Capitulo 2) son los mismos, tanto para el sistema
determinista (X, A, {A(x) : € X}, Qp, ) como para el sistema estocdstico
(X, A {A(x) :x € X},Qy,0).

Un proceso de control de Markov para el cual la ley de transicién estd
dada por (11) serd referido como un sistema de control determinista. En
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el caso de que la ley de transicién es dada por (27), serd referida como un
sistema de control estocastico.

Sea (X, A, {A(x) : x € X},Qp,c) un sistema de control determinista fi-
jo con el correspondiente sistema de control estocdstico (X, A, {A(z) : = €
X}, Qr,c). Ademds, sea W y ¢ la funcién de valores 6ptimos y la politica
o6ptima para el sistema de control determinista, respectivamente.

Hipétesis 4

a) La funcién de valores éptimo W y la politica 6ptima g son conocidas
para el sistema de control determinista.

b) Existe una funcién medible no negativa h : S — R, tal que

/ W () Qu(dy |, a) = W(F(x,a)) + / h(s)A(s)ds,
(x,a) € K.
c) Existen ¢ € [0,1) y N > 0 tal que

/ W () Qu(dy|.a) < 9W (z) + N,
(x,a) € K.

Remark 8 a) La Hipdtesis 4 a) ha sido analizada en la primera parte
del capitulo. W y g pueden ser obtenidas por medio de la Fcuacion de
Euler o, directamente, por medio del algoritmo de iteracion de valores.

b) La Hipdtesis 4 b) puede ser verificada directamente, cuando W es cono-
cida.

c) Nétese que si ¢ es acotada con cota superior N , entonces la Hipdtesis
4 ¢) se cumple, con ) =0y N=N/(1—a).

Definition 6 M (X)*" denota el conjunto de las funciones medibles no neg-
ativas definidas en X, y, para cada U € M(X)*, TU es la funcion definida
en X como

T0() = min e+ [ U)Qu(dy o).

acA(x)

x € X. T es conocido como el Operador de Programacion Dindamica
asociado a (X, A, {A(z) : 2z € X},Qr,c).
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Definition 7 Sea R C M(X)", R es invariante con respecto al operador de
programacion dindmica T', si para cada U € R, TU € 'R.

Lemma 7 Sea £ := {W + X\ : X\ € R}. Entonces bajo la Hipdtesis 4, L es
wmwvariante con respecto al operador de programacion dindmica T .

Proof. Sea U € L. Entonces, U(z) = W(x) + A, x € X para algin A € R.
Se sigue que

acA(x)
= min [C((E, a) + OéE[U (L(F(x, a),f))]] ’

acA(x)

= lin [c(z,a) + aB[W (L(F(z,a), ) + Al

= min [o@,0) + aW(F(z,a))] + X,

= W(z)+

TU(x) = min {c(m,a)nLoz / U(y)Qw(dy |z, a)

r € X, donde A = a (E[h(&)]+N),y

Por lo tanto, TU € L. A

Lemma 8 Bajo las Hipdtesis 4, TW = W, donde

reX.

Proof. Notese que en la prueba del Lema anterior, TU = U si y solo si
A = [a/(1—=a)] E[h()]. Entonces TW = W. Esto concluye la prueba del
Lema 4.2.5. &

Theorem 9 Bajo la Hipdtesis 4, la funcion de valores dptimos del sistema
de control estocdstico es W, i.e. V.= W. Ademds, V(z) = v(g,z), x € X
(ast, g es una politica dptima para el sistema de control estocdstico).
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Proof. Como TW = W y g es una politica éptima para el problema deter-
minista, resulta que

W(a) = (., () + a / W ()Qu(dyla, g(x))

x € X. Iterando la ultima igualdad, resulta que

n—1

Z ale(xy, az)

t=0

W(x) = E?

+ a"EIW (z,,),

para todo n > 1, x € X. Como W es no negativa,

2 a’e(wy, at)] ,

t=0

W(z) > EY

— T

n > 1, x € X. Entonces, cuando n — oo en la iltima desigualdad, se obtiene
que

W(zx) = v(g, ), (29)

x € X. Por lo tanto, W > V.

Por otro lado, sea 7 € II y € X. Entonces usando la propiedad tipo
Markov (véase [33] p.p. 19 y 20) y que TW = W, resulta que para cada
t=0,1,..,

B W ) ] = o o [ W)Quldylonan)]|.
= o [C(xtaat)+04/XW(?/)QL(dy|$taat)—C($t7at) :

> o [W(x) — ey, ar)] -

Ast, afe(xy,a) > —ET [at“W(le) — atW(:Btﬂ hy, a;]. Tomando esperanzas
y sumando sobre t = 0,...,n — 1, se obtiene que

E7 i a‘e(y, at)] > W(z) — a"E] [W(z,)],
z € X. Como W(x) = W(x)+ [a/(1 —a)] E[h(E)], » € X,
B |3 el a»] > W) - "B W] — L B[E), (0
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x € X. Por otro lado, usando la Hipétesis 4 c), resulta que

E;F[W(xn) |hn—17 an—l] = /W(y)QL(dy |xn—17 a'n—l) )
< IW(zay) + N.

Por lo tanto, ET [W(x,)] < 9ET [W(x,-1)] + N. Iterando esta desigualdad
se llega a que

ET [W(x,)] <9"W(z) + (1+9 + ... + 9" ")N.

Entonces se obtiene por (30) que

E’?T

T

z_:atc(xt,at)] > W(z) — (ad)" W(z) &”Nz_:ﬁk _ 9 p i),

t=0

x € X. Finalmente, dejando n tender a co en (31)

By

> ale(a, at)] > W), (32)
=0
x € X (recuérdese que 9 € [0,1) y obsérvese que 0 < o) < 1).

Ahora, de (32) y ya que 7 y & son arbitrarios, V > W.

Por lo tanto, W = V. Ahora, combinando (5) y (29) se sigue que V (z) =
v(g,x), z € X. Porlo tanto g es 6ptima para el sistema de control estocéstico.
Esto concluye la prueba del Teorema 4.2.6. H

0.6.1. Ejemplos

Example 2 Considérese el modelo determinista trabajado en el Ejemplo
4.1.6 con la siguiente dindmica: x4 1 = (:Ef — at) &, t=0,1,..., donde {&,}
es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. tomando valores en S = (0, 00).
Sea k= E(In¢§), donde £ es un elemento genérico de la sucesion {&,}. Supon-
gase que K es finito.

Lemma 10 Para el Ejemplo 4.2.7, la funcion de valores dptimos V y la
politica optima f estdin dadas por

ol od
In(ad) +(1 ~ o) (1= a)li’

1—ad 11—« 1n<1_a5)+1—a6

y f(z) = (1 —ad) 2%, x € (0,00), respectivamente.
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Proof. En este caso, usando la solucion determinista (véase Ejemplo 4.1.6),
resulta que

EW(( ~a)e)] = B|—n[(a —a)e] + M|,
= 1_(Soééln(a:5—a)+M+

= W’ —a)+ E[h()],

1—ad

(x,a) € Ky h(s) = [0/ (1 —ad)]lns, s € S . La Hipdtesis 4 c) puede ser

probada en la forma siguiente:

/W((ﬁ —a)s)A(s)ds — / (1 —5045 In [(2* - a) ] +M) As)ds,

) 5 )
= l—aéln(x —a)+M+1_a6/$,
2

1 M
1—ad et +1—0¢(5

)
= 5{1_a61nx+M} +

K,

M1 -6
1—ad" + M )
(x,a) € K. La dltima desigualdad es debido a que 0 < 2’ —a < 2% y0 < 6 < 1.
Por lo tanto, Hipdtesis 4 se cumple con) =6 y N = 6k/ (1 — ad)+M (1 —9).
|

Ahora, el siguiente ejemplo ilustra que la teoria desarrollada se cumple
para modelos no convexos.

Example 3 Sea ( un mimero positivo fijo. Sea X = (0,(), A = A(z) =
[—m,7m/2],x € X. La funcion de costo y la dindmica del sistema estan dadas
por, c(x,a) = x+sina+1, y xq = Oxy, t =0, 1,2, ... respectivamente, donde
0<6<1.

Lemma 11 Para el Ejemplo 4.2.9, las funciones de iteracion de valores
Wo,n=1,2,..., estdn dadas por

Wo(z) = (1+ab+ ...+ (ad)" Nz, (33)

rzeX.
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Proof. La prueba serd hecha por induccion. Paran =1,

Wi(z) = min [z +sina + 1] =z,
acA(x)

z € X. Supéngase que paran > 1, W,(x) = (1+af+ ... + (ad)" ")z. Como
el minimo de la funcion n(a) = sina, a € [—7,7/2| es unicamente alcanzado

en a* = —1/2, entonces gn1(x) = —7/2 y
Wyii(x) = min [z +sina+ 1+ oW, (0z)],
a€A(x)

= min [ +sina+ 1+ ab(1+ab + ... + (aB)" ],
acA(x

= (1+af+..+ (ab)")z,
x € X. Esto completa la prueba del Lema 4.2.10. W

Lemma 12 La funcion de valores dptimos y la politica éptima estdin dadas
por W(z) =z/(1 —ab), g(x) = —n/2, x € X, respectivamente.

Proof. Usando el Lema 4.2.10 (y el hecho que 0 < af < 1), cuando n tiende
a oo en (33), se obtiene que W(z) = [1/(1 —ab)]z, x € X. Finalmente,
sustituyendo W en (14), resulta que g(x) = —7n/2, z € X. R

Ahora, supongase que la dindmica del sistema es perturbada en la forma
siguiente: xyq = 0z, +€,, t = 0,1, ..., donde {&,} es una sucesion de variables
aleatorias i.i.d. tomando valores en S = (0, (1 — 0)(). Se supone que estos
elementos tienen media finita .

Lemma 13 Para la version estocdstica del Ejemplo 4.2.9, la funcion de va-
lores optimos V' y la politica dptima [ estdn dadas por
a

x+1_au

Viz) = 1—ab

y f(z) = —7/2, x € X, respectivamente.

Proof. Usando la solucion determinista, se tiene que

EW(0e+6)] = F [1 e +s} |

= W(x)+ E[hQ)],

x € X yh(s)=s,s€S. Notese que, en este caso, la funcion de costos es
acotada. Entonces la Hipdtesis 4 c) se satisface. Por lo tanto, por el Teorema
4.2.6, el resultado se sigue. N
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0.7. Conclusiones del Capitulo

Recuérdese que W denota la funcién de valores éptimos y ¢ la politica
O6ptima, correspondientes al problema de control 6ptimo determinista. De
igual forma W,,,n > 0 denotan las funciones de iteracién de valores, y g,,,n >
0 denotan los minimizadores correspondientes.

En este capitulo se presentaron condiciones en el modelo de control para
garantizar la diferenciabilidad de clase C?(int(X);R) de W y la diferencia-
bilidad de clase C*(int(X); A) de g. Dichas condiciones de diferenciabilidad
fueron determinadas dando condiciones en el modelo de control y la prueba
de la diferenciabilidad, se basé en el Teorema de la Funcién Implicita. Una
vez que se tuvieron las propiedades de diferenciabilidad en W y ¢, se deter-
miné una ecuacién funcional, conocida como Ecuacién de Euler (EE), la cual
se dié en términos de las derivadas de las funciones de iteraciéon de valores.
La EE fue ilustrada en un ejemplo de crecimiento econémico (a continuacién
se dard un bosquejo del método usado para su solucién).

El procedimiento de solucién que se usd, de forma general, es el siguiente:

(a) comprobar la diferenciabilidad de las componentes del modelo de con-
trol;

(b) determinar la EE a partir de la Ecuacién de Programacién Dindmica;
(c) la EE se resuelve de manera iterada, iniciando con W} = 0;

(d) utilizando la informacién del paso anterior, se obtiene la funcién de
valores 6ptimos W, tomando el limite de las funciones de iteracién de
valores;

(e) por ultimo, para determinar la politica 6ptima se usa la Ecuacién de
Programaciéon Dindmica.

Después del estudio de la diferenciabilidad en modelos deterministas, se
pasa al andlisis de problemas de control estocéstico inducidos por problemas
deterministas. Se presentan condiciones estructurales en el modelo de con-
trol, las cuales garantizan la conexién entre ambos problemas. Una de las
condiciones presentada es la suposicién de que el problema determinista ini-
cial tiene una solucién, y ésta es usada para generar la solucién del problema
estocastico.
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También, se presentaron algunos ejemplos que muestran el uso del proce-
dimiento descrito en el parrafo anterior, que en general se puede resumir en
los puntos siguientes:

(a) dado un problema de control determinista, su solucién puede ser obteni-
da, ya sea por programacién dindmica o por algin otro método iterativo
o variacional como, por ejemplo, la Ecuacién de Euler;

(b) el problema determinista es perturbado, de tal forma que se cumplan
las Suposiciones 4;

(c) hacemos uso del Teorema 4.2.6 y determinamos la solucién del problema
estocdstico inducido.



Diferenciabilidad

0.8. Fo6rmula de la Envolvente

Este capitulo estd basado en el articulo [21].

Sean p y m enteros positivos fijos. Sea X C RP; A C R™, con A convexo,
y A(z) C A,z € X son conjuntos medibles y no vacios (con respecto a la
o—algebra de Borel de A).

Sea G : K — R una funcién medible donde K := {(z,a) : = € X,a €

A(x)}. Supdngase que existe una funciéon medible H : X — R tal que
G(z,a) > H(x),
para todo x € X y a € A(x). Definase g : X — R por

g(z) = inf G(z,a), (34)

acA(x)

x e X.
Hipétesis 5

a) G € C*(int(K);R), ademds, Guq(7,-) es positiva definida, para cada
r e X.

b) Existe una funcién h : X — A tal que h(x) € int (A(z)) y g(x) =
G(z,h(z)), para cada x € X.

Remark 9 a) Como es usual, para cada x € X, la condicion de primer

orden para la optimalidad de G(x,-) estd definida por medio de los
puntos a € int(A(zx)) los cuales satisfacen G,(x,a) = 0.

XXXV
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b) Evidentemente, en la Hipdtesis 5 (b), si A(x) es abierto para cada x €
X, entonces el minimizador h(x) pertenece al interior de A(z), x € X.
Ademds, obsérvese que la Hipdtesis 5 (b) permite remplazar “inf” por
“min” in (34).

c) Obsérvese que la Hipdtesis 5 (a) implica que G(z,-) es una funcion
estrictamente conveza, para cada v € X (véase [22] p. 260).

Supéngase que las Hip6tesis 5 se satisfacen. Entonces h € C(int(X); A),
g € C*(int(X);R) y la siguiente férmula es vélida:

g'(z) = Gu(z, h(z)), (35)

x € mnt(X).
Proof. Sea x € int(X) fijo. Como el minimizador h(x) pertenece al interior
de A(x), entonces usando la condicién de primer orden para la optimalidad
de G, resulta que G,(z, h(z)) = 0.

La Hip6tesis 5 a) implica que Gu.(z,-) tiene una inversa G, y que
h es tdnico (esta es una consecuencia de la convexidad estricta de G(z,-)).
Entonces usando el Teorema de la Funcién Implicita (véase Apéndice B),
resulta que h € C'(int(X); A) y

W (w) = =Gz, M(2))Go, (2, h(x)).
Por otro lado, de la Hipétesis 5 b), se sigue que
g (x) = Gu(z,h(x)) + Gz, h(x))h' (z).

Como G,(z,h(x)) = 0, entonces ¢'(x) = G.(z, h(x)), i.e. (35) se cumple.
Consecuentemente,

" (x) = Gpo(z, () + Guo(z, h(2))N ().
Por la Hipétesis 5 a) y ya que h € C(int(X); A), y x es arbitrario, se
sigue que g € C*(int(X);R). ®

0.8.1. Ejemplos

Example 4 Sea § € (0,1) un nimero real fijo. Tomese X = A =10,1), y
A(0) = {0}, A(z) = (0,2°], z € X, x # 0. La dindmica del sistema estd
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dada por la ecuacion en diferencias: x,41 = 20 —a;, t = 0,1, ..., y la funcion
de recompensa estd dada por r(z,a) = Ina, si x € (0,1), a € (0,2°], y
r(0,0) = —o0.

Nétese que Q({z° —a} |z,a) =1, sixz € (0,1),a € (0,2°], y Q({0}]0,0) =
1; ademds, para cadan = 1,2,..., V,(0) = —o0, f,(0) =0, V(0) = —o0, y
£(0) = 0.

El resto de la solucion al ejemplo se da a continuacion.

Lemma 14 Para cadan = 1,2, ...,

—_

8>
3

Valz) = (ad)", (36)

k=0

O0<x<l1.

Proof. La prueba serd hecha por induccién. Para n = 1, directamente se
obtiene que

Vi(z) = max Ina=dlnz,
a€(0,29]

0<z <l

Asi, Vi(z) =0/2,0 <z < 1.

Ahora supéngase que para algin n > 1, V! satisface (36). Obsérvese que,
para cada z € (0,1),

Va = Ina+ aV,(z* —a)] = Ina + oV, (z* — a)],
11(2) ag(lﬁ(é}[na aV, (2 — a)] aggﬁs)[na aV, (2 — a)]

x € (0,1), porque V,(z? — 2°) = V,,(0) = —c0.

A

Sea K := {(z,a) : x € (0,1),a € (0,2°)} y
G" Y x,a) =Ina + aV,(2° — a),

(x,a) € K. Nétese que G"t! € 02(]IA€; R), y algunos calculos adicionales
permiten obtener que

n—1

Gol(z,a) = —(a? +ad Y _(ad)* (2’ —a)™?) <0,

(x,a) € K.
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Ahora, usando el Teorema 5.1.2, se sigue que
Vni—i—l(x) = CYV;(.CE& - fn+1 (.I))(S.Td_l, (37)

x € (0,1). Por otro lado, la condicién de primer orden para la optimalidad
de G"*! permite obtener:
1
f n+1 (I)

€ (0,1). Sustituyendo (36) en (38), se obtiene que

= oV (2" = far1(2)), (38)

far(x) =2°/ ) (@), (39)

x € (0,1). Finalmente, sustituyendo (36) y (39) en (37), resulta que

n

Vin(@) = (6/z) Z(aé)k,

k=0
x € (0,1). Esto termina la prueba del Lema 5.1.4. B
Corollary 15 Para el Ejemplo 5.1.3, se tiene que
V(z)=1[0/(1 —ad)|lnx+ M, y
f@) = (1~ ad)a’,

x € (0,1), donde

1 ad
M:(ST]_ ln(l—a5)+1_a5

In(ad)| .

Proof. Usando el Lema anterior y su prueba, se sigue que
Vooi(z) =0K, 1Inx+ M, 1, Vo(x) =K, Inz + M,, y (40)

fal) = 2 /Ky, (41)

z € (0,1),donde M,, 1, M,, € R, K,, 1 = S 1—2(ad)F y K, = S0- 3 (ad)* n =
2 ...
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Sustituyendo (40) y (41) en (7), se llega a que

K, -1

M, —aM, 1 =—-InK, + adK, 1 In( 7

); (42)

n = 1,2.... Como V,(z) — V(z), para cada v € X y K,, — 1/(1 — ad),
n — 00, (ndtese que 0 < ad < 1), entonces de (40) se sigue que {M,} es
convergente. Sea M := lim,, .., M,. Entonces dejando n tender a infinito en
(42), resulta que

M =

In(1 — ad) + 1 a0 In(ad)| .

-«

Por lo tanto, V(z) = [0/(1 — ad)]Inz + M, = € (0,1), y entonces de (8) se
sigue que f(z) = (1 — ad)z®, z € (0,1). W

Ahora serd presentado un problema de consumo-inversién. En [25] pp.
155-159 (véase también [23] y [36]) se garantiza el procedimiento de progra-
macién dindmica es vdlido para este ejemplo.

Sea X = A=[0,00)y A(z) = [0, 2],z € X. La recompensa y la dindmica
del sistema estdn dadas por

b
r(rx,a) = —(r—a)’,
(z,a) ,y( )
Tep1r = @y,

t=01,..,2 € Xyaé€ A(z), donde b > 0y 0 < v < 1. Se supone que

S = [0,00), {&,} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d., y si  es un

elemento genérico de {,}, m, = E[¢7] < oo, con 0 < am. < 1; también

supéngase que A denota la funcién de densidad de £ y 0= (amv)l/ =1,
Noétese que, paran = 1,2, ..., V,(0) =0, f,(0) =0, V(0) =0y f(0) =0.
Paran = 1,2, ..., se tiene que

Vi(z) = <L1;5)> bt (43)

1—96
x € (0,00).
La prueba serd hecha por induccién. Para n = 1,
b b
Vi(z) = max —(z — a)? = =127,

ac(0,z] Y y



DIFERENCIABILIDAD XL

€ (0,00). Entonces V{(z) = ba?"!, 2 € (0,00). Sup6ngase que para algin

-5/0-3)" Sea

~n—

n>1,V!(x) = K,bx"" ! donde K, = ((5

b
G" N (z,a) = ;(1’ —a)" + a/Vn(as)A(s)ds (44)
= b [(z —a)” + am,K,a"],
~
(z,a) € K, donde V,, fue obtenida integrando (43). Obsérvese que f,.1(x) €
(0, ), € (0,00). De hecho, para cada x € (0,00) considérese la funcién
Gz, ). Como Gz, 0) = —bx" 1 <0y

Gz, 7) = abK, 2" 'm., > 0,

entonces, por el Teorema del Valor Medio (véase Apéndice B) se tiene que
fni1(x) € (0,2). Asi, para cada = € (0, 0),

Viii(7) = max G"(z,a) = max G""(x,a).
a€l0,z] a€(0,z)

Sea K = {(z,a) : v € (0,00),a € (0,2)}. Entonces de (44), se sigue que
G e C*(K;R); y que

Gl (z,a) =b(y = 1) [(z — a)"* + K,am,a"?] <0,

(z,a) € K. B
Por otro lado, del Teorema 5.1.2, se tiene que V1 € C*(K;R), y

VAH(:U) = (v — fn+1<1’))7717 (45)

x € (0,00). Usando la condicién de primer orden para la optimalidad de
G™*1, nos lleva a la siguiente relacién

(Z’ - fn—i-l(x))’yil = am‘Yann—O—l(‘T)Wil?
€ (0,00), o equivalentemente,
x

n+1 = T 46
fos1(x) L (am K (46)
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x € (0,00). Finalmente, sustituyendo (46) en (45), resulta que
~n -~ v—1
d (1-=19) .
Vri—i—l(x) = < 1_ SnJrl > be )

x € (0,00). Esto completa la prueba del Lema 5.1.7.
Para el Ejemplo 5.1.6, se tiene que

Viz) = (g) %m”’, y (47)

f(x) = g\v (48)

x € (0,00).
Integrando (43), resulta que

~n—1 -~ v-1
Vo (x) = (Lﬂ) éxv’

B 1-9 v

x € (0,00) (tomando la constante de integracién igual a cero ya que V,,(0) =
0, para n = 1,2,...). Entonces haciendo n tender a infinito en la tltima
igualdad conduce a (47). Sustituyendo (47) en (8), se sigue que f(z) =z /g,
x € (0,00).

Obsérvese que la solucién obtenida en (47) y (48) satisface:

o~ ’y—
60—1 b z”
lim a”Ej; V(z,)] = lima" | — ——=zm>
b(s — 1)1 B
= gﬂ%nhjgo (Oém’y)n/(l v) =0.
v6

Ahora serd considerado un sistema lineal con costo cuadratico. Este ejem-
plo es una variante cercana del problema lineal cuadratico estandar (LQ)
([9]). Obviamente, el problema LQ estdndar puede ser resuelto usando la
misma técnica.
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Example 5 Sea X = A= A(z) =S =R,z € X. La funcion de costo y la
dindmica del sistema estan dadas por

c(r,a) = 2°+a®+an,

Tey1 = Tt —+ Q¢ + ét,

=0,1,2...., (z,a) e K.
Las variables aleatorias &, t = 0,1,2, ..., se suponen que son i.i.d. con
densidad continua A, con media igual a cero, y varianza finita. Sea o* =
E(£%), donde ¢ es un elemento genérico de la sucesion {€,}.

Remark 10 En este ejemplo, el costo ¢ es continuo. Ademds, ¢ es inf-
compacto porque para x € X yl € R: {a e R:c(x,a) <} =0 sil < %xQ, Y

{a e R:c¢(z,a) <1} = [—w/l—%xz—g,w/l—%:ﬁ—%] sil > 322 en am-

bos casos el conjunto {a € R: c¢(x,a) <1} es compacto. La ley de transicion
estd dada por Q (B | x,a) = [Ig(x +a+ s)A(s)ds, v € X, a € R, B €
B(X), entonces usando el Teorema de Cambio de Variable (véase Apéndice
B), puede obtenerse que

Q(B|xa) :/ A (u—x — a)du,
B
i.e., A(-—x —a) es una densidad para Q (- | x,a) con respecto a la medida
de Lebesgue en R. Como A(-) es continua, y tomando en cuanta el Lema
2.3 en [16], resulta que Q es fuertemente continua. Tomando g(x) = —=x,
x € X, es simple verificar que v(g,x) < oo, para todo x € X. Por lo tanto,
las Hipdtesis 1 se cumplen. Asi (6) y (8) son vdlidas.

Lemma 16 Para cadan =1,2,...,

Vi(z) =2K,x, (49)
x € X, donde
. 3+ 406Kn_1
"4+ daK,
con Ky =0.

Proof. Para n =1, es facil probar que

3
. 2 2 2
%(x)zrglelél[w + a”® + ax] =17
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x € X. Entonces V/(z) = 2(3/4)z, z € X.
Para n > 1, supéngase (49). Integrando (49), resulta que V,(z) = K, 2+
L,, donde L, es un nimero real. Entonces,

Gz a) = 2* + a® + ax + oK, [(z + a)® + 0*] + aL,,

(z,a) € K. Asf, G"™! € C?*(K;R) y un célculo directo permite obtener que
G (x,a) =2(1 + aK,) >0, (z,a) € K.
Usando el Teorema 5.1.2, se tiene que V,,,; € C*(K;R), y

Véﬂ(l‘) =27 + fo1(2) + 20K, (2 + foia(2)), (50)

x € X. La condicién de primer orden para la optimalidad de G"*! lleva a
que
2fni1(z) + o + 20K, (x + fri1(x)) =0, (51)

x € X. Entonces de (51), resulta que

(52)

14+ 20K,
2+ 20K, /)’

fos1(z) = —x (

x € X, y sustituyendo (52) en (50), se sigue que
Vr;+1($) = 2K, 17,

r € X, donde
Kny1 = 34+ 4aK,)/(4+ 4aK,).

Lemma 17 a) La sucesion de nimeros reales {K,} obtenida en el Lema
anterior, es convergente a K, donde K debe satisfacer la siguiente ver-
sion de la ecuacion de Ricatti,

4aK? + (4 —4a)K — 3 =0.

b) La funcion de valores dptimos y la politica dptima son

V(z) = Ka* + L, (53)
1) =~ (3aec) (54)

respectivamente, donde x € X, y L = [aK/(1 — a)] 2.
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Proof.

a) Para determinar el limite de {K,}, el argumento usado por Dynkin
y Yushkevich ([25] pp. 77-78) serd usado. El punto principal es que
g(K,_1) = K, donde g es la transformacioén lineal fraccional,

_3+4az

9(z) = 44+ 4oz’

(55)

z € C, donde C es el conjunto de nimeros complejos. Los puntos fijos
de g, i.e. los nimero complejos z tales que z = g(z), son las raices de
la ecuacién

4oz’ + (4 —4a)z — 3 =0. (56)

Algunos célculos adicionales permiten probar que la ecuacién (56) tiene
dos raices reales: una raiz positiva denotada por z; y una raiz negativa
denotada por z;. Entonces usando (55) y (56), resulta que

3+4dza —4z; — dzaz;

g(Z) -z = 4(1 + ZO() s
_ ol —z)(z—2)
14+ az

Jj=1,2, z € C. Por lo tanto,

g(z) — = _\FoA

g(2) =z T z— 2z
donde .
P
1—22

Como ¢g(K,_1) = K,, se obtiene que

K, — 2z - )\Kn—l 2!
- 9
K, — 2 K,1— 2

(57)

n=1,2,.... Iterando (57), es posible llegar a la relacién siguiente:

K, — 2 . )\nzl
- )
K, — 2 22
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n =1,2,.... Entonces

2’122(1 — >\n>

K, = -
ZQ_)\ 21

)

n = 1,2,... Como 23 > 2z, entonces |[\| < 1. Cuando n — oo en la
dltima igualdad, se obtiene que

K = lim K, = 2.

b) Usando la informacién del inciso anterior, resulta que
Voo1(z) = Kp12® + L1, Vo(2) = Kp2® + Ly, y (58)

. 1+ QOéKn_l
Jlw) = —x (2 n 2aKn1)

donde z € X, L,_1 y L, € R, n =1,2..... Sustituyendo (58) y (59) en
(7), se sigue que

(59)

L,—aL, ;1 =akK, 107, (60)

n = 1,2,.... Como la sucesién {K,} es convergente, la sucesién {L,}
también es convergente. Sea L :=lim__ __ L,. Entonces, cuando n — oo

en (60), se obtiene que

L= ak o2,
l—«

Por lo tanto, (53) y (54) se siguen. Esto termina la prueba del Lema
5.1.13.

0.9. Diferenciabilidad de PCMs

Sea (X, A, {A(z) : x € X},Q,¢) un modelo de control de Markov fijo.
Supdngase que la ley de transicién estd dada por la ecuacién en diferencias:

Tiy1 = F(xtv G, St%

donde t = 0,1..., F : K x § — X es una funcién medible; {z;} y {a:} son
las sucesiones de estados y controles, respectivamente, y {£,} es una sucesién



DIFERENCIABILIDAD XLVI

de variables aleatorias i.i.d. tomando valores en un espacio de Borel S C R?
(recuérdese que X es también un subconjunto no vacio de R?). Se supone
también que S es un conjunto abierto. Sea ¢ un elemento genérico de la
sucesion {¢,}. La densidad de £ es designada por A.

Sea G* : K — R la funcién definida por

6>(a,0) = c(z.a) +o [ V)@ (dy]2.0),
(x,a) € K.
Hipétesis 6
a) ¢ € C?*(int(K); R).

b) F(-,-,s) € C?(int(K);X), para cada s € S . Ademds, F tiene una
inversa R en la tercera variable, R : Kx X — S tal que R € C?(int(K x
X);S).

c) A e C*S;R).

d) El intercambio entre derivadas e integrales es vélido (véase Observacién
5.2.2, més adelante)

Lemma 18 Bajo las Hipdtesis 6, G™ € C?(int(K); R).

Proof. Notese que la Hipdtesis 6 permite expresar el kérnel estocéstico en
la forma siguiente: para B subconjunto medible de X y (z,a) € K,

Q(Blr.a) = plseS|F(r.a,5)€ BY = juls € 5|s € R(z,a, B)},
= / d,u(u):/ A(u)du.
R(z,a,B) R(z,a,B)

Entonces por el Teorema de Cambio de Variable (véase Apéndice B), resulta
que:

Q(B|z,a) = /BA(R(:c,a,u)) |Ry(z,a,u)| du, (61)

donde |R,| denota el determinante Jacobiano de R. De (61), G puede ser
expresado como

G*®(z,a) = c(z,a) + a/V(u)A(R(:U, a,u)) |Ry(x,a,u)| du,
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(x,a) € K. Ahora, usando la diferenciabilidad de la funcién de costo ¢, la
densidad A y el determinante Jacobiano de R, y el intercambio entre derivada
e integral, el resultado se sigue. W

Remark 11 En el Lema 5.2.1, la Hipdtesis 6 d) fue usada para garantizar la
diferenciabilidad de segundo orden de la integral [ U(x,a,u)du, con respecto
ax oa, donde

~

U(z,a,u) :=V(u)A(R(z,a,u)) |Ry(z,a,u)],
(x,a,u) € int(K x X). Esta condicion puede ser wverificada en la pricti-
ca cuando las derivadas U pueden acotarse, en el siguiente sentido: para

(z,a,u) € int(K x X), |Uy(z,a, u)’ < 9(u,a),

A~

Uy(z,a, u)’ < /fz(u, x),

~

ﬁm(x,a,u)’ < l(u,a),

~

Uaa(x,a,u)‘ < m(u,a) y

~

Uza(, a, u)‘ < n(u,a),

para funciones integrables g, /f;, ZA, m yn (véase Teorema 20.4, p. 147 en [1]).
Hipétesis 7

a) G* (z,-) es positiva definida, para cada x € X.

b) f(x) € int(A(z)), para cada x € X.

Theorem 19 Supdngase que las Hipdtesis 6 y 7 se cumplen. Entonces f
€ Clint(X); A) y V € C*(int(X); R).

Proof. Usando el hecho que G* € C?*(int(K);R) (véase Lema 5.2.1),
Hipétesis 7, y el Teorema 5.1.2, se sigue el Teorema 5.2.3. B

Example 6 Seca X =A=S=R,yA(z) =[z—1,2+1], z € X. La funcion
de costo y la dindmica del sistema estan dadas por

c(z,a) = (z —a)* + T,

Tpy1 = ap + &,

t=0,1,2,..., (x,a) € K y T es un nimero real fijo. Las variables aleatorias
&, t =1,2,... se suponen que son variables aleatorias i.i.d. con densidad
normal,

y € R.
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Lemma 20 FEziste una dnica politica estacionaria f tal que f(x) € int(A(x)),
re X.

Proof. La prueba para la existencia de una politica estacionaria f es sim-
ilar a la dada en el Ejemplo 5.1.10. Evidentemente este ejemplo satisface la
condicién C2 de [16]. Consecuentemente la politica 6ptima f es unica. Por
otro lado, f es interior, porque: v(g,x) = T/(1 — «), donde ¢g(z) = z,x € X
y en la frontera de A(z), v(g1,2) = v(ge,x) = (T +1) /(1 —a) > v(g,z),
donde g1(z) =z —1y g(z) =2+ 1, z€ X. B

Remark 12 Obsérvese que para este ejemplo, en particular, 0 < V(z) <
v(g,2) =T/(1—«a), x € X, donde g(z) =z, € X.

Lemma 21 G € C?*(int(K);R) y G=(x,-) > 0, para cada x € X.

Proof. Sea x € X, fijoy

H(a) = / Via+ )A(s)ds,

a € A(z). Entonces por el Lema 6.2 en [16] es posible obtener que H es
convexo en A(z). Por otro lado, usando el Teorema de Cambio de Variable
(véase Apéndice B), resulta que H(a) = [ V(u)A(u — a)du, a € A(z). Para
garantizar el intercambio entre derivada e integral, considere las relaciones
siguientes:

[viwsw-aw = [ %6_%@_@2%
B /M(u,a)du,

donde 1
——(u—a)?
M(u,a) := V<u)e 2 :
V2T
u€Ryae A(z). Asi, M,(u,a) = V(u)e—é(u—a) (u—a),u e Ryae Ax).
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Como z—1 < a < x+1 y usando la observacién 5.2.6 los casos siguientes
son posibles para determinar cotas para M,.
Case 1. Supéngase que u — a > 0. Entonces resulta que,

T 1 2
My(u,a)| < ————e 207 (4 — 2 + 1),
Mol )] € e e )
S Ql(uax)v
donde

T(u—x—i—l) —1.2 -1_2
0:(u,2) = —-——= [67“ FuletD o s(u) 4+ ez e a(u) |,
1(u, ) Var(l— ) 0,00 (%) (—o0.0] ()

y I;j denota la funcién indicadora del conjunto [-].
Case 2. Ahora, supéngase que u — a < 0. Es posible obtener que

1
T —=(u—a)?
M,(u,a)] < ———e 2 r+1—u),
S ‘92('“7:1:)7
donde

T(l‘—i—l—u) —1_2 1.2
Oy(u, x) i = ———’ [67“ FulztD o S(uw) 4+ ez e a(u) |,
2(u, ) N 0,00 (%) (—o0,0] ()

Como x fue arbitrario, se sigue que 6 = 6; + 0, es una cota para |M,|.
Ademais, es fécil verificar que esta cota es integrable. La cota para M,, puede
ser obtenida en forma similar. Entonces H € C?(4;R). Como ¢ € C*(K;R),
resulta que G*® € C?(int(K); R). Ademds, G2 > 0, ya que ¢4 > 0y Hyy >0
(esto es una consecuencia de la convexidad y la diferenciabilidad de segundo
orden de H). W

Lemma 22 V € C?(X;R) y f € C1(X; A).

Proof. La prueba es una consecuencia del Teorema 5.2.3. W
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0.10. La Diferenciabilidad en Modelos no Con-
Vexos

0.10.1. La Férmula de la Envolvente

Referentes a los problemas de optimizacién trabajados en Seccién 5.1 y
en la seccién anterior, considérese las hipétesis siguientes:

Hipdétesis 8

a) Existe una tnica funcion h : X — A tal que h(x) € int(A(z)) y
g(x) = G(x,h(x)), para cada = € X.

b) G € C?(int(K);R) y el determinante de Gu.(z, h(x)) es diferente de
cero, para cada xr € X.

Remark 13 Obsérvese que la Hipdtesis 8 es mads débil que la Hipdtesis 7 a).
Hipétesis 9
a) f es unica,y f(z) € int(A(x)), para cada z € X.

b) G* € C?%(int(K);R) y el determinante de G (z, f(x)) es diferente de
cero, para cada xr € X.

Remark 14 La unicidad de f requerida en la Hipdtesis 9 a) ha sido anal-
izada en [16] para PCMs descontados.

Ahora los Teoremas 5.3.3 y 5.3.4 seran establecidos. Estos son versiones
no céncavas de los Teoremas 5.1.2 y 5.2.3. Las demostraciones de los Teore-
mas 5.3.3 y 5.3.4 son similares a las pruebas de los Teoremas 5.1.2 y 5.2.3,
respectivamente.

Theorem 23 Supdngase que las Hipdtesis 8 se cumplen. Entonces h € C(int(X); A),
g € C?*(int(X);R) y la siguiente formula:

g’(x) = Gy(z, M),
x € int(X), es vdlida.

Theorem 24 Supdngase que las Hipdtesis 8 y 9 se cumplen. Entonces f
€ Clint(X); A) y V € C?*(int(X); R).



DIFERENCIABILIDAD LI

0.10.2. Ejemplos

El ejemplo siguiente ilustra el uso del Teorema 5.3.3. Nétese que la funcién
de costo del ejemplo es no céncava.

Example 7 Sea X = S = R, A = A(z) = [-m, 7|, para cada x € X.
Supongase que la funcion de costo y la dindmica estdn dadas por
c(r,a) = z°+sina+1,
Ty = T+ &y,
para t = 0,1,..., y {&} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con

densidad continua A, con media igual a cero, y varianza finita. Sea G° =
E(£%), donde ¢ es un elemento genérico de la sucesion {€,}.

Remark 15 La existencia de una politica optima es similar a la dada en
ejemplos anteriores (ver Ejemplo 5.1.10).

Lemma 25 Para cadan =1,2,...,
Vig)=2(1+a+a’*+..+a" )z,

reX.

Proof. Paran =1,

Vi(z) = min [2*+sin(a) + 1] = 27,

a€[—m,m]
x € X. Entonces V] (z) = 2z, x € X. Supéngase para n > 1, que

Vig)=2(1+a+a’*+..+a" )z, (62)

-~

r € X. Integrando (62), se obtiene que V,,(z) = 2?(1+a+a?+...4+a" 1)+ L,,
donde x € X y L, es un nimero real constante. Entonces

G"Nz,a) = 2*+sina+1+a / Volz + s)A(s)ds, (63)
= 22 4sinfa) +1+a(l+a+ ...+ (2 +5%) + al,,

(r,a) € K. Entonces G"™ € C?*(X;R). También, el minimizador f,,; de
G es tinico debido al hecho que el minimo de la funcién n(a) = sina,



DIFERENCIABILIDAD LII

a € (—m,m) se alcanza unicamente en a = —7/2 (véase (63)); i.e., fi1(z) =
—m/2 € (—m, ), x € X. Entonces, usando el Teorema 5.3.3, resulta que

Vi(z)=(14+a+..+a")2z,
reX. l

Corollary 26 Para este ejemplo, V(z) = [1/(1 — a)]z+ac/(1—a)?, f(z) =
-5, r€X.

Proof. Como para cada n = 1,2,..., V,(z) = M,2* + Zn, x € X, donde
M,=14+a+a®>+..+a" !ty L, € R entonces sustituyendo V,, V,,_1 v
fn=—m/21in (7), se obtiene que

Ly —aLy =% a+ ...+ a" ") (64)

Dejando n — oo en (64) se tiene que lim,, . L, = a6?/(1 — )2 Por lo
tanto,

1 oo’ 65
T T a—ae (65)
x € X. Finalmente, sustituyendo (65) en (8), resulta que f(z) = —7/2,x €
X.
|

Ahora se presenta una aplicaciéon de Teorema 5.3.4.

V(x)

Example 8 Sea X = S =R?* A= A(T) = [r/4,37/2] x (—1,1),7 € X
and 1
c(T,a) = cosa + %az +0* + 1, (66)

T = (z,y) € X,a = (a,b) € A(T). La dinamica del sistema estd dada por

Ti41 = (étapt) )

t =0,1,.... Los vectores aleatorios (&,,p,), t = 0,1, ... se supone que son i.i.d.

con densidad A € C?(in(S);R).

Remark 16 Obsérvese que ¢ dada en (66) no es concava. De hecho, el deter-
minante de cq(T,a), denotado por det(cq(T,a)), es igual a 2(1/10 — cosay),
T € X, a € A(T). Entonces det(czz(T,a)) > 0, si a > arccos(1/10) =
1,47062..., y det(cq(T,a)) < 0, si a < arccos(1/10) = 1,47062....
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Lemma 27 FEl Ejemplo 5.3.9 satisface (7) y (6).

Proof. Evidentemente, la funcién de costo es continua y ¢(z,a) > 0,7 € X,
a € A(T). Obsérvese que la funcién de costo es inf-compacta, como una conse-
cuencia del hecho que A(T) es compacto. Como (x41,y:+1) es independiente
de estados y controles, se sigue que ) es fuertemente continua. Ademdis,
v(m,T) < oo paratodo m € [l y T € X, ya que la funcién de costo es acotada.
|

Lemma 28 La politica dptima [ es unica.

Proof. En este caso, G*(T,a) = cos a+5a>+b*+1+aE[V (€, p)], (T,a) € K
y (€, p) es un elemento genérico de la sucesion {(&,, p;) }. Entonces la condicién
de primer orden para la optimalidad de G*(z, -) estd dada por

1
— si —a,2b) = .
(—sina + 0% b) = (0,0)

Asi, sina; — 1—1(]@1 =0y as = 0. Nétese que sin3rw/5 — 37/50 > 0 y sinm —

w/10 < 0, entonces por el Teorema del Valor Intermedio (véase Apéndice
B) existe a} € (37/5, ), tal que sina* — %Oa* = 0. Para probar la unicidad
de f, sea w(a) = sina — $a, a € [r/4,37/2] y supéngase que existe d €
(m/4,3m/2), con w(d) =0y a* < d (observe que el caso a* > d es similar).
Entonces usando el Teorema de Rolle (véase Apéndice B) en cada uno de
los intervalos [0, a*] y [a*, d], se obtiene que existen i,j € (0,37/2), tal que
w'(i) = w'(j) = 0, pero esto no es posible ya que w'(a) = cosa — 1—10 =0,
a € [r/4,3m/2], si y s6lo si, a = arccos(1/10) = 1,47062.... Por lo tanto,
f(@) = (a*,0) € [7/4,37/2] x [— 1,1], T € X es tinica W

Lemma 29 Para el Ejemplo 5.3.9,V € C*(X;R) y f € CY(X; A).

Proof. Nétese que det(GS2(7,a)) > 0, paraT € X, a €
(1,47062..., (37) /2),b € [-1,1],7 = (z,y) y @ = (a, b). Entonces las Hipdtesis
8y 9 se cumplen y el Lema 5.3.13 se sigue. H

0.11. Conclusiones del Capitulo
En este capitulo se analiz6 el problema de la diferenciabilidad de la fun-

ciéon de valores 6ptimos y del minimizador, correspondientes a un proble-
ma de optimizacién general. También, se dedujo una relacién funcional para
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la derivada de la funcién de valores 6ptimos, conocida en la literatura de
Economia como Férmula de la Envolvente. Dicha férmula se usé para re-
solver algunos problemas de la teorfa de control éptimo. Lo anterior se hizo
de forma directa, en el algoritmo de iteracién de valores. El procedimiento se
puede resumir en los puntos siguientes:

(Recuérdese que V' denota la funcién de valores 6ptimos y f denota la
politica 6ptima, correspondientes al problema de control 6ptimo estocéstico).

(a) Se aplica el Teorema 5.1.2 al algoritmo de iteraciones de valores.

(b) Con la aplicacién del Teorema 5.1.2, se obtiene una relacién de recur-
rencia para las derivadas de las funciones de iteraciéon de valores. Inte-
grando dichas relaciones, se obtienen las funciones de valores 6ptimos
correspondientes.

(c) Para determinar V', tomamos el limite de las funciones de iteracién de
valores.

(d) Por ultimo, para determinar f, sustituimos V' en la Ecuacién de Pro-
gramacion Dindmica.

Finalmente en este capitulo se presenté el andlisis del problema de la
diferenciabilidad para problemas de control estocédstico con horizonte infinito,
se dan condiciones estructurales sobre el modelo de control para garantizar
la diferenciabilidad de clase C? de V' y la diferenciabilidad de clase C! de f.
También, se proporcioné un ejemplo que cumple las hipétesis impuestas al
modelo, y se presenté una seccion para el estudio de problemas no convexos.



Conclusiones y Problemas
Abiertos

En la tesis se traté con la teorfa de Procesos de Control de Markov. En
ella se trabajaron problemas a tiempo discreto, con horizonte infinito. El cri-
terio de rendimiento que se utilizé, para evaluar la calidad de las politicas
admisibles fue el de costo total descontado. En el trabajo se usa la notacién
siguiente. Para problemas estocdsticos la funcién de valores 6ptimos es de-
notada por V' y la correspondiente politica 6ptima por f. Para el problema
de control determinista se denota la funcién de valores éptimos por W y la
politica 6ptima por g. De forma andloga se denotan las funciones de iteraciéon
de valores V,, y W,,, n = 1,2, ..., y los minimizadores f, y g,, n = 1,2, ...,
para cada problema.

0.12. Conclusiones

La teoria de PCMs es presentada en el Capitulo 2, dando sélo los re-
sultados necesarios para el desarrollo subsiguiente de la tesis. También se
proporcionan las referencias para justificar los resultados principales de esta
teorfa. En el Capitulo 3 se dan, de manera general, los problemas que se
trabajan en la tesis; ademds se presenta una secciéon donde se proveen los
antecedentes referentes a los problemas que se trabajaron en ésta.

En los capitulos siguientes se presenté la contribucién que se hace a la
teorfa de PCMs descontados.

En el Capitulo 4 se presentd, para PCMs deterministas, una ecuacién
funcional que caracteriza a la solucién del problema de control 6ptimo (i.e.,
la funcién de valores éptimos y la politica 6ptima), conocida como Ecuacién
de Euler. La EE se di6 en términos de las derivadas de las funciones de
iteracion de valores, aunque es posible dar una versién en términos de la

Lv
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politica 6ptima. La ventaja de plantear la EE en términos de las funciones
de iteracion de valores es que permite resolverla de manera inductiva. Para
determinar la EE se usé la diferenciabilidad de primer orden de la politica
6ptima, y la diferenciabilidad de segundo orden de la funciéon de valores
6ptimos.

El Capitulo 5 presenta el tema de la diferenciabilidad en PCMs desconta-
dos. En dicho capitulo se dan condiciones para garantizar la diferenciabilidad
de las funciones de iteracién de valores y de los minimizadores correspondi-
entes, después se procede a caracterizar la diferenciabilidad para la funcién
de valores 6ptimos y la politica 6ptima.

En resumen los resultados obtenidos en la tesis, son los siguientes:

(a) La diferenciabilidad de orden dos para V,,, V. W, y W,n > 1.
(b) La diferenciabilidad de primer orden de f,, f,g9, v g,n > 1.

Lo anterior se hizo suponiendo, principalmente, la diferenciabilidad de
la funcién de costo y de la dindmica del sistema. Ademds, para determinar
la diferenciabilidad de V, se usé el Teorema de Cambio de Variable (véase
Apéndice B) y el Teorema de la Funcién Implicita (véase Apéndice B).

(c) Se determinaron condiciones para vincular problemas controlados es-
tocdsticos con problemas controlados deterministas. Para garantizar lo
anterior, la principal condicién fue suponer que para el problema de-
terminista se conocen la funcién de valores 6ptimos W y la politica
optima g. Para garantizar dicha condicién se propone determinar a W
y a g mediante el uso de la Ecuacién de Euler, pero en general se puede

obtener por cualquier otro procedimiento como, por ejemplo, mediante
el uso directo de la EPD.

Las consecuencias que se tienen después de haber hecho un anélisis de los
resultados obtenidos son las siguientes:

(a) Se obtuvo una ecuacién funcional (conocida como Ecuacién de Euler)
que caracteriza a las funciones de valores 6ptimos W,,. Ademés, se pro-
puso un nuevo método iterativo para resolver dicha ecuacion.

(b) A partir de la solucién de un problema controlado determinista (donde
se conoce a W y a g) se mostré que es posible inducir un problema
controlado estocdstico, el cual se resuelve utilizando la solucién del
determinista.
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(c)

Al aplicar la diferenciabilidad al algoritmo de iteracién de valores se
obtuvo una férmula que caracteriza a la derivada de las funciones de
iteracién de valores V,, en términos de los minimizadores f,. Dicha
relacién es posible usarla para resolver el problema de control 6ptimo,
a partir de V..

0.13. Problemas Abiertos

Los problemas que se consideran como consecuencia del trabajo, y se
espera continuar su andlisis, son los siguientes.
En referencia a la Ecuacién de Euler (EE), tenemos:

()

Para un MCM M donde la ecuacién en diferencias presenta la forma
(27), determinar la EE en términos de la politica 6ptima f, o la funcién
de valores 6ptimos V, y proponer un método de solucién. Una opcién
para resolverla es utilizando un método iterativo, dando la EE en tér-
minos de las funciones de iteracién de valores y seguir el procedimiento
que se analiz6 en el Capitulo 2, para problemas deterministas.

Encontrar procedimientos numéricos (programables) que den una solu-
cién aproximada de la EE.

Determinar condiciones suficientes para caracterizar a la politica 6pti-
ma, a partir de la EE. Es decir, si una politica estacionaria f satisface
la EE entonces es 6ptima.

En general, la Ecuaciéon de Euler se ha trabajado para el caso descon-
tado, tanto en versiones deterministas como estocdsticas, salvo en el
articulo de Brock & Mirman ([12]), en donde se analiza el problema de
recompensa total, para problemas de crecimiento econémico. Lo que
se propone es estudiar la Ecuacién de Euler bajo otros criterios de
rendimiento, i.e. costo total y costo promedio. En el caso de recom-
pensa promedio, la metodologia con la cual se planea trabajar este
problema consiste en revisar los articulos referentes a la Ecuacion de
Euler para el caso descontado (véase Aoki [2], Brock & Mirman [12],
De la Fuente [22], Duffie [23], Levhari & Srinivasan [36], Mirman [37]
y Stokey & Lucas [49]) y ademads el articulo Montes-de-Oca ([38]), en
el cual se trabaja el caso promedio, via el caso descontado.
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En lo que respecta al estudio de la diferenciabilidad en PCMs consid-
eramos trabajar en un futuro la siguiente clase de problemas.

Estudiar la diferenciabilidad de la solucién 6ptima para los criterios
como son el costo total esperado y el costo promedio esperado.

Hacer un estudio del Principio del Minimo (Méximo) (véase [4], [5], [6],
[13], [14], [15], [26], [27], [28], [29], [39] v [40]) via la diferenciabilidad de
la funcién de valores éptimos. Esto ya ha sido hecho en algunos casos
especificos, véase, por ejemplo, Clarke ([15]) y Pontryagin et.al. ([40]).

También vincular el Principio del Minimo (Méximo) con la EE, para
que juntos hagan posible un estudio mas simple de problemas de control
6ptimo.



Apéndice: Notacién

A : espacio de acciones.

A(x) : espacio de acciones admisibles en el estado del sistema x.
X : espacio de estados.

a : factor de descuento.

x; . estado del sistema en el tiempo de observacién t.

a; . accién aplicada al sistema en el tiempo de observacion t.
K : conjunto de parejas estado-acciéon admisible.

P(x441 € Blry =x,a;, = a) :  ley de transicién del sistema.
c(xy,ar) @ costo recibido de x; y ay.

H; : espacio de historias admisibles hasta el tiempo t.

IT: conjunto de politicas de control.

F: conjunto de politicas estacionarias.

M : Conjunto de Politicas Markovianas.

v(m,x) : funcién objetivo, costo total descontado.

V(-): funcién de valores éptimos.

Vo(+) :  funciones de iteracién de valores, n > 0.

w(m,x) : funcién objetivo, costo total descontado determinista.
W (-): funcién de valores éptimos determinista.

0, : derivada parcial de # con respecto a v.

0,, : segunda derivada parcial de 6 con respecto a v.

C?(N;Z): conjunto de funciones con derivada continua hasta de orden
¢ definidas en un conjunto N y con valores en un conjunto Z.

int(B) : conjunto de puntos interiores de B.

Ip(-): funcién indicadora de B.

LIX



Apéndice: Resultados
Auxiliares

Theorem 30 (Teorema del Valor Intermedio) Sean A C R" y f: A — R
continua. Supongase que K C A es conexo y x,y € K. Para cada nimero

c € R tal que f(z) < c < f(y), existe un punto z € K tal que f(z) = c.
Proof. Véase Teorema 4.23 en Rudin [42] p. 100. W

Theorem 31 (Teorema de Rolle) Supdngase que f : [a,b] — R es continua,
que la derivada existe en el intervalo abierto y que f(a) = f(b) = 0. Entonces
existe un punto ¢ en (a,b) tal que f'(c) = 0.

Proof. Véase Teorema 5.12 en Rudin [42] p. 116. W

Theorem 32 (Teorema del Valor Medio) Supdngase que f : [a,b] — R es
una funcion continua y que tiene una derivada en el intervalo abierto (a,b).
Entonces existe un punto ¢ en (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f(c)(b = a).
Proof. Véase Teorema 5.9 en Rudin [42] p. 114. &

Theorem 33 (Teorema de la Funcién Implicita) Sean A C RP x R™ un
conjunto abierto y F : A — R™ una funcion de clase CP(A;R™) (i.e. F
tiene p derivadas continuas). Supdngase que (xo,y0) € A y F(xo,90) = 0.
Sea

OF OF

T
J =

Fm Fm

oyr 7T Oym
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evaluado en (zg,vo), donde F' = (Fy, ..., Fy,). Supdngase que J # 0. Entonces
ezriste una vecindad abierta U C R"™ de xg y una vecindad A de yo y una
unica funcion f: U — A tal que

para todo x € U. Ademds, I es de clase CP.
Proof. Véase Teorema 9.28 en Rudin [42] p. 242. W

Theorem 34 (Teorema de Cambio de Variable) Sea T' una funcion con-
tinuamente diferenciable definida en conjunto abierto U con walores sobre
un conjunto V. Supdngase que T es inyectiva y que su jacobiano, J(x), es
distinto de cero para todo x € X. Si f es no negativa, entonces

/U F(T(@)) |7 ()| dx = / f(y)dy.

Proof. Véase el Teorema 17.2 en Billingsley [10] p. 225. &
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