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1 

sobre las condiciones iniciales del universo. 

En cosmología cuántica el universo es descrito por una función de onda $, la cual i 

está definida en el supereapacio (el espacio de toba lae tres-m¿tricss y configura- 
ciones de csmpos de materia). La bción de onda + es una eoiución de la ecuación 
de Wheeler-DeWitt (WDW) (segunda cuanthion de la gravedad), 3111 = O. Esta 
ecuación es el análogo de la ecuación de Scrhodinger rn meubica cuántioa ordin% 
ria. Como el superespacio es de dimensión inñnita, el formaliemo completo de la 
cosmoiogía cudntica es muy dificil de tratar en la práctica, entonces genmalmt rite ,se 
considera un modelo del minisuperespacio, es dwir, tratamae con una conEgui;íci&n 
de dimensión finita. 

La ecuación de WDW tiene un serio problema ea la interpntseión dg que I $ I2 
es .una probsbilidad, debido a que la ecuaaión de WDW ee una eoueciór~ dif¿rencid 
hiperbólica de segundo orden, no hay una densidad de grotmWdad delinltlr pasitiva 
como en el CIWJ de la ecuwión de Klein-Gwdon en Mea de partículas. Una $ter- 
'nativa a este problema es redizar una terbra cumtiwción & la fun* de onda 
del universo(l5] en analogla a n  la segunda cYsnti&h de tañ& de c~mpoe. AsI 
se puede construir en grnvcduf cuántica una medida de pioki8>i3kdad.&satente ai 
'prorriover u ~r' a un operador cuántico de campo que aotiia en un eapaci~ de H'ilbert 
dt. t*stiitlu.. El estado vacío en este espacio es idenrificado mw on.esta<yo en donde 
el universo no existe. Los procesos del cambio de topologia pueden entonas ser 
dvsrritos iil incluir autointeoacciin del campo de univeficos. En la teoría cuántíca 
(It. ~i i i ipus.  las partículas son creadas desde el vacio mediante un, potencial externo 
q i i e  viiría en el tiempo y esto sugiere que el universo puede ser creado mediante 
iiii prt~~~eso 's i~ni l~  (los así llamndos uniremos ijebk). En Irt. tercera cuantización 
1.1 (xripo <I(. universos es expandido en fi~ntimt~ de rnodoatrnntr y -saliente de 
frc~(~iic.iiri:i pcsitiva y sus conjugados hermiticts. Los mobs entrnntes y snlientes 
i.>i;iii rol;icioriiid<a uno con otro por lcs c.<eficit:ntt! de Ik>6.otiubov y estos deterrni- 
I I ; I I I  (4 r i i i i i i w )  de iiniversos en un modo dado. Por lo tanto, IR teoría de la tercera 
(.ii;iiitiz;icitiri del universo daFcrit>e un sistema (le varios universos. Mucha de la ex- 
< . i i  . i t  iiiii ; L  liriiilcs (It! Ius iiiios &?O'.$. tst u w  awci:idii  CY^ Iir idea de que talts procoros 
p t ~ I r i ; i r i  lijiu cunstiintes fiindiirriciit;ilcs de la niitiiriileza, en particular conduciendo 
; L  I:i i.oiisi:iiitc! cosrriol6gica a cwu.  

Oini iim:i tlc cstudio err cusniologíci ruiíriticü. es el estudio de Ins efectos cuánticos 
( ' t i ,  I;i i~voliici<iri del iinitwso[l(i]. El universo que oliserwrncis en la actualidad es 
iI<wr¡ilJ por IIW leyes c l i i i k t s  CWI un iilto gr:ulo (I(* preckión. En !a perspectiva de la 
uwiiitogí;i ciikiticii 01 iiniverso s<! consi<ltirn fiiii<l:i.mcntalrnente meclinico cuántico 
VII 511 !);it i i r ; ~ I ~ í : i ,  y iiriii pr<ulicción de esta tt:ori&i sotwe In% condiciones iniciales del 
i~iii~ersii. cs qiie i i  grim tiirala el universoes aproxiriiaoamente clWie0. En la presente 
i i i w t  igiicitin est udiiuiics la relación de incertidumbre de Heisenberg para algunoe 
iiioclctos. con el fin de estudiar el comportamiento de algunaa mologíaa cfiri'adas 
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! 
a muy temprsnas y lejanes ¿pow.  

Por otro lado, en gravedad cuántica la topolw'a del qacio-timipo se espera que 
fluctúe en Is escala de Plsnck[4]. El espacia-tiempo di& estar r n u i t i k a t e  c o n e  
tado, estas conexiones son agujeros de gusano m i c r d p h .  I k ~ k h g  y.Pilge[l7] 
han sugerido que son soluciona de ia ecuación de WDW, que satisfacen ciertas 
condiciones iniciaies, las cuales son que: (i) la función de on& del u n i m  es amer- 
tiguada exponenciaimente cuando la geometria espacial es grande, y (ü) la hrnciún 
de onda del universo debe ser bien comportada (regula) en el origen. Algunas de 
las soluciones de la ecuación de WDW que obtuvimos, son de este tipo. 

En'los moddos del m i n i s u p e v i o  que estudiamos, utilhnos la aproximación 
WKp con el fin de conacer obtener informwh sobre su compwtaniiento clssieo. 
Esto lo realiaamrp redviendo la ecuación de Hanrilton-Jamb¡. Algunas soluciones 
cidsicas fueron caicultidas por esta vía. 

El estudio de la cosmobgía cuántica 'we presentamas, es rd i z& en el marca de 
las t.eorias d a r e s  tensoriaks de la gravitwicin, esto debido ai gran interés que en 
los últ imns años se ha dado a estas teoría% Dos de las principJes razones son las si- 
guientes: LOS teorirui.de unificación, y la i'n&citih d i m .  LS mayoria de b teorías 
uniticaddas[iSj, incluy&do la teoría de supefcuedas naturalmente predice una teoría 
de dilatón de la gravedad, y en la actualidad es la única teoría que trata la gravedad 
tan UII runiiiio consistente con la fisica ruríntica. Ad+mis.ei nuevo escenario de la 
iritl~iri6ii extendida[l!J]. que resuelve el problem& de "fine tuning"de la inftación an- 
t igiiii. n u t w  y ritotica. tiene un campo esraliu que retarda el ritmo de expansión 
tit-sti~ exlnsiencial a polinomial, permitiendo completar la fase de transiaUn W e  
ciii;i tiw~ elt. ch. Sitter ii un universo cloriiini\(lo por raidiari6ri. esto significa qiie las 
ivcirí;w cw:il;irt.s teiisoriiiles de J i i  gravitiic.ii>n provtm una posible solución piva el 
prol)lt-rii;i ( 1 c ~  griicrfiil exit". 

131 10s c ; i p í t i h  3 al 5 estiidiareiiios coñniilogía riiiintica para el caso de rtiodelw cos- 
t i 1 1  d i ; : i c . t i s  tioiiiogeriivr; e isotr<ipic(is. t5to ts. ut ilkiirctiius el 'iiiocielo (le Frkdmitnn- 
I~olic~ris~~ii-~\iilkei. vn el niarco (IC: Iri ttxirizt cedar terisoriiil d í s  general. IH twriii de 
t i l  Xriivii ;irit'ni (Ir ~Iergiiiiiiin-\Vi~oii(~~LO1..~ algunos ciwzi piutirulares de la misma. 

1.a iwis  vstií orgiiniziidii de Iir sigiiic:iiro tiinnrrn. en el capítulo 2 se da iitiii iiitro- 
(Iiicci<;ri ;I I (*  fiiii(!;iiiitrntos ttxiricos pimi el tst udio de la cosmdogii, cuhnt,ica. tales 
< U I I I I I  ( . I  tcirrii:ilisnio ADM. lii ciiiriitiziic.j(íii rnntinica y por integrales de trayectoria, 
I:& (~otidicioiie-s ii lii frontrrii para la ftiricióri (le ori<!n del universo, los agujeros de 
;iis;iiic> c.ciiirii  ¡cos y la terrera riiánt im-ióii. En el capít,ulo 3 tratamos la cosmología 
ciiiiiitic;i t l c  I;i ieoríii (le Bergniitnn-~ragorier nsl. El capítulo 4 es dedicado al estudio 
de. lii cosiiiol«gíii miiitirn y clásica de 1j.i teoría de Jordan-BransDicke así cum0 una 
riiodificnci0ii tlo Iii ntisinii,y en el capíti:lo 5':n<st.Iamos algunas soluciones cuhnticas 
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y semiclásicas en le teoria de BW para fbs modelos del Bianchi I y 11. Finalmente 
en el capítulo 6 dam- nuestras conclusiones. 

.. . 
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Capitulo 2 

2.1 Cos3rndogfa c k t i c a  
La visión actual que tenem- del universo, e8 la de un universo mecánico cuántico, y 
en esta perspectiva el universo &be mr descrito mmo un todo y cada co$a en él debe 
ser drsc.rit.a en thninoe ,de la mecánica cuántica. La natwaiowr de esta descripción 
'y sus consecuencias son el tema de la aismologia cuhtlce. 

Las observaciones del presente uniwm a grandes d e s  puedcn ser descritas ade- 
cunclnriiente mediante las iejm de la fisica clisica. La descripción cuántica de les 
ol)wrv;iriones actuales del uniwtso no tiene mucho sentido, debido a lo pFeciso de 
1;~s predicciones clésics. El objetivo en la wsrnología cuántica es ti& wnbicim, 
?:I qiiv s1' pretende construir una teoría de la cmdicióii iriirial del uriiverw la cual 
IJft*d¡g:i wrrvkhories comprobtihies entre las ohserviiciorrts wt iiales, tales runio la 
ti[)iiil,g[,ri~,,i(l~i(l i i  gran w a l a  y In isotrop'ía del uriiv<:r.w. su aproxiinatln nioiiotonía 
<q):tci:il. VI tspecrru de fluctuaciones de densidiid que prodiiceii lis guIHxiits, la tioniu- 

g:cw+l:rcl tlv Iii Herhir del tiempo terinodiiiiíiriiro. y l a  existencia del tspacli-tieiiipo 
c+i.siu). ;\(icrriis. otro de los tópica de IR cosmología ruiiiiticn es la cimtihri de si 
I;L+ ('imst itritcs (It. arop1ttrnient.o de las interarcioiies efectivas (Ir las patrtíciilas ole- 

I (<,I iiii i v t w  1. 

l i I < ~ l i 1  .di5 ;L  t%';diL% <k <.lilTgí;i iiCCf'S¡bk!S <k~)ell<k'li. ell 1);UtC'. <Ir lil ~ < J l l d ¡ C ¡ ~ ~ l l  ¡Il¡C¡id 
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visión del mundo en observador " y " observado suponiendo que h6 " mediciones" 
wn el centn, primario de las declaraciones científicas, y BC tíme u11 " d ~ i n i o  claSico" 
externo. Sin embargo, en una teoría de un "todo"como en a>einoI&a cuhntica no 
hay divSldn fundsnientd entre observador y observado. Las medicmnes y 10s ob- 
servadores no pueden ser nociones fundamentales en una teda que busca describir 
el,universo temprano cuando de entrada ni existían. En una formulación básica 
de la mecánica cuántica no hay razón en general para tener cudesquiera variables 
que exhiban' comportamiento clásico en toda circunstancia. Por consiguiente, la 
cosmologia cuántica de Copenhagen necesita geneidkzarse para dar ur. r r w c u  de 
referencia cuántico adecuado para la cosmología. 

El segundo punto que es inadecuado en las formuhcb& familiares de \a mecbica 
cuiinticn para la casmología concierne al uso central de un tiempo preferido. El 
'tiempo es un observablti especial en la ,mecánica cuántice Hamihima. Las pro- 
babilkiades son predichas de observaciones "en un &lo momento de tiempo". El 
t,iempo e6 el único observable no representado por un omador en ell formalismo de 
la mecánica cuántica famiiiar, en vez de ello entra en la tcoria owno un parknetro 
que describe evolución. 

Eii tlori& hay una geometría fija del espacio t,iempo, esa geometría + fondo podría 
der sigificiido físico al tiempo preferido de ia mec&ka d t j m  Hamilturiiana .4& 
<.I t ieiiipo Sewtoniano del espacio-tiempo no dativiste ea tomado como el tiempo 
prthi&i t l v  I+ mecánica cuántica no relativista. El especbthps de la relativi- 
diitl t icrw riiu¿hns direcciones tipo teniporal. Cualquiera de ellas podrian proveer 
1.1 tiwiii,to preferido de una teoría curinticii de wnipos rdstiviutw. Sin embargo, 
1.1 c.sp;icit+ticwpo no est6 fijado fundiimrntalmente. En una teorín, cuíuttica de la 
grwdiid. en rl doiriinio de un iinivtm) muy ternltnino. Ruitiiaríii y i io  tmdría un 
v;iior tk-lii i itlo. El espacio-tiempo cii meciinica rtuuíticatiitmte vwiable, n o  huy un 
( ,si)iici ,+~i( , i i i i i i~  fijado pun'proviw una noritin cínica de "tipo teriilxml". "tipo cs- 
pwiiil" o "srilwrficic tipo espacial". En una teorh cuúntica tkl espacitrtit-rripo no 
tiay i i w t  gtunittt ria de fontlo ptirn dar significado nl tiempo preferido cn Iir mwiiiica 
( ~ i i ; i i i i  Il;iriiiltoriiiiiiii. Así 1t;iy 1111 roiiíliito cntrc la coviiriiriizn gt:t'iicral di! lii cisica 
( i t ,  I;( gr;tviiwi1iii y VI riviiipo prifcritlo tle Iii  iiicciiiiw ciikiticii t l t i r i i i l t ~ i i i i ~~n t i .  Este 
~h t.1 ~'prolih~iiiii tit4 t ieiiipo" ( ~ I I  griivcdxl ciiirir ira. Por consigiiimtc, <lo n ~ e v o  el 
&i t m i ~  (I t .  rdiwricin fiuiiiliar (it. In nirc:ínicn riiiri~ ica ncwsito ser (Triicraliziido. 

.' 

' 

:* 

. . El 1wsqiit.j) (le h i  c<sniologíii riiiínticii que presentamos qui? es IR estrategia pre- 
w n i ; ~ i ; i  i ior  ii;trtir[i#31 y por iC'ittshirc[ií).il. St. <*rnpcztuci suponiendo un espacio- 
I i t ~ i i p ~  ( I t ,  f i ~ i t l t i  fijo (iitr provcn unii fiiitii1i:i Iwftsritlii tle direcciones tipo temporal 
p,ir:i lit mcinim ciiiirit ica. Lm> tic seguro. es iinii tiproxitrinrión excclerite de e% 

I z a t  . . . f\.iilJlts pira tictrips posteriores R 10-"" segundos después del big bang. El 
apiu;i~ti familiiu del espacio de .Hi!bert. estados, Hamiltoniano y otros operadores 
w (lt.lwii q)lirar n1 prorrso de ptediccih. Realmente, en este contexto la mecánica 
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cuántica de la coamología es indistinguible de una @an caja aislada conteniendo a 
observadores y observado. 

El marca de referencia cuántic0 para la cosmohgia tiene s& orígoneai en el trabajo 
de Everett[i) y ha sido daparrdldo por otra44 321. También se le wnoce como la 
interpretación post-Everett de la mecánica cuántica. 

La idea de Everett fue tomar la mecánica cuántica seriamente y aplicarla al univer- 
so corno un todo. Mostró &o un observador podría ser considerado parte de a t e  
sistema y cómo sus actividades (mediciones, registros, dculos de probabilidades, 
etc.) podrían ser descritos dentro de la mecánica cuknticlc. No obstante, el snálisis 
de Everett no fue completo, pues no desoribe aqkwdamente desde la perspectiva 
de la mecánica cuhtica el orfgen del "dominio clésico" de la experiencia familiar 
o, en una' perspectiva de o k v a d o r  indepmdite, el significado de 'ibifurcación" 
que reemplaza la noción dz medición. Taunpooo distingue entre el vasto número 
de elecciones de observables &ica cuánticas1 que en principio estan dbponiblea 
para un observador, las elkcr.ianear particukes que, en efecto, deiicriben el dominio 
clásico (a veces esto es llamado el "probdema W). Por otra I&, Everett no 
dirigió suficientemente su atención a la construcción de historias, tan importante 
en wrnologia? independientemente de la memoria de un observador. .Tal como se 
iiieitcionó en el capítulo anterior, et trabajo iniciado pQr Everett fue continuado por 
DeWirt('21, Wheeler[41 y Misnc:r[G], y tuvo un renacimiento en la decada pasada de 
IIR PO'S con los trabajos de Wawking[7, 8, $1, Vilknkin[lOj y Linds[lll. 

1.a c~siiiologín cuántica es considerada quizás m& propianiente como un intento en- 
irt. iiiiictios en la cuest.ión de hdlar una teoría cuint,ica de la gravedad. Como una 
ivtiri;i dtfi c i i i i i p )  In relatividad general no es rerpiiiiializabk I>erturbnti~~iieiit.e. p los 
i i i i t . i i i t r i  qiii* sv tiiin hecho paia rtroncilitu la reliitiviiliicl gwierel con la,fisica cuiinficii 
r i t i  h i  tcii iclo Cxito ha ptsrv de los grandes wfiirRz(is,re;il~iidus. El pn)t)lt.iiin coii la 
rdi it  ¡vidiid g:<wraI es que es una t.eoría sobre la tstruttura ii gran es.r;ria cicl espncio- 
I iiwipo. y ptirii criantizarla tenernos que cuaritiztir el espiwio-tieiiipo riiisrtio en vez 
< I < .  siiiipl'~iiic*iit<' cllilllr izar los rar1iptis ({lie viv<.ii en <.I ~ p ; i ~ i ~ ~ t i e r l i [ ~ o .  

~~~ 

. 

Ii<. Ii.iii <'<liiS¡tl<*radlJ riiuchüs ideas relarivw HI pro lh ia  (IC coiistruir iiriii tLTJTít1 

w Í t ~ i  ii,:i ( I t .  1:i gravitiición. alguiii~s de las <uú.e:~s (It: iiiwst igiici8ri Iiiiii incliiklo: Ln 
~ i i i ~ ~ , r ~ r ; i ~ i . ( l t i i l .  1:i troríci de siipíwrierclas. In griivtdiitl ciiirit ic:i.c¿in(hicii no pcrtur- 
l i ; t l  ¡\.<L. ~ ~ I I ~ l l t I  iz;ici<íri to~>oltigicÍi. crc. 

1.31 VI tl<~s:urcillo <I<! 1i i  cosniologíii ciiiírit icii se pii<+tlttn itlent.ificar las sigiiic:rit.es fms: 

I i / .ti  t l r f i r i i r  kh! d d  prohlern.a. El forrnalisnio catitiniro. incluyendo la definición de 
l i c  íiiii<.icíri tlv o i i t l i i  drl un'iverso e:, su espacio de confiyracicín (el superespacio) y su 
rvtiliicitiii (11. ticiit*r<l(i ii lii ecuación de Whwler-DeWitt, que fue establecido a finales 
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de i960[2, 4, 61. 

2) Condiciones a la j?untera. La investigación en cosmdogia cuántica tuvo un aban- 
dono en la década de lsr70,.,y volvió retemame a principia de 1980 atn la cuestión de 
hallar las condicione a la frontera eptopiadm para la €une#jn de onda dek universo. 
La idea es que tales mndiciones a la frúntenr deberhn -&ir ia "creación del 
universo de la nBda"[iOJ, en donde la riodo sign%& la ausencia de espacio y tiem- 
po. Entre las propuestas que surgierun doe d e b  més'popubes son la propursta de 
no frontera de Hartle y Hawking(44], y la prupnseta de turdmiento dc Vi.!enkin[lO]. 

3) La áecohenncia cudntica. El mecanismo de la transiqión de la física CUáAtka a 
la fbiea clásita ("decoherencia cuántica") l i d  a ser vitalmente importante cuando 
la íííice cuántica se aplicó al universa corno un todo. Aún a principias de 1990 fue 
materia de mucha inves~igaciÓn[25]-. 

4) Asvjeros de gusano cuánticos y &ivanac kbcs.. Los, egujem cuánticm eatu- 
vieron muy de moda en la mun idad  de ñ+icaS de plutfc- an lam sñue de 1988 a 
1990. Taies estadcm surgen cuando .r& consideran csmbi t 0 p d O g h  en la formu- 
Incián de inregreles de trawilmia del In g a d a d  cuhtica: los w m s  de gusano 
ciuínticou s«ti soluc.i~pes de iastsntón que jucgan un papoi inipwtante en la inte- 
gral de trayectoria Eudidma. También son comidaradog como soluciones de la 
ecuación de WDW que Batisfaam ciertas pmiiciones a ka .frontera, conocidas eomo 
coridicioncs de regiilstidad.de Hewkiaig-Pnge[721. En este campo de estudio se tra- 
iii con iin~"formaliSmo tercero mantizadti", m o  es, la teoría cuántica de campap 
sobre el superespacio. lo cual incluye operadores que crean y .  dmtruyen univem 
í l (* ' l l : ir i i : i (h  universos &hf%). El interés en este tema a finolas de In dtcada de 
i!M tstiw relncionada con In irlen de que tala proccw potlrían fijar wnstantes 
fiiri(l:iriii,iit:ili~ (le In nnt,iirulezn[7fj. 271. 

.5) C'osrntdogío criúntica supcr.sinaétric~. Este ampo de estudio hn surgido recknttL 
r i ~ ~ ~ r i t i ~  como tina de Ins hens de irivestig:icitÍn m k  nrtiv&iI. 52, 531. Al roiisiclerar 
l i t  c.r<wii;ii cuiriiir:i <Id i inivvrw XI wt:i trirtirrido mi <:poczrs riiuy teriipriiiicLs de 
l i t  t~sisttwi:i & I  iii,ivtwi. ii 1st' r i c . i i i p o  SV c w  qiir I;i siipersiriic.trín niíii IIO tid)í;i 
sit hi riiiii. Por corisigiiieiire la iri(,liisi(;n (It. In siiptmiiiictría pcitlría ser vittil clesrie e! 
liiiiitti tit. vist:i (IC coiisistrriciii fisicii. . , .  

2.2 Geometrodinámica y el formalismo ADM 
1-1 h r d i s i i t )  ADM fue ~les;uroll;r<ki por R. .\rnowitt, S. Deser y C. W. Misiier[24) 
i i  priitcipiois <It. Im (io's. r<in rl fin (it. ohiiiit~r la din&inica'¿ke la relavidad general, 
coiisidrr:iridolii UJIIIO un probleiria de Cituchy, esto es, andizar la dinarnica wmo 
Iii i:v~ilu~itiri (le uriii tiilnmi~xerficie tri<liriiensional donde estén confinados los m- 



pos, esta forma de desentrMar la dinámica de la relatividad generd BB conocida 
-o geometrodinámicil[28]. En esta formulación, les variables ADM muestran ex- 
plícitamente el contenido dinámico de las ecuaciones de Einstein, y mediente eUas se 
puede construir un Harnilconiano para luego proceder a la mmtWÓn de la teoría, 
una vez que se han aislado los grados de libertad verdaderai. Les ecuarciones de 
Einstein son obtenidas mediante el principio variacional, se p r o d e  a obtener loa 
extremales de una acción gravitacional. Esta acción es expresada como la integral 
sobre el espacio-tiempo de una hnción escalar. Partima del principio variacional 
de Einstein-Hilbert 

en donde R(g) ea el escalar dc Ricci. el cual es una función de g,,,, y sus primeras 
y segprndas derivadas, y A eg una constate c o s m a c a ,  coiiocida también a m o  
energía de vacío. La integral (2.1) se toma d r e  la totslidad de la 4-variedad 
(espacio-tiempo), y como la acción es una funoiond dei tansor métrico S = Sbp], 
por consiguiente e: tensor métrico adecuado debe ser aqud para el cud la w i ón  
sea un extremal. Eeto es, debemos variar la acción respecto a les componentes del 
tensor gPy para obtener las ecuaciones del movimiento e igualar a cero, así se llega 
il Ius ecuaciones de Einstein en el vacío 
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Las componentes espaciales de g,,,, sobre las hipersuperficiee Ct inducen una métrica 
espacial, dada por hij = g;, - Gn,, en donde n,, es el campo de vectores normal 
a Et. La métrica hij(t)  que evoluciona wn t se considera como variable dinámica. 
Además de las seis componentes dc hi,, debemos definir otras cuatro variables para 
tener un total de diez, que es el númerc de componentes de la antigua variable g,,,,. 
Mas cuatro variables se definen de ma+,era natural al hacer la foliación del espacio- 
tiempo. Estas nuevas variables son las ya mencionadas; función lapso N y función 
cambio N'. En la Figura 1 se ilustra la construcción de estas funciones. 

r 



I 
Y I 1 ; 1 gr& 2 , 

y también en func'is I I:*pw > c.;i nbio, ter mas que :$e I 
poner en dos di i dista : i t  sobre la !:ipersuper.fici 

.mpio8i 1 1  .e hipersi Fierficies 

ds' = hij(N'o'! .. &)(N di + d 9 )  - :i\idt)', 

i:riiento o: re la hipi,rsiiperficie b,5 
I , : ,  las eci 9: ones (2.?) y (2.4) pod 
i::ninos d ! I ' ~ ,  Ni y h,.:, 

i 
g,,J.Pff' = -(Nil? ' -t h.,j(1 ' , I  8. + d ~ ' ) (  .V jd t  + d9), 

i 

I 

i)or otro lado. l i i  1 1 1  iiriz adjunta i:k ei i 



i 

(2.11) 

(2.12) 

El elemento de volumen está dado por 

G d 4 x  = N&d3zdt.  (2.13) 
El siguiente paso es reescribir la acción gravitaciond en términos de las nuevas vari- 
ables, esto es, necesitamos expresar el escalar de curvatura del espacietiempo, 'R, 
y el inmiante de volumen J-9daxl como función de objetos geométricos en la 
hipersuperficie y de las nuevas variables N, N'. Para esto es neoeeario considerar el 
encajamiento (ver el Apéndice A) de las hipersuperficies, ¡.e., la manera en que la 
hipersuperficie hereda la estructura geométrica, tanto del espacietiempo como del 
encajamiento particular realizado (como se efectuó er&&w);,:Ta$bién, es necesario 
estudiar la forma en que los tensores del espacio-tiempo se proyectan sobre la hiper- 
superficie y sobre la dirección ortogonal a ella. Para ello necesitamos la curvatura 
extrínseca de E t ,  la cual está dada por (ver el Apéndice C) 

Ktj = ~ t ; , ,  (2.14) 

vn  donde ci punto y cama significa derivada covwiante (Apéndice B) con respecto a la 
rri6tricn cii'itro-espacial 'g,,,, (p, u = O, 1,2,3). La ecuación (2.14) también se conoce 
como segunda forma fundamental, y describe la curvatura de la hipersuperficie zo = 
crmstunfe coirio vista desde el espacio-tiempo cuatro-dimensional en el cual está 
eiicojada. Tiiiiibiéri es conocida como tensor de curvatura extrínseca y se transforma 
c oiiio un tensor sirriétrico bajo transforriiaciories de coordenadas espacida (ver el 
.\pi.ridice C). La ecuación (2.14) se p u d e  escribir corno 

(2.15) 

Eri <oor~leii;i&~s adaptadas 7,  = -d(l, O, O, 0: y de (2.12) tenemos 
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K . . = - N  4r0,j, . .  
'3 

= -N(gm4r&j  + g o k r k j i i ) ,  

( 2 . 1 7 )  

= - N  - ~ ( N i , j  1 + Nj,, - hj) [ 2N 
1 

2 N 
- - -(N,ij + Njli - hj), 

en donde el punto dencta derivada con respecto a t ,  y " 1"denota derivada co',wian:e, 
con respecto a la métrica espacial h,,, es decir 

(2.18) 

Ahora reescribiremos el tensor de Riemann restringido a la hipersuperficie Et, i.e., 
escribiremos las componentes 4 R j k ,  en .términos de la curvatura extrínseca y del 
tensor de Riemann intrínseco a ia hipersuperficie 3 p j k l $  ei cual se construye mediante 
la derivada iovariante intrínseca a la hipercuperficie. Así, en vez de tomar el vector 
eo = t)t. se totiia el vector normal n. El tensor de Riemann .se define como 

[Va,'V$].-Y = RM",,.'t", (2.19) 

(*I vccior A sc torna sobre la hipersuperficie y Itis derivadas en la direcciln de los 
vc'riort.s e, .  y usando la eruaritiii de Gauss 

(2 .20)  

I 3 



de esta ecuación se tienen las proyecciones sobre la hipersuperhie y la normal, 
entonces tenemos que la ecuación de Gauss-Codazzi es 

‘Prnl Pkj + K ~ , K ‘ ~  - K ~ K ; ,  (2.23) 

y la ecuación de Codazzi-Mainardi es 

4RLk,, = Kkib - Kk3ls. (2.24) 

De esta forma conocemos el primer término del d a r  de curvatura 

4 R & R V  w = 4 @  i3 + 24~;~. (2.25) 

Para calcular el segundo término, debemos recordar que el conmutador de las 
derivadas covariantes del vector normal está dado en términos del tensor de Rie- 
mann por 

[va, val?’ =4 R”p4 rp  3 Ria#*  (2.26) 

y en componentes 

RLmp = q w ; o ~  - +;E-! 
luego. proyectando el tercer índice del tensor sobre la normal y contrayendo Im 
indices segundo y cuarto, tenema 

(2.27). 

. RAZp = q”R’Y,,, 

= VV(71A;Au - VA,YA)l  

= ( f V A ; A ) , u  - ( 7 / V v 3 . A  - vyyT/A,y + 7/ypíl(:ul 
= 

(&*:U - 7 / V q A , ~ ) , A  - V V , u 7 f ; p  -k ~ ’ ; ~ V ; V Y (  (2.28) 

’ , (2.29) 

(2.30) 

. I” 

(2.31) 

(2.32) 



Por lo tanto, sustituyendo (2.31) y (2.23) en (2.25), obtenemos que el d a r  de 
curvatura es 

2.3 Formulación Hamiltonians 
Consideremos la acción del campo gravitacional dada por 

S = f i R d x 4 ,  (2.34) 

y expresándola en términos de las variables ADhl mediante (2.13) y (2.33),  toma la 
siguiente forma 

1 

SIN. N’,  hJ] = / dt / Jhl\l[3R + K,>K‘J - KZ + (A*) ;A]d3z.  (2.35) 

La densidad Lagrangiana no depende de las derivadas temporales de las variables 
.W, por Consiguiente a t a s  no formarán parte de la dinámica del campo. Por con- 
sigiiirntr. los momentos conjugados a N y N, son cero 

(2.36) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 



y de (2.17) tenemos que 

(2.41) 

(2.42) 

por consiguiente (2.41), se transforma en 

TU = -@lK,. (2.43) 

Ahora necesitarnos despejar las velocidades como funciones de los momenkx para 
poder realizar la transformada de Legendre de la Lagrmgiana. Las velocidades N. 
son funciones arbitraries y no se pueden expresar en términos de las coordenadas 
y los momentos. Las veIocidades de la métrica hi, se obtendrán al invertir (2.43), 
para ello necesitarnos conocer a G,Ju, que cumple con 

G,j&>tlmn = 6yq. (2.44) 
La forma más general para la inversa, es la conocida métrica de DeWitt[2] 

(2.45) 

y sustituyendo (2.43) en (2.44) obtenemos que -4 = 1 y B = -;, por consiguiente 
/<i curvatura extriiiseca se puede escribir COIIIO 

I 1  
GajH = - h 2  [ A - ( h k h j i  f h t m h j k )  f BhJhu] t 

K , ~  = -cSJMnk1, (2.46) 

t ~ o i i w  t k .  ( 2  17) y (2.46) las velocicliules se pueden escribir amo 

= 

= N,lJ + N,I, + 2 N G , , u P .  (2.47) 
N,,, i- N,,, - 2A'K,,, 

(2.48) 
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H = rijHij -L, 
= -G""XU(Nilj + Njli - 2NKij) - N(Gjk'KijKU + Jh'R), 
= Nfi(Ki,K'J  - K Z  - R) - 2ni'N4j, (2.49) 

integrando por partes el segundo término, tenemas 

en donde 

(2.50) 

(2.51) 

i' 

'H, = 24,. (2.52) 
Por otro lado. ya que las constricciones primarias K = T' = O son válidas en todo 
tienipo. se cuniple también que = a' = O. Loc paréntesis de Poissoii de ir y li' son 

(2.53) 

(2.54) 



I f 

ds' = -dta + hij dz'dd. (2.57) 

h t a s  coordenadas (N' = O) que se miieiren con la propiedad adicional de que t es un 
parámetro de tiempo propio (N = 1). Esta es la elección de noma "estándar"que 
se hace en cosmología clásica, y rn tales coordenadas K,j = -&j, en donde el punto 
denota deferenciación con respecto a t  Al hacer ladescomposición 3+1, sin embargo, 
tenemos libertad únicamente para hacer una elección específica de coordenadas tales 
como (2.57), después variar la acción si queremos asegurar el obtener lrts eruaciones 
de Einstein, y así debemos retener las funciones lapso y cambio para el t ixmo.  

2.4 El superespacio 

Como preludio a la cuantización canónica primero introducirmes el espacio de con- 
figuración relevante en el cual la dinámica cuántica será definida. Hemos men- 
cionado que en la geometrodinámica el espacietiempo e8 la evolución de las tres- 
geometrías. El objeto que evoluciona es la geometría de una tmvariedad m y esta 
es la variable dinámica de la relatividad general. El espacio en que evolucionan 
todas las tres-geometrías as precisamente el espacio de las tres-geometrías. Eate 
espacio es el conjunto en el que cada ,punto es una tres-geometría y.en él están t e  
das las tres-geometrías posibles para la variedad m. Este espacio es conocido a m o  
supetespacio[4] y se denota por G. 

Consideremos él espacio de de todas las tres-métricas Riemannianas y las configu- 
raciones de materia sobre las hipersuperficies espaciales C, 

Riem (E) = {h,Jz). @(I) I I E E}. (2.58) 

h t c  vs 1111 espíicio infinito-diniensional, a ' C ~ U S R  de In etiqueta z = {I¡} ,  la cual 
espwiti'c;i el punto sobre Is hipersuperfioie, pero hay un núniero infinito de grados 
de lilirrtd en cada punto, z E C. Estamos interesados por la geometría aquí y 
conli::iir;icion<s que puedan relacionarse una con otra por medio de un difmtiiorfisrno, 
i.<,.. iiii:i transforriiación de coordcn;rdiis. y c1eherí;r ser considerada equivalenre ya 
qiic su georii(:trí;i intrínscca es la niismi. .4sí factoriz,amos con difeoriiorfismos en las 
tii~it~rsupcrficim e ¡<lent ificnnios el soptvespacio como 

. . .  

- 

fiieiil:: 
D i f C  (E)' (2.59) 

en cloiitlc el siihíndicu: cero deraota el nwhu de qiie consideramos solamente difeo- ..- 
riiorlisriitr; qiie esttin conectados a la itlentidwi. El espacio infinito-dimensional será 
til tspario de ronfigiiración bitico de I t i  cmriiología cuántica. 

La rii6trica de DeWitt (2.45) provee entorices una métrica en el superespacio la cual 
sr piiwle rscril)ir corno 

1.8 

! 

i 
i 

.a. 



 CAB(^) E G(sl) (u) (z), (2.60) 
en donde la índices A, B corren sobre las componentes independientes de la métrica 
intrínseca h, 

.4. B E hi29 hi39 ~ Z Z ,  h~3, h33) .  (2.61) 
La métrica de DeWitt tiene una signatura (- + + + ++) en cada punto z E C, 
prescindiendo de la signatura de la métrica del espacietiempo gPY. Para incorporar 
todos los grados de libertad, se necesita también extender el rango de los índices 
4 ,  B para incluir los campos de materia, definiendo Gw(z) (y otras componente 
si están preentes más de una componente de campos de materia), de ese modo se 
obtiene la supermétrica completa. 

2.5 Cuantización canónica 
Con la formul8ción Hamiltoniana de la relatividad general se buscaba la posibili- 
diid de cuantizar la teoría. En otras palabras, asociar a cada variable canónica un 
oprr;iclor sobre un espacio vectorial e imponer reglas de conmutación ent.re pares de 
variables conjugadas. Así el operador Hamiltoniano se c0nviert.e en un generador de tr, ' .l ,  . -. 

<IS xiones en el tiempo, es decir, describe la dinámica del sistema. Desafortunada- 
[iitwtt', en reiitt ividad general la cuantización del Hamiltoniano no es direct.a, debido 
ii I:i prcwnciii de Ins 4 cons:ricciones (2.51) y (2.52), entre Ins variables canónicas. 

I.;Ls ;i1irosiiiiiiriones hlsicas para el probleiria de IIW constricciunes son: 

.. . 
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retenidos los grados de libertad infinitos correspondientes a la veriable temporal & 
dos por la tres-geometría, junto con la constricciórr adicional que surge de H. 

Como fue mostrado anteriormente en la teoría parametrizada, cuando se elimina a 
‘H, = O, entonces ‘H = O produce la ecuación de Schrodinger para la función de onda 
del universo ‘HS, = O, esta función de onda gobierna los campos de materia y la ge- 
ometría del espacio-tiempo, y es conocida como la ecuación de Wheeler-DeWitt[2,3]. 

Resumiendo, en la aproximación de la cuantización canónica para la teoría del campo 
cuántioo, un campo cuánticu se toma como una colección de operadores dependientes 
de la posición, uno para cada punto en el espacio. Los cálculos que se realizarán en 
l& siguientes secciones están basados en la imagen de Schrodinger, en la cual los o p  
eradores son independientes del tiempo, y la evolución temporal del sistema cuántico 
esta codificada en el vector de estado. Cada campo cuántico (i)(x) tiene asociado a 
él a una densidad de momento conjugada jT(x). Las relaciones de conmutación entre 
el campo y su momento son 

[jT(x), 4(y)] = -iM3(x -y), (2.63) 
la cual generaliza las relaciones de conmutación de la mecánica cuántica ordinaria 

[pi, 431 = -wj. 

2.6 Cuantizacián por integrales de trayectoria 
Otro proceso alternativo de cuantización es la aproximación de integral de trayecto- 
ria. im tCrnicas de integral dc trnyectoria en gavedad cuiíntica empezaron R usarse 
i i  tiiialrs dti In déciiddU del 7013-1, 311. El pi into  de partida es la idea de Feynman de 
que Iii ; i i i iplitrid que VIL de u n  estado ron una métrica intrínseca h,j, y configuracibn 
tie riiateria a, en una hipenuperficie inicial E, a otro estado con métrica h’ . y con- 
figiirxión de materia @’ en una hipersuperficie final E’, está dada por una integral 
fiiwioritil de eis ’;obre todas las cuatro-geouietrits gNy, y configuraciones de niateria 
9. L L ~  riicilt~ se iiiterpolaii.eiitre las corifigiiracic?ii<s inicial y final 

’? 

(2.65) 

Eii lii icorí;i ciiintic;i de campos ordin:iria eii cI espacio-tiempo plano la integral de 
tr;iy(.ctori:i time la dificultad (Ir que y i  qiie la ticrión S[gNY, a] es finita, In integrai 
wril:i y por lo tanto diverge. .kIcmiis, la solución que extrema la acción está dada 
al rcwlver una ecuación hiperbólica entre las ‘superficies frontera inicial y final, lo 
cud n o  cs u n  problema matemáticamente bien propuesto, y puede ser que no tenga 
solución o bien que tenga infinitas coluci;mcs. Para tratar con este problema se 
realiza una ”rotarión de Wick” a tiempo imaginario t + -ZT, y se’ considera una 

. 
* 

f 
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integral de trayectoria formulada en términos de la acción Euclideana I = -2s. La 
acción entonces está definida positiva, de tal forma que la integral de trayectoria es 
amortiguada exponencialmente debe converger. También el problema de encon- 
trar los extremos viene a ser el de molver una ecuación elíptica con condiciones de 
frontera, y esto está bien definido. 

Se debe intentar aplicar una aproxirnación similar a la gravedad cuántic?. reem- 
plazando S en (2.65) por la acción Euclideana' I[g,, @] = -iS[sfiy, @I,  y tcmando 
la suma en (2.65) sobre todas las métricas con signatura (+ + ++), que iniucan las 
tres-métricas apropiadas ht, y hij en las hipersuperficies de pasado y futuro. Esta 
aproximación a la gravedad cuántica ha tenido algunos éxitos importantes, algunos 
de ellos han sido que: (i) proveen una forma elegante para derivar las propiedades 
terrnodinám,icas de. los hoyos negrosl33, 34, 351 y (ii) provee un significado natural 
para discutir los efectos gravitacionales de los instantones[36, 37, 38i. Se ha en- 
contrado que los instantones gravitacionales proveen la contribución dominante a - 
la integral de trayectoria en procesos tales como como creación de pares de hoyos 
negros cargados en un campo magnético(39, 40, 411, y por lo tanto proveen un sig- 
niticado al cálculo de los rangos de tales procesos semiclásicos. 

Los problemas asociados con la aproximación Euclideana para la gravedad cuántica 
son considerables. Prirnerariient.e, a diferencia de las teorías de campo ordinarias 
tales corno la teoría de Yang-Mills, la acción gravit.acional no es definida positiva, 
y así l;i integral de trayectoria no ronverge sí se rest.ringe la suma a métricas de 
signatura Eiirlidena real. Para hacer que la integral de trayectoria converja. es 
i i vcmuio  incluir métricas complejas en la suriia(421. Sin embygo, no es. único el 
( .oi i tc ir i io  pira  integrar a lo largo del supcrrspiicio(43\ y el resultado que se obtiene 
liara ~ i i  iiitcgraii cie trayectoria cit.t)r <iq)cri(it~r criiciiiitiirnte cic~ rontorno qiiese escoja. 
..\(I(TII(LS. lii riirdda en (2.65) est6 iiinl defiiiida. Soliiriieiirc en los tíltiiiits diez años, 
1's q i i t ,  los titiitt-ipiticwi him tertido @sito al liiirer iiitegracih de trayectoria en la 
t ( * o r i ; i  cii:íiit icii de ciiiripo ordin;iri;t rigiiruiiimeritr defini<lii. So obstante, se toma 
I i i  tiiii(,iiín t i t *  oiida del universo JI sohrc 'tinti tiipersiiprrficie C. con una tres-métrica 
¡ill r í i l w ~ c t  I ( , , ,  y configurncí6n r l c  i i i i i tvria a. piir;i srr ddinidii[~.!. por lii integral 
! ! I t i (  iiill~il 
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ciones alteniativas de la función de onda. An particular Linde(ll1 ha supuesto que 
se debería hacer una rotación de Wick con el signo opuesto, Le., t 4 +a7 en vez 
de t -+ -ir, conduciendo a un factor e+' en vez de en (2.66). Alternativa- 
mente, se podría usar una integral de trayectoria Lorentzima[lO], con e& en vez de 
e-r en (2.66). En cualquier caw, para conseguir la convergencia de la integral de 
trayectoria es necesario incluir variedades complejas en la suma, lm cuales oscure- 
cen un tanto las distinciones entre estas definiciones propuestas de a. La distinción 
real entre lac definiciones alternativas surge cuando se imponen condiciones a la 
frontera, al restringir las cuatro-variedades incluidas es la suma en (2.66). Por ejem- 
plo, se podría considerar el sector Euclidean0 como el sector apropiado de la teoría 
cuántica en la cual se impondría una condición "inicial" de frontera sobre 9, lo 
cual haría a (2.66) el punto de partida natural, como en el caso de la propuesta de 
no-frontera(44, 451. Condiciones de frontera alternativas favorecerían la integral de 
trayectoria Lorentziana[iO]. 

La definición de integral de trayectoria de la función de onda (2.66) ea consistente 
con la definición primera barada en la cuantización canónica En el formalismo de 
la cuantización canónica cualquier solución particular de la ecuación de WDW de- 
penderá de la especificación de las condiciones de frontera sobre la función de onda. 
En la forniulación de integrdes ¿e trayectoria la solución particular de la ecuación - 
de W D W  que se obtiene, similarmente depende del contorno de integración escogido 

Desafortunadamente no se sibe cOmo elegir el contorno y la clase de trayectorias 
prescriben las condiciones de frontera sobre la función de onda en el caso general. 
Sin enibargo se pueden conocer para modelos específicas. 

en el superespacio, y la clase de cuatro-métricas sobre las que se suma en (2.66). - ,  

2.7 El minisuperespacio 

En I: i  práctica no es posible trabajar con Ins infinitas,dimensiones del superespacio 
coiiipit'to. I'cir lw tanto, una aprüsiriiaci<jn út i l  es truncar los grados infinitos de 
lil)c,riul ii 1111 número finito, y por iiiedio de ello obtener algún modelo particular 
(hd riiiriisiii)<,rrspacio. tina forina fiicii (ir logru esto es considerando métricas he 
iiit~gPiit';~s. y;i y(* corno se observó anteriormente para cada punto z E C hay un 
i i i i i i i c n i  í i i i i r o  de griiclos de l i b c r t x l  en el superespacio. 

 lo^ rtwiltiidos que se obtienen por esta nproxi:iiación satisfacen más por lo que pare- 
ccn. quv por su pwdt'r pred¡Ct¡C<J. Sin eriibargo. e/ truncamiento del minisuperespacio 
iiiíit no t i a  sido hedio p'vte de un rikqrow rsqiuema de aproximación para completar 
la cwiiiiiologi~i cuántica del superespacio. I n  mode!os del minisuperespacio deben 
ser considerados como modelos de juguete, !os cuales no obstante esperamos que 
capten algo (le la esencia de la cosniologia ruiiitica. 
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2.8 Condiciones la frontera 
La especificación de condiciones a la frontera para la ecuación de WDW debe pare- 
cer una desilución , ya que parece que que estamos reemplazando justo una elección 
arbitraria de parámetros que describen la evolución clásica del universo por una 
elección arbitraria de parámetros que describen su evolución cuántica. Sin embar- 
go, si la mecánica cuántica es una teoría universal entonces se debe aplicar en las 
épocas más tempranas de la existencia del universo, en cuyo caso es natural que 
la dinámica cuántica preceda la dinámica clásica. Esto justifica una condición a la 
frontera cuántica para el universo como si fuera más fundamental que la clásica. 
En cualquier caso, la única alternativa para la elección de condiciones a la fron- 
tera cuánticas sería que la consistencia matemática debe ser suficiente para garan- 
tizar una solución única para la ecuación de WDW, como originalmente esperaba 
DeWittlZ]. Sin embargo, esto no parecería ser el caso si la experiencia obtenida del 
estudio de los modelos del minisuperespacio se traslada al superespacio. 

La cuestión surge naturalmente como si debería haber-alguna condición a la frontera 
natural? la cual de una vez y por todas determinará la evolución cuántica del univer- 
so en los primeros tiempos, o alternativamente como si la naturaleza de la dinámica 
cuántica debería ser un .tanto indiferente a tales elecciones. Cuando se trata de 
avanzar en esta pregunta surgen profundos problemas conceptuales. A diferencia 
de otras situaciones de la física cuántica. en donde las condiciones a la frontera son 
eslmiíicadi\s rapidament.e por la simetría de problemas particulares. tales como la 
sirrietria esférica en el caso del átomo de hidrógeno, el orígen del universo posee una 
situiicih en I H  cual se debe abandonar toda intuición y se puede proceder al nienos 
tan i i i i it  sola I m x  estética . 

I ldiiwdo tiechi i i i i i i  elección de condicicín ii la frontera. podernos de seguro resolver 
1.1 <.(.ii:t(.i<;ii (IC \ V i W  y estudiar lis coiiseciienciiw físic:s piirii I R  evolurión del univer- 
SO. Sir1 tmil)iirgo. sin algún principio adicional se debería estudiar varias condiciones 
:I la í‘roiitt.r:i distirir:Ls antes de hacer alguna prediccih Llegar a un principio que 
(.vit i, (.sit, protiicxia ts 1111 reto inriieiiso: scrítt iii& (I i i ien~~.  iiegnr ii una ley adicioriai 
tit. l i t  fisic;i ~ l i i t ’  dthi ser.añadida a ILLS of riLs qiie dcscrilm la evolucitiri cuhntica 
clrl iiriiv(~sci. La sir iiación debe s u  corisideriida coiiio la misma cuando trat,aiiios 
( I t ,  tltwriliir  ¡:I f i w  (IC transición de gas i i  liquido si totlos los feriOriienos físicos que 
~ ~ ~ ~ i ~ ~ i w i i i ~ ~ s  (*s[liii reliicionados úiiicsii<wte con la fase gaseosa. El universo parece 
it,itt.r 1 1 1 1  i:w (le trmsicicín cuando fur foriiiado. pero lti Única experiencia que tene- 
III(* tlisliiiiiitilc (5 lit que irivolucrri  tilo lo VI est& iwsterior del universo. 

Sr piic,(i<.ii <.oiisrgiiir itvances al intentar definir condiciones a la frontera naturales 
pitrit ~1;i fiinci(Íii de oriciii del univeisa. y exaniiriar sus consecuencias. Esto llegó a 
s1.r iiiiii wtivit l i id iiiiportante eri lit décadii pasada del 80. Sólo se discutirán dos 
cit. lit< tiiiis istii(Iiii(1as condiciones a la frontera, la “propuesta de no-frontera” y 

._ . 

i.’ 
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la "propuesta de tunelamiento". Sin embargo, se han propliest0 otra condiciones 
a la frontera, tales como la "propuesta de todas les posibles fronteras" de Suen y 
Young[46] y la "condición inicial simétrica" de Conradi y Zeh[47]. 

, 
2.8.i La propuesta de no-frontera 
La propuesta de Hartle y Hawking[44, 451 se refiere a que se debería restringir la 
suma en la definición de la función de onda del universo (2.66), para incluir d o  
cuatro-variedades Euclideanas compactas, M, para las cuales la hipmuperficie ea- 
pacial E en la cual \Ir está definida forma la Única frontera, y sólo les configuraciones 
de materia que son regularea en estas geometrías. El universo no tiene entoncea 
una frontera singular para el pasado, como en el caso de la msmología estándar de 
FRW. Así la suma (2.66) incluye Wiedades tales como las mostradas en la Figura 
2. Hawking[45] señaló que: iaa condiciones a la /rontcm del universo son que no 
tiene frontera. 

Fibwra 2. Las geometrías permitidas por la propuesta de no 
frontera de Hartle-Hawking. 

' >  * b . , & * (  ,. 

Iritiiitiv;unentc lo que Hartle y Hawking tenían en mente al formular esta propuesta 
fur evitar In singularidad inicial mediante "suavizar la geometría del universo en 
ticiiipo iiiiagiiiario". Por ejemplo. mientras que una superficie con 6 = O debería 
ser sirigiilnr en unn metria de signnt.urn Lurentzianil. este no necesariamente es el 
C~LW si la tiii.trira es de signatura Euclideana, como se puede ver en el ejemplo de 
S.' iiiwtrndo en la Figura 3. 

- 
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Figura 3. Corte de una cuatro-esfera de radio R encajada 
en un espacio plano cinco-dimensional: (a) una superficie 
I z5 I= a < R intersecta a la cuatroesfera en una tres- 
esfera de radio distinto de cero; (b) cuando I x5 I= R la 
tres-esfera se'mntrae a radio cero pero no hay singularidad 
de la cuatrc-geurnetría. 

. 

ldedriienre. la propuesta de no frontera nos debería decir qué condiciones iniciales 
poner cuando tomamos variedades con 6 - O, o cualquier límite similar consis- 
trntr con la propuesta. Si se toma el límite en un tiempo inicial r = O, la propuesta 
t i t s  no frontera conduciría a condiciones sobre /i,j(r. O), b(z, O) y sus derivadas. En la 
p r k t  icii. Iii cosrnología cuántica raramente es s t  iidiada i i i k  alii de In nproximación 
stwiicl;isiczi. en la cual \i = d e - ' c l - .  en donde íriar es la acción clkicii (pociblernente 
uiiiipl~j:~) eviiliinda por la solución de li~s c~euiicioiies (it. ciinipo Euclideiinas. En la 
~i~irc)xiiii:iciciii serniclásica por lo tanto se trabaja sólo con coiidiciories a la froiitera 
('ii I:i iiit'*!ric:i y campos de mat.eriii que corresponderi a la propuesta de ntrfrontera 
( ' 1 1  ( 4  iiivt.1 <,i;isico. Eli particular. se pitie: ( i )  qiir la cuatrtrgeornetríii sea cerra- 
i L i :  y ( i i )  clue Its piiiitos de silla de iiioniiu tit. l i i  iritcgral funcional corresiiori(iaii 
,I .i<iliicioiivs rcgiilares de las ecuiriones disicas clc cmiipo qiir: prtscril)(!n los tliit,os 

i i l i < . i i h  sot)r(, X. 2 . .  

1.ii;i c~~it~si  itiii q i i v  no rs cxplicadn por la propiit!stn <le 1 1 0  frontera es la elección de 
1 1 1 1  C Y I ~ I I I I H I O  c h .  iiiic*gr:icicin p i u i i  l i i  iritegriil rica i r : l \ x s <  t ( j r i i L .  Corno se menciono antes, 
I:i i n t c~ r~ i l  tic* iralycctoria sobre i i i é t r i w  Eii~li~leiliiiii 1 1 0  cor~vwge, y así es necesario 
iiiriiiir iii<.iricas cci~ii~il~j~~s piir:i hacer q i i c  l : i  ii1tcgr;tI (I<! irnyecturia converja. Tales 
iiií.rric;Ls ~ ~ ~ i ~ ~ ~ ~ i l ~ i ~ ~ ~ ~ i t c  incluyen aquellas que iii son vr.r(hderarnente Euclideana3 ni  
verdndermiriite Lorentzianns. y así se tiene la iriiagen simple de iina geometría.Eu- 
cli(i<:;init coiiii)arta cocida en una Lorentziann. que es sttgerida por la "suavización 
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de la geometría del universo en tiempo imaginario", no ea completamente correcta. 
En general, se debería esperar una métrica verdaderamente compleja para interpo- 
lar la Euclideana con la Jmrentziana, y en general la gemnetria inicial debería ser 
sólo " aproximadamente Euclideana" y la geometría final sólo " aproximadamente 
Lorentziana"[48]. Desafortunadamente el criterio para lograr la convergencia de la 
integral de trayectoria no distingue un contorno de integración único, y la propuesta 
de no frontera no parece ofrecer ningún indicio adicional de cómo debería ser escogi- 
do el contorno[49]. 

La no unicidad del contorno de integración es ya un problema en el més simple 
de los modelos no triviales del minisuperespacio concebida, es decir, el universo 
de FRW IC = fl con un término mmológico y sin otra materia el "modelo del 
minisuperespacio de de Sitter". En el nivel semiclásico se puede clacular 
mediante el método de paso descendente. Hartle y Hawking discutieron esto en su 
artículo original de "no frontera"[44], y dedujeron heuristicamente que un punto 
particular de silla de montar produciría la contribución dominante para la integral 
de trayeetorh, "es decir el punto de silla de montar correspondiente a la 'solución 

.clásica*Euclideana que haw la C hipersuperficie S3 a una cuatmedera llenada a 
menos de la mitad, o que hace a S3 una cuatro-esfera llenada más de la mitad (ver 
Figura 4). 

. 

* .1 ~ 

Figura 1. Soluciones Eurlideanas que corresponden% tomar 
una hiperjuperficie de trrs-rsfera C. n una ciiatreesfera que 
es: (a) llenada menrx de la mitad: (b) llenada más que la 
mi tail. 

Sin eriil).irgi:o. su qii ir iento no resiste un ariálisis niás riguroso. Halliwell y Louko[43] 
eiicwtraron un medio de evaluar exactamente la integral de trayectoria del minisu- 
perespacio. y por medio de ello determinar explícithmente el contorno convergente. 
Ellos iiiostraron que este modelo simple posee contornos inequidentes para los 
ciiiilrs 1'1 integral tie trayectoria converge. Estos pasan a través de diferentes puntos' 
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de silla de montar y conducen a distintas funciones de onda semiclásicas. Así hay 
mucha3 funciones de onda de no frontera, cada una correspondiendo a una elección 
de diferente contorno. El problema persiste en los modelos más complicados[43]. 
Debido a que diferentes funciones de onda de no frontera podrían conducir a predio. 
ciones físicas diferentes, la arnbiguedad asociada con la elección del contorno pare- 
cería ser el problema más significativo con la propuesta de no frontera que aún 
permaiece para ser resuelto. 

2.8.2 La propuesta de tunelamiento 
Una aproximación alternativa debida a Vilenkin se refiere a que la condición a lafron- 
tera para la función de onda Q, debería ser tal como para incorporar la noción de que 
el universo "es tunelado de la nada aexictir" sin hacer así restricciones específic&so- 

' bre la geometría" inicial *'como lo hace la propuesta de Hartle-Hawking. Hay rnu&os 
caminos posibles en los que una noción así pueda ser trasladada matemáticamc&te 
a una definición de la funcióri de onda \Ir, y en verdad se han dado muchas formu- 
laciones alternativas de la propuesta de tunelamiento. En particular la de Linde[ll] 
tiene una filosofía similar. Algunas de las primeras versiones fueron formuladas en 
una manera similar a la propuesta de no frontera, en particular la propuesta de 
Vilenkin[lOl se hizo definiendc la función de onda mediante una integral funcional 
sobre iiiétricas Lorentzianas que interpolan entre una configuración dada de materia 
@. I¿\ tres-geometría h,, y una tres-geometría 0 igual a cero quedando 

'( 2.67) 
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tanto vaga cuando no hay una definición rigurosa de la definición de modos de 
frecuencia negativa y positiva en el s;iperespacio debido ai hecho de que no posee 
vectores de Killing[50J, y así no es claia la noción de cuáles modos son ” salientes”y 
cuáles ” entrantes”. Además, la est-uctura del superespacio no está completamente 
entendida, y no se ha mostrado rigurosamente que su frontera se pueda cortar en 
partes singulares y no singulares. 

La propuesta de tunelamiento se ha formulado con la aproximación WKB del mini- 
superespacio, en cuyo caso las ncciones de frontera del minisuperespscio, de modos 
entrantes y salientes están definidas más claramente. Ya que cada modo WKB os- 
cilatorio @ = e*% tiene una coriiente .7 =/ A,, /’ VS,, en donde A es una región del 
superespacio, se pueden clasificar los modos como entrantes y salientes de acuerdo 
a la dirección de OS, en la superficie en cuestión. Heurísticamente, la idea que 
subyace en la condición de frontera de Viienkin es que el ensamble de universos 
descritos por @ no deberíu incluir ningún universo contrayendose desde un tamaño 
infinitojlO], sino sólo aquellos que corresponden a ”tunelamiento de la nada”. La 
condición del ” flujo saliente”[IO] concuerda con esta noción ai menos en el caso de 
los modelos simples del minisuperespacio. 

La versión del flujo saliente de la propuesta de tunelamiento concuerda con la for- 
mulación de integal de trayectoria (2.67) en el cam del modelo del minisuperespacio 
de de Sitter más simple[lO, 511, pero las dos versiones no parecerían ser equivalentes 
t‘s gerieral[G]. Mientras que la función de onda de no frontera fija los datos iniciales 
pero deja el contorno de integración arnbigiio. la propuesta de tunelamiento fija el 
contorno de integración pero deja alguna arnbiguedad en la especificación de los 
<I,itos rnrrinles. aún cuando se imponga la condición de flujo salienteI43, 54J. 



2.9 Agujeros de gusano 

2.9.1 Antecedentes históricos 
Los primeros cálculos formales de agujeros de gusano datan de 1935 por Einstein 
y Rasen[55]. .El término de wormhole no fue usado por ellos, sino el de puente a 
lo largo de una hoja doble del espacietiempo. En aquellos tiempos no tenían una 
noción clara de teoría de campo y de partícula. ' Einstein y Rusen intentaron cons 
truir un modelo geométrico de una "partícula" física elemental la cud fuera finita 
en cualquier lugar y que estuviera libre de singularidades, en la referencia [55] se cita: 

"Estas soluciones involucran la representación matemática del espacio f6rw por 
un espacio de dos hojas idénticas, siendo representada una particda por un puente 
conectandi: estas hops ". 

Ellos sentaron ideas generales sob're el concepto de agujero de gusano. En su trabajo 
mencionaron dos tipos de "puentes", neutral y cuasicargado[56]. 

2.9.2 El puente neutral 
El puent'e de Einstein-Rosen simplemente es la observación de que un cambio de 
variable adecuado parece hacer. que desaparezca la singularidad de Schwanschild. 
Fsro lo triiduciríamos diciendo que hay algunos sistemas de coordenadas que cubren 
i ~ ~ i t ~ ~ r i i l ~ ~ ~ e n r e  sólo las dos regiones. asiritótimente planas del espacietiempo de 
Scti\viuzsrhiltl extendido máuimamente. La región interior que contiene la singula- 
ri(I;d (Ir curvatura de Schwarzschild no est# cubiert.a por ninguno de los sistemas 
Liiisttiii-f{iwn o coordenadas isotró&x.s. . 

(2.68) 



cual consideramos la coordenada u como constante. Ei área de esta superficie ea 
A(u) = 4n(2M + u ~ ) ~ .  La cual tiene un mínimo en u = O, con A(0) = 4 ~ ( 2 M ) ~ .  
La parte más angosta de la geometría se d e h e  corno La "garganta", mientran que 
la región más cercana e9 llamada el "puente", o lo que sería lo mismo, el agujero de 
gusano. 

La construcción de Einstein-Rosen no funciona si M < O. La construcción requiere 
la existencia de un horizonte para hacer la transformación de coordenadas.. La 
solución de Schwarzschild de masa negatiia tiene una singularidad dwmdti, n o  hay 
horizonte, y Is construcción del "puente" falla. El resultado priiicipd de cstas 
observaciones es que el "puente de Einstein-Rosen" neutral, o tmbién Uamado 
" agujero de giisano de Schwarzschild", es idéntico a una parte de la geometría de 
Schwarzschild máximamente extendida. 

FigIra 5. 
Einstein-Rmn. 

Reprewntncih esqiierriiitici< de un puente de 

2.9.3 El puente cuasicargado 

t'\uCi est udiiir el puente de Eirjstein-Rosr.ri "cu,i~ic~gado"empezaremos con la g e e  
rrictría dt. ReL.iier-Nordstrom (un agujero negro cargado eléctricamente de carga Q 

. . .  v riiilsii M ) .  En coordenadas tie Schwarzcchild tenemos 

30 



2 2  dr2 + r2dn2. (2.70) 1 - 2M/r + QZ/r2 
ds2 = -(i - 2M/r + Q / r  )dt2 + 

Para hacer la construcción del puente, Einstein y Rasen tuvieron que realizar una 
mutilación de la teoría, encontraron que tenían que invertir el signo del tensor de 
energía-esfuerzo, de tal forma que la densidad de energía del campo electromagnético 
fuera negativa. La geometría resultante es la de Reissner-Nordstrom. En las coor- 
denadas de Schwarzschild 

+ r2dn2. (2.71) 
dr2 

1 - 2M/r f $/r2 
ds2 = -(1 - 2M/r - c2/r2)dt2 + 

Haciendo M = O, la métrica anterior se reduce a 

& = --(I - c2/r2)dt2 + dr2 + rZdR2, 1 + c2/r2 (2.72) 

por coiisigiiiente para M = O, el cambio de coordenada u2 = r2 - 2 1 2  lleva a 

U2 

u* + €212 
ds2 = - dt2 + du2 + (u2 + c2/2)2dQ2. (2.73) 

Esta geometría representa un ,lbjeto cuasicargado, sin masa, ciiya densidad de ener- 
gía rs negativa en cualquier parte. Aún hay un horizonte en r = e, u = O. Einstein 
y H~wn interpretaron a este objeto como un "electrón". 

1,:i jiistiíieiici<ín para la mutilación de la teoría es: que parii ii4 = O I B  solución 
(I t .  l(<.is~cirier-Sordstroni es una singiilaridnd d(~niida. So tiene horizonte. así que 
I :L  cwistrucci6ii del'puente no es posible. El cambio ,de QL - -E? es realizado 
iiitmiiic'iiic p:u;i evitar la apnricióii de una siiigularidad desnuda. 

(2.74) 

I':ir;i c s i l : ~  g:cwiit:irí;i el horizonte ociirrc; en T' = rH. en donde T H  está definido por la  
c,cii:icitiii h(r,,) = r,, . Luego inrroducinios u n a  coordenada u dada por u2 = r - rH,  
iWi t ~ ~ l l c m l ~ ~  <Ill<' 
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la región cercana a u = O es el puente conectando la región asintóticamente plana 
cercana a u = +ca con la región asintóticamente plana cercana a n = -m. Cerca 
del puente/horizonte tenemos r = ?H, y u zj o, entonces (2.75) se reduce a 

Esta métrica cualitativamente tiene la misma forma que los puentes neutrales y 
cargados de Einstein-Rosen, lo cual se puede ver más fácümente introduciendo las 
constantes .4 y B, y reescribiendo la métrica como 

(2.77) 2 2  ds2 = -A2u2dt2 + 4B (u + rH)du2 4- (u2 + rH)'&'. 

Esto muestra que la clave de la construcción de puentes en el espacio-tiemp; es 
meramente la existencia de un horizonte. 

Por rompletez, notemos que lejos del puente u 4 fu. La falta de llanura implica 
qiitr ;(r) - O. y b(r) -+ 2m, así que se tiene 

I;L c i d  cs siiiiiliu a la foriiia canbiiica de Einstein-Rosen. 

2.9.5 

I)(~spii(.s clcl t r h a j o  pionero dtr Eiiistt4ri-Roscn en 1935, por veinte años no se rea- 
1iz;uoii iii;is triiinjos rclncioiiaclcs con el terna de agujeros de gusano: Pero en I955 
\\'licdcr rt,viviti iiI iriterCs eri el estiidio de agiijeros.de gusano al estudiar temas de 
t OI)OtO$í¿i eii rchi ividncl general. [ZTI 

I.(* "g:c.mc.s" soil iiitstiitiilid;icies tiipotd iras y a su vez soluciones de las ecuacibnk 
ti(. c;in i 1 ~ 1  tk 1.:irit..teiri-.\I;L~H.ell corribin;i<i;is (grnvecdad + electromagnetismo)[4). Whee- 
l t s r  (writ>iti eii su traixijo dc i(J;íj[S;]: 

La espuma del espacio tiempo 

'' l:rio p i ~ i i t :  mnsiderar una métrica la cual es completamente plana ezcepto en 
do., rrgionps r r i i c y  srpunidn~, en donde una doble conexidn es evidenciada como se 
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... , . 
c 

simboliza en la Fig. ..." 

la figura a que se refiere es la mostrada a continuación. 

I . .  

Figura 6. Agujero de gusano de Wheeler: "Representación 
esquemática de líneas de fuerza en un espacio doblemente 
conectado. En el continuo superior las líneas de fuerza se 
comportan como si cargas iguales y opuestas estuvieran lo- 
calizadas en las bocas del'tunel". 

.\lgo interesante que se debe recalcar es que esta es la primera representación grrífica 
(I(% tin agujero de gusano. Tal parece que el térniino "geon" fue creado por Whee- 
It-r ;i¿ur;i denotar una "entidad gravitacional-electrortiagriética" , pero en el lenguaje 
riiciilmio el gtwn debe pensarse cortio un "~uasisolitón gra~itncional-electrom~nétia, 
i1 i f~ t r ;~ t )k -  . 

I'or otro I:iilo. la observación de Wheeler se puede usar conio la baw para const.ru- 
ir 1111 iiiotldo clisicu de carga distinto-de cero con tina densidad de carga cero en 
I ii:d(iCii(,r .j);irtt*: 

"Lei rlii,tr!lcricia y e n e r d  di yer turb(~~i« 'r i  electrornrigribtica libre que oscila en el espa- 
t I t ,  l l/rt l/f  d1Jr iir unci de eslris ' b o f m  ( k i t ú n t i .  ~ r i i w n í  <irieínrite a?as izneas ae'fue'rza 
I II  I I I . 'jJltf'I(J. porrw trrirr u n 1 1  cc irp .  Sin rrnhcirgo iin núrnero igual de  lineas de 

1 1 1 1  ~ : I I  rlc ti? rrilrcir en la reyióri dr pcrt~irbución tlrl túnel. Por consiguiente la otra 
/io( I I  rlil t t í r i c  1 tlrhc rnnnijrstar t i n t i  c.rir!lri iyiiirl 

1-1 t r d ~ ; i J ( ~  tlc \Vlieeler riiostraba (los clirecciones (It: investigación, uno era estiictinr la 
di i i ; i i i i i i . ; i  cI;L<ic;i clr los iigiijeroü giisario. y la otra era estudiar el proceso gravitaciorial 
ruiiritico qiic d r b e  dar lugar a tal tipo de configuraciones del espacichempo. Esto 
coridiijo ti1 coiicepro de "espuma del espacio-tienipo", y junto con Misner en 1957(71] 
iriciirsioriii VLI lii física concebida como geometría. En ese artículo por primera vez 
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se utilizó la palabra "wormhole": 

"Kay un flujo neto de línea de fuerza c. tmvés de lo que los tupdlogos ilamrínn una 
agarradera de un espacio muitipkmmte conectado y que los frgicos deberían quiz& 
oe7 excwados por un término más vivido un 'agujero de gusano' '. 
Lo interesante del trabajo de Wheeler fue que renovó el interés en el estudio de los 
agujeros de gusano y fueron sentadas algunas bases para el estudio geon:&rii:o de la 
física. 

En la actualidad se han marcado líneas muy claras y precisas sobre el estudio cle los 
agujeros de gusano(561. Para concluir esta introducción histórica comentaremos la 
clasificación de los agujeros de gusano. 

2.10 Clasificación de las agujeros de gusano 
La división más grande entre los agujeros de gusano es la conocida como agujeros 
de gusano Lorentzianos y Euclideanos. Esto se refiere a sí la variedad en la cual 
reside el agujero de gusano es una variedad hrentziana (pseudo-Riemanniana) o 
una variedad Riemanniana verdadera (con métrica de signatura Euclideana). 

Una definición más formal del concepto de agujero de gusano es la siguiente1561 

Definición 1 Un agu jm  de gusano es cualquier región compacta del espacio tiem- 
/'o con ririu fronfem tapoiógicnrriente simple pero con un interior topológicamente no 
I r  rr*rol. 

- 

Eii In clisificsción de Ice agujeros de gusano Lorentzianos nos referimos a varie- 
dades "perr~iiinentes~ ("cuasiperrnanenta") y "transit,orios", cada una de las cuales 
t irw siilttsitecic~"intrii-iiniverso" e "inter-iiiiiverso" dependiendo desi el agujero de 
giisiirici cim<.cttt o n o  regions distiintes dc un universo aél rnisnioo conecta universos 
dif(w:ritc.; ~ I I  el riiultiverso. Carla subesperir se divide en variedades "macrwópicas" 
y "iiiic.rosc«~)irr' 158). 

2.10.1 Agujeros de gusano permanentes y cuasipermanentes 
Si divitiiriitxs uiiii región del espacio-t ieriipo en hipersuperficies tipo espaciales, y 
;i c:itl;i c!ivisi<ín del espacio. ' It\ pensainus romo una variedad Riernanniana tres- 
diiiwisit)ii:d. si ruiitierien un agujero de giism). eiitonceS el agujero de gusano podría 
pcrisarsc! q u ( i  existe un cierto tiempo. A tal agujero de gusano se le conoce como 
ngiijero de girsano cuasipemanenfe . Los :.giijeros de gusano cuasipermanentes son 
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esencialmente objetos tres-dimensionales que existen por un "iempo finito distinto 
de cero. 

La existencia de agujeros de gusano verdaderamente permanentes (lo opuesto a los 
cuasipermanentes) no viola ninguno de los te . :mas clásicos de cambio topológico. 
La creación y destrucción de amjeros de gusano cuasipermanentes violan los t e  
remas clásicos .de cambio topol.ígico y requieren ya sea de alguna ,mutilación de la 
relatividad general clásica o reciirrir a alguno de los más raros esquemas para intro- 
ducir la gravedad cuántica ( PO- ejemplo "variedades casi-lorentzianas en cualquier 
parte!' o violaciones de causalidad). 

Una definición más técnica es[56] 

Definición 2 Si un espacio-tiempo Lorentriano contiene una región compacta 0, 
y si la topología de R es de la fonna 51 - 91 x C,  en donde E es una tres-variedad 
de topología no trivial, cuya frontem tiene topologia de la fonna aE - S2, y si 
además las hipersuperficies E son todas tipo espacial, entonces la región R contiene 
un intra-universo de agujeros de gusano pennanentes. 

Los intra-universos de agujeros de gusano cuasipermanentes son más difíciles de 
Caracterizar. KO se puede confiar solamente en la información topológica (como 
contraria a la geométrica) cuando la topología no es suficiente para caracterizar 
únicamente una conexión de inter-universo. 

2.10.2 Agujeros de gusano transitorios 

Ltrs íigujtmis (It. gusano transitorios son intrínsecamente objetos ciiatro-dimensionales. 
Lste t i l i c i  tlr agujero de gusano estalla hacia xlentro y hacia friera sin t,ener una es- 
triict Lira tolioltigicii de la forma R - R x X. 
('iiiiiqiiitsr rvgicíii compacta R con frontera ai2 - S3 que contiene una topología no 
t rivid t*s ci(*rtariicritr uti tigujerci de gusano tr;insitorio (iiitra-urii\.erso). Por hipdesis 
la ~ ( J ~ i O ~ I J ~ í a  ik R no es de la forinu 3? x C. 

i ' i i  i i itvr-iinivt*rsi dv agujero de grisnnci típicariieritc, tiene iinii regithi '' activn"con 
tolioI(igíii (1 - R x  S'. La frontera cs entonces al! PUS'. Los agujeras de gusano 
iriirisitorios ni) satisfiicen los teoreriiiis cliisicos <Ir cambio topológico, y requieren la 
m i i t  ilwi('m (le lii relatividad gerier¿il para periiiitir las procesos cliííic.os de cambio 
t O[N il(;gi<.o. 
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Figura 7. Inter-universo de agujero de gusano con topología 

"bebé" a su padre. 
triviai n - 8V. Un "cuello" o "garganta"conectaei universo .. 

2.10.3 ,Agujeros de gusano macroscópicos y microscópicos 
Otra clasificación un tanto vaga, eslasubespecie de agujeros degusano macrascópicas 
y riiicrosrtipiros. dependiendo del tamaño de la región activa relativa a la longitud 
tlc I'Lirick. 

2.10.4 .Agujeros de gusano de Wheeler 
C'imio s! riicricionti en I:r Subsección 2.95, los agujeros de gusano de Wheeler derivan 
SII esis~rii(~iti de la siiposiciÓn de que hay fluctuaciones del. v9cíQ en la espuma 
dt.1 i:spari(rtivriipo. soii  rnicroscópicos por naturirl6z;l y sort típicamente trarisitc- 
ritJS. i i u i i q i i i ~  con suerte pueden siirguir con In topolügía adecuada para considerarse 
t.iii~i[>(.rriiancrit es. 

:' 2.10.5 Agujeros de gusano transitables 
Lrrs ;igiijt*ros de gusano transitabies son agxjeros de gusano Lorentzianos que con 
~ i i ~ L ~ i i ) ~ r r I i i ~ r i ~ r i t i ~  y riittcroscópicos los cuales pueden ser transitados por seres hu- 
tiiaiios. T;urit)ic'*ti csiste la versión Euclideana, sólo que en, esta variedad el " viaje" 
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a través del agujero de gusano se realizaría en un " tiempo imaginario". El estu- 
dio de los agujeros de gusano, tuvo un renacimientc en los dios ochenta debido al 
estudio del problema relacionado con las " mác,uinas del tiempo" (ver al apéndice A). 

2.10.6 Agujeros de gusano Euclideanos 
Los agujeros de gusano Euclideanos son típicamenle "transitorios". Aunque algunos 
pueden ser cuasipermanentes con topología R - 8 x C (en donde 91 es una coorde- 
nada de "tiempo imaginario" y C una topologia espacial no trivial). 

Comunmente los agujeros de gusano Euclideanos son considerados como "instan- 
tones" en el campo gravita; al. Muchw de los modelos considerados en la li- 
teratura tienen simetría O(4, En efecto, típicamente M - 92 x S3, con 92 una 
variable radial Eucideana. Si w adoptan las técnicas de cuantización canónica, los 
agujeros de gusano transitorios surgen sólo mutilando el espacio fase clásico de la 
teoría Lorentziana fundamental. 

I.<s agujeros de gusano Eucideanos han sido de considerable interés para la física de 
part íciilns y la relatividad general. Sirvieron de base, por ejemplo, para el intento de 
C'oleriinn (le explicar el problema de la coiistante co~mológica[61]. Algunos creen que 
la agiideza y sutileza implicada en esta propuesta deben ser recogidas del siguiente 
cornent ario de Colernan [6 11: 

" Si;i crribargo, he encontrado esta teoría muy atractirrn en  varios aspectos, debo 
vriJiii:ur . \t i  cmícter especidatiiio. Se  basa en la iiinrimica de agujeros de guano 
[i~tic.liili,ciIifl.s) y In formiilación Eucidrnna de In gruiittlud ciriniicn. .4sí pues, es 
t i i i t i  I u - i t  rl~~hl~rrientr congtriridu en In nrrrin. Los agpiijeros (ir yimno (Eiiclidennos) 
; I I I I I / ~  I I  1 1 1 1  I . r i d i r .  ó. .si eri9ic.n. SILS rfci~ii~zi t l d w i  srr cirrollatlos por aqirellos de 
i i l ! y i i r i ~ i n  i.orijiyiirriciones rriás rz6ticns. Asimismo. 1n fonniilcirión Eirclidranci de la 
qriii.1 rliiil I i i i i r i i i m  no rs iin trrrici con fiintiritricritn~ jiirrries y rrgla.5 de procedimiento 
( l ; i r , i . . :  I 11 1 . 6  ~,llrrl. c s  rrití.5 corno ILIIU hirrlltr eri un pmtur io .  Pienso gire me ire desliza- 
, / I ,  i i i i i  .~i!/iiridiicí, pero sierriprr PS posible (pie :Irsconocie'ndu !JO mismo. he rlevudo 
1 1 1 1  I ( : I  //I,  I I I  u r m u  rnoitdiza y irir he huriditio rcí~ittiarnerite." 
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universos son fríos, o~curos, y vacíos. 

En la comunidad científica ha habido cierta tensión sobre cuestiones de consistencia 
interna de estas ideas. Ver por ejemplo, Unruh[68]. En eje artículo se pr-nta una 
reseiia sobre los puntos muros de la gravedad cuántica Euclideana con atención 
particular al tema de los agujeros de gusano[SS]. 

2.10.7 Agujeros de gusano cuánticos 
En lo expuesto anteriormente, hemos visto que los agujeros de gusano son métricas 
Euclideanas o hrentzianas que consisten de dos grandes regiones unidas por un 
tubo estrecho o garganta. Los agujeros de gusano macroscópieos proveen el me- 
canismo para la evaporación de hoyos negros[72], mientras que los agujeros de gu- 
sano microscópicas parecen tener un efecto importante sobre ias constantes físicas, 
particularmente la constante ~o~mológica[Ol, 73). Los agujeros de gusano se han 
estudiado principalmente como instantones, soluciones de Iss ecuaciones de campo 
clásictls. Pero las soluciones tipo agujero de gusano ocurren sólo para ciertos tipos 
especiales de materia que perniiten al tensor de Ricci tener eigendores negativos. 

tIii\vking propuso una aproximacich diferente para el estudio de agujeros de gusano, 
en ella son considerados no como soluciones de las ecuaciones clásicas de campo 
Euclideanas, sino como soluciones de la ecuación mecánico-cuántíca de Wheeler- 
DeWitt. Estas funciones de onda deben obedecer ciertas condiciones de frontera 
para que representen agujeros de gusano. Esas condiciones parecen ser que: 

I) iu fiinriún de onda es amorfigünda ezponencralmente pam tres-geometráa 
!/I Ulltlt <%. 

t i )  la función de onda es regular en alguna forma adecuada cuando la tres- 
qi orfirdr-;ii $ 2 ~  colapso o cero. 

i- 

r 

1.31 I ; ;  q)rosiiiitici6n de dilución tie agujero de gusano, uno puede tratar con cnda 
x i i i t , r o  ( I t -  gitsniio sep~irdamente. conio uniendo dos regiones asintótiozmente Eu- 
i ~ i i d t ~ ~ i i i ; ~ ~ .  ( ‘on el f in  (le fundairientar las condiciones de frontera arriba señalas, 
~ r ~ ~ i i i r < w i o s  lo just ificwión de tlawking:j7l], considerando métricas Euclideanas de 
~ ~ I ~ J O I ~ I ~ ¡ ; I  H ’  x 9. La idea es estiidi:u el efecto de los agujeros de gusano sobre 
I;i íisiw N I  I:L< ctos regionc?s iisintót iras a bajas energías comparadas a la escala de 
i’Ii;iick. f’;ir;i ello se quiere ca1cul:ir las funciones de Green 

(@(-n)d52) ’ . ‘ @ h ) 4 ( Y 2 )  . ‘ ’ L (2.79) 

vn tloridc ZI. ZZ. ... y y1, yi, ... son puntos en las dm regiones asintóticas lejanas del 
agiijrro <IC gusano. Estos puntos efectivamente se pueden tomar que estén ai infinito 

2 
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en el espacio plano. Las funciones de Green se pueden factorizar introduciendo un 
conjunto completo de agujeros de gusano: 

X('d'k I dJ(Y1)dYZ) .  .' I o), (2 80) 

en donde I O) es el estado de vacío en la ausencia de agujeros de gusano, y I e,) sím 
un conjunto completo ortonormal de estados de agujero de gusano[72]. Traten (,s 
ahora de entender qué son estos estados de agujero de gusano. Sea S una eecci6n 
recta. una tres-superficie que separa las dos regiones asintóticamente Euclideanas 
Entonces los estados de las agujeros de gusano se pueden describir mediante fun- 
ciones de onda * k ( h t J ,  &) las cuales dependen de las tres-métricas h,J y los campos 
de materia & sobre S. Las funciones de onda obedecerán la ecuación de WDW y 
las ecuaciones de constricción de momento- 
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Hawking definió el &ado base p a  los agujercs de gussno mediante una in& 
gral de trajectoria sobre todas las métricas de la top0logie S' x R' las cuales aop 
asintótimente Euciideanas en cada final de la R'. Los mnpos de materia en la 
integral de trajectoria estarán normalizadas equivdentemente a cero en cada find 
de la R'. &to significa que la función de onda para el estado base de agujero de 
gusano será idéntim al del estado vacío, y estará dado por una integral de trajectoria 
sobre todos las métricas esintóticarnente Euclideanas y todos las campos de materia 
asint6ticamente cero que tengan los valores dados en la superficie S. Por otro lado, 
las soiuciones de la ecuación de WDW que son regulaxes para a = O y ariorbig-tiadns 
para radios grandes se pueden interpretar como "estados excitados" de agujero dc 
gusano. 

Las funciones de onda de estados excitados de agujero de gusano también pii,.:den 
representarse por integrales de trajectoria. Las métricas en las integrales de t r -  
jectoria son asintóticarnen?e Euclideanw, lo cual signifla que no hay excitaciones 
gravitacionaies asint0ticaniente. Pero las campos de materia tienen fuentes en in- 
finito,'lo que se puede interpretar diciendo que allí las partículas materiales p a  
a travk del agujero de gusano. El término "en infinito" significa a distancias muy 
grandes-cornparadd con la escala característica del agujero de gusano. 

Para tratar de entender esta situación, empecemas con una función de onda que 
describa el conjunto de todos los universos posibles. Esto significa que el punto de 
partida de la teoría de Hawking debe ser un conjunto infinito de universos paralelos, 
¡.e.. la función de onda del universo se supone que es mayor cerca de nuestro propio 
uiiiverso y se extiende sobre todos los universos posibles. 

En (Sta perspectiva se debe tener claro que la definición de la palabrn .universo ya 
n o  es "totlo lo que existe", sino "todo lo que puede existir". En la Figura 8 se apre 
ci:i ciiriio le fiirición de onda del universo puede extenderse sobre varios universos 
posibles. sientlo nuestro universo el más probable, pero ciertamente no el único. Y 
iwsto qiiv lit cosrnologie cuánt,ica supone que la función de onda del :iniverso per- 
rilii(. qiw (stm iiiiiverxs estén conectados, los ayiijt.ros de gusano pueden dwarrolltir 
y iiriir isim universos. 

Podtms pcmar en una coleccibn grande de burbujas de j a k n ,  suspendidas en el 
itirt'. Sorrdriieiite cada burbuja de jabón es como un universo en sí mismo, excepto 
q i i t '  ~ ~ ~ , r i ~ ~ l i c ~ ~ r i i ~ ~ r i t e  choca con otra burbuja. formando una más grande, o se divide 
w i  t ithi  h i r h i j n s  ni&. chicas La diferencia es que c'da burbuja de jabón es ahora 
( i n  iitiivrrw entero diez-dimensional. Ya que espacio y t.iempo pueden existir sólo 
t'n cada burbuj¿t, n o  hay tal cosa como e;pacio y tiempo entre las burbujas. Cada 
uriivt'rsti tieric su propio "tiemApo" autorontenido. Así carece de qignificado decir 
qiiv el tierripo transcurre al mismo ritmo en todos estos universos. Se cree que la 
riiayoria de WO.. universos son universos muertos desprovistk de cualquier vida. En 
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estos universos, las leyes de la física fueron diferentes, y de aquí que las condiciones 
físicas que hacen posible la vida no fueron satisfechas, ver la Figura 9. 

La teoría de los "universos bebés" de Hawking, sin embargo, no es un método 
práctico de transportación, y ha levantado cuestiones filosóficas y religiosas. Entre 
los principales debates que han surgido se encuentran, el principio antrópico y la 
revisión del gato de SchrodZnge~74J. 

. .  . . .  
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l:i:;ura 9. Suestro universo detre ser uno del nliinero infinito de uiiiversos 
p r r ~ i l c l ~ ,  cada uno conrctado a otra. por una serie infinita de agujeros 
(Ir gusano. FA puiit>le viajar a travk de e s t a  pero ea extremadamente 
in irobotde. 
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2.10.8 
La interpretación de muchos mundos (IMM) de la mecánica cuántica en cosmología 
cuántica, es una teoría de la medición, y está relacionada con la descripción de 
cómo se ve el universo para nosotros los seres humanos. En dgún estado durante 
cualquier medición, la información es digitalizada, y esto es verdad aún para la 
medición de variables continues, por ejemplo la pmición y el momento. Podemos 
modelar cualquier medición mediante una medición de una variable discreta. 

Supongamos que la variable discreta que deseamos medir tiene dos estados IT ) y 
11 ) (los cuales pueden representar un electrón con espín hacia arriba y espín hacia 
abajo, respectiwnente). En la imagen de la IMM un3 medición consiste en cor- 
relacionar los estados del sistema e it será medido con los estados del aparato de 
medición. Ya que se tienen dos pc*c: '*a estados del sistema, es conveniente permitir 
que el aparato de medición designad.t & medirlos, tenga tres estdos I n), I u) y I d), 
en donde I n) representa un estado neutral en el que estará el aparato de medición 
previamente a la medición. 

El proceso de medición debe ser representado por un operador unitario M con las 
propiedades 

La interpretación de muchos mundos 

(2.83) 

M I1 ) I 4 =lL ) 14 (2.84) 

CII dontlt~ se h a  supuest.0 que el estado del aparato 1 n) es para registriu al sistema 
ei i  ( 4  vstiido IT ) si en efecto & t i  en ese estado, y 11 ) para registrar al sistema en el 
tw;i(lo I ti) si en efecto está en ese estado. El universii y el aparato de medicihn son 
cwisitlcrii(ios como un sistema ciiántico siniple. También se supone que el aparato 
(11. iiic*tiit.ic;ri no tiene ningún efecto sobre los eigenestados del sistema cuando se tiace 
I I I I ; ~  iiicdici(in. Tiil niedición se denoriiiria " rriedicih von Neuriiann "[ZI]: y consti- 
1 iiyi. l i t  i i i tdi t i 'n i  (le interferencia riiíniniii  qur se puede hacer eii ri sisteniir. 
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(2.85) . 
Si consideramos a los seres huinanos y més generalmente a loa objetos mecrdpicos  
como objetos mecánico cuánticos (si por ejemplo I u) y I d) son considersdoe almo 
estados mentales de seres humanos) entonces (2.85) conduce a la conclusión de que 
una observación por un ser humano sobre algún sistema que no ea un eigenestado 
del observable, resultará en el observador humano dividida por la observación: en 
un ” mundo” el sistema est& en el estado It ) y el observador lo mediiá como 
estando en el estado If ) (estc es, el observador estará en el estado I u)), y en el otro 
” mundo” el sistema estará 5ii el estado 11 ) y el observador lo medirá como stand9 
en el estado 11 ). La aceptación de esta conclusión intuitiva es la interpretación de 
muchos mundos. 

Por otro lado, la suposición de que el universo entero es dividido por una medición no 
es cierta. Sólo se divide el sistema observado/observador; dio  la porción restringida 
del universo sobre la que actlía el operador de medición M se divide. Si se considera 
a I Cosmos) como la parte del universo que no es afktada por M, entonces el estado 
del universo entero antes de la medición es 

= (Q It ) I u) + P I1 ) I 4 I Cosms), (2.86) 

lo cual muestra que I Cosmos) no es dividido. Si el aparato de medición es un 
ser Iiiiriiano, Tipler[76] comenta que cualquier interacción con el resto del universo 
dividirií al ser humano si la interacción es tal que resultaría en estados diferentes 
(It4 org:inisrrio hiiniano que senn distinguibles por un sistema sensorial humano. La 
clivisi(iii st’ denota por correlaciones entre el humano y los varios subconjuntos de! 
i in iv(~sc i  cnn los cuales interactúa. 

I k t i i i l o  :I que In información alniricenada por los seres humanos es finita, el conjunto 
ti(, t0(1:~5 1.1s pisil)lrs inedicionrui pueden dividir a un ser humano sólo en un número 
h i t o  (it* piezas. En [X] se (la unai estiriiaci6n aproximada para el límite del número 
tit. ~J¡VZ;LS q i i e  pueden obtenerse suponiendo que cada átomo en uwser humano puede 
w . t r  (TI ( 1 ~  (ijtiiilws tlistingiiil>l(.s por la consciencia humana. Puesto que el número 
(IC  ~ ~ ( I I I I W  e n  u n  sc‘r humano es de alrededor de IOz6, el límite buscado es 2 elevado 
;L i:i potciiria io”, el cual es UII número muy grande pero finito. 

).;I clrit’ VII  unti nirdici6ii de von Neiirnann en el aparato de medición ocurre un 
c x r i b i o  i i i&  iIr;isti<o que en e/ sistema, es más apropiado considerar al observador 
COIII(J dividido en lugar del universo. Además, el observador se divide porque está 
destiriado ii dividirse. Un aparato de medición se define mmo un sistema fííico que 
cs;)oriirienta un cambio fisico suficientemente grande para ser detectable fácilmente 
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por los humanos cuando interactúa con el sistema paia ser medido. El aparato de 
medición también debe ser capaz de ir a varios estados macr6scópicamente distin- 
guibles como una consecuencia de la interacción de la medición. En el ejemplo antes 
considerado, si el sistema está en el estado IT ), el aparato registra este hecho al 
experimentar un cambio drástico del estado I n) al estado I u), y si el sistema está 
en el estado 14 ), el aparato debe experimentar un cambio drástico de I n) a 1 d).  De 
estos requerimentos fundamentales, el aparato se debe dividir si M es un operador 
lineal. 

45 



R 

F i g i p  10. Ramificacijn de un universo cuániico. Antes de que ocurra 
In primera interacción que puede codificar una escala de medición, el 
iiiiivcmo. representado antes de qcie ocurra esta interacción mino una 
writ. c l r  linens ondultuias, que no tirnen radio. Después de que ocurre 
la primera interacción escalwia. el universo ha sido dividido por las in- 
wrwciones en un gran núiiiero de rarnas. en cada una de las cuales es 
vista iina woluciGn esencialiiieritc cliisic;r. Estas r,atnai son represen- 
i:ul:~s por wnos, cda uno de los cuales va a traves de.la singularidad 
i i n d  al ticmpo conforiric L = n. 1.a iolrcción de todas los senos represen- 
t ; ~  iodu; los riiwlelos de Frirdmann ckisicos. Cada curva es representada 
por por R.,-=, el riuíio del univem en expansión m6xima En el uni- 
vt'rso ciiántico. todos Im universos rlásicc& están presentes, un universo 
clisico define una rama simple. 



2.11 Aproximación WKB 
El comportamiento clásico de un sistema está determinado al resolver las ecua- 
ciones del movimiento sujetas a condiciones iniciales apropiadas. Por lo general una 
ecuación diferencial de segundo orden o dos ecuaciones diferenciales de primer or- 
den para cada grado de libertad. La "primera integral" de estas ecuaciones, es la 
concicida energía total 

(2.87) 

la cual es una constante de movimiento. Esta es una ecuación diferencial de primer 
orden, y se puede integrar directamente, para el caso de una dimensión tenemas 

(2.88) 

Los "puntos de retorno" en los cuales la energía potencial es igual a la energía total, 
E = C'(z). da los límites del movimiento; ah¡ la velocidad se hace cero. Supongamos 
una particula de energía total E < VO incidiendo desde la izquierda sobre una barrera 
(le potencial de altura VO, tal como se muestra en la siguiente figura. 

I 

-L L X 

l.'igurii I I .  L'na t)arrirra de potencial rcxtiingulw. Una 
piutíciila de energía E < VO está incidirnilo desde el lado 
izquierdo. 

l'oil(~iiios o l i s ~ ~ r v ~  qiii' el punto  (le retom) wi i r r r  e11 la pared del potencial, donde 
1;i pirt i i , 1 1 1 ~  vs r14Icjidx tie atti foriníi la barrera d(i potencial determina una "re- 
;:iOii ~ + r ~ i t i i t i i r I ~ ~  lii  -ciiiil n o  puede traspasar la pa-ticula. Se tiene que la partícula 
~iiiiica s(* eiicoiitriirh en la región clásicaniente permitida a la derecha de la barrera 
[It. pol f~rici¿ll. 
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En la mecánica cuántica tenemos un redtado diferente d Kbr el m h i o  andiisis. 
En este enfoque, la partícula ea descrita en cada región mediante una función de 
onda $(z), la cual satisface la ecuación de Schrodmger independiente del tiempo, 

en donde el potencial está dado por 

(2.89) 

En la región del lado izquierdo, la solución $1, reprgenta una función plana entrante 
(normalizada a amplitud uno) y una onda reflejada; $1 = e"' + Re-¡&, mientras 
que en la región del lado derecho sólo bay una onda trasmitida, $d = Teah, en los 
dos casos el número de onda de de.Broglie es k = h - ' m .  A partir de estas 
ondas planas se pueden construir paquetes de ondas localizados que proveen una 
mejor descripción de una partícula. 

En la región clásicamente piohibida, la función de onda consiste en exponencides 
crecientes y decrecientes, qbp = Ae" + Be-", en donde el parámetro n está dado 
por tí r h-'&n(Vo -E). 

Ya que la probabilidad de encontrar a la partícula entre z y z + dz está dada por el 

un coriiportamiento notablemente diferente (hay una probabilidad distinta de cero 
tlv encontrar a la partícula lejos del lado de Is barrera) de " tunelamiento" a través 
(it. I ; i  rvgit'm prohibida. La probabilidad de encontrar a la partícula lejos de la bnrrera 
[IC potencial (la probabilidad de tunelarnienco) está dada simpleriieiite por 

t 

valor absoluto cuadrado de la función de onda, I @(s)  I*,  la teoría cuántica predice 
9 

' 

(2.91) j,,r P = - =I T lz, 
3 1 N  

cii donde 

(2.92) 

('Y la corriente tie probabilidad. Evaliirirenios la probabilidad de tunelamiento en el 
l ir i i itt i  rtL >> 1. ¡.e., cuando VO >> E .  Por consiguiente tenemos que 

. . , I  ,< 

P u rl-461. (2.93) 
Supongamos nhora que el potencial ya no es de forma constante, sino de forma 
arbitraria. entonces ia eciiación de 'Schrodinger se debe resolver exactamente sólo 
pcirii UIILS poem elecciones del potencial ' ' ( 2 ) .  Para potenciales arbitrarios se debe i 
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cambiar a algún otro esquema. Si el potencial "varía lentamente", tal que su cambio 
sobre una longitud de onda de Broglie es mucho más pequeña que la energía cinética, 

<< 1, 
dV 1 
dz: I E - V (Z )  1 x- 

la aproximación WKB o semiclásica es válida [77]. En este caso las soluciones 
aproximadas (de más bajo orden en h) son 

(2.95) 

en donde k(r) E A-'J2n;iE-V(SjT. Cerca de los puntos clásicos de retorno I E - 
I 1'(z:) I es pequeña y las soluciones WKB no se aplican; ah¡ se usa una aproximación 

lineal para el potencial con el fin de relacionar las funciones de onda oscilatorias y 
exponenciales las cuales se obtienen para ambos lados de estos puntos. Estas son las 
"fórmulas de conexión" WKB. Para el lado derecho de la barrera sólo hay una onda 
transmitida: las fórmulas de conexión generan la función de onda exponencial de la *. 
región prohibida, y aplicandola de nuevo a esa, la onda oscilatoria para la barrera de 
la izquierda. Habiendo obtenido las ondas incidente y trasmitida, es fácil calcular 
la probabilidad de tunelamtento: en el límite cuando V >> E obtenemos 

x l u í  o y b SOII los puntos clásicos de retorno. Esta expresión se reduce a la Ec. (2.93) 
p.ira <>I GLW de una barrera de potencial rertangular, Ec. @.go). La "probabilidad 
(ir tiiiit.l~irriirnto del universo" se puede obtrner de la expresión (2.96). 



2.12 Tercera cuantización 
Como se mencionó en el Capitulo 1, la ecuación de Wheelex-DeWitt ea un multado 
de la cuantización de una geometría y materia (llamede segunda cuantWÓn de 
la gravedad). Por otro lado, en la formulación usual de la mecfínica cuántica se 
requiere una densidad de probabilidad positiva para una interpretación consistente 
de las propiedades físicas de un sistema dado, y el universo en la perspectiva de 
la mmología cuántica no satisface este requerimiento debido a que la ecuación de 
WDW es una ecuación diferencial hiperbólica de segundo orden, por consiguiente 
no hay una densidad de probabilidad positiva como en el caso de la ecuación de 
Klein-Gordon. Una alternativa para este problema, es considerar a la función de 
onda como un campo cuántico en el minisuperespacio en vez de una amplitud de e- 
tado, y la estrategia es realizar una terma cuanthción en analogía con la segunda 
cuantización de la ecuación de Klein-Gordon [15][78]. 

En la teoría cuántica de campos las partículas son creadas del vacío mediente un 
potencial externo que varía en el tiempo y esto sugiere que los universos se podrfan 
crear mediante un procedimiento similar. El objetivo de esta aproximación es cons- 
truir una medida probabilktica consistente al reemplazar la función de onda por un 
campo cuántico de operadores que actuan en un espacio de estados de Hilbert, ¡.e., el 
campo de universos es expandido en funciones de frecuencia positiva modoentrante 
y modo-diente y sus conjugados hermíticos. El número de universos creados 8e 

puede conocer mediante los coeficientes de Bogoliubov las cuales relacionan las fun- 
ciones riwdc-entrante y modo-saliente una mn la otra. La creación de universos en 
esta aproximación es posible debido a que dos espacios de Hilbert generados por las 
funciones niodo-entrante y modo-diente no son equivalentes y esto produce coefi- 
ciriitts de Bogoliubov distintos de cero. Por consiguiente la teoría de universos de 
trrcerii ciiantización describe un sistema de muchos uniwmm. 

A coiitiniiiicitin mostraremos ron Intis detdle el formalismo que usaremos para rea- 
liziu la trrcerii ruantización de In fiinrión de ond;i del universo. 

I , ; i  i t l w  bkiru  es considerar a In función de onda ur(z, y) como un operator actuando 
s<)l)rc~ Im vc!ctores de estado de u n  sisterria de universos y se puede descomponer como 

V.(L Y)  = Ix -X [%)L,~(Z, Y) + C'(P)~;(~, Y)] dp, (2.97) 

( ' 1 1  t io r i t l ( *  t.(í. y) y us'(z, y) forman un conjunto completo ortonormal de soluciones 
(11. la rmicióii de WDW. Como se rrieiiciorió arriba, esto es en analogía con la teoría 

y siiponrtiios que estos operadores obedecen las relarioiies de conmutación estándar 

[C(P), C'(P)l = - q) !  (2.98) 

<l.i.' I w.i . (IC cniiipcs. en donde C(p)  y Ct(p)  s o n  operadores de creación y aniquilación, 
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(2.99) 

[C'(P), C+(dl = 0 . (2.100) 

En la imagen de Heisenberg, los estados cuánticos expanden un espacio de Hilbert. 
Una base conveniente en este espacio de Hilbert es la llamada representación de 
Fock. La base de vectores 1 ), se puede construir del vector I O), llamado el vacik, 
o estado de no universo. El espacio de Fock de universos se puede expandir como 
C+(pl)Ct(m; ... I O), y el estado base I O) se define por 

C(p)  I O) = O para Vp. (2.101) 

Definiremos el estado vacío inicial'con respecto al conjunto ortonormal de mluciones 
de modGentrante y -saliente de frecuencia positiva en el límite cuando el volumen 
espacial tiende a cero[l5]. Por ser la ecuación de WDW una ecuación del tipo de 
Klein-Gordon. tomaremos la variable z como el tiempo, y la variable y como el 
espacio. 

Luego para cuantizar cualquier modelo del minisuperespacio que tratemos, dado en 
general por el Hairiiltoniano ffso = &r(z, y) - LQ, impondremos las relaciones de 
conriiutación a mismo tiempo z 

(2.10rí) 
(2.106) 
(2.107) 

( ' 1 1  iion(iv 1.1 prodiicto twítliu tic. iileiii-Corcloii c:stL definido cotno 

i r , , .  L .J  = i J v p  8, z,,<!y = 6 ( p  - q) .  (2.108) 

El subíndice J rtiqiirta ;I In función de onda. y en una teoria completa de la gravedad 
ciiint iw. prts!iiiiit)lcriic.nte. p puede designar todas las características del universo, 



tales como densidad de energía, número de electrones, etc. En base a lo antes 
mencionado, mediante los modos normalea &, expandirema el campo $(z, y) en 
términos de la ecuación (2.97). 



Capítulo 3 

Cosmología cuántica y cl5sica en 
la teoría de Bergmann-Wagoner 

En este capítulo estudiaremos la cosmología cuántica en la teoría de Bergmann- 
Wagoner (BW) para d caso homogéneo e isotópico. Originalmente esta teoría clásica 
de la gravitación fue construida independientemente por P. G. Bergmann[20] y por 
R. V. Wagonerl2lj para el estudio de ondas gravitacimales. Consideraron al campo 
gravitacional como consistente de partículas de espín O y espín 2. Así, en esta teoría 
hay lugar para el.campo más simple de la naturaleza, un campo escalar(211. Esta 
teoría es la ni& general de las Teorías ewaiares-tensoriales de la gravitación. La 
arritiri para esta teoría contiene dos funciones arbitrarim del campo escalar, una 
" fiiiicií~ii cosiiiológica!'X(~) y ana "función de niasa"w(@). Cada elección específica 
<It* VsiiLs í'iiiiciories deíine una teoría escalar-tensorial particular. La función A(#) es 
i i r i i i  fiirición de acoplamiento. La fuiicih X(6) juega iin doble papel. act.iia como 
iiiiii fiiiicitiii cosinológica dinimica. la .cual piiede diir lugar a riiodelt>s cosriiológicos 
coii i i i i ; i  mis r i i i i t e  cocmokígicii pequeíia i i  tieriipos presents en roncortlaricia con 
I;L\ ~il)s(,t~;ici(iiit,s. pero griiride i i  t ieiiipos iiiiiy teiripranui p m i  prodiicir iriflaci(h, 
y t? i;iiiil)it'su u i i i i  fuiir¡& potriicial eri la ecuación del ciiiripo escalar. Entre los 
GLWS Ixirtic.iiliues de lai teoría de Bergniairin-\~ii~oiier tenc:riios: (1) Lii t,(!orín de 
.I~irtl.iii-llr;iris-I)ickr (~(0) :- J,) - dr ..;\(O) = O )[81J. ('2) Lii teoría (It: ciiertlas 
t.:l < . I  l i i i i i t c .  (IC lxijifi energías ( ~ ( 0 ,  : -1). lii tcoríai tie fhukcr [It! C; coiist,iiiit.c 
(-*(ni ( . I  - :!Q)/.(?Q-; 2'. X(o) = O ) [ F C ] .  la teoría (le Kailiizii-Klciii (Y, = ( i  - n)/rz, 
( ' r i  ( b ~ r i < i t *  1;i tiiriic-risitiri (Ir1 espaicio-rienipo es 4 -t n)188]. En (:I piisiido s<! t i a r i  clstiitiiir- 
(lo \:trios ;Lyt,ctos ti<: I;r twrl i i  <Ir ü\V: soliiciories exiict<-. i~ntílisis cualitntivcis de li~s 
( y i i ; t ( . i t  ) l i t *  <I(. iiioviiiiiciiio y lii iiiiI)lrriit.iitncióii dr iriHacióri (teoreiria de"iio-peId'). 

l l u y  pow iitviiciciii se le tia dado a la cosiiiología cuántira de esta tcwría general, sin 
ciiili;ugo y' i i i i i i  vst iidi;idi) varios citsos part iruliues. Por consiguiente consideramos 
(It, i i i ierk t:studiiir la cwriiolo::ía cuántica de la teoría de BW. En nuestro estudio 
triitiircriios de conservar lo m:ís general posible a las funciones W(C#J) y A(#) en el 
eleiiiciito tlt: lirirn tioiiiogéneo e i.jotri>pico. y ohtendremob: la ecuación de Wheeler- 
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DeWitt (WDW) para este modelo. Esta ecuación de onda se puede resolver por 
separación de variables pare cualquier u($) arbitraria, pero sólo para algunas formas 
particulares de A(@). Resolveremos la ecuación de WDW para algunos potenciales, y 
encontraremos soluciones generales para las rcuaciones separadas y con ellas se hará 
superposición de funciones, para obtener funciones de onda de agujero de gusano 
que obedecen las condiciones de regularidad de Hawking-Page[l7]. 

También se usará la aproximación WKB para resolver la correspondiente ecuación 
de Harriilton-Jacobi de este modelo. Asimisnio, consideraremos el problema clásicx) 
de rnoviniiento para aquellos casos que parecm de interés. Se darán explícitamente 
soluciones para la teoría de Jordan-Brans-Dicke. la teoría de Barker y tres familias 
de ot rs  teorías que han sido estudiadas previamente. En un caso particular obten- 
emos soluciones clásicas '10 singulares. 

Realiz;uenios una tercera cuantización y calcularenias el níimero de universos crea- 
dos de la nada para uno de tos potenciales que producen soluciones exactas de la 
eciiiicitin (le \VDW y para el CLW de universo cerrado. 

Piirti otro potencial calcularemos la relación de incertidrinhre de Heisenherg y encon- 
tr;irriiios qiie Iiw fluctuaciones cuánticas del universo son rnuy grandes para valores 
p i ~ ~ i i t i w  t i 1 4  factor de escala del universo (tiempos muy ternpranos) y para valores 
gr:iri&s (11.1 fiictor de escala las fluctriaciorics cu,?nt ¡cas vienen a ser pequenñis. 

1111 I:i si~iii(*nt v wcci0n riiostriueiilos los iiio<iel~~~ del iiiiiiisiiperesi)acio clue cori~iiicen 
:i ~~(~ i i : i (~ i t~ i i~~s  tlt, \\,'D\V que estiidiareiiios vii twr ciipítiilo. 

3.1 El modelo del minisuperespacio de Bergmann- 
\Vagoner 



no sus derivadas normales, fijadas sobre la frontera. Puesto que estamos interesados 
en estudiar modelos cosmógicos homegéneos e isotrópicos, usaremos el elemento de 
línea de FRW en coordenadas esféricas polues (t ,  r, 8, @), dado por 

ds2 = - P ( t ) d t 2  + a2(t)dW2, (3.2) 
en donde N es l a  función lapso, a e5 el factor de escala del universo, y la-métrica 
del tres-espacio 

dW2 = dx2 + f'(x)(de2 +sin2 Od<P2), (S.?) 

aquí tenemos que el "radio" f(x) es expresado como 

sinx si k = +i (O 5 x < 2a), i sinhx si k = -1 (O < ,x < GO), 
si k=O ( O < x < o c ) ,  (3.4) f ( x ) =  x 

en donde k es la signatura de la curvatura espacial. Por otro lado, tenernos que el 
exalar de Ricci es 

sustituyendo (3.5) en la Ec. (3.1) e integrando con respecto a las coordenadas 
espaciales, después de hacer algunas simplificaciones, obterLerncs 

I IVIIIIL* iiitroducido el volumen espacial V de I:i regi6n horiioghea que considerarnos. 
I:.srv \iiliiiiic'~i toma el valor de 2a2 para k = 1, peto para k = O u k = -I ,  debe 
iij;usc. ('11 iilgiiiiii constiiiite finita. Para siiiiplifiror los c:ílciil(s preeiittt(l<r; e n  este 
~ i p i t  i i lo.  (~ciiisicl(~r;irriiios que esa constante es igual a 2x'. El punto en (3.f;) denota 
clt,riv;iil;i tr i i i~)~iral  roii respecto iii tioriipo t .  t' i i i t r ~ ~ ~ l ~ i c i e i i ~ l ~ i  lis sigiiieritt!s viuinbles 

(3.8) 



3.2 Norma N=l 
Con la elección de N = 1, la acción (3.8) se expresa como 

Ssw = J [zz" - s'y" - ks t z3A(y)] d7, 
2 

= J L d 7 .  (3.9) 

Los momentos canónicos conjugados correspondientes a 3: y y están dadce pc : 

El Hamiltonian0 H (la constricciór . $  cundaria) del sistema es 

H = - 1 [z -1 T= 2 - 2 -3 n,, 2 + k~ - z3A(y)]. 
2 

(3.10) 

(3.11) 

Ahora obtendremm la ecuación de WDW mediante la cuantización canónica de 
H = O, convirtiendo los Vomentcs canónicos en la Fk. (3.11) en operadores, n: - 
-P'$ (zp$) y ni -, -5, la ambiguedad del ordenamiento de los.operadores 
cuánticos esta represzntada en el parámetro p, sí obtenemos que la ecuación de 
WDW es 

(3.12) 

l.ütii ecuación se puede resolve; mediante separación de variables si A(y) = cte., 
as¡ en lo siguiente presentaremos tres citsos sencillos de términos CoBmológicOs que 
pcrniitw obtener soluciones exactas de la ecuación de WDW. 

(3.13) 

par i i  resolver esta ecuación se propone ~ ( 1 . 3 )  = .Y(z)Y(y), de esta forma obte- 
n m o s  I:I soliicióii en t6riiiirioU <IC funciones de Bcssel. Mostraremos las funciones 
(It- (inda de1 universo correspondientes a las tres posibles valores de la constante de 
curv;iriirii k = -1.0. I .  

i) k = 1. Para el iiiodelo cerrado de FRW tenemos 
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en donde s es una constante de separación, I,,, y K, son funciones de B e l  rnodi- 

ñcadas, y el orden de dichas funciones está dado por rn = $/F. 
ii) k = -1.  Para el modelo hiperbólico de FRW, la frinción de onda es 

iii) k = O. Para el modelo piano de FRW las funciones de onda son 

u) s = ( 1  - p)/2 

. .  IALS solucio~ies (3.14)-(3.17) están cwacterizndns por I t s  parámet.ros libres p y s. 
Timibith. roriio .se definió en (3.7). l a  vwiahle y deperidc de u n a  función ürhit,raria 
>(o).. Por consiguiente podeniw construir wlucioiits kvrierales de la ecuitci6n de 
NI)\\' i w c l i i i r i t c ~  superposici6n de lai SJlU<i(Jlit~ ot)tt,riicl;s. 

(3.18) 



i ) k = f l  

Para el modelo cerrado y para el hiperlklico, !a ecuación anterior se puede resolver 
mediante series de potencias[lO4], pero la solución es bastante complicada, y se 
pierde el significado físico, por consiguiente para buscar una solución que se pueda 
expresar en términos de funciones estándarj80], tomamos X(z) = i'f(r) con (I 5- 

z2), así la Ec. (3.19) se transforma en 

4tz f"(z )  + (2 + p + 8A)f' + [4A2 + (p - 2)A + s2 T 2 + h z '1 f = O, (3.2C) 

I !  

para obtener una solución exacta de esta ecuación, necesitamos satisfacer 2+p+8A = 
O y 4Az + (p - 2)A + s' = O esto implica que A = -8 y p = entonces, 
la Ec. (3.20) se reduce a una forma más simple 

(3.21) 

después, usarno6 la sustituciói f ( z )  = U('@) con (2A0(0)3 = AOZ F 1, asi la función 
de onda del universo en términos de funciones de Airy queda expresada c ~ m o  

1 f"(~) + 4 (hoz T I)! = 0, 

it) I; = O 

En 1111 iinivcrso de FRW plano, In función de onda es 

3.2.3 Aproximación WKB 
1:ii w t : L  p:irtc, riiiestro objetivo es obteiici soliiciones semiclásicas de la ecuación 
(It. \Vi)\i' por rritdiu del mé.odo iVKB. con el fin de.estudiar el régimen clásico 

iS(2.Y) <IC niic'stro irio(lelo, así pues buscanias una s<hición de la forma @(z,y) = e , 
C'II (loiitle S(x. y) es la función priricipal d+r Hamilton. La 'colución de la ecuación 
resultante de tkuiiiitori-Jacubi nos.c!,ari I:m suluzión completa del problema clbiai. 
La solución seniicliisica de la ecuación dc E inctein (Hamilton-Jacobi) er> 
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-zz (E)’ + (;)* - kz4 + zsA(y) = O. (3.24) 

Nótese que esta ecuación está libre de la ambigüedad del ordenamiento de factores. 
Para separar la Ec. (3.24), considei ando A(y) = de. = AIJ, entonces obtenemos 

cuya solución exacta está dada por 

(3.25) 

(3.26) 

en donde pr es una constante de separación. Por lo tanto, la función de onda WKB 
del universo es 

(3.27) 

En paticular, cuando A0 = O, tenemos las siguientes funciones de onda WKB 

i ) k =  1 

if) x. = o 

(3.29) 

(3.30) 

3.3 Norma N=l;/X 
I<ri t’sr;~ s c w i t ; t i  wesrro propósito e:. riii~strar oiro modelo cuántico soluble con la 
tlt*cc.itiri .\I = 1 /J. así la ac.citin (3.8) se tr;insforrna en 

S = 1 - &I” + z2A(y) - k] dr, (3.31) 

t r i  IO  sigiiierit(. consideraremos el cis0 de funciones cosrnológicas que pueden conducir 
i\ x~lllclt~llc~ lllll~~cion¿ui~. 
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3.3.1 Caso A(y) = Alcosh(2y) + Aisinh(2y) 
El modelo- inflacionario del universo se ha desig.1ado para resolver varios enigmas 
camológicos, incluyendo los problemas del hori: onte y llanura. Su razgo distinti- 
vo es un breve período finito de expansión expcnencial. Desafortunadamente, los 
potenciales más interesantes desde el punto de vista c-mológico, tales como poten- 
ciales caótica ($nZ& o $A@) o el potencial de Coleman-Weinberg, generalmente 
conducen a modelos que no se pueden resolver exactamente en los niveles clásico y 
cuántico. En esta subsección estudiaremos un modelo mrnológico para el potencial 
del campo escalar A(y) = Al cosh(2y) + Azsinh(2y), el cual es un potencial de tipo 
caótico, y conduce a la inflación exponencial estándar[83]. Para nuestro antilisis 
usaremos el siguiente cambio de variables independientes 

o = ~ ~ c * . - : ~ ( 2 y ) ,  p = z2sinh(2y), (3.32) 

el cual transforma la acción (3.31) a la forma simétrica 

(3.33) 

en donde hemos escogido el término cosmológico como 

A(y) = Al cosh(2y) + A?sinh(2y), (3.34) 
aquí y .\? son constantes, y los momentos canónicos conjugados están dados por 

a, 
4 '  

. T o = - -  
a' 

k, = - 
4 (3.35) 
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@(a, 8) = {CW~Z [(2A1)-3(k - 4s' - Avr ) ]  f CZBZ [(2A1)-3(k - 4s2 - A l a ) ] }  

{CsAi [(2A2)-3(A2,8 -. 4sz)] -- C43i [(2A2)-f(A2B - 4s2)]). (3.39) 

Con la elección w(4) = wo = cte., obtenemos u:, término mmológico inflacionario 
en la teoría de Jordan-Brans-Dicke [Si, 82, 831 

A($) = A l p '  + xzq,-*I, (3 413: 

en donde p está dada por p = d-i entonces, lac variables o y vienen a 
ser 

(3.41) 

en este caso de Jordan-Brans-Dicke, la función de onda del universo es 

$!(a? 4) = Cl AI @AI)-$ (2k - 8s' - Ala (@; + 4-"+f))] 

+CzBi [(8A1)-3 (2k - 8s' -Ala (et' + 4-pt4))]} 

(CaAZ [@A*)-$ ( h a  (6 P + f + l i l -  p+f ) -8sz)] 

+C4Bi [ ( 8 A 2 ) - f  (;\*a (Pi i- q-p+;  ) - 8sz)]>. 

. M 
' 

(3.42) 

3.3.2 Aproximación WKB 
Par:\ idit crier solucionts seriiicliíicas p;un le rcuircióii de W D W ,  de nuevo usar1106 
c ((l. .i) - r.tS'u.J) I clespuk d. sustituir en la Ec. (3.37). obtenernos In siguient.e 
(u i ; ic i r i i i  rlr Hamilton-Jacobi 

(3.43) 

(3.44) 



3.4 Soluciones clásicas 
Las ecuaciones clásicas de movimiento para este modelo derivadas de la acción (3.33) 
son 

a"(7) - 2121 = O, (3.46) 

T(T )  + 2122 = O, 

con la ecuación de constricción Hamiltoriiana dada por 

an -pR -4Aia -4122P+4k = O. 
La colución del sistema (3.46)-(3.47) es 

(3.47) 

(3.48) 

a ( ~ )  = A~T' + CIT + Cz, (3.49) 

B(T)  = - A Z T ~  + C ~ T  + Cq, (3.50) 

en donde Cl y C2 son constantes de integración y satisfacen la ecuación de constric- 
ción 

C: - C: - 4AlCz - 4122C4 + 4k = O. (3.51) 
E l i  las sigiiicmtes subseccionc estudiaremos dos elecciones simples de la función w(4), 
t'sto nos lleva u. las teorías de .lordan-Brans-Dirke y Barker, y t.ambién consideramos 
tres i w r í i w  gciricrelei parariietrizadíts qiie h i m  sido esr udi'das por o t r a  uutoresl85, 

. .  

Ni;, 

3.4.1 Teoría de Jordan-Brans-Dicke 
I,:.w I I : ¡ I ~ I I C ~ I I  -*(o) = A. critonws 0 5 hi o y ot~r(~iic~iiios In siguiente soiiicicíri 

(3.53) 



Solución no singular 

Haciendo Cl = C3 = C., = O, Cz = k/A1 y A1 = A2 en las ecuaciones (3.52) y (3.53), 
obtenemos la solución 

Y 

(3.54) 

(3.55) 

1 
en donde = (k2/Ai)4 y TO' = k/2A:, la solución de arriba corresponde a un 
término ,cosmológico de la forma A(a, B) = Aid(a + b')/(a - P), y es no singuliir 
para k = 1, esto lo podemos verificar mediante sustitución directa en los iwmriantes 
de la métrica 

.R~ = - ic - a3dat@' - a  3 @ 2 l l Z  a ] , 
4a4 3 [  (3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

l i i i  rcidiici(wlo liw soiiiriones (3.54) y (3.55) eii t.1 c*scalar de Ricci (3.56) obteneriios 
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Solución singular 

Podemos obtener otra solución msmológica escogiendo Ci = C3 = O, Cz = C4 = 
k/2Ai y Al = A2, así las soluciones (3.52)-(3.53) son reducidas a 

47) = a; rZm, (3.62) 

(3.63) 4(7) = 4; e", 
en donde 4 = 2 4 %  -i y +; = 77. Estas soluciones en ei tiempo cósrrico t toman ia 
forma 

(3.64) a(t) = a I t +y 
(3.65) 

4 

$( t )  = 41 t3.-1, 

en donde a' = 4 (2 1/d73/4p (L$t?)}w y 41 = &, (2 1/4&4P (%)}+. 

3.4.2 Teoría de Barker 
L a  elrccih d(d) = 
In sol1iri<íii 

nos condue a la teoría de Barker[87]. entonces obtenemos 

(3.66) 

I 
(3.67) 1 



Y 

I 
I 

3.4.4 Teoría 2 

tlxierido ~.J(o) + 3 = Bz I In ($) 
! 

[86] obtenemos i 

. i )  d f l  

\' 



Y 

(Ai + Az)~-' + (Ci - C3)r + Cz - C4 G h  (3.73) 
(At - Az)r2 + (Ci + C3)7 + Cz + C4 1 .  4(r) = h e x p  

3.4.5 Teoría 3 
Haciendo b(@) + 3 = --&2, con A > O, B3 > O [86] obtenemos 

I-( a) 

. .  .. 



Si escogemos la familia de soluciones 

(3.77) 

entonces podemos generar una base de agujeros de gusano, es decir, haciendo su- 
perposición'de funciones con 1% solución arriba señalada 

(3.78) 

si tomamos C(s) = e'''' (p = de . ) ,  por medio de una transformada integral de 
Kontorovich-Lebedev(89] obtenemos 

(3.79) 

Esta solución es una base de soluciones de agujero de gusaiio, ya que satisface las 
condiciones de regularidad de Hawking-Page,,i.e;, la función de onda es amortiguada 
exponencialrnente para geometrías espacial& grandes, y también es regular cuando 
la geometría espacial degenera[l7]. Los agujeros de gusano juegan un papel impor- 
tante en la solución de problemas asociados con la evaporación completa de hoyos 
negros. y se cree que producen interaciones efectivas en la física de bajas energí- 
as(721 que cambian las constantes de acoplamiento de la naturaleza en variables 
dináriiicss[WH3]. El conjunto de funciones de onda Ci,, expanden el niismo espacio 
tlc tastitdts físicos. y ambos son bases del espacio de Hilbert del niodelo en la re- 
pr(wiiiiici(in rorrespondiente, y la Ec. (3.78) es la conexión entre estas bases $, 
y c;, 19i. 921. llás adelante niostrarenias la construcción de agujeros de gu&no 
Eiidi(1c;iiios en la teoría de BW[lO7]. 

I 

I I 
i. 
~ 3.5.2 Caso A(!)) = Ao, iV = 1 

I 

i 

hi riii;t íi)riii:t siiiiilu. para el modelo pleno ( K =  O). eiirontriimos p m t  .\" < O la 
sig:iiic.iitc, II ; .W-  tlv :igiijt.ros de giisniio ciiiint ¡cos 

~G(x .y )  = r-"'xr~'u<*lb:39-Pl (3.80) 

t i < .  ~ I I N * V { I  tsiit s<iliic.iOii sittisface In riieiicion:itlas coritlicioiit~s tie reguliuitl~rd dt. Hawking- 
l J ; l g t ~ ,  y IJc)r silsi i t  iiciím directa potlcirios verificar quc I;\ bme (3.80) cs una solucih 

, '  l i ; i r i i~ . i i l : t r  tlc I ; i  I k .  (3.iR). 
*- 

3.5.3 

T:iiiitJii.ri ~io(l(;iiios cibtciier iigiijeros de grisiino cuiíriticos de la acción (3.8) con N = 
I !r. si iritrc~(liiciiiios liis siguien' es variables iiidepeiidientes 

Caso A ( i j / < )  = O, N = l/J 

,E = xc:>shi . 7 = zsinhy, 
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entonces la nueva acción es 

(3.82) 
1 s = 5 J [ E ~ s ~  - t2qa - -i $"% - k + (c' - q')'A(v/<)] dr, 

de aquí el Lagrangian0 es 

(3 83) 
2 R  2 R  1 

~5 = 5 [(E2 - 9 )E + (q2 - € h - k + (€2 - v2)2A(v/<)] , 
y ios momentos canónicos conjugados con 

n, = (P - v2)S', n, = (v2 - w, (3.84) 
entonces el Hamiltoniano del 5,- ~6 ma es 

así cuantizando a H, tenerncs que la correspondiente ecuación de WDW es 

Escogiendo p = q = A(q/E) = O y considerando el modelo cerrado ( k  = l) ,  la Ec. 
(3M) %! sirnplifica a 

(3.87) 



(3.90) 

pni(q) = H-,i(v)e-#, (3.91) 
y puesto que corresponden a la solución de dos osciladores armónicos con los signos 
de la energía contrarios, la condición de energía cero conduce a 

(ni + ;)ui = (n2 + ;)uz, n1,nz = o, 1,2,  ... , (3.92) 

en nuestro caso u1 = W Z .  El conjunto &,l,,,2(e,v) expande el subespacio de sector 
cero del espacio de Hilbert de funciones medibles de cuadrado integrable en R2 con 
un producto interno defiail, por 

(3.93) 

La ortonormalidad y completez de las funciona base se da debido a las propiedades . 
de los poliriomios de Hermite. Podemos construir un paquete de onda general, como 

(3.94) 

en donde la prima de la sumatoria indica suma sobre todos los valores de ni tzz 
s,itisfaciendo (3.92). Como indican los signos de los términos cinéticos en la Ec. 
(S.87). poderiios tomar a 7 con i~  el factor de escala y de aquí la condición inicial 
s h e   se epecifica riiediante 

*- 

(3.93) 

(3.98) 
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y las A,,,,, son arbitrarias para valores impares de nl. La ecuación de WDW 
es una ecuación diferencial parcial de segundo orden, y para tener una solución 
única se tiene que específicar la función de onda y su derivada en un punto dado. 
Kiefer[GO] escogió A,,,,, = O para valores impares de nz, que es equivalente a escoger 

-1 = O . Esta parece ser la única eleccih cuando se considera la Ec. (3.97). 
Gousheh y Sepsngi[59] suguieren que esta no es la mejor elección canónica, así esca 
gen A,,,,, distir,to de cero y con la misma forma funcional para ambos d o r a  pases 
e impares de n2, lo cual se puede hacer usando (3.98). 

n=O 

Las trayectorias clásicas correspondientes a estas soluciones son eiípses general;.zxIas 
de Lissajous las cuales tienen la siguiente representación paramétrica 

<(TI = <O COS(WIT - eo), V ( T )  = vosin(wl.r), (3.99) - en donde la condición de energía cero demanda que WI<O = *mi y 00 es un factor 
de fase arbitrario. La correspondencia clásica-cuántica se establece mediante la 
siguiente ecuación 

- 
xo  = J - < o e ' B O .  wz (3.100) t 

Consicltmmlo el caso ni& simple de las ecuaciones (3.89)-(3.94) cuando W I  = = w 
se i(1eritificzt que, puesto que ni = n? = n y H,(O) = O para dores  impares de n, 
Ins .A,# no están determinadas para valores impares de n y que 

(3.102) 
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3.6 Configuración Euclideana de agujeros de 
gusano 

I ) < . s c l t ~  qii<tl;iwkiiig criwntió la priine:.ndución de agujero de gusano Eiiclideana[72], 
N' I i t i  rc;iiiz;i(l<i r i i i id io  trirb,rjc eiI este canipo[lil, 62, 731. En esta sección presentare- 
ii io ' .  i i i i i i  soliici<iri de ag'itkro de gismo EiirlideanD en la teoría de BW encontrada 
I I I N  Si;io y Lii i~9 : i~ .  Ellos ma,tr;rron que su carga conservada es compleja y es 



una mitad de agujero de 
gavitaciond Euclideana 
Utilizaremos el tiempo 

dx dx 
- dr = X-'(b)-, db dT = s(b)db, 

y la transformación conforme 

dS2 = X'(b)~'(-db' + a:). 
Así obtenemos la acción 

(3.103) 

(3 i(i4) 

SEW = 5 / [s' - x4A(y) - (%y + s' ($)'I db. (3.105) 

Sea luego el tiempo Euclideano 

d6 = idb. 
Obtenemos la acción Euclideana 

(3.106) 

El rcjrrrsporidiente Lagrangian0 Euclideano de BW es 

(3.108) 

t'n donde el punto denota derivada temporal con respecto ai tiempo conforme Eu- 
cli(1wiio b. La ecuación clásica gcavitacional Eiiclideann de BW puede ser derivada ' 

(id priric ipio clr  acción mínima. 

(3.109) 

(3.110) 

i .\tiora suponganios que X(0) E una funci6n de 0 qrie varia lentamente, lo cual es 
cqu¡v;ilente ii decir que. A(y) vhrí2. lentamente c o n  y.  Asi se puede hacer 
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ne í3. i  IO\ obtenernos la carga conservada del de msano - -  1 - - - - - ,  

f '3 drb 
-y A+ ' (3.112) 

en donde f = it es el tiempo cósmico Euclideano. Después de sustituir (3.112) en 
(3. log), obtenemos 

x - z2z3X(y) + z-~Q' = O. 
Ahora definimos 

(3.113) 

f(z) = 4 - 1. (3.114)- 

Entonces las derivadas de segundo orden de z(b) con respecto a b son reemplazadas 
por las derivadas de primer orden de f(z) con respecto a z 

~ = 2 5 = 2 x - 4 x 3 A ( y ) - 2 z  -3 Q ,  2 

dz 
(3.115) 

después de integrar (3.115) con respecto a I ,  tenemos 

f(z) = Z* - z'A(Y) + 2 -1 Q 2 + A,' (3.116) 

cri donde :i es'una mnstante de integración. LOB criterios para considerar a /(z) 
C'oiiIo u n a  solución de agujero de gusano. son que z tome su valor máximo z,u y su 
v;iior i i i i i i i r i io  I", iguai a -1 y pun /(z) (2 -1) que varíe suawmente .ent.re y 
s,, !I 21. 

('wiido I(r) = -1. (3.116) vime R ser 
, I  s i  

rc - <\-lra - . \ - I ( . . \  I I ) , ?  -:\-'42 -0. (3.1 17) ~ ,, 
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S=-- 2 [ 1 +  9 2A(A + l)TA 27 2 Q 2 ] 
27A3 

(3.121) 

I Del criterio demandado para una solución de agujero de gusano, tenernos z~ >> z,,, 
p z2 > O, así las raíces 111 y (correspondiendo a XM y z,, respectivamente) de la 
FE. (3.119) deberían satisfacer 

71 >> VZ, VI,Z > (3A)-'. 

[)e acuerdo al criterio para una ecuación cúbica, cuando 

(3.122) 

(3.123) 

la Ec. (3.1 17) no tiene una solución de agujero de gusano, debido ai herho de que 
las raíces de la Ec. (3.119) no satisfacen la condición (3.123). Cuando 

A < O, (3.124) 

la Ec. (3.119) tiene tres raíces reales no equivalentes, así la Ec. (3.117) debe tener 
una solurih de agujero de gusano. Reescribimos (3.119) como 

7) - n73 = I, (3.125) 
*.%A. I en donde 

(3.126) I = - - I 1  2 t 3.4(.4 t l)]-'[l + 9 -h(.4 t 1 )  + 2 A  27 2 Q 2 1, 
9A 2 

3 A 2  I 
rn = (3.127) I t xq.4 + 1 ) '  

I'siiiiili) 1111 iiiéto(lo grifico se put& eidunr la soliicitin iiproxiiiiirdu. de lo Er. (3.125). 
En la Figura 13 se dart dos curvas para indiciar 

(3.128) J 
: r/ - inri . 
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Figura 13. Solución gráfica Bproximada. 

i 

(3.130) 

(3.131) 

(3.132) 

(3.134) 



I-.-"' ' ' 

I 

Para cumplir la condición (3.122), debemos tener -@/(A + I) > O, tal que Q 
debería ser imaginaria, es decir 

. 

Q= i I Q I ,  (3.135) 

en donde I Q I es real. Entonces (3.134) viene a ser 

I Q 1 2  1 m=A+1-3 ;2 .  (3.136) 

Obviamente, la raíz de la Ek. (3.125) es grande, así que el término 1 puede ser 
despreciado. Tenemos 

Sin embargo, ya que 

9 (3.138) 
Jm 'I 

312 173 < - 

no s;itisfiice la condición (3.122), la raíz 173 puede ser ignorada. Así de 

2 -  1 I Q 1 2  Z b  - w +  - =  - 
3A A + 1' 

v 

(3.139) 

(3.140) 

I O ¡  
O h =  Z' 

\ 

(3.141) 

(3.142) 

\.:i ( 1 1 1 t '  .A t I (>> I/&\) es muy gritri.de y ,\ en gtwirnl cs riiuy pequeña. tenernos 

u* << U",. (3.143) 

Ohvimwiit(:. crb = I es la dimensión rriinirn.i de la configuración y de aquí es llamada 
l i i  g;irg;itiiii dcl agujero de gusano. 

77 



~ ....--- 

Si pedimos que ab no sea más pequeña que la longitud de Plan& Ip, entonces (3.139) . 
y (3.140) dan ! 

d 1 (3.144) 

Esta condición ciertamente puede ser satisfecha. Por lo tanto, la solución (3.141) 
y (3.142) es justo la configuración Euclideana de agujero de gusano conectando un 
universo bebé (del tamafio de la longitud de Planck - a+) y un universo madre 
grande (de un tamano de k). 

i 

3.7 Tercera cuantizacian 
Como se mencionó en el capítclo 2 sobre fundamentos teóricos, el procedimiento de 
cuantización de la función de onda 211 se le llama tercera cuantización[i5], y en esta 
teoría se considera a 211 como un operador actuandowbre un sistema de vectores de 
estado de universos que pueden desmnponerse como 

(3.145) t 
i 

en donde V ( Q , ~ )  y @ ' (U ,@  forman conjuntos ortonormales completos orthonor- 
niales de soluciones de la ecuación de WDW. Esto es en analogía con las teoría 
cii;íntica de campos, en donde C(s) y Ct(s) son operadores de creación y aniquila- 
citin. hi. csperariics que el estado varío en una teoría de tercera cuantización sea 
iri<si;it)It. y tenga~lugar la creación de universos del estado vacío inicial. En esta 
perspectivhi. la variable U juega el papel del tiempo. J' la mriable 0 el papel del 
espticio. ('onsidereriics ahora el inoddo cuánt ico (3.37) pura el ordenamiento de 
f;u.iort.s p := O. y el tkrniino cosniol<ígic« :\? = O. p u i i  universo cerrado k = 1.. 
l.:ittiiil(,t,s. I;i t.ciiiici<iii <le \VD\V <:s 

i 

L 
a 
z r 
5 

3 
; 
:i 

(3.146) 

i- t b f l i  [ í2Al ) - i ( i  - 4 2  - AI,)]}.  (3.147) 

CII t l t i i i t l v  b.ts un pariirlieiru que se (leterrriiriard dapuks, J' it, es unil constante de 
iitirrii;iliZ:Lcióii lo cual se cill::ulartí niediante el producto escalar de Klein-Gordon 

- 
(i.,.~,,) = i li: 30 u,;,dB = S(s -- s'), (3.148) 1 
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dando como resultado la relación 

(3.149) 

en donde se ha usado el Wronskiano AiBi' - Ai'Bi = 1/n. Como se mencionó en un 
principio, para hacer la tercera cuantización del universo tornamas a la variable a 
como el tiempo y a B como el espacio. Así, $(a,P) ahora es considerada a m o  un 
campo cukntico en el minisuperespacio. La acción tercera cuantizada paia prodiicir 
la ecuación de WDW (3.146) es 

(3.150) 
+'=a/[ (-) a* -(-) a j 2  -q(Aia-1)$2]dudP. 1 

aa ap 
Cuantizarnos canónicamente el sistema (3.150), e imponernos las relaciones de con- 
mutación (2.102)-(2.104) a mismo tiempo a 

Luego se expande el campo @ en modos normales @, tal como expresamos en la Ec. 
(3.145). y suponemos que los operadores de creación y aniquilacián obedecen las 
reliiciones de conmutación estándar dadas por (2.98)-(2.100) 

IC'(S). Ct(S' ) ]  = S(S - s'). [C(s), C(S')l = (C+(S), Ct(S') l  = o. 
El i l i í i i i t * r o  tle onda s es 'el niotiiento en unidades de Planck y es inuy pequeño. 
1:ii;iiiios el Imriínierro b demancliindo qiir L', rorrespontlic H irioclts salient es (it. fre- 
(~iit~rici;i positiva. En las regiones cI&sic:iriientv prriiiitidtw los iiiotlos tlr frecuencia 
1)osit ivii c~irr ts~)~~r iden R iiniversus en cxpirisii'nil IO. 151. Considerareinos la elwci6ri 
(IC .  ~X~(IÍICI¡~LS escalas (u 2 1 )  y grandes esc¿iI:s ((1 - x )  y se impondrá allí frecueii- 
(.i;Lq p[sitivw. E n  el Iíniite a - x: el argumento dr Ins funciones de Airy tiende a 
- x , t<n esi<* l i i i i i t t .  ci coiiiport;iriiielito asirittit ¡(.o tic estas funciones es[80) 

Xi(- 1 ,Y i) - T-f 1 ,Y 1 - f  Sill (C t T / 4 ) .  (3.151) 

Ai(- I x I) - IT-; I x I-: .us(< + 7T/4), (3.152) 

en tloiitleC = { I ,Y 1''' y X = (2Al)-$(l - 4s" - Ala). Así la elección 6 = i nos 
iwgiir:u;i r i iodos salientes de frecuencia positivi para garides escalas. Los modos 
sill i * r i  I (IS s( HI 
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+ iBi [(2A,)-f(l- 4s' - A t a ) ] } ,  (3.153) 

en donde la normalización B, fue ieterminada de (3.149). Simiiarmente imponernos 
condiciones de frecuencia positin a pequeñas escalas. Cuando A l a  .--L U el ar- 

ei t c i ~ l  et> tr:uy 
grande, tomando el valor de la constante cosmológica considerado por Colernm [tii 1, 
At 5 & x lO-'"rn"p, y I s I<< 1. De aquí XO >> 1. La forma asintótica de las 
funciones de Airy para XO positivas grandes[80] es 

gumento X de las funciones de xiry se aproxima a XO = m, 1 4 2  

I 

Ai(Xo) y -n -4 X i  exp (-(O), (3.154) 

Bi(X0) - dX , !  exp ((O), (3.155) 
en donde CO = 3 2 ~ 3 / 2  o . . Expandiremos a Ai(X) y Bi(X) como una serie de potencias 
en la variable a, y obtenemos 

2 

Ai(X) - Ai(X0)exp (3.156) 

(3.157) 

Eritoiic.rs Iii forms asintótica de Is función de onda a pequeñas escalas es 

I -L I d,$ + -P 
2 

J , \ I  Hi [(2A,)-i(l -4s' -Ala)]}, (3.159) 

CII (lotidr el piuBrtieiro b se escogitj como b = 
(:i. 1%) y (3.15!)). sf' ve que cuando AI - O. entonces se reduce a 

exp [#(l - 4s2j3b2], ya que de 
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I .  _ -  

(i - 4s2)'/'- a 2 + iexp -(i - 4~*)~ / ' -  ",I. 2 (3.160) 
L 

(3.160) es una función modo de frecuencia positiva como un modo entrante y también 
la solución de (3.146) con A1 = O. De esta forma se ha obtenido un conjunto com- 
pleto de soluciones normalizadas de frecuencia positiva para la ecuación de WDW. 

Ahora estimaremos el número promedio de universos producidos de la nada. I s  
función de onda $ se puede expandir en términos de operadores de creación y aniqui- 
liación para cada conjunto de modos como 

(3.164) 

I.CJS CtK'~¡&litlS h!*(s, r) son distintos de cero. y satisfacen respertivamerite la condi- 
ciciri (It. coriwrvnrióii de I;i prtiI);it)iIid~td: I r (s)  1' - I w ( s )  I?= 1 .  .Así. se piiden 
(.ciristriiir (IUS espacios de Fork con la ayudti de Ita riiodos (3.1j3) y (3.159) I t s  cuales 
I U J  SOII vqiiiviilentes y se tiencri dos estados de vario diferentes tercero ciiaiitizados 
(v;i(.ítrs). (4 i i i ~ t l ~  eritritnte I O. in) y el modo saliente I O. out). (los cuiiles s o n  los 
t~~t.l(l~~s sin iiriirvrsos tip<> FR\t'). &i!iriidus por 

C,,,(s) 1 o. i n )  = o vs E R. (3.166) 

CYmt( 5 )  I o. nut) = o vs E R. (3.167) 
Coiiio I t s  estados viicios I 0, In) y I O. out )  no son equivalcntes, tiene lugar el 
ri,icirriierito dc iinivcrsas de la nada. en donde "nada" es el estado vacío J O, in). 
I3 iiiiiiic.ro prariiedio de iiniwrsos creados be la nada, en el s-&irno modo N(s) es 
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~ ( s )  = (O, in I cL(s) cmt(s) I O, in ) ,  (3.168) 

de la Ec. (3.165) tenernos que 

Debido al mecanismo de agujero de gusano de Coleman[61] para la awencia de 
constante cosmológica, tomamos la constricción hi 5 1/8s x 10-1Mm4,. tarrtoién 
suponiendo ( S I  << 1, entonces notamos que podemos obtener el número de tstrdo 
N(s) 

(3.170) 

Este resultado de la tercera cuantización muestra que el número de universos infia- 
cionarios producidos de la nada es exponencialrnente muy grande. Especiaimente, 
para el estado etiquetado por s = O, el número promedio de univerm debería satis  
facer 

N(s) -e3 1 + - 0 - 4 2 ) ~  1 >. L. 
2 

(3.171) IO'" N ( 0 )  2 10 . 

3.8 La relación de incertidumbre , I  

Eri esta serrión'estudiarernos la tercera cuantización pwa la norma N = 1, para 
ohtvriw l it  reliirión de incertidurnbre de Heisenberg. Pririiero partimos de Iir ecuación 

.(Its N'1)iV (3.12). poniendo A(?/) = '10 tenemos 

(3.173) 
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Ahora usaremos una descomposición de Fourier para desacopiar los grados de liber- 
tad. El campo de universos $(z,y) se expandirá en términos de senos y menos. 
También supondremos que nuestro sistema cuántico está confinado en una caja u n e  
dimensional con condiciones de frontera periódicas, con la coordenada de longitud 
fijada en un valor arbitrario M, entonces el campo de universos se puede escribir 
como 

en donde $+(r, -q) = $+(z, q) y lo-(%, -q) = $-(z, q). Sustituyendo la expansión 
(3.176) en la Ec. (3.175), obtenemos que. 

(3.177) 

en donde para simplificar la notación hemos denotado las variables modales $(z, O) 
y ~*(: .y)  por e#(:), y la Ec. (3.177) está rescalada a rl, + @$,. La suma de 
arriba incluye el modo cero $(z ,  O) para cada par (9, -q), de esta forma la variable 
modal está desacoplada completamente una de la otra. Ahora el Hamiltoniano 
está dado por 

(3.1 78) 

P.ara cuant iztu este sistema (3.178), imponernos las relaciones de conmutación 

La fiinciond de onda de cualquier eigenestado se factoriza como 

J I = n J I , [ Z . l - . . I .  
" 

(3.180) 
I .  

. d  Trd);ijxiios rii la imagen de Schrodinger con la sustit,uci«n ~1 -+ $io y ro - -2- 

v i i  <Ior it lv  L'- cas el r núinero real independiente del t ieriipo. Así obtenemos la ecuacion 
(it. Scliriidiiigcr 

d" ' 

(3.181) 

l{t.solvc.rriiios la ecuación furicional de arriba utilizando el ansatz Gaussian0 dado 
p(ir [Xi/  
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1 2 
lo&,$,] = c a p (  - - ~ ( z , q ) [ l o u ( z , 9 ) - ~ u ( ~ , q ) ]  2 

+ iP&, q)[?LJu(zr q) -&(z, d]}. (3.1%) 

con 
i 

A&, q) = D&, 9) + iF&, q), (3.183) 

en donde las funciones reales D,(z, q), F,(z, q) P&, 91, y O,(z, q) se deben deter- 
minar de la Ec. (3.181). Aquí C es una normalización de la función de onda. El 
producto interno de dos funcionales &(z, &) y 

041  I +dz = J lo'lo[z, $,1%1 z f lo u ]d?LJu. (3.184) 

Ahora calcularemos la relación de incertidumbre, para ello necesitamos obtener la 
dispersión de t6, dada por 

lou) se define como 

(A&)' E (YO)z - ( l c l ~ ) ~ ,  
de las Ea. (3.182) )r (3.184) tenemos que 

(3.185). 

(3.186) 

y i i t i l iz ; i i i tki  Its resultndus; de integrales Caussiari;s generalizadis J", J1 y J? (ver el 
.\pt'wIiw E). rl cociente de (3.186) se transforma en 

(3.187) 

! 

i 

. ., 

. .. 
c 

I. 



(3.188) 

Por consiguiente de las ecuaciones (3.187) y (3.188) la expresión de la dispersión de 
(3.185) es 

(3.189) 

Por otro lado, la dispersión de nu está dada por 

en donde 

(3.191) 
i. 



(3.194) 

Para obtener Fu(z, q) y Du(z, q )  sustituimm el ansatz (3.182) en la Ec. (3.181), así 
Obtenemos la ecuación de movimiento para &(t, q): 

(3.195) -&A#(:, d q) = -A~(L, q) + - Q2 + U(Z). 
dz 4z2 

Luego utilizaremos 

d 
A&, q) = -id; In u&, q), (3.196) 

en donde uu(z,q) es la solución de la ecuación de WDW 

(3.197) 

Ahora primeramente, analizaremos el comportamiento de u, para grandes d a s  
(a - m), entonces,el segundo término 8/42 en la ecuación de-onda (3.197) se 
puede despreciar, y su solución en términos de funciones de Airy es 

d 

u u ( - . q )  = Ai [(4A;)-’ ( A o ~  - k)] + eBi [(41\;)-’ (Aoz - k)] , (3.198) 

UI dontlc 0 es una constante compleja. Substituyendo (3.198) en (3.196). obtenemos 
(~IIC’ . 

(3.200) 
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por lo tanto? la relación de incertidumbri viene a ser 

T' 
(A@,)' (AT,)' = i{ 1 + -[Ai'Ai 

4 (Ime)' 

+ I e 1' Bi'Bi + (Ree)(Bi'Ai + Ai'Bi)] , (3.202) 'I 
en donde hemos usado el Wronskisno 

.4iEi' - Ai'Bi = l / ~ .  

Escogemos que Ime  < O, entonces D,(r ,p)  > O (el producto interno (3.184) está 
bien definido). Las formas asintóticas de las funciones de Airy para grandes valores 
de z (z - +w) son[80] 

(3.203) -1/2,-1/4 Ai(=) - -n exp(-(), 2 

(3.204) Bi(i) -71 -I/' + .-I/.! exp((), 

- .  Ai(-:) - ~ - 1 / ? ~ - 1 / 4  sin(< + n/4), (3.205) 
. -  *= . .  5 

Bi(-:) 5 íi - 112 - - - I / . !  COS(( +.T/!), (3.206) 

c'ri d(Jridt! ( = 3:3/?. bando estas forriias asiritóticas, la relación de incertidumbre 
pmi grandes escalas (a - oc) sp transforriia en 



en donde I, y K,, son funciones modificadas de Bessel, 7 es una constante compleja, y 
Y = am. Sustituyendo lasolución general (3.209) en la Ec. (3.196), obtenemos 

(3.210) 

Y 

F,(=,q) = ImA,, 
z-' I I,, + yK,, lz +I;-+ I 7 1' KLK, + ~ ( K ~ í ,  + ILKw) 

: I I u + 7 K v I ~  
= -  I 

(3.211) 

la prima denota diferenciación con respecto a z. Entonces, la relación de incertidurn- 
bre es 

(3.212) 

(2)". 
I'(ü t- I )  4 (3.21.1) 

(3.215) 

(3.216) I (AL-~)'(AT~)' - - { 1 t QZ- ' ~ "~ } .  
4 

~' i i  d o r i d t ~  Q es iilgiiii;i wnstmte positiva. Esto significa que las fluctuaciones de 
iiii (tiiiipo <le iiriivcrsos tercero cuantizados es muy grande para pequeñas escales 

1" 
..... .. ...~ 
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" 7 

(a O). Para el CBSO en que Y* < O, se tiene que las funciones de kl son 
oscilatorias y por consiguiente el cociente (&/De) es osciiatorio y no se tiene una 
magnitud definida del valor asintótico de la relxión de incertidumbre para escalas 
pequeñas (a - O). 

En los capítulos siguientes estudiaremos la cosmologí,z cuántica resultante de algunas 
teorías particulares de la de Bergmann-Wagoner. Estas serán, la casmología de 
Jordan-Brans-Dicke (u(@) = cte., A(4) = O) y su modificación con A(@) = 3q@, y 
finalmente se estudiarán los modelos de Bianchi I y I i .  

.. 
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Capítulo 4 

Cosmología cuántica y clásica en 
la teoría de Jordan-Brans-Dicke y 

Como se ha mencionado anteriormente, hay un inter& renovado en el estudio de 
la teorías escolares tensoriaies de la gravitación debido a dos factores: las teorías 
de unificación, y la inflación caótica. La mayoria de las teorías de unificación(961, 
incluyendo la teoría de supercuerdas predicen naturalmente una teoría de dilaton de 
la gravedad, y en la actualidac! es la Única teoría que trata la gravedad en una forma 
consistente con la física ruántica. Por otro lado. el. nuevo escenario de la inflación 
esteiidida(W]. la cual resuelve el problema de '"fine tunin$de la inflación antigua, 
nti& y rnc'qica. tiene un campo escalar que retarda el rango de expansi6n del uni- 
vvrw tlc esi>onencial a polinoniial. perriiitiendo rornpletar la fiise de transición de 
lil fiLw (le Sitter a un universo dominado por radiacih. esto significa que lis teorías 
cw:tl:ir(,s rc~risori~iles de la gravitaciún proven iinii p<sible soliicitin para el problema 
tit. "gr;iwfiil wit". 

SII h;iy c.si)(*riiiic:ntos que contradigan la tcoriii d t ~  Eiiist.eiii, pero la iiiayoría de ellos 
( I C  I I I  r < l  t i t 4  riiiirio tic rcfereiicin i)<wt-Sewtoiii~irio pauiiiiictrizaclo (Pi's), t ierieii la 
i i i i i i ~ ; i t i t i r i  t!c p r h u  objetos CII gravctliití tiét)il. ;\ esciilit- dc alticj encrgíiLs parece 
( l i i ( '  lil i( ,ori;i  0. *Ziiptein (iebeiin rriodificiuse y las t c w í a s  esediires tciisoriales s<in 

* 

.. 

I . .  

i i I l I t .4  ~~;~ll~!i~l:ll~L5. 

1 1 1  I,] sigiieiirt. est iitli;ut.riios In rosiiiologh ciiiíiit ira para universos de FRW corres- 
~ ~ ~ I I I ~ ~ ~ I ~ I I I ( ~  ;i (IIW twr i iu  er+res teriwrinles q i i e  110s periniten obtener soluciones ex- 
:wt ;L< cl t .  lii c.cii;u.ión d i  \VEL+'. Est* teorins son In teoría de .lordan-Br;uis-Dicke[81] 
y si i  iiiot!iliciicith para inciuir. un ~ i r i i p o  rsciilar t l c  aiitoiiiternccióri que es equiva- 
Ily1it .  ii i i i i i i  "etirist~iiit1:"it~siriológica ( act uiilri!eritt* una fiinciúri c.osrnolSgica variable, 
qiic iiciclríii s'r irriportaritr para conducir a inRariónl82)). La teoría de .Jordan-Brans- 
I)ic,k<. rt.prtsc.iit¿i uiiii generalización de la relatividad general y fue inspirada en el 
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principio de Mach. No es completamente una teoría geométrica de la gravitación, 
mientras que los efectos gravitacionales son descritos por un campo escalar en la 
variedad Riemanniana. Así, los efectos gr,,vitacionales son en parte geométricos y 
en parte debidos a una interacción escalar. En esta teoría se considera que si la 
constante gravitacional varía, entonces debería ser función de aigún campo escalar 
variable, esto es, se supone que G-’ varía como 4. 

Crn tema fundamental de la cosmología cuántica es el de las condiciones iniciales 
sobre la función de onda del universo. Entre las soluciones de la ecuación de WDW 
para el modelo aquí considerado hay algmas que describen tunelamiento de univer- 
sos. en particular nacimiento de universos de la nada[lO, 151. 

El capítulo está organizado como sigue. La sección 4.1 mostrará el modelo del mi- 
nisuperespacio que adoptamos. La sección 4.2 tratará sobre soluciones cuánticas 
y semiclásicas de la teoría de Jordan-Brans-Dicke (X(4) = O).y su modificación 
ron X(0) = 3q4. Después, en la sección 4.3 se calcularán las funciones de onda 
de Vileiikin y Hartle-Hawking para un caso particular estudiado en la sección 4.2, 
también se calculará la distribución de probabilidad para el estado inicial del uni- 
verso y la probabilidad de tunelamiento cuhtico. En la sección 4.4 se estudiarán les 
configiirxiones cuánticm y scmiclásicas de agujeros de gusano. Finalmente, en la 
sercitin 4 J se estudiará la tercera cuantización del modelo cosmológico de Jordan- 
Rraris-Ditke, y se hallará el número promedio de universos creados de la nada y el 
toiii1)tJr;;iiiiiento de la relación de i n e r t  idiinibre de Heisenberg para escalas grandes 
y I)eqIieñns. 

4.1 El modelo del minisuperespacio de Jordan- 
B rans-Dic ke 

(’~)iii(.ii~;uciii[)s introduciendo la accih integral para la tcoríii escalar tenyorial con 
l l i i i (  i l i r i  l~~*lliol~gic:l X(0) 
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universo homogéneo e isotrópico de curvatura espacial positiva con la métrica dada 
en la forma siguiente, 

. 

ds" = 02[dt2 - a2(t)dn:], (4.2) 

en donde qz = 1$/24sz y el elemento de línea para el elemento de la tres-esfera 
unitaria 

do: = dxz + sinZx (dez + sin' Bd&), (4.3) 
tenemos que el escalar de Ricci es 

2 R = - - - 6 ( - )  6 a - 6 ( 5 ) ,  
a2 a a 

.' (4.4) 

sustituyen&- (4.4) en (4.1) y simplificando tenemos que 

en donde el punto denota derivada temporal con respecto al tiempo cósmico t ,  e 
introduciendo el tiempo conforme dt = a(r) dr. la acción (4.5) se transforma en 

ahora la prinia denota derivación con respecto al tiempo conforme T, introduciendo 
nuevas variables 

z = 2 4  , . y = p-'In@. 
3 ('II. tioiitic. p" = lio+3, entonces (4.6) sf! transforma en 

y I t*  iiw&rii05 canónicos conjugados correspondientes a z y a y son 

El t i t ir i i i lrori i ino H del sistem.i es 
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Después, haciendo cuantización canónica, 

(4.11) 

obtenemos la ecuación de WDVI H d ~ ( z ,  y) = O para un ordenamiento arbitrario de 
factores. répresentado en el parámetro a, 

1 a 2  a a2 
52- + az- - - - U (5 ,  y) $(x, y) -- o, [ a x 2  az - a y 2  

(4.12) 

en donde el potencial esta dado por 

(4.13) 
1 

V(5,  Y) = -p 4 - 53C(Y)], 
CIIII 

(4.14) 

Ls clnro que la ecuación de WDW se puede resolver por separación de variables en 
lot> siguientes dos casos: i) X(u) = O. y ii) X(y) = 3qe" = 3qq. En lo siguiente 
wc ( itiii <.i)risi(lcriir~riios ambos i ,ws .  

4.2, 

-1.2.1 caso A(!/) = o 
Soluciones de Ia ecuación de Wheeler-DeWitt 

r 'S" f r )  + c,r.Y' + ( 4  . i5) 

I.''(!/) I I. ' } '  - o. (4.16) 

91 

(4.17) 



en donde el orden m está dado por 

(4.18) 

Esta solución es muy general ya que cuenta con los parámetros libres a y v.  Tam- 
bién, podemos construir soluciones muy generales de la ecuación de WDW me- 
diante superposición de las soluciones dadas y con ellas se pueden irnplementar 
diferentes condiciones iniciales como las de no frontera de Hartle-Hawking(7j o las 
de tunelamiento de Vienkin(l0j. 

4.2.2 Aproximación WKB 
En esta parte buscamos una solución de la ecuaciór k WDW de la forma 

(4.19) 
Mediante resolver la ecuacióii de Hamilton-Jawbi obtendremos la solución completa 
del problema cásico y de esa forma estudiaremos el régimen clásico de la cosmología 
en cuestión. Después de sustituir (4.19) en la Ec. (4.12), obtenemos 

U(=.y) $íx, Y) = e 

(4.20) 

la cual tiene como solución exacta 

S(x, y) = py [y f {q 7 a r c t a n h l q ]  , (4.21) 

c ' n  t l o r i d c ~  py cs una constante de separncih. Por consiguiente la función de onda 
\\KR 1% 

n t i t c w  qiw (4 r:idic:d en Is Ec. (4.2'2) 11s rrnl si r? 5 I.liiI. definiendo la regi6n clásica. 
\';I q i i t '  c.ii;ilqiiier generelizaricín del riiiirco (le rrferencia de la teoría cuántica tiene 
lii ~ililig~ic~iÍm &-.rerohrar ese rriarco de referencia con un dominio clásico de límites 
; iclcw;itlos.  I ; I  función de OI& Li'KB (4.22) se puede recobrar de la solución'.exacta 
ciiiritiw (.l.l7). en ¡'as regiones del minisuperrspacio en donde 5 << 1 y y :D> 1. 
I'riiiier;iiiitmtc ispresuenws a (4.22) como 
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luego para x pequeñas (x << l), desarrollitmos los radicales como 

Iiiego 
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t (4.28) WWrl I d>& Y:] e 

en donde hemos omitido los términoe relacionadcs con el factor de ordenamiento 
los cuales no afectan lce cálculos semdásicos, por lo tanto hemos recuperado la 
función de onda WKB de la solución exacta, también compmando (4.26) con (4.28) 
identificamos que Y = h. 

4.2.3 Soluciones de Hamilton-Jacobi 
Podemos obtener soluciones de las ecuaciones clásicas de movimiento, de la función 
principal de Hamilton (4.21) identificamcs pit con la nueva coordenada de momento 
P, entonces para la nueva coordenada de posición X, tenemos que 

(4.29) 

ya que la nueva coordenada X a una constante 71, entonces obtenemos que 

= 4p,~ech'(y - 71). (4.30) 
También, sustituyendo (4.30) en el momento clásico para y (4.10) e igualando con 
n, = E, obtenemos la expresión correspondiente para y 

y = i n  tan s+-+- ) ]+yl ,  C n  
[ (  2 4  

(4.31) 

en donde C es una constante de integración. entonces z como una función del tiempo 
conforrrie 7 es 

2 = 4h, m(2t t C). (4.32) 

i)r (Sta forniii. hernos obtenido una solución cerrada de las ecuaciones de movimiento 
(I,K!~L< porl!MI. 

I" t 4 1  = o. 

z ' i  + zy" = o, 

P - x 2 y n  + 4 2  = o. 
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4.2.4 Caso A(y) = 3qem 

Ahora, estudiaremos la ecuación de WDW con X(y) = 3 q P ,  en donde q es una 
constante, así de (4.12) tenemos la siguiente fución de onda ! 

I 
f I (4.36) a2 a a2 

822 a2 a y 2  
(22- + az- - - - U(=, y)}$(z, y) = o, 

en donde el potencial está dado por 

(4.37) 1 
4 

V ( 2 , y )  = --22[qz - 11, 

y haciendo @(z, y) = X(z)Y(y),  obtenemos las ecuacionev separadas 

(4.38) 
1 
4 

22X"(z) + atX' + (' - -22 + 

Y"(y) + u2Y = o. .. (4.39) 

La ecuación para z se puede resolver por series, pero no es muy práctico, entonoes, 
para hallar una solución con más sentido físico escribimos a X ( t )  de la siguiente 
niancrii 

X(2 )  = z"W(z), (4.40) 

T^;tv (% i i i i  GLU) piirriruler (le In Ec. (1.38) qiie se piicde r t4ver  niediíintr ailiiciones 
(WNK i(i:Ls. i .t* . .  cuando el termino de primera Jerivíidii sc tiact. cero: lo riiiil siicede 
\I 

o = 1 f A-=G. (4.42) 

n 

(4.43) I /  i\."(z) t - </I - i ) l \ -  = o 
.I 
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En este caso no tenemos un conjunto completo de soluciones, sino sólo soluciones 
particulares para una elección específiw. del parámetro del factor de ordenamiento 
a, y no se puede hacer superposición de funcio ES puts la constante de separación 
queda fijada tal como se expresa eq (4.42). 

4.2.5 Aproximación WKB 
Ahora buscamos una solución de la ecuación de WD'V de la forma $(x, y) = ets(r,Y). 
Después de sustituir esta forma de la función de onda en la Ec. (4.36), obtenftiwxj 

-XZ (SJ+ (E?) 2 - 4" 1 2  + -413 1 =o, 
4 (4.45) 

cuya la solución en cuadratiir; . d á  dada por 

s = p& * 2 j J n $ k  X (4.46) 

Por lo tanto la función de onda en la aproximación W K B  es 

(4.47) 

En este caso la región clásica depende del signo de q; el análisis de las ecuaciones 
clkiras del movimiento muestra que sólo para q > O les soluciones de la relatividad 
gt.neral son soluciones de la teoría tensorial escalar con @ = cte. 

Dt. lii iiiisiiiii forma que se hizo en la subseccWn 4.2.2. recobrarenios la aproximación 
s<nii(~l;isic.:i .(le la' función de onda cuántica (4.44).  Primero. expresenios a (4.47) 
( ' I 1 1 1 1 0  

r 1 

(4.48) 

(4.49) 
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las expresiones (4.50) y (4.49) son equivalentes excepto por la función (1 - j) ', 
debido a la forma simple de la propuesta de la función de onda WKB. De nuevo 
identificamos u con py. 

4.2.6 Soluciones de Hamilton-Jacobi 
Las ecuaciones clásicas del movimiento correspondientes al término cosmológico 
A(@) = 3q@ 

I" + 4s - 692' = O, (4.31 j 

z'y' + zy" = o, (4.52) 

zn  - x 1 y n- + 4x2 - 49x3 = o. (4.53) 

De la misma forma que se hizo en la subsección 4.2.3, tenemos de la función principal 
de Hamilton (4.46) que 

i 

2 P Y  (4.54) 5, dx - -  apv - * I .-- = ??I 

eri donde 32 es una constante, entonces las variables I y y están relacionadas por 
* 

(4.56) 



w o  2 
6 x2 - -Y +XY + 1 -qz = o. (4.60) 

Ahora, tenemos un sistema dinámico tres-dimensional, podemos expresar (4.57) en 
términos de (4.60), de esta forma tenemos el siguiente sistema dos-dimensional 

X' = X2+2XY--Y wo 2 + 1 ,  
2 

(4.61) 
- 

Y' = -2XY-YZ. 

En la siguiente figura, mostramos las curvas solución del sistema de ecuaciones 
clásicas (4.61) en el plano fase dos-dimensional XY. 

! 
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.Y 

I 

bX 

Figiirii 15. Diagraria d t 4  cspitrio fase XY, se niuestra u11 acercnmieiito 
tld coriiportainiento de Ius trojcctorias cercaiiw a los puntos criticas Pi 
y 1’7. los ciiiilts soil intliciulus por el piinto. s<: ha considerado a = 1. 

l ’~tl (* i i its w r  <It* cste diiigrnrriir ciialitativo que I:LS lines sólidas definen las regiones 
fisicns y las psibles trayectorias. cerra del eje X !as trayectorias son paralelas al eje 
entero riiis nunca lo cruzan. eidonces de (4.61) vemos que el eje X representa una 
wluri6n. Hiiriendc) Y = O en e. sistema (4.57)-(4.60), encontramce 
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(4.62) 
1 
Q 

X = tan(7 + C) y Z = -sec2(7 + C), 

entonces obtenemos la siguiente solución exacta 

a(.) = ~ O S ~ C ( T  + C). (4.63) 
Los puntos críticos del sistema (4.61), i.e., los puntos en los que X' = Y' = O, 
representan una solución de equilibrio de este sistema dinámico, son (I$, r%), y 
estos son puntos de silla de montar ya que X = 0, Y = 5. Eeto no8 lleva a 

(4.64) 
a(T)=e*$', y d(7) = e  7 3 7  , 

la primera ecuación describe universos en exparchi o contracción[%]. Estas soiu- 
ciones en el tiempo cósmico t toman la forma(l0dl 

(4.65) 

4.3 Condiciones a la frontera 

En esta sección seleccionaremos algunas condiciones a la frentera que pueden im- 
ponerse en la función de onda que satisface la ecuación de WDW (4.36). La cud en 
las viiriabk originales a y 4 toma la forma 

rn donde rl potencial está dado por 

V(a.O) = P202 - [ a .I -- u630)] 
.Iwo (4.67) 

1.h~ riiotlt4o t* adecuado para tstudiar 1% soluciones de tunehniento cuántiro, y 
c.ii;irido tlq>reri;iiiit>s el tkrmino de la rurvntiira espacial -u4 el modelo resii1tant.e 
1.5 cori\i.niiwt* pari1 cst udiiu soliiriones inflítrioniuiiiq[ 101 1. Debido a coino fueron 
wogiil;Ls liis v;uid>les x y y en (4.7). niicstru niotielo ruintiro del minisuperespacio 
t.51;; c l t ~ l i r i i d o  por unir variedad (los-dimensional, O 5 (t < x, O 5 @ e 30. Conside- 
r m m k s  las condirinries de frontera de Vilenkin y de Hnrtle-Hawking. La propuesta 
di. \'iIviitiiri piuii tleterniinar el estado cuintico inicial del univerco se basa en la 
iiii:ig.ii t l v  qiiv V I  universo n a c e  es;>oritDri~~rniciitc e n  iiri espacio de Sitter y entonces 

I W J ~ I I ~ ~ I J ~ : ~  :I lo largo de líneas (le un esceiiuio iiiflncionario, esta aproximación es 
r i iu~~~i i i i log~ i  ii In tiel tunelamiento a traks de una barrera de potencial y también 
sv It. rcifierv COIIIO "crerción del universo de la nada" (io], en donde el término "na- 
d i i "  corrtsponde HI estado i n i h l  a = O. Esta propuesta supone que la condición 
(IC froiiicn cwrwi;i (s la de una solucibn puramente de expansión (z~-'g > O), 



correspondiendo a una onda puramente saliente en la región ctasicamente permitida. 
En la aproximación de[7], el estado cuántico del universo corresponde a una función 
de onda real dada por mezclas iguales de soluciones en expansión y contracción 
en la región clásicamente permitida (i.e., debería ser una función exponencidmente 
creciente de a), y se le conoce como la condición de frontera de ”no frontera”. Supon- 
dremos que el potencial es una función que varía lentamente con el campo escalar 
f$ 

(4.€8) 

entonces la aproximación WKB es válida, y esto sugiere que, para a suficientenienti: 
pequeña, la función de onda 11 también es una función que varia lentamentede en 
4. Entonces podemos despreciar las deriva, ‘I con respecto a 4, y la Ec. (4.68) se 
transforma en - 

(4.69) 

ahora el problema viene a ser un modelo del minisuperespacio uno-dimensional y e1 
cürnpu escalar @ se considera corno un parámetro. La ecuación de arriba es idéntica 
a una ecuación de Schrdinger unedimensional para una partícula descrita por una 
coordenada a(7) deenergía cero y sujeta al potencial 

p’d V(a.@) = - (a’ - qdaJ), 
443 (4.70) 

e n  tloncle se ha sustituido A(&) = 3qp. La región clásicamente permitida es V(a, 4) 5 
es clásicamente o r11anclo (1 2 

~ J ~ l l h ¡ t J ¡ d ~ l .  Priiriero. estudiaremos ia condirión de Vilenkin. 
, y la región entre la barrera O < a 5 z 

[- 8 3  + :I t’ =o. 

por lo t ; t n t i ! .  I : L  funcih de onda de \‘¡¡enkin de tunelarriieiito cuiintico es 

Ai(-:) + ai(-:) c.l.  = 
Ai(20) t iBi(:o) 

(4.71) 

(4.72) 

L 
en dolick :,i = : ( a  = O) = (6)’. En el rango clásicamente permitido q@az >> 1, 
pVf(J no iiiiiy wrcano a In barrera a’ = $. : es grande y positivo, por 10 tanto, 
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mediante ias formas asintóticas de las funciones de Airy o -do las fórmulas de 
conexión WKB encontremos que 

I! 

- '1 4 '  (4.73) 

en donde 

(4.74) 

el signo meim en (4.73) describe un universo de FRW en exbansión. De la misma 
manera, para el rango clásicamente prohibido, tenemos 

nr(a) = - P@ a (1 - qlba2)j. 
2 f i o  

(4.76) 

4.3.2 

L A  iiincitiri tlc onda de HartlrFlwkiiig L" consiste de la 
tl<, c ~ r i c l . i  rc,ilt.s entrantes y sdicntts. en mtc c i ~ w  lii 

Condición a la frontera de Hartle-HatGking 

inaci6n de fuiiciones 
onda ;ulc-ru:ula es 

Ai( -:) 
Ai(:"). L'H = (4.77) 

- C'Sl' -- I'Q (1 - q&) '1 . ' li .idz I 

(4.79) c / , I /  o < fI < i 



Figura 16. Funciones de onda para las conditions de frontera de 
Hwtle-Hawking (línea continua) y de Vilenkin (línea punteada). 

4.3.3 Probabilidad de tunelamiento 
C'onio podtwos observar er la Figura 16. la función de onda de t,unelarriiento de 
\'ilcwkiii (reprrsentndn con la linea punteada) la cual es compleja. contiene sólo una 
~ ~ o i i i i > o i i t ~ i t t ~  saliente y representa un universo <Ir FRW en expansión, ¡.e.. el universo,, 
I ) r tw , i i t i i  t iiii(hiriiento iiieciriicv ruintiro i i  travk de la barrera de potencial, para 
iipiuc.ri*r m i  u = l / f i  de e t a  forma el universo se crea espontánea y no singular- 
iii~nit* (I t .  I:i iiada. y después de In nuclearión. la evolución del universo es clásica, y 
1 ; ~  T i i i i c i i i i  (It .  o i h  (4.73) <Icscril)e ciiiiipos ilv universos cljcicr)s. La función de onda 
(1,. l l : ~ r ~ l t ~ - í l ; i ~ ~ k i i i ~  1;i riid <'s reiil (reprt.s<*nt:i(la por  In lírieti sólida) consiste de das 
p i r i t ~ s  viiir:iiiits y sdieiites. de <st:r Torrii:i SI. iisignii i i i i i i  prot>abilidad dist inta de cero 
; I  1111 i i i i i v t m ,  cciliipsiindtssP. Con l i i  Tiiricitiri de ori<i:i de tuiielnrriiento calculareinos 
I L L  ~ m d i ~ i t ) i l i d ~ r d  dv que ocurrir v1 t uiic.l:iiiiic.Iito. Seti entonces (FRCC'( i/&$)lnada) 
I:i iiniplit i i t i  pu:i I:r crtwi6n riiiint icit de ta l  universo de FRW, entonces 

(4.80) 
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es la probabilidad de que un universo cuántico de FRW de tamaíio sea creado ai 
emerger de la barrera de potencial en = I / a ,  en otras palabras, un univem 
cerrado de FRW de tamaño (4, = i/G ,iuclea¿o del "eterno estado de la nada". 
La expresión (4.80) se debe interpretar a la luz de las historias decoherentes[l03], 
en las que la mecánica cuánticir asigna probalididades a las posibles historias del 
universo. i 

4.4 Soluciones de agujero de gusano 
En lo siguiente mostraremos para el caso de la mmologias del tipo de Jordan-Brais- 
Dicke con un factor de ordenamiento especifico, la forma explícita de la función de 
onda que satisface las condiciones de regularidad de Hawking-Page. Para el caso 
A(y) = 3qe-m no hemos enmntrado soluciones del tipo agujero de gusano cuánticos, 
debido al comportamiento oscilatoriq de las funciones de Airy. 

4.4.1 Configuración de agujeros de gusano cuánticos 
Para la elección particular del factor de ordenamiento o = 1, vemos que de la k. 
(4.17') unit fiiliiilio particular de soluciones está dada por 

i 
r 

i 
t 
E 

(4.81) u 



.- 
'I 1 

Si sustituimos C(u) = e'"P con (p = de.)  en (4.84), tenemos que por medio de una 
transformada integral de Kontr>rovich-Lebedev[89], obtenemos que la integración 
conduce a 

9 (4.85) - f .dlly+lil 
$wh = e  

la cual satisfece las condiciones de regularidad de Hawking-Page y se puede ver 
como una solución de agujero de gusano cuántico [lOS]. Mediante sustitución directa 
podemos verificar que la solución (4.85) es una ~Iución particular de la ecuación 
de WDW. Una colución de tal tipo se le llama espectro discreto de agujerm de 
gusano cuánticos. Los conjuntos de funciones de onda $,, y $wh, están expandiendo 
el mismo espacio de estados físicos y ambas son bases del espacio de Hilbert de la 
representación correspondiente, y la expresión (4.84) es la wnexión entre estas bases 
t'v y 2-'rh. 

4.4.2 
.\hQra. nuestra meta es recobrar la solución de agujero de gusano cuántico, partiendo 
de la función de onda semiclásica (4.22) 

Configuración semiclásica de agujeros de gusano 



de las soluciones (4.31)-(4.32) no encontramos agujeros de gusano clásim, pero hay 
un resultado reportado por Xiang, Carl y Liu[iO’l], sin embargo, sus resultados cor- 
responden a un agujero de gusano Euclídeano con el requerimiento de un parámetro 
de Jordan-Brans-Dick wo negativo. 

4.4.3 Configuración Euclideana de agujeros de gusano 

En esta sección presentaremos una solución Euclideana de agujero de gusano en 
la teoría de 3ordan-Brans-Dicke, la cud fue encontraua por Xim, Carl y LI (137l. 
Este agujero de gusano parece tener la característica de que el radio de :;u p < ~ : g ~ ~ ~ t a  
aumenta linealmente con el tiempo &mico Euclideano, sin embargo este auniento ni) 
es medible. También requiere un parámetro de Jordan-Brans-Dicke ~ ( d )  negativo. 
Aceta et ai.[94) encontraron una solución de agujero de gusano Euclideano en una 
versión generalizada de la teoría de Jordan-Brans-Dicke que es compleja y tiene 
carga. Esta solución desaparece en la teoría de Jordan-Brans-Dicke real (sin carga). 
Para obtener la solución de agujero de gusano se introduce el tiempo conforme b en 
el minisuperespacio, definido por 

, 

* dt = a(b)db, o = a  - 1  a ,  I (4.89) 

entonces I:i acción (4.5) c o n  A($) = O, toma la forma 

(4.90) 

cn ~loncli- I:\ prima denota diferenciación con respecto a b. En términos del tiempo 
ccirihrriw E:iirli<lrano b = zb, la ;icciónvde J~)rdon-Briins-Ditk~ Euclideaiin es 

1 s = i / (  an@ + atda  - a% - : u ~ d - ’ a ~ $ ~ ~ )  6 db, 

1 - I  2 It - f -u&-’ao’a’ $- -lJ& I3 q5 -0. 
1 
3 6 
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(4.92) 

(4.93) 

(4.94) 



Si restmca 24/a veces la Ec. (4.94) de la Ec. [4.93), obtenemos 

UqYI + 2d4I = o, 
y sustituyendo esto en la Ec. (4.93) nos da 

1 
6 

a'I4 - a4 + +- fd - ; a4 f l  = o. 
Ya que (4.95) se puede escribir como d(a2@) = O. hay una carga conservada 

a2c$ = Q = a'4. 

Usando la Ec. (4.92), la constricción Hamiltoniana clásica nos da 

(4.95) 

(4.96) 

(4.97) 

H = a n ,  + @In, - L, 
1 2 - I n - 0  (4.98) - --aB@- --aar4f + -az@ i- -&a 4 4 - , 

- 2  2 2 12 
1 1 1 

la cual Se puede escribir como 

(4.99) 

Si si ipoiimw que r es el tiempo Euclideano cósmico (¡ .e .  T = it o (IT = ad6), 
eiitoiicts , (Ispiiirj de sustituir (4.97') en (4.99). obtenemos 

(4.100) 

('I. IO I ) 
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4.5 Tercera cuantización 
En esta sección realizaremos la tercera cuantización del modelo cosmológico de FRW 
en Jordan-Brans-Dicke, para ello introduciremos en la acción (4.1) con A(4) = O las 
variables y el tiem'po conforme 

(4.103) z = in(a2d) , y = ind. , dt = adr, 

esto con el fin de obtener una acción más simple que nos facilite la obtención de 
los modos -entrantes y -salientes de frecuencia positiva, de esta forma obtenerrrm !a 
acción 

1 

S = - / [ - - - - - i ] t ? d ~ ,  1 20 y" 
2 4 4  

id momentos canónicos conjugados son ~ 

2' i. 
=y = -4" ' ír, = -ez, 

4 
(4.105) 

y el Haniiltoniano H . 
e* 
2 

H = 2e-'lr: - 2e-'ni + -, (4.106) 

Iiirgo reiiliznndo cuantización canónica tenemos que la ecuación de WDW tlJI(x, y) = 
O iorri:i 1:i foriiin 

(4.107) 

112 



i 

el Hamiltonian0 tercero cuantizado es 

30 - - i o r l ,  [ (q + (g + 31 
- 2  ax 

(4.110) 

(4.111) 

Para cuantizar este modelo, se imponen las relaciones de conmutación a mismo 
tiempo z dadas por (2.102)-(2.102) 

Podemos encontrar un conjunto completo ortonorrrial de soluciones de frecuencia 
posirivii de la ecuación de WDW (4.107) en términos del siguiente producto interno 
defin ido por (2.105)-(2.107) 

. 
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4.5.1 

Las funciones modo $$"(z,y) y $Yt(z,y )  serán obtenidas de (4.108). Gmgeremw 
la función modo-entrante como una solución normalizada que satisface (4.112) 

Creación de universos de la nada 

$$"(T,Y) = Q;;Jdw)e'PY, (4.113) 

es una función de Bessel.de primera clase, 6 = -2 I p I y el factor de en donde 
normalización es 

(4.114) 

corno mencionamos antes, en esta solución la constante de separación p puede 
considerarse como un rnonien:o canónico de y. Por otro lado, el comportamien- 
to asintótico de (4.113) cuando z -f -00, es 

vp"(z, Y) = e -J(lFiz-FY) (4.115) 

así (4.1 13) es una función modo de frecuencia positiva. En las regiones clásicamente 
perniitidiiq los modos de frecuencia positiva corresponden a universos en expan- 
si6n1108I. La fiincibn niodo-saliente está definida por 

(4.117) 



y el vacío saliente 10, out) está definido como 

C,t(p)lO, out) = o v p  E R (4.122) 

Calcularemos el número promedio de universos producidos de la nada mediante 
el cálculo de los coeficientes de la tranformación de Bogoliubov entre los campos 
entrantes y salientes. Puesto que ambos conjuntos (4.113) y (4.116) son completos, 
están relacionados uno COI: otro por una transformacjói de Bogoliubov 

vy(z,  Y) = j [ C h ,  q)1L4(z, Y) i- Czh Q ) ? y ( Z ,  Y)] 47. (4.1‘2 ?) 

Obtenemos que los coeficientes de Bogoliubov C,,(p, q )  = ó(p 7 q)C,,, (7 = 1,2) son 

(4.124) 

(4.125) 

Los coeficientes Cl(p) y C?(p) no son .iguales a cero y satisfacen la condición de 
coiiserviici0ii de probabilidad 1 C,(p) 1’ - I C?(p) Iz= 1. Así, se pueden qnstruir 

equiviilentes y tenemos dos estados de vacíos tercero cuaniizados: El.vacío-entrante 
1 O. r r i )  y el v;icío-saliente I O, out). definidos por 

dos rspiicios de Fock con la ayuda de los rnodos (1.113) y (4.116), los cuales no son 
_ . ~  

C,,(p) 1 o. in )  = o y C‘””I(P) I O! out) = o. (4.126) 
UI t h ~ i i t h  p E R. El núriiero proriiedio de universos prodiiridos de la nada. ¡.e., el 
Vil< ítri,ii. 1’11 1’1 yi.siri1o iiio<lo ;V(p) ts 

( ‘ I .  127) 



4.5.2 La relación de incertidumbre 
En esta sección se usará de nuevo una descomposición de Fourier para obtener grada 
de libertad desacopladas, tal como se re.dizó en el capítulo anterior en la sección 
3.8, de esta forma el campo de universcs @íz,y)  será expandido en términos de 
senos y cosenos. Supondremos que nuestio sistema cuántico está confinado en una 
caja uno-dimensional con condiciones a la frontera periódicas, con la coordenada de 
longitud fijada en un valor arbitrario M, entonces 

en donde y+(z. -q)  = $+(, q)  y $-(z, -q) = @-(z,q). Para simplificar la notación 
denotaremos las variable ikodales @(:,O) y @*(z,q) por &(r). Sustituyendo la 
expansión de arriba en el Lagrangian0 derivado de (4.109), con la variable 2 = aZ@, 
obtenemos 

í' 

atiora I:i suma incluye el modo cero + ( z .  O) y una entrada de $(:, q) para cada par 
(q. -q). De esta forma las variables moddes Q, están desacopladas completamente 
iiiiii (le Iii oirii. para el siguiente cálculo rrscalamus 12, n me,,. Entonces, el 
tl;iriiiltoiiiiiiio está dado por 

(4.130) 

t'#ir,i ci i . t i i t  i u r  V I  sistciiin (-1.130). iiiipoiic~iii~s I~LI re1:icionc.s dc coniiniitiirión (3.179) 

(1.131) 
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para obtener F,(z, q) y Da(z, q )  sustituimos el ansatz (3.182) c:l la ecuación (4.131), 
así obtenemos la ecuación de movimiento para A,@, q): 

2 2 z2 (4.132) d 
dz 

-i-A,(?, q )  = .-A,(:, q)  + q - T .  
Ahora sustituimos 

(4.133) 
d 
d: A,(=, q)  = - i- In u,(:, q) ,  

I en donde u,(:, q )  es la colución de la ecmción de WDW 

(4.134) 
." 

í 
i 
I 
! 

Primero, analizareds el comportamiento de u,, para grandes escalas (,a --t w), 
entonces el segundo término q2/:* en la ecuación de onda (4.134) se puede despreciar. 
Así. la solución es - * 

u,(=, q)  = cos 1 + Psin :, (4.135) 
2 2 

en duride 3 es una constante compleja . Sustituyendo (4.135) en (4.133), obtenemos 
que 

. .  

i sin - ;7cos$ 
=10(2 .q )  = 5 - 

( w s  t 3 sir1 $) ' (4.136) 

(4.137) 

(.I. 138) 



para p # -i, podernos notar que la expresión entre corchetes en (4.139) es una 
función periódica finita (aún para valores grandes de 2). Esto significa que las 
fluctuaciones cuánticas del campo de universo0 cerrados tercero-cuantizados no son 
dominantes para valores grandes del factor de escala, Le., en el curso de la exwmsión 
del universo (a -t co) se espera que el espaci*tiernpo sea clásico. 

Ahora estudiaremos el comportamiento de u, para escalas pequeñas (a -+ Oj. En- 
tonces la solución de la ecuación (4.134) es 

(4.141) 

en donde I,, y K,, son funciones de Bessel modificadas, 7 es una constante compleja, -. 
y u = d m .  Sustituyendo la solución general (4.141) en (4.133), obtenemos 

(4.142) 



I 

(4.146) 

en donde N es alguna constante posi!iva. Esto significa que la fluctuación del campo 
de universos tercerecuantizados es grande para pequefias escalas (a .-t O). Para el 
caso en que u? < O. tal que v es imaginario puro, obtenemos un comportamiento 
oscilatorio de G, y no tiene una magnitud definida[l6] cuando a - O. 



Capítulo 5 

I Cosmología cuántica en BW para 
I Bianchi I y I1 

Los modelos de Bianchi son Is cosmologías homogéneas rn,& generales con un grupo 
de isonietrías tredimensional. Estos grupos están en correspondencia uno a uno 
con las álgebras de Lie tres-dimensional, los cuales fueron clasificados en 1897 por 
Biiinchi[lW. 1iOl. Estos con nueve álgebras de Lie tres-dimensional distintas, y 
consecuenteniente nueve t.ipof de cosmología de Bianchi. En este capítulo conside 
ritreriius la iosrriologia cuántica para modelos msmológicos de Bianchi tipo I y I1 en 
I O  ttwríii de la gravitación de Bergniann-Wagoner, cuya importancia previamente ha 
sititi disciiritin por su conexión con la.inflsción y 113.5 teorías de cuerdas. Trataremos 
st ih CSI(M <I<M riioclelus debido a la coriiplicada forrria del potencial resultante en la 

i 
i 

i 
i 

1 
í 

I 
I 
I 
I 

, .  

I 

i 
. cw;tcitiri (It. iVDLV. 

f:I. t + i i i v i i t o  (le lírieii para la r ! ~ .  de espiccio-t i(*riipw horiiogériem esti diido por 



por hab(t) = eZ"(')(ez@('))d, en donde eh representa el volumen espacial efectivo del 
universo y 

Pd 2 diag[P+ + &O-, P+ - &P-, -2P+], 

s = 1 fie-' [R - w(@)(v@)2 - 2 ~ ( 4 ) ]  c ~ s ,  

(5.2) 

es una matriz de traza cero que determina la anisotropia de los modelos, los cuales 
se pueden obtener a partir de la acción escalar-tensorial de Bergmann-\Vagoner[20] 

(5.3) 

en donde R es el escalar de curvatura del espacietiempo y g es el determinante 
de la métrica gPY. El campo de dilatón @ juega el papel de una constante grav- 
itacional que varía en el tiempo y puede autointeractuar a través de un potencial 
A(@) (el usual campo escalar de Jordan-Brans-Dicke es 4 = e-*). La función u(@) 
es adiriicnsionnl y determina la forma precisa del acoplamiento entre el dilatón y el 
gravit6n. 

El espacio de configuración Q para los modelos derivados de la acción (5.3) es por 
10 tanto cuatro-dimensional y es expandido por qn a, @,O*. La densidad La- 
gr:ingi;inn L(qn,dn) está definida por S = JL (qn,qn )dt .  en donde el punto indica 
difvreriri;iri<ri con respecto ai tiempo cósniico, y debe ser derivada sustituyendo el 
n n u t s  ( . ; .I)  en la acción (5.3) e integrar sobre las variables espaciales. Aplicaremos 
vst c procvtliriiirnto para las cosmologins clase A. obteniéndose para estos modelos 
1.1 sigiiiciitv .twitin 

I 
U ( J * )  = -t+ (",.*",Ob - -,q, 2 (5.5) 

I22 
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I[112]. Esto simplifica la ecuación de WDW y permite obtener soluciones awtm 
por medio de separación de variables 

Q'(S, Y, DI) = x(z)y(~)FíP+)G(P-j. (5.14) 
Así obtenemos las ecuaciones separadas 

X"(z) - BX' + (/$ + hoe")X = O, 

Y"(Y) + lCZY = o, 

F" (B+ )  + k?. F = O, 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

G"(D-) t k?G = O, (5.18) 
en donde 

/$ = k: t k? t k2, 
~ m r  lo tanto la fiincih de onda del universo es 

(5.19) 



en donde T es un parámetro real arbitrario, mi n, p, q son constantes que junto con 
el factor de ordenamiento B, deben satisfacer 

(5.23) 
(5.24) 
(5.25) 

De atas relaciones se deduce el requerimiento de A0 < O para tener un agujero de 
gusano. 

5.1.3 Solución WKB 
PUa obtener la solución WKB se isa una función de onda de la forma 

t (5.26) : S k . v . P + A )  WY,S*)  = e  

J' después de sustituirla en la ecuación de WDW, se obtiene la siguiente ecuación de 
Huiiiilton-Jacobi 

-S,? + S: + S;+ + s;- + :\ge6' = O, 

Iiiego sepmindo variables se c'btiene 

(5.27) 

(5.29) 
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h(y) = Aicosh(2y) + hasinh(2y), 

la acción (5.29) se transforma en 

S = 6 ['(€" - 7") + (7' - €')(e + E?) - Ai7 - A&] da 4 
de aquí se tiene el Lagrangeano 

1 
L = 6 [ ~ ( € "  - v") + (v* - €')(P; + E?) - AIT - MI, 

y el Hamiltoniano 

- n,' + ($ - <')(si+ + ~ p - )  + > ' r i Z 1 ~  + 24122(]. H = -[ni 1 
24 

La ecuación de WDW en este caso es 

X"(0 t ( k y  - ?I.\:< t k')X = o. 

l'"(.j, ) i k; I' - -  o. 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 
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con 

a2=-[-  1 
4 

(5.43) 1 1 3  
X(€) = c3 1F1(az72, ZZ) + c4dz lF1(az + - 2’2 - >  z2), 

. k 2 + ( & q + l ] ,  12A 

s 

5.1.5 Solución WKR 
La fiinrióii de onda WKB para el nuevo potencial es de In forma 

t’(rl, €, 3i 1 = e ~ l ~ ’ l o ) + w o t ( P t 3 t  )t(P-P-)l (5.47) 
dcspii6s de sustituir en la ec-iacióri de \C‘DW. se obtiene 

V”(l/) - pi‘/? - 24.\11/ - p? = o. (5.48) 
\ 

\ 

/ ‘ : %  ’ ..\ - 



5.2 Soluciones exactas para Bianchl I1 
El potencial para el modelo de Bianchi de I1 es: 

U&) = --e 1 4(B++Jjp-) 
2 

y la ecuación de WDW es 

(5.52) 

B------ a a 2  a 
ax ay2 a ~ + 2  

-7 a2 + i2e4('+3++43-) + 144e:A(y) = O, (5.53) ap- 
de esfa ecuación se considerarán I& casos de término cosmológico A(y) = O y A(y) = 
Ao/ 144. 

5.2.1 Caso A(y) = O 

Cuando .{(y) = O tenemos que la Ec. (5.53) se reduce a 

a a2 a 2  

[a;; - ax ay' a$+2 
a2 B----- 

z'.(z. y. 3*) = o. (5.54)' 1 (32 

w - 2  
-- + ,-f .4(c+.L+&-) 

y riiediiiiiic la.. viiriables 

(<;.;;;;) 



y la Ec. (5.68) se separa en las ecuaciones 

Yff (y )  + k2Y = o, 

6G”(v) - BG‘ + PG = O, 

2H“((;) - A B ” +  mZH = O, 

3Ff(() + BF + (nZ - 1 2 e q ) ~  = O, 

en donde 

nz = kZ + 1’. + mz. 
Por consiguiente la función de onda es 

(5.58) 

(5.59) 

(5.60) 

(5.6i) 

(5.62) 
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3s: + S: - 2s: + S; + i2eY = O, 

cuya solución es 

i en donde $ = pi + $ - 6. 

5.2.3 Caso A(y) = Ao0/144 

Para este caso la ecuación de onda (5.53) se transforma en 

e iritroduciendo ahora las variables 

(5.69) 



Haciendo 

@(E, u, 71, 0 = F(E)C(71)H(OY(?/), (5.72) 

y considerando "(0 = m2H, entonces la ecuación de onda se separa en las ecua- 
ciones 

I 
1 Y"(y) + k2Y = o, (5.73) 

3 G"(7)) + f G  = o, 

H'(<) - m?H = O, 

(5.74) 

(5.75) 

(5.76) 
I 1 

3 
F"(() + $B -. 2d)F' + -(Bmz - m4 - n2 - 12e")F = O, 

en donde las constantes de separación están relacionadas por nz = kZ + l2 + m2. Así . 
pues, la función de onda es 

csssinky+Cgcmky ] , (5.77) 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

i 
~ 

I 
1 

i 
I 
j 

1 
! 

I 

I 
i 

1 
i 
i 
i 
I 

1 

A lo largo de esta tesis hemos estudiado \arios aspectos de la cosmologícr cuántica 
y clásica para el modelo de Riedmann-Robertson-Walker en el marco de las teorías 
escalares-tensorials (Bergmnnn-Wagoner y Jordan-Brans-Dicke), así como los mod- 
el& de' Bianchi 1 y 11. 

La aproximación cuántica usada fue resolver la ecuación de Wheeler-DeWitt (obteni- 
dti vía cuantización canónice) para ciertos términos cosmológicos de interés, 106 
cuales nou peruiitieron obtener ecuaciones de onda separables. De esta forma obtu- 
viiiics soluciones del tipo de agujero de gusano, las cualescomo se mencionó anterior- 
iiieritr son func.iones de onda que satisfacen Iris condiciones a la frontera de Hawking- 
i'iigej 171 (son atiiortiguadas exponencialniente parit tres-gmnietrías grandes, y sgn 
r<*piiliuc?i cuando. la tres-geometría se culiipsa a cero). Este tipo especial de soh- 
cioiics fueron generadas para el tériiiino rosiiiológico de la fornia 'A(#) = O mediante 
itiptqi~sici(>ii cie hnriones. I,OS agujerois [Ir guwno estiiii asociiidts con la c ~ ~ i p o -  
r;irit'iii coriipktii de tio\'OEi negria. y x- crvc que producen interiiccionrs efert ¡vas en 
I ; L  fisic:i (le l ia j i~s yiorgíirs que ciuiilii~iii la~q corist;iiitt?i de iicoplniiiieiito de la iintu- 
r i i l~*x ; i  cri viuiiiides diniiiiirs. Piua otro tipo de térriiints rosiiiológicos no tinllaiiios 
;igiiji'riis (It* giisiiiio. 

I-I cstiidiu dta los iigujtws (Ir gusano y universos bebés a dado lugar a cuestiones 
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religiosas y filosóficas, tales como el principio antrópico, la revisión del gato de 
Schrodinger, la interpretacibn de muchos mundos y la posibilidad de viajes interuni- 
versos[74]. 

También, para una base de agujeros de gusano cuánticos expresada en términos 
de polinomios de Hermite, construimos un paquete de onda y presentamos gráficas 
del cuadrado del paquete de onda I 1c, I*, y del contorno con la superposici\m de la 
trayectoria clásica, en este caso se tiene una correspondencia exacta. La cuestión de 
la construcción de paquetes de onda y su relación con las condiciones inici.iles de la 
función de onda es un campo de estudio que abordaremos en lo futuro. 

También aplicamos a la función de onda del universo del modelo de Jordan-Brans- 
Dicke las condiciones a la frontera de Hartle-Hawking y la de tunelamiento de 
Vijenkin. Así obtuvinios para la propuesta de no frontera, una función de onda ~ 

real consistente de dos partes. una entrante y otra diente,  y para la propuesta de 
tunelami.ento se obtuvo una función de onda compleja, con sólo una componente 
saliente representando un universo en expansión. 
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Por otro lado, es necesario mencionar algunos temas de investigación que pueden 
considerarse como una eontinuación del trabajo iniciado en esta tesis. Entre ellos 
tenemos por ejemplo: 

1) El estudio realizado en el capítulo 3 sobre soluciones clásicas, en donde reporta- 
mos algunas familias de soluciones singulares y no singulares, el caso de estas últimas 
debe ser investigado también a partir del estudio de las geodbicas y no sólo por por 
los invariants polinomiales. 

2) Las consideraciones anteriores pueden ser extendidas a la teoría de cuerdas en el 
límite de bajas energías, con potencial de dilatón, o con potenciales inspirados en la 
condensación de norma, o con términos de masa. Además, la cuestión de singulari- 
dades requiere un análisis más detallado en lo que concierne a los efectos cuánticos. 
Otro tema relevante es la llamada dualidad T para variedades planas homogéneas 
e isotrópicas. Ya que esta es una simetría de la teoría de cuerdas, y puesto que en 
nuestras soluciones reportadas hay variedades planas, es necesario discutir la duali- 
dad del factor de escala en el contexto de nuestras soluciones. 

3) Como una continuación del trabaja de la tesis, para el ca60 de la teoría de cuerdas 
en el límite de bajas energías con potencial de dilatón, encontramos una solución 
con aceleración , ahora la idea es introducir modelos más elaborados con polvo o 
rndiiiciOri y comparar con las observaciones, sólo que en este caw la integración de 
las rcunciories de campo se debe realizar nuniericamente. 

I )  Lstudi~lr lo construcción de paquetes de onda resultantes de soluciones de la 
e< ii;icicíri (It. \i'DiV en cosniologins del tipo de FRW. 

-1) I l  (>t iiilio r(alizirdo vn rl capitiiltr 4 fiic (rmsitleriido s<ilo para el ntodelo de FRW 
(err itlo. p i ra  ser riiiis ;icordes con In rtalidnd el rstudio d&e ser rxteiidido t i  lm 
CAWIC h e r i t )  y plnrio. 

135 



Apéndice A 

Encajamiento de una 
hipersuperficie en una variedad 

Consideremos el espacio-tiempo dado por una variedad cuatro-dimensional ..- con 
una métrica g+ definida en ella con signatura (-, +; +, +).. Denotemos ¡as coorde- 
nadas de esta Oriedad por d. Definha3 ahora el encajamiento de una hipersuper- 
ficie tres-dimensional m de la siguiente forma 

z = xqe), (A.1) 
tan tloiitlt* p = O, 1.2.3 y i = 1.2.3. Estns cuatro funciones son las que determinan 
1.1 eritxjiirniento. Pari\ que se trate de tin encajnniiento se debe pedir que la hiper- 
siipt~ticie. con roor<ientuiris iritrinseras c. no se iritersecte a sí misma, es decir, el 
I I I ; L ~ W  ,Y : m c-. M debe ser uno a unol11.11. 

I.:i iiit',1ri(,:i (It. h1 intliire tina rri6trica s<rt>rv m si ronsid(*rnriitrs el elemento (le línea 
rt'st riiigitlo :i i i i  vari tdid m 
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notemos que X,' es la p-ésiia componente en las coordenadas z" del i-ésimo vectorde 
la base coordenada natural sobre m dada por 

wn 
.de- 
>er- 

1 . 1 )  

1 an 
ier- 
' ,  el 

\.?) 

\ 3)  

ya que el vector debe escribirse formalmente a m o  

. -  - -  a?. 

j Entonces, la definición de las componentes de la métrica hij sobre m es la definición 
natural dada por 

! 
i 

j 
! .' 

hij = gpYXrx;, 
(A.7) 

Piun el estudio de la dinámica del espacietiempo en el marco que nos interesa, la 
t\ii>crsupcrfiie encajada debe ser tipo espacial, por lo que pedimos que la métrica 
L'II cllo /I,, &a positiva defiiiida (t + +). 

= (%.ej). - -. 

I.ts ir(% vertores ai forman unn base para el espacio tangente a la wuiedad m 
NI V I  .~iiiiito p denotado por T,m. Este espacio es a su vez un subespucio del 
c?ip;tcio 1:iiigcntc a hi. T,hí. Para completar lii 1m.w dtr estr cspiicio ronstruimu; 
el <wpleiilento ortogonat al T,m definido por la iriétricti gPY. Este subepxio será 
g t ~ i r t r d r )  pw el vector ortogon;il a 10s e,. qui' denotiutwt(r< por n. Lste wrtor de 
<'iliii~"'ii~'iil<~s r p  I'll In t>its<s a. sirtisrilrc. 

(A .8) 

g,,"r/,,r/" = - 1 . , (A.9) 
I,:si;Ls tlos c~i~ritlit~ioiiis ditteriiiinori coriip1ct;iiiicrittr 211 vector n. 

5 i i m -  CiltOllCCS que el conjullto de vector= ( e i ,n )  iornian uria bae de T,M 
pmi c;i<I;i pi i r i to  p. Con ellos se puede expresar a cualquier vector del T$ almo 
la wiit)iii:icicíri lineal de la base de In hipersuperficie m y el vector normal de la 
sigiiieiitc i i t ; i i i t n  
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en donde 

(A.lO) 

.4* = - (A.  n). (A.11) 

Si el vector está sobre la hipersuperficie ser& entmce de la forma A = A'e,. Im 
escalares A' se comportan como escalares bajo una transformación de coordenadas 
del espacietiempo X* k XI* ya que ante tales cambios de coordenadas, tanto 
los vectors e, como el vector A se mantienen fijos, por lo que los A' no cambian. 
Sin eriibnrgo, los podemos ver como componentes contravariantes de vectores sobre 
T,M, dado que se transforman corno tales ante cambios de coordenadas (' I- (" en 
la hipersuperficie 

por lo que Ins nuevas componentes serin 

(A.13) 

I)c~fiiiiiiios lii inétricn ront.ravariiinte en rn coiiio lo iriiitriz iiiversa a /I+,, es decir, 
h'J ( / I , ~ ) - I .  de mimera que p<idam?s iwiu lii iiiéirini perti biijiir y subir índices de 
I;w <'OIII~>i~ll<'llIc'S . . 

.ai = hl]AJ, (t\.14) 

(A.16) 

(A.17) 



que nos permite encontrar la i-ésima componente contravariante del vector A. 

Dado un vector del espacietiempo arbitrario A con componentes A’, sabemos la 
manera de encontrar sus proyecciones en la hipersuperficie Ai = ( . e,) en la base 
natural de T,m. Ahora queremos encontrar una relación que nos exprese a esta 
misma proyección en componentes de la bas? ó’p. Para eilo, vemos que de la igualdad 

(A)’=A’X: -(A.n)f, (A.18) 

cp tiene que la componente pésima de¡ vemor proyectado sobre la hipersuperfici,: es 

A’Xr = A’+A’qvf, 
= A”(b’,, +q,,q“). (A.19)- 

~ 

Por lo tanto, se ha encontrado el operador de proyección que manda a un vector del 
espacietiempo a uno sobre la hipersuperficie. A a t e  operador se le denotará por 

h’,, 3 P, + fq,. 
El operador (A.20) satisface las siguientes relaciones 

(A.20) 

(A.21) 
(A.22) 
(A.23) 
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Apéndice B 

Derivadas covariantes inducidas 

La derivada covariante, definida por la métri-2l-i gw, de un vector sobre m, en la 
dirección de otro vector que también esté en m no será en general un vector tangente 
a la hipersuperficie. La forma natural de definir una derivada covariante en rn sería 
pedir que esta sea también un vector de T,rn[28]. En este punto es conveniente 
considerar el caso en que las primeras tres coordenadas 9 coinciden con las e, es 
decir. tenemos que zi = e. A estas coordenadas de les denomina "coordenadas 
adaptadas". Nótese que en este caso, los vectores e; coinciden can tres vectores de . 
In base coordenada de T,M, por lo que sus componentes son triviales: X,' = 6,'. El 
toiiiiu este sistema de coordenadas para m simplifica en general el análisis, ya que 
I:LS e.upresioiit.s obtenidas son m;ís si i i ipls ,  sin perderse generalidad. Esto se debe a 
<Iqv sitsnipre es pmible tomar a las tres coordenádits intriiiseras de rn coiiio t,reS de las 
(~iiorclt:n:i(l:L$ del espacio-tiempo. En a(lclarite todo el anitisis que realicemos se hará 
uiii coordrii:i<liis adaptadas. Poderiios considerar entonces la derivada covariante 
í ih- tsiin<.iirt iiwpo) de un vector s o h  la tiii)t*rsiipt:rficit~ A = .-tie, en la dirección. 
( I t ,  I t*  \i<ctiirts I)~Lw de la sigiiirnte forrri;i 

' 

"7 -A = "V,A. 
I T,(e,.I'). 

.. ¿l:l' 
- e,= t ('I'',,,et t ' I " ' ~ , ~ ) . ~ J .  
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que, en general, no se anula. Podemos deshacernos de esc término proyectando 
el vector sobre la hipersuperficie, a manera de tener u I vector en T,rn. De este 
modo obtenemos la derivada mvariante intrínseca a la tres-geometría de la hipersu- 
perficie. En adelante denotaremos al operador asociado a esta derivada por 3V E V .  

Consideremos nuevamente un vector sobre la hipersuperficie A = 'Yei. En términos 
de componentes A' en T,rn la componente contravariante de la derivada covariante 
se expresa como 

(8.4) 
3 k  -4 k A", z3 V,Ak = A: +3 rk,,A3, r ,,- r r. 

Si ahora consideramos a la k-gima c ~ ~ n  
A en la dirección de e,, esta será 

ente covariante de la derivada del vector 

(3v,A)k = ek .3 V,A, 
que también se puede expresar mmo 

S 6 t w  qiie la forma que toman las expresiones de la derivada tanto en sus compe 
neiites cormantes como contrawriantes es la tnisrria que las derivadas en el espacie 
tiriiipo. Esto se debe a que la derivada covariante en la hipersuperficie está dada 
por lii conesi6n afín en la variedad rn. definida a partir de la métrica en la forma 

. 

i1sii:il 121. 

I;i ciml piiv(l<~ x r  de riiayor utilidad práct,ica. 
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Apendice C 

La curvatura extrínseca 

. 



V . e .  = -K,,n + 3 rCFek. 
‘ 3  

Eqta ecuación es conocida como ”ecuación de Gauss”. 

.’ 

Figura AI. Reprsentación esquemática de la c‘watura ex- 
trínseca La curvatura extrínseca nos da la medida de la 
dúerencia entre los wctores normales en puntos cercanos 
sobre la Vanedad rn. 

El wiiorirnivnio de lo deriwdn covariante de espacio-tiempo de los vector- base ei 
IIOS prriiiitc escribir I R  deriwda de un vector arbitrario sobre T,m 

‘V,A = .4’,,ej - K,,.-i3n. 

1.;~ curviit lira iwríii.wrn en conipcrientcs toi i i i t  la foriiiii 



Apéndice D 

Agujeros de gusano transitables 

Las razones por las que los agujeros de gusano no eran considerados en serio para 
el problema de las máquinas del tiempo" son las siguientes: 

1) Einstein mismo reconoció que las fuerzas gravitacionales en el centro de un hoyo 
negroserían tan enormes que cualquier na.ve espacial sería destruida. 

2)  Los agujeros de gusano deben ser inestables. Pequeñas perturbaciones en los 
iigiipros da gu.iiliio causarían que el puente de Einstein-Rosen se wlnpsara. 

.Y) Se tendríii que viajar mis rápido que In luz a fin de penetrar el agujero de g u w o  
y piis;u otro lado. 

;/ I.os tfwios cuiinticos deberían ser tan gmnclts que los agujeros de giismo de- 
twri;tii wrr:uw por ellos niismcr;. 
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estable, y que no se cerrara rápidamente a la mitad del viaje, y además que este 
se realizara en un tiempo medido en días y no en miles de millones de años. Una 
vez que decidieron lo que debería ser su agujero de gusano, entonces prodieron a 
calcular la cantidad de energía necesaria para crear tal agujero de gusano. 

El problema de la energía se refiere a la gran cantidad de energía necesaria para 
crear un agujero de gusano transitable, la civilización actual no es capaz de generar 
tal energía del orden de 10% eV. Se espera que civilizaciones futuras con tecnologías 
avanzadas puedan crear una máquina del tiempo[69]. A continuación presentare. 
mos con más detalle la descripción de las propiedades buscaris en la solución que 
representa un agujero de guano transitable, tal como fue planteada por Morris y 
Thornel701. 

1)  La métrica debería ser de simetría esférica y 
ficar los cálculos. 

2) La solución debe obedecer las ecuaciones de campo de Einstein en todas partes. 

3) La solución de agujero de gusano debe tener una garganta que conecte asintótica- 
mente regiones planas del espacio-tiempo, ¡.e.. un diagrama ecuatorial de inmersión 
debe tener cualitativamente la forma de la Figura A2. 

> ,:a. Esto con el fin de sinipli- 

A-.- 

4)  SO &&he h ; i h  horizorite, ya que si estuviera presente un horizonte, no permitiría 
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4 
el viaje de ida y vuelta a través del agujero de gusano. 

5) ' Las fuerzas de marea gravitaciona; experimentadas por un viajero deben ser 
pequeñas. 

6) El viajero debe ser capaz de cruzar el agujero de gusano en un tiempo propio 
finito y razonablemente pequeño, que fxra medido no solamente por él mismo, sino 
por otros observadores que lo esperaran del otro lado de agujero de gusano. 

7 )  La materia y los raimpos que generan la curvatura del espacio tiempo del agujero 
de gusano deben tener un tensor de energía esfuerzo físicamente razonable. 

8) La solución debe ser perturbativamente estable. 

9) Debe ser posible la unión de agujeros de gusano. 

La forrrin de la métrica del espacietiempo que satisface los requerimentas arriba 
señalados. y que fue propuesta por Morris y Thorne(70j es 

ds2 = -ew(')dtz + d12 + r2(i)[d8' + sin'Od#'], (D.1) 
en doridr I denota la distancia propia radial. Puesto que la Ec. (D.1) represente un 
agiijero (It. gusano transitable. independiente del tiempo, no rotante y de simetría 
c&',ric;i. ¡.v.. la varicclitd de interés t's iin wpaclo-tieriipo esf6ricaniente siinétricu 
t;sitii ¡(.o qiii. pcisee dos region<.s iisirittít icariieiite p i a ~ i ~  y se tienen Ini sigiiientes 
,jI,~,,r~~i,.i,;ri~s: 



deben ser finitos. 

0 El radio de.la garganta del agujero de gusano está definido por 

ro = min{r(l)}. (D.4) 
Por simplicidad se debe suponer que sólo hay un mínimo y que es un mínimo aislado. 

0 Sin pérdida de generalidad, se puede tomar que esta garganta ocurre en I = O. 

0 Las componentes de la métrica deberían ser al menw dos veces dúerenciables 
como funciones de I. 

0 Por simplicidad se supone simetría bajo intercambio de las dos regiones asintótica- 
mente planas. I -+ -1, esto es, r(l )  = r(-1) y $(I) = $(-I). 

Reparametrizando la dependencia funcional de la métrica (D.l) en las coordenadas 
de Schw,uzschild ( t ,  r, 6, cp), entonces toma la forma 

0 Ahora s<- requieren dos parches de coordenadas. cada uno cubriendo el rango. 
IrIl. tx). Cada parche cubre un universo. y los dos parches se unen en ro, la gar- 
gaiita del agujero de gusano. 

c> I’tN umviSnioncia. se pide que Iri coordenada I SKI continiia it través de la garganta. 
t d  q i i t .  o,(rll) - y  o-(ro). 

., 

C, l’.ir;i q i i v  la gwriietria espacial tiendan un límite apropiado asintóticairiente plano 
dt. <It.i)t. rqucrir que los l ímites 

14: 



lim bk(r )  = bk, 
7-00 

deben ser finitos. Por comparación con la métrica de Schzswarchild esto implica que 
la masa del agujero de gusano, como vista desde e! infinito espacial, está dada por 
bk = 2GMi. La masa del agujero de gusano es distinta dependiendo en qué univer- 
so resida el observador. Dicho de otra manera, las das bocas del mismo agiijero de 
gusano en general pueden tener masas distintas. 

0 Para que la geometría del espacirAempo tienda al límite plano apropi ido lw 
límites 

7 lim -m d r )  = di ,  (D.8) 
deben existir y ser finitas.  Esto no es un requerimiento a priori de que d+(m) = 
@-(30). Esto implico. que el tiempo puede correr a diferentes ritmos en 106 dos uni- 
versos. 

0 Puesto que d t / d l  = O en la garganta del agujero de gusano ( la garganta fue 
definidn por la localiza6ión del mínimo de de r(i) ), en la garganta debemos tener 
dl/dr - x. Esto iriipiica b*(ro) = ro. Lejos de la garganta del agujeco de gusano 
<Ivt>eiiits tener b*(r) < r. 

. \ t 1 1  tr:i 

(D.9) 

(D.10) 

(D.ll) 
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Puesto que r(1) es un mínimo en la garganta y crece cuando uno se mueve l e k  de 
la garganta, entonces se deduce 

81 
.- > o. (D.12) d l z  3r. I Vr E ( m r . ) ,  

En principio r. será tan grande amo foo. Sin embargo, típicamente el punto r. 
estará " cerca" de la garganta ro. Se deduce que 

En la garganta misma, b(r0) = ro, así que la Ec. (D.10) se simplifica a 

Esto implica que en la garganta 

b'+(rd = bi(r0). 
y puesto que r(1) es un mínimo en la garganta, también se sabe que 

(Iv tlI)ride se obtiene la desigualdad 

b',(ro) i< 1 .  
I ' x i  la fiiiici<in de corriiniento al rojo. se tiene que 
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(D.13) 

(D.14) 

(D.15) 

(D.16) 

(D.17) 

(D.18) 

(D.19) 

(D.20) 



4\(n) = &(ro). (D.21) 
Curvatura 

A continuación se mostrará el cálculo de los tensores de Riemann, Ricci y Einstein 
asociados a la métrica de agujero de gusano (D.5), sólo que a diferencia de los resul- 
tados prgentados en el trabajo de Morris y Thorne['lO], no se incluye el subíndice 
f que se usa para especificar en qué lado del agujero de gusano se reside. Para el 
tensor de Riemann tenemos 

(D.22) 

(D.23) 

(D.24) 

(D.25) 

Todas liu otras componentes del tensor de Riemann son cero. Las componentes del 
tensor de Einstein distintas de cero son ' 

cii = --+2 1-- - *  r' [ 
. I  I 

[b'r - b] (o' t -) t . 

(D.26) 

(D.27) 

(D.28) 

(D.29) 

(D.30) 

(D.31) 



continuidad a b;(r) Y #&) en la garganta, no se han distinguido las b* y & en 
las fórmulas de arriba. Las componentes del tensor de Riemann son vistas como 
continuas a través de la gruganta. El resultado análogo para el tensor de Einstein 
es 

(D.32) 

(D.33) 

(D.34) 

Ecuaciones de Einstein 

Las componentes del tensor de energía’distintas de cero son 
1 

4 
(D.35) 
(D.36) 
(D.37) 1 

en donde p denota densidau de energía, r es la tensión radial (menos la presión 
rdi id) .  .y p denota la presión transversal. Todas las otras componentes del tensor 
dr energía esfuenó son iguai a cero por la simetría esféricasupuesta. Las ecuaciones 
de Einstein. G,, = 8aCT,,, conducen a 

1 

1 
1 
1 

b’ =- 8rGpr’. 

$1 = 

r‘ = (p - ~ ) d ’  - 2(p + T)/r.  
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2rZ(1 - b / r ) ’  

(D.38) 

(D.39) 

(D.40) 

(D.41) 

(D.42) 

iD.43) 

1 



La primera ecuación de Einstein se puede integrar fácilmente, dsí tenemos 

b(r) = b(r0) + [ 8nGp(r')r%r' = 2G rn(r), (D.44) 
rg 

en donde hemos definido 

m(r )  E (rol2G) + 4npr2dr, (D.45; 

como la masa efectiva interior de radio r. La función de forma tiene así una in- 
terpretación directa en términos de la distribución de m a s s  dentro del agujero de 
gusano. Cuando nos movemcs ai infinito espacial tenemos 

w 

r i m  lim m(r) = - + jwm 4ap(r)r2dr = M. 

En la garganta misma 

En vista de la desigualdad (D.13). la función de masa satisface 

- - _  I(, - !)'-? (I - $ 1 ,  
" 1  
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(D.46) 

(D.47) 

(D.48) 

(D.49) 

(D.50) 

(11.51) 

(D.52) 

(D.53) 

(D.51) 



mientras que 

Por lo tanto 

(D.55) 

(D.56) 

(D.57) 

En principio í. podría ser tan grande como +30. Sin embargo, típicsmente el punto 
?..estará "cerca" a la garganta ro. Se deduce que - 

3f.I~r E (ro,~.), (p - 7 )  c O. (D.58) 
Trabajanado en la garganta misma resulta en una desigualdad débil. De 

(D.59) 

se deduce que 

[p(ro) - ~ ( m ) ]  5 O. (D.60) 
Estas desigualdades son el punto central para la discusión de Is condiciones de la 

' energía. 

I'iir sinipiicicld lo anterior se ha rixprrs;i<lo en tbriiiirios de un inter-universo de 
:i&~ois tlr Rusirno.' Sin embargo. ya que ariibiis boras del agujero de gusano resi- 
ticn cri regiones asintciticamente planas del espacio tiempo, se puede (con una dffi- 
tiir(%iri iriíiiirriii (I r '  las bocas) retureglk las dos bocas para residir en una región 
k i r i i ( ' i i  ic.;iiiiciitti p h i .  Esto pcidria entoric('S protliicir un intra-universo de agujeros 
tit* gitsaiio i r;insitat)lfi. Los intra-uniwrxs dr iigiijercs de gusano conducen it niveles 
ai I i c i~ i r id t '~  (le, c.oriiplicirrión : 

i Si (.I 1 i t . i i i p c i  i'orrt~ ii ritrrios distintos en Ins (Ius regiones asintótirarrieiite planas 
t i v l  ii,ii*r-iiiiivcrw (le agujeros de giiwiio. el intra-universo de agujeros de gusano 
: L W I ~ I : ~ I  <~ritori<r.s ticric un rar~ipo gr~ivit~icic~riiil no aoriservativo. 

2 )  Cu:iri(li) ?u* unen IÍLS dos Tegiories asiiitót icarnerite planas. siempre se podría añadir 
iiiiii torctdiir;i. :,' por medio de ella generar un espacio-tiempo no orientable. Los 
c~sii:icitr! i(miims no orientables s o n  perfect.ainente aceptables en el nivel clásico, pero 
s u n  (>r(itJk'rii;ít ¡cos eii el nivel cuáncico(56]. 

I 
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Apéndice E 

Cálculo de integrales de funciones 
Gaussianas 

Empezaremos por calcular la integral básica 

Ptun realizar este cólculo, se torna el cuadrado de esta exprsión escribiéndola en la 
fama del producto 

q i i v  rs rqiiiwlente a la integral doble 

(LA )  

(E .5)  



para n entero. Debido a que la integal es impar se tiene 

1 h + i  = o, 
y además 

Entonces, 

Consideremos ahora la integral Gaussiana generalizda de la forma 

(E.ll) 

(E.12) 

en donde u y j9 pueden ser complejas, pero donde la parte real de Q tiene que ser 
mayor que cero. Para calcular la integral se completa el trinomio cuadrado perfecto 
en el esponente. 

Siistitiipido r + ,8/h por una nueva variable, por ejemplo y, la integral se reduce 
;I I ; i  forriiii considc*rii(iii al principio. y si. oht iene inriiediataniente que, 

(E.14) 

I%t(: r(.siiliiitlo tanibikn es vilido par i  o iriiaginarin pura. si se considera cumo un 
l i i r i i r c ~ .  Si o .. (I t 16. a > O, el Iíriiite se ohi<w cuando u - O. 
I’i1r:i I;L< iritcgr:tIa del tipo 

2m+ I 

= (-1)*“+1($) (Jn/ne@’/b), 

(E.15) 

(E.16) 



Y 

F J o  
Jhn = (-I)rn=, 

(E.17) 

Por ejemplo, tenemos los siguientes resultados útiles 

J i  = --Jo 2a P Y Jz = [& + (u'] Jo. (E.18) 

.' 
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