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Capitulo 1

Introduccion

La cosmologia cudntica es una consecueneia de la teoria cudntica del universo como
un todo, v tuvo sus origenes en la decada de los 60’s con los trabajos pioneros de
Everett[1]. DeW itt[2], Wheeler[4] y Misner[6]. En los 70's disminuyd la atencion a
esta teuria y debido a la imposibilidad de la cosmologia cldsica para explicar la his-
toria muy temprana del universo, en los 8&’s tuvo un renacimiento con los trabajos
de Hartle y Hawking(7, 8, 9], Vilenkin[10} y Lmde[ll]

En la interpretacion estindar de Copenhagen de la miecdnica cudntica siempre
tenemos un mundo cldsico que esta inmerse en el mundo cudntico. Se tienen
ohservadores que hacen mediciones, y los observ: adores mistmos son descritos por
la fisica clasica. Si el universv entero se trata como un sisteina cudntico, en-
tonees cambia la situacion, y podria pensarse que las ideas convencionales de la
fisica cuantica dejan de tener significado. Adn cuando la mecdnica cuantica se
cousidere cotno una teoria universal entonces es inevitable el que la cosmologia

cuantica fuera importante en tiempos muy tempranos, es decir, al tiempo de Planck,

Liamd (G377 = 5.0 x 107 Hs, (equivalente a 101 GeV como una energia,
o 1.6 x 107" como una longitud). A tales escalas, en donde la longitud de onda
de Compton de una particula es aproximadamente igual a su radio gravitacional
schiwarzschild). las fluctuaciones cudnticas irreducibles dejan sin sentido al conecep-
1o «asico del espacio-tiempo.

Las principales motivaciones de fa cosmologia cudnticar 12] estan relacionaddds con el
hecho de que Jos modelos costmologicos son ejemplos siiples en los cuales se pueden
aplicar Las ideas de Ly gravedad cwinticn, ya que ¢l universo muy temprano es quiza el
unico biboratorio en donde se puede proboer la gravedad cadntica. Otta motivacion se
reticre sl condiciones niciales en o escenario del universo inflacionario{l0, 13, 14).
Cuando seguimos fa evoliueion del universo hacia atris’en el tiempo, las curvaturas y
densidicdes sé aproximan a la escala de Planck. en donde esperariamos que los efec-
tos gravitacionales cudnticos lleguen a ser iinportantes. Por lo tanto, la cosmologia
cuintica es un marco de referencia natural en el cual se debe contestar la pregunta




sobre las condiciones iniciales del universo.

En cosmologia cudntica el universo es descrito por una funcién de onda ¥, la cual B
estd definida en el superespacio (el espacio de todas las tres-métricas y configura- L
ciones de campos de materia). La funeién de onda ¥ es una solucién de la ecuacion . o
de Wheeler-DeWitt (WDW) (segunda cuantizacion de la gravedad), Hy = 0. Esta '
ecuacion es el andlogo de la ecuacion de Scrhodinger en mecdnica cudntica ordina-
ria. Como el superespacio es de dimensién infinita, ¢l formalismo completo de la
cosmologia cudntica es muy dificil de tratar en la préctica, entonces generalmente se
considera un modelo del minisuperespacio, es decir, tratamos con una configuacién
de dimension finita.

La ecuacién de WDW tiene un scrio problema en la interpretacién de que | ¥ |? ‘_i
es una probabilidad, debido a que ia ecuacién de WDW es una ecuacién diferencial
hiperbélica de segundo orden, no hay una densidad de probabilidati definida positiva
como en el caso de la ecuacién de Klein-Gordon en ffsica de particulas. Una alter-
‘nativa a este problema es realizar una tercera cuantizacién de la funcién de onda
del universo{15] en analogfa con la segunda cuantizacién de teotia de campos. Asi
se puede construir en gravedad cudntica una medida de probabilidad consistente al
protnover a v a un operadar cudntico de campo que actiia en un espacio de Hilbert
de estados. El estado vacio en este espacio es identificado como un-estado en donde
el universo no existe. Los procesos del cambio de topologia pueden entonces ser
descritos, al incluir autointeraccion del campo de universos. En la teoria cudntica
de campos, las particulas son creadas desde el vacio mediante un potencial externo
que varia en el tiempo y esto sugiere que el universo puede ser creado mediante
tn proceso’ similar (los asi llamados universos hebés). En la tercera cuantizacion
¢l caunpo de universos es expandido en funciones de modo-entrante y -saliente de
- frecuencia positiva y sus conjugados hermiticos. Los modos entrantes y salientes
est:in relacionados uno con otru por los coeficiertes de Bogoliubov y estos determi-
nan ¢l niimero de universos en un modo dado. Por lo tanto, la teoria de la tercera
cuantizacion del universo describe un sistema de varios universos. Mucha de la ex-
citadion ainales de los atos 80's, estuvo asociada con la idea de que tales procesos
podrian fijar constantes fundamentales de la naturaleza, en particufar conduciendo
a Ja constante costmoldgica a cero. '
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Otro tetna de estudio en cosmologia cudntica, es el estudio de los efectos cuanticos
en i evohicion del universo{16]. El universo que observamos en la actualidad es
deserito por las leyes clasicas con un alto grado de precision. En la perspectiva de la
costiologin cuantica el universo se considera fundamentalmente mecanico cudntico
en su naturaleza, ¥ una prediceion de esta teoria sobre las conditiones iniciales del
universo, es que a gran escala ¢l universo es aproximacamente cldsico. En la presente
investigacion estudiamos la relacion de incertidumbre de Heisenberg para algunos
modelos, con ¢l fin de estudiar el comportamierto de algunas cosmologfas cerradas
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a muy tempranas y lejanas épocas.

Por otro lado, en gravedad cudntica la topologia del espacio-tiempo se espera que
fluctiie en la-escala de Planck{4]. El espacio-tiempo debe estar multiplemente conec-
tado, estas conexiones son agujeros de gusano microscopicos. Hawking y Page[17]
han sugerido que son soluciones de ia ecuacién de WDW, que satisfacen ciertas
condiciones iniciales, las cuales son que: (i} la funcién de onda del universo es amer-
tiguada exponencialmente cuando la geometria espacial es grande, y (i) la funcion
de onda del universo debe ser bien comportada (regular) en el origen. Algunas de
las solucianes de la ecuacién de WDW que obtuvimos, son de este tipo.

En los modelos del minisuperespacio que estudiamos, utilizamos la aproximacién
WKB con el fin de coriacer obtener informacién sobre su comportamiento clésico.

Esto lo realizamos resolviendo la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Algunas soluciones |

clasicas fueron calculadas por esta via.

El estudio de la cosmologia cuantica que presentamos, es realizado en el marco de
las teorias escalares tensoriales de la gravitacion, esta debido al gran interés que en
los 1iltimos afios se ha dado a estas teorias. Dos de las principales razones son las si-

guientes: -Las teorias de unificacioén, y la inflacion cadtica. La mayoria de las teorias

unificadas18], incluyendo la teoria de supefrcuerdas naturalmente predice una teoria

de dilaton de la gravedad, y en la actualidad es la linica teoria que trata la gravedad
en un camino consistente con la fisica cudntica. Ademés, el nuevo escenario de la
intlacion extendidafl9]. que resuelve el probiema de "fine tuning” de la inflacion an-
figla, nueva ¥ cadtica. tiene un campo escalar que retarda el ritmo de expansién
desde exponencial a polinomial, permitiendo completar la fase de transicién desde
una fase de de Sitter a un universo dominado por radiacién. esto significa que las

“teorias escalares tensoriales de Ja gravitacion proveen una posible solucién para el
problema de “graceful exit”. ’

Enlos capitulos 3 al 5 estudiaremos cosmologia cudntica para el ¢aso de modelos cos-
mologicos hotiogenéos e isotropicos, esto es, utilizaremos ¢l modelo de Friedmann-
[Kobertson-Watker. en el marco de la teoria escalar tensorial mds general, la teoria de
L gravitacion de Bergmann-Wagoneg|20)]. .y algunos casos particulares de la misma.

La tesis esta organizada de la siguiente mancera, en el capitulo 2 se da una intro-
drceion a los fundamentos tedricos para el estudio de la cosmologia cuantica. tales
cotno ¢ farmalismo ADM. la cuantizacion eanonica y por integrales de trayectoria,
b condiciones a la frontera para la funcién de onda del universo, los agujeros de
ausano cuanticos v la tercera cudantizacion. En el capitulo 3 tratamos la cosmologia
cuintica de 1a teoria de Bergmann-Wagoner asi, El capitulo 4 es dedicado al estudic
dela cosmulogia cuantica v clasica de la tearia de Jordan-Brans-Dicke asi como una
modificacion de la misma,y en el capitulo 5 incstramos algunas soluciones cuanticas
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v semiclésicas en la teorfa de BW para los modelos del Bianchi I y II. Finalmente
en el capitulo 6 damos nuestras conclusiones.




Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1 Cosmologia cuéntica

La vision actual que tenemos del universo, es la de un universo mecdnico cudntico, y
en esta perspectiva el universo debe ser descrito como un todo y cada cosa en €| debe
ser descrita en términos de la mecdnica cudntica. La naturaleza de esta descripeién
v sus consecuencias son el tema de la cosmologia cudntica.

Las ohservaciones del presente universo a grandes escalas pueden ser descritas ade-
cuadamente mediante las leyes de la fisica clasica. La descripcion cudntica de las
observaciones actuales del universo no tiene mucho sentido, debido a lo preciso de
las predicciones clasicas. El objetivo en la cosmologia cudntica es mas ambicioso,
va que s pretende construir una teoria de la condicidn inicial del universo la cual
prediga correlaciones comprobables entre las observaciones actuales, tales como la
homogeneidad a gran escala v la isotropia del universo, su aproximada monotonia

espacial, of espectro de fluctuaciones de densidad que producen las galaxias, 1a homo-

sencidad de In Hecha de] tiempo. termodinamico, ¥ la existencia del espacio-tiempo
clisico. Ademas, otro de los tépicos de la cosmologia cudntica es la cuestion de si
las constantes de acoplamiento de las interacciones efectivas de las particulas ele-

mentales a escidas de energia -t((("ﬂbl('b dependen, en parte, de la condicion inic ial

it HLIVETSO.

La fisien de un universo temprano es esencitdimente mecinico cudntica. Los teore-

s e singukiridad chisicos de la relatividad general sugieren una era temprana que
precedio fa nuestra en la cual atn la geotnetria del espacio-tiempo presentaba fluc-
tuaciones cizinticas significativas, v para describir esa era es necesaria la cosmologia
cuintica. '

La concepeion de "Copenhagen”de la mecdnica cudntica, tal cotno fue formulada en
los afios 30's v 10's, es inadecuada para la cosmologia cudntica por las siguientes
razones. Pritnero, estas formitlaciones caracteristicamente suponen una posible di-




visién del mundo en ” observador™ y ” observado”, suponiendo que las ” mediciones”
son el centro primario de las declaraciones cientiﬁcas, y se tiene un " dominio cldsico”
externo. Sin embargo, en una teoria de un "todo”como en cosmologfa cudntica no
hay divisién fundamental entre observador y observado. Las mediciones y los ob-
servadores no pueden ser nociones fundamentales en una teorfa que busca describir
el universo temprano cuando de entrada ni existian. En una formulacién bésica
de la mecdnica cudntica no hay razén en general para tener cualesquiera variables
que exhiban comportamiento clésico en toda circunstancia. Por consiguiente, la

cosmologia cuéntica de Copenhagen necesita generalizarse para dar ur marco de
referencia cudntico adecuado para la cosmologia.

E! segundo punto que es inadecuado en las formulaciones familiares de la mecénica
cudntica para la cosmologia concierne al uso central de un tiempo preferido. El
tiempo es un observable especial en la mecénica cudntica Hamiltoniana. Las pro-
babilidades son predichas de observaciones "en un sélo momento de tiempo”. El

~ tiempo es €] tinico observable no representado por un operador en el formalismo de

la mecdnica cuantica familiar, en vez de ello entra en la teoria como un pardmetro

que describe evolucion.

" En.donde hay una geometria fija del espacio tiempo, esa geometria de fondo podrfé

dar significado fisico al tiempo preferido de Ja mecdnica cudntica Hamiltoniana. Asi,
¢l tiempo Newtoniano del espacio-tiempo no relativista es tomado como el tiempo
preferido de la mecdnica cudntica no relativista. El espacio-tiempo de la relativi-
dad ticene muchas direcciones tipo temporal. Cualquiera de ellas podrian proveer
el tientpu preferido de una teoria cudntica de campos relativistas. Sin embargo,
¢l espucio-ticmpo no estd fijado fundamentalmente: En una teoria cuintica de la
sravedad. en ¢l dominio de un universo muy temprano. fluctuaria y no tendria un
vador definido. El espacio-tiempo es mecdnica cuasiticamente variable, no hay un
espacio-tictupo fijado para’proveer una nocion tinica de “tipo temporal”, "tipo es-
pacial” o “superficie tipo espacial”. En una teoria cuintica del espacio-tietnpu no
hay una seometria de fondo para dar significado al tiempo preferido en la mecanica
ciinticn Hamiltoniana. Asi hay un conflicto entre la covarianza general de la fisica
de b gravitacion v el tiempo preferido de la mecinien cudntica Hamiltoniana. Este
es o} “problema del tiempo™ en gravedad cuantica. Por consiguiente. e nuevo el

sistemna de referencia familiar de la mecinica cuidntica necesita ser generalizado.

-

- El bosquejo de la cosmologia cudntica que presentamos aqui, es la estrategia pre-
sentida por Hartle{103] ¥ por Wiltshire[104]. Se empezard suponiendo un espacio-
tictmpo de fondo fijo que provea una familia preferida de direcciones tipe temporal
para kv mecinica cudantica, Esto de seguro, es una aproximacion excelente de es-
calis aceesibles para tiempos posteriores a 107 segundos después del big bang, El
aparate familiar del espacio de Hilbert, estados, Hamiltoniano y otros operadores
se deben aplicar al proceso de prediccién. Realmente, en este contexto la mecanica
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cuédntica de la cosmologia es mdlstmgmhle de una gran caja aislada contemende a
observadores y observado.

El marco de referencia cudntico para la cosmologfa tiene sus origenes en el trabajo
de Everett(l| y ha sido desarrollado por otrosi4, 32]. También se le conoce como la
interpretacion post-Everet:t de la mecéanica cuéntlca

‘La idea de Everett fue tomar la mecdnica cudntica seriamente y aplicarla al univer-
5o como un todo. Mostré cémo un observador podria ser considerado parte de este
sistema y cémo sus actividades (mediciones, registros, cdlculos de probabilidades,
etc.) podrian ser descritos dentro de la mecdnica cudntica. No obstante, el anslisis
de Everett no fue completo, pues no describe adecubdamente desde la perspectiva
de la mecdnica cudntica el origen del "dominio clésico” de la experiencia familiar
o, en una perspectiva de observador independiente, el significado de "bifurcacién”
que reemplaza la nocién de medicién. Tampoco distingue entre el vasto nimero
de elecciones de observables mecénica cudnticas que en principio estin disponibles
para un observador, las elecciones particulares que, ¢n efecto, describen el dominio
clésico (a veces esto es llamado el "probléma base”). Por otro lado, Everett no
dirigio suficientemente su atencion a la construccion de historias, tan importante
en costnologia, independientemente de la memoria de un observador. Tal como se
inenciono en el ¢capitulo anterior, el trabajo iniciado par Everett fue continuado por

- DeWitt(2], Wheeler[4] y Misncr[6], y tuvo un renacimiento en la década pasada de

los 80's con los trabajos de Hawking(7, 8, 9}, Vilenkin{10] y Linde{11].

La cosmologia cudntica es considerada quizds mas propiamente como un intento en-
tre muchos en la cuestion de hallar una teoria cudntica de la gravedad. Como una
teorin de campo la relatividad general no es renormalizable perturbativamente, v los
intentos que se han hecho pata reconciliar la relatividad general con la fisica cudntica -
no han tenido éxito ha pesar de los grandes esfuerzos realizados. El problema con la
refatividad general es que es una teoria sobre la estructura a gran escala del espacio-
tieimpo, v para cuantizarla tenemos que cuantizar el espacio-tietnpo mismo en vez
de situplemente cuantizar los campos que viven en el espacio-tienpo.

han considerado muchas ideas relativas al problema de construir una teoria
crantica de L gravitacion, algunas de las dreas de investigacion han incluido: La
supergravedad, la teoria de supercuerdas, la gravedad cudntica candnica no pertur-
brativi, cuantizacion topologica, etc.

tn ol desarrollo de la cosmologia cudntica se pueden identificar las siguicntes fases:

} La de fineeidn del problerna. El formalismo canonico, incluyendo la definicién de
fa funcion de onda del universo 1%, su espacio de configuracion (el superespacio) y su
evolucion de acnerdo a la ecuacion de Wheeler-DeWitt, que fue establecido a finales




de 19602, 4, 6].

2) Condiciones a la fronters. La investigacion en cosmologia cuintica tuvo un aban-
dono en la década de 1970,y volvié retomarse a principios de 1980 con la cuestién de
hallar las condiciones a la frontera apropiadas para la funcién de onda del universo.
La idea es que tales condiciones a la frontera deberfan describir la "creacién del
universo de la nada”[10], en donde la nada significa la ausencia de espacio y tiem-

po. Entre las propuestas que surgieron dos de las més populares son la propuesta de

no frontera de Hartle y Hawking|44}, y la propuesta de tunelamiento de Vilenkin{10}.

3) La decoherencia cudntica. El mecanismo de la transicior de la fisica cudntica a
la fisica cldsica ("decoherencia cudntica™) llegd a ser vitalmente importante cuando
la fisica cudntica se aplicé al universo como un todo. Aun a principios de 1990 fue
materia de mucha investigacion{25]. ,

-

4) Agujeros de gusano cudnticos y universos bebés.. Lm agujeros cudnticos estu-

vieron muy de moda en la comunidad de fisicos de particulas en los afios de 1988 a

1990. Tales estados surgen cuando se consideran cambios topolégicos en la formu-
lacién de integrales de trayectoria de la gravedad cuantica: los agujeros de gusano
cudnticos son soluciones de instanton que juegan un papel importante en la inte-
gral de trayectoria Euclideana. También son vonsiderados como soluciones de la
ecuacién de WDW que satisfacen ciertas condiciones a la frontera, conecidas como
condiciones de regularidad de Hawking-Page{72]. En este campo de estudio se tra-
ta con un-"formalismo tercero cuantizado”, esto es, la teoria cudintica de campos
sobre el superespacio. lo cual incluye operadores que crean y. destruyen universos
(los'llamados universas bebés). El interés en este tema a finales de la década de
1920 estuvo relacionado con la idea de que tales procesos podrian fijar constantes
fundamentiles de la naturalezaf26, 27|.

5) Cosmelogia cudntica supersimétrica. Este campo de estudio ha surgido reciente-
tmente como una de las dreas de investigacion mas activas{s1. 52, 53). Al considerar
la creacion cuwdnticn del universo se estid tratando con épocas muy tempranas de
fuexistencia del universo, a ese tienpo se cree gque la supersimetria ain no habia
sido rota. Por consiguiente la inclusion de Ia snpvrsmwtrla pmlrla ser vital desde el
punte de vista de consistencia fisica.

2.2 Geometrodinamica y el formalismo ADM

L formadistuo ADM fue dm.u-mllluk» por R. Arnowitt, S. Deser y C. W. Misner([24)
.o principios de los 60's, con el fin de obtener la dindmica’de la relavidad general,
considerdndola como un probletna de Cauchy, esto es, analizar la dinémica como
a evolucion de una ln;x-rsuperﬁcw tridimensional donde estén confinados los cam-
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pos, esta forma de desentrafiar la dindmica de la relatividad general es conocida
como geometrodindmica|28]. En esta formulacion, las variables ADM muestran ex-
plicitamente el contenido dindmico de las ecuaciones de Einstein, y mediante ellas se
puede construir un Hamiltoniano para luego proceder a la euantizacién de la teoria,
una vez que se han aislado los grados de libertad verdaderos. Las ecuaciones de
Einstein son obtenidas mediante el principio variacional, se procede a obtener los
extremales de una accion gravitacional. Esta accién es expresada como la integral
" sobre el espacio-tiempo de una funcién escalar. Pa:tnmos del principio variacional
de Einstein-Hilbert

Sen = 15 oSIR(G) + At (2.1)

en donde R(g) es el escalar dc Ricci, el cual es una funcién de g,, y sus primeras
y segundas denvadas, y A es una constante cosmoldgica, conocida también como
energia de vacio. La integral (2.1) se toma sobre la totalidad de la 4-variedad
(espacio-tiempo), y como la accién es una funcional del tensor métrico S = S[g#..]
por consiguiente e} tensor métrico adecuado debe ser aquel para el cual la accién
sea un extremal. Esto es, debemos variar la a¢cion respecto a las componentes del
_ tensor g, para obtener las ecuaciones del movimiento e igualar a cero, asi se llega
a las ecuaciones de Einstein en el vacio

va - ERQ‘“’ = {.- (2.2)

La aplicacién de la teoria Hamiltoniana clasica implicaria calcular los momentos
canonicos conjugados a las variables dindamicas, es decir, a las diez componentes del
tensor métrico, tomando la derivada parcial de la densidad Lagrangiana £ = /=gR
respecto de las velocidades. Aqui tenemos el problema de definir estas velocidades,
v debido a que el tiempo no aparece en forma explicita. es necesario fijur alguna
de las coordenadas como el tiempo, para poder calcular dichas velocidades, Esto
rompe la covariancia. y se esta cortando el espacio-tiempo en rebanadas de 2o = c.
Por consiguicnte la formulacion Hamiltoniana de la relatividad general requiere una
341 particion de la métrica, y los grados de libertad dindmicos son Ins componentes
espacides de la métrica. La descomposicion de la métrica espacio-temporal g,., se
hace en términos de una funcion lapso N, un vector de cambio N;, y una métrica
espacial inducida A;;. La manera gue se disenio para hacer esto, fue el considerar re-
banadas del espacio-tiempo, de tal forma que cada rebanada sea una hipersuperficie
de tres ditnensiones £y con una métrica positiva definida en ella, cada hipersuperfi-
cle esti parametrizada mediante alguna variable global ¢ tipo temporal. Después se
considera el espacio-tiempo como formado por una coleccion de hipersuperficies de
tal forma que ninguna de ellas se intersecte, entonces se puede pensar en la evolu-
cion como el cambio de estas hipersuperficies £, — ¥4 en la variable ¢ y asf cubrir
completamente el espacio-tiempo.
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Las componentes espaciales de g, sobre las hipersuperficies &, inducen una métrica .

espacial, dada por hi; = gi; — ninj, en donde n, es el campo de vectores normal
a T;. La métrica hy;{(t) que evoluciona con ¢ se considera como variable dinamica.
Ademés de las seis componentes de h,;;, debemos definir otras cuatro variables para
tener un total de diez, que es el nimer« de componentes de la antigua variable g,,,.
Estas cuatro variables se definen de ma:.era natural al hacer la foliacién del espacio-
tiempo. Estas nuevas variables son las ya mencionadas; funcién lapso N y funcion
cambio N*. En la Figura 1 se ilustra la construccién de estas funciones.

Figura 1. La funcién lapso N v ¢l vector de cainbio V.

Tomemaos un punto Py sobre la hipersuperficie ¥, v construyamos la normal en ese
putito. La normal intersectari a la hipersuperficie ¥¢,4 en el punto P, por con-
sigriente la distancia entre los puntos P, v P, define la funcion lapso N. dr = Ndt.
Lueso sea of punto Py sobre la hipersuperficie 34, 4 de tal forma que tenga las mis-
nias oordenadas espaciaies que el punte £ sobre Xy El vector de Py a 1% define
¢l veetor cambio N, v este describe la distotcion de la hipersuperficie 2, cuando
evolnciona en of tietmpo. ' '

Taunbicn podetnos construir la wétrica del espacio-tiempo a partir de N, N* y h;,
pari cllo tomemos un punto Py sobre 34,4 con coordenada espacial ' + dz*. La
fongitud propia de [ a £, esta deteninitada por la métrica del espacio-tiempo g,.
camo -

0

L,
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poner en dos parteg: e} cuadrado d. 1 distar :i: sobre la hipersuperfici
a P, menos el cuadrado del tiemp« ropio'¢ 1t -e hipers: perficies

ds? = hi;(N'a® - dz')(N di +dz?) ~ "Ndt)?,

123)

y también en términos de la func'¢ ) lapse y c: nbio, ter ¢mos que se | . :de dest o n-

jue cont ¢ ne

(24)

en donde (N'dt + aa':")i es el desplaz tniento 0: re la hipersuperficie bz .« y Ndt = el
tiempo propio mh;; ellas. Igualaa | las eet ac ones (2.7) y (2.4) pod .08 expr x ar

la métrica del esp

+

iottiempo en U r-ninos d: 17, N y h,

gudsHlis = —(Nut * + hyy(l o +de')( VIt + da),
P

Il

(hgN'. 15 = N%) d: %Y 4 (ho, N¥)(da'de?)

+ (hy;l) da?d2®) -}"(h.-j)(dm'-dmﬁ

v comparando com’pmi;lentes tenewm

g = [T 90:')
:g'w Vil iy

. a;-Ni.-'VJ <12 hi_rl " )
1 h,J.'V': h,j k
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en donde b, 87 = L N = h N3 ldeter 10 ante de 7y, es,

Lk 2 1R 090 4208
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= Ih = NN E NN,
= Ly,

por otro lado. la mhtriz adjunta e . €5
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Asf, puesto que g** = ]‘,%;[adj (9uv) ¥ hish¥ = 1, obtenemos

¢ = (;}hvlf %‘i- 3 ) 1

- k- N

: (2.11)
-3 NI

= M i FN-'N:' . (2.12)

\ 3 A -

El elemento de volumen esta dado por

V=gd'z = NVhdizdt. C(213)

El siguiente paso es reescribir la accion gravitacional en términos de las nuevas vari-
ables, esto es, necesitamos expresar el escalar de curvatura del espacio-tiempo, ‘R,
y el invariante de volumen /=gd*z, como funcién de objetos geométricos en la
hipersuperficie y de las nuevas variables N, N¥. Para esto es necesario considerar el
encajamiento (ver el Apéndice A) de las hipersuperficies, i.e., la manera en que la
hipersuperficie hereda la estructura geomeétrica, tanto del espacio-tiempo como del
encajamiento particular realizado (como se efectud el ¢ M)Ta@blen, es necesario
estudiar la forma en que los tensores del espacio-tiempo se proyectan sobre la hiper-
superficie y sobre la direccién ortogonal a ella. Para ello necesitamos la curvatura
extrinseca de L, la cual estd dada por (ver el Apéndice C)

Ki; = 1, (2.14)

en donde el punto y coma significa derivada covariante (Apéndice B) con respectoa la
métrica cuatro-espacial 4g,, (4, v =0,1,2,3). La ecuacién (2.14) también se conoce
como segunda forma fundamental, y describe la curvatura de la hipersuperficie z° =
constante como vista desde el espacio-tiempo cuatro-dimensional en el cual estd
encajada. También es conocida como tensor de curvatura extrinseca y se transforma
como un tensor simétrico bajo transformaciones de coordenadas espaciales (ver el
Apéndice C). La ecuacion (2.14) se puede escribir como

Kj=—-n, +4 M, (2.15)

en donde i conexion afin es

1
drijk = 2 (hige + Py — hjks) . _ (2.16)

En coordenadas adaptadas n, = —¥(1,0,0,0} y de’(2.12) tenemos
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Kij = ;N4F05j$
= —N(go0 4F0ij + g°"Fkﬁ)
. 1
= =NI|- 2N2 (N,J + NJ' h._-,) +. -ﬁ-'_,;N"ij{J )
1

= W(Niﬁ + Nj;i - hij)y | (217)
en donde el punto dencta derivada con respecto a ¢, y "|"denota derivada covariante
con respecto a la métrica espacial hi;, es decir '

= Ni,j —4 FHJ'Nk. (218)

Ahora reescribiremos el tensor de Riemann restringido a la hipersuperficie L,, i.e.,
escribiremos las componentes “R';,; en términos de la curvatura extrinseca y del
tensor de Riemann intrinseco a la h1persuperﬁc1e R';,,, el cual se construye mediante
la derivada covariante intrinseca a la hipersuperficie. Asi, en vez de tomar el vector
ey = Ot. se toma el vector normal n. El tensor de Riemann se define como

(Va. V3] = R, 54, | (2.19)

¢l vector A se toma sobre la hipersuperficie v las derivadas en la direccién de los

vectores e,. v usando la ecuacion de Gauss

4 i eJ = —K,Jn + . l"kﬁ 5. A (220)

L scennda derivada covariante es

Kl 4 - 3'.4
r_’l'. “-,72 ek - ve| i“[\&;l‘l\‘ I A.Jefl.
. - 3l 3
"[\kj.rn - Ak_; Ve Nt r k7€ b2 I k; Ve, €.
. . - CA e
= =RKg,nt Kghe 71 k)08

T = Aun +7 T ey, (2.51)

lieso restando V7. 7, . obtenemos

B T . U LV VP LY VAR Vi
+ K N I + “\"k_-,fi.!,- - f\k,'f\lj +3 R’Hj]e;,
= n K kil — Kk;i: + [ ‘R + Kij!,v — Kk,-K‘J]e;, (2.22)

ki
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de esta ecuacién se tienen las proyecciones sobre la hipersuperficie y la normal,
entonces tenemos que la ecuacion de Gauss-Codazzi es

4Rl kij =3l Rl kij + Kij‘.' - Kh’K‘!’-, (2.23)
y la ecuacién de Codazzi~-Mainardi es
AR = Kt — Kuli- (2.24)
De esta forma conocemos el primer término del escalar de curvatura
‘R='RH, =* RV, + 'R, (2.25)

" Para calcular el segundo término, debemos recordar que el conmutador de las
derivadas covariantes del vector normal estd dado en términos del tensor de Rie-
manh por

[Var Vol =4 Rpap = B e (2.26)

y en componentes

Rivaﬁ = Mviaf ™ Th; Bas (2.27) .

luego. proyectando el tercer indice del tensor sobre la normal y contrayendo los
indices segundo y cuarto, tenemos

lu — viplu
RJ.;J = nRu;ﬂ

(0% — 1),
= (15 — WY = 1, + 05,

Il

= (@, =07 )= 0t + 1 (2.28)
. ll('r(] COong
’7”:,; = -K'i = _[\-- ' ) (2-29)
N
vt = Kok o (2.30)

asi el término buscado es

R, = K, K7 = K+ (&%), | (2.31)

en donde hemos definide

AA — nz\uu;y _ T]“’?A-y- (2.32)
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Por lo tanto, sustituyendo (2.31) y (2.23) en (2.23), obtenemos que el escalar de
curvatura es -

R = R+ K?— KK+ 2[K;K9 — K* + (A%,

- = R+ Ky;K7 - K*+2(AY),,. (2.33)
2.3 Formulacién Hamiltoniana
Consideremos la accion del campo gravita,ciona_l dada por

S = j V—gRdz*, - (2.34)

y expresandola en términos de las variables ADM mediante (2.13) y (2.33), toma la
sigutente forma .

SIN.N' hyj] - j dt [ VENPR + Ki; K9 — K2 + (AY).,| 2. (2.35)

La densidad Lagrangiana no depende de las derivadas temporales de las variables
N, por consiguiente estas no formaran parte de la dindmica del campo. Por con-
sigulente. los momentos conjugados a N y N, son cero

o
7= 5‘\7 =0, | (2.36) .
Y N

= 5—*\7- -0, (237)

en donde of punto denota derivada con respecto al tiempo ¢ Las ecuaciones (2.36)
v (2.37) son conocidas en la terminologia de Dirac como constricciones ™ primarias”.
Los momentos conjugados a las seis h;, son

oL
ithy,
Para cdenlar estos motnentos, se introduce la supermétrica
wrk 1, % -
G =V E(h"‘!ﬁ’ FRURTEY = RIRM| (2.39)
veen terminos de (2.39) se puede reeseribir la Lagrangiana como
- - '
L =N(GHMK, Ky + VIPR), (2.40)

por consiguiente
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Toteg T

=N (2G""‘"‘Kua£k ) - (2.41)
i

y de (2.17) tenemos que

’ aK"J'l — | min ]
L = 2N[ (aran + o7
= _Eﬁma' _ (2.42)
por consiguiente (2.41), se transforma en
e L) ' (2.43)

Ahora necesitamos despejar las velocidades como funciones dé los momentos para
poder realizar la transformada de Legendre de la Lagrangiana. Las velocidades N*
son funciones arbitrarias y no se pueden expresar en términos de las coordenadas
y los momentos. Las velocidades de la métrica h;; se obtendrdn al invertir {2.43),

para ello necesitamos conocer a G;x, que cumple con )

'JHGHmn 6'"6" 7 _ (2.44)
La forma més general para la inversa, es la conocnda métrica de DeWitt[2]
| 1 |
GUH = h [ (h‘lkhﬁ + hlmhﬂ:) + Bhuhkl] (2.45)
v sustituyendo (2.43) en (2.44) obtenemos que 4 = [ y B = —1, por consiguiente

la curvatura extrinseca se puede escribir como

Ki; = ~Giull¥, (2.46)

 entonces de (2. 17} v {(2.46) las velocidades se pueden escribir como

hi = Nyjy+ Ny —2NK,,
= Ny + Ny + 2NG ur®™. (2.47)

Por consiguiente, el Hamiltoniano sera

H= / (x9hy, - L) d, (2.48)

v la deusidad Hamiltoniana es
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H = ﬂin"j - L,
= =G™Ku(Ny; + Nji — 2NK;j) = N(G™K;Ku + VR®R),
= NVA(K;K% — K?* — R) — 21 Ny;, (2.49)

integrando por partes el segundo término, tenemos

H = j [NVA(K;KY = K* - R) + N*(2m),)] &z,

_ f (NHo + N*H| d°z, | @)
en donde
Ho = VR(K;K" — K* - R), (251)
¢
H, = 2r, | (2.52)

Por otro lado. ya que las constricciones primarias. # = 7' = 0 son validas en todo
tiempo. se cumple también -que # = 7' = 0. Los paréntesis de Poisson de 7 y #* son

. oH
7=~{H 7} = 3N 0, (2.53)
v '
i ,'_ afl : .
= —{fH.x'} - pr 0. | (2.54)
esto tos leva a una constriceion secundaria
Ho=H, =0. : (2.55)

De (2.18) v (2.19). la densidad Lagrangiana se puede escribir como

CINCN hyy hyyom] = w7h,, - HHy + N'H,. (:2.56)
Las funciones N* en la accion (2.56) juegan el papel de multiplicadores de Lagrange .
vose dice gue esta en forma paramdétrica, va que no esti en forma canoniea, esto es,
ademas de ser funcion de 77 v Ay, también lo os de b, Ny N

Por lo antes expuesto, tenemos que para una folincidn dada de la variedad cuatro-
dimensional del espacio-tiempo, mediante hipersuperficies espaciales ¥,, siempre es
pusible escoger coordenadas Gaussianas normaies. en las cuales
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ds? = —dt® + hy;dz*do’. (2.57)

Estas coordenadas (N* = 0) que se mueven con la propiedad adicional de que ¢ es un
pardmetro de tiempo propio (N = 1}. Esta es la eleccién de norma ”estdndar”que
se hace en cosmologia cldsica, y en tales coordenadas K;; = h.,, en donde el punto
denota deferenciacion con respecto at. Al hacer la descomposicién 3+ 1, sin embargo,
tenemos libertad tinicamente para hacer una eleccién especifica de coordenadas tales
como (2.57), después variar la accién si queremos asegurar el obtener las ecuaciones
de Einstein, y asi debemos retener las funciones lapso y cambio para el tizmno.

2.4 El superespacio

- Como preludio a la cuantizacion candnica primero introduciremos el espacio de con-
figuracion relevante en el cual la dindmica cudntica serd definida. Hemos men-
cionado que en la geometrodindmica el espacio-tiempo es la evolucién de las tres-
geometrias. El objeto que evoluciona es la geometria de una tres-variedad m y esta
es la variable dindémica de la relatividad general. El espacio en que evolucionan
todas las tres-geometrias es precisamente el espacio de las tres-geometrias. Este
espacio es el conjunto en el que cada punto es una tres-geometria y en él estin to-
das las tres-geometrias posibles para la varledad m. Este espacio es conocido como
superespaciol4| y se denota por G. '

Consideremos"el espacio de de todas las tres-métricas Riemannianas y las configu-
raciones de materia sobre las hipersuperficies espaciales X,

Riem (X) = {hi,(z). ®(z) | z € L}. (2.58)

Fste s un espacio infinito-dimensional, a causa de la ethueta z = {z'}, la cual
especifica ¢l punto sobre la hipersuperficie, pero hay un nimero infinito de grados
de libertad en cada punto, z € ¥. Estamos interesados por la geometria aqui y
configuraciones que puedan relacionarse una con otra por medio de un difeomorfismo,
i.e.. una transformacion de coordenadas, y deberia ser considerada equivalente ya
Gue su geometria intrinseca es la misma. Asf factorizamos con difeomorfismos en las
hipersuperficies e identificamos el supetespacio como
Riem &
Difs ()’
en donde el subindice cero denota el necho de que consideramos solamente difeo-

morfisimos que estan conectados a la identidad. El espacio infinito-dimensional sera
¢l espacio de configuracion béasico de la cosmologia cudntica.

(2.59)

La métrica de DeWitt (2.45) provee entonces una métrica en el superespacio la cual
se puede escribir como

8 —
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Gas(z) = Gy (), (2.60)

en donde Ja indices A, B corren sobre las componentes independientes de la métrica
intrinseca hi;

‘4$ B € {h'lli hl?s hl3s h22‘s h"23: h33}- . (261)

La métrica de DeWitt tiene una signatura (— + + + ++) en cada punto z € ¥,
prescindiendo de la signatura de la métrica del espacio-tiempo g,,. Para incorporar
todos los grados de libertad, se necesita también extender el rango de los indices
A, B para incluir los campos de materia, definiendo Gee(z) (y otras componentes
si estan presentes mds de una componente de campos de materia), de ese modo se
obtiene la supermétrica completa. |

2.5 Cuantizacién candnica

Con la formulacion Hamiltoniana de la relatividad general se buscaba la posibili-
dad de cuantizar la teoria. En otras palabras, asociar a cada variable canénica un
operador sobre un espacio vectorial e imponer reglas de conmutacién entre pares de

variables conjugadas. Asi el operador Hamiltoniano se convierte en un generador de -

traslaciones en el tiempo, es decir, describe la dindmica del sistema. Desafortunada-
mente, en relatividad general la cuantizacion del Hamiltoniano no es directa, debido
a I presencia de las 4 constricciones (2.51) y (2.52), entre las variables canénicas.

[.as aproxitmaciones bdsicas para el problema de las constricciones son:

{1} Retener Las constriceiones, en particular H,. esto es, considerar a todas las va-
riables pero imponer condiciones sobre el vector de estado dadas por las cuatro
constricciones, es decir, pedir que las constricciones (ahora como operadores) anulen
al vector de estado cuando actuen sobre él. Esta aproximacion es conocida como
crantizacion de Diracf29]. La idea original de Dirae fue escoger Ny N, luego
resolver ¢f problema cudntico ignorandoe las constricciones, para imponer finalmente

~sobre s finciones de onda las condiciones " e

He=0 y MHouo=0 ' - (2.62)

s fixicos.

+

para restringir la atencion a los estado
. ¥ wi
(¢} Flimmar las constricciones, principalinente H, = 0.- Basicamente. esto es lo
readizado en ol procedimiento ADM, er donde se eliminan todas las constricciones
cantes de cuantizar, de forma tal que «n vez el super-Hamiltoniano H, tenemos
un " Hamiltoniano reducido™de los grados d= libertad. En esta aproximacion son
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retenidos los grados de libertad infinitos correspdndjentés a la variable temporal da-

dos por la tres-geometria, junto con la constriccion adicional que surge de H.

Como fue mostrado anteriormente en la tecria parametrizada, cuando se elimina a
H; = 0, entonces H = 0 produce la ecuacion de Schrodinger para la funcién de onda
del universo Hy = 0, esta funcién de onda gobierna los campos de materia y la ge-
ometria del espacio-tiempo, y es conocida como la ecuacién de Wheeler-DeWitt|2, 3].

Resumiendo, en la aproximacién de la cuantizacién canénica para la teoria del campo
cudntico, un campo cudnticu se toma como una coleccién de operadores dependientes
de la posicién, uno para cada punto en el espacio. Los célculos que se realizarén en
las siguientes secciones estan basados en la imagen de Schrodinger, en la cual los op-
eradores son independientes del tiempo, y la evolucién temporal del sistema cusntico
esta codificada en el vector de estado. Cada campo cuéntico ®(x) tiene asociado a
él a una densidad de momento conjugada #(x). Las relaciones de conmutacion entre
el campo y su momento son

[1‘r(x), é(Y)] = —-ih&"(x - Y)! | (263) '

la cual generaliza las relaciones de conmutacién de la mecdnica cuéntica ordinaria

Bodl=—itd,  (268)

2.6 Cuantizacién por integrales de trayectoria

Otro proceso alternativo de cuantizacidn es la aproximacion de integral de trayecto-
ria. Las técenicas de integral de trayectoria en gravedad cuantica empezaron a usarse
a tinales de la década del 70{34, 31]. El punto de partida es la idea de Feynman de
que la amplitud que va de un estado con una métrica intrinseca h;j;, y configuracion
de materia ®. en una hipersuperficie inicial £, a otro estado con métrica h;; y con-
figuracion de materia ¢’ en una hipersuperficie final L', estd dada por una integral
funcional de €' sobre todas las cuatro-geometrias g,,,, y configuraciones de materia
$. las cuales se interpolan-entre las configuraciones inicial y final

(K, @5 |y 0.5) =3 DgDde'Sur®l (2.65)
M .

En L teoria cudantica de campos ordinaria en el espacio-tiempo plano la integral de
travectoria tiene la dificultad de que ya que la accién S[g,,, ®] es finita, la integral
oscila ¥ por lo tanto diverge. Ademas, la solucion que extrema la accién estd dada
al resolver una ecuacion hiperbdlica entre las superficies frontera inicial y final, lo
cual no es un problema mateméticamente bien propuesto, y puede ser que no tenga
solucion o bien que tenga infinitas soluciones. Para tratar con este problema se
realiza una "rotacion de Wick” a tiempo imaginario ¢ — —ir, y se considera una
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integral de trayectoria formulada en términos de la accién Euclideana I = —iS. La
accién entonces estd definida positiva, de tal forma que la integral de trayectoria es
_amortiguada exponencialmente » debe converger. También el problema de encon-
trar los extremos viene a ser el de resolver una ecuacion elfptiga. con condiciones de
frontera, y esto estd bien definido.

Se debe intentar aplicar una aproximacion similar a la gravedad cudntica reem-
plazando S en (2.65) por la accién Euclideana! I[g,., ®] = —iS[g,., ®], y tcmando
la suma en (2.65) sobre todas las métricas con signatura (+ + ++), que inducen las
tres-métricas apropiadas hi; y hi; en las hipersuperficies de pasado y futuro. Esta
aproXimacidn a la gravedad cudntica ha tenido algunos éxitos importantes, algunos
de ellos han sido que: (i) proveen una forma elegante para derivar las propiedades
termodindmicas de los hoyos negros(33, 34, 35| y (ii) provee un significado natural
para discutir los efectos gravitacionales de los instantones[36, 37, 38j. Se ha en-
contrado que los instantones gravitacionales proveen la contribuciéon dominante a
la integral de trayectoria en procesos tales como como creacién de pares de hoyos
negros cargados en un campo magnético[39, 40, 41}, y por lo tanto proveen un sig-
nificado al cdlculo de los rangos de tales procesos semicldsicos.

Los problemas asociados con la aproximacién Euclideana para la gravedad cudntica
son considerables. Primeramente, a diferencia de las teorias de campo ordinarias
rales como la teoria de Yang-Mills, la accién gravitacional no es definida positiva,
v asi la integral de trayectoria no converge si se restringe la suma a métricas de
signatura Euclidena real. Para hacer que la integral de trayectoria converja es
necesario incluir métricas complejas en la sumal42]. Sin embargo, no es dnico el
contorno para integrar a lo largo del superespacio{43] y el resultado que se obtiene
“para faintegral de trayectoria debe depender crucialmente del contorno que se escoja.
Adeniis, la medida en (2.63) estd mal definida. Solamente en los dltimos diez afos,
es que los maternaticos han tenido éxito al hacer integracion de trayectoria en la
teoria ¢cuidntica de campo ordinaria rigurosamente definida. No obstante, se toma
fa funcion de onda del universo ¥ sobre una hipersuperficie . con una tres-métrica
mirinseca f,. v configuracion de materia &, para ser definida44. 45) por la integral
futicional

¥ih,,. d.5

- 30 [ gDl O (2.66)
M :

et donde v suma es sobre una clase de cuatro-métricas g,.. v configuraciones de
materi @, que toman valores v ¢ ey L frontera . Se han propuesto defini-

TFEstrictamente se deberia Hamar o esta accion Remanniana, ya que los espacios "Euclideanos”
son aquellos que son planos, mientras que las varicdades curvadas con signatura {+ + ++) son
conocidas como espacios Rivinanniar.os. Sin embargo. la terminolugia de accién "Euclideana®se ha
tomado de ta teoria cudntica de campe y se ha adoptixdo. a pesar del hecho de que no tratamos
con }?4
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ciones alternativas de la funcién de onda. =n particular Linde[11] ha supuesto que
se deberia hacer una rotacién de Wick con el signo opuesto, i.e., t — +i7 en vez
de t — —ir, conduciendo a un factor e*/ en vez de e~ en (2.66). Alternativa-
mente, se podria usar una integral de trayectoria Lorentziana[10], con 'S en vez de
e~! en (2.66). En cualquier caso, para conseguir la convergencia de la integral de
trayectoria es necesario incluir variedades complejas en la suma, las cusles oscure-
cen un tarito las distinciones entre estas definiciones propuestas de W. La distincién
real entre las definiciones alternativas surge cuando se imponen condiciones a la
frontera, al restringir las cuatro-variedades incluidas es 1a suma en (2.66). Por ejem-
plo, se podria considerar el sector Euclideano como el sector apropiado de la teoria
cudntica en la cual se impondria una condicién "inicial” de frontera scbre ¥, lo
cual haria a (2.66) el punto de partida natural, como en el caso de la propuesta de
no-frontera[44, 45]. Condiciones de frontera a]ternatwas favorecerian la integral de
trayectoria Lorentzianafl0).

La definicién de integral de trayectoria de la funcién de onda (2.66) es consistente
con la definicién primera basada en la cuantizacién canénica. En el formalismo de
la cuantizacién candnica cualquier solucién particular de la ecuacién de WDW de-
pendera de la especificacién de las condiciones de frontera sobre la funcién de onda.

En la formulacién de integrales de trayectoria la solucién particuiar de Ia ecuacién -

de WDW que se obtiene, similarmente depende del contorno de integracién escogido
en el superespacio, y la clase de cuatro-métricas sobre las que se suma en {2.66).
Desafortunadamente no se sabe cémo elegir el contorno y la clase de trayectorias
prescriben las condiciones de frontera sobre la funcién de onda en el caso general.
Sin embargo se pueden conocer para modelos especificos.

2.7 El minisuperespacio

" En la prictica no es posible trabajar con las infinitas-dimensiones del superespacio

completo.  Por lo tanto, una aproximacion itil es truncar Jos grados infinitos de
libertad a un nimero finito, ¥ por medio de ello obtener alglin modelo particular
del minisuperespacio. Una forma ficil de lograr esto es considerando métricas ho-
mogenens, va que como se observo anteriormente para cada punto £ € L hay un
nmumero finito de grados de libertad en el superespacio. -

Los resultados que se obtienen por esta aproxi:nacidn satisfacen mds por lo que pare-
cen. que por su poder predictivo. Sin etnbargo. el truncamiento del minisuperespacio
atin no ha sido hecho parte de un riguroso esquema de aproximacion para completar

~ la cosmologia cudntica del superespacio. Los modelos del minisuperespacio deben

ser considerados como modelos de juguete, ios cuales no obstante esperamos que

~ capten algo de la esencia de la cosmologia zudntica.
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2.8 Condiciones a la frontera

‘La especificacién de condiciones a la frontera para la ecuacién de WDW debe pare-

cer una desilucién , ya que parece que que estamos reemplazando justo una elecciéon

‘arbitraria de pardmetros que describen la evolucién cldsica del universo por una

eleccion arbitraria de pardmetros que describen su evolucién cuintica. Sin embar-

" go, si la mecdnica cudntica es una teoria universal entonces se debe aplicar en las
“épocas més tempranas de la existencia del universo, en cuyo caso es natural que
“la dindmica cudntica preceda la dindmica cldsica. Esto justifica una condicién a la
' frontera cuantica para el universo como si fuera més fundamental que la cldsica.

En cualquier caso, la tnica alternativa para la eleccién de condiciones a la fron-
tera cudnticas seria que la consistencia matematica debe ser suficiente: para garan-
tizar una solucidén tinica para la ecuacion de WDW, como originalmente esperaba

DeWitt[2]. Sin embargo, esto no pareceria ser el caso si la experiencia obtenida del

estudio de los modelos del minisuperespacio se traslada al superespacio.

La cuestion surge naturalmente como si deberia haber alguna condicién a la frontera
natural, la cual de una vez y por todas determinara la evolucién cuantica del univer-
so en los primeros tiempos, o alternativamente como si la naturaleza de la dindmica
cuantica deberia ser un -tanto indiferente a tales elecciones. Cuando se trata de
avanzar en esta pregunta surgen profundos problemas conceptuales. A diferencia
de otras situaciones de la fisica cuédntica, en donde las condiciones a la frontera son
especificadas rapidamente por la simetria de problemas particulares, tales como la
simetria esférica-en el caso del dtomo de hidrégeno, el origen del universo pusee una
situacion en la cual se debe abandonar toda intuicién y se puede proceder al menos
en una sola base estética .

Habiendo hecho una eleccién de condicion a la frontera, podemos de seguro resolver
L ecuacion de WDW y estudiar las consecuencias fisicas para la evolucion del univer-
so. Sin embargo. sin algun principio adicional se deberia estudiar varias condiciones
ala frontera distintas antes de hacer alguna prediccion. Liegar a un principio que
evite este problema es un reto inmenso: seria ukis o menos llegar a una ley adicional
de fa fisica que deba ser:anadida a las otras que describen la evolucion cuantica
del universo. La situacion debe ser considerada como la misma cuando tratamos
de describir la fase de transicion de gas a liquido si todos los fendmenos fisicos que
conocetnos estan relacionados Unicamente con la fase gaseosa. El universo parece
tener tn fuse de transicion cuando fue furmado. pero la iniea experiencia que tene-,
mus disponible es la que involuera s6lo ¢l estado posterior del universo.

St pueden conseguir avances al intentar definir condiciones a la frontera naturales
para fa funcion de onda del universo. v examinar sus consecuencias. Esto llegd a

ser una actividad importante en la década pasada del 80. Sdlo se discutirdn dos
de lus mis estudiadas condiciones a la frontera, la "propuesta de no-frontera” y
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’
la™ propueéta. de tunelamierito”. Sin embargo, se han propuesto otras condiciones

a la frontera, tales como la ”propuesta de todas las posibles fronteras® de Suen y
Young[46] y la " condicién inicial simétrica” de Conradi y Zeh[47].

2.8.1 La propuesta de no-frontera

La propuesta de Hartle y Hawking|44, 45] se refiere a que se deberfa restringir la
suma en la definicién de la funcién de onda del universo (2.66), para incluir sélo
cuatro-variedades Euclideanas compactas, M, para las cuales la hipersuperficie es-
pacial T en la cual ¥ est4 definida forma la iinica frontera, y s6lo las configuraciones
de materia que son regulares en estas geometrias. El universo no tiene entonces
una frontera singular para el pasadn, como en el caso de la cosmologia estdndar de
FRW. Asi la suma (2.66) incluye véiriedades tales como las mostradas en la Figura
2. Hawking|45] sefialé que: las condiciones a la frontera del universo son gque no
tiene frontera. , . -

Figura 2. Las geometrias permitidas por la propuesta de no
frontera de Hartle-Hawking.

4y - . S ’ L

Intuitivamente lo que Hartle y Hawking tenian en mente al formular esta propuesta
fue evitar la singularidad inicial mediante "suavizar la geometria del universo en

" tiempo imaginario”. Por ejemplo, mientras que una superficie con vk = 0 deberia

ser singular en una métrica de signatura Lorentziana. este no necesariamente es el
caso si 1a métrica es de signatura Euclideana, como se puede ver en el ejemplo de
St mostrado en la Figura 3.
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Figura 3. Corte de una cuatro-esfera de radio R encajada
en un espacio plano cinco-dimensional: (a) una superficie
| z% |= @ < R intersecta a la cuatro-esfera en una tres-
esfera de radio distinto de cero; (b) cuando | 5% |= R la
tres-esfera se’contrae a radio cero pero no hay singularidad
de la cuatro-geumetria.

[dealmente. la propuesta de no frontera nos deberia decir qué condiciones iniciales
poner cuando tomamos variedades con VA — 0, o cualquier limite similar consis-
tente con la propuesta. Si se toma el limite en un tiempo inicial 7 = 0, la propuesta
de no frontera conduciria a condiciones sobre h;;(z.0), ¢(z,0) y sus derivadas. En la

prictica. la cosmologia cuantica raramente es estudiada mds alld de la aproximacién

semiclasica. en la cual W ~ Ae~!es en donde [,. es la accion cldsica (posiblemente
compleja) evaluada por la solucion de las ecuaciones de campo Euclideanas. En la
aproximacion semiclasica por lo ranto se trabaja sélo con condiciones a la frontera
en la métrica ¥ campos de materia que corresponden a la propuesta de no-frontera
ene el nivel clisico. En particular, se pide: (i) que la cuatro-geometria sea cerra-
das v {1r) que los puntos de silla de montar de 'a integral funcional correspondan
i soluciones regulares de las ecuaciones clisicas de cunpo que prescrll)vn los datos
Hll( Lides sobre X, Lo

Unac cuestidn que no es explicada por la propuesta de no frontera es la eleccidn de
un contorno de integracion para la integral de travestoria. Comno se menciond antes,
L integral de trayectoria sobre imétricas Euclideanas no corverge, v asi es necesario
incluir mdétricas complejus para hacer que fa integral de trayectoria converja. Tales
mctricas generalimente incluyen aquellas que 1:i son verdaderamente Euclideanas ni
verdaderamente Lorentzianas, y asi se tiene la imagen simple de tna geometria Eu-
clideana compacta cocida en una Lorentziana. que es sugerida por la *suavizacion
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de la geometria del universo en tiempo imaginario”, no es completamente correcta.
En general, se deberfa esperar una métrica verdaderamente compleja para interpo-
lar 1a Euclideana con la Lorentziana, y en general la geometria inicial deberia ser
sélo " aproximadamente Euclideana” y la geometria final sélo ” aproximadamente
Lorentziana” [48]. Desafortunadamente el criterio para lograr la convergencia de la
integral de trayectoria no distingue un contorno de integracién #nico, y la propuesta
de no frontera no parece ofrecer ningin indicio adicional de cmo deberia ser escogi-
do el contorno[49].

La no unicidad del contorno de integracion es ya un problema en el més simple
de los modelos no triviales del minisuperespacio concebidos, es decir, el universo
de FRW k£ = +1 con un término cosmolégico y sin otra materia el "modelo del
. minisuperespacio de de Sitter”. En el nivel semicldsico se puede clacular e™'aes
mediante el método de paso descendente. Hartle y Hawking discutieron esto en su
articulo original de "no frontera”[44], y dedujeron heuristicamente que un punto
particular de silla de montar produciria la contribucién dominante para la integral

“*: . de trayeetoria, es decir el punto de silla de montar correspondiente a la solucién

“clasica-Euclideana que hace la T hipersuperficie S* a una cuatro-esfera llenada a
menos de la mitad, o que hace a S® una cuatro-esfera llenada més de la mitad (ver
Figura 4).

Figura 4. Soluciones Euclideanas que corresponden‘a tomar-
una hipersuperficie de tres-esfera I, a una cuatro-esfera que
es: {a) llenada menos de la mitad: (b} llenada més que la
mitad, :

Sin embargo. su argumento no resiste un andlisis mas riguroso. Halliwell y Louko{43]
encontraron un medio de evaluar exactamnente la integral de trayectoria del minisu-
perespacio, y por medio de ello determinar explicitamente el contorno convergente.
Ellos mostraron cue este modelo simple posee contornos inequivalentes para los
cuales la integral de trayectoria converge. Estos pasan a través de diferentes puntos
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de silla de montar y conducen a distintas funciones de onda semiclasicas. Asi hay
muchas funciones de onda de no frontera, cada una correspondiendo a una eleccién
de diferente contorno. El problema persiste en los modelos més complicados[43].
Debido a que diferentes funciones de onda de no frontera podrfan conducir a predic-
ciones fisicas diferentes, la ambiguedad asociada con la eleccién del contorno pare-
ceria ser el problema maés significativo con la propuesta de no frontera que aun
permanece para ser resuelto.

2.8.2 La propuesta de tunelamiento

Una aproximacién alternativa debida a Vilenkin se refiere a que la condicién & la fron-
tera para la funcién de onda ¥, deberia ser tal como para incorporar la nacién de que
el universo "es tunelado de la nada a existir” sin hacer asi restricciones especificas so-

" bre la geometria ” inicial " como lo hace la propuesta de Hartle-Hawking. Hay mu;,fia_os

caminos posibles en los que una nocién asi pueda ser trasladada matematicamente
a una definicion de la funcién de onda ¥, y en verdad se han dado muchas formu-
laciones alternativas de la propuesta de tunelamiento. En particular la de Linde{11]
tiene una filosofia similar. Algunas de las primeras versiones fueron formuladas en
una manera similar a la propuesta de no frontera, en particular la propuesta de
Vilenkin[10] se hizo definiendc la funcion de onda mediante una integral funcional
sobre métricas Lorentzianas que interpolan entre una configuracién dada de materia
¢. la tres-geometria hy; y una tres-geometria @ igual a cero quedando

(h®) - .
Vihi;. 8.5 =5 f DgDoe'Slom ) (2.67)
) Yi4L . .

Vilenkin también dié una formulacion alternativa de la propuesta de tunelamiento
¢n términos de una condicion de frontera en el superespacio[10], en vez de una res-
triccion sobre las variedades incluidas en la integral de travectoria. Para forinular
las condiciones a la frontera en el superespacio es necesario considerar su frontera,
que se puede pensar como consistente de una tres-métrica y configuraciones de ma-
terin para las cuales la tres-curvatura es infinita. o | @ |— oc. Cotno se vio para
el ciermplo de S (Figura 1) no todas la tres-geometrias singulares corresponderan
& cuatro-geometrias singulares. pero es posible obtener ung tres-geometria singular
por medio de una rebanada degenerada de la cuatro-geometria. Por lo tanto, se
deberian distinguir los puntos en la frontera del superespacio que corresponden a
singrlaridades genuinas de la cuatro-geometria de aquellos que corresponden a re-
banadas degeneradas. La anterior se Hamard 7 frontera singular del superespacio ™,
voiaodtima T frontera no singular .

La propuesta de Vilenkin}l0] es que le funcidn de onda U, deberia ser limitada en
cualguier parte, y en fronteras singulares del superespacio ¥ incluye sélo modos-
salieates, i.e.. aquellos que llevan un flujo fuera del superespacio. Asi los modos
entrantes s6lo pueden entrar en una frontera no singular. Esta definicién es un
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tanto vaga cuando no hay una definicién rigurosa de la definicién de modos de
frecuencia negativa y positiva en el superespacio debido al hecho de que no posee
vectores de Killing[50], y asi nc es clata la nocién de cudles modos son ” salientes "y
cudles ” entrantes”. Ademds, la estructura del superespacio no est4 completamente
entendida, y no se ha mostrado rigurosamente que su frontera se pueda cortar en
partes singulares y no singulares.

La propuesta de tunelamiento se ha formulado con la aproximacién WKB del mini-
superespacio, en cuyo caso las nociones de frontera del minisuperespacio, de modos
entrantes y salientes estin definidas mds claramente. Ya que cada modo WKB os-
cilatorio ¥ = €' tiene una corriente J =~| A, |? VS,, en donde A es una regién del
superespacio, se pueden clasificar los modos como entrantes y salientes de acuerdo
a la direccién de VS, en la superficie en cuestion. Heuristicamente, la idea que
subyace en la condicién de frontera de Vilenkin es que el ensamble de universos
descritos por ¥ no deberiu incluir ningilin universo contrayendose desde un tamafio
infinito]|10], sino sélo aquellos que corresponden a ”tunelamiento de la nada”. La
condicién del ” flujo saliente” [10] concuerda con esta nocién al menos en el caso de
los modelos simples del minisuperespacio.

La versién del flujo saliente de la propuesta de tunelamiento concuerda con la for-
mulacidn de integral de trayectoria (2.67) en el caso del modelo del minisuperespacio
de de Sitter mds simple[10, 51], pero las dos versiones no parecerian ser equivalentes
es general[43]. Mientras que la funcién de onda de no frontera fija los datos iniciales
pero deja el contorno de integracién ambiguo. la propuesta de turelamiento fija el
contorng de integracion pero deja alguna ambiguedad en la especificacion de los
datos iniciales, ain cuando se imponga la condicién de flujo saliente[43, 54].
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2.9 Agujeros de gusano

2.9.1 Antecedentes histéricos

- Los primeros célculos formales de agujeros de gusano datan de 1935 por Einstein

y Rosen[55]. El término de wormhole no fue usado por ellos, sino el de puente a
lo largo de una hoja doble del espacio-tiempo. En aquellos tiempos no tenian una
nocion clara de teoria de campo y de particula.’ Einstein ¥ Rosen intentaron cons-
truir un modelo geométrico de una ”"particula” fisica elemental la cual fuera finita

‘'en cualquier lugar y que estuviera libre de singularidades, en la referencia [55] se cita:

" Estas soluciones involucran la representacidn maiemdtica del espacio fisico por
un espacio de dos hojas idénticas, siendo representada una particula por um puente
conectande estas hojas”

Ellos sentaron ideas generales sobre el concepto de agujero de gusano. En su traba jo
mencionaron dos tlpos de "puentes”, neutral y cuasicargado[56].

2.9.2 El puente neutral

El puente de Einstein-Rosen simplemente es la observacién de que un cambio de
variable adecuado parece hacer que desaparezca la singularidad de Schwarzschild.
Esto lo traducirfamos diciendo que hay algunos sistemas de coordenadas que cubren
naturalinente solo las dos regiones_ asintoticamente planas del espacio-tiempo de
Schwarzschild extendido maximamente. La regién interior que contiene la singula:
ridad de curvatura de Schwarzschild no estd cublerta por ninguno de los sistemas
Einstein-Rosen o coordenadas isotropicas.

Consideremos la geometria de Schwarzschild en unidades geometrodinamicas ¢ =
. _ — — — Iy
Gz=lvmp=bp=Tp=vh

dr- 2 12 . )

= “{1 - Z\[ F)(H W boredQ”, (268)

Haciendo e cambio de xarmble 0t =~ ’11 entonces (2.68) se puede poner en la
fortma de Finstein-Rosen

2

ds? = = — bl 2M)du? (0 + 2M )2, (2.69)

ut 2 W

en donde w € (-, +x). Con este cambio se descarta la region que tiene la sin-
aularidad de curvatura r € {0,2M) y cubre doblemente la region asintdticamente
plani, » € [2M.+2¢). La regién cerca a u = 0 se interpreta como un ”"puente”
conectando dos regiones asintoticamente planas, una cercana a u = +00 y la otra
a u = —2x. Para tratar de entender esto pensemos en una suvperficie esférica en la
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cual consideramos la coordenada u como constante. El drea de esta superficie es
A(u) = 4n(2M + u?)%. La cual tiene un minimo en u =0, con A(0) = 4r(2M)32.

La parte mds angosta de la geometria se define como la " garganta”, mientras que.
la regién maés cercana es llamada el "puente”, o lo que seria lo mismo, el agujero de:

gusano.

La construccién de Einstein-Rosen no funciona si M < 0. La construccién requiere
la existencia de un horizonte para hacer la transformacién de coordenadas. La
solucién de Schwarzschild de masa negativa tiene una singularidad despiida, no hav
horizonte, y la construccion. del "puente” falla. El resultado principai de cstas
observaciones es que el "puente de Einstein-Rosen” neutral, o también llamado
" agujero de gusano de Schwarzschild”, es idéntico a una parte de la geometria de
Schwarzschild miximamente extendida.

Vﬁ
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Figura 5. Representacion esquemuitica de un puente de
Einstein-Rosen.

2.9.3 EI ;juente cuasicargado

Para estudiar ¢l puente de Einstein-Rosen "cuasicargado” empezaremos con la geo-
- wetriu de Reissner-Nordstrom (un agujero negro cargado eléctricamente de carga Q
v masa M). En coordenadas de Schwarzschild tenemos
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dr?
1-2M/r + Q%/r?
Para hacer la construccion del puente, Einstein y Rosen tuvieron que realizar una

mutilacién de la teoria, encontraron que tenian que invertir el signo del tensor de
energia-esfuerzo, de tal forma que la densidad de energia del campo electromagnético

+7r4dQ% - (2.70)

ds® = —(1 — 2M/r + Q*/r*)dt® +

fuera negativa. La geometria resultante es la de Reissner-Nordstrom. En las coor-

denadas de Schwarzschild

dr®
2 _ (1 L2 /02) 42 2 02
ds* = —(1 = 2M/r — ¢ /r*)dt +1—-2M/r+52/r2+rdﬂ' (2.71)
Haciendo M = 0, la métrica anterior se reduce a
ds? = (1 — & /r?)dt? + d e i (2.72)
por consiguiente para M = 0, el cambio de coordc_enada u?=72—¢?/2lleva a
‘ o
2 2 a2 -
ds® = -Tz/?dt + du® + (u + €2/2)%dQP. | (2.73)

Esta zeometria representa un 2bjeto cuaswargado sin masa, cliya densndad de ener-
sl es negativa en cualquier parte. Aun hay un horizonte en r = ¢, u = 0. Einstein
v Rosen interpretaron a este objeto como un "electron”.

La justificacion para la mutilacién de la teoria es que para M = 0 la solucion
de Reissner-Nordstrom es una singularidad desnuda.  No tiene horizonte. asi que
I construccion del puente no es posible. El cambio de @Q* — —¢* es realizado
merammente para evitar la aparicion de una singularidad desnuda.

2.9.4 EIl puente generalizado

Mediante os dos ejemplos anteriores discutidos por Einstein v Rosen. es fiacil gene-
ralizar kv construceion del puerte. Consideretnos una geometria simétrica arbitraria
e poseaun horizonte de eventos que pueda o no tener alguna forma no especificada
de materia que rodee el horizonte de eventos. La métrica puede ser escrita en la
forma

dr?
Para esta geometria el horizonte ocurre en r = ry. en donde 7y estd definido por la

ceuacion b{ry )} = ry. Luego introducimos una coordenada u dada por u? = r — ry,
AsE tenenmos que

ds? - = L b(r)/r]dt? + + 72O (2.74)
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2 _ et _ rH+u —blrg +u?) , ,
ds* = wire [1 b(r) /r]dt’-i- oy dr

ry +u wldu® + (rg + u?)?d0%.  (2.75)

ri + u? — b(ryg + u?)

la regién cercana a u = 0 es el puente conectando la regién asintéticamente plana
cercana a 4 = +0c con la regién asintéticamente plana cercana a n = —o0. Cerca
del puente/horizonte tenemos r = ry, y u = 0, entonces (2.75) se reduce a

T+ u?
1 —_U(TH)

Esta métrica cualitativamente tiene la misma forma que los puentes neutrales y
cargados de Einstein-Rosen, lo cual se puede ver més ’fa’.cilmente introduciendo las
constantes A y B, y reescribiendo la métrica como

ds? =~ 1 = Y(ry)/ru|de® + 4 du? + (rg +u?)2dQ%  (2.76)

ds? ~ —A%udt? + 4B%(u? + ry)du® + (u® + ry)2dQ2 (2.77)

Esto muestra que la clave de la construccién de puentes en el espacio-tiempo es
meramente la existencia de un horizonte.

Por completez, notemos que lejos del puente u — +u. La falta de llanura implica
que (1) — 0. y b(r) — 2m, asi que se tiene

— 2
d.{’z—hn 2m+udt 4 (r”+u)u

ry + u? ry —2m+

—du? +(ru + u?)2dQ0?, (2.78)

la cual es similar a la forma canonica de Einstein-Rosen.

2.9.5 La espuma del espacio tiempo

Después del trabajo pionero de Einstein-Rosen en 1935, por veinte afos no se rea-
lizaron mss trabajos relacionados con el tema de agujeros de gusano. Pero €n 1955
Wheeler revivio el interds en el estudio de agujeros de gusano al estudiar temas de
topologia en refatividad general.[57]

Los “zeoanes” son inestabilidades hipotdéticas v a su vez soluciones de las ecuacibnes
de campo de Einstein-Maxwell cotubinadas (gravedad +electromagnetlsm0)[4} Whee-

ler escribio en su trabajo de 1933[57):

['no puede considerar una métrica la cual es completamente plana excepto en
dos regiones muy separadas, en donde una doble conezidn es evidenciada como se
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simboliza en la Fig. ..."

la figura a que se refiere es la mostrada a continuacién.

Figura 6. Agujero de gusano de Wheeler: ”"Representacién
esquemnética de lineas de fuerza en un espacio doblemente
conectado. En el continuo superior las lineas de fuerza se
comportan como sj cargas iguales y opuestas estuvieran lo-
calizadas en las bocas del tunel”.

Algo interesante que se debe recalcar es que esta es la primera representacion grafica

de un agujero de gusano. Tal parece que el término “geon™ fue creado por Whee-

ler para denotar una "entidad gravitacional-electromagnética”, pero en el lenguaje

moderno el geon debe pensarse como un " cuasisoliton gravitacional-electromagnético
" inestable”,

Por otro lado, la observacion de Wheeler se puede usar como la base para constru-
ir un modelo clasico de carga distinto-de cero con una densidad de carga cero en
cwadquier parte: {

“La divergencia general de perturbucion electromagnética libre que oscila en el espa-
1o alrededor de una de estas ‘bocas del binel” enviard adelante o las leds de uerza
en ol eapacto, y parece tener una carga. Sin embargo un nimero igual de lineas de
Jurrza debe entrar en la regién de perturbacion del tinel. Por consiguiente la otra
hovn del tinel debe manifestar una carga igual y opuesta”™ {57].

El trabajo de Wheeler mostraba dos direcciones de investigacion, uno era estudiar la
dinamica clisica de los agujeros gusano, v la otra era estudiar el proceso gravitacional
cuidntico que debe dar lugar a tal tipo de configuraciones del espacio-tiempo. Esto
condujo al concepto de “espuma del espacio-tiempo”, y junto con Misner en 1957(71]
incursiond en la fisica concebida como geometria. En ese articulo por primera vez
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se utilizé la palabra *wormhole™:

”Hay un flujo neto de lineas de fuerza c través de lo que los topdlogos llamarfan una

agarradera de un espacio multiplemente conectado y que los fisicos deberian qu:zds
ser excusados por un término mds vivido un ‘agujero de yusano’ ”

Lo interesante de] trabajo de Wheeler fue que renové el interés en el estudio de los
agujeros de gusano y fueron sentadas algunas bases para el estudio geon:étrico de la
fisica.

En la actualidad se han marcado lineas muy claras y precisas sobre ¢l estudio de los
agujeros de gusano(56]. Para concluir esta introduccién histérica comentaremos la
clasificacién de los agujeros de gusano.

2.10 Clasificacién de las agujeros de gusano

La division més grande entre los agujeros de gusano es la conocida como agujeros
de gusanc Lorentzianos y Euclideanos. Esto se refiere a si la variedad en la cual
reside el agujero de gusano es una variedad Lorentziana (pseudo-Riemanniana) o
una variedad Riemanniana verdadera (con métrica de signatura Euclideana).

Una definicién més formal del concepto de agujero de gusano es la siguiente(56]

Definicién 1 Un agujero de gusano es cualquier regién compacta del espacio tiem-

pu con una frontera tapoldgicamnente simple pero con un interior topoldgicamente no
trivial,

En la clasificacion de los agujeros de gusano Lorentzianos nos referimos a varie-
dades “permanentes” ("cuasipermanentes”) y "transitorios”, cada una de las cuales
tiene subespecies " intra-universo™ e "inter-universo” dependiendo de st el agujero de
susino coneeta o no regiones distantes de un universo a €l inismo o conecta universos
d:f( rentes en el multiverso. Cada subespecie se divide en variedades "macroscdpicas”
¥ "microscopicas” §58).

- 2.10.1 Agujeros de gusano permanentes y cuasipermanentes

- Si dividimos una region del espacio-tietupo en hipersuperficies tipo espaciales, y

a cada division del espacio, la pensamos como una variedad Riemanniana tres-
ditensional, si contienen un agujero de gusano, entonces el agujero de gusano podria
pensarse que cxiste un cierto tiempo. A ral agujero de gusano se le conoce como

 agujero de gusano cuasipermanente . Los ¢gujeros de gusano cuasipermanentes son
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esencialmente objetos tres-dimensionales que existen por un .iempo finito distinto
de cero.

La existencia de agujeros de gusano verdaderamente permanentes (lo opuesto a los
cuasipermanentes) no viola ninguno de los te:. :mas cldsicos de cambio topolégico.
La creacién y destruccién de agujeros de gusano cuasipermanentes violan los teo~
remas cldsicos de cambio topoligico y requieren ya sea de alguna mutilacién de la
relatividad general cldsica o recurrir a alguno de los mds raros esquemas para, intro-
ducir la gravedad cuéntica { po- ejemplo " variedades casi-Lorentzianas en cualquier
parte” o violaciones de causalidad).

Una definicién mds técnica es[56]

Definicién 2 Si un espacio-tiempo Lorentziano contiene una regidn compacta {2,
y si la topologia de Q es de la forma 2 ~ R X L, en donde T es una tres-variedad
de topologia no trivial, cuya fronters tiene topologia de la forma 8L ~ 82, y si
ademds las hipersuperficies ¥ son todas tipo espacial, entonces la region {1 contiene
un intra-universo de agujeros de gusano permanentes.

Los intra-universos de agujeros de gusano cuasipermanentes son mas dificiles de
caracterizar. No se puede confiar solamente en la informacién topoldgica (como
contraria a la geométrica) cuando la topologia no es suﬁcnente para caracterizar
dnicamente una conexion de inter-universo.

2.10.2 Agujeros de gusano transitorios

Los agujeros de gusano transitorios son intrinsecamente ob jetos cuatro-dimensionales.
Este tipo de agujero de gusano estalla hacia adentro y hacia fuera sin tener una es-
tructura topologica de la forma @ ~ R x .

Cualquier region compacta 2 con frontera 9 ~ S* que contiene una topologia no
trivial es ciertamente un agujero de gusano transitorio (intra-universo). Por hipotesis
fa topologia de £ no es de la forma R x L.

Un inter-universo de agujeroe de gusano tipicamente ticne una region ™ activa™ con
topologia 2 ~ R x S°. La frontera es entonces 39 ~ S*US?, Los agujeros de gusano
transitorios no satisfacen los teoremas clisicos de cambio topoldgico, y requieren la
Cmuatilacion de la relatividad general para permitir los procesos clisicos de cambio
topologico.
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Figura 7. Inter-universo de agujero de gusano con topologia
trivial 2 ~ R4, Un "cuello” o "garganta”conecta el universo
"bebé"” a su padre.

2.10.3 Agujeros de gusano macroscépicos y microscépicos

Otra clasificacion un tanto vaga, es la subespecie de agujeros de gusano macroscopicos
y microscdpicos, dependiendo del tamafio de la region activa relativa a la longitud
de Planck.

2.10.4  Agujeros de gusanoc de Wheeler

Como se menctono en la Subseccion 2.9.5, los agujeros de gusano de Wheeler derivan
su existencia de la suposicién de que hay fluctuaciones del vacio en la espumna -
del espacio-tiempo. son microscopicos por naturaleza y son tipicamente transito- !
rios. aungue con sucrte pueden surguir con la topologiu adecuada para considerarse
cuasipermanentes. :

2.10.5 Agujeros de gusaxio transitables

Los agujeros de gusano transitables son agujeros de gusano Lorentzianos que son
cuasipermancentes v macroscopicos los cuales pueden ser transitados por seres hu-

- manos. También existe la version Euclideana, sélo que en esta variedad el * viaje”
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a través del agujero de gusano se realizaria en un ” tiempo imaginario”. El estu-
dio de los agujeros de gusano, tuvo un renacimientc en los afios ochenta debido al
estudio del problema relacionado con las ” méuinas Jdel tiempo” (ver al apéndice A).

2.10.6 Agujeros de gusano Euclideanos

Los agujeros de gusano Euclideanos son tipicamente ” transitorios”. Aunque algunos
pueden ser cuasipermanentes con topologia {2 ~ R x L (en donde R es una coorde-
nada de "tiempo imaginario” y ¥ una topologia espacial no trivial).

Comunmente los agujeros de gusano Euclideanos son considerados como "instan-
tones” en el campo gravita{ ::al. Muchos de los modelos considerados en la li-
teratura tienen simetria O{4:. En efecto, tipicamente M ~ R x 53, con R una
variable radial Eucideana. Si se adoptan las técnicas de cuantizacién canénica, los
agujeros de gusano transitorios surgen sélo mutilando el espacio fase cldsico de la
teoria Lorentziana fundamental.

Los agujeros de gusano Eucideanos han sido de considerable interés para la fisica de
particulas v la relatividad general. Sirvieron de base, por ejemplo, para el intento de
Coleman de explicar el problema de la constante cosmoldgical61]. Algunos creen que
la agudeza y sutileza implicada en esta propuesta deben ser recogidas del siguiente
comentario de Coleman|[61]:

" Sin embargo, he encontrado esta teoria muy atractiva en varios aspectos, debo
enfatizar su cardcter espectlativo. Se basa en la dindmica de agujeros de gusano
(Fuclideanos) y la formulacion Eucideana de la gruvedad cudntica. Asi pues, es
wn casa doblemente construida en la arena. Los agujeros de gusano (Euclideanos)
pueden o cristiv, 6, si eristen, sus efectos deben ser arrollados por aquellos de
alyunas conflguraciones mds ercticas. Asimismo, la formulacion Euclideana de la
arovedad cwidintica no es un tema con fundamentos firmes y reglas de procedimiento
claras: encoeerdud, es mds como una huelle en un pantano. Pienso que me he desliza-
docon seyuridad, pero stempre es posible que desconociéndo yo mismo, he elevado -
mi v uello en arena movediza y me he hundido rdpidamente.”

Las idens de Coleman han sido estudiadas por numerosos autores. Algunos trabajos
de nterds son por ejemplo, " Una catdstrofe de agujeres de gusano ™ [63], © El escape
de lcamennza de los agujeros de gusano gigantes "|64] v 7 El regreso de los agujeros
de gusano gigantes " [65]. Otras referencias sobre este tema son [67].

Fischler ot ol [66] estimaron que el nimero de universos en el multiverso debe ser

140 - ™ . ) .
mayor que 10M7, es decir. del orden de gogolplexus. S6la que en su estudio los uni-
versos no son habitables por nosotros, ya que encoatraron que la mayoria de estos
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universos son frios, oscuros, y vacios.

En la comunidad cientifica ha habido cierta tensién sobre cuestiones de consistencia

interna de estas ideas. Ver por ejemplo, Unruh(68]. En ese articulo se presenta una
resefia sobre los puntos oscuros de la gravedad cudntica Euclideana con atencién
particular al tema de los agujeros de gusano[68].

2.10.7 Agujeros de gusano cuanticos

En lo expuesto anteriormente, hemos visto que los agujeros de gusano son métricas
Euclideanas o Lorentzianas que consisten de dos grandes regiones unidas por un
tubo estrecho o garganta. Los agujeros de gusano macroscépicos proveen el me-
canismo para la evaporacién de hoyos negros[72], mientras que los agujeros de gu-
sano microscopicos parecen tener un efecto importante sobre las constantes fisicas,
particularmente la constante cosmoldgical6l, 73]. -Los agujeros de gusano se han
estudiado principalmente como instantones, soluciones de las ecuaciones de campo
clasicas. Pero las soluciones tipo agujero de gusano ocurren sélo para ciertos tipos
especiales de materia que permiten al tensor de Ricci tener eigenvalores negativos.

Hawking propuso una aproximacidn diferente para el estudio de agujeros de gusano,
en ella son considerados no como soluciones de las ecuaciones clésicas de campo
Euclideanas, sino como soluciones de la ecuacion mecédnico-cudntica de Wheeler-
DeWitt, Estas funciones de onda deben obedecer ciertas condiciones de frontera
para que representen agujeros de gusano. Esas condiciones parecen ser que:

i} lu funcidn de onda es amortigiada erponencialmente para tres-geomelrias
grandes.

it) la funcién de onda es regular en alguna forma adecuada cuando la tres-
geomelria se colapsa a cero,

Ln la aproximacion de dilucion de agujero de gusano, uno puede tratar con cada
arujero de gusano separadamente. como uniendo dos regiones asintéticamente Eu-
chdeanas. Con el fin de fundamentar las condiciones de frontera arriba sefialas,
seguiremos la justificacion de Hawking|72], considerando métricas Euclideanas de
topologia B x 8% La idea es estudiar el efecto de los agujeros de gusano sobre
L fistea en las dos regiones asintGticas a bajas energias comparadas a la escala de
Planck. Para ello se quiere calcular las funciones de Green

(e(z1)o(z2) - - - dy1)e(ye) - - - ), (2.79)

en donde £y, Zo.... ¥ 1y, ¥, ... son puntos en las doe regiones asintéticas lejanas del
agujero de gusano. Estos puntos efectivamente se pueden tomar que estén al infinito
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en el espacio plano. Las funciones de Green se pueden factorizar introduciendo un
conjunto completo de agujeros de gusano: ,

(O(e1)(za) - S)0(ue) -+) = D2(01 @la)olan) - | )
X% | o()d(w2) -+ [ 0),  (2.80)

en donde | 0) es el estado de vacio en la ausencia de agujeros de gusano, y | %) son
un conjunto completo ortonormal de estados de agujero de gusano[72]. Traterca
ahora de entender qué son estos estados de agujero de gusano. Sea S una seccidn
recta. una tres-superficie que separa las dos regiones asintdticamente Euclideanas.
Entonces los estados de los agujeros de gusano se pueden describir mediante fun-
ciones de onda W, (h;, ¢o) las cuales dependen de las tres-métricas h;; y los campos
de materia ¢p sobre S. Las funciones de onda obedecerdn la ecuacion de WDW y
las ecuaciones de constriccion de momento”

1 _ 62
H¥, = {“'Q'mpzhf_m (hiJh‘jm + himbjt — hijhim Shidhe S
-——mf,hlma)R + = h1/2T"'" [ 0y ]}\Pk(hu.tbo) 0, (2 81)
' ] : .0
H'Y, = 2zm o+ T {on. —i—| 2Wir(hij. @0) = 0, (2.82)
(Sh,J 0 0 -0 _

en todas las tres-métricas finitas A;; distintas de cero. En las ecuaciones arriba
muostricdas. We(h,,. oy) representa los estados cudnticos del universo, hy; es la midtrica
sobre una tres-superficie S v oy es el valor de © en §. Pero si las funciones de on-
da corresponden a agujeros de gusano en vez de otro espacio-tiempo, deberian de
abedecer ciertas condiciones de frontera cuando by, degenera, deberian de expresar
el hecho de que la cuatro-métrica es no singular, No es claro que estas condiciones
se e hen de aplicar en el superespacio completo de todas las tres-métricas, pero en
los modelos del minisuperespacio. parece ser razonable suponer que la funcion de
otredin debe ser regular, o (dependiendo del orden de los factores) debe ir como una
potencia del radio de a cuando @ tiende a cero, y ciertamente no deberia oscilar un
nutiero infinito de veces.

Liw condiciones de frontera cuando la by, es grande. deberfan de expresar que la
ctidro-mctrica os asintoticamente Fuclideana, Esto se puede interpretar diciendo
que no hay excitaciones gravitacionales en el estedo asintdtico. Si también se imn-
pone it condicion de frontera de que no hdya excitaciones de materia en la region
asintotica. se deberia obtener un " estado base”™ o funcion de onda de vacio ¥,.
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Hawking definié el estado base paia los agujeros de gusano mediante una inte.
gral de trajectoria sobre todas las métricas de la topologia S° x R! las cuales son
asintéticamente Euclideanas en cada final de la R!. Los campos de materia en la
integral de trajectoria estarin normalizados equivalentemente a cero en cada final
de la R'. Esto significa que la funcién de onda para el estado base de agujero de
gusano serd idéntico al del estado vacio, y estard dado por una integral de trajectoria
sobre todos las métricas asintéticamente Euclideanas y todos los campos e materia
asintGticamente cero que tengan los valores dados en la superficie S. Por otro lade,
las soiuciones de Ja ecuacién de WDW que son regulares para a = 0 y ariortiguadas
para radios grandes se pueden interpretar como "estados excitados” de agujero de
gusano.

Las funciones de onda de éstados excitados de agujero de gusano también pu=den
representarse por integrales de trajectoria. Las métricas en las integrales de tra-
jectoria son asintSticamen’e Euclideanas, lo cual significa que no hay excitaciones
gravitacionales asintoticamente. Pero los campos de materia tienen fuentes en in-
finito, lo que se puede interpretar diciendo que allf las particulas materiales pasan
a través del agujero de gusano. El término "en infinito” significa a distancias muy
grandes comparadas con la escala caracteristica del agujero de gusano.

Para tratar de entender esta situacion, empecemos con una funcién de onda que
describa el conjunto de todos los universos posibles. Esto significa que el punto de
partida de la teoria de Hawking debe ser un conjunto infinito de universos paralelos,
i.e.. la funcioh de onda del universo se supone que es mayor cerca de nuestro propio
universo y se extiende sobre todos los universos posibles.

En esta perspectiva se debe tener claro que la definicion de la palabra universo ya
no es " todo lo que existe”, sino "todo lo que puede existir”. En la Figura 8 se apre-
cia como la fupcion de onda de! universo puede extenderse sobre varios universos
posibles, siendo nuestro universo el més probable, pero ciertamente no el tinico. Y
puesto que la cosmologia cudntica supone que la funcién de onda del universo per-
mite que estos universos estén conectados, los agujeros de gusano pueden desarrollar
¥V UNIE eStos UNIversos. :

Podemos pensar en una coleccion grande de burbujas de jabén, suspendidas en el
aire. Normalmente cada burbuja de jabén es como un universo en si mismo, excepto
que periodicanente choca con otra burbuja, formando una més grande, o se divide
en dos burbujas mds chicas. La diferencia es que cada burbuja de jabon es ahora
un universo entero diez-dimensional. Ya que espacio y tiempo pueden existir sélo
en cada burbuja, no hay tal cosa como espacio v tiempo entre las burbujas. Cada
universo tiene su propio "tiempo” autocontenido. Asi carece de significado decir
que el tiempo transcurre al mismo ritmo en todos estos universos. Se cree que la
mayoria de estos universos son universos muertos desprovistos de cualquier vida. En
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estos universos, las leyes de la fisica fueron diferentes, y de aqui que las condiciones
fisicas que hacen posible la vida no fueron satisfechas, ver la Figura 9.

La teoria de los ” universos bebés” de Hawking, sin embargo, no es un método
practico de transportacién, y ha levantado cuestiones filoséficas y religiosas. Entre
los principales debates que han surgido se encuentran, el principio antrdpico y la
revisidn del gato de Schrédinger{74].

i FUNCION DE
. ONDA
X ' DEL
1 UNTVERSO

! " 4 Y 4
. v g ¥
OTROS

UNIVERSO USTVERSOS

NUESTRO

Figura 8. En la representacion de la funcion de onda del universo,
fir funcion de onda esta mas concentrada alrededor de nuestro uni-
verso. Vivimos en nuestro universo porque es el mas probable, con
ta probabilidad mayor. Sin etnbargo, hay una pequena probabili-
dad distinta de cero de que la funcién de onda preficra universos
paralelos vecinos. Asi. las transiciones entre universos pueden ser
pesibles (aunque con une muy baja probabilidad).

41

B UV P S




!
4

Fizura 9. Nuestro universo debe ser uno del niimero infinito de universos

paralelos, cada uno conectado a otros por una serie infinita de agujeros .

“de gusano. Es posible viajar a través de estos pero es extremadamente

inHrobable.
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2.10.8 La interpretacion de muchos mundos

La interpretacion de muchos mundos (IMM) de la mecédnica cuéntica en cosmologia
cuintica, es una teoria de la medicién, v estd relacionada con la descripcién de
cémo se ve el universo para nosotros los seres humanos. En algin estado durante

cualquier medicién, la informacién es digitalizada, y esto es verdad atn para la-

medicién de variables continuas, por ejemplo la posicién y el momento. Podemos
modelar cualquier medicién mediante una medicién de una variable discreta.

Supongamos que la variable discreta que deseamos medir tiene dos estados |1 )} y
[1 ) (los cuales pueden representar un electrén con espin hacia arriba y espin hacia
abajo, respectivamente). En la imagen de la IMM una medicién consiste en cor-
relacionar los estados del sistema oe serd medido con los estados del aparato de
medicién. Ya que se tienen dos posi:ics estados del sistema, es conveniente permitir
que el aparato de medicién designad 4 medirlos, tenga tres estados | n),.| u) y | d},
en donde | n) representa un estado neutral en el que estard ei aparato de medicién
previamente a la medicién.

El proceso de medicién debe ser representado por un operador unitario M con las
propiedades

M1} n) =) u), (2.83)

ML) n)=[L)d), (2.84)

en donde se ha supuesto que el estado del aparato | n) es para registrar al sistema
en ol estado |1 ) si en efecto esta en ese estado, y || ) para registrar al sistetna en el
estado | d) si en efecto estd en ese estado. El universo y el aparato de medicion son
considerados como un sistema cudntico simple. También se supone que ¢l aparato
de medicion no tiene ningun efecto sobre los eigenestados del sistema cuando se hace

~una medicion. Tal medicion se denomina ™ medicion von Neumann "[T5} y consti-

tuve la medicion de interferencia minima que se puede hacer en el sistema.

Ya que toda la dinamica en mecdnica cuantica ocurre via aperadores unitarios li-
neales. y v que en mecanica cuantica se supone que cualquier estado es un rayo
en almin espacio de Hilbert, lo que significa que puede ser representado como una
combinacion lineal de estados que expanden el espacio de Hilbert, y de las ecuaciones
(2.23) v {2.81) también definimos el efecto de una niedicion M sobre cualquier estado
Led = o fT Y+ 3|1 ) en donde a v 3 son constantes

Migyln) = M@It)+811)In),
Ma [T )in) +31L) | n))
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= alt)|w+ell)a). (2.85) .

Si consideramos a los seres humanos y més generalmente a los objetos macroscipicos
como objetos mecdnico cudnticos (si por ejemplo | u) y | d) son considerados como
estados mentales de seres humanos) entonces (2.85) conduce a la conclusién de que
una observacién por un ser humano sobre algin sistema que no es un eigenestado
del observable, resultars en el observador humano dividida por la observacién: en
un ” mundo” el sistema estara en el estado {T ) y el observador lo medirda como
estando en el estado |T ) (esto es, el observador estard en el estado | u)}), y en el otro
" mundo” el sistema estard =i el estado || } y el observador lo medird como estando
en el estado || ). La aceptacién de esta conclusién intuitiva es la interpretacién de
muchos mundos.

Por otro lado, la suposicién de que el universo entero es dividido por una medicién no
es cierta. Sélo se divide el sistema observado/observador; sélo la porcién restringida
del universo sobre la que actia el operador de medicién M se divide. Si se considera
a | Cosmos) como la parte del universo que no es afectada por M, entonces el estado
del universo entero antes de la medicién es

M| %) |n) | Cosmios) = a|t)]u)|Cosmos)+8IL)|d)|Cosmos)

(]

= (a|t)|u)+A1l)]d)|Cosmos), (2.86)

lo cual muestra-que | Cosmos) no es dividido. Si el aparato de medicién.es un
ser humnano, Tipler[76] comenta que cualquier interaccién con el resto del universo
dividird al ser humano si la interaccién es tal que resultaria en estados diferentes
del organismo humano que sean distinguibles por un sistema sensorial humano. La
division se denota por correlaciones entre el humano y los varios subconjuntos del’
universo con los cuales interactia.

Debido a que la informacion almacenada por los seres humanos es finita, el conjunto
de todas las posibles medjciones pueden dividir a un ser humano sélo en un nimero
finito de piezas. En [76] se da una estimacion aproximada para el limite del nimero
de piezas que pueden obtenerse suponiendo que cada dtomo en un-ser humano puede
estar en dos estados distinguibles por la consciencia humana. Puesto que el nimero
de dtomos en un ser humano es de alrededor de 10%%, el limite buscado es 2 elevado
a la potencia 10%, el cual es un nimero muy grande pero finito.

Ya que en una medicion de von Neumann en el aparato de medicién ocurre un
catnbio mds drastico que en el sistema, es mds apropiado considerar al observador
como dividido en lugar del universo. Ademas, el observador se divide porque estd
destinado a dividirse. Un aparato de medicién se define como un sisterna fisico que
experimenta un cambio fisico suficientemente grande para ser detectable facilmente
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por los humanos cuando interactiia con el sistema pa:a ser medido. El aparato de
medicién también debe ser capaz de ir a varios estados macroscopicamente distin-
guibles como una consecuencia de la interaccion de la medicién. En el ejemplo antes
considerado, si el sistema estd en el estado {T ), el aparato registra este hecho al
experimentar un cambio dréstico del estado | n) al estado | u), y si el sistema estd
en el estado |} ), el aparato debe experimentar un cambio drastico de | n) a | d). De
estos requerimentos fundamentales, el aparato se debe dividir si M es un operador -
lineal.
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Figura 10. Ramificaci3n de un universo cudntico. Antes de que ocurra
la primera interaccién que puede codificar una escala de medicién, el
" universo, representado antes de que ocurra esta interaccién como una

serie de lineas onduladas, que no tienen radio. Después de que ocurre -

la pritnera interaccion escalada. el universo ha sido dividido por las in-
teracciones en un gran numero de ramas. en cada una de las cuales es
vista una evolucion esencialtmente clasica. Estas rarnas son represen-
tielas por senos, cuda uno de los cuales va a través de la singularidad
final al tiempo conforme ¢ = 7. La coleccidn de tedos los senos represen-
it todus los modelos de Friedimann cldsicos. Cada curva es representada
por por Runas. el ridio del universo en expansién méxima, En e} uni-
verso cuantico, todos los universos cldsicos estan presentes, un universo
clasico define una rama simple.
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2.11 Aproximacién WKB

El comportamiento cldsico de un sistema estd determinado al resolver las ecua-
ciones del movimiento sujetas a condiciones iniciales apropiadas. Por lo general una
ecuacién diferencial de segundo orden o dos ecuaciones diferenciales de primer or-
den para cada grado de libertad. La “primera integral” de estas ecuaciones, es la
conocida energia total '

2 dt

la cual es una constante de movimiento. Esta es una ecuacidn diferencial de primer
orden, y se puede integrar directamente, para el caso de una dimensién tenemos

E=im (ﬁ)2 V), (2.87)

m dr’ ,
t(x) - 1o = 6/; m . ‘ \288)

Los "puntos de retorno” en los cuales la energia potencial es igual a la energfa total,
E = V(z). da los limites del movimiento; ahi la velocidad se hace cero. Supongamos
una particula de energia total E < V; incidiendo desde la izquierda sobre una barrera
de potencial de altura Vp, tal. como se muestra en la siguiente figura.

Vo

- e m em e s e e ___E

Figura 11. {na barrera de potencial rectangular. Una
particula de energia E < Vj estd incidiendo desde el lado
izquierdo.

Podethios observar que el punto de retorno ocurre en la pared del potencial, donde
I particula s reflejuda: de esta forma la barrera de potencial determina una "re-
gion prohibida” lacual no puede traspasar la particula. Se tiene que la particula
nunea se encontrari en la region clasicemente permitida a la derecha de la barrera
de potencial. '
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En la mecdnica cuintica tenemos un resultado diferente al hacer el mismo anélisis.

En este enfoque, la particula es descrita en cada regién mediante una funcién de
onda ¥(z), la cual satisface la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo,

& 2m _
(m + -HQ-[E - V(a;)]) ¢(3) =0, _ (2.89)
en donde el potencial estd dado por
_ W% =<, -
V(z) = { 0 [z|>L. _ .2.90)

En ia regién del lado izquierdo, la solucién ¥, representa una funcién plana entrante
(normalizada a amplitud uno) y una onda reflejads; ¥; = €** + Re™**, mientras
que.en la regién del lado derecho sélo hay una onda trasmitida, ¥g = Te™™, en los
dos casos el niimero de onda de de.Broglie es k = A~'vV2mE. A partir de estas
ondas planas se pueden construir paquetes de ondas localizados que proveen una
mejor descripcién de una particula. '

En la regién cldsicamente prohibida, la funcién de onda consiste en exponenciales
crecientes y decrecientes, ¥, = Ae™ + Be™*, en donde el pardmetro « estd dado

por k= h™!y/2m(V, — E). .

Ya que la probabilidad de encontrar a la particula entre x y z + dz estd dada por el
valor absoluto cuadrado de la funcién de onda, | ¥(z) |, la teoria cudntica predice
un comportamiento notablemente diferente (hay una probabilidad distinta de cero
de encontrar a la particula lejos del lado de la barrera) de ” tunelamiento” a través
de la region prohibida. La probabilidad de encontrar a la particula lejos de la barrera
de potencial (la probabilidad de tunelamiento) estd dada simplemente por

P= Jf” =T, (2.91)
en donde
o s ko 0y Oyt
I omi (L oz ‘oz )’ (2.92)

es la corriente de probabilidad. Evaluaremos la probabilidad de tunelamiento en el
“Nimite kL >> 1. i.e., cuando Vo >> E. Por consiguiente tenemos que
P ox e, (2.93)

Supongamos ahora que el potencial ya no es de forma constante, sino de forma
arbitraria. entonces ia ecuacion de Schréodinger se debe resolver exactamente sélo
para unas pocas elecciones del potencial ' (z). Para potenciales arbitrarios se debe
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cambiar a algin otro esquema. Si el potencial ” varia lentamente”, tal que su cambio

sobre una longitud de onda de Broglie es mucho més pequefia que la energia cinética, |

v
dz | E-V(z)|

la aproximacién WKB o semicldsica es valida [77]. En este caso las soluciones
aproximadas (de més bajo orden en i) son

A I, (2_94)

Y(z) x \ﬂ:(—m)e*"ﬂ Ml (2.95)

en donde k(z) = h"\/ 2m[E — V(z)]. Cerca de los puntos clasicos de retorno | E —
«+ V{(z) | es pequena y las soluciones WKB no se aplican; ahi se usa una aproximacién
' lineal para el potencial con el fin de relacionar las funciones de onda oscilatorias y
exponenciales las cuales se obtienen para ambos lados de estos puntos. Estas son las
"férmulas de conexién” WKB. Para el lado derecho de la barrera sélo hay una onda
transmitida; las férmulas de conexion generan la funcién de onda exponencial de la
regién prohibida, y aplicandola de nuevo a esa, la onda oscilatoria para la barrera de
la izquierda. Habiendo obtenido las ondas incidente y trasmitida, es ficil calcular
ta probabilidad de tunelamiento; en el limite cuando V >> F obtenemos

ST Y 29)

aqui ¢ v bson los puntos cldsicos de retorno. Esta expresion se reduce a la Ec. (2.93)

para el caso de una barrera de potencial rectangular, Ec. (2.90). La "probabilidad
de tunelamiento del universo™ se puede obtener de la expresion (2.96).
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2.12 Tercera cuantizacion

Como se mencioné en el Capitulo 1, la ecuacién de Wheeler-DeWitt es un resultado
de la cuantizacién de una geometria y materia (llamada segunda cuantizacién de
la gravedad). Por otro lado, en la formulacién usual de la mecénica cudntica se
requiere una densidad de probabilidad positiva para una interpretacion consistente
de las propiedades fisicas de un sistema dado, y el universo en la perspectiva de
la cosmologia cudntica no satisface este requerimiento debido a que la ecuacién de
WDW es una ecuacién diferencial hiperbélica de segundo orden, por. consiguiente
no hay una densidad de probabilidad positiva como en el caso de la ecuacién de
Kiein-Gordon. Una alternativa para este problema, es considerar a la funcién de
orida como un campo cuéntico en el minisuperespacio en vez de una amplitud de es-
tado, y la estrategia es realizar una tercera cuantizacion en analogia con la segunda
cuantizacién de la ecuacién de Klein-Gordon [15](78].

En la teoria cudntica de campos las particulas son creadas del vacio mediante un
potencial externo que varia en el tiempo y esto sugiere que los universos se podrfan
crear. mediante un procedimiento similar. El objetivo de esta aproximacién es cons-
truir una medida probabilistica consistente al reemplazar la funcién de onda por un
campo cuantico de operadores que actuan en un espacio de estados de Hilbert, i.e., el
campo de universos es expandido en funciones de frecuencia positiva modo-entrante
y modo-saliente y sus conjugados hermiticos. El nimero de universos creados se
puede conocer mediante los coeficientes de Bogoliubov los cuales relacionan las fun-
ciones modo-entrante y modo-saliente una con la otra. La creacién de universos en
esta aproximacion es posible debido a que dos espacios de Hilbert generados por las
funciones modo-entrante y modo-saliente no son equivalentes y esto produce coefi-
cientes de Bogoliubov distintos de cero. Por consiguiente la teoria de universos de
. tercera cuantizacion describe un sistema de muchos universos.

A continuacion mostraremos con mas detalle el formalisto que usaremos para rea-
lizar lu tercera cuantizacion de la funcion de onda del universo.

Laidea basica es considerar a la funcién de onda y/(z, ¥) como un operator actuando
sobre los vectores de estado de un sistema de universos y se puede descomponer como

v@ o) = [ [Colz,n) + C'osiz )] dp, (297)

en donde v{e. y) y v (2. y) forman un conjunte completo ortonormal de soluciones
de ta ecuacion de WDW. Como se menciond arriba, esto es en anaiogla. con la teoria
clisica de campos. en donde C(p) y C'(p) son operadores de creacién y aniquilacién,
¥ suponemios que estos operadores obedecen las relaciones de conmutacion estdndar

[C(p).C*(@)] = 8(p ~ g), (2.98)
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[C(p), C(g)} =0, (2.99)

(Ct(p).CYa)l =0 . | (2.100)

En la imagen de Heisenberg, los estados cuanticos expanden un espacio de Hilbert.
Una base conveniente en este espacio de Hilbert es la llamada representacién de
Fock. La base de vectores | ), se puede construir del vector | 0), llamado e! vaciic,
o estado de no universo. El espacio de Fock de universos se puede expandir como
CH(p1)CH(p2)... | 0), y el estado base | 0) se define por

Cp)|0y=0 para ¥p (2.101)

Definiremos el estado vacio inicial con respecto al conjunto ortonormal de soluciones

- de modo-entrante y -saliente de frecuencia positiva en el limite cuando el volumen

espacial tiende a cero[15]. Por ser la ecuacién de WDW una ecuacién del tipo de
Klein-Gordon, tomaremos la variable z como el tiempo, y la variable y como el
espacio.

Luego para cuantizar cualquier modelo del minisuperespacio que tratemos, dado en
general por el Hamiltoniano Hsq = ¥7(z,y) — Laq, impondremos las relaciones de
conmutacion a mismo tiempo z

Ov(ry) Y ‘
[‘—_a;c .u-(x-y)_ = 6y -y . (2-192)
Ou(z.y) Ov(r.y)] '
{z a0 | = 0, . (2.108)
: [L'(x.y)'.n'(x.y') = 0. (2.104)

El conjunto de soluciones ortonormales de la ecuacion de WDW se obtendrin en
términos del siguiente producto nterno

(Lplig) = d{p—q). (2.105)
(Lplegy = —d(p—yq) (2.106)
(it = 0. (2.107)

en donde ¢l producto escalar de Klein-Gordon asta definido cotno

{tpotq) = if:.-"p 8: Updy = 8(p—q). (2.108)

Fi subindice £ etiqueta a la funcién de onda, v en una teoria completa de la gravedad
cuantica, presumiblemente. p puede designar todas las caracteristicas del universo,

-
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tales como densidad de energfa, nimero de electrones, etc. En base a lo antes
mencionado, mediante los modos normales v, expandiremos el campo ¥(z,) en
términos de la ecuacién (2.97). '

L R ARSI i L AT I re e
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Capitulo 3

Cosmologia cuantica y clasica en
la teoria de Bergmann-Wagoner

En este capitulo estudiaremos la cosmologia cudntica en la teoria de Bergmann-
Wagoner {BW) para el caso homogéneo e isotépico. Originalmente esta teoria cldsica
de la gravitacién fue construida independientemente por P. G. Bergmann|20] y por
R. V. Wagoner{21] para el estudio de ondas gravitacionales. Consideraron al campo
gravitacional como consistente de particulas de espin O y espin 2. Asi, en esta teoria
hay lugar para el campo mas simple de la naturaleza, un campo escalar[21]. Esta
teoria es la mas general de las teorias escalares-tensoriales de la gravitaciéon. La
accion para esta teoria contiene dos funciones arbitrarias del campo escalar, una
“funcion cosmologica” A(¢) y-una "funcion de masa"w(p). Cada eleccion especifica
de estas funciones define una teoria escalar-tensorial particular. La funcién w(g) es
una funcion de acoplamiento. La funcién A(¢) juega un doble papel, actiia como
una funcion cosmoldgica dindmica, la-cual puede dar lugar a modelos cosmoldgicos
con una constante cosmoldgica pequena a tiempos presentes en concordancia con
las observaciones, pero grande a tiempos muy tempranos para producir inflacion,
voes también una funcion potencial en la ecuacion del campo escalar. Entre los
casos particulares de la teoria de Bergmann-Wagoner tenemos: (1) La teoria de
Jordan-Brans-Dicke {(w(o) = oy = cte o) = 0 )[8L], (2) La teoria de cuerdas
en ol linite de bajus energias {(w(o) = —1). la teoria de Barker de G constante
(2l (V=30)/ (20 = 2). Mo) = 0)i8T], la teoria de Kaluza-Klein (w = (1 —n)/n,
en donde b dimension del espacio-tiempo es 4 4+ n)[88). En el pasado se han estudia-
do varios ispectos de la teoria de BW: soluciones exactas. andlisis cualitativos de las
ceunciones de movimiento v la implementacion de inflacion (teorema de” no-pelo™).
Muy poca atencion se le ha dado a a cosmologia cudntica de esta teoria general, sin
embargo se han estudiado varios casos particulares. Por consiguiente consideramos
de interés estudiar la cosmologia cudntica de la tecria de BW. En nuestro estudio
tratarcmos de conservar lo mis general posible a las funciones w(¢) y A(¢) en el
elemento de linea homogéneo e isotrdpico, v obtendremos la ecuacion de Wheeler-
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DeWitt (WDW) para este modelc. Esta ecuacion de onda se puede resolver por
separacion de variables para cualquier w(¢) arbitraria, pero sélo para algunas formas
particulares de A(¢). Resolveremos la ecuacién de WDW para algunos potenciales, y
encontraremos soluciones generales para las ecuaciones separadas y con ellas se hard
superposicién de funciones, para obtener funciones de onda de agujero de gusano
que obedecen las condiciones de regularidad de Hawking-Page|[17].

También se usard la aproximacion WKB para resolver la correspondiente ecuacion
de Hamilton-Jacobi de este modelo. Asimismo, consideraremos el problema cldsico
de movimiento para aquellos casos que parecen de interés. Se daran explicitaniente
soluciones para la teoria de Jordan-Brans-Dicke. la teoria de Barker v tres familias
de otras teorias que han sido estudiadas previamente. En un caso particular obten-
emos soluciones clasicas nu singulares.

Realizaremos una tercera cuantizacion v calcularemos el niimero de universos crea-
dos de la nada para uno de los potenciales que producen soluciones exactas de la
ecuacion de WDW y para el caso de universo cerrado.

Para otro potencial calcularemos la relacién de incertidumbre de Heisenberg v encon-
traretnos que las fluctuaciones cudnticas del universo son muy grandes para valores
pequeiios del factor de escala del universo (tiempos muy tempranos) y para valores
erandes del factor de escala las fluctuaciones cuanticas vienen a ser pequennas.

En Lo siguiente seccion mostraremos los modelos del minisuperespacio que conducen
acenaciones de WDW que estudiaremos en este capitulo.

3.1 El modelo del minisuperespacio de Bergmann-
Wagoner

Porcconstrar of modelo del minisuperespacio, nitestro panto de partida es Iaaccion
escanal-tensorial de Berematin-Waconer.

~ —i [ NET -:-—(-2'—);;“”(." AT R »\(’.‘:‘)1‘ e :)—,/ \/E(.‘Jhu[\'” A
S ) o | I3 Ja

. (3.1)
et donde g de g, Y v RYY os el esealar de curvatura del modelo de Friedmann-
Kobertson-Walker (FRW), o(t) es el convencional campo escalar gravitacional real,
{n e b longitud de Planck ¥ Mo) es el (érm'no cosnologico. La segunda integral es
ut termino de superficie que involuera la métrica inducida by, y la segunda fortna -
fundiumental A% sobre fa frontera, el cual os necesario para cancelar las segundas
derivadas de Y7 cuando la accion es variada con la métrica y el campo escalar, pero
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no sus derivadas normales, fijadas sobre la frontera. Puesto que estamos interesados
en estudiar modelos cosmdgicos homegéneos e isotrdpicos, usaremos el elemento de
linea de FRW en coordenadas esféricas polares (¢,7,6, ®), dado por

ds? = — (D) + a*(t)du?, (3. 2)

en donde N es la funcién lapso, a es el factor de escala del universo, y la métri
del tres-espacio

dw? = dx® + f*{x)(d6? + sin® 8dd?), (3.9)
aqui tenemos que el "radio” f(x) es expresado como

. siny si k=41 (0<x<2n),
fy={ x s k=0 (0<x<oo) (3.4)
sinhx st k=-1 (0<x<00),
en donde k es la signatura de la curvatura espacial. Por otro lado, tenemos que el
escalar de Ricci es
. 6k a? i aN
O L
R a? 6N’a2 6N"’-a +6N3a' .
sustituyendo (3.5) en la Ec. {3.1) e integrando con respecto a las coordenadas
espaciales. después de hacer algunas simplificaciones, obtenemos

(3.5)

a®.. N N
Sm%[[ Nkao-i-]—v-‘ﬁa +7\’ aQ — ga(;)% +3(l¢)/\(¢)) - (36)
Hemos introducido el volumen espacial V de la region homogénea que consideramos.
Fste volumen toma el valor de 272 para k = 1, pero para k = 0 o k = —1, debe
fijrse en alguna constante finita. Para simplificar los calculos presentados en este
capitulo. consideraremos que esa constante es igual a 27°. El punto en (3.6) denota
derivada temmporal con respecto al tiempo ¢, ¢ introduciendo las siguientes variables

o, 20(0) + 3\ 7 do M) . _
. . .'. el —_— —_— \ \, —- . - b . ",
roouoi, oy /( w5 {y) E7S dr = @idt (3.7)...

cutonees la accion BW se simplifica o

= ’\ T .
St 2][,\, Tt Nk VA |, (3.8)

la primma denota derivada temporai con respecto al nuevo tiempo 7. La ecuacién de
WDW es independiente de la funcion lapso, sit embargo en las siguientes secciones
estudiaretnos dos normas particulares N == 1 y N = 1/z, ya que esto nos permirira
obtener ecuaciones de onda sencillas y separables. respectivamente.
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3.2 Norma N=1

Con la eleccién de N = 1, la accién (3.8) se expresa como

Sgw = ~21- / [:r::c” - z2y? —kz 4+ a:aA(y)] dr,

= f Ldr. , .l (3.9)
Los momentos candnicos conjugados correspondientes a z y y estdn dadce po:
oL , 3L 3,

Ty = o= =27, 7r,,==§y7=-a:y. (3.10)

El Hamiltoniano H (la constriccién k-.:.:u:‘undaria) del sistema es

H= :r:“"tr2 73 + kz — :csA(y)].. (3.11)

Ahora obtendremos la ecua.c:én de WDW mediante la cuantizacién canénica de
H = 0, convirtiendo los momentos candnicos en la Ec. (3.11) en operadores, 72 —
—zr2 (:r’ 2 ) y 72 — —£, la ambiguedad del ordenamiento de los operadores
cudnticos esta representada. en el pardmetro p, asi obtenemos que la ecuacién de
WDW es

2 0° g &
[ a 2 + pza,_ - 3;2_ — ko' + zsA(y)] 111(1"'!!) =0 (3‘12)

Esta ecuacion se puede resolver mediante separacién de variables si A(y) = cte.,
asi en lo siguiente presentaremos tres casos sencillos de términos cosmoldgicos que
- permiten obtener soluciones exactas de la ecuacién de WDW,

3.2.1 Caso A(y) =

Prithero. consideraremos la ecuacion de WDW sin término cosmoldgico, entonces
tenemos

02 0 . '

I —_— - L‘l‘“ 'L"(.I‘, = O, 3.13

pura resolver esta ecuacion se propone y(z,y) = X{z)Y(y), de esta forma obte-
netos la solucion en términos de funciones de Bessel. Mostraremos las funciones
de onda del universo correspondientes a los tres posibles valores de la constante de
curvatura & = —1,0, 1.

i) k = 1. Para el modelo cerrado de FRW tenemos
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[ 72 2 _ ‘
¥s(z,y) = :cl—?y% [ClIm (%—) +CoKm (i%)] [Cse"'y + C’4e""”:|, (3.14)

en donde s es una constante de separacién, I,, y K, son funciones de Bessel modi-

2
ficadas, y el orden de dichas funciones estd dado por m = 34/ ( 1—‘21) — 52

ii) k = —1. Para el modelo hiperbdlico de FRW, la funcién de onda es

. ) ,
‘l[.l_,(.‘.l.t1 y) = x%‘zy% {C]Im (%‘“) + C2I—m (%)j‘ [Cae"" + C'w"”’}, (315)

C e

iii) k = 0. Para el modelo plano de FRW las funciones de onda son
a)s=(1~-p)/2

vz y) =z T} C1 + Colng) [Coe™ + c;e-*W] , (3.16)
b)s # (1 —p)/2 -

I—Eii(l—ilg—dlg

vi(ry) =z 7 g3 [C; + Caz*V “'”2”“‘2]- [Cge"y + Qe'““] . (317

Las soluciones (3.14)-(3.17) estdn caracterizadas por los parametros libres p y s.
También. como se definio en (3.7). la variable y depende de una funcién arbitraria
~(e).. Por consiguiente podemos construir soluciones generales de la ecuacion de
WDW mediante superposicion de las soluciones obtenidas.

3.2.2 Caso .\(‘lj) = "\()

Mo estudiaremos la ecuacion de WDW con Aly) - N en donde Ay s una
ronstante, este caso es equivalente a decir que o rinino cosmologico efectivo es
proporcional al campo escalar o, asi de la Ee. (3.12) tenemos la siguiente ecuacion
e oneds
[RIREERITER Y

o e & ]
F (*}"—;— fPITE*AI + Aoz® __—J__! viz,y) = 0. (3.18)

Haciendo o{r. y) = X(e)Y (y). la ecuacion diferencial para la variable r es

rX"z) + pr X'+ (8* + Aoz’ — ks )X =0, (3.19)

de nuevo consideraremos diferentes valores de & en esta ecuacion,

=1

[wh]




i) k=l

Para el modelo cerrado y para el hiperbdlico, ia ecuacién anterior se puede resolver
mediante series de potencias{104], pero la solucién es bastante complicada, y se
pierde el significado fisico, por consiguiente para buscar una solucién que se pueda
expresar en términos de funciones esténdar|80}, tomamos X(z) = zAf(2) con (z =
z?), asi la Ec. (3.19) se transforma en

12 "(2) + 2+ p+ SAN + [4A + (p- DA+ F 2+ AP| f =0, (3:20)

para obtener una solucién exacta de esta ecuacion, necesitamos satisfacer -2’+ p+8A =
0y 4A%+ (p—2)A + s> = 0 esto implica que A = ~Heyp= ;2_;_25@_:_:_ entonces,
la Ec. (3.20) se reduce a una forma més simple .

fR+ ez =0, 1)

después, usamos la sustitucién f(z) = U(yp) con (2Ao<p)§ = Aoz F 1, asf la funcién
de onda del universo en términos de funciones de Airy queda expresada como

v(zy) = {C,Ai [~ @Ao) ¥ (Aaz? 5 1)) + CaBi [~ (200)F (Aoz? 7 1)]}
L ERTRALEY L Cein) . (322)

i)k=0

En un universo de FRW plano, la funcion de onda es

va(zy) =37y [ClIM (_Y_gﬁﬁ) +Calp ('—'@l&)] [Caei'y*'cae'i"'}, (3.23)

en donde M = %‘/('—}2)- - 52,

3.2.3 Aproximacion WKB

En esta parte, nuestro objetivo es obtener soluciones semicldsicas de la ecuacion
de WDW por medio del mé.odo WKB. con el fin de .estudiar el régimen cldsico
die nuestro modelo, asi pues buscamos una solucion de la forma ¥(z,y) = SE=),
en donde S(z.y) es la funcién prircipal de Hamilton. La solucién de la ecuacion
resuftante de Hamilton-Jacobi nos cari una solucién completa del problema clésico.
La solucién semicldsica de la ecuacién de Einstemn {Hamilton-Jacobi) es

LI
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oz

Nétese que esta ecuacion estd libre de la ambigliedad del ordenamiento de factores.
Para separar la Ec. (3.24), considerando A(y) = cte. = Ay, entonces obtenemos

2 (B) 4 (&) -mtrmm=0 G

as\* 88
2 {00 o4 __ .8
T (6:) + kzt* —~ A°+(6y) = (), (3.25)
cuya solucion exacta estd dada por |
S(z,y) =py = / VPRE2 + Aoz — ka? d, (3.26)

en donde p, s una constante de separacién. Por lo tanto, la funcién de onda WKB
del universo es

Uz, Yhwrp = P VAT s (3.27)
En paticular, cuando Ag = 0, tenemos las siguientes funciones de onda WKB
k=1

b

py - pl_z; - ‘T4 * ! : +1 T
v(T, y)wks = = ei(Pvtd /o= ), (3.28)
ii)k=0

v(c. yhwis = TP, (3.29)

i) k- ~1

.rz' i W .
v y)wrs = (—) el iy/mist) | (3.30)
o WY

3.3 Norma N=1/x

Fn esta seceion nuestro propos:toe es mostrar otro modelo cuantico soluble con la
eleccion N = 1/r. asi la aceidn (3.3) se transforma en

S = /z PR A y) - ]d‘r ‘ , 't3.31)

en lo siguiente consideraremos el c:so de funciones cosmologacas' que pueden conducir
a soluciones inflacionarias.

59




e

[ . T P L

3.3.1 Caso A(y) = Ajcosh(2y) + A;sinh(2y)

El modelo inflacionario del universo se ha desigaado para resolver varios enigmas
cosmolégicos, incluyendo los problemass del horizonte y lanura. Su razgo distinti-
vo es un breve periodo finito de expansién expcnencial. Desafortunadamente, los
potenciales més interesantes desde el punto de vista cosmoldgico, tales como poten-
ciales caoticos ( mig? o j,\c;ab“) o el potencial de Coleman- Weinberg, generalmente
conducen a modelos que no se pueden resolver exactamente en los niveles cldsico y
cudntico. En esta subseccién estudiaremos un modelo cosmolégico para el potencial
del campo escalar A(y) = A; cosh(2y) + Azsinh(2y), el cual es un potencial de tipo
cadtico, y conduce a la inflacién exponencial estdndar[83]. Para nuestro anilisis
usaremos el siguiente cambio de variables independientes

a=z2ci(2y), O =zsinh(2y), k (3.32)

el cual transforma la accion (3.31) a la forma simétrica
S=- [ { o - §?) + Asa +Af - k] dr, (3.33)
en donde hemos escogido el término cosmolégico como
T Ay) = Ay cosh(2y) + Aasinh(2y), (3.34)
aqui A; ¥ A2 son constantes, y los momentos candnicos conjugados estan dados por
. af i .
MTa = 71- . Ma = -*-E-. ' (335) )
E! Hamiltoniano del sistema es
H=2r-21%+ %(k - N = Ag3), (336)

v la correspondiente ecuacion de WDW es

P r? F 0
X 53t

5T BXT (\ln + Ai = k) w(a,3)=0. (3.37)

En particular, podemos obtener soluciones exactas cuando los parametros del or-
denamiento de factores p y ¢ son lgual a cero. Haciendo w(a.3) = A(a)B(8) e
introduciendn lis puevas variables '

A ks - M) L 9= 2M) HAB - 4sY)  (3.38)

cntonces uhtc ‘nemos ecuaciones del tipo de Airy G”(y) — YG =0y H"'(n)—nH = 0.
Por consiguiente. fa funcién de onda para este modzlo es
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¥(a,f) = {C,Az‘ [@A1) "}k — 457 — A1) + G2 B3 [(2As Y3k — 452 ~ A,a)]}
{C3Az‘ [(202)"H(Aa8 - 45)] - Cu3i [(200)"H (A8 ~ 457)] } (3.39)

Con la eleccién w(¢) = wp = cte., obtenemos ur: término cosmoldgico inflacionario
en la teoria de Jordan-Brans-Dicke [81, 82, 83]

M) = Mg# + Mo ™, | o (30

en donde p estd dada por p = /(20 + 3)/3 entonces, las variables @ y 3 vienen a
ser : '

a=g (¢ rot) |, p=5 (0t -0, (3.41)

en este caso de Jordan-Brans-Dicke, la funcién de onda del universo es

v(a.6) = {C1i [(80) 7} (26 - 85— Aa (0 4 941))]

+CBi [(BA)7 (2 —85* — ia (¢t + o7))]}

{Cati [(8r) (Ao (¢4} + 074 — 857)]
+CuBi[(8A)7F (Aga (67*] + o7 - 832)]}. (3.42)

3.3.2 Aproximacién WKB

Para obtener soluciones semiclasicas para le ecuacion de WDW, de nuevo usamos
v, 4y - e?le) ] después d: sustituir en la Ec. (3.37). obtenemos la siguiente
cenacion de Hamilton-Jacobi

as\?  [aS\? 1
- | = - o - "\ AR —R) = U, '."
((3{1) t (0-{3) + ~1(' it Aod =8y =90 (3.43)

La solucion exacta de la ecuacion anterior es

l 3 1
S(a.d) = ‘“{'(11&. — kA7 o+ T (IP,.+ A2B)E, (3.44)

Iu

en donde p, es una constante de sepuracion. o lo tanto, la funcidn de onda

setnivhsicn del universo es

(dph~k+A;0): + ‘—(tp,, H\zﬁ)?] '
) . (3.45)

En la sicuiente seccion mostraremos algunas solu. iones cldsicas para este modelo.
h (=]

v{a, Bhwag =& [

bi




3.4 Soluciones clasicas

Las ecuaciones cldsicas de movimiento para este modelo derivadas de la accién (3.33)
son

o”’(r) — 2A, =0, (3.46)
B'(r) +2h2 =0, (3.47)
con la ecuacién de constriccidn Hamiltoniana dada por
a®~ % —4Ah o —4A .+ 4k = 0. (3.48)
La solucién del sistema (3.46)-(3.47) es |
a(r) = AT2 + C17 + Oy, (3.49)
B(1) = =Aam? + Car + C,, | (3.50)

en donde C; v C, son constantes de integracién y satisfacen la ecuacién de constric-

cion
C}—C3 —4A\C; —4A.Cs + 4k = 0. (3.51)

En las siguientes subsecciones, estudiarermos dos elecciones simples de la funcién w(¢),

esto nos lleva a las teorias de Jordan-Brans-Dicke y Barker, y también consideramos

tres teorias generales parametrizadas que han sido estudiadas por otros autores{85,

X6},

3.4.1 Teoria de Jordan-Brans-Dicke

Facoziendo 2{@} = . entonces y = £1ln o v obtenemos la siguiente solucion

H(T) = [(.’\1 {’- .\Q)T"‘ H (C'| - C'J)T + ("'_' —C4}m
(=P H (G Cr e G e )™ (3.52)

n

(\y — -\'.'Jf.: FACY A+ Cyim 4 (s + C,
(A + AT +(Cy = Cy)m+ Oy — C'.1

or) - [ (3.53)

endonde m = (L+p)/dpon=1/2py p= /(2w + 3}75._




Solucién no singular

Haciendo C, = C3 = C4 = 0,2 = k/ Ay yAl = A, en las ecuaciones (3.52) y (3.53),
obtenemos la solucién

T2 m
To
y
e - .
o) =G|, (3.55)
(r; :

en donde ao = (kQ/A"l’)i y & = k/2A3, la solucién de arriba corresponde a un

término cosmolégico de la forma A{a, 3) = Au/(a + 3)/(a — B), v es no singular

para k = 1. esto lo podemos verificar mediante sustitucién directa en los invariantes
de la métrica

R = -6 [532 + 2¢%"” + aga's’ + aqs’a"] : (3.56)
— 3 . 3 for 3,2 2
R = &F[k—acﬁa(p—aqba] , | (3.57)
: 1 a0 N
R': = —""'"R . 3.
R, R | | (3.58)
o T
Ry = —=R:. . (3.59)

[ntroduciendo las soluciones (3.54) v (3.53) en el escalar de Ricei (3.56) obtenemos

6 .
) . _ 2 4
]1 = 1/ 2Am i) [}L(Tﬂ + T ) +
ag 7 (f—;r t 1)

o

o ‘ 2
'.)T"'{knf + a;’,m(ﬁm -2 - I) (——, § 1) } Radmrd (T—,, 1 l) },(3.60)
‘ 7 72

vl invariante f) toma la forma

i 3 _ {
1o , (1}
. At (12
- I(I""T" (;{? i’ ].)

Vo 2 2
27 {kr(f s 2aym(2n ~ 2m + 1) (; + 1)} ~ 2agmTg (% + 1)} - (3.61)
Ve 0

Azt 4 )+
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Solucién singular

Podemos obtener otra solucién cosmoldgica escogiendo Cy = C3 = 0, Cp = Cy =

k/2A, ¥y Ay = Ay, asi las soluciones (3.52)-(3.53) son reducidas a

(T) = a('J 2m1

¢(1) = & T_zn!.

(3.62)

(3.63)

en donde ag = 2%_1'0" 7 y ¢h = 72", Estas solucmnes en el tiempo cosmico ¢ toman la

forma
2{ )
aft) = d't T,
! ot) = ¢’ =3

en donde o = dp 2475 (52)} 3 3 g = g {arerene (130)}

3.4.2 Teoria de Barker

(3.64)

(3.65)

La eleccion 2(8) = 3= nos conduce a la teoria de Barker[87], entonces obtenemos

[a solucion

- -1
(A + AT+ (Cy = Ca)r + Ca - 04]""‘ N l} :

alv) = {tan In [(1\1 - AT 4 (Cr + C)T + Ca + Cy

{[(\| t ;\-_‘)TE + (('1 - C;;)T + ("_7 - C4]

1
4

[\ = A2 (O + Cat (‘.,]} .

. " ' ) '.,- . ‘/'3 .
f-'*(.')run!n,(\”\) A = O+ Gy (_,] P L

(\1 -~ \oird 4 (C'; 4 )+ Ca+ Oy

3.4.3 Teoria 1

Haciendo 20{0) + 3 = B',“o"’”*.”. B, > 0 [85]. ubtenemos

(3.66)

(3.67)




11 1 R L PR -
) ot

(Al + Ag)"fg + (01 -~ Ca)T+Cg - C.q} 2B

VA1+1) "m"m
ar) = {“‘ [(Al A+ (Ci ¥ Gy Gt Co }

| {[(Al +A2)r? 4+ (C1 = Ca)r + Ca - a,]
1

[(A, — AN 4 (CL+ G+ Cy + cz,] } (3.68)

, _ PP COR
¢(T)={ln[(z\.+z\2)fe+(c, Cy)r +C; 04] } s

(A] - !\2)1"2 + (C} + C3)T + Cg + C4
| 3.4.4 Teoria 2
Haciendo 22(e) + 3= Ba | In (%) |~% [86] obtenemos

-.i) 3 #1

oLt
al{7T) .0y * exp {—

] —

/3(1'_ 5 [ )72 (G = Cr £ G = O] =
Bg (-‘\l - ;\3)7’2 + (Cl +'C3)T + Cy + C.;
{[(Al F AT H(C) = Co)r 4 Cy — a]

1
4

[(\1 - .\g)f2 t- ((‘] + ('3)"!' t (-‘2 + C.j]} f (37(})

o .

| "3 . (A} FAITP (O =T + Cy - tv' et

T Oy X ."—— ] — 46 | ‘V ! - I 3 2 4
(T o (\I){\ ._’( ) In (N A7+ (Cy t Cy)r t Caf Cal )
i~ | - (3.71)

v

a (t)= oot exp LA+ AT+ (G - Ci)T + Cy - Cy VT
0 21 (A1 = )2 + (C + C3)r + Co 4 Cy
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{[(I\x + 1\2)7'2 +{Ci=Ci)r+Cy — C.;]

[(Al - AT + (C'; +C3)r+Co + 04] }.‘l, (3.72)

_ (A1 + A2} + (C) ~ Ca)r + Cy — Cy | 53
¢(7) = doexp [(/\1 T A £ (Ci 0o+ Cat G, : (3.73)
3.4.5 Teoria 3
Haciendo 2w(¢) + 3 = con A > 0, B; > 0 [86] obtenemos
‘ (.o) |
p - ‘ a3y~
‘ _ o) (M + A2+ (CL = Co)r + Cy = Co| TV
a(tr) = & {1 tanh In [(Al Sy W N o A i)
{[(Al + AT+ (O =-Ca)r+Cy - 6'4]
. | \ _
* . [(Al-"“ 1\2)'r2 + (_C;' + C';;)T +C+ C_;]'} . (3_74)- i
v .
' a4 [T 3
o1 - on {1 = tanhin (LA (€= Colr 1 € = HV (3.75)
" ‘ A = AD)T2 +(Ch 1 Gt Ca £ T

3.5 Soluciones de agujero de gusano cuénticos

Lo L siguientes subsecciones mostraremos algunas soluciones especiales de la ecuacion
de WDW para N = 1y .V = 1/r, las cuales son conocidas como agujero de gusanos
(SN m.[ 1COS, : .

35.1 Caso \(y)=0,N=1

- En oparticalar para un universe cerrado (& = 1). tomando p = 1, la solucién de la
ceacion de WDW (3.13) es

: 22\ | .? | |
vi{r.y) = [C‘p’., (?) + C-K,, (-5)] {Cse"y + C4e_“y]. (3.76)
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Si escogemos la familia de soluciones

| ¥.(z,y) = Ce' K, (5;—2-) . | (3.77)

entonces podemos generar una base de agujeros de gusano, es decir, haciendo su-
perposicién de funciones con la solucion arriba sefialada

vwalzy) = [_+ C(s)e"“K,,,(z)ds, (3.78)

si tomamos C(s) = e** (u = cte.), por medio de una transformada integral de
Kontorovich-Lebedev[89] obtenemos '

Yu(@, ) = e bl | (3.79)

Esta solucién es una base de soluciones de agujero de gusano, ya que satisface las
condiciones de regularidad de Hawking-Page, i.e., la funcién de onda es amortiguada
exponencialmente para geometrias espaciales grandes, y también es regular cuando
la geometria espacial degenera{l7]. Los agujeros de gusano juegan un papel impor-
tante en la solucién de problemas asociados con la evaporacién completa de hoyos
negros. y se cree que producen interaciones efectivas en la fisica de bajas energi-
as|72| que cambian las constantes de acoplamiento de la naturaleza en variables
L " dinamicas|90]. El conjunto de funciones de onda w, expanden el mismo espacio
_ de estados fisicos, vy ambos son bases del espacio de Hilbert del modelo en la re-
% prvsentn(-idn correspondiente, ¥ la Ec. (3.78) es la conexion entre estas bases y,

. |91, 92]. Mads adelante mostrarenios la construccion de agujeros de gusano
l ue hdc.ums en la teoria de BW[107].

3.5.2 Caso A(y) =AMy, N=1
En una forma similar, para el modelo plano (& = 0). encontramos para \q < 0 la
sigutente base de agujeros de gusano cuanticos

A y) = eV o syl (3.80)

de nievo estasolucion satisface la mencionadas condiciones de regularidad de Hawking-
Page. v por sustitucion directa podemos verificar que la base (3.80) es una solucion
" particular de Ta Fe, (3.18).

.

3.5.3 Caso A(/€) =0, N =1/s

También podemos obtener agujeros de gusano cudnticos de la accion (3.8) con N =
1 7r. st introducimos las siguilen®es variables independientes

£ =zceoshy , n = zsinhy, - (3.81)
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entonces la nueva accién es

=5 / €67 = =7 =k (= A, (382)
de aqui e] Lagrangiano es
1
L= @ =+ 0 -k + (€ ~VAD/O],  (3.83)
y los momentos candnicos conjugados son
| M= (&2 -2, I, = (- &), (3.84)
entonces el Hamiltoniano del si-z¢ma es ' | ‘

H = (€ =" + 07~ €7 + k= (@ —n?PA@/Q)],  (385)

asi cuantizando a H, tenemos que la correspondiente ecuacion de WDW es

2 LY :
[a%“’f“g—g-f?f ﬂ“‘f—,,-( )k + (6 ’)Wn/&)]w(e n) =

(3. 86)
. FS(‘O"IendO p=¢q=An/€) =0y considerando el modelo cerrado (k=1), la Ec.
(3.86) se simplifica a

O e P el e =0 (3.87)

- - — aoa I 3 L = W Ot
ogr T Oyt !

podemaos apreciar que esta es la ecuacion para dos osciladores armonicos con los

signos de la energia contrarios. cuya solucion os

. _52*!‘)

(€ mwn = (O H (e, (3.88)
Fatis solnciones del oseilador armonico son una base de agujeros de gusano cudnticos,
vaque satisfacen las condiciones de regularidad de Hawking-Page, (1) las soluciones
son regulares en el origen v (i) son amortipnadas on infinito.

e e

i

3.5.4 Paquetes de onda :
. o . . e ) ‘
Fnestac parte siguiendo el desarrollo de Gousheh v Sepangif39], estudiaremos la :
construccion de paquetes de onda resultantes de la solucion de agujero de gusano
previaanente obtenida, esto es. la Ec. (3.88). que puede ser escrita como :
LI (fv 7?) = Oy (‘E)U‘"w (71)- (389) “ %

en donde o ;
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ﬁm(’?) = H"u(n)e-#v (3_91) 7 E

y puesto que corresponden a la solucién de dos osciladores arménicos con los signos
" de la energia contrarios, la condicién de energia cero conduce a

(m + %)wl = (ng + ‘;‘){U’Q, ny, N = 0, l, 2, veey (392)

o en nuestro €aso w) = wo. El conjunto ¥n,..,(£,n) expande el subespacio de secior
| cero del espacio de Hilbert de funciones medibles de cuadrado integrable en 2 con
un producto interno defist.ic - por

| /w"z-“z (E! n)wﬂi.n; (6! ’7) dédn = é.n],ﬂ; ang,n;- (393)

La ortonormalidad y completez de las funciones base se da debido a las propiedades
de los polinomios de Hermite. Podemos construir un paquete de onda general, como

VEM) = 5 Anymatm (6)Bn (1) (3.94)

ny,N2

en donde la prima de la sumatoria indica suma sobre todos los valores de n; ng
satisfaciendo (3.92). Como indican los signos de los términos cinéticos en la Ec. =~~~
(3.87). pudemos tomar a 71 como el factor de escala y de aqui la condicién inicial '
sobre ¢ se especifica mediante

w(£.0) = £'Coyan, 6), (3.95)

en donde los coeficientes Ca, son arbitrarios v la doble prima en la sumatoria indica
{ que la suma corre solo sobre aquellos valores de n) que satisfacen (3.92) siendo n,
| par. La constriccion de la paridad de ng se debe al hecho de que 3,,{0) = 0 para
vadores itmpares de nay. Se escogen los coeficientes O, como los estados coherentes de
un oscilador armonico situple. esto es

('ln = e—%FYOIl.\-;I" (3‘96)

en donde yo es un nimero complejo arbitrario. Comparando los coeficicntes de las
ecuaciones (3.94) v (3.96) se encuentra que para valores pares de ny que

(‘lu
"lm-nz = ?‘!——(—0—] (397)
2/2NC g,
_ (/) (3.98)

(.._ 1 )ﬂ‘/'lnlrzl :
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y las A, n, son- arbitrarias para valores impares de nq. La ecuacién de WDW
es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden, y para tener una solucién
Unica se tiene que especificar la funcién de onda y su derivada en un punto dado.
Kiefer[60] escogié An, n, = O para valores i impares de n2, que es equivalente a escoger
a—"gﬁ-ﬂl o= 0 . Esta parece ser la tnica eleccién cuando se considera la Ec. (3.97).
Gousheh y Sepangi[59] suguieren que esta no es la mejor eleccién candnica, asf esco-
gen Ay, n, distinto de cero y con la misma forma funcional para ambos valores pares
e impares de ng, lo cual se puede hacer usando (3.98).

Las trayectorias clasicas correspondientes a estas soluciones son elipses generalizadas
de Lissajous las cuales tienen la siguiente representacién paramétrica
§(r) = &ocos(unT — 8), 7(T) = nosin(war), - (3.99)

en donde la condicion de energia cero demanda que wy1&y = wame, ¥ & es un factor
de fase arbitrario. La correspondencia cldsica-cudntica se establece mediante la

siguiente .ecuacion
w] ,'90
= 1}-— e, 3.100
Xo w2 & ( )

Considerando ¢l caso mds simple de las ecuaciones (3.89)-(3.94) cuandow;, = wy = w
se identifica que, puesto que ny = ny = n y H,(0) = 0 para valores impares de n,
las A, . no estan determinadas para valores impares de n y que

v(£.0) = 4(=¢€.0), ' : “{3.101)
(&) __e(=&) .
N | (3.102)

Por lo tanto. ¢l estado inicial tiene que ser simétrico v se escoge como dos Gaussianas
simétricas. La Figura 12a muestra el cuadrado del paquete de onda | (€, ) |? para

v o 12 % 0y = 0. sumando sobre valores pares ¢ impares de-n, v la Figura
F2h muestra b griafica de contorno del mismo paquete de onda a lo largo de las
travectorias clisicas superpuestas en el Parac obtener una representacion grafica
razonable. el nimero minimo de términos incluidos en la suma. denotado por fmee,
tiene qute ser del orden de | yo 7. Como es aparente de estas figuras, la cresta del
- paquete de onda sigue exactamente la trayvectoria clisica.

70




—

.

Fizura 124, Cuadrado del paquete de onda | (€, 7) |* para | xo {= 12,
COn Tmar = 130 y 8y = 0, saponiendo sdlo valores de n par.
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Figura 12h, Grifica de contorno de la Figura 12a con la trayectoria
clisica superpuesta cotno la linea solida.
< * N

3.6 Configuracién - Euclideana de agujeros de
gusano -

Desde gue Hawking encontié la primnera solucion de agujero de gusano Euclideana[72],

s¢ ha realizado mucho trabaje en este campol6l, 62, 73). En esta seccidn presentare-

mos una solucion de agujero de gusano Euclideans en la teoria de BW encontrada
por Xiazo ¥ Liuf93)l.  Ellos mo.traron que su carga conservada es compleja y es
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una mitad de agujero de gusano (universo bebé). Para ello se resuelve la ecuacién
gravitacional Euclideana de BW, la cual se obtiene de la accién Lorentziang, (3.8)
Utilizaremos el tiempo | h

- dz _y,.\d |
dr = z(b)db, ar =z x(b)d—b-' | (3.103)
y la transformacién conforme |
ds? = z?(b)o?(—db® + d3). (3 104)

Asi obtenemos la accion

_— s 2 2
Spw = -;lj [zi - _7;4A(y) - (%%) + z? (%) ] db. (3.105) |

Sea luego el tiempo Euclideano

db = idb. (3.106)

“Obtenemos la accién Euclideana

Sswe = —iSsw,

: éf [”2 - ﬂf\(y) * (%E)? - 32(%)2} db. (:;.107) l

El correspondiente Lagrangiano Euclideano de BW es

3':2 1.2 I"'
9

Lpwe = Tt Ay) - %32~ (3.108)

en donde el punto denota derivada temporal con respecto al tiempo conforme Eu-

clideano b. La ecuacién clasica gravitacional Euclideana de BW puede ser derivada -

del principio de accién minima.

Mediante la variacion con respecto a £ ¥ y. se obtiene la ecuacion para z

L -

A e — . — = T — ') 31 '2 frod

Bl gl =tz oM+ 2y =0, (3.109)
v la ecuacion para y

d 9 d, d, a0 1 JOA) _ o

AR G AR L wald (3.110)

Ahora supongamos que A(®) es una funcién de ¢ que varia lentamente, lo cual es
equivalente a decir que, A(y) varia lentamente con y. Asi se:puede hacer
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De (3.110) obtenemos Ia carga conservada del agu jero de gusano
2w(¢) +3dp
a 3
Q=dy=dy =g

i— 225 \y) +z7%Q* = 0.

Ahora definimos

f(z)=#" -1

df (z) . 3 -3n2
1n = 2% = 2z — 4z°A(y) — 2% Q

después de integrar {3.115) con respecto acz, tenemos

f(:l:‘ =22 - 'A(y) + Q% + A

. ‘

(3.111)

(3.112)

- en donde I = it es el tiempo césmico Euclideano. Después de sustituir (3.112) en
* (3.109), obtenemos

(3.113)

(3.114)

~ Entonces la.s derivadas de segundo orden de z(b) con respecto a b son reem;:laza.das
. por las derivadas de pnmer orden de f(x) con respecto &

(3.113)

(3.116)

e donde 4 es una constante de integracion. Los criterios para considerar a f(z)

" como una solucién de agujero de gusano, son que z tome su valor maximo Iy y su

vilor minimo 1, igual a =1y p'u'a f(z) (> ~1) que varie suavemente entre Zy y

J',,.,“I_}
Cuando f(r) = =1, (3.116) viene a ser

Lo AT A D AT =0
Sea
ooyt (3A)7
entonces {3.117) se puede reescribir como
't Ry+8 =0,
en edonde

L+3A(4+ 1)

R=- 3N
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(3.120)
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2 9 27 '
—rmllt FAA+ DTN (3.121)
Del criterio demandado para una solucién de agujero de gusano, tenemos zp >> T
wz? > 0, asi las raices i y ma (correspondiendo a zar y zm, respectivamente) de la
Fe. (3.119) deberian satisfacer

S=

Mm>>m, 2> (@A) (3.122)
De acuerdo al criterio para una ecuacién ciibica, cuando
S\? (R\? '
A= (5) + (~3-) =0, (3.123)

" la Ec. (3.117) no tiene una solucién de agujero- de gusano, debido al hecho de que

las raices de la Ec. (3.119) no satisfacen la condicién (3.123). Cuando

A<O, S (3.1260)

la Ec. (3.119) tiene tres raices reales no equivalentes, asi la Ec. (3.117) debe tener
unha solucién de agujero de gusano. Reescribimos (3.119) como

n—mp’ =1, (3.125)
en donde - : U
_ 2 ' -1 9 o 27 2 2
= srll+3A(A+1)] [L+ SAA+ 1)+ SA'Q ], (3.126)
- 3A? |
ATV (3.127)

Usando un método grifico se puede evaluar la solucion aproximada de la Ee. (3.125).
En la Figura 13 se dan dos curvas para indicar

¥ o=y —miy, (3.128)

- y=1<0. (3.129)

respectivamente. En la Figura 13 los puntos de interseccion 1y, 12, 73 dan la solucion
de la Fe. (3.125).
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Figura 13. Solucién gréfica aproximada.

Cuando

i\/1+3A(.4+1)
3A ‘

17:

la Fe. (3.428) tiene los valores extremos

. ) ' _
Ymar = ﬁ-\/l +3(4+ DA

2
Yman = _ﬁ\/l + 3(.‘1 + 1)'\

“Suponicndo | << yoaz. entonces solo si

A+ 1 >> (307N

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

esta condicion se puede satisfacer. v resolviendo la Ee. {3.125) es mas ficil. Se
observa de L Figura 13 que da raiz gy de (3.125) es muy pequedia. entonces el

rérmmino ' se puede despreciar de la e (3.125), v tenemos

ne = |

_2 : -ty 4 Jap. 27y 202
. 9‘_\|1+3.\(.4+.1).| L FACL 1)+ 2AQ],
Lo @ 1

A vl 3A°

(3.134)
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Para cumplir la condicién (3.122), d:bemos tener ~Q¥/(A + 1) > 0, tal que Q
deberfa ser imaginaria, es decir

RQ=1i|Q} ‘ (3.135)
en donde | Q | es real. Entonces (3.134) viene a ser

_lep 1

SA+1 3 (3.136)

Obviamente, la raiz de la Ec. (3.125) es grande, asi que el término ! puede ser
despreciado. Tenemos

VI+3AA+T) A(4+1)

T = 7 ~ = (3.137)
Sin embargo, ya que
< _\/1 + 3;:\(,4 + 1), 6.138)
no satisface la condicic')n (3.122), la raiz n; puede ser ignorada. Asi de
d=m+ g5 = o )

2 1 1+ 3/A(A+ 1) (3.140)

Tm =Mt ™ Ty !
obtenemos
=2 (3.141)
(1+ e
¥ '
| EENIUTINE ,
Um = ( o : (3.142)

Yaque 4 v 1 {>>1/3A) es muy grande y .\ en general es muy pequena, tenemos

dp <<€ Up,. (3.143)

Obviunente, @, = ! es la dimension minima de la configuracion y de aqui es llamada

Cla garganta del agujero de gusano.
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Si pedimos que a; no sea més pequefia que la longitud de Planck [p, entonces (3.139) -
y (3.140) dan
L o 1 loF
Lo 3x << A+1< Tp
E‘sta condicién ciertamente puede ser satisfecha. Por lo tanto, la solucién (3.141)
y (3.142) es justo la configuracién Euclideana de agujero de gusano conectando un
universo bebé (del tamarnio de la longitud de Planck ~ a;) ¥ un universo madre
grande (de un tamarno de an).

(3.144)

3.7 Tercera cuantizacion

Como se menciono en el cagitilo 2 sobre fundamentos tedricos, el procedimiento de
cuantizacion de la funcién de onda 1 se le llama tercera cuantizacion[15], y en esta
teoria se considera a 1 como un operador actuando.sobre un sistema de vectores de
‘estado de universos que pueden desconponerse como

w0 = [ [Cula.8) +C)w (@A) ds (3.145)

en donde v(a,3) y v*(a,3) forman conjuntos ortonormales completos orthonor-

males de soluciones de la ecuacion de WDW. Esto es en analogia con las teoria

cudntica de campos, en donde C(s) y C'(s) son operadores de creacién y aniquila-

cion. Asi. esperamos que el estado vacio en una teoria de tercera cuantizacion sea

inestable v tenga lugar la creacion de universos del estado vacio inicial. En esta

perspectiva. la variable a juega el papel del tiempo, y la variable 8 el papel del

espacio. Consideremos ahora el modelo cudntico (3.37) para el ordenamiento de

factores p = 0. ¥ el término cosmologico A2 = 0, para universo cerrado kK = 1.
Fatonces, v ecuacion de WDW es

['a- > r(\,aﬂ1)}:;(%3).:0. | (3.146)

T [P e R e e

i

L TN R R T B 4T

S S

dn? A

cuva solucion general es -

vdnnd) - B, "’{ 1A - 45t - Aja)] |
. S +bm[(2;\.)-i‘-(|-452—/\,0)]}. (3.147)

en donde b es un parimetro que se determinard después, y H, es una constante de
nortualizacion la cual se caleulara mediante el producto escalar de Klein-Gordon

gyt

(vavw) =i [y B vids = b(s s, (3.148)
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dando como resultado la relacion

4A,
@A

en donde se ha usado el Wronskiano AiBi’ — Ai'Bi = 1/n. Como se mencioné en un
principio, para hacer la tercera cuantizacién del universo tomamos a la variable a
como el tiempo y a B como el espacio. Asi, ¥{a, 3) ahora es considerada como un
campo cuantico en el minisuperespacio. La accion tercera cuantizada para producir
| la ecuacién de WDW (3.146) es

S= af [( ) - (%)2 - %(A,a-— 1)¢2] dadﬂ.- (3.150)

Cuantizamos canénicamente el sistema (3.150), e imponemos las relaciones de con-
* mutacién (2.102)-(2.104) a mismo tiempo «

| B, P Imb =1, (3.149)

[611}(0 ﬁ),w( 3')} = 5(8 - 3,

[ 09(aB) 0¥(a.8))]
e '’ Ga
[q,(aa B)s d“(a} ,6’)] = 0.
Luego se expande el campo 3 en modos normales ¢, tal como expresamos en la Ec.

(3.145). ¥ suponemos que los operadores de creacion y aniquilacion obedecen las
relaciones de conmutacién estandar dadas por (2.98)-(2.100) ' . 1

= 0,

[C(s).CHN = 8(s = &), [C(s), C(s)] = [CH{s). C'(s')] = 0

11 mimero de onda s es el momento en unidades de Planck y es muy pequeo.
Fijamos ¢l parimetro b demandando que v, corresponda a modos salientes de fre-
cuencia positivi. En las regiones clasicamente permitidas los thodos de frecuencia
positiva corresponden a universos en expansionjl0. 15]. Consideraremos la eleccion
de pequenas escalas (a = 1) y grandes escalas (¢ — oc¢) y se impondra alli frecuen-
ctas positivas. ‘En el limite a — o el argumento de las funciones de Airy tiende a
—x. En este limite el comportamiento asintotico de estas funciones es|{80)

o A= | X )~ 781X 7 sin (¢ + 7/4). (3.151)
A= [ X )~ b | X 1Y cos (€ + 7/4), (3.152)
en donde¢ = 2 | X P2y X = (2A,)"F(1 = 45" — Aya). Asi la eleccion b = i nos

asegurard modos salientes de frecuencia positiva para grandes escalas. Los modos
salientes son ‘ :
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v (o, B) {Ai [(2A0)7}(1 ~ 45 - Aso)]

e'sh
(16A,) |
+iBi [(2A1)H(1 - 47 - Aya)] } (3.153)

en donde la normalizacién B, fue leterminada de (3.149). Similarmente imponemos
condicionés de frecuencia positiva a pequeiias escalas. Cuando AMa — O el ar- i
gumento X de las funciones de Airy se aproxima a X, = (57:—‘5'375 el ~ial es muy E
grande tomando el valor de la constante cosmologlca considerado pcr Colernan[6l}, ;
A £ & x107"m}, y | s |<< 1. De aqui Xp >> 1. La forma asintética de las

funciones de Airy para X, positivas grandes(80] es i

Ai(Xo) ~ gw-%xé exp (—Co), (3.154)

Bi(Xo) ~ ‘II'-%X(;}' exp (Co), | ' (3.155)

en donde {p = §X§/ ?. Expandiremos a Ai(X) y Bi(X) como una serie de potencias
en la variable a, y obtenemos ‘

. . | - 452)1/2
Ai(X) ~ Ai(Xo) exp [%—c—t], (3.156)
’ ' 1 — 452)1/2
Bi(X) ~ Ai(Xp) exp [ - (____;_)__a} (3.157) ‘

Entonces la forma asintética de la funcion de onda a pequefias escalas es
vHn.d) = *B,x-4) (,'i{%exp( Cn)E\p {(l - 132)”20]

+ bexp (Go)exp [(l - 4.5'2)”2(2—E } | (3.158)

La tiuncion de onda de modo entrante de frecuencia positiva es definida como 4
- \/gf""i H-;l'-"n:; . . _2 2
AN TN S (oA F {f' A [(J.\l) (1~ d4s® — A,a)}

! -4 4.;

5o T B[00 - 482 -A,a)]} (3.159)

en donde el parametro b se escogio como b = 2e(p[ ~(1 —~4s%)% 2] ya que de
(3.158) v ('¥ 159). se ve que cuando A} — 0. entonces se reduce a ‘
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i3 -
¥ (o, B) ~ ;51? exp [(1 - 432)1/2% + iexp (—(I - 432)3/2§)J. . {3.160)

(3.160) es una funcion modo de frecuencia positiva como un modo entrante y también
la solucion de (3.146) con A; = 0. De esta forma se ha obtenido un conjunto com-
pleto de soluciones normalizadas de frecuencia positiva para la ecuacién de WDW.

Ahora estimaremos el nimero promedio de universos producidos de la nada. la
funcion de onda 3 se puede expandir en términos de operadores de creacién y aniqui-
liacién para cada conjunto de modos como

W@ B) = [[Calshi(@B)+Chiswi @ ]ds,  (3161)

v (@8) = [[Couls)Vl(@B) +Clulsli (e, B)]ds.  (3.162)

AmBo_s conjuntos, {3.153) y (3.159) son completos, y estan relacionados uno con
otro por una transformacién de Bogoliubov definida por

vHa.B) = j [M*(s.r)e5 (@ 8) + M~ (5,795 (, 8)] dr.  (3.163)

De {3.153) y (3.159) obtenenios que los coeficientes de Bogoliubov M*(s, r) = d(s -
r)e(s) ¥y M~(s,r) = §(s + r)w(s) son .

it |1 __(i-.u’)':’ a-aty? ]
M*(s,r) = d(s - r)Ti 5¢ 0 e |, (3.164)
M=(s.7) = 6(s + )~ I (3.165
M7(s.r)=0(s+r)—= |5¢ " +e N |, A68
™) V2|2 | )
Los coeficientes M=*(s, ) son distintos de cero. v satisfacen respectivamente la condi-
cion de conservacion de la probabilidad: | v(s) |2 — | w(s) [*= 1. Asi. se pueden

construir dos espacios de Fock con fa ayuda de los modos (3.153) y (3.159) los cuales
no son equivalentes v se tienen dos estados de vacio diferentes tercero cuantizados
(vacios) el modo entrante | G.in) v el modo saliente | 0.o0ut), (los cuales son los
estados sin universos tipo FRW). detinidos por

Cin(s)10.70) =0 Vse R, (3.166)

Courls) | O.out) =0 Vs e R. (3.167)

Como los estados vacios | (),in) y | 0,out) no son equivalentes, tiene lugar el
nacitniento de universos de la nada, en donde "nada” es el estado vacio | 0, in).
1 ndmero promedio de universos creados de la nada, en el s—ésimo modo N(s) es
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N(s) = (0,in | CLu(s) Cous(s) | 0,in), (3.168)
de la Ec. (3165) tenemos que |

N(s) =| w(s) ]2— = -e g_-’?raﬁ - ekﬁﬁl} (3.169)

Debido al mecanismo de agujero de gusano de Coleman[61] para la ausencia de
constante cosmoldgica, tomamos la constriccién A; < 1/87 x 10“"‘“m‘I tarnoién
suponiendo |s| << 1, entonces notamos que podemos obtener e]l nimero de estado

N(s)
N(s) =~ _21_85#(1_4,2)3 > L. o (3.170)

Este resultado de la tercera cuantizacion muestra que el nimero de universos infla~
cionarios producidos de la nada es expanencialmente muy grande. Especialmente,
para el estado et‘.lquetado por s = 0, el nimero promedio de universos deberia satis-
~facer

N(0) > 10", | (3.171)

38 La ?'rélacién de incertidumbre

En esta seccion estudiaremos la tercera cuantizacién para la norma N = |, para
obtener la relacion de incertidutmbre de Heisenberg. Primero partlmos de la ecuacion
de WA (3.12). poniendo A(y) = Ag tenemos

, 7 & d* o
o+ .r--——-—-——.‘r(k—.\u.'r') v(z,y) =0, 3.172
siescogemos p = —1 e introduciendo la nueva variable = = 72, la ecuacion anterior

se transforma en

(o2 1 o | e

{;}“‘ e (~)} vz u)=0. - (3,1‘:3)
. Y ay
| U(z) = —K(A ~ Aoz). (3.174)
L accion tereera cuantizada para construir fa ecuacion de WDW (3.173) es

= (%) - () - v s (3.175)

YT Oz 422 \ by - 2ay. o
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" Trabajamos en la imagen de Schrodinger con la sustitucion ¥ — ¥, y T, —
~en donde . es el ¢ nidmero real independiente del tietpo. Asi obtenemos la ecuacion

Ahora usaremos una descomposicién de Fourier para desacopiar los grados de liber-
tad. El campo de universos ¥(z,y) se expandird en términos de senos y cosenos.
También supondremos que nuestro sistema cuantico esta confinado en una caja uno-
dimensional con condiciones de frontera periddicas, con la coordenada de longitud
fijada en un valor arbitrario M, entonces el campo de universos se puede escribir
como

_Ib(f-’,y) - \/Az;i {

¥(z,0) + _gmm\/—[m(z Q)cosqy+w-(z Q)smqy]}, (3.176)

en donde ¥4 (2, ~) = ¥4 (2,9) ¥ ¥-(2.—9) = ¥_(2, g). Sustituyendo la expansion
(3.176) en la Ec. (3.175), obtenemos que. .

221(62)2 L-ve } . @)

en donde para simplificar la notacién hemos denotado las variables modales ¥(z,0)

"y ¥4(z, q) por ¥.(z), y la Ec. (3.177) esté rescalada a 1, — /M/27y,. La suma de

arriba incluye el modo cero ¥(z,0) para cada par (g, —q), de esta forma la variable
modal v, esta desacoplada completamente una de la otra. Ahora el Hamiltoniano

esta dado por _ _
: 11, s xi :
H, =) s+t Ul=) ) wl]. (3.178)
Para cuantizar este sistema (3.178), imponemos las relaciones de conmutacion

[Vo. 7] = i6p0r. ' C(3.179)

La funcional de onda de cualquier eigenestado se factoriza como
V=TV [z | - (3.180)

1 3es dwc

de Schrodinger

o, L[ o ¢
i _2[ 5o +( -+ Uz )) }w(,. (3.181)

Resolveremos la ecuacion funcional de arriba utilizando el ansatz Gaussiano dado
por(95]
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%[Z,%] = Cexp {_ %Aa(z- Q)[wa(z$Q) - 00(£=Q)]2

+ iP,(z,q) [lbc(z,q) - 0a.(z, Q)]}! (3'182) '
con

Aa(z.9) = Du(2,9) + iFu(2,9), (3.183)

en donde las funciones reales D,(z,q), Fo(2,q) Pr(z,9), y 0-(2,q) se deben deter-
minar de la Ec. (3.181). Aqui C es una normalizacién de la funcién de onda. El
producto interno de dos funcionales ¥1s(2,¥s) ¥ ¥2(2, ¥, ) st define como

W 1 92), = [ diolz Vol [z ) . (3.184)

Ahora calcularemos la relacién de incertidumbre, para eflo necesitamos obtener la
dispersién de ¥, dada por

(Au'v)z_ = (*Pf), = (wa)fv . (3'185)"
de las Ecs. (3.182) y (3.184) tenemos que

f:c-_.c u"'w;hl' du-a
f-c-x::c vudys
-8, :
foac eDWM el Yo dy's

T TR e G, (3.186)

(Vo) =

v wtilizando los resultados de integrales Gaussianas generalizadas Jo, Jy ¥ Ja (ver el
Apéndice E). el cociente de (3.186) se transforma en

Ji

Jo
208
20 Jo

B ‘ -

<1, > = B(:q). (3.187)

il

<y >

T:unbicn tenemos que

f_?cx ?:"?J"E Y dﬁ’o—
[ vrwdy,

(¥2)
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2
<Y,

o2 ePlve-8Fy2 dy,

J2

"j;q

[5+(20)]

= T ,
1

> = + 6%z, q).
D(z,q) (=)

f:"m eD[vbg—e]‘l dw‘ )

(3.188)

Por consiguiente de las ecuaciones (3.187) y (3‘.188) la expresion de la dispersion de

¥, (3.185) es

et
(_M".) " 2Dy(z,q)

Por otro lado, la dispersién de 7, esta dada por

en donde

(m)

v tambicn

I

(72)

Por consiziiente. la dispersidn de 7, definida por (3.190) es

(An,) = (n3), = (7o),

_ JRytmevdye
S vvdys
[2ou (—igt)vdv,
S vtvdye
= P,(:z.q)

f_"xx I"'fr;:'?.'ffk‘n )

CAvyde,

J5 e (i) (igh) vdve

[ovrvde,
Do(sq) | Fie0)
2 2D,(z.q9)

+ P2

D,(z.q) , F3(z.q)

(Am,)? = +

asi obtenctios que la relacién de incertidumbre de Heisenberg es

2 2D,(z,q)
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(3.189)

(3.190)

(3.191)

(3.192) -

(3.193)
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(A¢.)* (Am,)? = i {] + {-g:%i%} } - (3.194)

Para obtener F,(z,q) y Do (z,q) sustituimos el ansatz (3.182) en la Ec. (3.181), asf
obtenemos la ecuacién de movimiento para A4,(z, q):

d oo g ' .
—zc-i-;A,(... q)=—Ai(z,q) + 12 + U(2). (3.195)
Luego utilizaremos '
As(z,9) = —i% Inu,(z2,q), (3.196)
en donde u,(z, q) es la solucién de la ecuacién de WDW
. 5
[-a? + 4{; + U(z)J ug(2,9) =0. (3.197)

Ahora primeramente, analizaremos el comportamiento de u, para grandes escalas
{(a — o), entonces el segundo término ¢?/4z% en la ecuacién de onda (3.197) se
puecle despreciar, y su solucién en términos de funciones de Airy es

oo = A1 [(02) 7 oz = 0] + B [(00) F oz - )], (aa08)”

en donde g es una constante compleja. Substituyendo (3.198) en (3.196), obtenemos

que

Ai [(4,\3, “H(\az= )] + 0B [(4.\3)‘* (Aos — A-)]

Ao(2.q) = iAa(4A2)3 (3.199)

Ai [(-:.\;-:)'* (Ao = )] + 6B1 [ (43)7F (Ao - A-)J"

cti donde T prima denota diferenciacion con respeeto a 2. También tenemos que

Da(z.q) - Reda{z.q).
o 2y-1 (lme)(AYV + oBY')
R v

(3.200)

o
—
LX]
L~
f

—Ima(z,q). - :
2x-1 ATAL+ | o P BIBi + (Reg)(BVAi + AY'Bi)
Aolida)™*= (A + 0Bi [?

, (3.201)

fi
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por lo tanto, la relacién de incertidambre viene a ser

e L
+ | o |* Bi'Bi + (Reg)(Bi'Ai + Ai’Bi)]Q}, (3.202)
en donde hemos usado el Wronskisno

AiB' — Ai'Bi = 1/m.

Escogemos que Img < 0, entonces D,(z,q) > 0 (el producto interno (3.184) estd
bien definido). Las formas asintéticas de las funciones de Airy para grandes valores
de z (z — +00) son(80]

Ai(z) ~ %w"”*z“”" exp(—..(), (3.2.03)
Bi(z) ~ =224 exp((), | (3.204)
Ai(=z) ~ V2" Yigin(¢ + n/4), - (3.205)
) - Bi(—z) ~ 772" cos(¢ +m/4), (3.206)

en donde ¢ = 2:*2. Usando estas formas asintéticas, la relacién de incertidumbre

para grandes escalas (a — oc) se transforma en

2 2 ~ 1 1 | _ -3 a
A (Am) = {1 {ime)? [(I 2 l)sm[ (A3 (k - \u-)z 2]
2
(Reo)um[ (4A2) -'(A—,\(,..)%A %H } (3.207)
pari la eleccion particular p = —i. obtenemos que
2 x|l
(Av:) (Am,) =~ T (3.208)

voeuando g 4 =ift6] las fluctuaciones cudanticas del campo de universos tercero
cuantizados estan confinadas en un valor finito de acuerdo con la Ee. (3.207) en el
curso de Ly expansion del universo (u — o¢). Ahora estudiaremos el comportamiento
de 1, para pequenas escalas (¢ — 0). Suponiendo k = 1, la solucién a la Ec. (3.197)
s

)] , (3.209)

(NSRS

us(z.q) = V= [Ig, (5) + 7K, (
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en donde 7, y K, son funciones modificadas de Bessel, -y es una constante compleja, y

v = 1/T~ g2 Sustituyendo la solucién general (3.209) en la Ec. (3.196), obtenemos

Da{zs Q) = ReAﬂ(‘z'r Q)’
Imy(K.I, - I.K.,)
2L ++4K, |*

il

(3.210)

)

ImA,,

YL+ PHL LA+ |y P KK+ Rey(KO L + LK)
:IIV+’TKV|2 ‘ a :

(3.211)

Fo(z,9)

I

la prima denota diferenciacién con respecto a z. Entonces, ia relacién de incertidum-
bre es

(Ay)H(AmY = < {1+ G2}, (3.212)

o | —

. en donde

G, = (lnw)":’-[:"'(l&-&- by | Kﬁ)
LI+ | P KUK+ Rey(KLLL + I,’,KV)}, (3.213)

v que hetnos supuesto que nuestro sistema estd confinado a una caja uno-dimensional
con condiciones a la frontera periddicas, con la coordenada de longitud fijada en
un valor arbitrario M. si tomamos el limite M — oc, entonces podernos escoger
- -+ 0. tunbién tenemos que para pequenas escalas (@ — ) el comportamiento
asintoticn 80 de fas funciones de Bessel modificadas es

I(E) ~ ﬁ (I) (3.214)
)=

Usindo estas formas asintoticas la Ec. (3.212) se simplifica a

(A )H(Ar,)? = %{1 +QzmiY, (3.216)

en donde Q- es alguna constante positiva. Esto significa que las fluctuaciones de
unt campo de universos tercero cuantizados es muy grande para pequenas escalas
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(@ — 0). Para el caso en que v? < 0, se tiene que las funciones de Bessel son
oscilatorias y por consiguiente el cociente (F,/D,) es oscilatorio y no se tiene una
magnitud definida del valor asintético de la relacion de incertidumbre para escalas
pequefias (a — 0).

En los capitulos siguientes estudiaremos la cosmologia cuantica resultante de algunas
teorias particulares de la de Bergmann-Wagoner. Estas serdan, la cosmologia de
Jordan-Brans-Dicke (w(¢) = cte., A(¢) = 0} y su modificacién con A{¢) = 3¢9, y
finalmente se estudiardn los modelos de Bianchi I y I1.
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Capitulo 4

Cosmologia cudntica y cldsica en
la teoria de Jordan-Brans-Dicke y

M) = 3q¢

Como se ha mencionado anteriormente, hay un interés renovado en el estudio de
la teorias escalares tensoriales de la gravitacion debido a dos factores: las teorias
de unificacion, y la inflacién cadtica. La mayoria de las teorias de unificacién|96],
incluyendo {a teoria de supercuerdas predicen naturalmente una teoria de dilaton de
la gravedad, y en la actualidac es la unica teoria que trata la gravedad en una forma
consistente con la fisica cudntica. Por otro lado. el nuevo escenario de la inflacion
extendida{97). la cual resuelve el problema de "fine tuning”de la inflacion antigua,
niteva v cadtica, tiene un campo escalar que retarda el rango de expansién del uni-
verso de exponencial a polinomial, permitiendo completur la fase de transicion de
la fase de Sitter a un universo dominado por radiacion. esto significa que las teorias
escalares tensoriales de la gravitacion proveen una posible solucion para el problema
de Teraceful exit”.

No hay experimentos que contradigan la teoria de Einstein, pero la mayoria de ellos
dentro del miarco de referencia post-Newtoniano parametrizado (PPN). tienen la
Litnitacion de probar vbjetos en gravedad débil. A escalas de altas energias parece
Gie b teoria de Einstein deberia modificarse v las teorias escalares tensoriales son
posibles candidatas,

En lo siguiente estudiaremos la cosmologia cudntica para universos de FRW corres-
pondiente a dos teorias f:sctjlares tensoriales que nos permiten obtener soluciones ex-
Cactas de laecuacion de WEW. Estas teorias son la teoria de Jordan-Brans-Dicke|81]
v su modificacion para inciuir- un campo escalar de autointeraccion que cs equiva-
lente wouna " eonstante” costnologica ( actualmente una funcion cosmoldgica variable,
que padria ser ijuportante para conducir a inflacion|82}). La teoria de Jordan-Brans-
Dicke representa una generalizacion de la relatividad general y fue inspirada en el
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principio de Mach. No es completamente una teoria geométrica de la gravitacién,
mientras que los efectos gravitacionales scn descritos por un campo escalar en la
variedad Riemanniana. Asi, los efectos gruvitacionales son en parte geométricos y
en parte debidos a una interaccion escalar. En esta teoria se considera que si la
constante gravitacional varia, entonces deberia ser funcién de algin campo escalar
variable, esto es, se supone que G~! varia como ¢.

Un tema fundamental de la cosmologia cudntica es el de las condiciones iniciales
sobre la funcién de onda del universo. Entre las soluciones de la ecuacion de WDW
para el modelo aqui considerado hay algunas que describen tunelamiento de univer-
sos, en particular nacimiento de universos de la nada(10, 15].

E! capitulo estd organizado como sigue.. La seccién 4.1 mostrars el modelo del mi-

nisuperespacio que adoptamos. La seccién 4.2 tratard sobre soluciones cuanticas

y semiclasicas de la teoria de Jordan-Brans-Dicke {A(¢) = 0) y su modificacién
con A(é¢) = 3q¢. Después, en la seccidn 4.3 se calculardn las funciones de onda
de Vilenkin y Hartle-Hawking para un caso particular estudiado en la seccién 4.2,
también se calculard la distribucion de probabilidad para el estado inicial del uni-
verso v la probabilidad de tunelamiento cuéntico. En la seccién 4.4 se estudiardn las
configuraciones cudnticas y semicldsicas de agujeros de gusano. Finalmente, en la °
seccion 4.5 se estudiara la tercera cuantizacion del modelo cosmolégico de Jordan-
Brans-Dicke, y se hallara el nimero promedio de universos creados de la nada y el
comportamiento de la relacién de incertidumbre de Heisenberg para escalas grandes
v pequenas. :

4.1 El modelo del mlnlsuperespacm de Jordan-
Brans-Dicke

Comenzaremos introduciendo la accion integral para la teoria escalar tensorial con
funcion cosmoldgiea A(o)

} . R
S "_,_,f\/_—g [,;,;,ﬂ”_jL;*J: Y040, + 20 Me)| d', (4.1)
' P

ofi donde 1, es la longitud de Planck, 7 es la constante.de Newton, b = ¢ = 1,
g det { guo)o BY es el escalar de curvatura, usaremos la signatura (—, +, +, +).
Lo funciones arbitrarias 2(0) ¥ A(2) distingiier: las diferentes teorias escalares ten-
sortdes de L gravitacion: A(e) es una funcion potencial y juega el papel de una

eonstante costiologica, w(o) s la furcion de acoplamiento de la teoria particular.

La relatividad general ¢s el Timite de esta teorfa’ cuando [w| — oo y A(g) — 0;
los experimentos del sistema solar implican que | > 500. Queremos considerar ia
cosmologia cudntica obtenida de estas teorias cor w{¢) = wp = cte. en el caso de un
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universo homogéneo e isotrépico de curvatura espacial positiva con la métrica dada
en la forma siguiente,

ds? = az[dtz _ a2(t) dﬂg], . (42)

en donde ¢? = 13/247? y el elemento de linea para el elemento de la tres-esfera
unitaria '

dQ2 = dx? + sin? x (d§? +sin? 8dg?), , (4.3)

tenemos que el escalar de Ricci es

i) w

sustituyende (4.4) en (4.1) y simplificando tenemos que

S= % j [—a¢+a¢a2+a’a¢3 “’; a9 ¥ ¢A(¢)] dt, - (4.5)

en donde el punto denota derivada temporal con respecto al tiempo cdsmico ¢, €

“introduciendo el tiempo conforme dt = a(r)dr. la accidn (4.5) se transforma en

1 o |
S= 3 j [,-a“qs + ¢a? + ad'¢’ - ;’; a*¢? + ¢A(¢)} dr, (4.6)

ahora la prima denota derivacion con respecto al tiempo conforme 7, mtroduclendo
nuevas variables

z=a’¢ , - y=p""lne 4.7)
et donde p* = 72—, entonces (4.6) se transforma en
! p-mdW)]
5“2/[ 4.7:) T+ 1 3 dr, (4-8)‘
de aqui tenemos el Lagrang,_lanu
_..1 | S 2 - My)
L—Q%ZI-EW —:r—hre”-"T . (4.9)
v los [MOMERtos canénicos conjuy a.dos correspondientes o T y a y son
,dL . r _ oL zy
b A A (410)

El Harhiltoniano H del sistema es
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H = n2 +ny - L,

= 2zn? - 2z 'n2 + Z- ie'wf\(y). 4.11)
£ 2 6
Después, haciendo cuantizacién canénica,
72— -—:z:"'—q- (1:"—6—) 2 - -—93-
o Oz oz /)’ v Oy?’

obtenemos la ecuacién de WDW H4(z,y) = O para un ordenamiento arbitrario de
factores, representado en el parametro «,

:r?-(?—z—+aa:-a-——a-2——U(z Nl Yv(z,y) =0 (4.12)
dz? 8r ~oy? ' ' ' '
en donde el potencial esta dado por
U) = ;[ - %6w)), @)
COT i
G(y) = e"”-"-’—\%y—). (4.14)

Es claro que la ecuacién de WDW se puede resolver por separacién de variables en
los siguientes dos casos: i) A(y) = 0, y ii) A(y) = 3¢ge” = 3g¢. En la siguiente
seccion consideraremos ambos casos.

4.2  Soluciones de la ecuacién de Wheeler-DeWitt

4.2.1 Caso Ay} =0

Lo ectacian de WDW sin constante cosmologica se puede separar mediante 11z, y) =
XY (). de esta forma obtenemos ‘

T I B 'Tz » ’ - :
" X"(r) oYX ¢ (P' - T) X =0, (1.13)
Y (y) v Y -0, (1.16)
en donde ¢f es una constante de separacion. Por lo tanto, la funcion de onda del
universe en terminos de funciones de Bessel os ‘
1o I I
t.'(.r.-y) = .r]”re.wy {C;[m (*)') + 2 Km (5)] s (417)
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en donde el orden m estd dado por

m= J(Lg—g)z -2, - | (4.18)

Esta solucién es muy general ya que cuenta con los pardmetros libres a y v. Tam-
bién, podemos construir soluciones muy generales de la ecuacién de WDW me-
diante superposicién de las soluciones dadas y con ellas se pueden implementar
diferentes condiciones iniciales como las de no frontera de Hartle-Hawking[7] o las
de tunelamiento de Vilenkin{10)].

4.2.2 Aproximacién WKB

En esta parte buscamos una solucién de la ecuaciér: '« WDW de la forma

¥(z,y) = e, C(419)

Mediante resolver la ecuacién de Hamilton-Jacobi obtendremos la solucién completa
del problema cdsico y de esa fnrma estudiaremos el régimen cldsico de la cosmologia
en cuestién. Después de-sustituir (4.19) en la Ec. (4.12), obtenemos

S as\?® z* . -
() (Z) -2 420

la cual tiene como solucién exacta

S(z,y) = p, y:t\‘l—— :Fa.rctanh,‘l- ’ - (4.21)

‘en donde p, es una constante de separacion. Por consiguiente la funcion de onda
WHE es

. o 7 - .
, r \2 L4+ — (&) |
. , I 1 ) i

L'(J’_y)“-‘.g\-a :: e:ép ip,dyt Jl - (-Z_I;;) F §ln (QP") , (4.22)

- y1- (&)

notece que of radical en la Fe. (1.22) es real si r? < |4p;]. definiendo la regién cldsica.
Yi que cualquier generalizacion del marco de referencia de la teoria cudntica tiene
la obligacion de-recobrar ese marco de referencia con un dominio clésico de limites
adecuados, la funcion de orda WKB (4.22) se puede recobrar de la solucién exacta
cudntica (1.17). en las regiones del minisuperespacio en donde z << 1 y y >> 1.
Primeramente expresaremos a (4.22) como -
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¥(z,y)wkp = exp {ipv(y T 41— z

{

luego para z pequeitas {z << 1), desarrollamos los radicales como

v(z,¥)wks =~ exp {zp,, (y +i- 8p2  128pt 102478
| —In 12-—:':2 . =2 ] -
8p2 ~ 128p% 1024z

2 .‘24

I [z 8 |
gl [8;::2 128p;+1024pg"'])}' “A1)

luego

. ‘ z
" ('C'y)“"f"g A exp {-zpy(y'i-l 8p§ - 123.,_,: 1024p§

1 z? z! " z
Slnf2- 25— 2 - .
T 2 “[ 82 128p 10247 } = (Qﬁpy) * ‘
‘ 1, z? r . o {
£ 5l {1 ‘& T o ] )} (4.25)

v despreciando términos de orden > O(x?), tenemos

"y [yo 1¥i In’.’:':ln(,—lo—-)tl ln(l)]
v(r y)wes = ¢ ’ i )T .
= o' Iyd H:In.r;% In ‘.E?Fhat'.!\ipy}l

-

o tPlvEIng
(4.26)
Ahor tomando el limite asintatico de Ia funcion de onda cudntica (1.17) cuando
6 = by g -~ XL lenetos que
vo(ey) ~ 25 [Cm t Ciz™™], (4.27)

asi para obtener el limite asintotico semicldsico (4.26), para valores grandes de la-
constante de separacion v, entonces
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Doz, y) ~ el  (4W)

en donde hemos omitido los términos relacionados con el factor de ordenamiento
Jos cuales no afectan los cdlculos semiclasicos, por lo tanto hemos recuperado la
funcién de onda WKB de la solucidn exacta, también comparando (4.26) con (4.28)
identificamos que v = py,. '

4.2.3 Soluciones de Hamilton-Jacobi

Podemos obtener soluciones de las ecuaciones cldsicas de movimiento, de ia funcién
principal de Hamilton (4.21) identificamos p, con la nueva coordenada de momento
P, entonces para la nueva coordenada de posicién X, tenemos que

295 _ arctanhy|1 — [ — ) - ‘ (4.29)
ya que la nueva coordenada X es una constante -y;, entonces obtenemos que

z? = 4p,sech®(y — ). - (4.30)

También, sustituyendo (4.30) en el momento clasico para y (4.10) e igualando con
Ty = gf, obtenemos la expresion correspondiente para y

. C = .
y=In [tan (T + 2 + Z)]+ T, (4.31)
en donde C es una constante de integracion, entonces z como una funcioén del tiempo

conforme T es

z? = 4p, cos(27 + C). ' (4.32)

- De esta forma. hemos obtenido una solucion cerrada de las ecuaciones de movimiento
dadas por{98].

2 44 =0, (4.33)
'y +zy’ =0, | (4.34)
-2+ 4zt =0, {4.35)
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4.2.4 Caso A(y) = 3ge”

Ahora, estudiaremos la ecuacion de WDW con A(y) = 3ge”¥, en donde ¢ es una
constante, asf de (4.12) tenemos la siguiente funcién de onda

5 0% a &
200 O O . —
{#*53 +angs — 5 ~V@n)ju(ep) =0, (4.36)
en donde el potencial estd dado por
Ll 2
Ulz,y) = —52*[gz - 1], (4.37)
y haciendo ¥'(z,y) = X (z)Y (v), obtenemos las ecuaciones separadas
£’ X"(z) + ax X' + (b‘ - %2:2 + i—q:cs) X =0, (4.38)
Y'(y)+ Y =0 - (4.39)

'La ecuacion para z se puede resolver por series, pero no es muy practico, entonces,

para hallar una solucién con més sentido fisico escribimos a X(z) de la siguiente
manera ‘

X(z) = "W {(z), {4.40)

endonden =(1-azx ‘/ (a = 1)? = 40?)/2, asi obtenemos que

A + (1 +/la-1)2- 41»2) e (iqu“ - i;ﬁ) W=0 (441

Fste es un caso particular de la Ec. (4.38) que se puede resolver mediante soluciones
conocidas, e cuando el término de primera derivada se hace cero; lo cual sucede

si:

o =1+ V=42, | (4.42)

notece aqgui que o} satisfacer la ecuacion de arriba significa que tenemos una eleccion
especitica del pardametro a. y podetnos tener a lo mis dos valores de Ia constante de
separacion. para los cuales la ecuacion diferencial se reduce a una ecuacion del tipo
de Airy

ar l .
W(z) + T(qx — )W =0 (4.43)

cntonces fa funcion de onda del universo esta dada per

clry) - SF e {0 (207} - an)] + CoBi {201 - 2]} (4.44)
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En este caso no tenemos un conjunto completo de soluciones, sino sélo soluciones
particulares para una eleccién especifica del pardmetrn del factor de ordenamiento
a, v no se puede hacer superposicién de funcioaes pucs la constante de separacién
queda fijada tal como se expresa en (4.42). - '

4.2.5 Aproximacién WKB -

Ahora buscamos una solucién de la ecuacién de WDV de la forma ¥(z, y) = '5=¥),
Después de sustituir esta forma de la funcién de onda en la Ec. (4.36), obtenernos

8s\? /8s5\* 1 1
-2 = il RN S S
At (am) +(3y) 4I +4QI 0, (4.45)

cuya la solucién en cuadratur:. .:td dada por

1 7. d
S=pyt; [ e —o+ = (4.46)
Por lo tanto la funcién de onda en la aproximacién WKB es
C(£ Yhwip = P v ] | (4.47)

En este caso la region cldsica depende del signo de g¢; el analisis de las écuaciones
clésicas del movimiento muestra que solo para g > 0 las soluciones de la relatividad
general son soluciones de la teoria tensorial escalar con ¢ = cte.

De 1a misma forma que se hizo en la subseccion 4.2.2, recobraremos la aproximacién
senticlasica -de la funcién de onda cudntica (1.44). Primero. expresemos a (4.47)
Como

: ey f I;"fp’%f:d-r]
V(o ylwrp =€ [ ' : (4.48)

para abtener la funcion de onda WKB en el limite de r grandes, despreciamos el
térnino 1o, eintegrando tonemos

'[Pﬁﬁ(w—lﬁi]

vz, y)wwp ~e (f3-49)

Ahora. tomando los fimites # — oc v y — o< en la Ec. 74.44), y despreciando el
ténmnino relacionado con el parametro del factor de ordenamiento a, la funcién de
onda cudntica se aproxima a

v~ (1= -I—).'*e‘["”'“%”)i], (450)




_1
las expresiones (4.50) y (4.49) son equivalentes excepto por la funcién (1 - -;i) ‘

debido a la forma simple de la propuesta de la funcién de onda WKB. De nuevo
identificamos v con p,.

4.2.6 Soluciones de Hamilton-Jacobi

Las ecuaciones cldsicas del movimiento correspondientes al término cosmoldgico !

A(¢) = 3¢ son
" + 4z — 6gx® = 0, ' (4.51)
2y +xy’ =0, (4.52)
z? — 22y 41% - 492° = 0. ‘ (4.53)

De la misma forma que se hizo en la subseccidn 4.2.3, tenemos de la funcién principal

de Hamilton (4.46) que
. : ' i
as dz 2 ;
2oy [E = 72, | (4.54) |
opy T \/qr’ -2+ 42 :
en donde 4, es una constante, entonces las variables z y y estdn relacionadas por
. 1
dr 4
. T\Qri— It + 4p, _ ‘
La integral en (1.55) se puede resolver en términos de la la funcién eliptica de ;
primera clase F. También, del momento candnico conjugado asociado a £ (1.10) y 4
de I definicion 7, = %} ohtenemos 'J
dr i
/——,——*"‘—-'-—-___-__T——_—“—' = 427 4 0. (‘56)
Jar' =g

on donde 8 es una constante de integracian. De nueve cuando realizamos la inte-
cracion. obtenemos £ en términos de funciones elipticas de primera y segunda clase.
R v I Esto nos indica que es mas tlustrativo analizar el comportamiento de) sis-
et dinditmico. Por medio de X - o'/a Y - o'y0 v Z = a®¢. las Ecs. (4.51)-(4.53)
we pueden eseribir coto

-Y' - -—,\,2 - u—:?Y"" + 2(]2 - 1, . ' (457)
Y' = -2XY -Y? - (4.58)
7' = 2XZ+YZ (4.59)
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X2 - %9}” +XY +1-¢Z=0. (4.60)
Ahora, tenemos un sistema dindmico tres-dimensicnal, podemos expresar (4.57) en

términos de (4.60), de esta forma tenemos el siguiente sistéma dos-dimensional

X' = X2+2XY—522Y2+1, (4.61)
Y = —2XY -Y |

En la siguiente figura, mostramos las curvas solucién del sistema de ecuaciones
clésicas (4.61) en el plano fase dos-dimensional XY
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Figura 13. Diagrama del espacio fase XY, se muestra un acercamiento
del comportamiento de las trajectorias cercanas a los puntos criticos Pl
v "2, los cusles son indicados por el punto, se ha considerado wy = 1.

Podemes ver de este diagrama cualitativo que las lineas sélidas definen las regiones
fisicas ¥ las posibles trayectorins. cerca del eje X las trayectorias son paralelas al eje
entero mas nunca lo cruzan, entonces de (4.61) vemos que el eje X representa una
solucion. Haciendo Y = 0 en e: sistema (4.57)-(4.60), encontramos
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X=tan(r+C) y Z= %sec’(‘r +0), (4.62)
entonces obtenemos la siguiente solucién exacta

a{t) = agsec(r + C). : {4.63)

Los puntos criticos del sistema (4.61), i.e., los puntos en los que X’ = Y' =
representan una solucién de equilibrio de este sistema dindmico, son (x5, :F\%%), y

estos son puntos de silla de montar ya que X = %, Y= %. Esto nos ileva a

a(‘r) = eV, y &)= e;gﬁ', (4.64)

la primera ecuacién describe universos en expar«isn o contraccién[99]. Estas solu-

ciones en el tiempo cdsmico ¢ toman la formaf1G:)|

at)=ast ¥y o(0)=eyt™ - 48)

4.3 Condiciones a la frontera

En esta seccién seleccionaremos algunas condiciones a la frcatera que pueden im-
ponerse en la funcién de onda que satisface la ecuacién de WDW (4. 36) La cual'en
las variables originales a y ¢ toma la forma

&\ G
en donde el potencial estd dado por-

2 2 |
{a:"aé. (aﬂ'_q_) + a¢6—66: - E?Q—j - V(a| ¢)}¢(ar ¢) = 0’ (4'66) .

V{a.¢) = % [a“’ - giz—(g!} . ' (4.67)

Fste modelo e adecuado para estudiar ias soluciones de tunelamiento cudntico, y
cuando depreciamos el término de la curvatura espacial —a? el modele resultante
es conventente para estudidar soluciones inflacionarias|[1061]. . Debido a como fueron
escogidas las variables v y en (4.7). nuestro modelo cudntico del minisuperespacio
estit definido por una variedad dos-dimensional, 0 € a < oc, 0 € ¢ < 00, Conside-
rarcmos las condiciones de frontera de Vilenkin v de Hartle-Hawking. La propuesta
de Vilenkin para determinar el éstado cuantico inicial del universo se basa en la
inagen de gue el universo nace expontdaneamente en un espacio de Sitter y entonces
- evoluciona « lo largo de lineas de un escenario inflacionario, esta aproximacion es
muy -andloga a la del tunelamiento a través de una barrera de potencial y también
se le refiere como creacion del universo de la nada” [10], en donde el término " na-
da” corresponde al estado inicial a = 0. Esta propuesta supone que la condicién
de frontera correcta es la de una solucién puramente de expansion (iw“%f > 0),
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correspondiendo a una onda puramente saliente en la regién ciasicamente permitida.
En la aproximacién de{7], el estado cuéntico del universo corresponde a una funcién
de onda real dada por mezclas iguales de soluciones en expansién y contraccién
en la regi6n cldsicamente permitida (i.e., deberia ser una funcién exponencialmente
creciente de a), y se le conoce como la oondicic’m de frontera de "no frontera”. Supon-
dremos que el potencial es una funcién que varia lentamente con el campo escalar

b
1 a8V(a, o)
Via,¢) O0O¢

entonces la aproximacién WKB es vilida, y esto sugiere que, paraa suficientemente
pequefia, la funcién de onda ¥ también es una funcién que varia lentamentede ¢n
¢. Entonces podemos despreciar las deriva: =5 con respecto a ¢, y la Ec. (4.68) se -

transforma en
: 242 2t
[i 20 ¢ (a W))] ¥ =0, (4.69)

< 1, (4.€8)

Jda®  ada 4wy 3

ahora el problema viene a ser un modelo del minisuperespacio uno-dimensional y el
campo escalar ¢ se considera como un pardmetro. La ecuacion de arriba es idéntica
a una ecuacién de Schrodinger uno-dimensional para una particula descrita por una

- coordenada a{r) de energia cero y sujeta al potencial -

2.2

Via.¢) = %i— (a2 - qcba‘) : ‘ . (4.70)

~ en donde se ha sustituido A(¢) = 3¢g¢. La region clasicamente pe}mitida esV{a,¢) <

1

. ¥ la region entre la barrera 0 < a < T e clasicamente
99

qe
prohibida. Primero. estudiaremos la condicion de Vilenkin.

0 cuando a >

1

4.3.1 Condicién a la frontera de Vilenkin

Fn particular. cwnndo a = =1, ¢ >0y : = (1?16 ¢ (goa® = 1) Ia Ec. (4.69)
se transforma en

P
5:'—2+: v =0, . (4.71)
por lo tanto, la funcion de onda de Vilenkin de tunelamiento cudntico - es
vy o= ( ) - .( ), (4.72)
Ai{zo) + iBi{z0) .
.o 1 :
en donde 30 = z(a = 0) = (r&%;)’ En el rango clasicamente permitido gpa? >> 1,
peru 10 Muy cercano a la barrera a® = ;‘3, > es grande y positivo, por lo tanto,
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mediante las formas asintdticas de las funciones de Airy o usando las férmulas de
conexién WKB encontramos que

oo 75 - om0 -2

en donde

n(-—"»)—g\’o;b—0 a (ga® -1 )* (4.74)

el signo menos en (4.73) describe un universo de FRW en expa.nsxon De la misma
manera, para el rango cldsicamente prohibido, tenemos

w(vcas ) - "Tnflﬁ;"[ s ! “’M) ]
§ | +\/T—n-(7exp [3,’?‘}0' (1 —Q¢02) ] (4.75) |

en donde

a1~ qqsa?)* : (4.76)

m(a) =

po
| 21/
4.3.2 Condicién a la frontera de Hartle-Hawking

La funcidn de onda de Hartle-Hawking vy consiste de la mn:rvinacién de funciones
de onda reales entrantes y salientes. en este caso la funcion de onda adecuada es

Ai{~2)

= — . 17
T Ai(z0) ‘ (4.77)
Aplicando las formulas de conexion WKEB obtenemos las aproximaciones
) | ] [ e |;' JT] '
tan {a > —= —_— 0 | gou* — 1)1 = =1, - (4.78)
’ ( qu’) y 1tlu) {3V ( )

i

L

I ! po ‘., 5 -
v 0<y - —-—— ] - b . 4.79
HH( << \/79) \/m (1)(\”[ ;\/_TU( : qudt) ] (4.79)

' [1 funcion de onda en la region cldsicamente permitida es osdllatona ¥y no predice
universo en el cual haya tenido lugdr suficiente inflacion{7]. Las funciones de onda’
- de Vilenkin v Hartle-Hawking se representan en ia siguiente figura.

106




o]

¥(a),

Figura 16. Funciunes de onda para las condiciones de frontera de
Hartle-Hawking (linea continua) y de Vilenkin (linea punteada).

4.3.3 Probabilidad de tunelamiento

Como podemos observar er la Figura [6. la funcion de onda de tunelamiento de
Vilenkin (representada con la linea punteada) la cual es compleja. contiene sélo una

cumponente saliente y representa un universo de FRW en expansion, i.e.. el universo ..

presetita tunelamiento mecanico cudntico a través de la barrera de potencial, para
apuarecer en ¢ = 1//go de esta forma el universo se crea espontanea ¥ no singular-
mente de la nada. v después de la nucleacion, la evolucién del universo es cldsica, y
b funcion de onda (4.73) describe campos de universos clasicos. La funcion de onda
de Hartle-Tlawking la cual es real (representada por la linea solida) consiste de dos
partes entrantes v salientes. de esta forma se asigna una probabilidad distinta de cero
A nn universo colapsandose. Con la funcion de onda de tunelamiento calcularetnos
L probabilidad de que ocurra ¢l tunclamiento. Sea entonces (FRW (1/v/g¢)|nada)
la amplitud para la creacion cwintica de tal universo de FRW, entonces

9
= (’fo ‘ H“’Q)d“!

nndu)

P= |<1-'Rir(u., ,

q
521-'0 a 0 a l—qdaa da
€ 1

.

e &veo, (4.80)
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es la probabilidad de que un universo cudntico de FRW de tamaifio ao sea creado al
emerger de la barrera de potencial en ap = 1/\/¢@, en otras palabras, un universo
cerrado de. FRW de tamafioc ap = 1/\/g¢ nucleado del "eterno estado de la nada®.
La expresion (4.80) se debe interpretar a la luz de las historias decoherentes{103],
en las que la mecénica cudntica asigna probabilidades a las posibles historias del
universo. -

4.4 Soluciones de agujero de gusano

En lo siguiente mostraremos para el caso de la cosmologias del tipo de Jordan-Brans-
Dicke con un factor de ordenamiento especifico, la forma explicita de la funcién de
onda que satisface las condiciones de regularidad de Hawking-Page. Para el caso
Aly) = 3ge™® no hemos enontrado soluciones del tipo agujero de gusano cudnticos,
‘debido al comportamiento oscilatorio de las funciones de Airy.

4.4.1 Configuracién de agujeros de gusano cuanticos

Para la eleccion particular del factor de ordenamiento o = 1, vemos que de la Ec.
(4.17) una familia particular de soluciones estd dada por

Pz, y) = Ce"’“K.,, (—) \ {(4.81)

v su comportamiento asintotico cuando @ — o< es

R R - (4.82)

aqui Ja-funcion de onda es amortiguada cuando el volumen aumenta al infinito, y
para cuando ¢ — 0 tenemos

v ewy-w}nx‘ - (483)

podetnos abservar en este limite asintotico que cuando ¢ — 0 entonces Inx — o
produce intinitas oscilaciones, por consiguiente (1.831) no puede ser considerada co-
Mo ihagtjero de gusano cuantico.

Fxisten dos formas de evitar este problema. Uno de cllas es hacer superposicion
com estas soluciones. v entonees aplicar of Lema de Rieman-Lebesgue]105] a fa in- -

tegral resultante para eliminar I singularidod en e! origen. La otra es, tomando
superposjeion de funciones

1, = '[_;x_C-'(tf)f-‘”'I\'.u (;—) w. (4.84)
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St sustituimos C(u) = ¢e"* con (u = cze ) en (4.84), tenemos que por medio de una
transformada integral de Kontorovich-Lebedev(89)], obtenemos que la 1ntegraclon
conduce a

Yun = €~ Feoblviul (4.85)

la cual satisfece las condiciones de regularidad de Hawking-Page y se puede ver
como una solucién de agujero de gusano cudntico {106]). Mediante sustitucin directa
podemos verificar que la solucién (4.85) es una solucién particular de la ecuacién
de WDW. Una solucién de tal tipo se le llama espectro discreto de agujeros de
gusano cuanticos. Los conjuntos de funciones de onda ¥, y %ua, estdn expandiendo
el mismo espacio de estados fisicos y ambas son bases del espacio de Hilbert de la
representacién correspondiente, y la expresion (4.84) es la conexién entre estas bases

Y Y Cuhe

4.4.2  Configuracién semicldsica de agujeros de gusano

Ahora. nuestra meta es recobrar la solucién de agujero de gusano cudntico, partiendo
de la funcién de onda semiclésica (4.22) |

2
1—(—1‘—)2¢1‘ln i._i_j_&_)_g. e
2py 2 1=/ = ('éi:;;) RS

cuando tomamoes el limite cuando = — oc, obtenemos que la funcién de onda semi-
clisica tiende a :

Lf(I.y)lt'i{B= exp{ipy |y =

v(n ywrs = P (4.86)

como esperabaros, la funcipn de onda es amortiguada exponencialmente, pero cuan-
do analizamos el limite cua‘ndo_ r — 0. tenemos que

l'(l‘. .’.")WKH = E"P"(y”n':), . (487)

aqui. ¢l problema surge cuando o, — 0. pues ¢l Inr — —o¢ causa infinitas oscila-
clones tal como se meciond antes pari el caso cudntico, v estas oscilaciones repre-
sentan ana singularidad. Como una alternativa podemos construir una solucion de
nagete de onda integrando sobre “a constante de separacion py, ie., realizando una
transformada de Fourier

. -

(et w2 j[.*""’_‘w ) g, (4.88)

mediante o} lema de Riemaiin-Lebesgue, la integral (4.88) tiende a cero cuando
r — 0 o cuando y — =¢. entonees 'a funcion de onda es regular y satisface 1a segun-
di condicion de frontera de agujero de gusano de Hawking-Page. En el caso clasico
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de las soluciones {4.31)~(4.32) no encontramos agu Jeros de gusano clasicos, pero hay
un resultado reportado por Xiang, Carl y Liu[107], sin embargo, sus resultados cor-
responden a un agujero de gusano Euclideano con el requerimiento de un pardmetro
de Jordan-Brans-Dicke wy negativo.

4.4.3 Configuracién Euclideana de agujeros de gusano

En esta seccién presentaremos una solucién Euclideana de agujero de gusanc en
la teoria de Jordan-Brans-Dicke, la cual fue encontrada por Xiao, Carl y Liuf157).
Este agujero de gusano parece tener la caracteristica de que el radio de su gesganta
aumenta linealmente con el tiempo césmico Euclideano, sin embargo este aumento no
es medible. También requiere un pardmetro de Jordan-Brans-Dicke wo(®) negativo.
Aceta et al.[94] encontraron una solucién de agujero de gusano Euclideano en una
versién generalizada de la teoria de Jordan-Brans-Dicke que es compleja y tiene
carga. Esta solucién desaparece en la teoria de Jordan-Brans-Dicke real {sin carga).
Para obtener la solucién de agujero de gusano se introduce el tiempo conforme b en
el minisuperespacio, definido por

dt = a(b)db, 6 =a"'d, ' (4.89)

entonces la accion (4.5) con A(¢) = 0, toma la forma ' ]
i n ' 2, 1 _1a2p if

s:-[(a 6+ d'dla - a% — =wod ad:)db, (4.90) \

0=3 6 i

E.

en donde la prima denota diferenciacién con respecto a &. En términos del tiempo
conforme Euclideano b = b, la accion de Jordan-Brans-Dicke Euclideana es

Sape = ~iSun. |
1 1 n
= 3 / (a’%p +a'e’ +a*o ~ gugo"u'o"’) db, (4.91)

v ol correspondiente Lagrangiano Euclideano de Jordan-Brans-Dicke es

' 1
| Lupe = %a ‘ot l)a oa + 2“ ‘o - -I—lz.uuc‘) g™, (4.92)
La variucion con respectoa a y © produce
" l "o, I -] r}

=a"0 = Sud” i a0 — pon” 0e" = 0. (4.93)
410"0 + la2 - o~ 20 at
2 2 127" | :
1 NP _ ¢
+ '§wn¢“’aa>a + gw0¢ la%¢" = 0. (4.94)
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Si restamos 2¢/a veces la Ec. (4.94) de la Ec. {4.93), obtenemos

ag" +24'¢) =0, - (4.95)

y sustituyendo esto en la Ec. (4.93) nos da

a'¢ —ap + +%wo¢";a¢’2 = Q. ' (4.96)

Ya que (4.95) se puede escribir como d(a?¢’) = 0, hay una carga conservada

a%’ = Q = a*p. (4.97)

Usandd la Ec. (4.92), la constriccion Hamiltoniana cldsica nos da

H = al,+¢My—L,
_____l_fz___-_l_ rat 1‘2 _1_ 2,1 012
= 2a ¢ 2aa¢5 +2a ¢+12ma¢ ¢"” =0, (4.98) ‘

la cual se puede escribir como

a'\? a'\/[¢ 1 :
Z 21(2 = L =202 _ ‘
() (&) (@)=t bowsres

" Si suponetnos que T es el tiempo Euclideano césmico (ie. 7 = it o d7 = adb),
entonces , después de sustituir (1.97) en (4.99). obtenemos

2 1}

. Q S 1y @

a=—-—— il+(-,—+"')—',,—4 . (4.100)
2a%0 A6 1/ ola

en donde ahora el punto denota diferenciacion con respecto a 7. Cuando ¢ — o,

a — =1 oa® — 72 asi el factor de eseala se aproxima al universo Euclideano de

Milne, Tambicén @ = 0 para
1 3 4
= (g) . (fi.IU!)

)

endonde G (=0 /6)EQ asi esto da la dimension minima de la configuracion. Esto
corresponde an agujero de gusano Fuclideano conectando a dos universos de Milne
con nna garsanta de radio L. Notese que L es una funcion de ¢ y la forma de esta
et b marsanta (v L) es

o(r) = |e— %ur]“"’.' (4.102)

R R -l . .
en donde ¢ = (—/6) YQ=1 y ¢ es una constante de integracion. Para 7 grandes
(1,101 sugiere que el radio de la garganta aumenta linealmente con 7.
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4.5 Tercera cuantizacidn

En esta seccién realizaremos la tercera cuantizacién del modelo cosmolégico de FRW
“en Jordan-Brans-Dicke, para ello introduciremos en la accién {4.1) con A(¢) =0 las
variables y el tiempo conforme

z= In(a’¢) y=In o> : dt = adr, (4.103)

esto con el fin de obtener una accién més simple que nos facilite la obtencién de
los modos -entrantes y -salientes de frecuencia positiva, de esta forma obtenernos la
accion

sﬂ-—f[———q} edr, (4.100)

los momentos candnicos conjugados son

I’ z ) yl r
T = Z—c \ Ty = =€, (4.105)
"y el Hamiltoniano H
H= 2e"rr -2e~*md + %- {4.106)

, Iue"n realizando cuantizacion candnica tenemos que la ecuacién de WDW Hy(z,y) =

0 toma la forma

w9 (.0 O9° e . g :
["’ Az (I'ar) 5 4 }r.-(.r.y) =0. (4.107)
cuya solucion se puede expresar cotno

!;'P(.r. y) = Qr,Zﬂ(w)eﬁ"”’. (‘1108)

etodonde w e 12.Q s un factor de aormalizacion. Zs es una funcion de Bessel,
A e pes una constante de separacion arbitraria v puede considerarse como
un o totento candnieos de oy,

Drbido aoque a Ee(4107) es una ecuacion del tipo de Klein-Gordon, tomamos

Ly variable £ como el tiempo, v la variable g como el espacio. La aceion tercera
cuantizada para prmllu'ir fa ecuncion de WDW (4.107) es

6o / rh, e\’ ' 2 2| ded A :
Q- 2 [ ().T E t —4-1; I dy. (4.109)

v el momento candnico estd dado por
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n(z,y) = —g-a:q = %"D;, (4.110)

el Hamiltoniano tercero cuantizado es

Hyg = & Kg”;): (g‘ﬁ) wf} (@)

Para cuantizar este modelo, 'se imponen las relaciones de conmutacién a mismo
tiempo T dadas por (2.102)-(2.102)

{a“’(.‘f’ W wie 2| = o)
[ Ov(z,y) aw(x )] -0 |
5z ' oz | ’
[w(xi y)‘,w(a:, y’) = 0.

Podemos encontrar un conjunto completo ortonormal de soluciones de frecuencia
positiva de la ecuacion de WDW (4.107) en términos del siguiente producto interno
definido por (2. 100) (2.107) : :

oy — g).

{wplwg) =
(t‘;‘ﬁ\;) = 0
(vplvg) = —d(p—q),

et donde ol producto escalar de Klein-Gordon esti definido como .

(L tg) = i/ vy 9 vy =6(p —q). (4.112)

¢l subindice petiqueta a la funcion modo. Por medio de fos thodos normales g,
expandiremos la funcion de onda v (. y) (considerada como un campo en ¢l minisu-
perespacio) en términos de (2.97)

- .
v{s.y) :f [ClpIesle ) P )] dp
-
En to que sime. mostraremos explicitamente los modos entrantes y salientes, y

obtendremos los coeficientes de Bogoliuvob para caleutar el porcentaje de universos
creados desde ¢l estado vacio entrante. A
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4.5.1 Creacién de universos de la nada

Las funciones modo ¥3*(z,y) y ¥3“(z,y) serdn obtenidas de (4.108). Escogeremos

 la funcién modo-entrante como una solucién normalizada que satisface (4.112)

¥ (r,9) = Qi Js(w)e™, (4.113)
en donde J; es una funcién de Bessel'de primera clase, § = ~i | p | y el factor de
normalizacion es

o318

in __

= , 4.114
% ~ 2sinh¥(r | p|) Wi

cotno mencionamos antes, en esta solucién la constante de separacion p puede
considerarse como un momen‘o candnico de y. Por otro lado, el comportamien-
to asintdtico de (4.113) cuando z — —oo0, es

Wit (z,y) ~ e~z ’ (4.115)

asi (4.113) es una funcién modo de frecuencia positiva. En las regiones cldsicamente
permitidas los modos de frecuencia positiva corresponden a universos en expan-
sion{10%]. La funcion modo-saliente esta definida por

¥2(z,y) = QU HE (w)e™, (4.116)

en donde H es una funcién de Hankel, »

{._

Qo = ikl (4.117)

Ineso cuando tomamos el Himite £ — oc. ja Ec. (1.116) tiende a

2y

I\J

Vo (z.y) me e 17T ), (4.118)

ki conndion de arriba es una funcion mode-saliente de frecuencia pusitiva para
crandes escalas La expansion de v(r.y) en términos de operadores de creacion
Voatdgailacion para la fundion modo-entrante, s

ciey) - [ICatpette )y CLe e dp. (119)

Requerimos gie a tiempos my tempranos el vacie sea aniquilado por Cin(p). en-

Ctonces el vacio-entrante |0,z que es considerado como "nada” estd definido por

Co(0 i)~ 0 Ype R, (4.120)

tambicn la (-xpunsidn de v (z y) pira la funcion modo-saliente es

c(r9) = [ [Coalpivg (e ) + Chulpls (z,9)] dp, (4.121)
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y el vacio saliente |0, out) esta definido como

Cot(p)|0,0ut) =0 VpeR. (4.122)

Calcularemos el nimero promedio de universos producidos de la nada mediante
el cdlculo de los coeficientes de la tranformacién de Bogoliubov entre los campos
entrantes y salientes. Puesto que ambos conjuntos (4.113) y (4.116) son completos,
estdn relacionados uno con otro por una transformaciéa de Bogoliubov

ez, y) = / [Cx(p, QU (z, y) + Calp, q)w;"‘(:c,y)} dg. (4.122)

Obtenemos que los coeficientes de Bogoliubov C,(p, ¢) = 8§(p ¥ ¢)C,, (n = 1,2) son
| 1
.Cl (P, Q) - 6(1’ - Q) m _l’ (4.124)

)’

i o {
Ca(p.q) =4(p+ Q)W' (4.125)

Los coeficientes Ci{p) v Ca{p) no son ‘iguales a cero y satisfacen la condicién de

conservacion de probabilidad | Ci(p) |> — | Ca(p) |*= 1. Asi, se pueden construir

dos espacios de Fock con la ayuda de los modos (4.113) v (4.116), los cuales no son
; equivalentes y tenemos dos estados de vacios tercero cuantizados: El vacio-entrante
i L0, in) ¥ el vacio-saliente | 0, out), definidos por

Ca(@10,in) =0 v Cuul(p)|0.0ut) = 0. - {4.126)

en donde p € R, El ndmero promedio de universos producidos de la nada. i.e., €l
viwcio-in. eh el p-ésimo modo N(p) es

‘V(p) = (0' I‘" ! C'lu!(p)(.uu!(P) i (). in).
POy 2,

1 .
e (4.127)

Far g expreston corresponde a una distribucion Planckiana de temperaturas con res-
pecto i plopara un gas relativista con energin £ -] p | . en donde (¢ = 1), ie,
ef estado inicial 10, én) cuando uno lo ve desde o] vaclo externo | 0, out). estd carac-
terizado por una distribucion termal de universos cot energia p a una temperatura
tijo T 1274, en donde & es la constante de Boltzmann,

B e A T

T




4.5.2 La relacién de incertidumbre

En esta seccidn se usard de nuevo una descomposicion de Fourier para obtener grados
de libertad desacoplados, tal como se realizé en el capitulo anterior en la seccién

3.8, de esta forma el campo de universcs ¥(z,y) serd expandido en términos de

senos y cosenos. Supondremos que nuest;o sistema cudntico estd confinado en una
caja uno-dimensional con condiciones a la frontera periédicas, con la coordenada de
longitud fijada en un valor arbitrario M, entonces

Yz, y) =

‘

‘/_{ ¥(z,00+ > \}5[w+(x,q)cosqy+w_(z,Q.)sinqyl}, (4.128)

© q=2mn/M

en donde v, (z, —q) = ¢+\}?.q) y ¥-(z, ~¢) = ¥-(z,q). Para simplificar la notacién
denotaremos las variable ¥odales ¥(2,0) v ¥a(2,9) por ¥a{2). Sustltuyendo la

expansién de arriba en el Lagrangiano derivado de (4.109), con la variable = = a%,
obtenemos _ | '
=L Oal(2)\" _ - 2 2 9
L=3 (M)g [( R ) ¢ ¥a(z) + ] Yal2) . (4.129)

ahora la suma incluye el modo cero ¥'(z.0} y una entrada de ¥(z,¢) ﬁar& eada par
{q.—q). De esta forma las variables modales v, estin desacopladas completamente

una de la otra. para el siguiente cdlculo rescalamos v+, a \/M/27¢,. Entonces, el
Hamiltoniano esta dado por

L1 o ' TR
H, = Z‘: 5.[7?,, + (q " ) t.u(.)] . (4.130)
Para cnantizar el sistema (4.130). imponemos las relaciones de commutacion (3.179)

Lo (2) ] = thga

v oconsiderando el hecho de qm la funcional de onda de cualquier eigenestado se
factoriza commo W = [Ta Wa [2. 10 (3)) mediante Tsustitucion ©(z) = vo(2) v 70 —

- 17— obtenemos la ecuacion dc S( hrodinger para cada variable modal
(Nl LI LA T
C)" = Q |\—:—;:—_— Flogm - ‘i- L \pa. (4131)

Resolvercmos fa ecuacion de onda anterior usando el ansatz Gaussiano dado por
(31821 v puesto que la relacion de incertidumbre de Heisenberg estd dada por (3.194)

- 2
(Ava)’ (Ame)* = L, {‘ v TPJ(( q))} }
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para obtener Fu(z,q) y Da(2,q) sustituimos el ansatz (3.182) cn la ecuacién (4.131),
asi obtenemos la ecuacién de movimiento para Aa(z,g):

. d A2 2 22
- za";Aa(‘H Q) - Aa(z! Q) + q 4 . (4132)
Ahora sustituimos
_ y |
Aa(39 Q) = —“1a':ln ua(:v Q)’ (4133)
en donde u,(2,q) es la solucién de la ecuacién de WDW
| | ¢ 1
' . |etE -§| w0 =0 (4.134)
| Primero, ana.lizarem%é el comportamiento de u, para grandes escalas-(a — oo},

i entonces el segundo término ¢2/z2 en la ecuacién de onda (4.134) se puede despreciar.
Asi. la solucién es

. ua(z, q) = cos % + Bsin %, (4.135)
en donde 3 es una constante compleja . Sustituyendo (4.135) en {4.133), obtenemos

.; que :

: Ag(eq)= L SaTI0SE O (4.136)
i ‘ | 2((‘(}5,’3«#35111%) .

entonces

Da(z.q) = Red,(z.9).
’ lm.J

- 2| coss + dsin§ [* (4.137)
Fu(z.q) = =~lind,.z.q).
Redcosz = 5] 3|7 =1)sin 2 (4.138)

")

2 cos it dsin g
pur 1o tanto la relacion de incertidumbre o8

13

Lo ] N , 2
(Ae, )7 (AR,) = 1 {l + (Im3)~° jRedcor 2 — %(| J1? =1)sin .‘:] } (4.139)

Si escogetios = —i. entonces para grandes escalas (@ — oc) la relacién de incer-
tiddumbre de arriba se convierte en
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(Aya)? (Ar,)? = (4.140)

para 8 # —i, podemos notar que la expresién entre corchetes en (4.139) es una
funcién periédica finita (alin para valores grandes de z). Esto significa que las
fluctuaciones cudnticas del caimnpo de universos cerrados tercero-cuantizados no son
dominantes para valores grandes del factor de escala, i.e., en el curso de la exvansiér
del universo {a — oo) se espera que el espacio-tiempo sea cldsico.

|-

Ahora estudiaremos el comporta.m;ento de u, para mca.las pequenas (@ — 0). En- i
tonces la solucién de la ecuacién (4.134) es |

ua(0) = VE[L (5) + 7. (3)]. (4.141)

en ;ionde I, y K, son funciones de Bessel modificadas, « es una constante compleja, ~
y v = \/1/4 — g% Sustituyendo la solucién general (4.141) en (4.133}, obtenemos

. Da(:- Q) = RCAG(:v Q)v
_ Im‘!(KLIv = I:;K'u)
T 2 v +AKL 2 (4.142)
BORERT - Imda(z.q)
- "|I +’7f\,|+!’!+[‘)|2!\[\ + Rey(K[I, + I K.)
- 2{Iv + A, |? _ ’
' (1.143)
L primedenota diferenciacion con respecto aczo Entonees, fa relacion de incertidum-
bire s ‘
mhrmmf-%p:u} (1.1H4)
e donde

¢/, -~ :‘:"‘(l Vot R
VLA P KUK, + Rey(KUL + 1K) (4.145)

va que hiemos supiiesto gie nuestro sisterma esti confinado en una eaja uno-ditnensional
con cotdiciones de frontera periodicas. con la coordenada de longitud fijada en un
valor arbitrario M, si tomamos el limite M — ¢, entonces podemos escoger v2 > 0,

v opara pequeiias esealas (@ — 0) el comportamiento asintoticol80] de la ecuacién
T es '
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(A (Ama)? = 5 {1+ N1, (4.146)

en donde N es alguna constante positiva. Esto significa que la fluctuacién del campo
de universos tercero-cuantizados es grande para pequeiias escalas (a — 0). Para el
caso en que v* < 0, tal que v es imaginario puro, obtenemos un comportamiento
oscilatorio de G, y no tiene una magnitud definida[16] cuando a — 0.




Capitulo 5

Cosmologia cuantica en BW para

Bianc;hi IylIl

Los modelos de Bianchi son las cosmologfas homogéneas mds generales con un grupo
de isometrias tres-dimensional. Estos grupos estdn en correspondencia uno a uno
con las dlgebras de Lie tres-dimensional, los cuales fueron clasificados en 1897 por
Bianchi[109, 110}. Estos son nueve algebras de Lie tres-dimensional distintas, y
consecuentemente nueve tipos de cosmologia de Bianchi. En este capitulo conside-
rarernos la cosmologia cudntica para modelos cosmoldgicos de Bianchi tipo I y Il en
Ja teoria de la gravitacion de Bergmann-Wagoner, cuya importancia previamente ha
sido discutida por su conexién con la inflacién v las teorias de cuerdas. Trataremos
solo estus dos modelos debido a la complicada forma del potencial resultante en la
ecuacion de WDW,

Fl eletmento de finea para la clase de espacio-tiernpos homogéneos estd dado por

ds® = —dt? & hyp S ab=1,2.3 | (5.1)

et donde A (t) es una funcion del tiempe cdsmico ¢ y representa la métrica sobre
L superticies de hotmogeneidad ¥ o son las uno-formas invariantes asociadas con
of srupo de isometrias. Estos modelos tienen una topologia K x G, en donde Gy
represenita un grupo de isometrias de Lie gue actda transitivamente sobre orbitas
tres-dimensionales tipo espaciales{109]. Fl dlgebra de Lie de Gy admite las constantes
de estructur Cy = ey + & ey en donde me® ¢s nna matriz simétrica, a, = C°,

h

,\- F ot 4 ‘-Nn =

Laidentidad de Jacobi €', (7, silo se satisface si m%a, = 0, asi
que mtt de be ser transversa a a, 113 El modelo pertenece al Bianchi clase A si
a, Oy clase s £700 h(. debe encontrar una base tal que g, = (a,0,0)
vt diagimyy . megmas) en donde ey, toma los valores 1 o 0. En el Bianchi

clase AL el algebra de Lie esti determinada inicamente hasta isomorfismos por el

rango v osignatura de m®®, Las seis posibilidades son (0,0,0), (1,0:0), (1,-1,0),

(1.1.0). (}.=1.=1) v {1.1.1) ¥ estos corresponden respectivamente, a los Bianchi
upos 1o 1L Vi, VI VI v IXL Finaltmente | la tres-métrica se debe parametrizar
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por has(t) = €% (e’ﬁ(‘))“, en donde e3* representa el volumen espacial efectivo del .
universo y

ﬁab = dia.g[ﬁ... + \/gﬁ-r ﬂ+ - \/§ﬁ—-v _2:6-0-]5 (5'2)

és una matriz de traza cero que determina la anisotropia de los modelos, los cuales
se pueden obtener a partir de la accidri escalar-tensorial de Bergmann-Wagoner{20]

S = j V=9¢7% [R - w(@)(V®)? - 2A(9)] d'z, (5.3)

en donde R es el escalar de curvatura del espacio-tiempo y g es el determinante
de la métrica g... El campo de dilaton ® juega el papel de una constante grav-
itacional que varfa en el tiempo y puede autointeractuar & través de un potencial
M®) (el usual campo escalar de Jordan-Brans-Dicke es ¢ = ™). La funcién w($)
es adimensional y determina la forma precisa del acoplamiento entre el dilatén y el
graviton.

El espacio de configuracién Q para los modelos derivados de la accién (5.3) es por
lu tanto cuatro-dimensional 'y es expandido por gn =a,$,8:. La densidad La-
grangiana L{g,.¢n) estd definida por S = [ L(g.,¢s)dt. en donde el punto indica
diferenciacion con respecto- al tiempo césmico, ¥ debe ser derivada sustituyendo el

anzats (5.1) en la accién (5.3) e integrar sobre las variables espaciales. Aplicaremos X
este procedimiento para las cosmologias clase A. obteniéndose para estos modelos i
l:1 sjguiente acelon ;
s / , *-4’[(;('}&» =662 + 6% + 63 + ()P - 2M(d) + f-"'-"’U(n’t)] dt. (5.4)
€1 (l(nl:ir
. R .
U(3g) = —e™% (m.,bm"" - Em‘). (5.5) ;

es O potendial de curvatura, sn = mS v los indices se pueden subir v bajar mediante
Bt v b, respectivamente[22]. En ol caso de los modelos tipo B, surge una diver-
senen debido a que la tres-curvatura contiene un término proporcional a a,a®(23).
Frevista de esta dificultad. en adelante no considerarenios estos modelos,

Fara construir ef Hamiltonano que nos Heve a la ecuacion de WDW, utilizaremos -

- [im sigentes virinbles
l¢ '3 2o
RO Y
rea— oy = / \’!‘ '—l';J—) dd,  dt = ¥ dr, (5.6)

entonces Ly accion: (A1) se transforma en
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P
al\(y) -

mentel{ll]

tlizado par:

"
11 l
i ..',(?!

A/

S+ J [6e*{y? — =1 47 +4pt} ~2é3?'A(y) +fV(h:|i;i{3iD];dr, (87
ch donde | IR I
3 AG) #lePX@), (5.8)
‘ 5 ‘ = e*U@M (2.9)
Dle la accion (5.?) tenemos que e‘ Lagranblla.mo £s' :
| Ey == [ﬁes‘{y’* - xa H- ,ﬂfﬁ + ﬁ@} QC*A(y) + V(a:i,;ﬁ*) (5.10)
dé atjui pweirﬂob calcular l05| mb‘mentbs ’q&ﬂ\dnlws
“ A L 1
M= j2j:b‘z" me#*y,% ﬂ = me%*, 1me"%f_ (5.11)
v iel I*lmn-ihom&uiio corr&pdndlem!e es ’ | ;. !
; | gese L
E h. # — 72 | ,ri*ﬂ’ + Tf[: L"ﬂ" +48€§ \(y V(.‘# ﬂﬂ ] - (5.12)
P{j:r tanto. la qu&cm de me yi e ?imma Jai f?rlna i
L R B
-—d’ .()'-' +-IS hﬁ’) ”43"’((1) { =J)-;0("13)
: UJ* n.f pCpt I + #.y-. + ] W L.
en donde B U un parametro qir Ia +nﬁtguqd.ul (i( urdenzuuﬁpto de npgmulorcs
l‘iii i si;.:uicmqw seccioties T Hii trt!musii i) «uméu&n de WDW por sepatacion de
vijriables en ks phsos ‘del Bianthi | v il m | W el (la “na dmpllm éxposidion de la
((Nmnh) izt élmllhrld piara @ IBium hi sl | '
5; 1 So #Hwnes fexa#tas ﬂmta Hlﬂmchl IE
5:1.1 Cagoll\(y) = Au/lv{-l ]
Chnsiderarenp :siﬂmr.tll mmldv ruudék: optokig] U(I( Blath} t}ipolrcpcxgtado por

rial U s ) es wu%l a cero. Eshe chso se restringe
fica iq\ o (4 c,‘b% esta forma.“‘iel potendial se ha
ciel Biahchi tipo

ol cial el potent
= cle, esto Bigm

erar soluciones e‘(artd. én’ iz mﬁ‘uiulogla de vahilo
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[[112]. Esto simplifica la ecuacion de WDW y permite obtener soluciones exactas -
por medio de separacién de variables

V(z,y,0:) = X@YWFBICE).  (514)

Asi obtenemos las ecuaciones separadas

X"(z) ~ BX' + (k2 + Aoe®)X =0, : (5.15)

Y*(y) + kY =0, (5.16)

F'(B.) + K2F =0, (5.17)

G"(B.)+ k-G =0, (5.18)
en donde .

K= A2 4 A2 4R, | (5.19)

por lo tanto la funcion de onda del universo es

v(r.y,8:) = B2 [C. J, (mes‘) + CyY, (—\'/Eeh)]

7 3
[C:;f"k"' + thf—ik”] [Csek’v* + Cse_k’J*] ‘
[(‘vﬂglk..!_’ *CN(,"’lk_J_]- (5‘20)
en donde | . '
| = - |
v==-B -1k, | (5.21)

v e £ son constantes. Mediante superposicion de soluciones podemos obtener
tunciones de onda que satisfagan diferentes condiciones a la frontera. En la sigtiiente
sccaion se considerari ol caso de soluciones del tipo de agujero de gusanao.

5.1.2 Solucidn de agujero de gusano cudntico

D I funcion de onda (5.20) se puede generar una solucion del tipo de agujero de
gusato, e que satisface las condiciones de regularidad de Hawking-Pagefl17). 1a
solucion parteular de la ecnacion de WDW s

Jgncoshiny +pd g3 rleds

(2o p. ) = . 52
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en donde r es un parametro real arbitrario, m,n, p,¢ son constantes que junto con
el factor de ordenamiento B, deben satisfacer

3+Ao/3 = B,  (5.23)
n2 + pz + q2 = Q" (524)
(n*+ 7' +¢)m? = —Ao. | (5.25)

De estas relaciones se deduce el requerimiento de Ag < 0 para tener un agnujero de
gusano.

5.1.3 Solucién WKB

Para obtener la solucién WKB se usa una funcién de onda de la forma

W(z,y, Be) = eSEBAE-) (5.26)

y después de sustituirla en la ecuacion de WDW, se obtiene la siguiente ecuacién de

‘Hamilton-Jacobi.

—S?+ 824 53, + S5+ Aoe™ =0, (5.27)

luego separando variables se obtiene

S py + peBe +p-d- . | .
_ I 2 . br 1 VE* + Ape®* 5 -
:t[g\/k + Aoe 3‘chtanh (—A—-—) k.c] .(5.28)

endonde & plept Hpl Las soluciones clisicas para este modelo estin reportadas
en (112], '
5.1.4 Caso \(y) = Ajcosh(2y) + \isinh(2y)

i esta parte se considera otro potencial{l 11} para ol cual es posible obtener solu-
ciones exactas de i ecuacion de WDW.L Para cllo se utiliza otro tiempo 7 definido

por d= e Thda, asi a aceion (5.7) toma la forma
S - 6/ [P“'{y"! N S B R I F’X(y)}] da. (5.29)

ahora La prima denota derivada con respecto a g, Utilizando las nuevas variables

n = e**cosh(2y), £ = e¥sinh(Zy), (5.30)

v ol potencial de la forma
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s

A(y) = Ajcosh(2y) + Agsinh(2y),

la accién (5.29) se transforma en

s=6 [ [3( 5"—n”)+n—£’)(ﬁ"+ﬂ”) Aum — Aot do

de aquf se tiene el Lagrangeano

L =63 (¢7 =) + (1 — €)(87 + 52) — Am - ek,

y el Hamiltoniano

= 24 [Trg - 71': + (- 52)(7734» + Wg_) + riJ‘-l’? + 241\25].

La ecuacion de WDW en este caso es

e & P
5 - w85z )

—24An + 241\25] ¥(n, €, 6:) = 0.

Separando variables mediante

vin €. 3:) = EmX(P(3,IM(3-),

" st obticnen las ecuaciones

E" () + (Kin® v 20N v A1) E - 0,
X7() + (k€2 = 2008 £ )X =0,
PU(3) KD -0,

M"(a2)y v K2M =0,

(5.32)
(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.40)

en donde A, A2 vk son constantes de ««pxrmmn y ko= A’ + k2. Las soluciones

de el COLACIONIeS SOT

. : . l , . 1
gy - O li'i(“l-g-:l) N ONVEN 11‘1(ﬂ| + 50

en donde | F] es la funcién hipergeométrica confluentes, y

Y] )

s:l)v
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Ed

12A4

X&) =Cs 1F1(t12, l, -?2) + Cavz2 1FA (02 + l, §, Zz),

2 2°2

con

Ll 1200\ B 12A,
ag—z[—k +(kl)-—k¢+l], zzm\/—ki(f+ 2 )

P(B,) = Cse™+%+ + Coe™* 70

M(B.) = Cee™+0- + Cyemikeo-.

5.1.5 Solucién WKB

La funcion de onda WKB para el nuevo potencial es de la forma |

t&"(n, E, ,3*) = eil"(’?)+u'(€}+(P+3+)+(p_ﬁ_)!,

después de sustituir en la ecl1acion de \WDW, se obtiene -

V') — ol — 240y —p* = 0,

””(‘E) - Pif" t -‘-'1.\_)6 —-— p", =,

en donde p* = p2 +p2. Las soluciones de estas ecuaciones son|[111]

-. - ﬁ\.| ] o \ 0
(e ‘—~ (—E + :,') Ve 24\ + pins ot

! | : 12A
w= gl () VAR n= R (o

P - LAY [ 2

T

(\: lJ N o
(—J—,-: + —I) V/p- - 20\ & it
pr 2 .

:—(Pri” B 12'\1) ' ZVf-”z 2N AR

21 | pL
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(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)
(5.48)

(5.49)

]45.50)

A 2.,
2l | (plr; - 12;\2) + 2\/;22 ~24An + pﬁ‘nz}(ﬁ..:'ﬂ)
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5.2 Soluciones exactas para Bianch: II

El potencial para el modelo de Bianchi de II es:

U(Ba) = —getBr+v3eo), (5.52)
y la ecuacién de WDW es
& _pgo_& _ o
32 ~ Caz oy 367
2
- ag + 12e4(=+“’++*/' A=) 4 144e5‘1\(y)]w(.c, ¥,Bz) =0, (5.53)

de esta ecuacion se consxderaran los casos de término cosmologxco Aly)=0yAQy) =
Ao/ 144.

5.2.1 Caso A(y) =

Cuando A(y) = 0 tenemos que la Ec. (5.53) se reduce a

F g0 PP
dx? dr oyt 93,°
a’.’
gt Y ey gy =00 (5.54)

v mediante las variables

= o+, + V3,

§
n = Var + J-.
¢ - —r4 23, =34, | (5.55)
la Ee. (5.54) se transforma en
; i 12,
- - _ ) K
‘f’fl" HHE + 12
— b _....:_ f_ [ a Y - 55
,(IC +h i 2()’[ ‘/_Bd! 7 (V6.1 () =0, (5.56)

[nueso para separar v:\riahl&s proponemos,

,

(€ y de) = FEYGmHQ)Y (y), (5.57)
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y la Ec. (5.68) se separa en las ecuaciones

Y"(y)+k*Y =0, (5.58)
GG”(nj -BG' +1}G=0, | (5.59)
2H"(c) — V3BH' + m*H = 0, (3.50)
3F'(€)+ BF' + (n* — 12e%)F =0, - (3.51)
en donde
n? = k¥ + 2 +m? | (5.62)

Por consiguiente la funcién de onda es

vy, ) = ‘e-g"' [ClK_p(eﬁ) + '32]?(52()]
| ' {Caeﬁiﬁ—q)n te 46715(34-4)71]

[053%(\/53“)( + Cﬁe.l(\fia-r)c] .

[C',' sin Ay + cg cos ky], (5.63)

en donde p = 5VB* = 1202, g = VB? = 24P y r = V3B? - 8ni?, luego regresando
a las variables r, 3, v 3., toma la forma final

vy de) = f"g(”'m vi) [C}Kp(f'z‘“'j' +‘/—jd")) + Cz’p(ez(r'w‘ Hﬁdh))]
[Cse{-wﬁaw)(—nzm—ﬁs-} + cﬁt,::-(\,/iﬂ—r)(-—:{»'ld;—\/ﬁJL)]

[r.-‘;;f.’TITm"'”NE’ B} e THB raNVEr b3 ’]

[(:;- sin ky + cx cos ky]. (5.64)

5.2.2 Soluciéon WKB
Para hallar una solucion WKB de la ecuacion de WDW (5.53) con A(y) = 0 se
propotie i

w(€.y.1.() = Seund), : (5.65)

despugs de sustituir en la ecuacion de onda (5.53), obtenemos la ecuacién de Hamilton-
Jacobi :
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en donde p? = p + P — P}

357+ 82283+ ST+ 1264 =0, (5.66)

cuya solucion es

S¢y.n¢) = Pyy—%—n+ %

\/3 36et + canh| —-— /37 — 6% (5.67)
- Qﬁman[w/_pe = 3¢, (287

5.2.3 Caso A(y) = Ao/144

Para este caso la ecuacién de onda (5.53) se transforma en

P g0 B _ @8
dx? or 6y? 8p,2 882

+ 1264(;+a++ﬂ3”) + AOCG:’\(y)] ll’(l',‘y, 6:&).""" 0, (568)

e introduciendo ahora las variables

£ = x+43,+ V3i_,
n = axr+b3, +cd_.
( = &I | (5.69)

entonces I Fe. (5.68) se transforma en

; . ()- i‘) ()2 -« o I .)2
a2 B e )
(e oyt s

2- - + 2a- .
()‘(IC e)Ct!r)

- B——- - H——— ' .IH-- P2ty .\nc'“] (€, y.1m.¢) = 0. (5.70)

(u —bh - \/_r)d&h]

13 14 Jdn
Cen donde sieseogetnos a = 00 Ly e —\—'-; se reduce a
i (2 )2 w.)-’ s :
PR T
i oyt 9 30 d& ¢ #73

tm‘ﬁlf'.;er:’ T e

T as At T——

“BE + 126’“ + AUCGC} 11’(51 y!ﬂ?() =0. (571)
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Haciendo
$(&,v,7.¢) = FEGCMHE)Y (v), - (572)
y considerando H'(¢) = m?H, entonces la ecuacién de onda se separa en las ecua-
ciones
Y'(y) + kY =0, (5.73)
i " 3 2
| G'(m) + G =0, (5.74)
H'(¢) —m*H =0, (5.75)

pues, la funcién de onda es

V(& yme) = k() + cali(e¥)]
. ' [cs sin —‘{2—5111 + ¢, sin -é_gn}

: [c5 sin Ay + cg cos ky] , {5.77)

. R L e — 1 flip 9p2Y2 A, 2 p
en. donde r = H(Zr{: - B)_ . § = 4\/9(8 2m?)? — 3(m* + n* — Bm?). Luego
regresando a las variables originales. tenemos

vl g dy) LR SVERIRY. LF [r‘lﬁ',(f"’(”"’ VAR R )) b ,:,,],s(f,'-’(udl, +¢§3_))}
| | V3 1 V3]
. [c;;sm Tf(-ﬁ - _ﬁj') b oegsin “r_;*l(d+ - ﬁd")
[r‘p, sin ky + g cos ky]. {5.78)
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F'(€) + ‘%(B'—- 2m?)F" + %(Bm’ —m'-n'-122)F =0,  (576)

en donde las constantes de separacion estdn relacionadas por n? = k? +12 + m?. As{ -




ol i e s i e *

Capitulo 6
Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos estudiado varios aspectos de la cosmologia cudntica
y cldsica para el modelo de Friedmann-Robertson-Walker en el marco de las teorias
escalares-tensoriales (Bergmann-Wagoner y Jordan-Brans-Dicke}, asi como los mod-
elos de Bianchi 1 y 1L

La aproximacién cudntica usada fue resolver la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt (obteni-
da via cuantizacion candnice) para ciertos términos cosmolégicos de interés, los.
cuales nos perinitieron obtener ecuaciones de onda separables. De esta forma obtu-
vimos soluciones del tipo de agujero de gusano, las cuales como se menciond anterior-
nmiente son funciones de onda que satisfacen {as condiciones a la frontera de Hawking-
Page[17] (son amortiguadas exponencialmente para tres-geometrias grandes, y son
regulares cuando la tres-geometria se colapsa a cero). Este tipo especial de solu-

* ciones fueron generadas para el término costnolégico de la forma A(¢) = 0 mediante

superposicion de funciones. Los agujeros de gusano estdn asociados con la evapo-
racion completa de hoyos negros, v se cree que producen interacciones efectivas en
L fisica de bajas energias que cambian las constantes de acoplamiento de la natu-
rifeza en variables dinamicas. Para otro tipo de términos cosmologicos no hallamos
agtjeros de gusano. : *

En L teoria clisica los agujeros de gusano son instantones, no existen soluciones de
este tipo en gr: 1\(‘(l.ui pura. ¥ parece que solo ciertos tipos particulares de materia y
carmpos de norma acoplados a la gravedad generan soluciones de agujero de gusano.
Fn nuestra investizacion no hallunos agujeros de gusano clasicos Lorentzianos, solo
el caso de un agujero de gusano semiclisico en correspondencia al caso cuantico.
No obstante, presentamnos los resultados obtenidos por Xiao, Carl y Liu para agu-
Jeros de gusano Fudlideanos en las teorias de Bergmann-Wagoner y Jordan-Brans-
Dicke 107, 93], Para la primer teoria se ticne una carga conservada compleja y en
L segunda se requiere un pardtetro de Jordan-Brans-Dicke wo negativo.

Fl estudio de los agujeros de gusano v universos bebés a dado lugar a cuestiones
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religiosas y filoséficas, tales como el principio antrépico, la revisién del gato de
Schrodinger, la interpretacién de muchos mundos y la posibilidad de viajes interuni-
versos|74].

También, para una base de agujeros de gusano cudnticos expresada en términos
de polinomios de Hermite, construimos un paquete de onda y presentamos graficas
del cuadrado del paquete de onda | v |?, y del contorno con la superposicion de la
trayectoria clasica, en este caso se tiene una correspondencia exacta. La cuestion de
la construccion de paquetes de onda y su relacion con las condiciones iniciales de la
funcién de onda es un campo de estudio que abordaremos en lo futuro.

También aplicamos a la funcién de onda del universo del modelo de Jordan-Brans-
Dicke las condiciones a la frontera de Hartle-Hawking y la de tunelamiento de
Vilenkin. Asi obtuvimos para la propuesta de no frontera, una funcién de onda

real consistente de dos partes, una entrante y otra saliente, y para la propuesta de

tunelamiento se obtuvo una funcion de onda compleja, con sélo una componente
saliente representando un universo en expansion.

Asimismo. reportamos diversas soluciones de la ecuacion de Wheeler-DeWitt obte-
nidas mediante la aproximacion WKB. En algunos casos se obtuvieron soluciones
clisicas via la’solucion semicldsica o resolviendo directamente las ecuaciones clasicas
de campo. Algunas de estas soluciones tienen un comportamiento no singular.

Otro tema de-la cosmologia cudntica que hemos estudiado es el de la tercera cuanti-
zacion, esto es, la funcion de onda del universo es expandida en términos de funciones
de mode-entrante y -saliente de frecuencia positiva y sus conjugados hermiticos. Es-
tas modos estidn relacionados unos con otros mediante los cocficientes de Bogoliubov,
los cuales determinan el nimero de universos en un modo dado. En los casos que
estudiatmos encontramos que ef niimero promedio de universos creados de Ia nada.,
es decir. del estado vacio | 0. in) cuando es visto desde el vacio saliente | 0, out) esta
caracterizado por una distribucion Planckiana de universos con energia definida a
utiac tetmperatura fign, Dicho promedio de universos producidos de la nada es muy
srande, del orden del gogolplexusiH6, 83, &4},

-+ .

(Eroode los resultados obtenidos en el formalismo de T tercera cuantizacion fue
qrie e los modelos del minisuperespacio que estudiamaos por medio de la relacion
de incertidnmbre de Heisenberg, encontramos que las fluctuaciones cudnticas del
catmpoade universos tercero cuantizados decrecen rapidamente en el curso de la ex-
pansion del wniverso ¥ son grandes cuando el factor de eseala cdsmico se aproxima
acero 16, 81 Esto coincide con nuestra experiencia de que el espacio-tiempo en
¢l que vivimos ahora es esencialmente clasico.  Estos resultados significan que la
descripeon basada en fa teorfa doe universos tercero cuantizados es de itnportancia
en fos primeros tiempos de la evolucion del aniverso.
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Por otro lado, es necesario mencionar algunos temas de investigacién que pueden
considerarse como una continuacién del trabajo iniciado en esta tesis. Entre ellos
tenemos por ejemplo:

1) El estudio realizado en el capitulo 3 sobre soluciones clésicas, en donde reporta-

mos algunas familias de soluciones singulares y no singulares, el caso de estas dltimas
debe ser investigado también a partir del estudio de las geodésicas y no sélo por por
los invariantes polinomiales.

2) Las consideraciones anteriores pueden ser extendidas a la teoria de cuerdas en el
limite de bajas energias, con potencial de dilatén, o con potenciales inspirados en la
condensacién de norma, o ¢on términos de masa. Ademés, la cuestién de singulari-
dades requiere un andlisis mas detallado en lo que concierne a los efectos cudnticos.
Otro tema relevante es la llamada dualidad T para variedades planas homogéneas
e isotropicas. Ya que esta es una simetria de la teoria de cuerdas, y puesto que en
nuestras soluciones reportadas hay variedades planas, es necesario discutir la duali-
dad del factor de escala en el contexto de nuestras soluciones.

3) Como una continuacion del trabajo de la tesis, para el caso de la teoria de cuerdas
en el limite de bajas energias con potencial de dilatén, encontramos una solucién
con aceleracién , ahora la idea es introducir modelos mas elaborados con polvo o
radiacion v comparar con las observaciones, sélo que en este caso la integracion de
las ecuaciones de campo se debe realizar numéricamente.

1) Estudiar la construccién de paquetes de onda resultantes de soluciones de la
ecuacion de WDW en cosmolegias del tipo de FRW.

3) El estudio realizado en el capitulo 4 fue considerado solo para el modelo de FRW
cerrado, para ser mas acordes con la realidad el estudio debe ser extendido a los

casos abierto v plano.

) Proseguir el estudio de soluciones cudnticas que comenzamos para el modelo de
Bianchi. esto es. considerar- !us distintos potenciales para las ecuaciones de WDW
correspondientes a los tipos 2o VIl VITT v IX asi como huscar el blg,mﬁcado
fisico de las soluciones obtenidas,

T4 Aplicar o] formalismo candnico al estudio de hoyvos negros para estudiar su en-
tropiit. Asi como incursionar en la cosmologia cudntica supersimétrica.
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Apéndice A

Encajamiento de una
hipersuperficie en una variedad

Consideremos el espacio-tiempo dado por una variedad cuatro-dimensional M con

una métrica g,, definida en ella con signatura (—, +, +, +).. Denotemos les coorde-
nadas de esta variedad por z*. Definimos ahora el encajamiento de una hipersuper-
ficie tres-dimensional m de la siguiente forma

= = X*(§'), | {A.1)
en donde g = 0,1.2.3 v i = 1,2,3. Estas cuatro funciones son las que determinan
¢l encajamiento. Para que se trate de un encajamiento se debe pedir que la hiper-

superticie, con coordenadas intrinsecas £'. no se intersecte a si misma, es decir, el
mapeo X : m— M debe ser uno a unof114}.

La métrica de M induce una métrica sobre m si consideramos el elemento de linea
restringido 2 la viriedad m '

ds? = G ™de? dr

(V)X DX
T

dg?,

agr o~ 0é
[ ACETA G4
H .A‘ - - c' J
!L.‘}mr(-\ )f')S' ('}fj d‘, d£ L) .
s hy gl (A.2)
en donde v métrica indueids. es

; - AX*HX"
by = Qe oo
T3

(A.3)

Ahora definamos
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6X “ : '
b= .
notemos que X # es la u-ésima componente en las coordenadas z* del i i~ésimo vectorde
la base coordenada natural sobre m dada por

e =

B—E;, (;AS)

ya que el vector debe escribirse formalmente como

ox» 2
o0&t 9X+’ :
. 3 :

= 5% {A8)
Entonces, la definicién de las componentes de la métrica h;; sobre m es la definicién
natural dada por

Xr8, =

h,‘j = g,.,,X“X" .
= (e- eJ) . -t (A7)

Pdra el estudio de la dindmica del espacno—tlempo en el marco que nos interesa, Ia
hipersuperficie encajada debe ser tipo espacial, por lo que pedimos que la métrica
en ella by, sea positiva definida (+ + +).

Lus tres vectores e; forman una base para el espacio tangente a la variedad m
en ¢l punto p denotado por T,m. Este espacio es a su vez un subespacio del
espacio tangente a M, T M. Para completar la base de este espacio construimos
¢l cotuplemento ortogonal al T,m definido por la métrica g,,,. Este subespacio serd
senerado por el vector ortogonal a los e,. que denotaremos por n. Este vector de
vomponentes g# en la base d, satisface

g;w-\, I“ = 0. (AS)

pecitnos ademas que esté normalizado

g;w”,u”” = =1 : . . (A‘g)

Eatis dos condiciones determinan completamente al vector n.

Se tiene entonces que el conjunto de vectores (e;,n) forman una base de T, M
para cada punto p. Con ellos se puede expresar a cualquier vector del T, M como
la cotmbinacion lineal de la ba.se de la hipersuperficie m y el vector normal de la
stgulente nuinera :
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(A) = (Ale;+An), |
AXE+ Atpr, (A.10)

en donde

Al =—(A-n). {(A.11)

Si el vector A est4 sobre la hipersuperficie seri entonces de la forma A = A'e;. Los
escalares A* se comportan como escalares bajo una transformacion de coordenadas
del. espacio-tiempo X* — X'# ya que ante tales cambios de coordenadas, tanto
los vectores e; como el vector A se mantienen fijos, por lo que los A* no cambian.
Sin embargo, los podemos ver como componentes contravariantes de vectores sobre
T,M, dado que se transforman como tales ante cambios de coordenadas £ & en
la hipersuperficie

8 .08 8
A ag = A4 o8& 3£rj1
= A'e|, (A.12)
por lo que las nuevas componentes serdn
A" = BEJ'A' (A.13)

" Definimos la métrica contravariante en m comno la matriz inversa a hy,, es decir, -
h' = (h,,)7}. de manera que podamos usar la métrica para bajar y subir indices de
las componentes ' '

Ai = hi, A7, (A.14)

A R, ' (A.15)

Las componentes contravariantes del vector se pueden reeseribir de la siguiente forma

A RY A
hI(A - e,).
= hY g,,u,\'j‘ A,
= XlA¥ (A.16)
en donde hemos defin ido
X, = kg, XY, (A.17)
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que nos permite encontrar la i-ésima componente contravariante del vector A.

Dado un vector del espacio-tiempo arbitrario A con componentes A#, sabemos la
manera de encontrar sus proyecciones en la hipersuperficie A; = ( - ;) en la base
natural de T,m. Ahora queremos encontrar una relacién que nos exprese a esta
misma proyeccion en componentes de la basz du. Para ello, vemos que de la igualdad

(A) = AXE - (A ), (A.18)

se tiene que la componente u-ésima del vecior proyectado sobre }a hipersuperfici: es

A'XE A* + A'n.n*,

Il

A*(&, + ). (A.19)

Por lo tanto, se ha encontrado el operador de proyeccién que manda a un vector del
espacio-tiempo a uno sobre la hipersuperficie. A este operador se le denotara por

K, = 8, + P, | (A.20)

El operador (A.20) satisface las siguientes relaciones

'k, = 0, | (A.21)
R b, = R4, ' (A.22)
A = 3. . . (A.23)
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Apéndice B

Derivadas covariantes inducidas

La derivada covariante, definida por la métrizs g, de un vector sobre m, en la
direccién de otro vector que también esté en m no serd en general un vector tangente
a la hipersuperficie. La forma natural de definir una derivada covariante en m seria
pedir que esta sea también un vector de T,m[28]. En este punto es conveniente
considerar el caso en que las primeras tres coordenadas z* coinciden con las £F, es
decir. tenemos que ' = £'. A estas coordenadas de les denomina ”coordenadas
adaptadas”. Notese que en este caso, los vectores e; coinciden con tres vectores de
la base coordenada de T,M, por lo que sus componentes son triviales: X! = é}'. El
tomar este sistema de coordenadas para m simplifica en general el analisis, ya que
las expresiones obtenidas son mas simples, sin perderse generalidad. Esto se debe a
que siempre es posible tomar a las tres coordenadas intrinsecas de m como tres de las
coordenadas del espacio-tiempo. En adelante todo el analisis que realicemos se hard
con coordenadas adaptadas. Podemos considerar entonces {a derivada covariante

(de espacio-ticmpo) de un vector sobre la hl[)t‘l“-llp('l'ﬁ(‘l(‘ = A'e; en la direccion’

de los vectores base de la siguiente forma

WWeA = VA,

T (e, ).
A
= ej(.)\l.’ t (:I Jt u) 47
i1\ 11k ER R 7.
e_,'(:)—.; F (1 € I J,et)‘l . (Bl)

Cotmo un caso particular, la derivada covariante de los vectores base esta dada por

4 - ER Y
_Y’ie o I Jrel

F)

= e 4 1Y e (B2)

Tanto en la'Ee. (B.1) como en la (B.2). existe un término fuera de la hipersuperficie,
¢l cual es
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(“I° 44%)(eo - m), | (B.3)

que, en general, no se anula. Podemos deshacernos de ese término proyectando
el vector sobre la hipersuperficie, a manera de tener ux vector en Tpm. De este
modo obtenemos la derivada covariante intrinseca a la tres-geometria de la hipersu-
perficie. En adelante denotaremos al operador asociado a esta derivada por 3V = V.

Consideremos nuevamente un vector sobre la hipersuperficie A = A'e;. En términos
de componentes A* en T,m la componente contravariante de la derivada covariante
se expresa COmo ~

I R M o |-

Si ahora consideramos a la k-ésima corn - «:ente covariante de ia derivada del vector
A en la direccion de e;, esta serd

(CViA) = e 2 Vg A, : (B.5)

que también se puede expresar como

Ak|.‘ = & V,'A,
2 N 3 .
= Ak,.' - ij.-.‘i’. (B.ﬁ)
Nétese que la forma que toman las expresiones de la derivada tanto en sus compo-
nentes covariantes como contravariantes es la misma que las derivadas en el espacio-
ticmpo. Esto se debe a que la derivada covariante en la hipersuperficie estd dada

por-la conexion afin en la variedad m, definida a partir de la métrica en la forma
usual [2]. '

i
i = 5’(‘?-‘3.& + Yk — Vaka)s (B.7)
v con la siguiente interpretacion '

Moe =l =& - Vse,. (B.8)

Para facilitar los cileulos nétemos que la derivada covariante puede igualmente ex-
presarse (para A% = A2XY) en términos de componentes de la siguiente forma

Py = (XD,
= X(ALXY).
= XIXpAr, (B.9)

la cual puede ser de mayor utilidad préctica.
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Apéndice C
La curvatura extrinseca

Definimos la curvatura extrinseca a la hipersuperficie como

Kij = —e; A Vin, T _ (C.1)

es decir, la componente " ij”de la curvatura extrinseca es igual a la proyeccién
en la direccion j de la derivada covariante del vector normal en la direccién i (a
excepeion de un signo). Nétese que la curvatura extrinseca estd bien definida sobre
la hipersupeificie, ya que el vector *V;n es un vector en T,m

0=*Vi(n-n), (C2)

de donde

0="Vin-n (C.3)

por lo que R, es un objeto geométrico de la variedad m. La nocion de curvatura
extrinseca no tiene sentido para una variedad en si isma, solo tiene significado:
ctiando dicha variedad se encuentra encajada en una de dimension mayor, ya que
de la misma definicion, la curvaturd K., depende de la geometria de la variedad
crande (o través de fa derivada covariante de espacio-tietiipo v del vector normal a
Li hipersuperficie).

Ut ainterpretaciongéoniéttion de fa curvatura extrinseca es que da una medida de
que tanto se eurva” la hipersuperticie respecto de {a variedad m, o eni otras palabras,
nos dice que tanto os vectores nortales para dos puntos cereanos en m se alejan de
ser paradelos (ver Ia Figura Al). Existe una forma de reescribir la curvatura que se
stene du i ortogonalidad de norespecto de la hipersuperficie, es decir, (e, - n) = 0.
Be Tiene entohees que

K, =nVe,. (C4)

La expresion (C.4) v (B.8) nos dicen cdmo escribir el vector *V;e; en términos de
sus cotnponentes sobre la hipersuperficie v la direccion ortogonal

142




JrayTo

‘V‘-e‘,- = —HqiN0 +3 P;-.'ek- - (05)

Esta ecuacién es conocida como "ecuacién de Gauss”.

dP

Figura Al. Representacién esquemnatica de la curvatura ex-
trinseca. La curvatura extrinseca nos da la medida de la

" diferencia entre los vectores normales en puntos cercancs
sobre la variedad m.

El conocimiento de la derivada covariante de espacio-tiempo de los vectores base e;
nos pertuite escribir la derivada de un vector arbitrario sobre T,m

4V;A = .41!‘e1 - K'J'.‘Jn. (C-ﬁ)
La curvalura extrinseca en compenentes toma la forma
A-'J = "JY:‘ JY;T]“;L,. . (C.'?)

v en coordenadas adaptadas se escribe como

K, =-n, (C.8)




Apéndice D

Agujeros de gusano transitables

Las razones por las que los agujeros de gusano no eran considerados en serio para
el problema de las " maquinas del tiempo” son las siguientes:

1) Einstein mismo reconocié que las fuerzas gravitacionales en el centro de un hoyo
negro.serian tan enormes que cualquier nave espacial seria destruida.

2) Los agujeros de gusano deben ser inestables. Pequefias perturbaciones en los

agujeros de gusano causa:ian que el puente de Einstein-Rosen se colapsara.

1) Se tendria que viajar mas rapido que la luz a ﬁn de penetrar el agujero de gusano
¥ pasar al otro lado.

4) Los efectos cuanticos deberian ser tan grandes que los agujeros de gusano de-
herian cerrarse por ellm nismos.

71 Kl tictnpo transcurre mas lentamente en un agujero de gusano v lHega a deternerse
cotpletamente en el centro.

Por todis estas razones las soluciones de agujeros de gusano no fueron tomadas en

s,

Frocb verano de 1985, Carl Sagan envio a Kip Thorne el manuscerito (antes de publi-

carlor, de su siguicnte libro, unanovela Hamada Contacto, la cual explora seriamente
L cuestiones cientificas ¥ politicas relacionadas con ¢l posible contacto con civil-
rwlones extraterrestres. La pregunta de Sagan motivo la curiosidad intelectual de
Thorne. De esta forma, Thorne v sus colegas (Morris v Yurtsever) abordaron el
probleta en una forma poco usual: Trabajaron al revés, ie., empezaron con una
idea general de o que querian encontrar. Querian una solucion a las ecuaciones
de Einstein en Ias cuales un. viajero del espacio no fuera destruido por los efectos
intensos del campo gravitacional. Esto es, querian encontrar un agujero de gusano
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estable, y que no se cerrara rapidamente a s mitad del viaje, y ademéas que este
se realizara en un tiempo medido en dias y no en miles de millones de afios. Una
vez que decidieron lo que deberia ser su agujero de gusano, entonces procedieron a
calcular la cantidad de energia necesaria para crear tal agujero de gusano.

El problema de la energia se refiere a la gran cantidad de energia necesaria para
crear un agujero de gusano transitable, la civilizacién actual no es capaz de generar
tal energia del orden de 10% eV. Se espera que civilizaciones futuras con tecnologias
avanzadas puedan crear una maquina del tiempo[69]. A continuacién presentare-
mos con mas detalle la descripcién de las propiedades buscadas en la solucién que
representa un agujero de gusano transitable, tal como fue planteada por Morris y
Thorne[70):

1) La métrica deberia ser de simetria esférica y est:-ica. Esto con el fin de simpli~
ficar los calculos.

2) La solucién debe obedecer las ecuaciones de campo de Einstein en todas partes,
" 3) La solucion de agujero de gusano debe tener una garganta que conecte asintdtica-

mente regiones planas del espacio-tiempo, i.e.. un diagrama ecuatorial de inmersién
debe tener cualitativamente la forma de la Figura A2.

N

e 1
(2 . e TN Puewtro
. / \‘-;w h{h&,mveﬂo

{#8  A gurginta
; 4 -
f = . .. - g ~~ otro
/ T s camimge W, i -~ universo
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£ v -
gt end
- S 4 cercade la
nuestro ' S%*S z T
y P ierra
universo .. 3 - o
-
) / .._\-[ _/’7
< T Iy
( - NI~z cerea de una
: [ estrella
. ¢ Bing
TLOS TN

Figuia A2, Representacion esquemdtica de un agujero de
gusano transitable, '

4) No debe haber horizonte, ya que si estuviera presente un horizonte, no permitiria
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el viaje de ida y vuelta a través del agujero de gusano.

'S)fLas fuerzas de marea gravitaciona: experimentadas por un viajero deben ser
pequefias. '

8) El viajero debe ser capaz.de cruzar el agujero de gusano en un tiempo propio
finito y razonablemente pequefio, que faera medido no solamente por él mismo, sino
por otros observadores que lo esperaran del otro lado de agujero de gusano.

7) La materia v los campos que generan la curvatura del espacio tiempo del agujero
de gusano deben tener un tensor de energia esfuerzo fisicamente razonable.

8) La solucién debe ser perturbativamente estable.
9) Debe ser posible la unién de agujeros de gusano.

La formma de la métrica del espacio-tiempo que satisface los requerimentos arriba
sefialados, y que fue propuesta por Morris y Thorne|70] es

ds? = —e*0dt? + dI? + r*(l)[d® + sin® 8d¢?), (D.1)-

en donde ! denota la distancia propia radial. Puesto que la Ec. (D.1) representa un
aujero de gusano transitable. independiente del tiempo, no rotante y de simetria
esférica, ie. lu variedad de interés es un espacio-tiempo esféricamente simétrico
estiitico que posee dos regiones asintoticamente planas, y se tienen las siguientes
observaciones:

O L coordenada  cubre el rango entero (~oc. 1 x).

O La suposicion de que no hay horizontes de eventus implica que ¢(l) debe ser finita
en cualguicer parte.

- Se supone Gue las dos regiones asintoticamente planas ocurren en ! = 2.

<o Parcgue la geometria espacial tiendiva un limite asintoticamente plano apropiado,
se debe guponer

b r_g_} 1L (D2

f—x f

Esto es, 1t 1L 1O,

i

< Para que la geometria del espacio-tiempo tienda a un limite asintéticamente plano
apropiado, los siguientes limites
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deben ser finitos.
¢ El radio de la garganta del agujero de gusano esta definido por

= min{r({)}. (D.4)

Por simplicidad se debe suponer que sélo hay un minimo y que es un minimo aislado.
¢ Sin pérdida de generalidad, se puede tomar que esta garganta ocurre en [ = 0

¢ Las componentes de la métrica deberian ser al menos dos veces diferenciables
como funciones de {.

¢ Por simplici.dad se supone simetria bajo intercambio de las dos regiones asintética-
mente planas, | — —!, esto es, r(l) = r(~{) y ¢(I) = &(-).

Reparametrizando la dependencia funcnonal de la métrica (D. 1) en las coordenadas -
de Schwarzschild (¢, 7,8, cp) entonces toma la forma

dr?
1 =by(r)/r
¢ Ahora se requieren dos parches de coordenadas. cada uno cubriendo el rango.

[ro. +oc). Cada parche cubre un universo. y los dos parches se unen en ro, la gar-
ganta del agujero de gusano.

ds? = —ePe (g2 4 + r2|d6? + sin® 8dp?]. (D.5)

¢ Por conveniencia. se pide que Ia coordenada ¢ sea continua a través de la garganta,
tal que o, (ro) = o-(re).

¢ L dos funeiones arbitrarias o(f) y r{l) han sido cambiadas por las funciones ar-
bitrarins oz (r) v b (r).

¢ A o) se e Hama funcion de corrimiento al rojo. mientras que b(r) se la Hama
funcion de formea.

$ La distancia radial propia esta relacionada con la coordenada r por

r dr’
{ =+ . D6
(f‘) -[o V/l —by(r')/r ( )

¢ Para que la geometria espacial tienda a un limite apropiado asintéticamente plano
de debe requerir que los limites
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,!_IE.L bﬂ:(f') = bﬂ:! . (D.T)

deben ser finitos. Por comparacién con la métrica de Schzswarchild esto implica que
la masa del agujero de gusano, como vista desde e} infiniito espacial, estd dada por
by = 2GM.. La masa del agujero de gusano es distinta dependiendo en qué univer-
so resida el observador. Dicho de otra manera, las dos bocas del mistho agujero de
gusano en general pueden tener masas distintas.

¢ Para que la geometria de! espacio-tiempo tienda al limite plano apropiido los
limites

lim 6(r) = 6, (D8)

deben existir y ser finitos. Esto no es un requerimiento a priori de que ¢,{oc) =
¢-{o0). Esto implica que el tiempo puede correr a diferentes ritmos en los dos uni-
Versos.

¢ Puesto que dr/dl = 0 en la garganta del agujero de gusano ( la garganta fue
definida por la localizacién del minimo de de (i) }, en la garganta debemos tener
dl/dr — x. Esto imptica bs(ro) = ro. Lejos de la garganta del agujero de gusano
debemos'tener ba(r) <r. _ .

O Lejos de la garganta del agujero de gusano. las componentes de la métrica de-
berian ser al menos dos veces diferenciables como funcion de r.

& Por simplicidad algunas vesces se desea suponer simetria bajo intercambio de
regiones asintoticamente planas, = — 5. Estoes. b (r) - b_(r) vy o, (r) - o-(r).
Fste requerimiento no es esencial para la definicion de un agujero de gusano tran-
sitable. )

I comportamiento de las funciones de corrimiento al rojo v de forta en la garganta
nrisnes s particularmente informativin Notese que

b

dr

_— —~+- .'J; [ 3«
T (D.9)
Ahora
d*r d {dr dr d {dr i d dr\*
ar W('ﬁ) 'J?T('ﬁ) u[(?}?)] (D.10)
, L .
kst produce
*r I (b ,
aE i-.’_rt(F_b)' (D.11)




Puesto que r(l) es un minimo en Ia garganta y crece cuando uno se mueve lejos de
la garganta, entonces se deduce

- dh : |
3r, | Vr € (ro,T.), ik 0. (D.12)
En principio r, sera tan grande como +00. Sin embargo, tipicamente el punto r,
estara " cerca” de la garganta ro. Se deduce que

I, |Vre(or), b)) <2 (’) (D.13)
En la garganta misma, b(rp) = o, asi que la Ec. (D.lO) se simplifica a

d*r 1

aE| " "2'1:[ = b {ro)] = ""[1 = b (ro)). - (D.19)
Esto implica que en la garganta
Y, (o) = b (ro), S (D.15)
¥ puesto que r(l) es un minimo en la garganta, también se sabe que
d?r | _
— >
| | = 0, | (D.16)
de donde se obtiene la desigualdad
bl (re) < 1. (D.17)
Para la funcion de corrimiento al rojo. se tiene que
do _dr (do\ _ =ty | (D.18)
a - a\ar) SV 18)

tatnbien

co [ _bd ([0

dl? \ rdr \ Y i '
- (1= L0 v)e D.19
- - e 2 \r ¢ (D.19)

v evalnando esto en la garganta

ro
dl?

lo que implica

:3—1-[1—6 (ro)] & iro) == - L [l—b’_(ro)]nb’, (D.20)

fo
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¢, (r0) = ¢_{ro). (D.21)

e Curvatura

A continuacién se mostrard el cdiculo de los tensores de Riemann, Ricci y Einstein
asociados a la métrica de agujero de gusano (D.5), sélo que a diferencia de los resul-
tados presentados en el trabajo de Morris y Thorne[70], no se incluye el subindice

£ que se usa para especificar en qué lado del agujero de gusano se reside. Para el
tensor de Riemann tenemos

R = (1-2)[--@r]egtr-be. Oz
R = R"m:-(l-—;) z (D)
Rius = Fag=57(07-b) - (D.24)
R, = :’—3 | | (D.25)

 Todas las otras componentes del tensor de Riemann son cero. Las componentes del
tensor de Einstein distintas de cero son ~

z b' - : ‘
Gi = 5 (D.26)
Cre = —i‘+2[1—9] 2. . (D.27)
r r\r
b
(;N = c;";h:. = [1_;} [ow1 Of(or+ ‘:_.)]
< Lo, {4, L
- o5 [br ) (o + ;). ~ (D.28)

Fviduando ¢l tensor de Riemann en la garsanta misma. se tiene

S 1 ' , ‘
Rl - -3l = ¥ (ra)jo'(ru). (D29)
) . ; |
Kol — h ! ‘TE,L‘ -b(,.,)] (D.30)
, a.
Kal, = = (D.31)

Todas las otras componentes del tensor de Riemann, ademds de aquellas relecionadas
con fas de arriba por simetria. son cero. Notese que al aplicar las condiciones de
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continuidad a by(r) y ¢/.(r) en la garganta, no se han distinguido las b+ y ¢+ en
las férmulas de arriba. Las componentes del tensor de Riemann son vistas como
continuas a través de la garganta. El resultado andlogo para el tensor de Einstein
es

G o vz | (D.32)
1 "

Grf o = _;:3': (D.JJ)
— 1=b(o) s, 1 o

Gul, = Gl , =52 (#+ ) (D.34)

¢ Ecuaciones de Einstein

Las componentes del tensor de energia-distintas de cero son

Ty = Py : . (D.35) N
T = -1, - {D.36)
T = Tos=p. . (Dam)

en donde p denota densidad de energia, 7 es la tensién radial (menos la presion 1
radial), v p denota la presién transversal. Todas las otras componentes del tensor
de energia esfuerzo son igual a cero por la simetria esférica supuesta. Las ecuaciones

|
de Einstein. G, = 87G T,,, conducen a . : 4
S (D.38 |
P = rCrt 38)
1 |b b\ ¢
! \NT v ol ]
po= g}ﬁ{(‘“;)[" EICEDIE
. 1 /., ;1
_F(br-b) (¢ + ;)} (D.40)
Un arreglo mids conveniente es|70]
b = 8rGpr?, _ (D.41)
, b - 8xCrr? .
= m (D.42)
7" = (p-T)¢ = 2p+T)/m (D.43)
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La primera ecuacién de Finstein se puede integrar ficilmente, asf tenemos

b(r) = b(ro) + /; 87Gp(r')r2dr' = 2Gm(r), (D.44)

en donde hemos definido '
m(r) = (ro/2G) + L dmpridr, (D45,

como la masa efectiva interior de radio r. La funcién de forma tiene asi una in-
terpretacion directa en términos de la distribucién de masas dentro del agujero de
gusano. Cuando nos movemos al infinito espacial tenemos

lim m(r) = 2% + / ” drp(r)ridr = M. (D.46)
ro

En la garganta tnisma

¥(ro) - '
o =BGy | (D47
1
b = Emom - D
_ 1 - b’(rg) 7 |
e = o @) o (0
En vista de la desigualdad (D.13). la funcion de masa satisface
I Ve (o). plr) < 28D, (D.50)
_ : _ _ dnr
v en la garganta misma
I
<L ——. D
p(ry) < §nCir2 (D.31)
L pritneras dos ecnaciones de Einstein se pueden combinar para dar
b ’
R=G{p—71) = -L, (b' - 9) b2 (I - —) ?- - (D.52)
re r r/)r
b\ 20 |
r r r r .

n _p?"-- 20 '—9 ! N
= ” [c (1 r)} . (D.54)

Pero subemos que
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b
e (1 - —) =0, (D.55)
T/ lro _
mientras que
Yr>r, e ¥ (l - g) > 0. (D.56)
Por lo tanto
31, |Vr € (ro,1.), [e"""’ (1 - g)] > 0. (D.57)

En prmmplo f. podna ser tan grande como +0o0. Sin embargo, tlplcamente el punto
F.estara "cerca” a la garganta ry. Se deduce que

| Ir.|vr € (ro, 1), (p—1) <. (D.58)
T‘rabaja}lado en la garganta misma resulta en una desigualdad débil. De

[e*% (1 - ‘;’)} >0, (D.59)

g w3

se deduce que

[o(re) = 7(ro)] < 0. . (D.60) i

Estas (iemumldades son el punto centraI para la discusién de las condiciones de la ‘
energia.

Por simplicidad. lo anterior se ha expresado en términos de un inter-universo de
agujeros de gusano. Sin embargo. ya que ambas bocas del agujero de gusano resi-
den en regiones asintSticamente planas del espacio tiempo, se puede (con una dis-
torcion minima de las bocas) rearreglar las dos bocas para residir en una region
asintoticamente plana. Esto podria entonces producir un intra-universo de agujeros
de gusano transitables. Los intra-universos de agujeros de gusano conducen a niveles
adicionales de complicacion:

I+ Siel tiempo corre a ritmos distintos en las dos regiones asintdticamente planas
del ter-universo de agujeros de gusano. el intra-universo de agujeros de gusano
asoctudo entonees tiene un campo gravitacional no conservativo,

2) Cuando se unen las dos regiones asintoticamente planas, siempre se podria anadir
una toreedura. ¥ por medio de ella generar un espacio-tiempo no orientable, Los
espacio-tiempos no orientables son perfectamente aceptables en el nivel clasico, pero
sun problemiiticos en el nivel cudntico{36].
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Apéndice E

Calculo de integrales de funciones
Gaussianas

Empezaremos por calcular la integral bésica

L= /_ :e-f=+"">=’ dz. (E.1)

Para realizar este calculo, se totna el cuadrado de esta expresién escribiéndola en la
forma del producto

1= [ emtorirgy [T etesin gy, (E2)

yue es equivalente a la integral doble

3= /_x _/x ele ) g dy, (E.3)

Siose consideran -z y y como coordenadas rectangulares en un plano. la integral
doble se caleula facilinente transformando a coordenadas polares r y ¢. Se obtiene
inmeditamente que,

i in ™ _ . ‘ m
B[ de [Tt . E.4
! 7] M atoth ' ( )
v opor o tanto,
| | ‘! Rl
I ——. E.5
! \ a4+ b (E.5)
ool hinite de a — G,
Io - ymjeb = \/Tr,fflf_‘—”""‘. (E.6)
LEste resultiudo se puede generalizar considerando la integral
_ . N
I = / rremlat bt