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Resumen

El proceso de detecciéon de senales 6pticas débiles en el proceso de encendido de un sistema
laser, fue propuesto por primera vez a los finales de los afios 80 del siglo pasado. La propuesta
consiste en que el sistema laser puede actuar como un receptor super-regenerativo similar a los
sistemas de radar. Cuatro décadas después, y de forma similar se propuso que el decaimiento
de estado inestable de una particula Browniana inmersa en un bafio térmico y en presencia de
campos eléctrico y magnético cruzados, puede servir como un mecanismo fisico alternativo para
la deteccion de amplitudes débiles del campo eléctrico aplicado. En esta tesis extendemos el es-
tudio de la deteccién de amplitudes débiles del campo eléctrico aplicado al caso de la particula
Browniana inmersa en un bafo térmico con memoria. En este caso la ecuaciéon que gobierna el
comportamiento dindmico de dicha particula es la ecuacién generalizada de Langevin caracteri-
zada por un kernel de fricciéon con memoria. En particular nuestro estudio se centra en el caso
de un kernel de friccién con memoria de tipo exponencial también conocido como memoria tipo
Ornstein-Uhlenbeck. Para el proceso de deteccion se propusieron dos criterios, ambos relacionados
con la escala de tiempo que caracteriza la relajacion dindmica del estado inestable: Un criterio
estd dado en términos de la estadistica de los tiempos de primer paso y el otro, es conocido como
receptor de salida que se puede obtener como funcién de los tiempos de relajacion no lineales.
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Capitulo 1

Introduccion

La Resonancia Estocastica (RE) introducida por Benzi et al. en 1981 [1, 2|, ha sido recono-
cida como un paradigma en el estudio de la relajaciéon dindmica de sistemas fuera de equilibrio
inducidos por fluctuaciones estocasticas también conocidas como ruido. El fenémeno de la RE ha
sido estudiado desde el punto de vista tedrico y experimental en una gran variedad de sistemas
fisicos, quimicos, biologicos y aplicado también a la medicina [3]| [4], [5, 6]. Para cualquiera de
estos sistemas que operan en un entorno ruidoso o fuente de ruido (como por ejemplo un bafo
térmico) y sometidos a la influencia de senales periddicas muy débiles que resultan dificiles de
poder detectar, el mecanismo de la RE surge cuando ambos, la senial externa débil y el entorno
ruidoso, entran en resonancia incrementando la eficiencia de la deteccién y como consecuencia el
mejoramiento de la informacion. Por lo tanto, la RE es un fenémeno capaz de detectar y transmi-
tir de manera eficiente la informaciéon de senales débiles en los sistemas antes mencionados debido
a la presencia de las fluctuaciones estocasticas. Pongamos como ejemplo el estudio de la relajaciéon
dinadmica de una particula Browniana (PB) en un potencial biestable (véase la Fig. 1.1), el cual
muestra el papel que juega el ruido interno conforme éste contribuye a incrementar la respuesta
del sistema a las senales débiles. En esencia la RE requiere en este caso de tres ingredientes:

= Una fuente interna de ruido o bafio térmico de temperatura T'.
= La entrada de una senal débil, por ejemplo una senal periédica

= Una barrera de potencial la cual suministra un valor umbral que el sistema tiene que vencer,
de tal manera que cuando la intensidad de la sefial sobrepasa dicho umbral, el sistema
evoluciona de un pozo a otro de manera sincronizada.

El potencial tipico de la RE es el potencial no lineal biestable que se caracteriza por tener

un méaximo que corresponde al estado inestable, y dos minimos que corresponden a los dos
estados estables del potencial, como se muestra en la Fig. 1.1

7
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Figura 1.1: Mecanismo de la RE. Un potencial biestable simétrico es balanceado por una senal
peridédica débil. La presencia de una dosis 6ptima de ruido junto con la sefial externa permitira
que el sistema oscile de manera sincronizada de un pozo de potencial a otro.

El fenémeno de la RE se produce cuando la PB localizada en cualquiera de los pozos del po-
tencial, es sometida a una fuerza externa débil que oscila en el tiempo y que es capaz de producir
modulaciones del potencial biestable. Si la sefial no es suficientemente intensa (senal débil), para
abandonar uno de los pozos, la particula puede entonces saltar de uno a otro debido tinicamente al
ruido interno. Si la temperatura es muy baja (ruido interno pequeno), la PB permanecera siempre
en el pozo de partida. Si por otro lado, la temperatura es muy grande (ruido interno grande),
la PB se difunde como si el potencial no estuviera presente. Luego entonces debe existir una
temperatura (una dosis 6ptima de ruido) para la cual la particula pueda saltar de un pozo a otro
de manera sincronizada con la senal externa débil. Es decir, un ruido éptimo para el cual la co-
rrelacion entre la senal débil y la respuesta del sistema sea méxima. En conclusién podemos decir
que la resonancia estocdstica es un fenomeno capaz de detectar y transmitir infor-
macion de senales débiles de manera eficiente debido a la presencia de fluctuaciones
estocdsticas. Cabe mencionar que a partir de los anos 90 del siglo pasado comenzaron a surgir
trabajos importantes que empezaron a revelar el papel constructivo que desempena el ruido en
la neurobiologia y en el mecanismo de percepcién de los seres vivos, por ejemplo, en la sensacion
tactil [7], sistemas cerebrales [8], sistemas neuronales [9], [10], [11], etc. Una cantidad importante
de estudios sobre la RE han sido formulados en un sistema paradigmatico: el potencial biestable
en una dimension, en el contexto de las ecuaciones de Langevin y Fokker-Plank. Sin embargo,
estudios recientes muestran la presencia de la RE en sistemas un tanto cuanto complejas descritas
en términos de ecuaciones tipo Langevin acopladas, cuyas soluciones han requerido hasta ahora
de los métodos numeéricos por computadora por su grado de complejidad matematica. [12].

Fue a finales de los anos 80 del siglo pasado, cuando Vemuri y Roy [14] propusieron otro meca-
nismo alternativo capaz de detectar senales Opticas débiles (campos eléctricos débiles) durante el
proceso de encendido de un sistema laser, cuando éste actia como un receptor super-regenerativo
de manera similar como en los receptores de radar [15|. La idea bésica es entonces la siguiente:



las seniales 6pticas débiles incidentes deben ser amplificadas en el proceso de encendido, el cual
ocurre como consecuencia de la emisiéon espontanea caracterizada como ruido interno. El proceso
de encendido del sistema laser es un caso particular de la relajaciéon dindmica o decaimiento de
estados inestables debido a la presencia de las fluctuaciones estocasticas o ruido, o méas general
de la relajaciéon dindmica de condiciones iniciales sean éstas inestables, metaestables o margi-
nales [16]-[22]. En este sentido, el proceso de encendido del sistema laser consiste entonces en
el decaimiento que experimenta la intensidad de la luz laser desde un valor inicial I(0) (estado
inestable de mayor energia) hasta alcanzar el valor de su estado estacionario I (estado estable
de menor energia), por efecto de la emision espontanea. Vemuri y Roy establecieron un criterio
de deteccion en términos de una parametro adimensional conocido como receptor de salida (RS)
y reportaron los resultados numéricos de este pardametro en funcion del promedio de los tiempo
de paso durante el cual ocurre el proceso de decaimiento. Bdsicamente el RS se define como
el cociente A./Ay, donde A, representa el drea bajo la curva que describe el promedio
de la intensidad de salida del sistema ldser como funcion del tiempo, en presencia de
un campo eléctrico, mientras que Ag representa el drea bajo la curva de la intensidad

promedio sin campo eléctrico. Mostraron que el RS es muy sensible a la presencia de senales
débiles.

En el mismo ano de la publicacién del trabajo de Vemuri y Roy, y siguiendo las ideas de estos
autores, Balle et al. [23] propusieron otro criterio teérico para detectar seniales oOpticas débiles
en el proceso de encendido de un sistema laser, el cual consiste en lo siguiente: la diferencia
entre las escalas de tiempo que caracterizan el proceso de encendido en presencia y
ausencia de la senal débil, debe ser mayor o igual a la mdxima varianza. Este criterio
determina el valor critico de un cierto parametro, que definimos como f., cuyo valor determina
la intensidad de la senal débil que se debe detectar. Para valores de 8 menores que 5. no hay
deteccién, mientras que para valores mayores que . la deteccion se realiza de manera eficiente. Las
escalas de tiempo antes mencionadas se conocen como tiempos promedio de primer paso (MFPT
por sus siglas en inglés). Fueron Littler et al. [24] quienes al afio siguiente pusieron en préactica
la propuesta de Balle et al. y mostraron experimentalmente que la senal 6ptica débil se puede
detectar mediante las mediciones de los tiempos de paso (tiempos de iniciacion) del sistema laser
de Argdn bajo la accidén de una senal atenuada de un laser de He-Ne. Dos afios después del trabajo
de Vemuri y Roy, Jiménez-Aquino y Sancho [25], establecieron finalmente la expresion tedrica del
RS como una funcién explicita de las escalas de tiempo conocidas como tiempos de relajaciéon
no lineales (NLRT por sus siglas en inglés). Los resultados teoricos reportados en [25] fueron
comparados con los resultados numéricos de Vemuri y Roy [14], y se mostro que tnicamente fueron
consistentes con los reportados para el sistema laser de tintura (dye laser). Es muy importante
destacar que para poder lograr los objetivos antes mencionados, fue necesario caracterizar la
dindmica transitoria (proceso de encendido) del sistema laser mediante el MFPT y el NLRT.
En general estas escalas de tiempo han sido utilizados también para caracterizar la relajacion
dinamica de estados inestables, metaestables y marginales, entre muchas otras aplicaciones. En
el caso particular del sistema laser la caracterizacion del proceso de encendido es muy similar a la
caracterizacién del proceso de decaimiento del estado inestable de un potencial biestable, como se
mostrara en el contenido de esta tesis. La diferencia entre ambas escalas de tiempo es que el NLRT
puede caracterizar la relajacién dindmica tomando en cuenta la evolucién completa del sistema
conforme éste evoluciona hacia su estado estacionario. El modelo mas conocido en el estudio del
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decaimiento de un estado inestable es la ecuacién de Langevin unidimensional con ruido aditivo,
siendo el estado inestable inicial el maximo relativo de un potencial que proporciona la fuerza
determinista. El modelo teérico propuesto para caracterizar el decaimiento de estados inestables
via la ecuacién tipo Langevin fue establecido por primera vez por De Pasquale and Tombesi en
1979 [26]. Este modelo tedrico se conoce como teoria cuasi-determinista (QDT) por sus siglas en
inglés). La QDT es una buena descripcion teorica debido a que proporciona el mecanismo preciso
para caracterizar el proceso de decaimiento de un estado inestable. El mecanismo fisico de la
QDT es el siguiente: La presencia de pequenas fluctuaciones estocasticas cambian la condicién
inicial alrededor del estado inestable y una vez que el sistema abandona dicho estado inicial, el
proceso dinamico es dominado por la fuerza de potencial. Mas atin, la QDT permite caracterizar
la relajacion dindmica de potenciales inestables no lineales arbitrarios los cuales son muy dificiles
tratar mateméticamente a través de la ecuacion de Fokker-Planck.

Casi 20 anos después de los trabajos de Vemuri y Roy [14] y Balle et al. [23], fue propuesto
otro sistema fisico distinto al sistema laser que en principio puede ser capaz de detectar ampli-
tudes débiles de campos eléctricos, en un proceso de relajacion por influencia de fluctuaciones
estocasticas. El sistema fisico en cuestion es una particula con carga eléctrica inmersa en un bano
térmico, que experimenta el proceso de relajacion alrededor del estado inestable de un potencial
debido a la influencia de las fluctuaciones estocésticas y también bajo la accién de campos eléc-
trico y magnético cruzados 27, 28, 29, 30]. Por estar inmersa en un bano térmico, dicha particula
experimenta la accién de una fuerza de friccidn, la fuerza de Lorentz y la fuerza fluctuante o rui-
do interno. Las preguntas obvias que pudieran surgir de esta propuesta serian las siguientes: (i)
s Por qué proponer este sistema fisico distinto al sistema ldser como otro mecanismo de deteccion
de senales débiles? (i) s Tiene algo que ver una PB con carga eléctrica en un campo magnético
con el sistema ldser antes mencionado? y (iil) sSerd posible que el proceso de decaimiento del
estado inestable de dicha PB, pueda detectar amplitudes débiles de un campo eléctrico, como lo
hace el proceso de encendido del sistema ldser? La respuesta a estas preguntas fueron en efecto
respondidas y reportadas en los trabajos de Jiménez-Aquino y Romero-Bastida y publicados hace
relativamente poco tiempo |27, 28|. Las razones son las siguientes: a pesar de que ambos sistemas
son en principio diferentes, la dinamica que sigue la PB en un campo magnético es sorprendente-
mente muy similar a la dinamica del sistema laser, y por esta razoén la propuesta formulada por
los autores tiene un sustento basado en esta analogia con el sistema laser. Es importante comentar
que la diferencia entre ambos sistemas radica en que la dinamica del sistema laser, como veremos
en el contenido de esta tesis, se describe mediante una ecuaciéon tipo Langevin para el campo
eléctrico complejo, mientras que la dindmica de la PB con carga eléctrica, se describe en términos
de la ecuaciéon de Langevin para el vector de posicién. Sin embargo, a pesar de esta diferencia
cuantitativa en las ecuaciones dindmicas, las trayectorias de ambos sistemas son muy similares y
de caracter rotacional. Esta situacién, permite entonces reformular los desarrollos matemaéticos
en términos de nimeros complejos establecidos por Balle et al. [23] y Jimémnez-Aquino y Sancho
[25] por un desarrollo matricial, que permite apreciar mejor la similitud entre ambas dinamicas
y entender mejor por qué la QDT es una muy buena aproximacién para describir la dindmica
transitoria de un sistema rotacional. En el estudio de la PB en un campo magnético, usamos
los mismos criterios de deteccién establecidos para el sistema léser, es decir, la estadistica de
los tiempos de paso y el RS. También se formula la QDT para la caracterizaciéon dindmica del
decaimiento del estado inestable de la PB en los campos eléctrico y magnético cruzados. En los



11

estudios reportados en [27, 28|, se supone que el campo magnético es un vector constante que
apunta en la direccién z de un sistema cartesiano de coordenadas y el campo eléctrico también un
vector constante pero sobre el plano x-y. En esta tesis, supondremos las mismas condiciones para
ambos vectores. El proceso de decaimiento de la particula cargada consiste en lo siguiente: Al
tiempo t = 0, la particula se encuentra localizada en el estado inestable de un potencial biestable,
y abandona dicho estado debido a la presencia de las fluctuaciones térmicas (ruido interno) y
del campo magnético; una vez desencadenado el proceso de relajacién, un campo eléctrico débil
debe incidir sobre la particula acelerando el proceso de decaimiento hacia el estado estacionario
correspondiente. La dinamica que sigue la PB es de caréicter rotacional debido a la presencia del
campo magnético.

Un aspecto importante que vale la pena resaltar en esta tesis es el siguiente: todos los trabajos
relacionados con la deteccién de seniales débiles antes mencionados, han sido formulados suponien-
do que la dindmica estocéstica es un proceso Markoviano, es decir, la funcién de correlacion del
ruido interno es una funcién delta de Dirac que es una propiedad de las flctuaciones estocasticas
conocidos como ruido blanco (el espectro de potencias es una constante). Esto significa que la
correlacion del ruido es instantanea y que no existe correlacion a dos tiempos distintos, o dicho
en otras palabras que no guarda memoria. Sin embargo es bien conocido que al tratar de modelar
los fenébmenos reales, uno normalmente recurre a los métodos hasta cierto punto idealizados y
éste es precisamente el caso de ruido blanco. Sin embrago, practicamente en todos los fenémenos
reales las fluctuaciones estocasticas estan siempre correlacionadas, es decir que guardan memoria
o que tienen un tiempo de correlacién a dos tiempos distintos. Las fluctuaciones estocésticas con
esta propiedad se les conoce como ruido de color (el espectro de potencias es funcion de la
frecuencia). Por esta razon los sistemas inducidos por ruido de color se les conoce en la literatura
como procesos estocésticos no-Markovianos [31, 32, 33]. Paradégicamente son los procesos Mar-
kovianos los que han sido estudiados mas extensivamente que los no-Markovianos, siendo estos
tltimos los que predominan en la naturaleza (los procesos reales). La razon es muy simple, la
matematica de los procesos Markovianos es mucho mas simple que la de los no-Markovianos. Los
dos grupos de procesos estocasticos han sido exitosamente aplicados al estudio de una gran va-
riedad de sistemas fisicos, quimicos, biolégicos, sociolégicos, econémicos, etc. Tomando en cuenta
esta propuesta de los procesos no-Markovianos, nuestro objetivo principal en el presente trabajo
de tesis consiste entonces en extender, el estudio de la deteccion de senales débiles en el proceso
de decaimiento del estado inestable de una PB con carga eléctrica bajo la accién de campos
eléctricos y magnéticos cruzados, pero ahora inmersa en un bano térmico con memoria. En la
dindmica no-Markoviana, una de las ecuaciones que toma en cuenta la interacciéon térmica de
una PB con el bafio durante un tiempo finito de correlacién es la llamada ecuaciéon generalizada
de Langevin (EGL) [34, 35, 36|. Esta es una ecuacién diferencial estocastica integro-diferencial
caracterizada por un kernel de friccion con memoria arbitraria. En este trabajo de tesis estudia-
remos el problema antes planteado tomando en cuenta el caso particular de un kernel de friccion
del tipo Ornstein-Uhlenbeck (OU), esto es, un decaimiento exponencial con un tiempo finito de
correlacion. En este caso y mediante un apropiado cambio de variable la EGL se puede escribir
como un conjunto acoplado de ecuaciones diferenciales estocésticas cuasi-Markovianas. Mas ain,
en el régimen sobre-amortiguado y para tiempos de correlaciéon pequenos, es posible reducir estas
ecuaciones en una ecuaciéon muy similar al caso Markoviano cuyos coeficientes han sido renorma-
lizados por un factor no-Markoviano que contiene al tiempo de correlaciéon. Un trabajo previo a
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este trabajo de tesis ha sido reportado en [38|, donde se estudia la deteccion de sefiales débiles en
un bano térmico con memoria. Nuestro trabajo de tesis es una extensién de dicho trabajo cuando
la PB se encuentra también bajo la accién de un campo magnético constante. Las preguntas
obvias que deben surgir en este caso son ahora. (i) ;Qué expresion matemdtica tienen las escalas
de tiempo que caracterizan el decaimiento del estado inestable de la PB? (ii) sQué forma tiene
el pardmetro de deteccion B cuando aplicamos el mismo criterio de la estadistica de los tiempos
de paso? (ii) ¢Qué ocurre con el RS en este caso?.

El contenido del presente trabajo de tesis consiste de cuatro capitulos: en el capitulo 2 pre-
sentamos el anélisis cualitativo de la QDT con el propoésito establecer el régimen de su validez y
la expresion universal de la escala de tiempo que caracteriza un estado inestable. Seguido de este
analisis, calculamos la estadistica de los tiempos de paso que caracteriza el proceso de encendido
del sistema laser y utilizamos el criterio correspondiente para obtener el parametro critico de de-
teccion f. de las senales 6pticas débiles. Posteriormente, calculamos el NLRT tomando en cuenta
los efectos no lineales del sistema para luego aplicar el criterio del RS en funcién de NLRT. En
este caso, comparamos los resultados teéricos con los obtenidos de la simulacién numérica de la
ecuacion de tipo Langevin del sistema laser. El capitulo 3, esté enfocado al estudio de la deteccion
de amplitudes débiles de un campo eléctrico en la relajaciéon dinamica del estado inestable de un
potencial biestable bidimensional, de una PB con carga eléctrica inmersa en un bafio térmico y
en presencia de campos eléctrico y magnético cruzados. Debido a la similitud de la ecuacién de
Langevin de la PB con la del sistema laser del capitulo anterior, omitiremos varios de los pasos
algebraicos para obtener los resultados similares para el parametro de detecciéon y para el RS.
También en este dltimo caso, comparamos los resultados teéricos con los obtenidos de la simu-
lacién numérica de la ecuaciéon de Langevin asociada a la PB. El capitulo 4 es la contribucién
novedosa del presente trabajo de tesis, pues éste consiste en entender los estudios del capitulo 3
al caso de una PB inmersa en bafio térmico con memoria del tipo OU. Finalmente en el quinto
y ultimo capitulo damos nuestras conclusiones y perspectivas de nuestro trabajo.



Capitulo 2

Estadistica de los tiempos de paso y el
sistema laser

2.1. Analisis Cualitativo de la QDT

En esta seccién vamos a hacer un anélisis cualitativo de la QDT (por sus siglas en inglés),
para entender las ideas fisicas de su descripcién en el decaimiento de un estado inestable, de
cualquier sistema fisico sea este un sistema laser, una particula Browniana (PB) o cualquier otro.
Para ello vamos a considerar como ejemplo particular el decaimiento del estado inestable de un
potencial para una particula Browniana inmersa en un bano térmico. Calcularemos el tiempo de
paso requerido por la particula en alcanzar una barrera de potencial (barrera absorbente). Esta
escala de tiempo es funcién del desplazamiento cuadréatico promedio (DCP) que denotamos como
(x2(t)), donde (...) es el promedio sobre el ensamble (realizaciones). Sin embargo, en el estudio
del movimiento Browniano (MB) el DCP se estudia en dos casos limite con respecto al tiempo de
relajacion 7 de la particula que se define de manera general como 7 = m/~p, siendo m su masa
v Yo el coeficiente de friccion.

= Limite de tiempos cortos ¢ < 7: en este caso se puede demostrar que el DCP se aproxima
por (z%(t)) = Ct? donde C' es una constante.

= Limite de tiempos largos t 3> 7: En este caso limite el DCP se aproxima por (z2(t)) = 2Dt,
siendo D = k,T /vy el coeficiente de difusion de Einstein, &, la constante de Boltzmann y
T la temperatura del fluido.

Como se puede apreciar, en el limite de tiempos cortos el DCP es proporcional a t2 el cual
corresponde, de acuerdo con la mecanica clasica, al desplazamiento al cuadrado de una particula
libre; por esta razoén el régimen de tiempos cortos se le conoce como el régimen balistico en el cual
la PB no siente la presencia del bano térmico y como consecuencia se mueve como una particula
libre. Por otra parte en el limite de tiempos largos, el DCP es proporcional al tiempo, pero de
acuerdo con la hidrodinamica clésica, una particula inmersa en un fluido experimenta un proceso

13
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de difusioén y su desplazamiento al cuadrado como funcién del tiempo es una linea recta. podemos
decir entonces que para tiempos largos la PB experimenta un proceso de difusién debido a las
constantes colisiones con las moléculas del fluido, es decir, la particula siente la presencia del
bano térmico en la que estd inmersa. A este régimen de tiempos largos se le conoce como régimen
difusivo o también como régimen sobre-amortiguado.

Para el proceso del decaimiento de un estado inestable haremos un anélisis similar para
una particula localizada inicialmente en el estado inestable (z(0) = 0) del potencial V(z) =
—(ap/2)z?%, delimitado por barreras absorbentes localizadas en z = +R, de tal manera que la
particula puede moverse en el intervalo —R < x < R. Comenzamos nuestro analisis con la
ecuacion de Langevin sobre-amortiguada, es decir

i =az+ 5, (2.1)

donde a = ap/v0 y £(t) es un ruido blanco Gaussiano con promedio nulo (§t)) = 0 y funcion de
correlacion (£(t)&(t")) = 2X6(t — t'), donde X = 4ok, T es la intensidad del ruido. La soluciéon de
(2.1) se puede escribir como

o(t) = h(t)e™,  h(t) = /0 e=5¢(5)ds. (2.2)

Es facil mostrar que

(2(1)) = 21— ) (23
(@2(0) = 2 - 1). (2.4)

De esta simple relaciéon podemos estudiar también los dos casos limite para el tiempo, el limite
de tiempos cortos y el limite de tiempos largos

» Limite de tiempos cortos tales que t < 1/2a: En este caso podemos mostrar facilmente que
el DCP esta dado por (x2(t)) = 2)t.

» Limite de tiempos largos tales que ¢ > 1/2a: En esta aproximacion el DCP es ahora

(@?(t)) = (Ma)e*".

Estos resultados nos muestran claramente lo siguiente: Para tiempos cortos que corresponde el
comienzo del proceso de decaimiento, el DCP es lineal en el tiempo lo cual significa que la PB
experimenta un proceso difusivo alrededor del estado inestable y como consecuencia la PB esta
sometida a las constantes colisiones con las moléculas del fluido o bafo térmico en la que esta
inmersa. En el limite de tiempos largos y asumiendo intensidades pequenas del ruido interno el
DCP es dominado por el factor determinista e?*, y como consecuencia la particula evoluciona
siguiendo una trayectoria casi determinista dominada por la fuerza del potencial. A este régimen
de aproximacién de tiempos largos en el decaimiento de estados inestables se le conoce como
la aprorimacion cuasi-determinista. De manera cualitativa podemos concluir entonces que, en el
régimen de tiempos largos, una vez abandonado el estado inestable inicial, el tiempo requerido
por la PB en alcanzar la barrera de potencial £R debe ser t = (1/2a)In(aR?/)\). Esta escala
de tiempo es el tiempo caracteristico o universal para el proceso de decaimiento de todo estado
inestable inducido por intensidades pequenas de ruido.
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2.2. El sistema laser

Tal como hemos mencionado en la introduccién de esta tesis, la dindmica transitoria o proceso
de encendido de un sistema laser, fue propuesto para detectar senales 6pticas débiles de manera
similar como en los receptores de radar. Balle et al. sugirieron otro criterio basado en la estadistica
de los tiempos de primer paso, y casi inmediatamente después la propuesta fue corroborada
experimentalmente por Littler et. al. El criterio propuesto por Vemuri y Roy en términos del
llamado receptor de salida (RS) pudo ser expresado en términos de los NLRT en el trabajo
reportado en [25]. Para una mejor comprension de nuestro tema de tesis, es conveniente estudiar
en esta seccidon los dos métodos tedricos propuestos para detectar senales Opticas débiles en el
sistema laser. Para analizar el proceso de detecciéon super-regenerativo, vamos a utilizar el modelo
de laser que ha sido estudiado en la dinadmica transitoria [14, 23, 24|, y para ello asumimos que
el proceso de emision esponténea se introduce a través de las fluctuaciones estocasticas (ruido
interno) delta correlacionados en la forma de Langevin. Esta suposicion para delta es razonable
ya que las fluctuaciones debido a las emisiones esponténeas, ocurren a una escala de tiempo
mucho mas ripida que lo que ocurre con la intensidad del laser para tiempos de observacién
macroscopicos. Incluiremos el efecto de saturacién sobre el medio activo, debido a que estamos
interesados en el funcionamiento del laser a altas frecuencias, muy por encima del umbral.

La ecuacion diferencial estocastica que gobierna la dindmica de este sistema léser es entonces
una ecuacién tipo Langevin adimensional para el campo eléctrico complejo E = E7 + iFEs de un
solo modo [14], esto es

C;—f = —k:E+H(i/WE+ifE+keEe+§(t), (2.5)
donde k es la razén de decaimiento en la intensidad de radiaciéon en la cavidad del laser, F
es el factor de ganancia del medio activo, A es el pardmetro de saturaciéon del medio activo,
I = |E]? = E? + E3 es la intensidad del laser, E. es el campo eléctrico externo el cual se
considera como una cantidad real, k. es el pardmetro de acoplamiento entre la cavidad del laser y
la senal externa, f es el parametro de sintonizacién entre la cavidad del laser y la senal externa,
y el término £(t) representa las fluctuaciones por emisién espontéanea (ruido complejo) y que
suponemos que satisface las propiedades de ruido blanco Gaussiano con valor medio nulo y funcién
de correlacién dada por

(E@)E (1) = 2e0(t - 1), (2.6)

siendo € la intensidad del ruido complejo y £*(¢) su complejo conjugado.

2.2.1. Estadistica de los tiempos de paso

En este apartado vamos primeramente a estudiar el método propuesto por Balle et. al. [23]
para detectar senales Opticas débiles en términos de la estadistica de los tiempos de paso y su
conexion con la QDT. Es muy importante resaltar en este trabajo que la dindmica dada por la Ec.
(2.5) es de carécter rotacional (trayectoria espiral) aunque dicho efecto no aparece explicitamente
en los calculos tedricos asociados a la estadistica de los tiempos de paso reportados en [23].
Cabe mencionar que la descripcion tedrica reportada en dicha referencia se realiza en el plano
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complejo de coordenadas (E7, E3), que de por si es rotacional por naturaleza. Sin embargo, la
razon del por qué dichos efectos de rotaciéon no aparecen de manera explicita en la formulacién
reportada por Balle et. al, se puede explicar y entender mejor en un espacio transformado de
coordenas (E7, Eb) del campo eléctrico complejo original (Eq, Es). Por esta razon nuestro estudio
en esta seccion se hara en términos de una formulaciéon matricial en vez de una formulacion en el
plano complejo, aunque ambas son totalmente equivalentes y conducen a los mismos resultados
para la estadistica de los tiempos de paso. Para calcular la estadistica de los tiempos de paso,
debemos calcular el tiempo para el cual la intensidad del sistema laser alcanza un cierto valor
referencia preestablecido I, el cual corresponde a un 2% del valor de su estado estacionario, es
decir, I, =0.0214, donde Iy = (F' — k)/A [23|. En esta aproximacion el término de saturacion
A/F < 1 (términos no lineales) no son significativos y por lo consiguiente la Ec. (2.5) se puede
aproximar a una ecuacion lineal, que en su forma matricial se puede escribir como

dE
i aE+ WE + k.E, + £(1), (2.7)

donde a = F' — k y W es una matriz antisimétrica dada por

W:(? _Of>, (2.8)

y los vectores E = (E1, E»), E. = (E.,0), &£(t) = (&1,62), tal que

(EOEGE) = edydlt— 1), ij=1,2 (2.9)

En la Fig. 2.1, se muestra la evolucion dindmica del sistema laser, de acuerdo con la Ec. (2.7)

Figura 2.1: Evolucion dindmica del sistema laser (2.7) en el plano complejo (E1, F2)

Para poder entender el por qué los efectos rotacionales no aparecen en la QDT introducimos
el siguiente cambio de variable
E = VE, (2.10)
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el cual corresponde a una rotacion de las coordenadas (F1, E2) del plano complejo al espacio de
coordenadas (F1, E}), puesto que e~W?t representa una matriz de rotacion ortogonal dependiente
del tiempo de tal forma que

o _ cos ft  sen ft
R(t) =" = < —sen ft cos ft > ’

donde R71(t) = e~ es su inversa e igual a la transpuesta de R(t), es decir, R~1(t) = RT(t).
En el espacio transformado de coordenadas la Ec. tipo Langevin (2.7) se transforma en

(2.11)

dE/
— =aE' + k.E, + £(1),

o (2.12)

siendo ahora E, = R71(#)E. y &'(t) = R71(t)&(t); y como consecuencia tanto el campo eléctrico
externo asi como el ruido interno sufren los efectos de la rotacion. Debido a la transformacion
(2.10), el modulo al cuadrado del campo eléctrico I = |E|? permanece invariante en el espacio
transformado, esto es I = I’, donde I' = |E'|*> = E}?> + E2. Por otro lado, en la Fig. 2.2
se muestran dos dindmicas del sistema laser (2.12) en el plano complejo (Ef, Eb) cuando las
intensidad del campo eléctrico externo se compara con la del ruido interno. Si la magnitud del
campo eléctrico externo es menor o igual a la intensidad del ruido interno, entonces la dindmica
del sistema laser es practicamente una linea recta como se muestra en la Fig. 2.2, v por lo tanto
los efectos de rotacion son practicamente imperceptibles. En el caso contrario, si la amplitud del
campo eléctrico es dominante sobre el ruido interno entonces la trayectoria es rotacional en forma
de bucles, tal como se muestra en la Fig. 2.2.
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Figura 2.2: Evolucién dindmica del sistema laser (2.12) en el espacio trasformado (Ef, FY). Tra-
yectoria recta para valores de E, = ¢ =0.0001. Trayectoria rotacional obtenida para valores de
E.=1.0Y e=0.001.

Como podemos observar de las figuras anteriores, solamente cuando la intensidad del campo
eléctrico externo es menor o igual que la intensidad del ruido interno (E. < €), los efectos de
rotacion en la evoluciéon dindmica del sistema laser no son apreciables. Por esta razon la QDT
utilizada para calcular la estadistica de los tiempos de paso en [23| no contiene los efectos de
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rotaciéon del sistema. De ahora en adelante, vamos a calcular dicha estadistica en el espacio
transformado del plano complejo y haremos uso de estos resultados para aplicar el criterio de
deteccion de las senales débiles. Primeramente, para calcular el tiempo de paso requerido por la
intensidad del sistema laser en alcanzar el valor de referencia I, partimos de la solucion de la
Ec. (2.12) dada por

E'(t) = h'(t)e™, (2.13)

donde h/(t) = h)(t) + h4(t) tal que

W (1) = /O ¢~ 1 (5) [k Ee + £(s)]ds (2.14)

para condiciones iniciales fijas tal que E'(0) = 0. Es facil mostrar que h(t) = hi(t) + ho(t) =
Ry (t) + R4 (t) = h'(t). Veamos ahora qué ocurre en el limite de tiempos largos tales que t > 1/2a.
En este caso vemos que para valores pequenos del campo externo E. y del ruido interno &(t),

tenemos que
!/

Jim C;—t = lim e "R (t)[kEe + £(t)] — 0. (2.15)
que nos indica que en este régimen de aproximacion h'(t) llega ser una constante es decir h'(oc0) =
b/, donde en este caso h/ = h} + h} es una variable aleatoria Gaussiana (VAG) puesto que &(t)
también lo es. Por tanto en el régimen de tiempos largos tales que ¢ > 1/2a, el proceso estocéstico
dado por (2.13) se transforma en un proceso cuasi-determinista dado por E'(t) = h'e® de tal
manera que h’ juega el papel de una condicién inicial efectiva. En términos de la intensidad del
campo eléctrico I’ la ecuacion cuasi-determinista puede escribirse como

I/(t) — h,2€2at, (2.16)

donde W% = |W|? = h{2 + k42 A partir de la solucién (2.16) vemos que el tiempo ¢ es también
una variable aleatoria, y por lo tanto el tiempo promedio requerido para la intensidad del sistema
laser en alcanzar el valor de referencia I, = I, sera

) = 21a< In <lf,/2>> . (2.17)

Esta escala de tiempo promedio se puede calcular a través de la densidad de probabilidad marginal
P(R'), la cual a su vez requiere de la densidad de probabilidad Gaussiana conjunta

1 1 2 1 / / / ’
R D S IR 13)] AT

P(hy,hy) = 5
27T(det Oij i

siendo o5 = (hjh’;) — (h;)(h}) la matriz de correlacion. De la Ec. (2.14) podemos ver que

(hi) = ke / e "Ry, (t) Eer dt, (2.19)

(i) = iy + | N / " ot R ) R () € (06 ()t (2.20)
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Es facil verificar que

keE.a k. E.a
(h1) = 212 (hy) = #efgv (2.21)
Y €
(hihg) = (hi)(P) + 505 - (2.22)

La Ec. (2.22) nos muestra que las variables h; son independientes y por tanto la matriz de
correlacion o;; = (€ / 2a)(5ij es una matriz diagonal, cuyos elementos estan dados por o2 =0y =
€/2a. Bajo estas condiciones la densidad de probabilidad dada en (2.18) se reduce a la simple
expresion .

PR}, hy) = me—(l/%Z)[(hﬁ—<h'1>)2+(h’2—(h'2))2]' (2.23)
Para calcular P(h’) hacemos uso de la transformacion

P(I), hy)dhydhly — P(h',0)J (R, 0)dh do, (2.24)

donde J(R',0) representa la transformacion Jacobiana del espacio de coordenadas (h},h}) al
espacio (h',0), siendo hy = h/cosf y hl, = h'sinf. Se puede mostrar que el Jacobiano da como
resultado J(h',0) = k', y después de efectuar la integracion marginal de P(h/,0) con respecto al
angulo 6 obtenemos finalmente lo siguiente

!/
P(H) = o To(ol i fo)e 020 0/ (2:25)

donde p'2 = (h})? + (h})? = (keE.)?/(a® + f?), y la funcién Iy(z) es la funcion modificada de
Bessel de orden cero [40]. Para la estadistica de los tiempos de paso necesitamos los dos primeros

momentos () y (t?), los cuales se pueden calcular a través de la funcién generadora de momentos

(FGM) G(2av) = (e2®) = ((I'2/h'?)"). La FGM se calcula explicitamente de la densidad de
probabilidad P(h’) dando como resultado

() "> Mo (2" 220

m=0

G(2av)

= G0(2ay)e*f82/2M(V +1,1,6%/2),

donde Go(2av) = (I!./20?)7*T'(v + 1) es la funciéon generadora de momentos en ausencia del
campo eléctrico, M (v + 1,1, 32/2) la funciéon hipergeométrica confluente de Kummer y

2 p/2 B 2a(keEe)2
(iRl oy 227

La estadistica de los tiempos de paso se obtiene entonces de la FGM mediante las siguientes
derivadas

d’G

dG
d 2’1/ 07

(2at) = —d—\y 0, (2at2>

obteniéndose entonces después de cierta algebra, la siguiente expresion

(52> , (2.29)

(2.28)

(2at) = (2at)
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donde 7
(2at)o = In <a€) + 7, (2.30)

es el MFPT en ausencia de la fuerza externa y v = —(1) =0.577 es el nimero de Euler. Para
la varianza del tiempo de paso definida como (2aAt)? = (2at?) — (2at)? obtenemos la siguiente
expresion

(st s+ (S YUY _[S LY

1 m=1

De acuerdo con la QDT, la estadistica de los tiempos de paso es valida en el limite de tiempos
largos y para valores pequenos de las amplitudes tanto del campo eléctrico como del ruido interno.
Como podemos observar las Ecs. (2.29) y (2.31) no contienen términos oscilantes, aunque dichas
ecuaciones describan la rejaciéon dinamica de un sistema que es rotacional por naturaleza.

2.2.2. Un criterio de deteccion de senales 6pticas débiles

El criterio propuesto por Balle et. al para la deteccién de senales débiles tiene que ver con
un valor critico (., para el cual la reduccion del tiempo de paso (t) debe ser mayor o igual a la
maxima varianza, esto es

[(t)g. — (t)p=0]” > (At)F_o. (2.32)

Para una senal débil, se debe cumplir la condicién de que la amplitud de la senal sea menor o
igual a la intensidad de ruido interno, es decir E./e < 1, o bien valores pequenos del parametro
S. En estas condiciones se pueden aproximar tanto la escala de tiempo (2.29) como la varaianza
(2.31) de tal manera que

(2at) = (2at)o — 522, (2.33)

(205t = w/(1) - &

Sustituyendo estas expresiones en el criterio (2.32) y queddndonos solo a ordenes de 34, tenemos
entonces que el valor critico de 3. satisface

(2.34)

Be >[4 (1)]Y* = 1.6, (2.35)

el cual corresponde al mismo valor reportado en [23]. El criterio establece que abajo de dicho
valor critico no hay detecciéon y para valores mayores que dicho valor, la deteccién se realiza de
manera eficiente. En otras palabras, si § > . entonces la dindmica debe ser dominada por la
evolucion determinista. En este caso 3 — oo y la FGM se aproxima a G(2av) = (a/3?)™ con
a = 2al /e, luego entonces el tiempo de paso y su varianza estaran dados por

(2at) = (§2> (2.36)
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4
((2aAt)?) = 7 (2.37)
En la Fig. 2.3, mostramos el valor critico de 8 correspondiente a la union entre las dos escalas de

tiempo (2.33) y (2.36).

< 2at >

Figura 2.3: Resultados para el MFPT como funcién de § obtenidas de la Ec. (2.33) (linea solida)
y de la soluciéon determinista Ec.(2.36) (linea punteada) para valores tales que o =1.794x10".
El punto de unién entre ambas es el valor de 5, ~1.6.

2.3. Detecciéon de senales 6pticas débiles y los NLRT

Dos anos después de la propuesta hecha por Vemuri y Roy para detectar senales 6pticas
débiles en un sistema laser en términos del RS, Jiménez-Aquino y Sancho mostraron que el RS
podia obtenerse como una funcién de los NLRT [25], asociados a la dindmica transitoria del
sistema laser tomando en cuenta los efectos de saturaciéon de dicho sistema. Antes de establecer
la conexién del RS con los NLRT, vamos a introducir la definicion de NLRT y caracterizar, a
través de esta escala de tiempo, la dinamica transitoria del sistema laser dada por la Ec. (2.5) en la
aproximacion A/F < 1. Posteriormente estudiaremos su conexion con el RS que nos cuantificara
el otro criterio para la deteccion de sefiales opticas débiles. Asi que en el régimen de aproximacion
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A/F <« 1, la Ec. (2.5) se puede escribir como

dE

o= aE — A|EPE +ifE + k.E. + £(1), (2.38)
o en su forma vectorial como

dE 9

o =aoE — A|E°E + WE + k.E. + £(¢). (2.39)

Podemos observar de esta ecuaciéon dinamica que el término aE — A|E|*E se asemeja a la ex-
presion de una “fuerza”’ derivable de un “potencial biestable” en dos dimensiones en el espacio
de coordenadas (E1, Es), es decir, V(E1, Ey) = —(a/2)(E? + E2) + (A/4)(E? + E2)2, el cual se
ilustra en la Fig. 2.4

V(x)

Figura 2.4: Potencial biestable unidimensional

El NLRT es una escala de tiempo que puede caracterizar la relajacién dindmica de un estado
inestable asociado a un potencial no lineal. Su definicién fue introducida en los anos 80 para
tal propopsito. En esta seccién vamos a establecer su definiciéon para caracterizar la relajacion
dinamica del sistema laser (2.39) en términos de su intensidad I(t) = |E|%. Esta escala de tiempo

se define como [19, 20, 25]
oo
r— [0 =D, 210
o (((0)) = (st

donde I(0) es el valor inicial de la intensidad al tiempo ¢t = 0 e Iy = a/A el valor de su estado
estacionario. Esta escala de tiempo caracteriza entonces el proceso de encendido del sistema
laser cuando, por efecto de la emisiéon espontanea cuantificada como fluctuaciones estocasticas,
su intensidad experimenta un proceso de relajacion desde su valor inicial (0) hasta alcanzar el
valor estacionario Iy antes mencionado. El cociente m(t) = [(I1(t)) — (I)s]/[(L(0)) — (I)s] es una
cantidad adimensional y su integral como definido en la Ec. (2.40) es el 4rea bajo la curva m(t).
Vamos ahora a calcular esta escala de tiempo para el proceso de encendido del sistema laser
usando de nueva cuenta la QDT tomando en cuenta que dicha teoria se puede explicar mejor
en el espacio transformado de coordenadas (E7, E}). Recordemos también que la intensidad del
laser es invariante ante una transformacion o rotacion de las coordenadas (Ep, E2). Antes de
caracterizar la relajacion dinamica del sistema laser antes mencionado, vamos a establecer una
dindmica determinista que involucre la definicién de un “potencial inestable” no lineal arbitrario,
siendo el “potencial” del sistema laser (2.39) un caso particular. La dindmica determinista no
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lineal para la intensidad de un sistema laser mas general y en ausencia de fuerzas externas se
puede definir como
dl
dt

 I(Iy 1)
- Co+1g(I)’

donde Cy = It/2a y g(I) > 0 es un polinomio. La funciéon f(I) posee dos raices, la primera esta
en I = 0 la cual corresponde al estado inestable tal que f'(I)|;=¢o > 0, la otra raiz se encuentra
en I = Iy y que corresponde al estado estable tal que f/(I)|;=o < 0. Es facil demostrar que la
dindmica determinista para la intensidad del sistema laser (2.39) en ausencia del campo externo
E., se puede escribir como

iy ) (2.41)

dI  I(Iy - 1)

a  Cy,
Al comparar esta expresion con la Ec. (2.41) vemos que ambos son compatibles si g(I) = 0. Usa-
remos la Ec. (2.41) para establecer una expresion general del NLRT de acuerdo con su definicion.

Si asumimos que (I(0)) = 0 entonces, después de sustituir la Ec. (2.41) en la Ec. (2.40) podemos
escribir

(2.42)

1 o0
T = /0 () — (I dt

<I >st

1 /Ist d [> 1 /Ist

= — — )+ g(l)dI 2.43

il ) [ (2.43)
puesto que para t = 0 se tiene I(0) = Iy y para t — oo se tiene el valor de I(oc0) = Ig. La
conexion entre el NLRT y la QDT se hace de la siguiente manera: debido a que al comienzo de la
relajaciéon dindmica la condicién inicial debe ser una cantidad fluctuante, entonces la QDT asume
que I(0) = h2, siendo h una variable aleatoria que juega el papel de una condicién inicial efectiva,
responsable del decaimiento del estado inestable hasta alcanzar su valor del estado estacionario
I(00) = Is. Bajo estas condiciones el NRLT que caracteriza el decaimiento del estado inestable
de un sistema laser no lineal sera entonces

T = <ln <2§>> +Cy (2.44)

1 Ist
= lim — I)dl. 2.4
Co, = Jim 7= [ "ot (2.45)

donde ahora

El término logaritmico representa el término universal caracteristico del decaimiento de todo
estado inestable, mientras que el segundo representa la contribucién de los términos no lineales
lejos del estado inestable inicial, donde las fluctuaciones estocéasticas ya no son relevantes, es
decir, h — 0. El primer término tiene que ver entonces con la parte lineal del “potencial”. De
hecho este primer término se puede calcular usando la QDT estudiado en la seccién anterior en
la aproximacion lineal de la dindmica del sistema laser. Recordemos que nos interesa calcular el
NRLT en el espacio transformado de coordenadas usando la transformacion (2.10), para el cual
la Ec. (2.39) se puede escribir también como

dE’

= aE' — AE]*E' + k.E, + £'(1). (2.46)
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La solucion de esta ecuacion lineal asumiendo que E’(0) = 0, satisface la misma Ec. (2.13) y por
tanto también la solucion dada por la Ec. (2.16). Sin embargo, si tomamos en cuenta el proceso
completo entonces (2.16) puede reescribirse como

I'(t) = h'2e20(t; — t) + IL,0(t — t;), (2.47)

donde 6(t) es la funcion de paso. Sustituyendo la Ec. (2.47) en (2.40) podemos demostrar que en
la aproximacion lineal el NLRT sera

1 I
T, = 2a<ln <h/;>> -C,, (2.48)

1 < h/2>
C, = {1 — T ] (2.49)
Esta escala de tiempo asi como C, se pueden calcular a través de la densidad de probabilidad
marginal P(h’) dada por la Ec. (2.25). Primeramente se puede mostrar que (h'2) = 202 + p'2,
donde ya sabemos que 02 = ¢/2a y p'? = (keE.)?/(a® + f?), el cual podemos despreciar para
pequenas intensidades del ruido interno y pequenas amplitudes del campo eléctrico, por lo que
C, ~ 1/2a. Por otro lado, el NLRT en el régimen lineal es entonces

T, =T°+ L i i (52>m (2.50)

donde

2a = mm)! 2
donde o )
52 = e 2a(k.E) (251)
T T da ) |
y

1 all
ngm{ln <€t>+7—1}, (2.52)

es el NRLT en ausencia del campo eléctrico (8 = 0) y v=0.577 de nuevo el namero de Euler. Si

hacemos uso de la siguiente identidad > °_, (7712;:?;”1 = —[E1(z) +~y+1In(x)] [40], entonces la Ec.
(2.50) se puede escribir como
1
T, =T, = 5-[B1(8%/2) + 7 + In(5°/2)] (2.53)

Igualando las Ecs. (2.48) y (2.53) obtenemos lo siguiente

1 I 1 all

—{1In | =8t — —dn| st
(i) =t = ()}
1
%[El(ﬁ2/2) + v+ In(6%/2)]. (2.54)
Finalmente el NLRT asociado a la relajacion dindmica de un sistema laser no lineal de acuerdo

con la Ec. (2.44) se puede escribir como

Ty, =To— o [E1(82/2) 47+ (8] + Cy, (255)
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1 all,
T, = 2a{ In <€> +7}. (2.56)

En el caso particular de la dindmica (2.46), podemos ver que C,, = 0y por lo tanto el NLRT
que caracteriza su decaimiento seré

siendo ahora

T, =Ty~ 5 [B1(8%/2) + 5+ m(8%/2)], (2:57)

y Tp es el mismo que la Ec. (2.56). La escala de tiempo (2.57) caracteriza entonces el proceso
de encendido del sistema laser (2.46) cuando su intensidad relaja hasta el valor de su estado
estacionario. En la siguiente seccién calcularemos el RS como funcién de las escalas de tiempo
(2.57) v (2.56).

2.3.1. El Receptor de Salida

El RS es el criterio propuesto por Vemuri y Roy [14]| para detectar senales débiles. El pro-
cedimiento para calcular dicha cantidad es el siguiente: en la Fig. 2.5 se muestra la evoluciéon
dinamica del promedio de la intensidad del sistema laser dada por la Ec. (2.46) en ausencia y en
presencia del campo eléctrico externo (sefial externa).

0.6

T

04

a(e))

o Es=0
. 4
o E =9.7x10

: 7.5 ' 10
tiempo (us)

Figura 2.5: Evolucion dindmica del promedio (I(t)). La curva de color rojo representa la evolucion
temporal en ausencia de campo eléctrico. La curva azul corresponde al caso cuando el campo
eléctrico esta presente.

El RS se define como el cociente Rg = A./Ag, donde Aj representa el area bajo la curva en
ausencia del campo externo y A, el area correspondiente bajo la accion del campo externo . En
el trabajo de Vemuri y Roy el laser actiia como un receptor super-regenerarivo peridédicamente
encendido y apagado a un tiempo T, siendo éste un tiempo para el cual la intensidad haya
alcanzado su valor estacionario. En este sentido el NLRT se puede escribir también de la siguiente
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manera [25]

_ [T U@ =Dy, [T L0 = (D
T_/o <I<0>><I>stdt‘/o )~ 0™ (2.58)

Esta expresion tiene sentido si T, > C Ty, donde Tp es el mismo que la Ec. (2.56) y C=1.5 es
una constante que garantiza que el sistema ha alcanzado su estado estacionario. Si suponemos
nuevamente que (I(0)) = 0, entonces de acuerdo con la Fig. 2.5 podemos mostrar que el RS tiene
la siguiente estructura algebraica

Ae _T.-T, . Th-T.

Rg =% = 1407 2¢
ST A T-T. T, -7

(2.59)
donde T es la escala de tiempo promedio que ocupa el sistema en alcanzar su estado estacionario
en presencia de la sefial externa, dada por la Ec. (2.57) y Ty el tiempo promedio en alcanzar
el mismo valor estacionario en ausencia de dicha senal externa. Al sustituir las expresion de T

obtenemos finalmente
[E1(8%/2) +~ +In(5%/2)]
QG(TC - T()) '

Este resultado se muestra esquematicamente en la Fig. 2.6, como funciéon del campo aplicado.
La linea continua corresponde a la expresion teorica (2.60) y los puntos en rojo a los célculos de
la simulacién numérica de la Ec. (2.46). La grafica nos muestra que el RS es muy sensible a la
presencia de senales 6pticas débiles y el proceso de deteccidén de la senal comienza para ciertos
valores de E, cercanos a 107°.

Rs=1+

(2.60)

b3

> T T
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Figura 2.6: Receptor de Salida como funcién del NLRT



Capitulo 3

Deteccion de senales débiles en un
campo magnético

Casi 20 anos después de los trabajos relacionados con la deteccion de senales opticas débiles
en un sistema laser y siguiendo la misma idea de este sistema, fue propuesto otro mecanismo
alternativo para detectar amplitudes débiles de un campo eléctrico aplicado [27, 28]. Este consiste
en el decaimiento del estado inestable de una particula Browniana con carga eléctrica, inmersa
en un bano térmico de temperatura y bajo la accién de campos eléctrico y magnético cruzados.
A pesar de que este sistema es, en principio diferente que el sistema laser estudiado en las
seccion anterior, la dinamica que sigue la PB es sorprendentemente muy similar al del sistema
laser. En este sentido nuestra propuesta tiene un sustento basado en las ideas subyacentes del
sistema laser. Hemos visto que para el sistema laser la descripcién teérica se basa en una ecuacién
tipo Langevin para el campo eléctrico complejo, mientras que para la PB con carga eléctrica la
descripcion tedrica se llevara acabo en el contexto de la ecuacidon de Langevin. Mostraremos que
ambas dindmicas tienen mucha similitud debido a que las ecuaciones asociadas son muy parecidas
mateméticamente, motivo por el cual podremos ahorrar algunos célculos algebraicos realizados
ya en la seccién anterior. Nuestro sistema consiste entonces en lo siguiente: consideremos una
PB con carga eléctrica gy y masa m inmersa en un bano térmico de temperatura T, localizada
en el estado de equilibrio inestable de un potencial biestable bidimensional y en presencia de
campos eléctrico y magnético cruzados. El potencial biestable bidimensional es entonces V (z,y) =
—(ao/2)(z% + y?) + (bo/4) (22 + y?)?, donde ag,by > 0, y 2 = |r|? = 22 + y? es el modulo al
cuadrado del vector de posicion r = (z,y). Supondremos que el campo magnético es un vector
constante que apunta a lo largo del eje z, es decir, B = (0,0, B) y el campo eléctrico un vector
constante localizado sobre el plano cartesiano de coordenadas z-y tal que E. = (Ecs, Eey). En este
caso la fuerza externa de Lorentz que acttia sobre la PB esta dada por F = (qo)ux B+¢oE, donde
u = (ug, Uy, ), por lo que dicha fuerza debe estar sobre el plano z-y. La ecuaciéon de Langevin
asociada a la PB se puede escribir entonces como [29]

mu = —you + agr — bor’r + gou X B + goE. + \F)\é(t), (3.1)

27
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donde g > 0 es la constante de friccion y la fuerza fluctuante £(t) = (&, &) satisface la propiedad
de ruido blanco Gaussiano con valor medio nulo (§;) = 0 y funcién de correlacion

<€i(t)£j(t/)> = 5ij5(t - t/)7 ivj =Y, (3'2)

siendo A es la intensidad del ruido que satisface la relacién de fluctuacion-disipacién tal que
A = ok, T. Estamos interesados en estudiar la relajaciéon dinamica del estado inestable de la PB
en el régimen sobreamortiguado para el cual la ecuacion anterior se reduce entonces a

i = ar — brlr + Wr + GAE, + VAAE(D), (3.3)
donde
. a ~ b . q ~ A
“Tiyor 1+c2 1T 1xor R+ (3.4)

con a = aNO/*yo, b= bo/v, ¢ = q/%,y C = qoB/v que es una constante adimensional. Las
matrices W y A estan dadas por

W:(_OQS(?), A:(_%?), (3.5)

con Q = aC. Si comparamos los tres primeros términos de la Ec. (3.3) con los tres primeros
términos de la Ec. (2.39), podemos observar que sus estructuras matematicas son idénticas si
hacemos la correspondencia E — r, |[E[? — r2, W — W,a — a yA— b. Por esta razoén la
dinamica que sigue la PB es muy similar a la del sistema laser y que corresponde a una dinédmica
de caracter rotacional, véase la Fig. 2.1. Para poder calcular la estadistica de los tiempos de
paso debemos recurrir nuevamente a la QDT, la cual como hemos mostrado, es apropiada en
un sistema transformado de las coordenadas mediante una matriz de rotaciéon. En este caso la
transformaciéon sera

v =e Wir, (3.6)
donde nuevamente R(t) = Wt representa una matriz de rotacion tal que R™1(t) = e Wt es su
inversa o su transpuesta, siendo

cosQt  sen
R(#) = - - 3.7
®) < — sen )t coth)’ (37)
y por lo consiguiente la Ec. (3.3) se transforma como
# = ar’ — b’ + GAE, + VAAE (1), (3.8)

donde E, = R™}(t)E,, & = R™1(t)&(t). También el modulo al cuadrado /2 = |v/|? = 2/2 + /2
satisface la condicion /2 = 72, lo cual significa que es invariante ante la transformacion de

rotacion. En la Fig. 3.1 se muestran las trayectorias de la PB en el espacio transformado (z’,y").
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P T R .
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1

Figura 3.1: Evolucion dindmica de la PB en el espacio trasformado (z/,y") para valores ag = 300,
70 = 270, C =10, (a) ¢ = 1073 y (b) ¢F = 20.0

3.1. Estadistica de los tiempos de paso

De forma similar como se hizo con el sistema laser, vamos ahora a calcular la estadistica
de los tiempos de paso para la PB usando de nueva cuenta la QDT. Recordemos que la QDT
es apropiada para describir la relajaciéon dindmica en el régimen lineal del potencial y en el
sistema transformado de coordenadas. En el régimen lineal el potencial inestable estd dada por
V(z,y) = —(ao/2)(z? + y?) = —aor?/2, donde ahora la PB esta restringida a moverse en la
region delimitada por —R? < z? + y?> < R?, donde R es una barrera absorbente del potencial
previamente establecido. Podemos establecer que la barrera del potencial sea R? = Cor2,, donde
0<Co<1yrE =ap/by es el valor del estado estacionario. Asi que la Ec. de Langevin (3.8) en
el régimen lineal sera simplemente

i = ar’ + GAE, + A€ (t). (3.9)
La estadistica de los tiempos de paso se obtiene a través de la solucién de esta ecuacion dada por
r'(t) = h'(t) e™, (3.10)

donde
W (t) = /0 =3 AR(s)[qBe + VAE(s)]ds, (3.11)

con la condicion inicial r'(0) = 0. Podemos observar que la Ec. (3.11) es muy similar a la Ec. (2.14)
calculada para el sistema laser. En este sentido podemos mostrar que en el limite de tiempos largos
tales que t > 1/2a y para valores pequenos del campo externo y de la intensidad del ruido interno,
también dh'/dt — 0 y por tanto el proceso h’ se convierte en una VAG dada por h'(c0) = h'. En
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este limite de aproximacion el proceso r'(t) se vuelve un proceso cuasi-determinista y también
satisface
r'3(t) = h'2e, (3.12)

donde W'? = |b'|? = )% + k2. Nuevamente, el tiempo medio requerido para la PB en alcanzar
la barrera de potencial R, cuando relaja desde su estado inestable inicial, por efecto de las

fluctuaciones, tiene la expresion
1 R/2

Igual que en la seccién anterior, esta escala de tiempo se puede calcular a través de la densidad
de probabilidad marginal P(h’), que a su vez requiere de la densidad de probabilidad conjunta
P(h4, hy). Esta tltima requiere de la matriz de correlacion o;; = (hih5) — (hi)(h}), la cual se
obtiene de la Ec. (3.11). Podemos considerar sin perdida de generalidad que el campo eléctrico
esta dado por E = (E, E)/v/2 y por tanto es facil mostrar que

QOEe

(h1) = (hy) = N (3.14)

A
2a070 o
De nueva cuenta podemos notar que la matriz de correlacion es diagonal con elementos dados
por o; = 02 = \/2apY0, o bien 0 = D/2a, donde D = \/v3 = k,T/7o es el coeficiente de
difusion de Einstein. La densidad de probabilidad marginal es la misma que la Ec. (2.25) excepto
que ahora p'? = (h})? + (hh)? = (qoE.)?/a?. Siguiendo los mismos pasos algebraicos dados en la
seccion 2.2.1, podemos concluir que el MFPT tiene la siguiente expresion

0 _1\m 2\ M
<2dt):<2&t)o+z(m1) (é) : (3.16)

m)!
=1

(hihj) = (hi)(hj) + (3.15)

con '2 ( )2
2 _ ]L _ 2 que
== (3.17)
y
R12
(2at)o = In (%7;) . (3.18)

es el MFPT en ausencia de la fuerza externa y v=0.577 es el nimero de FEuler. La varianza es en
este caso

sy =w 235 (L) CU ()" [SC0 ()T o

Tal como podemos observar, las Ecs. (3.16) y (3.19) tienen exactamente la misma estructura
matematica que las que fueron obtenidas para el el sistema laser, excepto por el parametro (.
Tampoco contienen términos oscilantes que hagan notar la naturaleza rotacional de la dindmica
de Langevin (3.8). La razon de la ausencia de las oscilaciones en dichas expresiones se debe a que
en la region de valores pequenos del parametro 3, la intensidad del ruido interno es dominante
sobre la amplitud del campo eléctrico inyectado y la trayectoria que sigue la PB es practicamente
una linea recta, tal como se muestra en la Fig. 3.1(a).
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3.1.1. Un criterio de deteccidén de senales débiles

El criterio (2.32) propuesto por Balle et. al. para la deteccion de sefiales 6pticas débiles, tam-
bién lo podemos aplicar en el proceso de decaimiento del estado inestable de la PB. Recordemos
que para la deteccion de amplitudes débiles del campo inyectado el pardmetro 5 es pequeno, de
tal manera que las expresiones para el promedio del tiempo de paso (3.16) y la varianza (3.19)
se pueden aproximar como

(2at) = (2at)o — ﬂ; - f;, (3.20)
((2aAt)?) = ' (1) — 584. (3.21)

Las cuales al ser sustituidos en (2.32) obtenemos de nueva cuenta el valor critico
Be >[4 (1))V* = 1.6, (3.22)

que es exactamente el mismo valor que se obtuvo para el sistema laser estudiado por Balle et.
al. [23]. También abajo de este valor critico no debe haber deteccion y por encima de dicho valor
B > B, la deteccién se realiza eficientemente. Si 3 — oo la FGM es igual a G(2av) = (a/%)H
con a = 2agyoR'2/ ), de este modo el tiempo de paso y su varianza se aproximan a

(2at) = In <§2) : (3.23)

N 4
((2aAt)?) = 7 (3.24)

Lo que podemos concluir en este apartado es lo siguiente: aunque exista una similitud en el
comportamiento dindmico del sistema laser con el de la PB en un campo magnético, ambos
sistemas son en principio diferentes y sin embargo, el criterio de detecciéon propuesto conduce
exactamente a la misma condicién que debe satisfacer el parametro critico, como se muestra en
la Ec. (3.22). Este resultado es sin duda sorprendente por las razones antes mencionadas. En la
Fig. 3.2 mostramos el valor critico de 3 correspondiente a la unién entre las dos escalas de tiempo
(3.20) y (3.23). Este valor critico se puede entender como una cota inferior para la validez de la
aproximacion de la escala de tiempo determinista (3.23).
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I
B

Figura 3.2: Resultados para el MFPT como funcion de  obtenidas de la Ec. (3.20) (linea solida)
y de la solucion determinista Ec.(3.23) (linea punteada) para los pardmetros del sistema tales que
2a070R' %/ \=1.8x107

3.2. Detecciéon de senales débiles y los NLRT

En esta seccién vamos a mostrar que también es posible calcular el RS como funciéon del NLRT
asociado al decaimiento del estado inestable de un potencial biestable bidimensional para la PB,
de forma muy similar como en el sistema laser. Para el caso de la PB, esta escala de tiempo se
define en términos del valor medio {(p(t)), con p(t) = r2(t), de la siguiente manera

) — ()
T_/o (0(0)) — {phat’ (3.25)

También es posible definir una dindmica determinista para potenciales no lineales arbitrarios en
términos de p(t), la cual se define como

@_f(p) f(p) = p(pst — p)

. - : 3.26
dt Co+pg(p) (3.26)

donde Cy = psi/2a y g(p) > 0 es un polinomio. La funciéon f(p) posee dos raices: la primera es
p = 0 que corresponde al estado inestable tal que f'(p)|,—0 > 0, la otra raiz estd en p = pg y
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corresponde al estado estacionario estable tal que f'(p)|,—0 < 0. En particular la Ec. (3.26) es
consistente con el potencial biestable cuando g(p) = 0.

La conexion entre el NLRT y la QDT se establece de nueva cuenta asumiendo que la condicién
inicial p(0) = h? es una variable aleatoria, y juega el papel de una condicién inicial efectiva
responsable del decaimiento del estado inestable de la PB hasta alcanzar su valor del estado
estacionario p(0o) = pg. Si ademas suponemos que (p(0)) = 0 entonces, al sustituir le Ec. (3.26)
en la Ec. (3.25) obtenemos el NLRT asociado a un potencial no lineal arbitrario

1 Ps
T= 2&<ln (h;>> +oM (3.27)

1 Pst
M= lim — . 2
Oy, = Jim - /h _ 9(p)dp (3.28)

El término logaritmico es otra vez el término universal caracteristico del decaimiento de todo
estado inestable, mientras que C,, da cuenta de las contribuciones no lineales del potencial lejos
del estado inestable inicial. Siguiendo los mismos pasos algebraicos del sistema laser, el primer
término de (3.27) se calcula usando la QDT en la aproximacion lineal de la dinamica dada por
la Ec. (3.9). Recordemos que también p(t) = p/(t), de modo que en este régimen lineal también
el proceso completo se escribe como

donde

§ () = W22t — ) + Bt — t,), (3.29)

donde 0(t) es la funcién de paso. Sustituyendo la Ec. (3.29) en (3.25) podemos demostrar que en
la aproximacion lineal el NLRT sera

v — L (Pat oM 3.30
v = oa\ ) ) ¢ (3.30)

donde C = (1/2a)[1 — ((h'?)/p;)]. También es posible mostrar que CM ~ 1/2a y

M — TM 1« (_1)m 62 "
TL _TOL—I—%Z <> ’ (3.31)

donde B2 es lo mismo que la Ec. (4.15), y

1 aO'Y()p/st

es el NRLT en ausencia del campo eléctrico (8 = 0) y v el ntimero de Euler. Finalmente concluimos
que el NLRT asociado a la relajaciéon dindAmica de una PB en un potencial no lineal arbitrario y
en presencia de campos eléctrico y magnético cruzados esta dado por

1
T = T3 — = [E1(8%/2) + v+ In(5°/2)] + C¥,,

1 a0Y0Plst 1 aply
= 1 : = (% . 3.34
0 za{ n( PR ST B N N e (3:34)

(3.33)

con
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En el caso particular de la dindmica (3.8) podemos concluir que C = 0y por lo tanto el NLRT
que caracteriza el decaimiento del estado inestable de la particula sera
1
T =Ty~ B(5/2) + 5+ In(8%/2)] (335)

siendo 73" lo mismo que la Ec. (3.34).

3.2.1. El Receptor de Salida

De la misma manera como en el sistema laser, podemos también calcular el RS como el
parametro que caracteriza el proceso de detecciéon de la senal externa débil, en funcién de los
NLRT. La Fig. 3.3, muestra la evolucién temporal del promedio (r?(t)) de la PB en presencia y
en ausencia del campo eléctrico externo, de acuerdo con la dindmica no lineal dada por la Ec.

(3.8).

T,
T T T T
|
03r- I
7
L |
=] g |
~ S S |
=02+ g o .
:_"'_, [=] o A_,? I
o, o Oe—]
- o (=]
~ a A(J o [ F=0
[ — | g
0.1 o o | 5 F=30x10" -
I
L 8 | d
g |
A I ! ‘
0 40 60 80
Tiempo

Figura 3.3: Simulacién de la evoluciéon temporal de (r?(¢)) durante el intervalo de tiempo T, =46.2
tal como se indica en la linea punteada. Los valores de los parametros son ag = 3 x 102, by = 103,
Y0 =9x10%, C =10"2y A = 1072 Los circulos corresponden a la ausencia del campo externo

F. =0y los cuadrados cuando F, = 3.9 x 1073,

De igual forma como en el caso del sistema laser, el NLRT también se puede aproximar como

_ [T O = sy [ 0) = ()
he /0 (0'(0)) = (0)st dt = /0 (p/(0)) — {p')st dt (3.36)

donde T, =46.2 corresponde al tiempo que garantiza que la PB ha alcanzado sus estado estacio-
nario. De acuerdo con su definicién y de la Fig. 3.3, el RS lo expresamos como

A, ™ —TM™m
Reo=-C°—-140_ —¢ 3.37
ST A, T Ty (3:37)
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Al sustituir la Ec. (3.35) concluimos que el RS esta dada por

Ac _ | (BB + o+ (2]

(3.38)

Ag 2a(T, — Q")

Figura 3.4: Receptor de salida como funcién del campo eléctrico E. Las lineas continua y pun-
teada corresponden al resultado teérico (3.38) para intensidades de ruido A = 107 y A = 1077
respectivamente. Con los valores de los parametros ag = 300, by = 1000, 7o = 900, C = 10~ 2.
Los circulos y cuadrados corresponden a la simulacién numérica.

La Fig. 3.4 muestra la grafica del RS (3.38) como funcion de la fuerza externa por unidad
de carga y su comparacion con los resultados de la simulacién numérica de la Ec. (3.8) para
valores asignados a los parametros. En la grafica podemos ver que el RS es muy sensible a los
valores pequenos de la amplitud del campo eléctrico externo y de la intensidad del ruido interno.
Observamos que conforme disminuye la intensidad del ruido, también lo hace la amplitud del
campo eléctrico. La grafica corresponde a los valores de la intensidad del ruido A = 1074 y
A = 1077. En cada caso la deteccién ocurre para valores de la fuerza eléctrica por unidad de
carga de E ~ 1072 y E ~ 1074, respectivamente. También el RS es muy similar al caso del
sistema laser.
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Capitulo 4

Deteccion de senales débiles en un bano
térmico con memoria

Nuestra tesis concluye en este capitulo con el estudio del proceso de deteccion de amplitudes
débiles de un campo eléctrico externo, en la relajaciéon dinamica del estado inestable de una PB
con carga eléctrica inmersa en un bafo térmico con memoria (proceso no-Markoviano) y bajo la
accion de campos eléctrico y magnético cruzados. Nuestra propuesta se formula en términos de
la ecuacion de Langevin generalizada (ELG) caracterizada por un decaimiento exponencial en el
kernel de friccién con memoria (kernel de friccion tipo Ornstein-Uhlembeck). Usaremos de nueva
cuenta los dos criterios formulados en los capitulos anteriores y compararemos los resultados
obtenidos en este caso no-Markoviano con los obtenidos en el caso Markoviano estudiado en el
capitulo 3. Debemos mencionar que nuestra descripciéon también se llevara a cabo en el régimen
sobre-amortiguado de la EGL

4.1. Ecuaciéon Generalizada de Langevin

Consideremos una PB con carga eléctrica gg y masa m inmersa en un bano térmico de tempe-
ratura T e inicialmente localizada en el estado de equilibrio inestable del potencial bidimensional
V(x,y) definida ya en el capitulo anterior. De la misma manera que en el capitulo anterior, tanto
el campo eléctrico como el magnético son constantes tal que B = (0,0,B) y E, = (Fes, Eey),
de modo que la fuerza de Lorentz estd en el plano xy. La dindmica no-Markoviana de una PB
cargada bajo la acciéon de campos eléctrico y magnético externos que toma en cuenta la interac-
cion térmica no instantédnea con sus alrededores, se describe en general por la EGL con kernel de
friccién arbitrario. En el presente caso, la EGL se puede escribir como

t
ml = a,r — b,r’r + gu x B+ ¢,E. — / y(t —tHu(t)dt' + £(t), (4.1)
0

donde y(t — t') es el Kernel de friccion con memoria, f(¢) la fuerza fluctuante que suponemos
Gaussiana con promedio nulo y funcion de correlacion dado por (f;(t)f;(t)) = k, Ty (t —t'),

37
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que corresponde a la relacion de fluctuacion-disipacion de segunda clase [35, 36]. En nuestro
problema usaremos el kernel de memoria tipo Ornstein-Uhlenbeck (OU) definido por v(t — t') =
(yo/7)e1=1/7 siendo 7y el coeficiente de friccion y 7 el tiempo de correlacion del ruido interno,
y por tanto

(i) ) = e ol (4.2

El siguiente paso consiste en caracterizar el decaimiento del estado inestable del potencial usando
la QDT y la solucion lineal de la Ec. (4.1). Esto al parecer no es una tarea facil de lograr debido a
la estructura algebraica de dicha ecuacion. Sin embargo, existe un método que nos permite aplicar
la QDT. Este consiste en introducir un cambio de variable que permite reescribir la dindmica (4.1)
en un conjunto acoplado de ecuaciones cuasi-Markovianas. El cambio de variable es entonces
t
n(t) = -2 [ =S u@ar +£(1), (4.3)

T Jo

donde .
£(t) = \f /0 St (4.4)

de tal manera que la dindmica (4.1) se transforma en el siguiente conjunto de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas cuasi-Markovianas

mi = a,r — byr*r 4 gou x B + ¢, E. + n(t), (4.5)
. 1 Y VA
n=--n-_—u+-——41), (4.6)
T T T

donde &(t) es un ruido blanco Gaussiano con valor medio nulo y funcion de correlacion (§;(¢)§;(t)) =
;j0(t—t"). Estamos interesados en la caracterizacion del proceso de decaimiento del estado inesta-
ble en el régimen sobre-amortiguado y en las aproximaciones para los cuales 1—a7 > br (322 +42),

1 —a7 > br(3y? +2%) y C > 2brzy, donde los pardmetros C' = goB /Y0, a = ao/Yo ¥ b = bo/70-
En la evolucién dindmica de la PB, el maximo valor de la variable r? = 2% + 42 es r2, = ag/bo.
También el maximo valor para cada variable x y y por separado es tal que x = y = rg, 6
22 = y? = r2,. La dinamica de la PB est4 entonces restringida para valores de los parametros
tales que a7 < 2/3 y 2a7 < C. Bajo estas condiciones, podemos mostrar después de cierta
algebra que

i = ar — br*Ar + Wr + GAE + VAAE(®) , (4.7)
donde los parametros
a . b q . A
O pu— b pr— A p— A pr—
“ 1—ar’ 1—ar T 1 ar (1—ar)?’
. a ~ b . q ~ A
= ——, b= = A= 4.8
a 1—|—CQ, 1+027 q 1+CQ’ 78(1+C2)’ ( )
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con € = aC. Notemos que los parametros a, b, qy X son los mismos ya definidos en capitulo 3
para el caso Markoviano. Es claro que en el limite Markoviano 7 = 0, la Ec. (4.7) se reduce a la
Ec. (3.3). Si usamos la misma transformacion de coordenadas (3.6) obtenemos ahora la Ec. de
Langevin cuasi-Markoviana

¥ = ar' — br?Ar + GAE + VAAE' (1), (4.10)

donde E' = R7I(H)E, &'(t) = R™1(t)&(t), y R(t) es de nueva cuenta una matriz de rotacion tal
que
cosQt  sen
RNt = : (4.11)
—sen €t cos

4.1.1. Un criterio de deteccion de senales débiles

Recordemos que la QDT es apropiada en el espacio transformado de coordenadas y ademés
en el régimen lineal, es decir

i = ar' + AE + VAAE (1), (4.12
cuya soluci()n asumiendo la condicion inicial r'(0) = 0 se puede escribir nuevamente como r’(¢) =
h/(t) e**, siendo ahora

\_/

W(t) = /Ot e=45 AR™Y(s)[GE + VA €]ds. (4.13)

De nueva cuenta, en el limite de tiempos largos tales que ¢t > 1/2a, el proceso h'(t) llega a
ser una costante h’ y el proceso r'(¢) un proceso cuasi-determinista de tal modo que también
r'2(t) = h/2e%4, Es evidente que los pasos algebraicos para calcular la estadistica de los tiempos
de paso, son muy similares a los desarrollados en el capitulo 3. Como consecuencia de esta similitud
se obtienen las siguientes expresiones (h}) = (h}) = qoFE/v/2ay, tal que p'? = (goF)%/a y la
varianza 02 = \/2ypao(1 — at) = D./a, donde D, = D/(1 — at) es el coeficiente de difusién
efectivay D = \/ 'yg = k,T /o el coeficiente de difusion de Einstein. La estadistica de los tiempos
de paso en este caso serd ahora

(2at) = (2at)o 3 (B 2) : (4.14)

m=1

donde

2 = p? _ 2(goEe)*(1 — ar) — B2(1 —ar), (4.15)

¢ g2 a\

siendo 32 = 2(qoFE.)?/al, y

(4.16)

/2 1—
(2at)o = In (“OWR A( “T)> +,

es el MFPT en ausencia de la fuerza externa y v =0.577 es el ntimero de Euler. Similarmente la
varianza tiene la forma

(2aA1)%) +22 (Z ) mg‘” (5;) _ Lil (;g'” (522)]2 (4.17)
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Queremos ahora aplicar el mismo criterio de deteccién propuesto en los capitulos anteriores, solo
que en este caso cuasi-Markoviano debemos de analizar el comportamiento de las expresiones
exactas anteriores (4.14) y (4.17) con sus expresiones aproximadas en la region de  pequena, es
decir,

(2at) = (2at)o — ﬁf : (4.18)

((2aAt)?) =o' (1) 4+ =< (4.19)

Asignamos el valor del parametro a=0.3 y comparamos el comportamiento de la escala de tiempo
exacto (4.14) con la expresion aproximada (4.18), ambos como funcién de 3, para los valores de
7=0, 0.5, 0.8. Dicho comportamiento se muestra en las Figs. 4.1a, 4.1b y 4.1c respectivamente. En
cada figura podemos observar que en la regién de 8 pequena ambas escalas de tiempo coinciden.
Esta es precisamente la region que nos interesa puesto que corresponde a la region donde la
intensidad de ruido es mayor que la amplitud del campo eléctrico aplicado.

mE T:(]: [a) 418 T :”5, (b) 18 ) T :(]8 (C}

Figura 4.1: Comparacion entre las escalas de tiempo (4.14) y (4.18), para el valor de 7=0, 7 =0.5,
7 =0.8. En todos los casos coinciden en la region de 8 pequena

De la misma manera realizamos la comparacion de entre las varianzas (4.17) y (4.19), tal
como se muestra en las Figs. 4.2a, 4.2b, 4.2c, para los mismos valores de los parametros a y .
Claramente, todas las curvas coinciden en la region de méaxima varianza 1¢’(1), y es el mismo
valor en la regién de 8 pequena.
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7=0.5, (b) |.F 7=0.38, (c)

< (2dat)? =

]

Figura 4.2: Comparacion entre las varianzas (4.17) (linea continua) y (4.19) (linea punteada),
para distintos valores de 7. Ambas coinciden en la regiéon de 8 pequena y de maxima varianza

De esta manera podemos concluir que en la aproximacién de 8 pequena, correspondiente al do-
minio de la intensidad del ruido sobre la amplitud del campo eléctrico aplicado, las aproximaciones
son claramente justificadas. Al sustituir las Ecs. (4.18) y (4.19) en el criterio (2.32), nuevamente
obtenemos el valor critico efectivo S..=1.6 el cual corresponde al mismo valor del caso Marko-
viano. ;Qué conclusiones podemos obtener de este resultado, con respecto al resultado del caso
Markoviano? Para poder responder a esta pregunta, veamos cuéal es comportamiento de la escala
de tiempo (4.18) con respecto al parametro  para distintos valores de 7=0, 0.5, 0.8, 1.0. Como
podemos observar de la Fig. 4.3, las cuatro escalas de tiempo, (Markoviana 7=0 y no-Markovianas
7=0.5, 0.8, 1.0) se intersectan en un mismo valor de 5 = v/2=1.4242. Este mismo punto corres-
ponde al punto de coincidencia con la escala de tiempo determinista dada por (2at) = In(a/3?),
con a = 2agyR'?/)\. Este comportamiento, es exactamente el mismo que el caso Markoviano.
Sin embargo, la diferencia esta en los valores de la amplitud del campo eléctrico inyectado E,. que
habréa de detectarse. Esto se debe a que 32 = $%(1 — a7) el cual también se puede escribir como
B2 = 2(qoFEe)?/a)e, donde A\, = \/(1 — aT), que significa una renormalizacién de la intensidad
del ruido Markoviano por el factor 1/(1 — ar). El criterio de detecciéon propuesto establece lo
siguiente: por debajo del valor del valor de 8. no hay deteccién de la senal débil, mientras que
por encima de dicho valor, la deteccién debe ser de manera eficiente. Luego entonces el valor de
Bee =1.6, permite estimar los valores de la amplitud de la senal externa que habra de detectarse
en el caso no-Markoviano, es decir

B (14 %T) EM, (4.20)

donde E™ =1.13(\/a/qo) V', es el valor de E, en el caso Markoviano. En conclusion, el parametro
critico efectivo .. aunque corresponde al mismo valor critico Markoviano (3. =1.6), dicho valor
contribuye a detectar valores de campo eléctrico mayores que el caso Markoviano en el rango de
valores 0 < at < 2/3. Consideremos como ejemplo el caso para cual a=0.3 y 7=0.5, 0.8, 1.0, 1.5.
En estos casos vemos que E]"™ =1.075E, EI™ =1.12E]", y E}™ =1.15E7", E}™ =1.225E",
respectivamente. Es importante comentar que el punto de intersecciéon de §=1.4142, puede en-
tenderse con la cota minima de la validez de la escala de tiempo determinista y est4 muy cercano
al valor crfico B..=1.6.
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Figura 4.3: Comportamiento de las escalas de tiempo (4.18) como funciéon del parametro 5. El
punto 8 =1.4142 corresponde al punto de interseccién entre las escalas de tiempo para los valores
de 7 y el punto de coincidencia con el tiempo determinista

4.1.2. El receptor de salida

En el caso del RS, también seguimos los mismos procedimientos algebraicos de la secciéon 3.2
del capitulo anterior. En este caso los NLRT son ahora

Ten =T - %[El(ﬁﬁﬂ) +7+In(B2/2)] + CY! (4.21)

NL’

1 L(1— 1 ‘
76M _ 2&{ n <(IO’70 pst)(\ (17')) +’7} = 2@{ In <al§8t> +’y} (422)

Estas expresiones representan las escalas de tiempo que caracterizan el decaimiento del estado
inestable de un potencial arbitrario no lineal, de una PB con carga eléctrica inmersa en un bano
térmico con memoria y en presencia de campos eléctrico y magnético cruzados. La expresion (4.22)
es el NLRT en ausencia del campo eléctrico externo. Si el potencial no lineal es en particular

con
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biestable entonces C2 = 0y por lo tanto el NLRT que caracteriza el dicho decaimiento es
simplemente

To = T — o [B(B2/2) + 1+ (82/2)), (1.23)

y Ty es el mismo que la Ec. (4.22). También el RS se demuestra que tiene la siguiente estructura
algebraica

Ae _ |, [Bi(B2/2) + 7+ n(82/2)
A, %l -7

(4.24)

donde 7. se muestra en la Fig. 4.4. Por otro lado, en la Fig. 4.5 se muestra el comportamiento del
RS en funcién del campo eléctrico aplicado para dos valores de la intensidad del ruido A = 107
y A = 1076 para un valor de 7=0.1. Con la disminuciéon de la intensidad del ruido la amplitud
de la senal detectada también disminuye, siendo en el primer caso (linea continua) del orden de
1072, y de 10™* en el segundo (linea punteada). De igual forma en la Fig. 4.6, se muestra el
comportamiento del RS en funcién del campo eléctrico aplicado para valores de la intensidad del
ruido A = 1074 y A = 1076 para un valor de 7—0.8. También en este caso, con la disminucién de la
intensidad del ruido la amplitud de la senal detectada disminuye su valor. Por otro lado, en la Fig.
4.7, se muestra la comparacion del RS no-Markoviano y el Markoviano. En un caso para el valor
de 7=0.8 (linea roja continua) y 7=0.0 (linea negra continua) y el valor del ruido A = 1074, se
observa que cuando la memoria se incrementa el punto de deteccién tiene un corrimiento hacia la
derecha de la curva de ruido blanco. Un comportamiento similar ocurre para el valor de A = 1076
con los mismos valores de 7.

02

(r3(t))

—_— FF =0
0.1 — F, =4x10~47]

L | L | 1 | L | L | 1 |
0 20 40 60 80 10O 120 140

tiempo

Figura 4.4: Evolucién temporal de (r?(t)) y el tiempo 7.=105. La linea negra corresponde al caso
en ausencia de fuerza eléctrica y la linea roja en presencia de la fuerza eléctrica F,=4x10~%. Con
los valores de los parametros ag = 3x10%, by = 103, 79 = 9x10%, C =1, A = 1074, 7 =0.1
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Figura 4.5: E1 RS en funcién del campo externo F,, donde las lineas continua y punteada co-
rresponden al resultado tedrico (4.24), mientras que los circulos rojos y azules corresponden a la
simulacién numérica, ambos para valores de A = 10™% y A\ = 1076 respectivamente, y 7=0.1. Con
valores de los pardmetros ag = 3x102, by = 103, 70 = 9x10% y C = 1.
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Figura 4.6: El RS en funcién del campo externo F., donde las lineas continua y punteadas co-
rresponden al resultado tedrico (4.24), mientras que los circulos rojos y azules corresponden a la
simulacion numérica, ambos para valores de A = 107% y A\ = 1076 respectivamente, y 7=0.8. Con
valores de los parametros ag = 3x10%, by = 103, 79 = 9x10% y C = 1.
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Figura 4.7: Comparacion del RS Markoviano con el no-Markoviano. Para 7=0 (linea negra conti-
nua) y 7=0.8 (linea roja continua) y A = 10~*. Los mismos valores de 7 con A = 10~% coresponden
a las lineas negra y verde. Con valores de los parametros ag = 3x10%, by = 103, o = 9x10% y

C=1.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de tesis hemos mostrado que los dos criterios propuestos a finales de los ochenta
y principios de los noventa, para detectar sefiales 6pticas débiles en el proceso de encendido de un
sistema laser, han sido propuestos también como criterios tebricos para detectar senales débiles de
un campo eléctrico en el proceso de decaimiento del estado inestable de una PB con carga eléctrica
inmersa en un bano térmico y en presencia de campos eléctrico y magnético perpendiculares entre
si. Para poder entender con mas claridad el proceso de deteccién en el decaimiento de la PB, ha
sido necesario estudiar los dos criterios antes mencionados en la detecciéon de senales épticas
débiles en el sistema laser, tal como lo mostramos en el capitulo 2. El criterio propuesto por
Balle et al. |23] esta directamente relacionado con la estadistica del MFPT y el otro criterio
correspondiente al receptor de salida con el NLRT. El decaimiento del estado inestable de la PB
en esas condiciones ha sido caracterizado por ambas escalas de tiempo a través de la QDT, la cual
ha mostrado ser una excelente descripcién para dicho propdsito. Para el criterio de la estadistica
de los tiempos de primer paso, es suficiente la aproximacién lineal del potencial debido a que
el proceso de detecciéon se lleva acabo alrededor del estado inestable una vez desencadenado el
proceso de decaimiento por efecto del ruido interno, hasta alcanzar un valor de referencia o barrera
absorbente del potencial. Sin embargo, el NLRT que esta relacionado con el RS, caracteriza la
relajacion dindmica completa del sistema desde que abandona el estado inestable inicial hasta
que alcanza el valor del estado estacionario que le corresponde. Es importante comentar que el
modelo de laser propuesto en este trabajo y estudiado hace un tiempo por Vemuri y Roy [14],
Balle et.al. [23], Littler et. al [24], etc., es un sistema cuya dindmica es de caréacter rotacional, el
cual no fue puesto de manifiesto explicitamente por dichos autores, tampoco el por qué la QDT es
valida para caracterizar el proceso de decaimiento de dicho sistema. Estos puntos fueron aclarados
con detalle en el capitulo 2 mediante el uso de una transformacion del eléctrico E = (E, E») del
sistema laser.

Usando las ideas subyacentes del sistema laser, pudimos extender dicho formalismo al estudio
del proceso de deteccion de amplitudes débiles de un campo eléctrico en el decaimiento de la PB
antes mencionada, este estudio fue desarrollado en el capitulo 3. Mencionamos también que el
paralelismo que existe entre del sistema laser con la PB en un campo magnético, aunque ambos
son en principio diferentes, proviene del hecho de que la dindmica de ambos sistemas son muy
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similares y ademés es de naturaleza rotacional. Esta es precisamente la razoén del por qué los
autores de la Ref. [27], propusieron que el proceso de decaimiento del estado inestable de la PB
inmersa en un bafno térmico y en presencia de un campo magnético puede ser un mecanismo
alternativo para la deteccion de senales débiles. Debido a este paralelismo, es natural entonces
preguntarse cudal seria el valor critico del parametro 8 si se hace uso del criterio de deteccion en
términos de la estadistica de los tiempos de primer paso. El resultado curioso y sorprendente que
surge en este caso es que dicho valor critico satisface la condicion . > 1.6, la cual es exactamente
la misma que se obtiene para el sistema laser antes mencionado. Este valor critico se ilustra en las
graficas dadas en las Figs. 2.3 y 3.2 tanto para el sistema laser como para la PB respectivamente.
Por otro lado, el criterio de detecciéon usando el RS en el caso de la PB y segiin como se muestra
en la Fig. 3.4, tiene un comportamiento también muy similar al del sistema laser que se muestra
en la Fig. 2.6.

En el cuarto capitulo hemos estudiado el proceso de deteccién de senales débiles en el de-
caimiento del estado inestable de la PB antes mencionada, tomando en cuenta ahora que la
interaccion térmica entre la particula y el bafio ocurre en un tiempo finito de correlacion 7, es
decir, existe un efecto de memoria en la correlacion de la fluctuaciones estocésticas, y por tanto
el proceso en este caso es no Markoviano. Para estos procesos la dindmica correspondiente que
sigue la particula estd dada por la EGL (4.1), cuyo kernel de memoria que hemos utilizado en
esta tesis es del tipo Ornstein-Uhlenbek. Aun en este caso particular del kernel de memoria, la
EGL resulta un tanto cuanto complicada de manipular algebraicamente. Por esta razoén en este
trabajo hemos optado por otra alternativa menos complicada que nos permite avanzar un poco
més en el problema. La estrategia consiste en incrementar el nimero de variables mediante una
transformacion dada por la Ec. (4.3) que permite reescribir la EGL en un conjunto acoplado de
ecuaciones estocésticas cuasi-Markovianas dadas por las Ecs. (4.5) y (4.6). Todavia estas ecuacio-
nes no son tan faciles de manipular algebraicamente porque no solo estan acopladas sino también
son no lineales. Mediante manipulaciones algebraicas es posible restringir la dinamica dada por
las Ecs. (4.5) y (4.6) en una ecuacion de Langevin cuasi-Markoviana dada por la Ec. (4.7), en
donde los parametros Markovianos han sido reescalados por el factor no-Markoviano 1/(1 — ar),
de acuerdo con la Ec. (4.8). Nuevamente con la transformacion de coordenadas (3.6) podemos
reescribir la Ec. (4.7) en la forma mas apropiada dada por la Ec. (4.10), como lo demanda la
QDT. Una vez establecida la Ec. (4.10) pudimos aplicar los mismos dos criterios estudiados en
el capitulo 3 para la deteccion de seniales débiles. Para el criterio de la estadistica de los tiempos
de primer paso, hemos mostrado que en este caso no-Markoviano, el parametro critico efectivo
cuasi-Markoviano también satisface que [..=1.6, que es exactamente el mismo valor del paré-
metro critico Markoviano 37*=1.6. El valor critico 8..=1.6 determina los valores de campo que
deben ser detectados tal como hemos mostrado en la Ec. (4.20). Este efecto se muestra en la Fig.
4.3, donde se muestra un comportamiento universal de la escala de tiempo cuasi-Markoviana, es
decir, todas las escalas de tiempo en el intervalo de valores 0 < a7 < 2/3 se intersectan en el
punto 5=1.4142, cercano al valor critico 8.=1.6. También la Ec. (4.20) nos dice que conforme
aumenta el valor del tiempo de correlaciéon mayor es el valor del campo eléctrico por detectar.
Finalmente también el RS tiene un comportamiento similar al caso Markoviano y los resultados
concluyentes en este caso son: para un valor fijo del tiempo de correlacién del ruido 7, y conforme
la intensidad del ruido A disminuye su valor, menor es el valor de la amplitud del campo eléctrico
externo que se debe detectar, este hecho se muestra en las Figs. 4.5 y 4.6. Por otro lado, el RS
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Markoviano se ha comparado con el resultado del caso no-Markoviano. Este hecho se muestra en
la Fig. 4.7 para un valor fijo del ruido y variando el valor de la memoria. Se observa que conforme
el tiempo de correlaciéon aumenta, mayor es la amplitud del campo eléctrico externo que se debe
detectar.

Para finalizar queremos hacer el siguiente comentario: El problema de la deteccion de senales
Opticas débiles fluctuantes en el tiempo, ha sido estudiado y reportado en [39], para un sistema
laser, donde se ha mostrado la existencia de cierto tipo de resonancia. Podemos tomar en cuenta
esta propuesta para extender las ideas al problema de la deteccién de senales débiles en el proceso
de decaimiento del estado inestable de una PB inmersa en un bano térmico y en presencia de un
campo magnético constante, tanto para el caso Markoviano como para el caso no-Markoviano.
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