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INTRODUCCION

En esta tesis se desarrolla un estudio acerca del sistema de ecuaciones de
Lorenz, y el estudio de dos sistemas de Lorenz acoplados. El sistema dindmico
en cuestion ha sido muy estudiado en afios recientes, ya que nos proporciona un
sistema de comportamiento cadtico. Las ecuaciones de Lorenz estan definidas en
R y dependen de tres parametros. Conforme se varian los pardmetros, se cambia
el comportamiento del flujo determinado por el sistema. Para algunos valores de
los parametros, las soluciones numéricas oscilan en una manera pseudo aleatoria
que ha sido llamada “cadtica”. Ademas de esto, para algunos valores de los
parametros se encuentra la pre-turbulencia, fendémeno en el cual las trayectorias
oscilan cadticamente por largos periodos de tiempo antes de llegar a un

comportamiento estable, ya sea periddico o estacionario.

En el primer capitulo se expondra la deduccién del sistema de ecuaciones
diferenciales, hablando un poco de los antecedentes que llevaron a su
formulacion, de la conveccion de Rayleigh-Bérnard, y como se llega a la forma

explicita del sistema bajo estudio.

Después se procederd a hacer un analisis del sistema mediante el método
cualitativo, estudiando la forma de las ecuaciones, los puntos de equilibrio, y los
valores propios asociados. Con esto se determinard esquematicamente la forma
que presenta el campo vectorial involucrado. Se encontraran los puntos de
equilibrio del sistema, determinandose de qué tipo se tratan, ya sean puntos silla,
focos, o sumideros. Dentro de este punto se notaran las caracteristicas y

diferencias entre los puntos de equilibrio en el origen y fuera de él.

En el capitulo segundo se hara un estudio tedrico de lo que puede considerarse
un modelo geométrico de las ecuaciones. Para tal efecto se estudiara la herradura
de Smale, su construccion, y su relacién con la dindmica simbolica.
Posteriormente se estudiaran las orbitas homoclinicas y su relacién con el

sistema de Lorenz, ya que en ellas aparece una 6rbita de este tipo. Se verd la



relacion que existe entre la aparicion de dicha 6rbita homoclinica y la aparicion
del comportamiento cadtico. Para esto se planteard un esquema cualitativo de la
6rbita homoclinica y se estudiard numéricamente el comportamiento del campo
en una vecindad de dicha oOrbita. Posteriormente se procedera a exponer un
modelo del sistema de Lorenz, basado en lo anteriormente expuesto, pero
restringido a una sola dimensiéon. Este modelo explicard muchas de las

observaciones que se tienen sobre los flujos en el sistema de Lorenz.

Para el tercer capitulo se estudiara el comportamiento del sistema de Lorenz
conforme se varian los pardmetros que contiene. Para distintos valores de los
parametros se observan distintos comportamientos. En algunos casos se observa
el movimiento pseudo aleatorio llamado cadtico. Antes de aparecer este tipo de
comportamiento, se observan también las bifurcaciones tipicas de los sistemas
cadticos, y se vera el papel que juega el nimero de Feigenbaum en el sistema de
Lorenz. También hacen su aparicion el caos intermitente, que es una especie de
comportamiento cadtico que “gira” alrededor de una orbita inestable. Mas acerca
de este tema se verd en la seccion dedicada a su estudio. También se vera otro
tipo de comportamiento, parecido al caos, pero con cierta periodicidad. Este
comportamiento es conocido en la literatura como “periodicidad ruidosa”.
Después se procedera a la localizacion de orbitas periddicas, para lo cual se
incluird una seccion de fundamento teorico y se finalizara con una seccién que
incluye el método numérico para su localizacion. Para terminar el capitulo se
estudiara el bacin de atraccion de los puntos fijos. Se dara su descripcion teérica,
su busqueda numeérica y se expondran los resultados del proceso de computo. La
forma que aparece del bacin de atraccion de los puntos fijos no ha sido reportado

previamente en la literatura.

Finalmente, en el capitulo cuarto, se hara el estudio de un par de sistemas de
Lorenz acoplados. Mucho de este trabajo se basa en las ideas desarrolladas por
Hildebrando Rodrigues, citado en las referencias. Para eso primero se
introducirdn los conceptos con los cuales se trabajard. Estos incluyen los
conceptos de la funcion de Lyapunov estricta y no estricta, y el método
generalizado para determinar la existencia de un conjunto positivamente

invariante en ¢l sistema de Lorenz. Para un par de sistemas de Lorenz acoplados
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se procedera a demostrar la sincronizacion en una variable, es esto se hard uso de
la funcion de Lyapunov no estricta. En seguida se definira lo que es un sistema
acoplado y el flujo de acoplamiento. A continuacion se demostrara que el sistema
acoplado también tiene un conjunto positivamente invariante. La demostracion
en este caso es una alternativa a la desarrollada por Rodrigues. En la
demostracion que se desarrolla en esta tesis se prescinde de la generalizacion a
espacios de Banach y se detallan los pasos que se tendrian que seguir al aplicar

este método a cualquier otro sistema de ecuaciones acopladas.

En seguida se define matematicamente la sincronizacién. Lo que sigue es un
estudio numérico de dos sistemas de Lorenz acoplados. En esta parte se estudia
el comportamiento que presentan los sistemas acoplados, y se presenta evidencia
numérica que nos indica que los sistemas sincronizan. Esto se hard para el
acoplamiento lineal en las tres variables que definen cada sistema, es decir, las
dimensiones x, y y z. Finalmente se hara la demostracion analitica de Ia
sincronizacion para los sistemas acoplados linealmente en la primera variable. En
esta parte se desarrolla una demostracion en la cual entra en juego uno de los
términos definidos en el capitulo: el flujo de acoplamiento. Mediante el analisis
de este flujo, tratandolo como si fuera un sistema diferencial independiente del
que venimos estudiando, podemos obtener informacion importante acerca de la
sincronizaciéon. En pocas palabras, para tener la certeza de que los sistemas
sincronizan en el sentido estrictamente matematico de la palabra, es necesario
demostrar que el flujo de acoplamiento esta definido en un campo vectorial con
un punto de equilibrio asintoticamente estable en el origen. Esto se hace
mediante cambio de variables, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la

desigualdad de Gronwall, y la formula de variacion de contantes.
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CAPITULO |

LAS ECUACIONES DEL SISTEMA DE LORENZ

Deduccion de las ecuaciones

Antecedentes

Para empezar nuestro estudio sobre el sistema de ecuaciones de Lorenz, es
necesario hacer una revision histérica para observar el proceso mediante el cual
se llegd a su planteamiento. La idea inicial fue el de construir un modelo
matematico capaz de hacer predicciones climatologicas. Lorenz, siendo
meteorologo en la universidad M.IT. en los Estados Unidos, tenia a su
disposicion una de las primeras computadoras que se pusieron al servicio de la
mvestigaciéon y en ella experimenté con los resultados de su modelo. En el
planteamiento utiliz6 la teoria de conveccion para fluidos no viscosos
desarrollada por Rayleigh y Bérnard, haciendo la suposicién de que todos los
movimientos de la atmdsfera (que son los que determinan el comportamiento del
clima) estan gobernados tGnicamente por este tipo de movimientos convectivos.
Quizas parezca una sobre simplificacion pero atn asi condujo a un modelo
matematico rico en propiedades y caracteristicas poco conocidas hasta ese

momento.



Conveccion de Rayleigh-Bérnard

Veamos de una maner esqueta y no muy detallada el desarrollo teérico de la
ecuaciones de Lorenz. Cabe sefialar que desde el punto de vista matematico, la
deduccion de dichas ecuaciones no presenta mas que un interés historico. De
hecho, las mismas ecuaciones se pueden deducir a partir de otros modelos. Para
una profundizacion sobre los detalles de lo que aqui se comenta, se recomienda

consultar la referencia [0].

Para el desarrollo que efectuo Lorenz, es necesario manejar ciertos nimeros
adimensionales y propiedades fisicas, sobre las cuales no se redundard, ya que
vistos desde el punto de vista matematico, son inicamente numeros reales. Estos
numeros y las funciones involucradas son los siguientes. v(7,t) es la velocidad y
B(¥,t)es la desviacion de temperatura, y A es una funcién que depende de las
propiedades fisicas de nuestro sistema. En el caso particular de A, dado la
naturaleza del problema, este término se simplifica y no es necesario prestarle
mucha atencion: la razén de este detalle va mas alla de los alcances de esta tesis.
La segunda ecuacion que presentaremos es conocida como la ecuacion de la
incompresibilidad y presupone precisamente eso: que el fluido se comporta de
manera ideal y por lo tanto no cambia de volumen. Estas ecuaciones se
distinguen por la presencia de dos numeros adimensionales que son muy
importante en el estudio de mecanica de fluidos. Como nota aclaratoria
mencionaremos que dentro del campo de la modelacion cientifica, con los
numeros adimensionales es posible introducir constantes matematicas que tengan
un significado en el mundo fisico que se desea modelar. En la teoria bajo la cual
se desarrolld el uso de los numeros adimensionales, se puede reproducir el
comportamiento fisico a cualquier escala del modelo matematico siempre y
cuando se mantengan sin variacion los valores de estos nimeros. En particular
para el caso de las ecuaciones de Lorenz tratamos con el nimero de Prandtl, dado
por la formula, Pr=v/ D,y el numero de Raleigh, Ra =(p,gad’/nD, )sT .
Reiteramos que para los efectos historicos planteados, basta considerar estos dos
numeros como elementos de los reales. Para una explicacion detallada es
recomendable la consulta a un libro de mecanica de fluidos: en este trabajo no es

importante la coherencia fisica del modelo sino sus consecuencias matematicas y



por ende no se entrard en detalle sobre los nimeros adimensionales involucrados.

Pasemos entonces a la deduccion del sistema de Lorenz.

Dentro del desarrollo matematico efectuado, lo que corresponde primero es
fijarnos en las ecuaciones que gobiernan la conveccién de Rayleigh-Bérnard.
Para ello debemos imaginar un fluido de extension horizontal de longitud infinita
al cual le aplicamos una fuente de calor por la parte inferior. La parte inferior la
podemos considerar como una placa caliente de dimensiones infinitas. Este

fendmeno fisico se rige por las siguientes ecuaciones [1]:
Gy P
Pr —a—t—+v-Vv =-Vp+OA+V-y,
V-v =0,
o0 -

= 45.V0 = Rah-v + V6.
o

Las ecuaciones planteadas al principio de
esta seccion estan definidas en sistemas de
coordenadas cartesianos de la forma

tradicional, es decir, la direccion horizontal

corresponde a la variable y, la wvertical

corresponde a la z y el eje coordenado de la
variable x sale del plano del papel en la
direccion normal. Este esquema se ve
representado graficamente por la figura 1 a un figura 1

lado. Sea u(x,y,z) y w(x,y,z) la primera y

tercera componente de la velocidad. Es decir, refiriéndonos a un sistema de ejes
coordenados como el que acabamos de mencionar, u(x,y,z) y w(x,y,z)
corresponden a las velocidades en las direcciones x y z respectivamente.
Supongamos que la componente de la velocidad sobre el eje y es igual a cero.
Esto implicaria directamente que todo el movimiento serd sobre los planos
perpendiculares al eje y: no habra ningtn flujo entre cualquier par de planos

ajenos ya que para cada punto (x,y,z), la variable y permanece constante para



todo tiempo. Es decir, tomando en consideracién que se estd tratando con un
campo vectorial que se presupone continuo, sélo es posible el movimiento en
forma de cilindros, sin ningun desplazamiento sobre el eje y. Habiendo hecho
esta suposicion nos permitira reducir el problema de ser uno diferencial parcial a
uno diferencial ordinario. Con la consideracion de que sélo hay movimiento con
respecto a los ejes x y z, la ecuacion de incompresibilidad se reduce a lo

siguiente:

Ju Ow
—=u,+w_=0.

Vy=—
v 0x 0z

Es claro que en la aplicacion del gradiente lo tinico que hemos hecho es
eliminar la parcial de la componente de la velocidad con respecto a la variable y.
Esta es la principal suposicion del parrafo anterior donde asumimos que la
proyecciéon del vector velocidad sobre el plano y-z y -sobre el plano x-y era
idénticamente cero. En este momento podemos introducir una herramienta de la
mecanica de fluidos denominado una funcion de corriente de Lagrange. Una
funcién y es una funcién de corriente de Lagrange para el sistema que hemos

planteado si satisface las siguientes dos relaciones:

_ v

W: =§\: —u,
oy

W.\‘ :a—x: w.

Debido a la simplificacion que hemos hecho al principio, anulando la
componente del vector velocidad en la direccion del eje y, la teoria de
conveccion de Rayleigh Bérnard nos dice que el fluido se va a mover en forma
de cilindros. La parte del fluido que esta en contacto con la placa caliente (que se
mencioné en la péagina 3) serd expuesta a una transferencia de calor por
conduccion lo cual aumentara su temperatura. En fluidos reales, al aumentar la
temperatura por lo general la densidad disminuye y esa parte del fluido tendera a
subir. Por otro lado, el fluido en contacto con la placa fria en la parte superior
perdera calor y su densidad aumentard, propiciando que baje. En particular el

principio de Le Chatelier (y que se podra encontrar en cualquier libro de quimica



de nivel basico) dice que la masa no desaparece ni se genera, sino que siempre se
conserva. Entonces, dado que estamos tratando con un fluido al que suponemos
incompresible (por la segunda ecuacion planteada) el cambio de densidades se
vera reflejado en el movimiento del fluido. El aumento en energia cinética que
representa el incremento de temperatura se va a ver reflejado en el movimiento
del fluido, segn la formula de conveccion de Rayleigh-Bernard. En un sistema
continuo donde la diferencia entre la temperatura de ambas placas no es
demasiado grande, el movimiento puede ocurrir de la siguiente forma: un
cilindro del fluido gira en la direccion de las manecillas del reloj o en direccion
contraria. Esto da pauta a reflexionar en lo siguiente: cuando el fluido estéa en la
parte superior de su recorrido, en contacto con la placa superior, el movimiento
s6lo se puede dar en la direccion horizontal. En otras palabras, si la distancia

entre la placa superior ¢ inferior es de 1 (normalizando las unidades), y el origen

esta justo a la mitad entre las dos placas, podemos escribir w|,_,,, = 0 evaluando
la proyeccion del vector velocidad sobre la coordenada z en los puntos antes
mencionados. Es decir, hasta arriba y hasta abajo s6lo hay movimiento en el eje
x. Si ademas de eso hacemos otra simplificacion de naturaleza fisica y asumimos

que la fuerza de tension superficial es insignificante, tendremos:

Esta tltima relacion, en términos generales, nos dice que el fluido se mueve a
velocidad constante cuando estd en contacto con la placas superior y la placa

inferior.

Entonces, en términos de la funcién de corriente de Lagrange, tenemos:

Una funciéon w que satisface estas condiciones es la siguiente:
y(x,y,z) =y, (t)cos(nz)sen(gx). Esta y la podemos derivar, primero con

respecto de la z y después con respecto de la x para asi obtener:



u=my,(t)sen(nz)sen(gx), ()
w = qy,(t)cos(nz)cos(gx). 2)

Regresemos ahora a la primera ecuacion de Rayleigh-Bérnard, es decir,

ov .
Pr (E}MVVG) =-Vp+0OrL+V?*¥,

y reescribamoslo con respecto a las variables x y z. Esto nos lleva a (la misma

ecuacion, pero escrita en términos de sus componentes):
Pr'(u, +uu, +wu ) =—-p, +V'u, (3)
Prt(w, +uw, +ww. ) =—p_ +Viw+0. (4)

Calculando la rotacional de la primera ecuacion se tiene:
-1 2 a a 2
Pro| —=(Voy), + —(uu, +wu_ ) ——(uw, +ww,) |=-Vy -0,
0z oox : ’

donde utilizamos la relacion:
Viy = (@ a_wj
V= oz ox/
Suponiendo que la temperatura es fija en ambos extremos podemos escribir:
e!;’:i‘/z = O
Basta tomar 6 de la forma:
0(x,y,z) =0,(t)cos(nz) cos(gx) +0,(¢) sen(2nz).
Sustituyendo la ecuacién anterior en las ecuaciones (3) y (4) y con la

combinacidn de las ecuaciones (1), (2) se obtiene al simplificar:

B} g6
Pr ](Wl)r = 2 +lq2 _(nz +‘12)\V1-

La cual es una ecuacién diferencial ordinaria para v, .

De la tercera ecuacion de Rayleigh-Bernard, es decir, de
o0 -

—+7V.VO=Rarh-v+V?0.
ot

se obtiene al sustituir la funcion 6 y efectuar las manipulaciones necesarias:



el +\‘V.\'92 - “l]zex = Ra\vx +V269

donde
e1
v O, —y.0, =gy, |- Y sen(27z) + 0, cos(gx)(cos(nz) + cos(3nz)) |.

Si exigimos igualdad de los términos cos(gx)cos(nz)y sen(2mz), y

despreciamos el término cos(gx)cos(3nz) obtenemos:

0,), =-nqy 0, +qRay, - (n’ +q2)91,
(6,), = Yamqy 8, —47°0,.

Que concierne a los términos en cos(gx)cos(nz) y sen(2nz) respectivamente.
Con lo cual tenemos un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias para
v,.0,,0,. Este sistema de tres ecuaciones diferenciales es el sistema de Lorenz,
para el cual tan solo debemos hacer unas cuantas simplificaciones de la forma
siguiente. Hagamos los cambios de variable:

2

. 2, 2 nq nq
'=(m*+q° ), x=—4—-7Vy, =——>——=6,,
B D MR Teorw
2 2 2
nq q 4n
z=—>t—0,, r=-—=+——Ra, b= , p=Pr
@y T W gy wagt 7
Se obtiene:
X=py-x),

y=—xz+rx—y,

Z=xy—bz.



El sistema de ecuaciones de Lorenz

x=-p(x-y),

y=—xz+rx—y,
z=xy-—bz.

Este es la forma del sistema de Lorenz que utilizaremos a lo largo de este
trabajo. Una de las caracteristicas del sistema es que para que exista movimiento
(y que es una consecuencia de la mecénica de fluidos y por lo cual no entraremos
en detalle) es requisito que r 21, lo cual, por el cambio de variable efectuado,
necesariamente implica lo siguiente:

(T[z +q2)3
¢

Ra 2

Esto nos proporciona un valor minimo para el nimero adimensional de
Rayleigh. No perdamos de vista que en el proposito de este trabajo no esté el de
explicar los fenomenos de transporte que ocurren con los fluidos incompresible.
Nos basta con saber que un numero de Raleigh suficientemente grande nos

asegura de que existirda movimiento. En este valor minimo se verifica que:

Ahora bien, nuestro parametro b estd determinado por ¢, lo cual implica que
para b =8/3, se obtiene el valor minimo para el numero de Rayleigh. No es
necesario que fijemos b en este valor, ya

que cualquier b <8/3 nos garantizara el I Chorro de

Agua
., =

movimiento, ya que

4’ 4’
b=— I 2 =
T +g TT+m /2

8/3.

Las ecuaciones de Lorenz también

pueden ser obtenidas del modelo
matematico que surge del andlisis de una
rueda bajo un chorro de agua, donde la

rueda tiene recipientes para atrapar el agua,



pero que la dejan escapar a una velocidad constante (figura 2). Entonces, como
podemos apreciar en la figura, el recipiente que se encuentra en la parte superior
se llena de agua, desbalanceando la rueda e iniciando su giro, que puede ser en el
sentido positivo o negativo. Al girar la rueda, el chorro llenard los recipientes que
siguen. Como todos los recipientes dejan escapar el agua, se irdn vaciando y en
cierto momento la rueda quedara suspendida y comienzard a girar en el sentido

opuesto.

En un sentido coloquial, aqui es donde se presenta el caos, puesto que no se
puede determinar cuantas vueltas dard en un sentido antes de girar al contrario.
Este modelo es andlogo a los cilindros de fluido entre las dos laminas, ya que el
sentido del giro es impredecible, y el sistema de ecuaciones que se obtiene
mediante la deducciéon matemdtica es precisamente el sistema de ecuaciones de

Lorenz.
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Caracteristicas de las ecuaciones de Lorenz

Analisis del campo vectorial

Veamos qué nos dicen la ecuaciones de Lorenz. De la seccion anterior

tenemos el sistema siguiente:

x=-p(x-y),

y=—XZ4+rx—y,
z=xy—bz.

La primera ecuacion no presenta ningin problema al andlisis por su naturaleza
lineal con respecto a las variables x ¢ y. Es en la segunda y en la tercera ecuacion
donde surgen términos no lineales que haran posible la apariciéon del fenomeno
de dinamica cadtica. Lo mismo ocurre con la tercera ecuacion, pero en esta

ocasion el término no lineal depende de la x y de la y simultédneamente.

Recordando que las constantes deben ser de la forma >0, p>0,y r>0
para que el problema tenga sentido fisico. Sustituyamos informacion en nuestras

ecuaciones para observar el comportamiento sobre los ejes coordenados.

De aqui se puede ver que existe una simetria en el campo vectorial de tal
forma que F(x,y,z) = F(-x,—-y,7z). Esto lo podemos comprobar al analizar cada

una de las tres componentes del campo vectorial:

X

sy = =P+ 1) = P + (=) = ~H s

y

(x,y.,2) =—Xxz+rx - y = (—X)Z - r(—X) + (_y) = —J/‘ (-x,—y,z)*

z

ey =W bz = () bz =2 ..



1-11
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figura 3 figura 4

Si vemos qué pasa cuando el flujo del sistema de ecuaciones cruza los ejes
coordenados, en el eje z, x = y =0,y Z=—bz. Esto nos indica que ningtn flujo
que pase por el eje z puede dejarlo y por lo tanto es invariante. Pero podemos
decir aun mas acerca del flujo sobre el eje de las z. Dado que b > 0 tenemos que
z<0=2>0,y z>0=2<0. En otras palabras, el origen es un punto fijo

estable relativo al eje z.

Si analizamos de manera similar lo que pasa con el campo vectorial a lo largo
del eje y, es inmediato que si y > 0 entonces ocurre que x >0 e y < 0. Por otro

lado s1 y <0 esevidente que x <0 e p > 0(figura 3).

En el andlisis del eje x, cuando x > 0 entonces ocurre que x <0 ¢ y > 0. Por

otro lado si x <0 es evidente que * >0 e y < 0(figura 4).

Este andlisis indica que puede haber cierto cambio de direccion en el flujo
dado por el sistema de ecuaciones diferenciales, aunque no es facil de determinar

cOmMo sera, por estar en un espacio de dimensién 3.
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Puntos fijos de las ecuaciones de Lorenz

Existen tres puntos fijos para la ecuacién de Lorenz. Uno es el origen pues
para todo valor de los parametros del sistema permanece como punto fijo. Los
otros dos puntos de equilibrio son simétricos y se van moviendo conforme varian
los parametros. En particular, cuando el valor de r tiende hacia uno, como
veremos mas adelante en este trabajo, estos dos puntos fijos simétricos se
colapsan al origen y desaparecen. Por otro lado, al aumentar el valor de r, llega el
momento en que los dos puntos de equilibrio simétricos dejan de ser

asintéticamente estables, produciéndose una bifurcacion de Hopf.
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El origen

Pongamos atencién en los puntos estacionarios, es decir, los puntos donde
% =y =2=0. Mediante la observaciéon y un poco de algebra, notamos que los
puntos fijos son: ¢, =(0,0,0), C= (\/bi(r - 1),Wr -1, (r-1), vy
C,= (—Jb(r—l),—JF(r—l),(r—l)). La parte lineal de nuestro sistema esta

representado por el Jacobiano, i.e.

-p p 0
—z4+r -1 —-x|,

y x =b

y de aqui podemos obtener el polinomio caracteristico a partir de la resolucion
del determinante que resulta de restar la matriz identidad multiplicado por ¢ €

igualar a cero:
P+t (p+b+D)+t(b+x* + pb+p+zp— pr)+(pb+2px’ + pbz — prb) = 0.

En este momento olvidemos que ya utilizamos la variable A en la deduccion de
las ecuaciones y utilizemos una vez mas este simbolo, pero ahora para
especificar los valores propios del sistema. Valuando el polinomio caracteristico
en el origen obtenemos los valores propios:

_~(p+DE(p+ D’ -4(p—pr)
> ,
Ay =—b ,

7\‘1,2

donde A, corresponde al signo negativo del radical y A, corresponde al signo
positivo del radical. De aqui es claro que A; <0 y la parte real de A, <0 y s6lo
falta verificar qué pasa con la parte real de A,. El unico caso en el cual la raiz
involucre un niimero complejo es cuando (p +1)* — 4(p — pr) < 0. Siguiendo el

razonamiento tenemos:
(p+1)Y <dp(l-r)=4p(1-r)>0 como p>0=1-r>0=>r<l.
Pero r<1 no tiene sentido fisico en las ecuaciones de Lorenz.

Para todo valor de r >1 tenemos que la raiz cuadrada es real. En el caso de
que r >1 tenemos que —4p(l—r) es positivo y el valor propio A, >0 lo cual

implica que el origen es un punto de equilibrio hiperbolico con una direccion
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inestable. Esta direccion esta dada por el vector propio correspondiente al valor
propio A,. Recordando queA4v = A,v --para el vector propio asociado a A, --

calculamos:
-p p 0 |x -p(x—y)
r =1 0 |\yl=| ™=y |
0 0 =-b|:z bz

para obtener asi un vector propio en la direccion de la variedad inestable del
origen, (1,x,0), donde

3 2r

C1-p+(p+ 1 —4p-pr)

También A, <0 y por lo tanto el origen es un punto de equilibrio hiperbélico

K

y asintéticamente estable (i.e. estable en todas las direcciones). Cuando r - 17 6
r — 1" se puede ver de la expresion de C; y C, que ambos tienden al origen, y en
r =1 sélo hay un punto fijo y A, = 0. Esto nos indica que el punto fijo deja de

ser hiperbolico y su estudio es mas delicado.
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Puntos de equilibrio C: y C:

Pasemos a ver la parte lineal de los dos puntos de equilibrio C; y C,. Para

ambos el polinomio caracteristico es:
f(O) =0+ (p+b+ 1) +1(b(r+ p))+2pb(r-1),

de lo cual podemos analizar las posibilidades con respecto al signo de las raices

con la regla de los signos de Descartes:

Sea J el numero de variaciones de signo en la sucesion de coeficientes no
nulos de f{¢) y P el nimero de raices positivas de f{f). Entonces V-P es un numero

par no negativo.[2]

Inmediatamente se ve que los tres primeros coeficientes son mayores a cero, y
entonces solo quedan dos posibilidades: a decir, 2pb(r —1) >0 6 2pb(r —1) <0,
lo cual implica que tendremos una raiz positiva. Si 7 >1 tendremos una raiz
negativa y otros dos imaginarios cuya parte real puede ser positiva, negativa o
cero. En caso de que al ir variando los parametros de la ecuacion, en algin
momento se cambiara el signo de la parte real de estos dos valores propios
conjugados (lo cual implicaria una bifurcacion .de Hopf) forzosamente
tendriamos una ocasion con valores propios imaginarios de parte real igual a

cero. Es decir,

B+ (p+b+ D +b(r+ p)t+2pb(r—1) = (t = A )t = M)t ~13) = 0

Lo cual implica:

£+ (=) + D=0, =0,
o0 bien

2pb(r-D)=b(r+p)(p+b+1).
p(p+b+3)

(p-b-1)

de los dos valores propios conjugados es igual a cero. En cualquier otro caso, la
pp+b+3)

(p—b-1)
En este caso los dos puntos de equilibrio son asintéticamente estables.

Por lo tanto, solamente cuando r = tendremos que la parte real

parte real serd negativa cuando » se encuentre por debajo del valor



CAPITULO I

MODELO GEOMETRICO

La Herradura de Smale y Dinamica Simbdlica

Introduccion

Hasta ahora se ha tratado con el asunto de caos desde una distancia prudente y
se ha omitido hacer cualquier definicién al respecto. Siendo que las ecuaciones
de Lorenz son bien conocidas por su dinamica cadtica es sensato proceder a
hacer una pequefa digresion para abordar lo que se conoce como caos. El
comportamiento cadtico en los sistemas dinamicos del siglo XX no es material
nuevo, ya que desde el siglo pasado, Henri Poincaré habia reconocido este tipo

de proceder dentro de la dindmica planetaria del sistema solar.

Lo que se ha denominado caos es la evolucion irregular e impredecible de
muchos sistemas dindmicos no lineales que dependen del tiempo. Ocurre en
osciladores mecdnicos, en fluidos en movimiento, y reacciones quimicas entre
otros. Una de sus particularidades mas notables es que nunca se repite el
comportamiento que se ha observado en el pasado, es decir, para toda
t e\ {0}, si y es el flujo de nuestro sistema, v, (1) #x,. No obstante, los
sistemas dinamicos cadticos estan gobernados por ecuaciones deterministicas

bien definidas.
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En términos generales, podemos asociar el comportamiento cadtico de un
sistema dindmico con una sensitividad extrema con respecto a las condiciones
iniciales. Si bien es cierto que todo sistema dindmico debe presentar continuidad
con respecto a las condiciones iniciales, los sistema cadticos presentan una
desviacion exponencial con el paso del tiempo. Es decir, si tenemos un flujo que
pasa por un punto del espacio, y alrededor de ese punto existe una vecindad, que
pudiese ser la bola de radio R, entonces para un tiempo ¢ dado, todos los flujos
que pasan por el interior de la bola de radio R estaran en una bola de radio Re'.
Esto no contradice para nada los teoremas fundamentales de las ecuaciones
diferenciales, pero si contrasta notablemente con el comportamiento observado
de los sistemas lineales. En estos ultimos sistemas, la distancia con que se alejan
dos flujos distintos que pasen por condiciones iniciales proximas, tan solo varia
de forma lineal: esto hace posible que la prediccion sobre el estado del sistema a
distintos tiempos sea factible, lo cual no sucede con sistemas de dinamica
caotica. Dado que en el sistema cadtico la distancia entre los flujos que parten de
dos puntos iniciales distintos puede crecer exponencialmente, después de un
periodo muy corto es imposible hacer cualquier prediccién, ya que nada nos
garantiza que las dos trayectorias que comenzaron muy cercanas la una de la otra

permanezcan cercanas.

Para las ecuaciones de Lorenz se tiene una caracteristica que ha sido
denominado un atractor extrasio. Esto se da porque la distancia entre flujos que
parten de distintos puntos iniciales no crece sin fin, sino que rapidamente llega a
un tamafio maximo y con una forma determinada (llamada el atractor extrafio)
dentro del cual el sistema es positivamente invariante. Mas acerca de este
conjunto dentro del cual esta contenido todo flujo de las ecuaciones de Lorenz se
presentard cuando se exponga el material sobre sistemas de Lorenz acoplados.
No obstante, también se podria tratar el conjunto invariante como un espacio
topolégico para llegar a una definicion de caos generalizado. Esto no se hard en
el marco de este trabajo, ya que involucra un desarrollo largo y es preferible

mencionar un modelo conocido como la herradura de Smale.

Regresando al tema que nos atafie, el estudio de los sistemas caodticos no se ha

dado hasta el siglo XX por una razén fundamental: el caos es una caracteristica
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inherente a los sistemas dinamicos no lineales, los cuales carecen en su gran
mayoria de solucion analitica. Para ello es necesario la utilizacion de métodos
numeéricos, los cuales no pueden ser aplicados --razonablemente-- sin la ayuda de
una computadora digital. Por ende la computadora Unicamente puede ser
utilizada como una herramienta de apoyo, pero no puede ir mas alla del
razonamiento humano. En ilustracion de esto debemos profundizar sobre algunos
aspectos logicos de los sistemas caoticos, incluyendo un analisis de la herradura
de Smale y algo de dinamica simbdlica. Si bien es cierto que nadie ha
demostrado que la extrema sensitividad con respecto a las condiciones iniciales
es un reflejo de este modelo de Smale, ciertamente ayuda a clarificar lo que

pudiese estar ocurriendo.
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Construccion de la Herradura de Smale

La herradura de Smale es un mapeo de dos dimensiones que tiene un conjunto
invariante con una estructura complicada. Consiste de un mapeo sencillo donde
surge un conjunto cadtico invariante, por lo cual es esencial entenderlo para

comprender el término aplicado a un sistema dindmico.

El mapeo en cuestion es mejor entendido mediante un esquema geométrico
donde se puede visualizar su construccion, el cual se debe hacer en dos sentidos,
hacia adelante en el tiempo y hacia atras. Para empezar veamos como se efectua

el mapeo hacia adelante, notando que estamos hablando de una funcion
o] x[o1]= o] x[0.].
La operacion que efectua f se puede resumir

de la siguiente forma: tomemos el cuadro

unitario D, de nuestro dominio, expandamoslo
en la direcciébn x y contraigimoslo en la

direccién y como se indica en la figura 5.

Para una mejor comprension de lo que esta figura 5
ocurriendo subdividamos nuestra region D en

las partes horizontales Ho y Hi. Después démosle vuelta como herradura asi
como se indica en la figura 6 e intersectémoslo con el cuadrado original D.
Ahora procedamos a etiquetar las partes que provienen de las regiones Hoy Hi. A
cada una de las cuatro regiones horizontales asignémosle un segundo digito,
donde éste serd i cuando la HNH,#¢ y H es una de las dos regiones

originales, Ho 0 H: (obviamente solo intersecta una de las dos regiones).
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De esta forma tenemos las regiones Hoi, Ho, 1: — En—— R
Ho, y Hu. Es claro que también podemos o
definir la transformacion inversa,
Ffoa]x o] [o0]x[01], el cual o
podemos ver representado en las figuras 7 y 8, figura 6
en las cuales nuestro dominio D ha sido
dividido en las regiones verticales Vo y
Vi. las cuales producen las nuevas 1

regiones Voo R Vo ,Vol Yy V.

El factor de expansiéon en la

direccién x es A y el de contraccidn en vy, | —

y es W, lo cual implica que para f(D) NI
el ancho de Hoo, H01, Ho y H: sera de
1/u. Al seguir aplicando f i

consecutivamente al dominio D, el
ancho de los rectdngulos se ve
reducido una vez mas por el factor 1/p, ; .
donde ahora se tendrdn 8 regiones gura

horizontales, numeradas con el mismo algoritmo que se uso en el paso anterior:
Hooo, Hoory, Horo, Hou, Hieo, Hior, Hio, Hii (nétese que la forma de numerar las ocho
regiones corresponde a los nimeros de uno al ocho expresado en base binaria).
Como se puede observar, cada
rectangulo tendra una sucesion binaria

unica al seguir aplicando £, y ademas el v "

ancho se acercara a cero. Esto es porque Y|l v Vo>

en el paso k obtenemos 2 rectangulos, :

cada uno etiquetado por una sucesién Vo) vy

binaria de longitud 4, cuyo grosor serd UJJ
de 1/p*, cuyo limite cuando & tiende a
infinito es igual al cero. Cada uno de
los 2%  rectangulos  horizontales figura 8

etiquetado por una sucesion binaria de longitud k nos sirve para definir la
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sucesion de conjuntos (4,) con 4, =D f (D), donde se observa que 4, es
compacto para toda k. (Sin meternos mucho en detalles, basta notar que A4, es un
conjunto cerrado y acotado y dado que estamos en un espacio métrico, entonces
A, es un conjunto compacto.) Se sabe de andlisis que la interseccion de una
sucesion de conjuntos compactos anidados tales que 4, > 4,,, (asi como
tenemos en este caso) es un conjunto no vacio. Esto nos indica que al hacer

o
ﬂ A, obtendremos un numero infinito de rectangulos horizontales con ancho
k=1

igual a lim,_ 1/pu* =0. Haciendo lo mismo para funcién inversa de f
obtendremos un conjunto de rectangulos verticales de grosor igual a cero, cada
uno asociado a una sucesion binaria que nos indica de donde salieron. (La
construccion es enteramente analoga y por lo tanto no hace falta repetir

textualmente el mismo procedimiento.)

Si ahora se hace una interseccién entre la sucesiéon de conjuntos (A”>
obtenidos de f'y la sucesidon de conjuntos (B > obtenidos de la inversa de f, es

H

decir,
(Df"(m) m(Qf"‘(D)) :

obtenemos un conjunto infinito de puntos donde cada punto puede ser
relacionado de manera unica con una doble sucesidon binaria (una sucesion
corresponde a la recta horizontal y otra a la vertical de la cual el punto es la
interseccidén). Este conjunto de puntos seran fijos para la funcion f --i.e.,
constituye un conjunto invariante para susodicha funcién: no importa cuantas
veces apliquemos f o su inversa, jamas saldremos del conjunto original. En
términos geométricos, cada punto de este conjunto invariante serd la
interseccion de una recta horizontal y otra vertical de 4, y (B,
respectivamente. Y cada uno de estos puntos tiene una sucesion binaria unica que
se obtiene concatenando la doble sucesion asociada a las dos rectas

perpendiculares.

Lo que hemos obtenido de esta manera, por su forma geométrica asociada, se

e conoce como la herradura de Smale.
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Conceptos de Dinamica Simbdlica

En este momento es adecuado introducir algunos conceptos de dindmica
simbélica, lo cual nos permitird hacer un estudio de orbitas periddicas y su
relacion con el conjunto invariante producto de la herradura de Smale. Para esto
es necesario hacer algunas definiciones y aclaraciones sobre los conceptos que a

continuacion se detallan.

Comenzaremos con la definicién de un espacio de todas las sucesiones de

simbolos.

Definicion: Una sucesion de simbolos de orden N es una cadena doblemente infinita de

elementos del conjunto A donde |A| = IV . (Es decir, la cardinalidad del conjunto 4 es

igual a /V).

Con esta definicion, y con el caso que nos interesa en mente, una sucesion de
simbolos de orden 2 es una cadena de simbolos binarios donde el conjunto 4 es

de la siguiente forma, A={0,1}.

Definicion: El espacio de todas las sucesiones de orden NV, denotado por =N ,esel

conjunto de todas las posibles sucesiones de simbolos de orden /V.

En nuestro caso particular, una vez mas, el espacio que nos interesa es X2,

que representa el conjunto de todas las posibles sucesiones binarias.

Es trivial notar que una bisucesion infinita es lo mismo que una sucesiéon
sencilla, pero para el analisis que se efectua a continuacién es conveniente tratar
con una sucesién que se mueve en dos sentidos, hacia la derecha y hacia la
izquierda. Es decir, cada elemento del espacio XV tendra la forma:
§=..535.,5 ,+55,5;... , donde utilizamos el punto decimal para separar a las dos

sucesiones infinitas.

Dentro del espacio =" podemos definir una métrica.
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. . . N , — <« 1 }si - 5,-
Proposicion: Una métricaen X" esta dada por d(s,5)= Z 'Z—W 1-%4—

A S,.'
. - N
Donde los elementos del espacio 5,5 € 2~ son de la forma:

S=(.esS 355 258 _(5803515825855000) F=(c0s8 3585 355 1,80,8,55,555,..2).

Se checa facilmente que nuestra funcién d satisface las propiedades que debe

satisfacer una métrica.

Definicion: La topologia en X N esta definida por los conjuntos abiertos de la forma
tradicional de los espacios métricos, es decir, un abierto Q sera de tal forma que para

todo punto en su interior se puede encontrar una bola de radio mayor a cero tal que la

bola este contenida en Q. Es decir, V X € () setieneque 3 € >0: B (x)c Q.

Definicion: Se dice que un espacio es perfecto si es cerrado y cada punto en el conjunto

es un punto de acumulacion del mismo conjunto.

Teorema: El espacio X N equipado con la métrica antes mencionada es compacto,

totalmente disconexo, y perfecto.

Demostracién:

1) Sea S nuestra coleccién de simbolos. Con la métrica valor absoluto forma
un espacio métrico compacto y totalmente disconexo (véase [4]). Por el teorema
de Tychonov, =" es compacto. 2) Por ser S totalmente disconexo, =" es
totalmente disconexo, ya que el producto de espacios totalmente disconexos es
asi mismo totalmente disconexo. 3) =" es cerrado, ya que es un espacio métrico
compacto. Sea § € " un punto arbitrario de £V ; entonces, para mostrar que §
es un punto limite de =", necesitamos mostrar que cada vecindad del punto

contiene un punto dentro de T". Sea 1" (5) una vecindad de § y sea
5=Syen t1 Sl Sypa 2N, Y §=5,,0—1 si Sy, =N. Entonces la
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secuencia { S arer-25S_me) 521 @ 8081 ShiieySSpeyea } estd contenido en

™ (5) y no es igual a §; por lo tanto =" es perfecto.

Un resultado util referente a la materia se la debemos a Hausdorff [5] y que se

puede resumir en la siguiente proposicion:

Proposicién: Todo conjunto perfecto en un espacio completo tiene cuando menos la

cardinalidad del continuo.

Ahora bien, segun la referencia [4], entre las invariantes topologicas podemos
encontrar la compacidad, la conectividad, y la perfeccion. Esto implica de forma

inmediata el siguiente teorema:

Teorema: Sea Y un espacio topolégico y suponga que =" y ¥ son homeomorfos.

Entonces ¥ es compacto, totalmente disconexo y perfecto.

Nuestra métrica la podemos simplificar mediante el uso de la expresion:

> 0 si s =3

d(s,§):4;2\:; 6= 1 si s #5°

i

Esta es equivalente a la dada con anterioridad ya en una sucesion binaria se

tiene la igualdad de los términos

S, -5, 1

‘ ’ 11_ = _6,' ’
l+fs,. —s,.’ 2

con lo cual, la nueva métrica es distinta por un factor de escala, haciendo

idéntico al espacio métrico generado.

Con esta métrica es ldgico pensar que dos sucesiones son cercanas si
coinciden en un bloque central largo. Consideraremos ahora el mapeo de

corrimiento.
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Definicion: El mapeo de corrimiento, denotado por o, es un mapeo de la forma
6:3% — Z? tal que para 5 =...5_;5_,5_, - §,5,5,5;... tenemos que

O(8)=...5 3§ _,S_;5,5,5,5;...,es decir, 5(5), =5, ;.

En otras palabras €l mapeo de corrimiento nos mueve el punto decimal un
lugar hacia la izquierda. De esta definicion es claro que o(2?)=3?. Ademas, sin

mucho problema, Wiggins [4] demuestra que es continua.

Consideremos ahora la estructura de orbita de o sobre T*, para lo cual

tenemos la siguiente teorema:

Teorema: El mapeo G tiene:

1. Un nimero infinito, pero numerable, de érbitas periédicas de periodo
arbitrariamente grande.

2. Un namero infinito no numerable de 6rbitas no periodicas.

3. Una orbita densa.

Demostracion.

Empezemos por explicar lo que se quiere decir por periodico bajo . Es claro
que secuencias compuestas de algun patron repetitivo generan el mismo

clemento de T° después de aplicarle un numero de veces el corrimiento ©. Eso

quiere decir que son periddicas bajo o. Por ejemplo, las orbitas {10.10} y

{M} son periddicas bajo el corrimiento o, ya que
o{1010} = o {0101} y o{0101} = o{i010}.

Es obvio que podemos tener un nimero infinito de elementos de %° que
consisten de patrones repetitivos. Esto es porque a cada sucesion con patrones
repetitivos podemos asociarle un numero natural (recordando que una sucesion

binaria es tan solo una forma de escribir un nimero utilizando la base binaria).

Esta relacién de los elementos que son periodicos bajo ¢ con los nimeros

racionales es ademas biunivoca y consecuentemente por cada orbita periddica
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existe un numero natural y viceversa. Ahora bien, debido a que los numeros
racionales son densos, para cada sucesion de digitos de longitud arbitrariamente
grande (pero finita) podemos encontrar un niimero racional asociado, despues del
cual el patron de digitos se comienza a repetir. Esto se asocia directamente con
el periodo de una érbita periodica bajo o y por lo tanto podemos encontrar un
numero infinito de oOrbitas de periodo arbitrariamente grande (hay una orbita
periédica por cada numero racional), y debido a la relacién uno a uno que se
tiene con los nimeros racionales, aunque sea infinito el nimero de drbitas, serdn

numerables. Esto demuestra 1.

Ahora bien, cada ntmero irracional también tiene una expresion en base
binaria, el cual jamas tendra un patrén repetitivo (pues si lo tuviera entonces
seria racional). Por esta razon cada orbita no periddica del corrimiento ¢ tiene
asociado biunivocamente un numero irracional en forma binaria. Siendo la
cardinalidad de los irracionales igual a ¥, lo que los distingue con la propiedad

de no numerabilidad, llegamos a demostrar el segundo punto del teorema.

A manera de ejemplo, una 6rbita no periddica vendra dado por el nimero ©
en forma binaria, colocando todos los digitos de posicion par del lado derecho
del punto decimal y los de posicion impar del lado izquierdo para asi obtener

nuestra bisucesion infinita.

Veamos ahora la tercera parte, que nos afirma que existe una orbita de ¢ que

es densa.

Para obtener esta orbita procedamos de la siguiente manera. Para toda
sucesion de longitud finita solo existe un nimero finito de posibilidades. Para
ilustrar esto considere las primeras sucesiones binarias de longituded 1, 2 y 3:

e longitud 1: {0}, {1}
e longitud 2: {00}, {10}, {01}, {11}
e longitud 3: {000}, {001}, {010}, {011}, {100}, {101}, {110}, {111}

Podemos introducir un orden en estas sucesiones de la siguiente manera

considerando st § = {s, ---sk} y§= {51 8 } , decimos:



i-12

§<5§ sik<k,

y si k=k'":

§<§ sl § <5,

I I

donde i corresponde al primer entero tal que s, #5,. Este ordenamiento nos da
una forma sistematica para distinguir entre distintas sucesiones que tengan la
misma longitud. De esta manera denotaremos las sucesiones binarias con

longitud k de la siguiente forma

k k
§p < <S8

donde el superindice se refiere a la longitud de la sucesion y el subindice se
refiere a una secuencia en particular de longitud k& que estd especificada de
manera Unica por nuestro método de ordenamiento. Esto nos proporciona una

forma sistematica para escribir nuestro candidato a una 6rbita densa.

Considere ahora la siguiente sucesion:

_ 333,322 1.2,2.3.3.3.3, .,
s—{---Sgs()s4s25452 §)8; 838) 85,5553 }

De esta forma s contiene todas las posibles sucesiones binarias de longitud
finita. Ahora, para mostrar que la 6rbita de s es densa en X*, argumentamos lo
siguiente: sea s' un punto arbitrario en £’ y sea £>0 dado. Una g-vecindad de &'
consiste de todos los puntos s" de X° tales que d(s',s")<g, con la métrica definida
anteriormente. Por lo tanto, debido a la definicién de la métrica en %°, debe
existir un numero entero N=N(g) tal que s,'=s" V||<N. Ahora, por

construccion, la sucesion finita {s’_ oS s s N} esta contenida en algun

lugar de s; por lo tanto debe existir un entero N tal que d(cs]V (s),s') <eg,asi que

podemos concluir que la érbita de s es densa en =2

Ahora queremos relacionar la dindmica de s en %° a la dindmica del mapeo f
(herradura de Smale) sobre su conjunto invariante A. Hasta este momento hemos
demostrado la existencia de un mapeo @ bien definido que asocia a cada punto
peA una sucesiéon binaria bi-infinita (®:A > X?). Hemos notado que
cualquier iterado de p e A, digamos f*(p), puede ser encontrado al mover el

punto decimal en la sucesion asociada con p, k veces a la derecha si k es positivo
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o k veces a la izquierda si k es negativo. En particular, la relacion
co®d(p)= Do f(p) es cierta para toda p € A. Si @ fuese invertible y continua

(la continuidad es necesaria dado que f es continua), entonces se tendria lo

siguiente:
D ogo®(p)=f(p), VpeA
Por lo tanto, si la 6rbita de p € A bajo f'se denota por :

(oD T (PP f (D) f 1 (D)
dado que @' oo D(p) = f(p), vemos que

£ (p)=(@" 050 ®)o(@ 050 ®) oD 050 D(p)) = D 06" o D(p).

Por lo tanto la orbita de p € A bajo f corresponderia directamente a la orbita
de O(p) bajo o en T*. En particular, la estructura de 6rbita completa de ¢ en T°
seria idéntica a la estructura de fen A. Asi que para verificar que esto suceda,
basta ver que @ es un homeomorfismo entre A 'y X* . Este resultado se tiene en el

siguiente teorema (demostracion [4]):
Teorema: El mapeo ®: A+ T es un homeomorfismo.

Debido a este resultado podemos resumir la dinamica de la herradura de
Smale, £, sobre el conjunto invariante A en el siguiente teorema, analogo al que

se tiene parac en X’ :

Teorema: La herradura de Smale, f, tiene
1. una infinidad numerable de érbitas periodicas de periodo arbitrariamente grande,
2. un nidmero infinito no numerable de 6rbitas no periodicas,

3. una 6rbita densa.

Ahora bien, ;en dénde se ve reflejado el caos? Sean dos puntos p y p’
arbitrariamente cercanos. Su representacion en X° sea dada por s y 5. Dado que

estan arbitrariamente cercanos, dado cualquier € >0 existe una N tal que la
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distancia d(s,5)<e¢ lo cual implica que s, =3, V|| < N. Esto quiere decir que
para algin M>N se debe encontrar que s,, #5,, . Geométricamente esto implica
directamente que p estd en un recténgulo y p' estd en otro y se tiene que la
distancia d(p,p')>1-2A. donde A es el factor de contraccion. Por lo tanto, para
cualquier punto p € A, no importando que tan pequefia escojamos una vecindad,
existe al menos un punto dentro de esta inmediacién tal que después de un
nimero finito de iteraciones, p y este punto se han separado por una distancia
fija. Consecuentemente presenta una sensitividad extrema a las condiciones

iniciales.
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Orbitas Homoclinicas

Introduccion

En los campos vectoriales definidos por los sistemas de ecuaciones
diferenciales, como es bien sabido, muchas veces se tienen variedades
invariantes estables e inestables asociadas a los puntos de equilibrio.
Tedricamente, es posible que la interseccion de una variedad inestable y una
estable sea distinta del vacio. Cuando esto ocurre, se dice que dicha interseccion
genera una Orbita homoclinica. En términos fisicos, imaginemos que tenemos
una particula en el campo vectorial definido por nuestro sistema diferencial. Si
colocamos la particula exactamente sobre la variedad inestable, resultard que su

trayectoria coincidird con la variedad estable.

Una orbita heteroclinica se puede dar en un campo que tenga cuando menos
dos puntos fijos, y consiste de la trayectoria que tiende hacia el primer punto fijo
cuando ¢ — o y al segundo punto fijo cuando t — — . Es decir, la interseccién
de la variedad estable del primer punto con la variedad inestable del segundo

punto, genera la drbita heteroclinica.

En afios recientes se ha vuelto aparente que las orbitas homoclinicas y

heteroclinicas muchas veces son el

mecanismo para el surgimiento del caos y

. r N
para explicar el caos momentanco que se / AN
AN
observa en algunos sistemas fisicos. Y
En resumen, las orbitas homoclinicas son ¥ |
VARIELAL //
generadas por la interseccion (no transversal) | S /

de las variedades estable e inestable. En -

X AR e NS TAT

sistemas planos la orbita homoclinica
también se conoce como separatriz. Véase la figura 9

figura 9.
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El método de andlisis de las orbitas homoclinicas utilizado requiere que ésta
sea un conjunto invariante, lo cual sucede en dimensiones dos y tres pero no en

otras de orden superior.

Otra de las sugerencias que ha aparecido en la literatura en un esfuerzo por
encontrar una razon de ser del comportamiento cadtico de las ecuaciones es la
aparicion de una bifurcacién de Hopf. Recordemos que una bifurcacion de Hopf
se da cuando tenemos un sistema con un punto de equilibrio alrededor del cual la
parte lineal del campo vectorial tiene un par de valores propios complejos con
parte real negativa, y al variar el parametro del sistema la parte real se convierte
en cero. Matematicamente eso es lo constituye una bifurcacién de Hopf, pero en
términos mas coloquiales lo podemos visualizar un cafnpo vectorial que espiralea
hacia el punto fijo y que al variar un parametro de la ecuacion, el espiraleo se
vuelve menos pronunciado hasta el valor de bifurcacién, cuando el punto fijo se
convierte en un centro. En particular esta situacion se da cuando los valores
propios del punto fijo son imaginarios, y su parte real se vuelve cero en el valor

de la bifurcacion. Con respecto al sistema de ecuaciones de Lorenz, en el
p(p+b+3)
(p-b-1)
asunto es que la aparicion del comportamiento cadtico ocurre antes de que se

capitulo primero vimos que esto sucede cuando r = . Lo curioso del

aparezca la bifurcacion de Hopf. Por lo tanto, no es posible concluir que este tipo
de bifurcacion sea el causante del comportamiento observado, pero tampoco se

puede descartar que tenga alguna influencia.
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La érbita homoclinica en el sistema de Lorenz

Ya hemos visto que para que C, y C, sean sumideros es necesario que

e p(p+b+3)
p-b-1

dos dimensiones estables y una inestable, lo cual implica que la variedad estable

1< . Ademas, para estos valores de 7 vimos que el origen tiene

divide el espacio R’ en dos mitades en las cuales se encuentra inestabilidad. Es
imposible que el flujo que estd de un lado de esta superficie estable de dos
dimensiones logre pasar al otro lado, ya que estas subvariedades son invariantes:
de un lado esta C, y del otro C,. Por lo tanto las trayectorias que comienzan en
una mitad del espacio se van hacia C, y las que comienzan en la otra mitad se
van hacia C, y jamas pueden espiralear hacia el origen, ya que estan en una parte
del espacio que tiene una componente de la variedad inestable. Al aumentar el
valor de r hace su aparicion una Orbita homoclinica. Esto se puede ver
esquematizado en la figura 14. A este valor de » donde hace su aparicion la

oribita homoclinica, denotémoslo por r’. Luego, conforme r se acerca a r', en el

p(p+b+3) : : ,
51 las trayectorias que comienzan en la variedad
p_ —

inestable del origen espiralean hacia C, y al pasar » > r' comienzan a espiralear

intervalo (1,

hacia C, lo cual indica que, por continuidad del flujo, debe haber una oOrbita
homoclinica. Ademas, la variedad estable del origen debe tener una forma
bastante irregular para que esto pueda ocurrir, ya que ninguna trayectoria la
puede cruzar transversalmente. Una demostracion mas rigurosa de la existencia

de esta orbita homoclinica puede encontrarse en la referencia [3]
Encontremos el valor de ' de la 6rbita homoclinica.

La direccién inestable del origen viene dado por (1,x,0). Entonces
comenzamos una trayectoria alli, integrando por Runge Kutta de orden cuarto, y
vemos hacia cual de los dos puntos de equilibrio asintoticamente estables
converge. Después incrementamos r por Ar y vemos si converge al mismo
punto y repetimos la accion hasta que converja a un punto distinto. Cuando esto
ocurre restamos Ar y hacemos Ar = Ar /10, y repetimos el ciclo. Un método de
convergencia como el de Newton Raphson es mas rapido que este, pero el

tiempo en que se obtuvieron los resultados no justificé el cambiar de método. Se
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obtuvo r'~13.85, el cual es un valor distinto al reportado por Sparrow[7].
Repitiendo los calculos pero ahora con el punto inicial igual a (1/x,1,0),
obtenemos r ~ 13.92, como Sparrow, debido a que este punto estd mas cercano
al origen, pero debemos notar que tampoco es correcto, ya que si tomamos
(1/%*1/%,0) nos da r ~13.87. Esto es porque el valor que estamos tomando
esta sobre la variedad inestable pero de la parte lineal, y esta nunca coincidira
exactamente con la variedad inestable real, donde se localiza la Oérbita
homoclinica. Y solo podemos concluir que por alli anda el valor de #': nunca se
podré determinar con exactitud mediante un método numérico. La reproduccion
de estos resultados se puede lograr ya sea programando los métodos numéricos, o
bien utilizando los programas que fueron obtenidos en el desarrollo de esta tesis
(especificamente orbitas.c) y que se encuentran disponibles en el servidor

publico de ftp:/ftp.imp.mx/pub/lorenz.



CAPITULO llI

ESTUDIOS SOBRE EL SISTEMA DE LORENZ

Comportamiento estudiado de las ecuaciones de Lorenz

Bifurcaciones

En su libro sobre el tema, Colin Sparrow [13] hace referencia a varios autores
que han encontrado 6rbitas periodicas estables en algunos intervalos del

parametro , manteniendo constantes los otros pardmetros.

El primer intervalo donde hace su aparicion este fenomeno ocurre cuando »
tiene un valor aproximado a 100. El segundo es mas amplio e incluye el valor
donde =150, y, por ultimo, el tercero tiene valores del parametro r en el
intervalo abierto (200,0). Para cualquier simulacion numérica hecha fuera de
estos intervalos, hasta la fecha, s6lo se ha encontrado caos. Consecuentemente,
procederemos a explicar estas ventanas de bifurcacion, mencionando antes unos

detalles sobre la teoria de bifurcacion.

Notemos que en la discusiéon a continuacion, todas las bifurcaciones son
respecto del pardmetro r, manteniendo fijos los otros dos parametros en los
valores =10, 6=8/3.
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1. Bifurcacion Silla-nodo

En este tipo de bifurcacion, de un lado del valor de bifurcacion del parametro
¥ no aparece ninguna orbita periddica, y del otro hace su aparicion una Orbita
estable (nodo) y uno inestable (silla). Esto lo podemos ver resumido

esquematicamente en la figura 10.

Srbita érbitas

£ o
. i eriddicas
Srbita no periodica %

estable
NN AN
e /AR VAR
rbita S A
inestable / /T /1

. orbita  drbita
r* estable  inestable
Orbitas Aparicién de oOrbita estable

figura 10
2. Bifurcacion silla-nodo simétrico (o rompimiento de simetria)

De un lado del valor de bifurcacién tenemos dos orbitas periodicas estables y
una orbita inestable que se van acercando uno a otro conforme nos acercamos al
valor de la bifurcacion. Del otro lado sélo resta una oOrbita periddica simétrica y

estable (la simetria se transfiere a las orbitas no estables (véase la figura 11).
3 Bifurcacion de duplicacion de periodo.

En este caso lo que sucede es lo siguiente: de un lado del valor de bifurcacion
tenemos una orbita periddica de periodo T, mientras que del otro surge una érbita
estable de periodo 2T (Sigue existiendo la érbita de periodo T, pero se vuelve
inestable y es imposible de localizar numericamente.) Esto s6lo puede ocurrir en
orbitas no simétricas. Véase la figura 12.
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brbita Aparicidn de Srbita inestable
;o estable L,
orbita no simétrica . orbita
estable inestable
simétrica simetrica
[ / =
. Ort?olgp V.,
ines e
simetrica /I /
N N
, orbita orbuto Srbita
e elsto/blge estoblse estable
r simétrica  no simétrica no simeétrica
7/
Orbitas Orbitas periédicos
figura 11

Estas no son las unicas bifurcaciones que existen, pues ademas, por ejemplo,

orbita Srbita
estable inestable
periodo 2T periodo T
orbita /

estable T

_ P St
inestable
periodo T

orblto
{ orbita estable
r* estoble penodo 27
Orbitas Aparicion de orbita periddica
figura 12

puede suceder que una 6rbita periddica se bifurque a un toro invariante, es decir,
que la orbita periodica deje de serlo y comience a moverse sobre la superficie de

un toro invariante. Esto seria andlogo a una bifurcacion de Hopf para periodos
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estacionarios. En las ecuaciones de Lorenz esto no puede suceder ya que debe
cumplirse la contraccion de volimenes, y por lo tanto el toro no puede ser

invariante.
Analizamos ahora lo que ocurre en cada una de estas ventanas de bifurcacion.

En la ventana 99.524<r<100.795 tenemos una bifurcacion de duplicacién de
periodo. La Orbita periddica involucrada la podemos representar simbolicamente
como X27, ya que el flujo gira dos veces alrededor del punto X antes de girar una
vez alrededor del punto Y, véase la figura 13. Esta ventana en particular fue
estudiada por Franceschini en 1980 [14]. En el intervalo (99.98,100.795) todos
los flujos convergen hacia la Orbita X2Y mencionada. En el intervalo
(99.629,99.98) existe una Orbita estable de tipo X2YX2Y, (6 (X2Y)2). El periodo
de la orbita se ha duplicado. Cuando r se acerca a 99.98 las dos vueltas que da la

oOrbita se acercan tanto una a la otra que se fusionan

y se forma la orbita X2Y. Sparrow supone que

e ’/ Oy N durante la existencia de la orbita estable de periodo
‘,/ . 2T, sigue existiendo, pero de forma inestable, la
| orbita de periodo T. Esto es una consecuencia logica
Y / de la teoria de bifurcaciones y del modelo

geométrico que se adaptd a las ecuaciones de

Lorenz, pero debemos recordar que como no se ha

demostrado la existencia de una foliacion

figura 13 . . e
contractiva, es tan solo una suposicion la existencia
de esta orbita inestable. Puede existir o puede no existir, pero de ninguna forma

la podemos encontrar numéricamente dada su naturaleza inestable.

Para el intervalo (99.547,99.629) con respecto del parametro r, ocurre otro
doblamiento de periodo y aparece (X2Y)4. Las proximas bifurcaciones aparecen
en 99.5298 y 99.5255. De aqui podemos notar que el intervalo entre las
bifurcaciones se hace cada vez mas pequefio conforme disminuye ». Todo parece
indicar que al seguir por este camino aparecerdan un numero infinito de
bifurcaciones en un valor limite del parametro r. Existen buenas razones para

suponer esto en base a que Feigenbaum en 1978 [15] y otros demostraron que
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hay propiedades universales asociados a este tipo de bifurcaciones. En particular,
el limite existe y esta dada por la férmula:

Jim =T _ 8 = 4.669201...
vy —r

" n+l

donde r, es el valor del pardmetro donde ocurre la bifurcacion n-ésima.
Inicialmente Feigenbaum realizaba calculos de duplicacién de periodo para la
funcion x,,, =rsennx,. Debido a sus limitaciones en procesamiento de
coOmputo, buscé una manera mas sencilla de encontrar el valor limite y se dio
cuenta de que convergian geométricamente. Calculando la razén de convergencia
para esta ecuacion obtuvo 4.669. Notdé poco después que la razoén de
convergencia para la duplicacién de periodo en la ecuacion logistica también era
de 4.669.

Al seguir experimentando con otras funciones que presentaban el fendmeno
de duplicacion de periodo, siempre obtuvo el mismo numero llegando a una
precision de 4.6692016090 para todas las funciones que probd,

independientemente de que fueran cuadraticas o trigonométricas.

Con este antecedente, y siguiendo sus propios calculos, Franceschini examind
el valor que le daban sus célculos y determiné un valor de 4.67 para el limite.
Usando el & de Feigenbaum, Franceschini calculd entonces r, ~99.5214. Para
valores cercanos a 100.795 tenemos la orbita X2Y y para »>100.795 ya no
aparecen. La bifurcacion en 100.795 es de tipo silla nodo. Por abajo del valor de
r=99.524, el numero infinito de orbitas periddicas que nos quedan pierden su
estabilidad.

Veamos ahora la ventana de desdoblamiento del intervalo (145,166). En este
caso la drbita periddica involucrada es de periodo X2Y2 y fue estudiada por
Manneville y Pomeau [16]. Es similar a la expuesta hace un momento, pero a
diferencia, ésta involucra una 6rbita periddica estable siméirica. De hecho, en el
valor del pardmetro de 154.4 hay una bifurcaciéon de rompimiento de simetria y
la orbita simétrica estable pierde su simetria a un par de érbitas X2Y2 no
simétricas, las cuales son estables en el intervalo (148.2,154.4), No obstante, se

supone que continta la existencia de la Orbita simétrica, pero por ser inestable es
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imposible de localizar mediante cualquier método numérico. En el valor del
parametro igual a 148.2 las 6rbitas X2Y2 no son simétricas vistas solas, pero una
es simétrica a la otra, y en este valor del parametro empiezan las bifurcaciones de

doblamiento de periodo hasta llegar a r,, ~145.
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Caos intermitente

Veamos qué pasa por encima de una ventana de doblamiento de periodo,
donde ocurre el fendmeno conocido como caos intermitente. Para r=166.07, por
ejemplo, ya no existe la orbita X2Y2 estable simétrica: lo que ocurre es un caos
intermitente. Las Orbitas fluyen sobre la orbita periddica con periodos
intermitentes de caos. La duracion del periodo cadtico varia, incrementdndose

segun nos alejamos de 7, .

La longitud de los intervalos laminares (donde el flujo sigue el de la orbita

periddica) varia proporcionalmente segin (r. es el valor donde

(r—r)"”

desaparece la orbita simétrica periddica).

Se puede explicar este
comportamiento de la siguiente manera. | p
| i

Dibujando un mapeo de retorno en el ‘ L/ VT

S Vi T e

ST figura 14

Para rxr.

figura 15 i | e
plano x=0 observamos que todos los i 1 o
puntos estan sobre una curva. En el caso | /\{
de r <r, tenemos dos puntos fijos, donde L/

uno corresponde a la oOrbita periddica

estable y la otra a la orbita periddica no

estable. Véase la figura 14. figura 16

Cuando r>r,, la oOrbita periddica ha
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desaparecido como se observa en la figura 15. No obstante cuando el flujo que se
mueve en forma cadtica cae en ¢l intervalo que esta debajo de la curva, entonces
empieza a viajar por la 6rbita periddica durante un tiempo, esquematizado en la
figura 16, y mientras mas alejada esta la curva de la recta y, = y,,,, durante

menos iteraciones estard sobre la orbita periodica.

Manneville y Pomeau en 1979 [16] supusieron que la curva era cuadratica y
que ademas la curva se aleja de la recta y, = y,., a una velocidad constante al

variar el pardmetro 7, y con ello obtuvieron que el nimero de pasos durante el

cual se sigue la érbita periddica varia proporcionalmente a

(r—r)*
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Periodicidad ruidosa

Otro fendmeno que se observa en las ecuaciones de Lorenz es la periodicidad
ruidosa. Para analizar esto veamos qué ocurre con la ventana XY de doblamiento
de periodo que comprende el intervalo (214.368,0). Esta ventana de la orbita
periddica es similar a la que corresponde a la orbita X2Y2, pero ahora la Orbita
simétrica sigue existiendo en el intervalo (313,0). Mediante célculos
computacionales se obtiene el valor , =214.364, y la periodicidad ruidosa hace
su aparicion para valores donde r <r, . Pero antes debemos dar un par de

definiciones.

Plano de retorno: Un plano de retorno es una seccion, de codimension uno,

transversal al flujo de una ecuacion diferencial.

Semi-periodicidad: Supongamos que para un plano de retorno podemos
localizar n regiones conectadas ELE,,. E, (tales que
EnNE =0 Vi, j<n,i#j) tales que todas las trayectorias pasan por estas
regiones en orden ciclico. Entonces decimos que ¢l sistema es semiperiodico de

periodo n.

Lo curioso es cuando r —r, por debajo. Ocurre que el sistema se vuelve
semiperiodico con periodos 2, 4, 8, ..., 2",2"', .. ycuando r >, n—>o. Y
este sistema semiperiodico se junta con el sistema periddico cuando ambos

tienen periodo infinito, en el punto r_.

En resumen, la ventana X2Y es un ejemplo de una ventana que involucra
orbitas no simétricas, dos de las cuales desaparecen en una bifurcacion silla-

nodo.

La ventana X2Y2 es un ejemplo de una ventana con una érbita simétrica que

eventualmente desaparece en una bifurcacion silla-nodo.

La ventana XY es Unica en el sentido de que la orbita simétrica estable, una
vez que aparece, permanece para todo valor del parametro », no importa qué tan
grande esta sea. Ademads, por encima de las ventanas de doblamiento de periodo
(r grande) encontramos caos intermitente y por debajo de estas ventanas (r

pequefia) tenemos el fendmeno de la periodicidad ruidosa.



n-10

Es de hacer mencion que estas bifurcaciones no son las que se analizaron en
un principio, puesto que estas son bifurcaciones relevantes a los flujos y no de
puntos fijos. Hasta el momento no hay ningiin método analitico que nos permite
encontrar los valores de bifurcacion de las drbitas periddicas y estas se deben
encontrar numéricamente. Segin el modelo geométrico que hemos estudiado, la
representacion simbolica de la herradura de Smale nos indica que tendremos un
numero infinito de drbitas periddicas. Esto nos conduce a suponer que deben
existir mas ventanas como las recién estudiadas. Quizds sea necesario una
eleccion distinta de los otros dos parametros de la ecuacién para que estos
puedan ser localizados numéricamente, lo cual nos lleva a hacernos las siguientes

preguntas:
(Qué pasa con las ventanas X2V, X2Y2, y XY al variar el parametro 5?
(Qué pasa con las ventanas al variar p?

(Qué pasa con el sistema, qué bifurcaciones y ventanas tiene, al variar b

dejando fijos a p y r? Estas ventanas, jcémo varian al variar » 6 p?

(Qué pasa con el sistema, qué bifurcaciones y ventanas tiene, al variar p

dejando fijos a b y r? Estas ventanas, ;cémo varian al variar r 6 b?
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Localizacion de érbitas periddicas

Metodo numérico para la localizacion

Un método para localizar las oOrbitas periodicas, y seguirlas al variar el

parametro r, aparece en la referencia [9] y se detalla a continuacion.

La funcién de la cual queremos encontrar la raiz la construimos de la
siguiente manera: sea X una seccion transversal de codimension uno y sea
P:Z — X la funcion de Poincaré y busquemos los ceros de la funcién P-/, donde
I=identidad. Cuando hayamos encontrado P(x,) —I(x,) =0, tendremos que x,
estara sobre una Orbita periodica. Para definir P y poder aplicar el método de
Newton-Raphson observemos lo siguiente. El método utilizado para encontrar

orbitas periodicas es basicamente el de Newton-Raphson. Es decir, encontrar los
Ach
EEACH

Si ®(x,f) es una solucién del sistema y t(x)=t es la funcion que nos da el

ceros mediante la férmula de iteracién x,,, = x

tiempo que tarda la trayectoria en volver a intersectar la seccidn transversal,

entonces tenemos que
d
DP(x) = D ®O(x,1(x)) + Ed)(x,t(x))D'c(x) ,

puesto que P(x)=D(x,t(x)).

De esta ecuaciéon podemos notar que D ®(x,f) es solucion de la ecuacion
variacional corespondiente: %H(x,t) = J(D(x,0))H(x,t), recordando que
J(D(x,1)) es la matriz jacobiana evaluada en ®(x,f). De aqui se pueden obtener

a—’ al resolver la ecuacion variacional. En el caso de la ecuacion de Lorenz, esto
.
J

equivale a resolver nueve ecuaciones diferenciales parciales, a decir:

d| ox oy  Ox
1% — —1 = pl————
df \ Ox, ox, Ox,
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d{ ox oy Ox
¥, —| — | =p T
dt ayO Layo ayo
d| ox oy  Ox
3 —|—i=pl T
dt \ 0z, 0z, 0Oz,

4 1(9&]_ o oy oz o
ox,)  ox, Ox, Ox, 0O,

d ( j ox o 0z o
S¥. — | = |=r———S "X —Z "
dt \ 9y, Yy W, Wy

o+ i ( gy_ J ox _ G_y oz Ox
oz,) 0z, 0z, 0z, 0Oz,

7*1(&} &y x| oz

di\ex,)  Tox, Yox, | ox,

d (82) oy Ox 0z
T |=xT—=y——b—
dt \ oy, Y, W, W,

d[az] y o

* - Ly — _p—
S dr ¥ oz, Y 0z, 0z,

0z,

De esta ecuaciones no es necesario resolver la 3, 6, y 9 ya que escogemos
nuestra seccion transversal sobre un plano donde la variable z es constante. Para
resolver esta ecuaciones basta notar que con las parciales de x, y y z respecto de
X,» Yo Y 2, se puede hacer un cambio de variable y las nueve ecuaciones se
convierten en ecuaciones diferenciales ordinarias de las cuales se conoce la

solucidn exacta.

Ahora bien, si nos fijamos en el plano de retorno, podemos definir una
funcién g(x), la cual nos dara la distancia entre x y el punto sobre el plano de
retorno, partiendo del punto inicial x. Si el valor de g(x) es igual a cero, entonces
se ha encontrado una 6rbita periodica, y por lo tanto el problema se reduce a
encontrar la raiz de la funcion g(x). Definamos de esta forma la fincidén g(x) en

término de sus compononentes, de la siguiente manera:



11-13

gl(fst) = (Dl(f,[)“xl =X =X,
5 (X, =Dy (X, ) =X, =y~ ),
g:;.(f,l‘) = CD3(f,[)— c=272-¢

Donde ¢ es la que nos define el plano constante de nuestra z, i.e.: z=c.

og,

Aplicando Newton-Raphson a g(x), considerando que Dg = {——ag' }, donde
X .
J

% _ 00 + ob, o _ 8;. En esta forma cabe sefialar que

ox,  ox, o o,
1 si i=7
: 0 si i#]J

J J
Por las reglas de célculo con respecto a la derivacién de una funcién dada en

forma implicita, en nuestro caso en particular resulta:

o o a0y o xa g & &

ox, Ox, Ot Ox, oy, Oy, Ot oy, 0z, 0z, o azo
%8 _ ¥ 0 %8 _ O do %% O o
Ox, Ox, Ot 0x, oy, 0oy, Otoy, 0z, 0z, Ot 0z,
%8 _ 0z o 08 _ % 0z o 08 _ & zaor
ox, Ox, Ot dx, oy, 0y, Otdy, 0z, 0z, Or oz,

. 0 0
Debido a que ~g—3=—&=%=0 tenemos lo siguiente a partir de las
ox oy 0z

ecuaciones anteriores:

G 2-0)E =23



formula x,,, = x
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Por lo tanto tenemos todo lo que necesitamos para calcular Dg y aplicar la

ACH)
BN

hasta encontrar la raiz que buscamos, un punto sobre

la 6rbita periddica. El algoritmo es el siguiente:

1.

Este quizas sea el punto mas importante. Se debe escoger un punto inicial
que no este muy alejado de la orbita periddica. No hay ningun método para
determinar esto y lo unico que parece ayudar es la familiaridad con el

problema y un poco de suerte.

Calcular el periodo ¢ que tarda la trayectoria que pasa por (x,,¥,,Z,) e€n
volver a cruzar el plano z=2z, en el mismo sentido y en una posicion

cercana. En este paso también se obtiene el punto (x,y,z,).

Con el periodo ¢ integrar las ecuaciones diferenciales 1%, 2%, 4% 5% 7% 8%

para obtener las parciales de la x, y, y z con respecto al punto inicial.

oy

Obtener a_x’ -,
ot ot

punto (x,,Y,,2,)-

0z .
y > al evaluar los componentes del campo vectorial en el

Por substitucion obtener la matriz jacobiana:

i Oox Ox| Oz Ox Ox| Oz

o oy oz

ox, 51{(%0

=223

=223
G 24

0

/G-

oz @(ﬁj (=) = @z(ﬁj (=
| ox, at\ox,)/ \or dy, ot\ay,)/ \et)
x'—xo Dgx

6. Calcular la derivada direccional: Dg=J-| y -y, |= Dg,

0

Dg,

7. Calcular el nuevo punto (x,,y,,z,) mediante la formula de Newton-Raphson:



X=X,
xo —
X, Dg,
Y=Y
Yi|=1 Vo Dg
Zl ZO Y
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8. Verificar si (x,¥,,2,) = (X, Y,,Z,), Y si no reemplazar el valor de (x,,,z,)

y comenzar el ciclo otra vez. Una caracteristica importante es que necesitamos

hacer una buena suposicion inicial para que resulte el método, de lo contrario

fracasard. Algunos ejemplos de puntos sobre drbitas periodicas de distintos tipos

son los siguientes:

r p b x
100 10 8/3 -20.217644
28 10 8/3 -12.786189

15.8 10 8/3 -10.780017

-32.763798
-19.364189

z
99.00
24.00
24.00
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El bacin de atraccion de los puntos fijos en el intervalo (r,,r,)

Concepcion teorica

Como resultado del analisis que se ha venido haciendo, se ha notado que el
comportamiento cadtico de las ecuaciones de Lorenz hace su apariciéon en un
valor del parametro r, anterior a la aparicidén de la orbita homoclinica cuando
1=r,. Es decir, el comportamiento cadtico aparece cuando todavia se da la
existencia de dos puntos de equilibrio asintéticamente estables. Naturalmente
surge la pregunta: ;En que vecindades seran decisivos los factores estables de
estos puntos de equilibrio? En otras palabras, ;cudl serd la forma que tienen los
bacines de esto puntos? Por el teorema de Hartman y Grobman, sabemos que
para todo punto de equilibrio de un campo vectorial, existe una vecindad a su
alrededor en donde se puede considerar el campo como si estuviese compuesto
unicamente por su parte lineal. Esto quiere decir que dentro de esta vecindad,
todo flujo se dirigird irremediablemente hacia el punto fijo. Esto implica, de
manera directa, que no todos los flujos en el intervalo (r,,r,) pueden ser

caoticos.

Pero debe recalcarse que cuando r=r, los puntos fijos desaparecen, y por lo
tanto es logico pensar que los bacines se reducen a un conjunto vacio. No
obstante, cuando r<r,, todo flujo del espacio muere en cualquiera de los dos
puntos de equilibrio y por ende el espacio esta separado en dos conjuntos, es
decir, dos conjuntos formados por los bacines de los dos puntos de equilibrio.
¢Coémo es que cambia la forma del bacin conforme movemos el parametro r

dentro del intervalo (r,,r,)?
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Busqueda numeérica

Para resolver estas interrogantes se codifico una serie de programas cuyo
resultado final fue el archivo denominado ixch3b.c (y que se encuentra ftp
anénimo en //ftp.imp.mx/pub/lorenz) para determinar la forma del bacin en el
intervalo que nos interesa. Bésicamente el programa funciona de la siguiente

forma:

1. Partiendo del punto de equilibrio se obtienen n rayos que parten en todas
direcciones, manteniendo constante el angulo entre cualesquiera dos rayos

contiguos.
2. Para cada rayo se resuelven los siguientes pasos.

3. Partiendo de un punto en una vecindad muy pequefia se calcula el flujo que
pasa por alli y se verifica si penetra en la vecindad del punto donde el

comportamiento lo podemos asumir como lineal.

4. Si lo anterior ocurre procedemos a repetir el calculo con un punto sobre el

mismo rayo pero un poco mas alejado.

5. Se repiten las operaciones anteriores hasta encontrar el primer punto donde el
flujo nunca entra a la vecindad lineal del punto de equilibrio. Este punto ya

esta afuera del bacin.

6. Se regresa uno al punto anterior y nos alejamos ahora solamente 1/10 de la
distancia.

7. Se repiten los pasos 3 a 5.

8. Sino se ha alcanzado la precision deseada se repiten los pasos 5y 6.
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Resultados del proceso de computo

En la figura 17 podemos ver graficados la proyeccion sobre dos dimensiones
de las figuras tridimensionales que se obtuvieron con este programa. El diagrama
nos muestra la forma para el bacin en r=r,, seguido por otro valores donde
sucesivamente el parametro se va acercando a ra. Cuando r —> ry, €l tamafio del
bacin tiende al punto de equilibrio de una forma muy rapida. En esta figura se ve
que el bacin de atraccion se va reduciendo para desaparecer de subito cuanto

r = r, (como en efecto nos dice la teoria, ya que desparecen los puntos fijos.)

El detalle interesante
es el hecho de que el
bacin para el valor de
r=r,—0.1 no difiere
en nada para el que se
obtiene con r=ra. Y
segtn lo que se conoce
del comportamiento de
las  ecuaciones  de
Lorenz el bacin debe
poder abarcar cuando
menos la mitad de R°,
para cada uno de los
dos puntos de equilibrio

asintoticamente estables

(numéricamente  todas

las trayectorias

\4‘

"“\\\\\m!

//‘i\\\ i

terminan en uno O en

otro de los puntos de

equilibrio). Este

fenomeno lo aclaramos

figura 17 . .
en el siguiente parrafo.
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Cuando se sigui6é buscando la forma para otro valores del parametro r se
obtuvo que la forma del bacin pierde su suavidad. Por ejemplo en la figura 18

tenemos el bacin obtenido para un valor del parametro r = r, —1.5.

Esto nos condujo a un analisis del programa computacional que calcula el
bacin y la forma que lo hacia. Por la definicidn, el bacin es el conjunto de puntos
tales que el flujo que pasa por ellos tiende inequivocamente hacia el punto fijo
cuando el tiempo tiende hacia el infinito. Pero esto es técnicamente imposible de
calcular en la computadora en un tiempo finito. Por lo tanto se opté por calcular
el bacin como el conjunto de puntos a través de los cuales el flujo que pase por
ellos se acerca arbitrariamente al punto fijo. Si fijamos una € lo suficientemente
pequefia, entonces por el teorema de Hartman y Grobmann el comportamiento
del sistema en esa vecindad sera de forma lineal y no serd muy aventurado
suponer que la bola de radio € esta contenido en el bacin; por lo tanto, de esta
forma podemos obtener una buena aproximacién del bacin. Utilizando una

€=0.01 el tiempo

requerido para
calcular la forma
del bacin para un
solo valor del
parametro fue de
aproximadamente
una hora, pero el
hecho de obtener

la forma antes

mencionada nos
indico que

debiamos reducir

la €. Esto se hizo

figura 18 llevdndose hasta
£=0.00001 y
700,000 iteraciones por punto, (25 horas de tiempo de cémputo por cada bacin)

para obtener, a final de cuentas, exactamente los mismos resultados. Al alejarnos
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mas del valor 7,, como se observa en la figura 41, el bacin pierde su forma suave,

y esto es logico ya que debe extenderse tan lejos como queramos.

La pregunta que surge es ;por qué permanece la forma suave del bacin en una
zona donde no existe caos y solo gradualmente pierde su forma para abarcar
claramente un conjunto amorfo con puntos arbitrariamente distantes de los

puntos fijos?

Esto es porque estamos en una zona de preturbulencia, de caos no estable, es
decir, las trayectorias parecen cadticas pero tarde o temprano espiralean hacia
uno de los puntos fijos, y conforme pierde la forma continua el bacin,
desaparecen estas orbitas preturbulentas. Aqui tenemos un tipo de bifurcacion no

contemplado en la literatura sobre el asunto de las ecuaciones de Lorenz.

Lo que estamos observando aqui es una bifurcaciéon en donde hay un cambio
dréstico en el campo vectorial pero donde los puntos de equilibrio sélo juegan un
papel secundario. L.os puntos de equilibrio, localmente hablando, siguen siendo
asintdticamente estables, pero la vecindad local en donde lo son no se puede
determinar con precisién por el efecto de la preturbulencia. Curiosamente, la
forma de la vecindad en donde no ocurre la preturbulencia concuerda con la
forma del bacin de estabilidad en el rango del parametro donde se observa

comportamiento cadtico.



CAPITULO IV

ESTUDIOS DE UN SISTEMA DE LORENZ ACOPLADO

Introduccion

En este capitulo trataremos con el fenémeno conocido como la
sincronizaciéon. Desde un punto de vista intuitivo, la sincronizacion aparece
de manera natural en la vida diaria como por ejemplo se ha visto que en
algunas partes del mundo las luciérnagas brillan en la oscuridad al mismo
tiempo, de forma sincronizada. También lo podemos observar en una pareja
de personas caminando, que comienzan con pasos distintos y que después de
un rato de andar su pasos se han sincronizado, involuntariamente. También se
ha observado que un grupo de mujeres viviendo en un dormitorio comin
universitario, después de un tiempo han sincronizado su regla. En sistemas
con reaccioén quimica se ha observado la sincronizacion, y esto, en un futuro,
podra ser una herramienta para reducir costos de producciéon y volver mas
eficientes a las empresas de la transformacién industrial. Esto ha motivado el
estudio de los sistemas acoplados, ya que en los ultimos afios han aparecido
varios articulos donde se aplica esta técnica. El enfoque que presentamos
aqui es puramente matematico o tedrico. En un futuro proximo trataremos de
aplicar esto a problemas concretos. Cuando ocurre la sincronizacion, el flujo
de dos ecuaciones cuyo comportamiento podria ser cadtico, es decir,

impredecible, comienzan a acercarse el uno al otro hasta que sus
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comportamientos son casi idénticos. Aunque no podamos predecir a priori la
trayectoria que estos flujos seguiran, podemos predecir que serdn casi
indistinguibles. Todo esto se logra mediante la adicién de un término de
acoplamiento a ambos sistemas. Con la adicién de este término, nos

. 3 3
movemos de dos sistemas en R*> auno en R*xR°.

Para hacer el estudio correspondiente, es necesario definir rigurosamente
algunos términos, como funcion de Lyapunov estricta y no estricta, sistema
acoplado, flujo de acoplamiento, sincronizacion y pseudosincronizacion.
Todo esto lo aplicaremos a un par de sistemas de Lorenz acoplados de
manera lineal. Mas adelante veremos qué quiere decir esto. El fenomeno de
la sincronizacion es muy curioso, ya que cada una de las dos partes del
sistema acoplado puede tener un comportamiento cadtico muy complejo,
como en el caso de las ecuaciones de Lorenz. Como puede recordarse del
material visto en los capitulos anteriores, dependiendo del valor de los
parametros en el sistema de Lorenz, se puede tener un comportamiento con

movimiento cadtico sujeto a un atractor extrafio.
El material que se desarrolla a continuacidn consta de tres partes :

1. Definiciones y demostraciéon de la existencia de un conjunto
positivamente invariante para un sistema de Lorenz mediante una funcion

de tipo Lyapunov.

2. Definiciones y demostracién de un conjunto positivamente invariante

para un sistema de Lorenz acoplado.

3. Estudio numérico y demostracion de la sincronizacién en un sistema de
Lorenz acoplado.
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Conjunto positivamente invariante

Funcién de Lyapunov

Para demostrar la existencia de un conjunto positivamente invariante,
utilizaremos las ideas expuestas por Lyapunov, modificadas ligeramente.

Veamos las definiciones de una funcion de Lyapunov normal y estricta :

Definicion :. Sea Q R’y u e R’. Una funcién de prueba de Lyapunov es
una funcién 7 :Q+> R* continua, tal que cuando |u] — o se tiene que
V(u) — oo uniformemente, y cuya derivada direccional, V(u) , a lo largo de la
trayectoria solucion de # = G(u) existe. Y ademas, V(u)<0 para toda

u € Q). Se dice que la funcién es estricta si 93° \ Q es numerable y no estricta si

3
R\ Q es no numerable.

El procedimiento que se sigue para encontrar un conjunto positivamente

invariante, es el que sigue :

1. Se encuentra una funciéon de Lyapunov no estricta, es decir, no es
necesario que ¥(u) <0 paratoda u € R’.

2. Se encuentran dos funciones, a: R’ >N y b: R’ >N tales que
cuando | —» o se tiene que a(u) > o y b(u) = o uniformemente y
ademas, a(u) < V(u) < b(u) paratoda u € R,

3. Se encuentra el conjunto Q= {u eR: V(w)<-p< 0} y se verifica

que su complemento sea un conjunto acotado. Se verifica que el
Supuem*\gp bu) < oo.

El conjunto R’ \Q)es positivamente invariante. En el caso de que
R\ Q, ={u}, entonces # es un punto de equilibrio estable y la funcién de

Lyapunov es estricta.
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Determinacién del conjunto positivamente invariante

Teorema [V-1 : Existe un conjunto positivamente invariante para el sistema de

ecuaciones de Lorenz.
Demostracién:

Tomemos el sistema de Lorenz:
X =-0(x-Y),
y==y—Xxz+7x,
z=-bz+xy.

Primero debemos definir en qué rango de los parametros vamos a
restringir la busqueda del conjunto positivamente invariante. Sea el espacio
de los parametros el siguiente conjunto:

{(o,r,b) eR: 1o <0 <15,%<r<30,1<b<4].

Una funcién de Lyapunov adecuada es la siguiente:

2 2 2
Vix,y,z,A):=x"+y" + (z— (o + r)) ,
donde A = (o,7,b).

Si desea ver cdmo es que se llega a esta funcion, puede consultarlo al final
del capitulo en el apendice 1.

Verifiquemos ahora la derivada direccional :
V =2xt+2yp+22:—2(c +r)z
=2x(—ox+oy)+2y(-y —xz+rx)+2z(-bz+xy) = 2(c +r)}(—bz + xy)
= 20x? +20xy =2y = 2xyz + 2xypr — 2bz” + 2xyz + 2bz(c + r) = 2x)(G + 1)

=-20x> —2y? —=2bz> +2bz(c +7).

En esta funcién hemos reemplazado el término cuadratico 2xy(a,c+ a,r)
por2bz(c +r). Con esto hemos reducido el problema ya que hemos
sustituido un término que depende de dos variables por uno que solo de

depende de la z.
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Para obtener una funcion que nos dé una derivada direccional menor a

cero, es necesario tratar con el término 2bz(c +r), pues desconocemos su
signo. Pero existe una manera de eliminar este problema. Esto es al

completar el cuadrado. Entonces para :
~V =20x +2y* + 21)(22 -z(c+ r)) ,

b(c +r)’
2
positivo en el espacio de pardmetros que estamos considerando :

(c+7r)’ (G+r)2j
4 4

podemos completar el cuadrado con el numero , el cual es siempre

—V =20x? +2y° +2b(z2 —z(oc+r)+

(('5+r)j2 _ b(c+r)?

=2 2+22+2b( -
oX y z 5 >

Con esto vemos que la derivada direccional es una funcion negativa mas
b(c+r)’
2
posible encontrar un conjunto fuera del cual la derivada direccional sera

el namero » y por lo tanto sup_ V(x)<o. Con este hecho es

en’

negativa.

Para la funcién V = x> +y° + (z —-(c+ r))2 se tiene que V(x,y,z) > ©

de manera uniforme cuando ‘(x, y,z)l — .,

Sea Q= {(x,y,z) eR’ 7> G+I’} , entonces dentro del conjunto Q

tenemos :
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(chrr))2 _b(o+r)’

~V =206x>+2 2+2b( -
oX y z 5 5

_(G+7‘))2 _b((5+r)2

o
T 2

((5+r)2j b(o +r)?
4 ) 2

= Zb(z2 —(c+r)z+

=2bz* =2b(c +r)z>2b(c+r)’ =2b(c+r)(c+7)=0.

Por lo tanto, ¥V <0 V (x,y,2z) eQc R*. Ademas V' >0, con lo cual la

funcién cumple con las propiedades para ser una funciéon de Lyapunov no
estricta. Haciendo la negacién del procedimiento anterior, se obtiene que
V>0 V(x,y:z) eR\Q yes claro que:

R\Q= {(x,y,z) eR’ :|z!£c+r}

es un conjunto no numerable, y por lo tanto la ¥ es una funcién de Lyapunov

no estricta.

Como puede observarse, la forma de encontrar dicha funcién es una

especie de ensayo y error.

Ahora veamos como se obtienen las funciones necesarias para encontrar
un conjunto positivamente invariante. Para empezar necesitamos una funcién
c(x,y,z)<-V . La necesidad de esta funcién surge del hecho de que
necesitamos buscar un conjunto fuera del cual ¥ <0. Para hacerlo
necesitamos definir una p > 0 tal que ¥ < —p . La mejor manera de encontrar
un conjunto asociado a esta p es acotando la funcién ¥ por otra funcién,
llamémosle ¢(x,y,z) ,tal que V < —c(x,y.z)< —p < 0.

Tomando los valores extremos de o, r, b del conjunto de los parametros y

sustituyento obtenemos :
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V.>2(1) . 2+2(1)(|| o.5+o.5j2 4(15 + 30)>
B O Y A U Y ) 2

2 2 2 1 2
=x’+2y* +z2" |+ 1 —2(45)" :=c(x,y,2).

La desigualdad se da puesto que se toman los valores infimos del conjunto de

los parametros.

Sea p=1/4, entonces para que c(x,y,z)>p tenemos :
x> +2y* +2° —|7 +(l) —2(45)% 2 (lj
4 “\4/’

x? +2y? +22 — |7 > 2(45)%.

Por lo tanto, como la desigualdad es valida para todo elemento dentro del

conjunto de los pardmetros, tenemos que, con tal de que |x| > 45y2 , ‘ y’ >45

y |2l = 452 +1, se tiene que ¥V < —p.

Por lo tanto V' es decreciente sobre toda trayectoria del campo vectorial del

sistema de Lorenz fuera de la caja :
KZ{x: |x| <45\[2—} x{y: ]y‘ <45}><{z: |z| <45\/§+1}.

Lo que sigue es verificar es que el valor que toma la funcién de Lyapunov
sobre las trayectorias de flujo del campo vectorial, esta acotado. Para que esto
se cumpla, debemos tener que el valor de V estd acotado dentro de un
conjunto compacto. Busquemos esta acotaciéon mediante la funcién b(x, y,z)

tal que V <b(x,y,z) .
V=x+y’ +(z—(6+r))2
<x*+y’ +([Z|+(G +r))2
<x*+y’ +(|Zl +45)2 =b(x,y,2).

Dentro de la caja K,
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Suph(x,,z)= 2(45)> + 45" +((4542 +1)+45) <o,

y la funcion V esta acotada.

Solo falta verificar que existe una funcion a(x,y,z) <V tal que

a(x,y,z) > o cuando |x,y,z| > « . Es sencillo ver que :

a(x,y,z):=x" +y° +(|z! + 1)2 <V
cumple con esta propiedad.

Entonces, fuera de la caja K, sobre cualquier trayectoria de nuestro campo
vectorial, la funcion V' es siempre decreciente. Ademas, nuestra funcion de
Lyapunov tiene un minimo localizado en el punto (0,0,c+r), el cual estd
dentro de la caja. Por esta razén, cuando se va reduciendo el valor de la
funcion de prueba de Lyapunov, €sta se acerca a su punto minimo. Cuando
entra a la caja K, ya no puede salir, ya que la dertvada direccional fuera de la
caja es negativa. Si suponemos que el flujo si sale de la caja K, tendriamos
una contradiccion, pues la funcién de Lyapunov alcanza su minimo en el
interior de la caja. Es precisamente la misma légica que utilizé Lyapunov en
su estudio sobre estabilidad de puntos de equilibrio, solo que en este caso se

ha sustituido el punto por un conjunto mds grande.

Consecuentemente, K es positivamente invariante para el campo vectorial

del sistema de Lorenz.

Este resultado es de esperarse, ya que numéricamente, todas las
trayectorias en este intervalo de pardmetros, ya sea que terminan en un punto
de equilibrio, u oscilan alrededor del atractor extrafio. Véase la figura 19.

Esto finaliza la demostracion del Teorema IV-1.



V-9

dka200:[merlin.cc.lorenz]llorenzmain.exe; 32

sigma=10.000000; r=28.000000; b=2.666667; iteraciones=10000; PLANO Y=0

start/stop
parametros

[motion]

[views]

ABANDONAR

i

figura 19
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Conjunto positivamente invariante en el Sistema Acoplado

Sistemas acoplados

Para el estudio de un par de sistemas de Lorenz acoplados, y su posible

sincronizacién, consideremos primero lo siguiente.

El sistema de Lorenz es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
definida en R*. Es decir, el sistema de ecuaciones define un campo vectorial
en R* y la solucién que pasa por cualquier punto u, € R’ se define como
9, (1), donde ¢, (0)=1u,. Es decir, ¢,: R — N>,

Antes de proceder es necesario definir lo que es un sistema acoplado.

Definicion : Sea (u,v) = & € R* x R,

1 0 0000 000100
A={0100 0 0, A7={0 0 0 0 1 0.
0 01 0 00 0 0 0 0 01

Y sea #= f(u) un sistema de ecuaciones diferenciales definido en R> y g una
funcion g: N> x R’ — R>. Entonces, el sistema & = I(E) definido en
R* xR dada por :

E=[f(u)+ guw)]A" +[f () + gv,w)] 4",

se llama sistema acoplado de los sistemas f{u) y f(v).

Por ejemplo, para acoplar el sistema de Lorenz de forma lineal en la
variable x, tendriamos que  g((x,,y,,2,).(x,,,,2,)) = —k(x, — X,),

obteniendo :
X, = ~ox, +oy, —k(x, —x,),

W ==V —xz trx,
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z, ==bz, +x,y,,
X, = —ox, +oy, —k(x, —x,),
Vy ==Yy = XyZy Xy,
Z, ==bz, +x,),.
donde A = (c,b,r) es un parametro.

El analisis de este tipo de sistemas se hace mas facil mediante el estudio

por separado de cada una de sus partes.

La variable de nuestro sistema acoplado es (x;, ¥, Z;» X, ¥, &) € Ry
nuestras curvas solucion @, () estaran definidas por : @, : R — R°, con un
punto inicial, o valor a la frontera, &, € R°.

Para hacer un estudio con algtn significado tangible, debemos reducir la
dimensionalidad del problema de R® a R®’. Esto se puede hacer al tomar la
funcién @: R® — R*., definida por :

DX, V1,21, X5, V5, Z5) = (X, =X, Y1 — V5, 2y — Z3) -

Si pensamos en una funcion y, @ R — R’ tal que W, (1) 1= Do, (1)),

el conjunto y = {\yé“: E, € 9%6} forma una familia de trayectorias en R°. La

familia ¥ no es soluciéon de un campo vectorial : esto se debe a que para
alguna ty &, &, eR°® distintas, se tiene que Y, () =y, (#), lo cual seria
contradictorio al Teorema de Existencia y Unicidad. Basta pensar en los
puntos &, =(a,b,¢,0,0,0) y &, =(2a,2b,2c,a,b,c). En el caso de nuestra
familia de curvas, tenemos que Wy, (0) =, (0). Pero las curvas solucion
que definen las trayectorias que siguen . (1) y Y, (f) no son iguales, ya

que estdn definidas por ¢, y @, . En resumen, la familia y es un conjunto

de curvas en el espacio R’ las cuales pueden intersectarse una o muchas

veces.
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Definicion: Sea a §=h(§) un sistema diferencial acoplado definido en

R>xR* y compuesto por dos sistemas 1 = f(u) en R>. Sea @, (2) 1a solucién
de § = h(%) que pasa por el punto £, € R* x R>. Sea
D(Xp V15213 X35 V39 %) = (X, = X0 ¥1 — V20 % — ) -

Entonces el flujo de y, : R — R> definida por Y, (1) := D(9, (7)) se

llama flujo de acoplamiento.

Dentro de la familia y --de los flujos de acoplamiento-- existen varias

posibilidades, entre las que podemos destacar :

LVE, eR®, VN>0, 31, eR*:

\V&o(to)\) > N . En este caso, se dice

que los sistemas se salen de cualquier conjunto acotado, es decir, no son

positivamente invariantes.
2. La sincronizacion.

3. La pseudosincronizacion.

Sincronizacion

Pasemos a definir formalmente lo dos ultimos términos :

Definicion : Si en un sistema diferencial acoplado se tiene que
VE, eRyVe>03t,:V >t
se verifica que
H\y é(.(t)” <E.

Entonces se dice que el sistema acoplado sincroniza.

Definicion : Si en un sistema diferencial acoplado se tiene que
VE, €N, limy, (1)=Ti(1)
y donde se tiene que
AT >0: G(t)=G(t+kT) Yk e{.,-2,-1,0,1,2,..},

(es una “orbita perioédica”),
Se dice que los sistemas de ecuaciones acoplados pseudosincronizan.
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Lo que sigue es analizar un sistema acoplado de forma lineal de las

ecuaciones de Lorenz :
X, =—ox, +oy, —k(x,—x,),
V==Y Xz g,
zZ, ==bz, +x,¥,,
X, =—0x, +oy, —k(x, —x,),

Vo ==y, —x,2, + 1y,
z, = =bz, + x,y,.

Este sistema est4 acoplado de forma lineal en la dimension x. También es
posible acoplarlo linecalmente en la direccién y 6 z, 6 en varias a la vez. Lo
primero que debemos establecer es la existencia de un conjunto
positivamente invariante. Si esto no se cumple, no es posible la garantizar la
sincronizacion, puesto que no podemos saber que pasa con el sistema cerca

del infinito.

Para entender la mecanica en la determinacion del conjunto positivamente
invariante en el sistema acoplado, primero hay que pensar que tenemos dos
sistemas de Lorenz sin acoplar, es decir, un sistema dual en R° . Estas

serian :

—ox, + oy,
W=|—-y —xz,+rx, |,
—bz, + x,y,
—ox, + oy,
V=|-Yy, ~X,z, +rx,
~bz, +x,,
Es obvio, por los resultados obtenidos anteriormente, que este sistema

dual es positivamente invariante en K x K . Estos resultados fueron posibles

gracias a que fuera del conjunto X, la derivada direccional ¥ < 0.

Ahora a estos sistemas les agregamos el término de acoplamiento :
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w=f(x,y,2)) = k(x, = x,),
V= f(x,,),,2,) —k(x, —x,).

Lo que se tiene que hacer en el sistema acoplado es determinar qué efecto
tiene el término de acoplamiento sobre ¥ . Entonces, si existe un conjunto K
tal que K x K K, y la contribucién del término de acoplamiento a ¥ es
negativa fuera de K, el conjunto K sera positivamente invariante para el

sistema acoplado.

Determinacion del conjunto positivamente invariante

Teorema )IV-2 : Los sistemas de Lorenz acoplados linealmente en las variables x,
¥,y Z son positivamente invariantes.

Demostracion ;

Construyamos una funcién de Lyapunov no estricta, utilizando la que

obtuvimos en la primera parte :
Wu,v)=V(u)+V(v).

Esta funcién es mayor o igual a cero; solo falta determinar si podemos
encontrar un conjunto acotado fuera del cual la derivada direccional a lo

largo de las trayectorias es menor o igual a cero : W <0.

Noétese que hemos separado la funcién que proponemos en dos partes, una
que sélo depende de la u y otra que solo depende de la v. Por esta razon, la
variacion de V(u) con respecto a v se anula sobre toda trayectoria, y

anadlogamente para la variacion de V(v) con respecto de u. Es decir :

(GV(u) oV (v)
oy * Ox

j{[f(“) + g(u )] +[ f() + g(vw)] 4"} = 0.

Esto lleva a que la variaciéon de W sobre las trayectorias del sistema

acoplado se pueda escribir como :
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i (GV(u) LW

ou v ){[f(“)Jrg(“’V)]A’+[f(V)+g(v,u)]A~},

Llevando a cabo las operaciones de las matrices A" y 4" se obtiene :

7 = 22 )+ g+ 22

) )+ g0

=70+ L ]+ [ 2 g0,

Donde es trivial notar que
. . 1
V(u):V(v)s—Z V() eR xR\VKxK.
Por ende, solo hay que verificar el término :

R P

Aplicando la derivada direccional al término que nos interesa en el

sistema acoplado sobre el eje x :

—k(x, —x,) ~k(x, —x,)
Vxpyz)| | PV ernz) |,
ou ov
0 0
—k(x, —x,) —k(x, —x,)
aV(xby]:Zl) E) ? +6V(x25y2922) z) ] _
ox, 0x,
0 0

=2x, (— k(x, —x, )) +2x, (— k(x, —x, ))
=—2k(x,~x,)" <0.

Este altimo término es menor o igual a cero siempre y cuando se acote el

valor de £ a los numero positivos. Entonces :

W(u,v)=Vw)+V(v)—2k(x, —x,)° <—

1
—2k(x, — R gu—
(X, —x,) )

o=
B —

Y se concluye que W <0 para K = K x K.
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Con los mismos razonamientos hechos para el caso no acoplado, es
evidente que W(u,v)="V(u)+V(v) es una funciéon de Lyapunov no estricta
y los argumentos restantes para demostrar que K = K x K es positivamente
invariante, para el acoplamiento lineal en la dimension x, son inmediatos. Es

decir, sup k(W(u, v)) <o y ademds, cuando ‘(u, v)‘ —> o, W(u,v)—> o
uniformemente.

Aplicando la derivada direccional al sistema acoplado sobre el eje y y

fijandonos en el término de interés, se obtiene :

0 0
oV(x,,¥.2,) oV (x5, ¥5,2,)
wlaul ‘ —k(yé)—yz) +——————2av2 ? ~k(y(z)—y]) =
oV ( ) 0 ov( ) 0
X, V.2 Xy, VysZ
1> V152 k(- ) |+ 252529 —k(y, =y | =
oy, 0 0y, 0

:2J’1[_k(y1 _yz)]+2y2[_ k(yZ —yl)]

:—2k[(y12 = y2,)+ (v} ‘W2)]'

Entonces tenemos que —2k(y, —y,)*> <0. Y por las mismas razones que

antes, el conjunto K x K es positivamente invariante.

Aplicando el operador diferencial de Lyapunov al sistema acoplado sobre

el eje z, tenemos que :

0
0 -

0

aV(xlhyhzl) O +5V(x2>y2522)
ov

—k(z, - z,) —k(z, - z,)

ou
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0 0
aV(xlvylazl) O +6V(x2’y2’22) O —
0z, 0z,
-k(z,-z,) —k(z, —z,)

S ICRICRTS) RN I B CRCERe) O

= —2k[(zl2 —z,z, = (0 +r)z, + (0 +7)z, ) + (2:22 —z,z, —(G+7r)z, + (G +r)z, )]

Entonces tenemos :
—21{[212 -2z, — (6 +7)z, +(0+F)z, +2,°—zz,—(c+r)z, + (0 +r)zl] =
=— 21{[212 -z,z, + 7’ - le?_]
=—2k[z1 —22]2 <0.

Por lo tanto el conjunto K x K también es positivamente invariante en

este caso.
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Sincronizacion del sistema acoplado de Lorenz

El sistema acoplado de Lorenz, en cada una de sus dos partes, tiene un
comportamiento cadtico muy semejante al del sistema de Lorenz sencillo.
Este comportamiento cadtico es muy complejo, pero aun asi, las dos partes
del sistema acoplado con comportamientos cadticos muy distintos el uno del
otro, después de un intervalo de tiempo suficientemente grande llegan a

converger en un comportamiento caotico casi idéntico.

Haremos un estudio numérico de los sistemas acoplados linealmente en
las dimensiones x, y y z, y finalizaremos con la demostracién analitica de la

sincronizacién del sistema acoplado en la dimension x.

En las siguientes paginas graficaremos series de tiempo, los cuales
representan la norma del flujo de acoplamiento. En pocas palabras, es la
distancia entre los flujos de ambas partes del sistema acoplado, graficado

contra el tiempo.

Métodos Numéricos

Dentro de la literatura publicada acerca de las ecuaciones de Lorenz, es
bien conocido que el metodo de Euler mejorado tiene la suficiente precision
para reproducir el flujo del campo vectorial y que la utilizacion de métodos
mds costosos no repercuten en ninguna mejoria en cuanto a la precision
obtenida. El metodo de Euler mejorado [23] lo podemos resumir de la

siguiente manera.

El método de Euler tiene la forma Y,

=Y].+hS, donde S es una

aproximacion a la pendiente de la curva solucion y=y(x) en el intervalo
x;, <x<x,, y hesel tamafio de paso. En el método de Euler mejorado el

valor de la pendiente es modificado mediante el método trapezoidal, para
. : ., 1

darnos la formula de iteracion: Y, =7V, +§h[ f (xj,Yl.)+ I (xj+l, pM)],

donde p,, =Y, +hf,.
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Para todos los estudios numéricos que se hicieron sobre la ecuacion de
Lorenz, este método resulto ser adecuado. No obstante, cuando se comenzd a
trabajar sobre el sistema acoplado surgieron varios problemas. El sistema
acoplado resulté presentar un mayor grado de rigidez, y fue necesario utilizar
un método que garantizara mayor exactitud. En los parrafos que siguen se
muestran los resultados que se obtuvieron con ambos métodos, para
ejemplificar lo que sucede cuando un sistema no rigido se altera de tal forma

que comienza a presentar rigidez.

El método de Runge-Kutta de orden cuatro resulto ser adecuado para el
andlisis del sistema, siempre y cuando se efectuaran los calculos en

procesador RISC, como se vera mas adelante.

Para utilizar el método de Runge-Kutta de orden cuatro es necesario

evaluar f en cuatro puntos seleccionados y usar obtener un promedio
ponderado para AY;. En particular se hace:

ki =hf(x;.Y;),

ky=hf(x;,+ohY, +B k),

ky=hf(x; +o,hY, +B,k +B;k,),
ky="hf(x; +osh Y, + Bk + Bk, +Boks),
Y

=Y, rak +ak, +ak,+a,k,.

Haciendo cierto manipuleo que no es relevante para esta tesis, pero que se
puede consultar en la referencia [23], se llega a la formula de iteracion del

método:
ky=hf(x;.Y)),
ky=hf(x,+h/2,Y, +k /2),
ky=hf(x,+h/2Y +k,/2),
ky=hf(x, +hY, +k),

k,+2k, +2k, +k,
p :

Y

=Y+
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Estudio Numérico

Comenzaremos con el sistema acoplado linealmente en la dimension x. La
figura 20 se obtuvo integrando numéricamente la serie de tiempo del flujo de
acoplamiento mediante el método de Runge Kutta de cuarto orden. Es claro
de la figura que el sistema alcanza la sincronizacion, ya que la grafica
converge a cero. Es importante notar que estos resultados aun se observan

cuando se integra por un método menos exacto, como el de Euler mejorado.

sigma=10.000000; r=28.000000; b=2 666667, iteraciones=41050; PLANO S=0
iteraciones hechas= 41050 wvaler de K=4.000000

x1=-12.79, y1=-19.36, z1= 2400, &2= -1.79, y2= 19.36, 2= 400

figura 20

De la figura 21 a la figura 28 podemos observar una proyeccién en dos
dimensiones del flujo de las dos partes del sistema acoplado bajo estudio.
Cada uno de los flujos es representada por una curva distinta, donde no

hemos incluido demasiadas iteraciones para poder observar como es que los
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dos flujos van convergiendo en uno solo. En cada una de las figuras hemos
graficado las curvas que se generan con 5000 iteraciones, comenzando cada
curva en un punto inicial distinto y alejado el uno del otro. El punto donde
comienza cada curva esta indicado con un punto oscuro. En la figura 21, los
dos flujos comienzan de puntos iniciales muy distintos. En la 22 estan
girando en sentidos opuestos. En la 23 se nota que una de las dos partes
cambia su sentido de giro para que esté en el mismo sentido que la otra parte.
De las figuras 24 a la 27 los flujos giran en el mismo sentido acercandose

cada vez mds, hasta que en la figura 28 se han vuelto casi indistintos.

Es digno de notarse que el flujo que siguen las dos partes del sistema de
Lorenz es de naturaleza cadtica, practicamente indistinguible del

comportamiento del sistema de Lorenz sin acoplar.



P T e T e —T W T
Heracianes ne 5000 valar e K4 0000

o AL y1- 400,71 LA, 2e TN, im 4R, m TR

figura 21

e 10 000000, 28 000003, b-7 665267
ferariones hechas~ 10K valor de K4 OO0

1+ 3300 y1- 400,21+ 200,02~ 7. 244 2, 2+ 700

figura 22

5i4m 8 10000000; 1=28.000000; bm2.666667; hteracione sm S000; PLANO 2o0
iteraciones hechat= 15000 valer de X~4.000000
X1+ 3300, y1- 400,21~ 200,32+ 700, yl=—A400, 2~ 700

sigrma=10.000000; ~=28000000; b=2 866647; iteracianes=5000; PLANO Z-0
fteraciones hechas= 20000 valor de K=4.000000

X1= 3300, yle 400,21 200, x2= -7.00, y2=—44 00, 2= 7.00

figura 23

sigma=10.000000; r=28000000; b=2 866667, iteraciones=5000; PLANO 2-0
freraciones hechas= 25000 valor de Km4 000000

1= 3300, y1= 4.00,21= 2,00, 2= ~700, y2=~4400, 22~ 700

figura 25

figura 24

5igena=10.000000; +=28.000000; b=2.666667; lteraciones=5000; PLANO 2=0
teractones hechas= 30000 valor de K=4.000000

1= 3200, yi- 4.00,21- 2.0, 2= -7 .00, y2=~44.00, 2= 7.00

figura 26

sigma=10,000000; r=28.000000; b=2 666667, teraciones=5000; PLANO Z=0
iteraciones hechas= 35000 valor de K=4.000000

¥1=3300,yi= 400,21 200, x2« -7.00, y2--4400,22- 700

figura 27

; bm2 666667, PLANO 2-0
ieraciones hechase 40000 valor de K=4000000

x1= 3300, y1= 400, 21- 200, 22n ~7.00, y2e-4400, 24 700

figura 28

IV-22
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Si observamos el comportamiento numérico del sistema acoplado
linealmente en la dimension y, nos topamos con algunas dificultades. Para
comenzar, la serie de tiempo del flujo de acoplamiento que obtenemos al
integrar con Euler mejorado lo podemos observar en la figura 29. En esta
figura no se nota ninguna tendencia hacia la sincronizacién, sino que mas
bien parece que se trata de una oscilacion. Al variar nuestra constante de
acoplamiento, k, obtenemos una variacién en la forma en que oscila la serie
de tiempo. Por ejemplo, en la figura 30 hemos cambiado el valor de &4 a
=7.

$igma=10.000000; ~~28.000000; b=2.666667; teraciones=25000; PLANO S=0 sigmam10,000000; r=2B.000000; b=2.666667; iteraciones=25000; PLANO 5=0
teraciones hechase 200000 valor de K=4.000000 fteraciones hechasw 300000  vajor de K=7.000000
X1=-1279, yla-19.36, z1= 2400, xim ~ 179, y2= 19.36, 2= 400 X1=-1279, y1=~19.36,21= 24.00, 2= -179, y2= 19,36, 2= 400

VAU AW ALYV NN S XV, I VY VYV S VRV

figura 29 figura 30

Una vez que se aplica un método que genera menos errores numéricos en
las operaciones computacionales, como Runge-Kutta de orden cuarto, se nota
que el sistema sincroniza rapidamente para cualquier punto inicial que se
tome. Esto se aprecia en la figura 31. Esto se debe a cierta rigidez que
presenta el sistema, que es mas notorio en procesadores que ejecutan un
mayor numero de instrucciones por cada operacion numérica, como se da en
caso de los procesadores de la familia x86, que encontramos en las
computadoras personales. Cuando se utiliza un procesador de disefio RISC,
la rigidez del sistema con el método de Euler mejorado es menos aparente, y
desaparece por completo con Runge Kutta. (Aunque se vuelve insignificante,

la rigidez no desaparece por completo con procesadores x86, debido a la
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multiplicacion de los errores por el hecho de utilizar mas instrucciones para

las mismas operaciones numéricas.)

sigma=10.000000; r=28.000000; b=2666667; iteraciones=1000; PLANO 8=0
iteraciones hechas= 1000 wvalor de K=4.000000

®1=-1279,y1=-19.36, 21= 24.00, 2= -1.79, y2= 19.36, 2= 4.00

figura 31

La forma en que se da esta sincronizacion puede observarse en las figuras
32 y 33, notandose que persiste el comportamiento cadtico. En la figura 32,
las dos partes del sistema acoplado comienzan de puntos iniciales muy
distintos y rapidamente se acercan uno a otro. En la figura 33 se observa que
continuan su flujo por caminos practicamente idénticos, dibujando las figuras

que caracterizan al sistema de Lorenz sencillo.



sigma=10.00000C; r=28.000000; b=2.666667; iteraciones=5000; PLANQ Z=0
iteraciones hechas= 5000 valor de K=4.000000

x1=3300, yl= 400, zl= 2.00, 2= -7.00, y2=-44.00, 22= 7.00

figura 32

sigma=10,000000; r=28.000000; b=2.666667; iteraciones=15000; FLANO Z=0
iteraciones hechas= 20000 valor de K=4.000000

x1= 3300, yl= 400,z1= 2.00, 2= -7.00, y2=-44.00, 22= 7.00

figura 33

IV-25
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El sistema acoplado en z parece ser un poco mas complicado, pero es
similar a lo que se observa en el caso anterior. Utilizando el método
numérico de Euler mejorado se observa un comportamiento que nos indica
que el sistema podria estar siendo afectado por cierta rigidez, resultando
similar a lo que se observa en la figura 30. Para eliminar este problema,
utilizamos el método de Runge Kutta de cuarto orden en un procesador de
caracteristicas RISC, para obtener la serie que se ve ilustrada en la figura 34,
en donde se nota una clara tendencia a la sincronizacién. La grafica converge

asintoticamente al valor cero.

sigma=10.000000; r=28.000000; b=2.664667; iteraciones=100000; PLANO S=0
iteraciones hechas= 120000 wvalor de K=4.000000

x1=-12.79, y1=-19.36,2z1= 2400, 2= -1.79, y2= 19.36, 2= 400

figura 34

La forma en que se obtiene la sincronizacion se ve de las figuras 35 a la
38. Otra vez comenzamos de puntos iniciales muy distintos. Las dos partes
del sistema comienzan a girar en el mismo sentido en la figura 35. En la
figura 36 los flujos siguen girando, acercandose cada vez mas. En las figuras

37 y 38 siguen girando y convergiendo en un solo flujo.
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Debemos recalcar que estos experimentos numéricos fueron realizados
para un gran numero de puntos iniciales distintos y en todos los casos se
obtuvieron resultados similares. Tambien se vari6 la constante de
acoplamiento, k£, y se notd que la sincronizaciéon se lleva a cabo mas

rapidamente cuanto mayor sea el valor de esta .

sigma=10.000000; r=28.000000; b=2.666667; iteraciones=5000; PLANC Y=0
iteracicnes hechas= 65000 walor de K=4.000000

x1=-12.79, y1=-19.36, z1= 24,00, R2= -1.79, y2= 19.36, 2= 400

Dy

figura 35

sigma=10.000000; r=28.000000; b=2.666667; iteraciones=5000; PLANO Y=0
iteraciones hechas= 70000 wvalor de K=4.000000

X1=-12.79, y1=-19 36, z1= 2400, 2= ~1.79, y2= 19.36, 2= 4,00

W

figura 36
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sigma=10.000000; r=28.000000; b=2.666667; iteraciones=5000; PLANC Y=0
iteraciones hechas= 75000 wvalor de K=4.000000

x1=-12.79, y1=-19.36, 21= 24,00, &= -1.79, y2= 19.36, 2= 400

figura 37

slgma=10.000000; r=28.000000; b=2.666667; iteraciones=5000; PLANO Y=0
iteraciones hechas= 80000 valor de K=4.000000

x1=-12.79, y1=-19.36, 21= 2400, 2= -179, y2~ 19.36, 22= 400

figura 38

Enfatizamos el hecho de que estos resultados son numéricos, y
definitivamente no garantizan que los sistemas sincronizan. Para eso es

necesario la demostracion analitica.
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Demostracion de sincronizacioén en la primera variable

Para verificar la sincronizacion, es necesario observar analiticamente el

flujo de acoplamiento, el cual debe converger hacia el origen.

Recordemos : el conjunto donde estan contenidos los parametros es el

siguiente,
A={o.rb)eR’: Hh<o<l15 %<r<30, %<b<df,

y para los valores de los parametros dentro de este conjunto, hemos

~

encontrado un conjunto invariante K.

Teorema IV-3: El sistema de Lorenz acoplado linealmente en la variable X,
sincroniza dentro del conjunto de parametros A, para valores de £>3.5.

Demostracion :
Escribamos el sistema acoplado de la siguiente manera (*):
p=f(p,u)y=-o(x, - y)-k(x, —x,),

. (* Vi — X2 +rx1)
u= g(pau)_ _bzl +x1y1
qu(qsv):_c(xz ‘yz)_k(xz —xl)a

Yy T X2, +”x2j
—bz, +x,y,

\"=g(q,V)=(

(ot
pP=X,q=X,, U= yv= )
Z Z,

Demostraremos que para dos condiciones iniciales distintas la norma de la

donde

diferencia de las distancias entre las orbitas respectivas (es decir, la norma
del flujo de acoplamiento) tiende exponencialmente a cero. Con esto el
sistema sincronizard. Para ver si esto es posible, es necesario estudiar el
comportamiento del flujo de acoplamiento. Para este efecto escribamos este
flujo en dos partes, de la forma: w=p—g y w=u—v. Para esto se tiene

que: w=p-q y w=u-v. Es importante notar que el flujo de
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. . . . 6
acoplamiento no es solucién de un campo vectorial definido en R°, donde

estd el sistema acoplado, pero si es solucién del campo definido en (*).
Desarrollemos la primera ecuacion :
w=p—q=f(p,u)=f(g.v)= f(p,u)- flg.w)+ f(g.u) - f(q.,v)
==0(x; = %)) = k(x; =x)) +0(y; = ¥;) = ~(6 + k)(x; = x,) + (¥, = »,)

= —(c+k)w+(c O)W/.

Donde o(y, — y,) = (c O)(yl - yzj = (c O)VV.

54
Es decir, tenemos una ecuacién no homogénea de la forma :
w=Aw+ b(t).
La solucién de la ecuacion homogénea asociada es :
w(t) = w(t,)e ",

Podemos simplificar este sistema podemos utilizar la formula de variacién

de constantes, que dice [17] :

Formula de variacion de constantes: Sea ¢(tf) una solucién de

x = A(t)x +b(t) que pasa por (f,,x,) y sea X una matriz fundamental de
soluciones del sistema homogéneo asociado, entonces :

o(t) = X(r)[)(“(zo )x, + J’ X'l(s)b(s)ds}.

Aplicando la férmula e integrando de s a ¢, obtenemos :
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o= s) + [ b

(p(t)=e"(°+k)'[e(°+k)’w(s)+ j' e T (g O)W(a)dg],

@) = e I yp(5) + j' e T (5 0)w(E)dE .

Sacando normas y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

que :

“(P(t)H < (oTk)I=5)

w(s)| + o [ e D iae )|t
Pasemos ahora a analizar la ecuacion, W=u-v.

Esta segunda ecuacion nos describe el comportamiento de la otra parte del

sistema. Veamos como se desarrolla :
w=1-v=g(p,u)-g(g,v) = g(q,u) - g(q,v)+ g(p,u)— g(q.u).

o ( (¥, = y,)—(x,z, —xzzz)]((—xlzl +x,z) +7r(x, —xz)j
. —b(z, - z,) + (X, 0, — %, ;) (X, ¥, = X%, 0,) |

o _(_(yl =¥ — X%z _Zz)j +((_Z1 +r)(x, —xz)j
X,y —y,)—blz, - z,) »(x = x,) ’

w= v, -bM\z-z, + » (x,—x,),
- ("1 _x2)~ ((F_ZI)J
W= x, -b W+ ’ w

Es decir, tenemos una ecuacion no homogénea de la forma :

W= AW+ b(1).

La solucién de la ecuacion homogénea asociada es :
N e’ 0
w(t) = 0 e w(t,) -

Podemos utilizar la formula de variacién de pardmetros para escribir:
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- e 0 et 0)_ et 0
3(0) =( . e]{[ . ej i(s)+ [ ( ) e,,g]b@da},
~ e’ 0fer 0 et 0 F—Zl(i)) -
(P(t) = [ O e—[rljl:( 0 eh,\) W(S) + f[ O ebé]( yl(é) w(é)dé} >

=[O Jwee [ 8 )
(P(t):[ 0 e—h(;-.y)jw(s)‘*’[( 0 e~h(r—§)j( ,(8) w(&)dE .

Es facil establecer luego la desigualdad :

e—(f*.\') (l &) 0
0 oM 0 UG

6] < e s+ L[ e wee)ae -

Donde a = max(l,b),

(r—z@) ’
Jﬁ(é)

<307 —2(0.5)(45v2 + 1) + (4542 +1)? + 45> <900 — 65+ 4180 = 5015 = I2.

;(i)

ficol< [Foad

Hn s

s+ [ ¢

=1’ +2r7,(8)+ 2, (E)+ 3,7 (E) <

En seguida vemos que :
[wo = [p) - g(o) < |0 +g(0)] < 90v2 = M, ,
i) =ty = v < )] + oo < 2457 + (4242 +102] © <160 = .

Esto ultimo dado que el sistema acoplado permanece dentro de un

conjunto positivamente invariante.

Entonces podemos escribir:

ol < Me =0 4 6 [ o100 e g

G0l < M 4 1 [ e

Combinando ecuaciones:
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H(Np(f)” = Myt 4 L‘[e—a(l—r)[Mle—(c+k)(r—.v) + Gfe—(mk)(r—g)”w(i)”di:ldt

”5(’)” = M,e™t 4 M, Le (b fe_(°+k_a)TdT+GLe_a’ J:e~(o-+k—o()r .‘[(e(“k)&HW(é)”dE_,d'c.

Analicemos:
MlLe~al+(c+k).\' Ie—(c+k~a)rd,c _ ML e—al+(c+k),v(e—(c+k—a).\' _ e—(c+k-a)1)
d c+k-a
_ AAL (éﬂuﬁ)_e4cwxpw)< ALL —a(r-5)
c+k—-a T o+k-a

Lo cual se cumple siempre y cuando o +k—o > 0. Ademas, esto es
necesario para evitar una singularidad. En nuestro conjunto de parametros,

basta con que £>3.5.

En seguida veremos acotada la doble integral:

cLe™ fe—(c+k—a)r J:‘e(wk)iuﬁ;(&)”d&d'r =gLe™ f J:e—(c+/c—a)1€(c+k)gIlw(é)lld&dr _

a3

R e,a,[e(mk)é“W(g)H(e’(“k*w) ]ﬁd&z

Co+k-a
B
= [ ele ¢ B

ol

Co+k-a

__ cL e -l'(eaf, _ e(f’*k)ﬁ‘(“*kia)s)“W(a)” =

oc+k—o

eiat ‘[.'(e(mk)gf(mk—a).v _ eaé )”W(é)” =

cL
S_
c+k—-a

e [ )]

Entonces:
ML clL
o+k—a o+k—-a

c+k—a

—alf-s) _

“(Np(t)” < Mze-u(t—.y) +

e '[eo@“w(g)

b

el < ag, + [l

c+k-a

Se nota que ¢(f) y W(¢) esla misma funciodn, y se recuerda [18]:
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Desigualdad de Gronwall: Sea u: [0,0L] — R continua y no negativa. Suponga que

existen ¢,k > 0 tales que p(¢) <c+ fku(t)dt paratoda f € [0,0L] . Entonces:

u(t) < ce*t™

paratoda f € [0,0L].

Esto lo podemos utilizar para escribir:

ol !
e ”5(1)” < [( j\l2 + —ﬁl[—) e™ }eAchu(l—‘\) - Ne—y(/-,\-) ]

c+k—o

ML ol
ponde ~{ 31,0 Yo oS
nde N M2+o+k—ae Y 0+k—a( $)>

Entonces tenemos que para “(Np(t)H :
“(NP(I‘)“ < N~ o pfp=(rea)ispssos _ Ar,~(r+a)i=s)

Y por lo tanto,

(~p(t)“ esta exponencialmente acotado.

Sustituyamos esto en la relacion para H(p(t)H :

“(p(t)“ < Mo cj'e”(‘”“)("i)Ne‘”*“‘““")dg _
o)

— Mle—(c+k)(r~,v) + GNe (aHhIr+s J'e—(c+k—y—a)§dé _

S

<

) N ) ' e—(c+k—y—a)l __e—(c+k—y~a)x
_ Me (o+k)(1-5) +GN€ (o+k ) +(y+a)s
- 1

c+k-y—-a

e—(c+k—y—a)l
< M]e—(c+k)('—-\') +oNe lorbslyradsy = |
c+k-vy-a

~(y e )i-)
- _y ONe oN B(rms
SMe o —— < (Ml +——————je PU=5)
c+k-vy—-a c+k—-y-a

Donde B =min(c+k,y+a). También podemos especificar que
6+k—a—7v>0,locual se cumple si £>3.5.

Y de esta forma H(p(t)“ también se encuentra exponencialmente acotado.

Por lo tanto, el flujo de acoplamiento tiende a cero exponencialmente. Es

decir, el sistema acoplado sincroniza. Esto demuestra el Teorema IV-3.
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Apendice 1

Para encontrar la funcién de prueba de Lyapunov partamos de la primera

funcién con que generalmente se intenta :
2 2 2
V=ax" +a,y +a,z".
El principal problema al que debemos dirigir nuestra atencién, en la

funcion de Lyapunov, es donde la derivada direccional debe ser menor a

CEro.

Al encontrar la derivada a lo largo de las trayectorias del campo vectorial

del sistema de Lorenz para la funcién V tenemos :
V =2xa,(-ox +0y) +2ya, (-y — xz +rx) + 2za,(~bz + xy)
= (=20x" +20xy)a, + (-2y° —2xyz + 2rxy)a, +(~2bz* +2xyz)a, .
Si hacemos que a, = a, obtenemos :
V =(-20x" + 2oxy)a, +(-2y* +2rxy - 2bz%)a, .

Si a,>0 y a, >0, los términos —2ox’a,, —2y’a, y —2bz’a, son
negativos, y por eso so6lo hay que concentrarnos en el término
2xy(a,c+a,r) .

Hasta el momento lo que tenemos es una funcion con derivada direccional

de la forma :
V= —20x’a, —2a,(y’ + bz’ )+ 2xy(a,0 +a,r).

Si notamos que el término xy estd presente en z = —bz + xy , podriamos

eliminarlo de la derivada direccional si la ponemos en la forma :
V=-20x’a, -2a,(y* +bz*)+ 2xy(a,c+a,r)+a,z,
donde a, = -2(a,c +a,r).

2 2 :
Esto se logra con una V =a,x* +a,y’ +a,(z~a;)* ya que al derivar se

tiene :



V =2axi+2a,yp+2a,(z—as)z
=2a,xx +2a,yy +2a,zz - 2a,a,z,

a, oa,+ra,
donde a, = - = )
2a, a,

Haciendo a, = @, =1 tenemos que nuestra funcion queda :

V=x’+y" +(z-(c+r))°.
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CONCLUSIONES

En el desarrollo de este trabajo se dio una introduccidn a las caracteristicas del
sistema de ecuaciones de Lorenz, sistema que ha sido muy estudiado debido a su
naturaleza cadtica y a la presencia de un atractor extrafio. En seguida se
estudiaron los conceptos de dinamica simbdlica, la herradura de Smale, y la
orbita homoclinica que aparece en dicho sistema. El motivo de este desarrollo
fue para dejar en firme los conceptos que son necesarios para un posterior
estudio de estas ecuaciones, y en especial del sistema acoplado, ya que hasta la
fecha no hay ningtin modelo que explique todas las propiedades que se observan.
En seguida se detallan los resultados de un estudio numérico hecho en una
estacion de trabajo de RISC, para de esta forma entender un poco mads la
complejidad del sistema. Hasta aqui se puede decir que fue un trabajo de
programacion y recopilacion bibliografica. En el capitulo IV es donde estan los

resultados importantes de la tesis.

Después de presentar el comportamiento del sistema de Lorenz, se acoplaron
dos sistemas de Lorenz, y se demostré que para un tiempo suficientemente
grande y con un término de acoplamiento adecuado, es posible que ambos
sistemas presenten una sincronizacion en su comportamiento. Esto ocurre aunque
cada sistema tenga un punto inicial muy diferente al otro. Y también se observa
que la sincronizacidén no implica la perdida del comportamiento cadtico ni la
desaparicion del atractor extrafio. Es bien sabido que existen muchos procesos
quimicos que tienen un comportamiento cadtico. Existe literatura al respecto [21]

en donde acoplar osciladores quimicos. Los métodos de analisis de sistemas
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acoplados del capitulo IV podrian ser utilizados para buscar la posible

sincronizacion.
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