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l.- Introduccidn

En la presente tesis consideramos modelos semiempiricos para investigar
oscilaciones no lineales de cilindros. En el capitulo Il investigaremos
oscilaciones de dos cilindros en una configuracion tdndem, donde el primer
cilindro (en la nomenclatura de navegaciéon de botes: el cilindro barlovento)
produce una estela donde esta inmerso el segundo cilindro (el cilindro
sotavento). En el capitulo IV analizaremos las oscilaciones de un cilindro rigido
movil en un arreglo de cilindros rigidos inmdviles. Los conocimientos de
hidrodinAmica respecto al objetivo de nuestra tesis son muy limitados. Solo
existe una teoria asintdtica para describir la estabilidad de un cilindro Unico. Para
para el andlisis exacto de la tesis se necesitaria una solucion de las ecuaciones
de Navier-Stokes para el flujo alrededor de un cilindro (o dos cilindros) que
empiece a moverse en el ambiente de otros cilindros. Entonces se trata de un
modelo bidimensional, no estacionario con condiciones de frontera
desconocidas, porque los valores espacio temporales de las amplitudes, no se
conocen al principio de los célculos. Debe ser claro que los problemas de
analisis se reflejan en tratamientos numéricos y experimentos numeéricos, que no

fueron hechos hasta ahora.

Pero el problema es de gran interés en la aplicacion de técnicas, como
generadores de vapor, condensadores y transformadores de calor. Aqui nos
referiremos s6lo a un ejemplo. Los cilindros son intercambiadores de calor
(disipadores de calor); si un cilindro movil tiene amplitudes grandes, éste
colisiona con los cilindros inméviles, esto significa que el sistema de
transferencia de calor falla. La importancia de nuestro problema ha motivado a
varios investigadores a hacer experimentos y de tratar de extraer datos de los
resultados experimentales para establecer modelos semiempiricos. El proceso
de desarrollar un modelo semiempirico necesita, sin embargo, una larga serie de
experimentos para que se ajuste un modelo con los valores experimentales.
Conocemos el ejemplo del Prof. E. Berger, que trabajé en la Universidad

Técnica de Berlin, Alemania, que invirti6 mas de 20 afios para formular un
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modelo. Ademas se tiene que decir que un modelo semiempirico tiene siempre
el caracter de ser “criptico”. Esto es por que un modelo nunca es completo y
los datos incluidos en el modelo son desconocidos para las personas que se
encuentran a éste modelo por primera vez. Pero, por otra parte, se tiene que
decir que las ecuaciones de Navier-Stokes, representan un modelo

macroscopico sin atender efectos microscopicos.

La tesis, por falta de equipo experimental, es un estudio tedrico que trata
de introducir ideas recientes de las matematicas no lineales en modelos lineales
de varios autores. Los modelos no lineales son importantes porque no solo
pueden predecir la transicién entre el estado de equilibrio y las oscilaciones
(como los modelos lineales) sino que también predicen cantidades tan
importantes como las amplitudes y las fases de las oscilaciones. Los
conocimientos matematicos necesarios para esta tesis fueron transmitidos en

clases de posgrado dados por el asesor de la tesis Prof. P. Plaschko.

Ahora empezaremos con una breve discusién de los modelos a usar.

Berger [1] considera un modelo no lineal de oscilaciones transversales
(de un cilindro) a un flujo y supone que las oscilaciones son provocadas por la

fuerza de sustentacion.

Paidoussis y Price [2] plantean el modelo lineal para dos cilindros uno
(cilindro sotavento) detras del otro (cilindro barlovento), que oscilan

transversalmente al flujo incidente (véase figura 1).

Consideran que el flujo incide sobre los cilindros, pero también
consideran la interaccién de la estela del primer cilindro sobre el segundo

cilindro.
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Figura 1. Configuracion tandem, donde el primer cilindro es llamado cilindro

barlovento y el segundo es llamado cilindro sotavento, con un flujo incidente.

Granger y Paidoussis [3] toman un modelo lineal de oscilacion de un
cilindro rigido restringido a moverse sélo en la direccién transversal al flujo, en
medio de un arreglo de cilindros inmoviles (véase figura 2). Plantean también la

ecuacién con un término de memoria.

O&O
(=

Figura 2. Una seccion transversal de un arreglo de cilindros

fijos con un cilindro que se desplaza en la direccién vertical.

Donde P es la distancia entre los centros de los cilindros

Berger y Plaschko [4] consideran un modelo no lineal para los
desplazamientos en la direccién vertical de un solo cilindro. Aplican el método de

escalas multiples, la rutina de bifurcacién y rutinas numéricas recientes para



4

calcular soluciones. Con estos métodos obtuvieron resultados relevantes para la
solucion que se bifurca desde el estado de equilibrio. Obtuvieron también la
estabilidad de las soluciones y transiciones en forma de histéresis.

En el capitulo Il discutiremos la teoria cuasiestatica, que se usa para
predecir oscilaciones de un cilindro moévil en un arreglo de cilindros fijos.
Después daremos detalles de los modelos semiempiricos individuales
mencionados anteriormente. Los modelos resultan que son lineales y los

resultados correspondientes tienen ciertas limitaciones:

Se desconocen las condiciones iniciales (Cl). Por esto las teorias lineales no
son capaces de calcular amplitudes y fases.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales son siempre
estables.

Los modelos lineales predicen la transicion entre el equilibrio y oscilaciones
sélo a lo largo de una curva ( se llama esta curva en la teoria lineal “ el limite
de estabilidad” ). Los puntos que no estan en esta curva representan el
equilibrio u oscilaciones amortiguadas. Esto significa que linealmente falta

una region bidimensional de oscilaciones estables.

Por otra parte, una aproximacion no lineal da los pasos para establecer
un criterio de prediccion para la estabilidad, variando todo el conjunto de
parametros que se tienen en el sistema y que pudieran determinar la transicion,

desde un estado de equilibrio hasta la oscilacién periddica de los cilindros.

Adicionalmente, la aproximaciéon no lineal permite el calculo de las
amplitudes y frecuencias de oscilacion de los cilindros. Por lo tanto se puede
concluir que un estudio no lineal da generalmente mas informacién que el

andlisis lineal correspondiente.

Asi entonces, en el capitulo Il se introducen términos no lineales en los

modelos de oscilador lineal para formar una teoria de oscilaciones no lineales
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del modelo propuesto por Paidoussis y Price [2]. Ademas se calcula la solucién
de bifurcacion y la frontera de la transicion entre la estabilidad y la inestabilidad.

Por altimo en el capitulo IV incorporamos el término de memoria en la
ecuacion diferencial ordinaria (EDO) del modelo de Berger [1], con los
parametros que propone. Calculamos la solucion de bifurcacion con el término

de memoria, la amplitud y la fase del desplazamiento del cilindro.

El modelo que usaremos es el oscilador de Van der Pol que viene en la
literatura [6] y tiene la siguiente ecuacién

G (- Dk+x=0,8= - )
donde # es la aceleracion, mk® es la parte de amortiguamiento no lineal, X es
la parte de amortiguamiento lineal, X es la velocidad y X es el desplazamiento.
Esto lo compararemos con nuestro modelo para determinar sus
propiedades, puesto que el modelo de Van der Pol ha sido estudiado

minuciosamente con anterioridad.

En lo sucesivo usaremos un modelo que esta basado en el modelo de

Van de Pol con una excitacion
G+ (0, + o, 92 )4+ y=1, (1)

f es la excitacién hidrodinamica.



Il Fendmenos y modelos semiempiricos

Trabajamos en esta tesis con la teoria cuasiestatica para describir como
nacen las ecuaciones de la fuerza de sustentacion y con tres modelos
semiempiricos, el modelo Berger y Plaschko [4], Paidoussis y Price [2] vy
Granger y Paidoussis [3]. Estos modelos son diferentes pero relacionados entre
si: Todos los modelos se refieren a un flujo homogéneo con velocidad U que

incide sobre el sistema.

a) Teoria Cuasiestatica

En esta seccion, para empezar, trataremos de caracterizar el
desplazamiento en general de un cilindro rigido en un arreglo de cilindros fijos
en dos dimensiones y después particularizarlo para nuestro trabajo. También
calcularemos las fuerzas hidrodindmicas usando modelos cuasiestaticos. Esto
significa que las fuerzas hidrodinAmicas que actian en un cilindro son
aproximadamente iguales a las fuerzas hidrostaticas, si las fuerzas hidrostéaticas
actuan en el cilindro bajo el angulo de ataque a (véase figura 3).

Consideramos un arreglo de cilindros y tomando una seccion transversal
como se muestra en la figura 3, con un flujo incidente. Consideramos que todos
los cilindros son rigidos y fijos, exceptuando uno, el cual se desplaza en las
direcciones vertical y horizontal caracterizados por el eje y y el eje x
respectivamente. La ecuacion de movimiento en la direccion vertical del cilindro

se puede escribir como

mL8+cy +ky=F,, (2)
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donde Fy es la fuerza hidrodinamica total en la direccion vertical, L es la

longitud del cilindro, D es el diametro del cilindro, m es la masa por unidad de

longitud, C es el amortiguamiento mecéanico y K es la constante de restitucion.

¥
UO O U—x i
= - X F
O O S E
. <
4
F,

Figura 3 Vista de una seccion trasversal de un arreglo cilindros con un flujo

incidente; diagrama de velocidades.

La fuerza hidrostéatica resulta de la fuerza de arrastre (F,) y la fuerza de
sustentacion (F). Los coeficientes de estas fuerzas tienen valores

adimensionales C, y C,. Entonces es valido lo siguiente

1

F, =2rUfLD(Cd cosa ) +C sen(a ), 3)
F, = TUZLD(C cosfa) - C,senfa), @

donde I es la densidad del fluido.

Noétese que para la ecuacion (2) necesitamos soélo la ecuacion (4).

También, segun la figura 3 damos las siguientes relaciones



?ﬁ!=f;&=f. (5)

La posicion (X, y)= (0,0) denota la posicion de equilibrio. Entonces se
pueden desarrollar C, y C, con series de Taylor para los valores de (X, y) cerca

del equilibrio (\X\ <<1,M <<1) para
adTC

,=C_+ X+
’ ﬂX i(0 0) g ﬂy %(o 0)

C,i=Cy * y.
’ e ﬂX (0,0 g ﬂy (0,0)

Para determinar los desarrollos de C, y C, usaremos las siguientes

C =

(6)

simetrias

Cd (X’ y) = Cd (X" y)’

C(xy)=-C(x-y), (7a)

El significado es que C, es una funcién par en la variable yy C, es una

funcion impar en la variable Yy (véase la figura 4). Entonces se sigue que

LCd(X’y:O) =0,
0%

Ci(xy=0)*0,
C (x=0,y)=0, 11TC:)/'(x=0,y)1 0. (7b)

Ademas, ponemos el cilindro en la posicion X =0. Por lo tanto es valido

(7c)
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Figura 4 Datos experimentales obtenidos de Price y Valerio [7] y el ajuste de

minimos cuadrados. C, y C, son funciones de y, con P/D =1.5,

para un arreglo como en la figura 2

Las simetrias de la ecuacion (7b) esta de acuerdo con lo propuesto en los
experimentos de Price y Valerio [7].

Ademas suponemos que el angulo de ataque a es muy pequefio a <<1,
que la velocidad en la direccion de X es cero y con esto podemos aproximar la

ecuacion (5) y obtenemos

y

a»seno»—; U, »U; cosa»l (7d)
U

Entonces podemos escribir la ecuacién (4) con las ecuaciones (7¢)y (7d)

(8)

La ecuacion (8) representa la fuerza hidrodinamica total, contiene dos
términos uno con el coeficiente estatico de arrastre y otro con el coeficiente

estatico de sustentacion. Nosotros usaremos la ecuacion (8) en el capitulo 1V.
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b) Modelo de Paidoussis y Price

Este modelo describe el movimiento transversal de dos cilindros rigidos
uno (barlovento) tras del otro (sotavento) con un flujo homogéneo gque incide
sobre los dos cilindros. Ademas actua sobre el segundo cilindro la influencia de
la estela del primero (véase figura 1).

Paidoussis y Price [2] propusieron un modelo lineal para investigar

posibles oscilaciones de la configuracibn mostrada en la figura 1. En una

representacion adimensional de éste modelo que gobierna los desplazamientos

h,, de los cilindros individuales obtenemos, en forma de matrices
" 1 — N — y N
lh +Dﬁ+(G+nK)T—O,hj—D’, j=12. (9)

En la ecuacion (9) usamos los siguientes simbolos

0 o o @ 05 _ad, 09
&5 Sy &, 0 15 %0 dg
0 & k
=2 O =Bn Kl U 20y _d
0 1+hg gk 2@ w,D P p
_pD ,'=E,t =w,t,w, = K , (9a)
am dt mL

con W la velocidad reducida, t tiempo adimensional y W, la frecuencia natural.

Tomando h =0 significa que los dos cilindros tienen la misma frecuencia
natural y por eso existe una sincronia, d/p es el coeficiente lineal de

amortiguamiento, N es la proporcién de masa, la masa que desaloja el cilindro
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dentro del flujo sobre la masa del cilindro, m es la masa del cilindro por unidad

de longitud. Notese también, que en ejemplos aerodinamicos N es un parametro
pequefio con un orden de magnitud tipico 0(10'3). Mas adelante, en el capitulo
Il usaremos N para un parametro de un desarrollo (véase ecuaciones (29c) y
(39)). También usaremos a N en el capitulo IV como parametro de otro

desarrollo asintético. Segun las mediciones hechas por [2] las constantes que

tomamos son las siguientes
k =k,, =k, =4, k,, =334 yk,, =-53.3 (9b)

Noétese que el producto K K, <0, y en [2] lo atribuyen a la vorticidad del

flujo (pero para un flujo potencial las kapas tienen signos iguales k k,, >0).

Para determinar el modelo (9) se debe usar la ecuacion (2) para dos

cilindros con masas m,, LJ., los amortiguamientos C,, constantes de restitucion

K, y fuerzas hidrodinamicas Fy(j), ] =1,2. Debemos usar en lugar de la

ecuacion (2) un sistema con dos grados de libertad

mL#% +c ¥, +ky, =F>, (10)
mL& +c,¥+ky, =F~. (10a)

Usando una representacion adimensional con el siguiente cambio de

variable h,=y,/D, h,=y,/D, t =wt, '=d/dt, y w, =k /mL,

obtenemos

F®
howhn = v 9o G

=1 (11)
p mLw:D ' p  mLw;
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dc, mL, mb F?
h2“ 2 2 y

o 2

= 0 11
pcml, © k ml, e m,Lw;D _—

Una comparacion de la ecuacion anterior con la ecuacion (9a) nos da
como resultado

Cmb _, kK mlLl —1+ h. (12)
¢ mL, Tk m,
La comparacion de los términos de acoplamiento nos da con la ecuacion

(9a)

I:(l)
—~——=n(kh, +k_h_), 13
miwep " Kk (13)

)

—r——=nlk_ h, +kh 13a
LD K rkn.) (132)

Existen varias maneras de cumplir estas con expresiones

adimensionales. Un ejemplo es un sistema de dos cilindros con masas iguales y

longitudes iguales mL =m,\L,=mL. Entonces el resultado es C =cC
k,/k,=1+hy

|:y(1) =an (kh1 + k12h2)’

(14)

FO—an(k h +k
;o man(h, w ), (14a)
a= melzD (14b)

Ademas debemos mencionar que los acoplamientos en (9) no son de tipo
hidrodinamico en el sentido de Berger. Berger [1] formulaba la hipétesis de que

los acoplamientos y los términos de amortiguamiento deberian ser expresados



13

sélo en forma de velocidades(hl',hz'), para ser similares a los términos que

aparecen en las ecuaciones de Navier-Stokes.

c) Modelo de Granger y Paidoussis

En [3] se considera la oscilacion de un cilindro rigido que esta restringido
s6lo a moverse en la direccion transversal al flujo, en un ambiente de cilindros
rigidos inmoviles (véase figura 5). Los cilindros inmoviles forman los vértices de
un cuadrado o son los vértices de un triangulo. El modelo correspondiente esta
basado en la consideracion de tres efectos. En primer lugar se trata de un flujo
en una “fisura” (el flujo que pasa entre los cilindros inmoviles). Al mismo tiempo
se considera oscilaciones de un cuerpo con un grado de libertad y se introduce
un término de memoria. Este ultimo permite tomar en cuenta el efecto de retraso
del tiempo entre desplazamiento del cilindro y los cambios resultantes de las
fuerzas del fluido.

Para modelar el flujo de fisura que pasa en el arreglo de cilindros, se usa
la definicién (vease figura 5)

Y, =ou; (15)
P/D

g= 1>
P/D-1

donde P es la distancia entre centros de cilindro. De la definicion (15) y de la
figura 2.



14

Para introducir un término de memoria escribimos la ecuacion (8) en su forma

adimensional. Para esto usamos de nuevo h, =y,/D yt =w_ obteniendo de

la ecuacion (8)

F, -1y DL§ = h-C, 0 (16)
2 Th g, "Wy

&HIC, % h'u
(0,0)

Se introduce el término de memoria reemplazando el primer término del

paréntesis rectangular de la ecuacion (16)

5 5
aﬂi - h® ?hl - H*h,
ﬂ ﬂ(00) ﬂ QO,O) (17)
de donde introducimos el producto de convolucién
H*y= OH(t- uh(u)du.
OH (t- un(u) -

La funcion H es adimensional, la definiremos méas adelante. Entonces es
valido con (16), (17) y (18)

\

%C t,
F=—UDL$- t - uh(u)du- C,
2 Th o0y © ( )1() 8W (19)

La ecuacion (18) es conveniente para calcular el retraso temporal, ya que
la convolucién es una integral que involucra todos los tiempos entre el tiempo
inicial y el tiempo final. La funcién H es la que definieron Granger y Paidoussis
[3] como
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dF (u)

H(u) =
du (20)

donde la funciéon F esta definida por

F(u)=1- é a, exp(- b u). o

En la ecuacién (21) a, y b, son constantes empiricas las cuales fueron

determinadas en [3] en la forma

a =1134, a_=-0.121, b =0.084, b =1.723. (22)

Figura 5 El movimiento transversal de un cilindro

dentro de un arreglo de cilindros fijos.
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d) Modelo de Berger

El modelo de Berger [1] est& dirigido a un solo cilindro rigido movil en
ausencia de otros cilindros. El cilindro estda montado de tal forma que sélo se
mueve en la direccién transversal al flujo, bajo la influencia de la sustentacion.
Este modelo consiste de dos osciladores del tipo Van der Pol. Uno de estos
osciladores representa el movimiento del cilindro, mientras que el otro oscilador
describe la evolucién temporal de la sustentacién. La ecuacién del primer

oscilador que gobierna el desplazamiento del cilindro y(t), propuesta por Berger

[1] es

~

2 e U
95, 0 BTN,
é

e DG atg o FY=1

(23)

En la ecuacion (23) t es el tiempo, DJ. , ] =0,2 son los coeficientes de

amortiguamiento lineal y cubico respectivamente.

El coeficiente lineal D

D, =D,; +D,,, donde D,, es coeficiente hidrodinamicoy D, es el coeficiente

, del amortiguamiento esta dado por

mecanico. En contraste, el coeficiente no lineal D, es de origen hidrodindmico
(D, =D,,). Para obtener una ecuacién adimensional de la ecuacién (23) se

hace el siguiente cambio de variable, h =y/D, t =w,t, (w,=-/k/mL es la

frecuencia propia del cilindro) sustituyéndolo (23) resulta

h”+(d, +dh?h+h =F, (23a)
d — DO , d = D2W0D2 , F - fy ,
°omlw, o C mL * mLw’D
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donde d, y d, son los coeficientes de amortiguamiento adimensionales y F, es

la fuerza del fluido sin dimensiones.

En las ecuaciones (23) y (23a) ya se ha introducido un modelo

simplificado para el coeficiente del amortiguamiento hidrodinamico en la forma

de un polinomio de orden dos: d, =d, +dh ¢, ahora daremos algunas razones

para usar éste término. En primer lugar diremos que éste término es causado
por las fuerzas debido a la presion y a la viscosidad del fluido que ejerce sobre
las paredes del cilindro. Los célculos de esta fuerza requieren de las soluciones
de las ecuaciones de Navier Stokes. En ausencia de una teoria razonable de la
hidrodinamica correspondiente, tenemos que usar un modelo semiempirico. Se
sabe de experimentos de Blevis [8] que los vortices que genera el fluido al pasar
por un cilindro establecen un sistema organizado de vértices en la estela que
persiste hasta nimeros de Reynolds R £ 2.0x10° (R=UD/I , donde | es el
coeficiente de viscosidad cinematica del fluido). Experimentos para el nUmero de

Strouhal S (S=f _D/U, donde f  es la frecuencia de los voértices) dan los

valores entre 0.15£ S£0.19.

El cilindro entonces se expone a una fuerza en la direccion transversal del

flujo incidente. Si f_ esta cerca de la frecuencia propia (o natural) del cilindro
f,=w,/2p, ocurre el fenémeno de resonancia en una banda corta con

amplitudes pequefias A (tipicamente A/D <<1, Feng [9]). Las oscilaciones
correspondientes se llaman vibraciones inducidas por vortices (abreviado VIV).
Esta resonancia determina el amortiguamiento hidrodindmico. La hipétesis es
que — debido al origen hidrodinamico de la fuerza - el amortiguamiento es
independiente del desplazamiento del cilindro y varia sélo con la velocidad de

éste: d =dj(h'), j=12. Las amplitudes de las VIV's tienen, ademas

pequeiias amplitudes, medidas experimentalmente por [9]. Se puede desarrollar

d, en una serie de Taylor alrededor del origen y =0, excluyendo términos

impares (debido a que cambian de signo al cruzar la posicion cero). Poniendo
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la forma mas simple, obtenemos el término empirico d, =d, +d,h"* que ya fue

usada en la ecuacion (23a).

En la siguiente ecuacion (24) damos una lista de los parametros para
adimensionales  adicionales; estos parametros son completamente

experimentales y fueron propuestos por [1].

d,, =2.416253; d  =-14.629367,

(24)
(W*- 1
d0:Q0+d0fnp; p:72;
W (24a)
4 p
d =fdfn X F =nW2C|;
3w ’ (24b)
f
W =_» =-0.04676 + 0.839598 W - 0.000134 wW-.
f
0 (24c)

En la formula (24) d; y d,, son constantes adimensionales de ajuste, en

la formula (24a), Q, es el amortiguamiento mecénico, W es la velocidad

reducida. Notese que es valido 20S»1 ademas tenemos que
W=1./f,=2p SW»W

El coeficiente de la fuerza de sustentacion esta gobernado por la siguiente
ecuaciéon de Van der Pol.

C &+ (x +x,C¢)Ce+W?c =(b +bh¢)he (25)

La parte derecha de la ecuacion (25) representa un término de

interaccion, X, es el coeficiente lineal y X, es el coeficientes cubico de

amortiguamiento. La interacciéon y el amortiguamiento estan expresados en

forma de velocidades, significando que son términos hidrodinamicos. Un valor
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tipico del nimero de Reynolds es R=O(104). La ecuacion (25) se puede

considerar que surge de las ecuaciones de Navier-Stokes en el marco del
modelo de Berger. Experimentos de Kobayashi [10] muestran que el flujo es
transcritico (nunca laminar, pero sin desarrollar una turbulencia), existen
interferencias y su espectro es ruidoso. Las oscilaciones del cilindro son,
armonicas y sin influencia de sonidos ruidosos. Estas tendencias fueros bien

predichas por resultados numéricos Plaschko, Berger y Brod [11].

La teoria de Berger es la Unica que contiene mecanismos de tipo de la
ecuacion (25 ) que representa lo que surge de las ecuaciones del flujo.
En el comentario 2 del capitulo Il vamos a discutir como se podria generalizar el

modelo de Berger pera el caso de oscilaciones de dos cilindros.
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l1l. Oscilaciones no lineales de

dos cilindros en el modelo de estela

Ahora investigamos el movimiento transversal de dos cilindros, como la
configuracion de la figura 1, expuestos a un flujo uniforme que incide sobre ellos.

El segundo cilindro esta siempre en la regién de la estela del primer cilindro.

Escribiendo el modelo (9) en forma matricial e introduciendo el término no

lineal del amortiguamiento queda como sigue

Iha+ D¢+ (G+nK)h =0;

(26)
con la nueva matriz
&, +dh’e 0o O
D=¢ , =
e 0 do + dzhz % (26a)

Nétese que el término de amortiguamiento mecanico y el término lineal de

amortiguamiento estan dentro del término d, =d /p

En el apéndice se da la representacion de la ecuacion (26) desde el punto
de vista de un sistema no canonico. Esto lo usaremos para analizar la evolucién

de la energia del sistema.

Ahora analizamos la posibilidad de una bifurcacion en el sistema de
ecuaciones (26) reescribiendolo como un sistema de cuatro ecuaciones

diferenciales de primer orden.



Usando la transformacion

X =h_,
1 1
X, =hg¢
X.=h_,
3 2
X =h_¢

(27a)
(27b)
(27¢c)

(27d)

y sustituyendo (27) en la ecuaciones (26) obtenemos el siguiente sistema

X1¢: X2’

X ¢=-(1+nk)x - d x -nk_x -d X3
2 1 0 2 2 3 2 2

X3¢: X4’

X ¢=-nk X - (1+h+nk)x -dx -d x>
4 21 1 3 0 4 2 4

(28a)
(28b)
(28c)

(28d)

21

Ahora escribiendo las ecuaciones (28) en forma matricial se obtiene lo

gue sigue

Xt=J x+C x =0,

donde
ax 0 i 0 1
G, - 1
[-(1+nk) -d,
X:QXZ_, J=1 ( )
% S B 0
2 1 -nk, 0
10 0 O 0 u
fo -dx 0o ot
C= y.
fo 0 0 -dxp

(29)

(29)
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Para calcular los puntos fijos de las ecuaciones (28) se debe cumplir con

X ¢=X¢=X¢=X¢=0 . i ;
85 X, 02 X, 6= X, ¢ . Es facil de ver que uno de los puntos fijos (PF) esta

dado por

1 2 3 4 , (30)

éste punto fijo corresponde al estado de equilibrio y lo podemos denotar como el
vector en el origen X=0. La ecuacién (30) es un punto fijo, que esta en el
origen.

Para buscar otros puntos fijos posibles PFs usamos, X'=X,'=0 y

X,'=X,'= 0. Entonces obtenemos de las ecuaciones (28b) y (28d)

(1+nk)x +nk_x =0,
nk X +@1+h+nk)x =0, (31)

Las ecuaciones (31) es un sistema de ecuaciones homogéneo, tiene

solamente una solucién no trivial si su determinante es cero. Entonces vemos

que X=0 en el Gnico punto si es valido
(L+nk )@+ h+nk)-n% k, =0. (32)

Para el estudio de la estabilidad del PF Xx=0 tenemos que linealizar las
ecuaciones (29). El correspondiente Jacobiano evaluado en el punto del

equilibrio (30) esta denotado por J °© g(n)

Ahora conservamos los parametros d,=d/p, h, k, k, y k, que

tienen valores constantes y variamos el parametro " . Los valores propios > del

Jacobiano (29a) evaluados al punto critico n=n. de la bifurcacién de Hopf
estan definidos por
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i o >0
s,(n)==%iw; s_(n)=-azxib, abw >0 (33a)

WC = Pn, .
2N (33b)

El calculo del valor critico tiene que ser efectuado numéricamente. Existen dos

alternativas.

a) Se calcula los valores propios S J.(n) con | =123 4 del Jacobiano

J(n). Si los valores propios tienen partes reales Re[sj(n)J<O con

] =1,2,3,4, sabemos que el punto de equilibrio de la ecuacion (20)

es estable. Una variacion del parametro n puede, sin embargo,
conducir a una transicion en el signo de dos valores propios. Haciendo
la variacion de n se puede lograr que en el punto critico, segun la
ecuacion (33a) puedan desaparecer las partes reales de los valores
propios, mientras los otros valores propios tienen partes reales
negativas.

b) Equivalentemente se puede aplicar el criterio de Routh para analizar el

polinomio caracteristico

det[Jin)-slj=s*+ps’+ps?+ps +p =0. (34)

El criterio de Routh predice los valores propios definidos por (33a), si es

valido que

P,P,P, - P -P,P; =0 (35)

El criterio de Routh lo aplicaron Paidoussis y Price [2]. En el marco de la

teoria de bifurcacion es, sin embargo, mas practico usar la alternativa a) porque

las soluciones de bifurcacién se basan en los valores propios de J y de su

matriz adjunta.
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La matriz g(n) definida por (29a), es la Unica cantidad para determinar
los valores propios S . Con valores constantes K , K, y K,, se obtienen que los
valores propios dependen de h, d, y n. La matriz g(n) el valor propio S vy el
valor critico N son explicitamente independientes de la razon de masa n. Solo

la velocidad reducida W, tiene la dependencia conforme a la ecuacion (33b) y

depende de la razén de masas n.

Ahora continuemos con el célculo de las amplitudes y fases de la solucion
de bifurcacién. El analisis correspondiente fue desarrollado por looss y Josephs
[6], lo cual es una teoria adecuada para sistemas cubicos como el de las
ecuaciones (28). Esta rutina fue usada exitosamente para calcular soluciones de
bifurcacion [4] y [12] (esto lo veremos mas tarde en el marco de la discusion de
la ecuacién (44)). Se trata del método de proyecciones en las direcciones de los

vectores propios. Primeramente, introduciremos el vector critico

I X, =iw X (36a)
3, Xo=-1w Xo; (36h)
J,=0.). (36c)

El superindice T se usa para denotar la matriz transpuesta, g; (n) es la

matriz transpuesta de g 0(n) y Xo representa el vector propio critico adjunto.

Nota: Dado que el valor propio es complejo S 3Yél(nc)i C no se puede normalizar

el vector propio critico es decir <XO, Xo>T C.

Introducimos el producto escalar de dos vectores como

(aby=a ab;; b, =cc(b,).
o1 (37)
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Se escribe las ecuaciones (28) en forma matricial
X,'= ﬂ(” );me +9(n)jabc X XX s (38a)

donde usamos la convencién de suma. El término no lineal tiene la siguiente

forma (véase (29a))

o

C(N) e XaXo X, = - 0,

D D> (D> D
o %
ce\onoN oo

Q>
B~ W

(38b)

Siguiendo los pasos en el desarrollo de loss y Joseph [6] usaremos el
desarrollo de Lindstedt-Poincaré

X =ex®(s) +e’x?(s) + O(e®);

(39a)
S=w +e‘w, + OE")t; (39b)
n=n,+en, +OE') w,, n,1 A (39¢)
e = [X,€°Xo]. (39d)

La solucion de bifurcacion se origina continuamente de la solucion del
equilibrio. Por esto usamos en (39a) un término de orden menor, que es
pequefio cerca del punto donde se origina la bifurcacion. También usamos en la
ecuacion (39a) solo términos impares, un hecho que es motivado por la
estructura cubica del sistema original (28). La variable S representa un tiempo
escalado. Para el desarrollo de Lindstedt-Poincaré es tipico que algunos

parametros sean desconocidos (en nuestro caso estos son los parametros N, y

W, ) al principio de los calculos. Se usan estos parametros en ordenes mas altos

para evitar resonancias. Este proceso da valores definitivos a estos parametros.
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Se aplica el producto escalar para dos funciones vectoriales periédicas con
periodo 2p

&
[a(s),b(s)] =—a 0a, (S) %, (s) ds,
2P -1 0 (40a)
a(s)=a(s+z2p) (40Db)
b(s)=Db(s+2p) (40c)
Un reacomodo de la ecuacién (39d) y usando (39a) da
(1)’ is*O - 1
[X7,€°X0] (41)
[X®,°%,] = 0
(41a)

De la misma manera, introduciendo (39a) en (38a) da como resultado el

orden menor que es la siguiente ecuacion

L X(l) -
0

S (42a)
y el tercer orden esta dado por

3 = .
Lox LD; (42b)

_& ® (1)0 .
LD_SNZd n,J, (.)- Cn,)x"x X

(L D definido como lado derecho) donde usamos las siguientes desarrollos de
matrices

Jn)=J,+en,J (n.)+OE*) J.(n.)= 4|

(43)
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C(n)=C(n ) +0O(e?.

La solucion del problema (42a) a primer orden tiene la forma

(€] - is .
X Ae X, + CC; (44)

1
A=_ .

<X<1> X <1>> (443)

La ecuacion (44) da a la rutina el nombre de método de proyecciones,
porque la solucion de orden menor (44) es proyectada en le direccién del vector

propio X;.

Para evitar resonancias causadas por el término inhomogéneo la

correccion del término de (42.b) invocaremos la alternativa de Fredholm (véase

[6])

[LD,e"X,] = 0.
(45)

La alternativa de Fredholm (AdF) se refiere a un operador diferencial L

de orden ''. Si una funcién Y satisface el problema homogéneo L(u =0
(como X en (422)), entonces dice la AdF que para el problema inhomogéneo,

= D,i =0 —
-(9) U, se tiene una solucién Unica, si es valido que (=9 , donde 9

LT(ﬁ) =0

es

., , . T .
la solucion homogénea adjunta: ('— es el operador adjunto de L).
En el capitulo Il damos la AdF para ecuaciones lineales. También tenemos este

problema en el capitulo IV.

De esto obtenemos las relaciones
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w, - An T, =T, (462)
T =73 (n )X ,Xol;

2 [ n( c) 0 0] (46b)
T. =1C(n )XOXIXY €°X,].

3 [ ( c) 0] (46C)

Nota una condicién adicional es usar el complejo conjugado de la AdF.

, . T . .
Para el célculo del término 2 se usa la derivada del Jacobiano

10 0 0 Oi
B bk ok, d
=—=] ,
""fn ;0 0o o o
T_k21 0 -k q) 47
y de esto obtenemos entoncesg
Tz = XOZ*(ka + k12X03) B ;(M*(kxos + k21X01)’ (48)
donde Xom denota las componentes m-esimas de %, y Xom denota las

componentes m-esimas de Xo,

La determinacion del término 3 se efectiua con la ecuacion (38b), la

ecuacion (44) y la ecuacion (24b)

T =- 3d2(nC)AiA‘Z(xoz‘xoz‘zioz* + xm‘xmr?m*). )

Sumando y restando la ecuacion (462) y el complejo conjugado de (462),

. . n. w
se determinan los dos parametros 2, = 2y obtenemos
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Re[T] .

n =-_ —°;
°  Re[TA] (509
w,=n_Im[T A} +Im[T]. (50b)

. n w
Ahora que los parametros 2 y 2 ya se han calculado, podemos
establecer el resultado final para la solucién de bifurcacion. Por ultimo la

solucion de bifurcacion periddica tiene en el orden menor la forma

x®t)=|Abgexpri b?+f)t1Xx +ccy+Ob?d;
()H{IO[(W”“WZJ’)]O+ } OO (51)

f = arctanaqg,—rn [A]O
éRe[A]

2p

T=_"" .
W+W2b2

y su periodo ! esta dado por

- 3
Por un lado la soluciéon armonica existe solamente para (n nc)/nz O.

L, o n-n £0
Pero la solucion del equilibrio es estable para c . Entonces

obtenemos de la ecuacion (39) el escenario de la bifurcacion de Hopf para

neEn .
Cc

i)

Para i) la solucion en el equilibrio es estable, ademas hay para

n,£ (vease la figura 6, parte izquierda) una bifurcacion de Hopf subcritica que
es inestable.

. n3n: 3
iy n3ngs n, 0.
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Para ii) la solucién del equilibrio es inestable (vease la figura 6 parte
derecha), ademas hay una bifurcacién de Hopf supercritica que es estable.

n_ =0 - I
La curva 2 representa el limite entre las oscilaciones estables e

inestables. De las ecuaciones (38%) y (37) obtenemos para el célculo esta curva

[Xe| RE(AXGX ) +[X, | Re(AX,, X )= 0

v, =0 v, 20

E/ﬁn:mo // Equilibbrio

estable \
.............. l.\.n.\.e.\.g.\!t \a.\t? \l.% b \k\ R e 5

\\\*

oscilacion inestable nscilacion estable

Figura 6 representacion esquematica de la bifurcacion de Hopf.

Donde la parte puteada representa la frontera inestable



31

0.10 T T ‘ ‘
i | vibraciones nolineales inestables | i
0.08 ~ G
0.06
/ \
d ] ]
vibraciones nolineales estables
0.04
0.02
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

. o . n.=0
Figura 7 El limite de la estabilidad es cuando 2 ,
dado por la ecuacion (34). Oscilaciones estables se encuentran

en el interior de la parabola, '' = 0.001.

El limite depende entonces sélo de los valores propios y la relacién dada

n_=n_(hd)

por . Los resultados numéricos correspondientes estan dibujados

en la figura 7. Los hallazgos indicados en este dibujo son faciles de entender. Se

o . O£h£hed)
encuentra oscilaciones estables en una zona parabdlica E: o,

Empezando con cambios en el parametro N enla regibn E vemos que un

3
aumento de N reduce el intervalo de vibraciones y para valores de h h(do)

existen solo oscilaciones inestables. También se reduce por un incremento del

amortiguamiento d el extenso del intervalo de vibraciones estable.
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0.2

0.1 < <

0 2 4 6 8 10

Figura 8 Evolucion temporal de las amplitudes (evolucion de la ecuacion (39)).
h =0.0,"=0.001, d =0.02, W=0.2.

X . - . ,
1 (primer cilindro, linea continua),

X - .
2 (segundo cilindro, linea punteada).

En la figura 8 se advierte la evolucion temporal de las oscilaciones
estables de los cilindros individuales. El segundo cilindro esta excitado por la
estela del primer cilindro y tiene amplitudes un poco mas grandes que las del
primer cilindro. Notese que las amplitudes en la figura 8 estan en el mismo orden
de magnitud que las amplitudes de un cilindro Unico. Los Ultimos fueron
considerados en los experimentos por Kobayashi [10] y mas tarde también
experimentalmente por Brinca y Laneville [13], mientras un estudio analitico fue
hecho por Berger y Plaschko [4]. Este resultado es también consistente con las
pequefias amplitudes caracteristicas para VIV’s.

Con los valores numéricos que obtubimos nos da como resultado que

w=1+0(b? T=2p/w+Opb?* _

Entonces obtenemos y éste periodo se
puede encontrar en la figura 8. No mostramos otros dibujos con valores
diferentes de 9 o de N, porque para un aumento de d conduce a oscilaciones

mas amortiguadas con amplitudes reducidas. lgualmente para aumento de h
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gue significa un mayor grado de asincronia, conduce también a una reduccion

de la amplitud.
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Comentario 1

Hasta el momento aprovechamos — usando una generalizacion no lineal del
amortiguamiento - la teoria de Paidoussis y Price [2]. Una debilidad de éste
estudio es que no incluye de ninguna manera el efecto de la distancia entre los

dos cilindros ¥ . Una teoria gue incluye el efecto fue desarrollada por Plaschko

[14]. La idea fue que el primer cilindro es expuesto al flujo entrante v , mientras
el segundo cilindro esta expuesto a la estela del primer cilindro. Se usa entonces
una teoria asintética de la estela ( un desarrollo del tipo expansién asintotica )
gue tiene Y como un parametro. De esta manera se obtiene el resultado que el
analisis basado en la ecuacién (18) describe el limite de los valores muy
grandes de Y en la teoria asintética de Plaschko [14]. Los hallazgos mas
interesantes publicados en Plaschko [14] son que un incremento de Y aumenta
las amplitudes y disminuye las velocidades reducidas de la transicion entre el

equilibrio y las oscilaciones.
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Comentario 2

En una fase de las investigaciones de ésta tesis tratamos de traducir el
formalismo de Berger ( dos ecuaciones para el desplazamiento y el sustentacion
de un cilindro Unico véase ecuaciones (15%) y (17)). Esta resulta para el caso de

dos cilindros en un sistema de cuatro ecuaciones de orden dos para los dos

. h . c s
desplazamientos 12 y las dos sustentaciones *2. Escribiéndolas en forma de
sistema de ecuaciones de orden dos obtenemos (véase (5) y (6) )

Entonces se sigue que las ecuaciones candnicas son como sigue

¢= X ¢ m=0,1 k=13;

k+4m k+1+4m

X2¢: B (do + d2X22)X2

X + nNW X ;
1 3

X 6= - (d0 + dzxg)x6 X, + nW2x7;
X, 0= - (X, + X, X)X, - WX+ (b, + b X)X,

_ 2 2 2 .
X8¢_ " (X TXXG) X - W X, + (bo + bzxs)xs +tax,,

El acoplamiento entre las oscilaciones de los cilindros es segun las ideas
de éste modelo de origen hidrodinamico. En ausencia de conocimientos mas
detallados, usamos también los mismos coeficientes de amortiguamiento y de
interaccion para ambos cilindros asi como la fuerza no lineal que efectia los

desplazamientos.

Como el acoplamiento entre los dos cilindros introducimos en la ecuacion

C d P ac( o
para 2 un término 1", Esto es un modelo “hidrodinamico” donde el
acoplamiento contiene solo el efecto de las velocidades. También estimamos

que la influencia del primer cilindro sobre el segundo cilindro es
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débil y no la incluimos en nuestro modelo.

Este sistema tiene un PF en el origen

X = 00 m=12,..,8.

Entonces tratamos con éste sistema ( y con otros sistemas con acoplamientos
entre los dos cilindros individuales modificados ) de encontrar una bifurcacién de
Hopf que conduce a oscilaciones armonicas de los cilindros. Este resultado fue,
sin embargo, no fue logrado. La razén es, probablemente que no logramos una

teoria del acoplamiento completo causado por.

i. El uso de coeficientes iguales.
i. La ausencia del efecto de la distancia Y (véase comentario 1) entre

los dos cuerpos.

Ojala que en un futuro se tenga mas tiempo para retomar esta

investigacion y tratar de resolver lo que se plantea en los comentarios 1y 2.
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Comentario 3

Aqui consideramos la AdF para sistemas de ecuaciones lineales, dado

. . Ax=0 _ . o ... det(A)=0
por un sistema homogéneo = — —. Este tiene solucion si es valido = :

Ahora consideremos el sistema inhomogéneo correspondiente

1>
I X<
I
T

(C3.1)
El sistema (C3.1) es soluble si es vélido
(9,b) = O;. (C3.29)
AT g=0
2 9=0 (C3.2b)
Demostracion
Por simplicidad podemos escoger x bl A2,
A B
Det (M=), |7
(C3.3)

C=I AD=1B

La solucién de (C3.3) es ' donde | es una constante. Ahora

tomando la ecuacion (C3.2b) y desarrollandola obtuvimos

anAIA A0

A'g= SB Dégzﬂ B | Bég )8 B (C3.4)

. ., =-|
de la ecuaciéon (C3.4) obtenemos la solucion 9 gZ.

Ahora para el producto interior



38

(ab)= g'gzg gﬂ 6,0, 1 0)=0

(C3.5)

L, : b=1Dhb .,
por lo tanto de la ecuacién (C3.5) se obtiene 2 1,y la ecuacion

Au=Db )
inhomogénea es — — — de esto se sigue que

A B t’aulb
gl | éu &) |3Au1+BLI2 bll(Aq+Bu) b,
A LB a (C3.6)
. . b=1Db
por lo tanto de la ecuacion (C3.6) obtuvimos como resultado 2 1,

El resultado de la ecuacién (C3.6), es el mismo resultado de la ecuacion

(C3.5), que es lo que se queria demostrar.
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IV. Oscilaciones de un cilindro movil

dentro de un arreglo de cilindros fijos

El problema de un cilindro que se desplaza en la direccion del eje Y de la
sustentacion es usualmente atacado con una teoria de un grado de libertad (UGL). Para
calcular las fuerzas se usan modelos cuasiestaticos. Con esta hipétesis se obtiene la fuerza

gue incide sobre el cilindro en la forma de la ecuacion (19), donde los términos de memoria

(20), (21) y (22). Ademas sabemos que tenemos que reemplazar la velocidad Y por gu

(véase ecuacion (10)) para modelar el efecto del flujo en una fisura. Ademas introducimos
un término ciclico en el amortiguamiento. Entonces usamos el amortiguamiento propuesto
por Berger [1] en la forma adimensional de acuerdo con la ecuacion (23a). Entonces
obtenemos la ecuacion completa si ponemos como en el modelo de Berger las variables

) . h=yvyD, t =wt w =,kimL , w
adimensionales y 0 0 (los parametros U, "o, K 1y L g
refieren a los parametros del cilindro movil y fueron introducidos en la en la discusion de la

ecuacion (2).

Para obtener la forma de la ecuacion necesitamos ademas las formulas empiricas de

Paidoussis Mavriplis y Price [5]

ACO0 _ 73 c =23
- -- _2’ d, - _2’
&h g, 9 g (52)

donde Y fue definido en la ecuacion (15). Poniendo la sustitucion v =gV y usando la

ecuacion (19) obtenemos

1 é_ ¢ ah'dl
F,==rU’DLg 730H t - uh(u)du- 2. 1.
v T &7, o (53)

Sabiendo que la dimension de la parte izquierda de la ecuacion (2)o de su
., . mL Dw? . .
generalizacion no lineal es o, obtenemos la forma final para el oscilador
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2né ' v
ha+ (d, + d,hE he+h =—a 73W OH (t - uh(u)du- 2.30;.
(6 + e peeh =20 72w OH (- i(u)du- 230 ”

L d =d/ . . .
En la ecuacion (53) usamos otra vez © P ( amortiguamiento mecanico) e

. . d L,
introducimos 2 conforme a la ecuaciéon del modelo de Berger (24b).

Para facilitar el desarrollo siguiente con '' como parametro, reescribimos la ecuacion

(54) en la forma

ha+n(s, + shéhe+h+ngOH (¢ - u(u)du=0,

(55a)
146
q= W7,
p (55b)
d 4.6
0T W,
npp (55c¢)
d
s, = 2.
n (55d)

Notese que segun la ecuacion (24b) 2 es independiente de la variable ''. Ademas
suponemos que es valido
d —

% -oq).
n (56)
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a) El desarrollo para calcular las soluciones

para el término de memoria

Ahora estudiaremos un problema aerodinamico, donde un cilindro moévil de un
material rigido (por ejemplo de un metal) y esta expuesto a un flujo de aire. Sabiendo que

_ n=0(10"?
en este caso es valido que ( ), se puede aprovechar a '' como un parametro de
un desarrollo de tipo de dos variables para el desplazamiento del cilindro movil. Entonces

introducimos el desarrollo

h(t)=hy(T,,T.) + nh,(T,,T,) + O(n*); (57a)
T, =t (57b)
T,=nt, n® O0,. (57¢)

Haciendo la primera derivada implicita de la ecuacién (57) da como resultado el
siguiente operador

T_1 )

—=—+n—+0(n?).
1T, T (58)

La segunda derivada da el siguiente operador

” _T 1 2
TR EA T T 9

En el orden mas bajo (orden cero) de la ecuacién (54) queda

Th,
LS

+h, =0.
(60)

La primera correccion de la ecuaciéon (54) esta dada por
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Th, +h, =LD.
171,

0 (61)

El lado derecho LD es la parte inhomogénea de la ecuacion (61), esta dado por

e o« i ~2 1 u
> h, | h,OHqh, & /
LD=-€ T, +is +sz?+. 1, +qOH(T, - u)h,dud
g TIT, 1 Toﬂ?;ﬂ s o A (62)
La solucién a orden mas bajo es
h, = A(T,) exp(iT,) + A'(T,) exp(-iT,);
A =cc(A). (63)
A(Tl) es una funcion de la amplitud que varia con el argumento de la ecuacion (57¢).
Esto significa que A(Tl) varia lentamente. Se determina la forma de A(Tl) solo en el

proximo orden del desarrollo asintético de dos cilindros del capitulo Ill, se debe de nuevo

evitar resonancias. Las resonancias aparecen, si el lado derecho LD de la ecuacién

h(T.)

inhomogénea (61) contienen términos de tipo ( es una funcién arbitraria)

h(-l—l)eiTo , h' (I_l)e iT, , (64)

gue son solucion del problema homogéneo (60). Notese , que términos de tipo (64) en
L D conducen ala ED

e q°

0 |
—+1:h, =h(T,)e™,
a7 o (65)
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y la solucion particular de (65) ** sera

1_
h,, = o T,e"h(T).

1p

(66)

Pero la solucién particular de (66) es, por razones de la apariencia del término

multiplicativo ( °), que jamas es una solucién periodica. Esto significa que para la busqueda
se oscilaciones periddicas se tiene que eliminar términos que causen resonancia, Por esto

se pone a cero el término de tipo (64) que aparece en el L U . Llamemos a este término

LD . obtenemos después de sustituir (63) en (62)

~

€ 2 i 2y u
res A ﬂ h I qh OH ﬂh resy’ -
L D*=-€ - +]S,+S,c—x Y —=+qT “Uexp(iT, ) +cc.
T, 1> T g, T elT)
(67)
Sustituyendo en la integral del término de memoria t=T, y usando el cambio de
variables u=T,-u obtenemos después del uso de la ecuacion (63)
TQ TQ
T = QH(T, - u)h,(u)du= OH(u)h,(T,- u)du=
0 0
T0
=exp(iT,) OH (WA[N(T, - u)]exp(- iu)du+ cc.
0 (68)

Para desarrollar la ecuacion (68) usaremos ahora las ecuaciones (20) y (21)
entonces

H(u)= éil a b, exp(- buh(u)+0O(n) (69)
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La sustitucion de la ecuacion (69) en (68) se obtiene

T, exp(lT)aa b, OA[n(T - w]exp[- u( +b,)]du +cc.
k=1 (70)

Entonces usamos la expansién en series de Taylor para la amplitud

1d'A
AIN(T, - u)] = A(T)+<':1( nu)’ =——(T,).
=1 jrdr, (71)

La sustitucién de esta expansion de (71) en (70) y una integracion da como resultado

2

T, =8 2O AP, - epl-b,T)]-

k=1 M

- exp(-b,T )a (- u) id—A[TJ +O(T/ M)} + cc

(72)

Recordando que los factores exp( - kao)

representan términos no resonantes del
amortiguamiento, obtenemos de (72) la parte resonante de la integral de memoria en la

forma

T.°=AT)(s.-is,)

s,=& azb =- 008257
D)
s, =& 2P - 004206
k=1 bk +1 (73)

Nota la aproximacion (73) se pude escribir en la forma

ﬂh_ro +0(n)+0(Ee "),

0 (74)

Tn:eszslho' S,
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obteniendo los mismos resultados si lo sustituimos en la ecuacion (67).

Las ecuaciones (70) y (73) nos dan el término de resonancia cuya forma final esta
dada como

=a
—

, (o
+s,A+3s,AlA - gs 2A%’;Jgexp(iTo).

' (75)
Para evitar la resonancia debemos hacer que LD®=0

y usamos una
descomposicién de la amplitud en partes reales e imaginarias

A(T)=RM)expliF(M)]; RFIT R. (76)

Sustituyendo (76) en (75) obtuvimos una ecuacion para amplitud y una ecuacién para
la fase

drR 1
—__=-_10(s. - gs .)R+ 3s R?j,
dT1 2[(O a2 2]

(77)
y
1
g_';:zqslz Y , Y = constante,
1 (78)

respectivamente. La ecuacién diferencial ordinaria (77) exhibe dos puntos fijos

(79)
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. . R=0 . _ . .
El primer punto fijo * representa el cilindro en equilibrio, asi como la solucion

proporcional a 2 describe una oscilacion arménica del cilindro. Para estudiar la estabilidad
de estas soluciones y la posible bifurcacion de Hopf, analizaremos la estabilidad de los
puntos fijos (77). Tomaremos una linealizacién del tipo ( donde | es el parametro de

linealizacion )

RT)=R +1 G(T); f=12

(80)
Introduciendo (80) en (77) da las caracteristicas de la estabilidad
1 dG 1
R: _—— =-_(s -Q0s.)
! G dT, 2( om4s )
1 dG
R, : Eﬁzso- gs ,.
1 (81)

o . . R
Ahora obtenemos el criterio de la estabilidad. ElI punto fijo ! es estable para

s,-qs,>0 R s,-qs,<0

, 2 es estable para © e inestable en toda la demas region. Las

ecuaciones (81) a la posicién
s,-0s ,=0. (82)

La tabla siguente establese como se dan las estabilidades y la bifurcacion de Hopf

s,-0s,<0 R, estable
s,-0s,>0 R, inestable

s,-0s,=0 punto de bifurcacion de Hopf . (83)

Para estudiar esta bifurcacion, usaremos (55a) y (55c) sustituyendo en (75)

obtenemos



48
d 4.6w?
+

: d >0 Paidousss .
np p (84)

0

Esta ecuacion cuadratica que gobierna la velocidad reducida critica ~ ¢ la solucién
esta dada por

d
W =0.80562 .[— = 0.90904 /A ;
[ n r

_pd
' 4n (85)

A

A . . .
donde r denota el parAmetro masa amortiguada. Para comparar nuestras predicciones
con los datos experimentales presentados por Granger y Paidoussis [3] introducimos la
velocidad critica de la fisura

U =2pgw.
prc p g c (86)
Por lo tanto obtenemos de (85) el valor critico
U =5713g,/A .
prc g r (87)

. R
Ahora calculemos la amplitud 2. Usando (85) para reacomodar (84) y obtenemos.

s, - s , =0.4903 (W’- W?) =

=0.4903 (0.8266 A - W?) . (88)

— L W>WwW .,
Las oscilaciones armoénicas son estables para ¢, Usando la ecuacion (79)
para la amplitud conduce a
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R =0.00154 U2 W W pwet,
| @- we) ©9)

Por lo tanto vemos que la amplitud de (89) tiene a la posicion W =1 existe una

singularidad.

Para este punto nos gusta afiadir un comentario respecto al efecto del término de

=s,=0 ( véase (73)). En

este caso obtenemos para los puntos fijos de la ecuacién (79) los valores

) ) . ) .. S
memoria. En ausencia de un término de memoria es valido ~ t

R=0; R =,/-s/3s - . R |,
1 2 ° 2 Las caracteristicas de la estabilidad dan el resultado que ! ésta

siempre estable (SO g 0, véase (81)) mientras que el otro punto fijo R, seria siempre
inestable. Entonces vemos que en ausencia de ningun término de memoria no hay
bifurcaciones y el cilindro estaria siempre en equilibrio. En otras palabras, la presencia del
término de memoria representa una condicidbn necesaria para que se manifiesten de

oscilaciones del cilindro

10

prc

(4
»p >
>
>
»
>

0.01 01

Figura 8 Comparacién de los datos experimentales de G&P [3] (triangulos) con la

prediccion del modelo que presentamos (linea continua 9 ~ 1'5)
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Lo siguiente es comparar nuestras predicciones teoricas de la velocidad critica de
fisura con los encontrados experimentalmente. Una compilacion de estos datos se

tomaron de G&P [3] en su figura 7 donde en una grafica Log-Log de la velocidad

. A . . . .
reducida v.s. ' (parametro masa amortiguada). Para la comparacion escogimos los datos

experimentales de Price & Paidoussis [21] para P/ D = 1.9 (figura 7).

Nota al tomar la grafica Log-Log de G&P [3] surgen un considerable de puntos
experimentales esparcidos. Por lo tanto se toma el promedio de los resultados

experimentales.

Nota nuestras predicciones reproducen la tendencia experimental con justicia, son
buenos cualitativamente (Figura 7). Asi concluimos que el presente modelo tedrico -el cual
incorpora la geometria de el arreglo de cilindros fijos en una manera mas bien resumida —
es capaz de describir solamente el movimiento de un cilindro que se desplaza en la
direccién del eje “y” en un arreglo de tubos fijos, si la fisura tiene un espaciamiento
suficientemente grande. Para arreglos mas estrechos, el detalle de la configuracion del flujo
es dominante y un modelo teoérico diferente se tiene que aplicar. Tenemos la esperanza de

poder regresar a este cometido en un futuro préximo.

Ahora calculamos la solucion en el primer orden (57), (61) y (78) obtenemos en

primer lugar

h (t)=[A(t)exp(it)+cc]+O(n) =
= [R(nt )cos(it (1+y (Nt ))) + cc] + O(n) =
= 2R(nt )cos(t (1+y (nt )))+ cc,
(ntycos(t (L+y (nt))) (90)
donde ponemos la fase en la integracion de la ecuacién (78) a cero. Ahora se tiene que

calcular la amplitud R a través de una integracion de la ecuacién (77) con el punto fijo = 2
definido por la relacion (79). Entonces obtenemos
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G R R
1 (91)
Una integracion de (91) conduce a
R
R= 2 ;
Dexp(-3s RZTy+ 11"
[ PE=SR L)+ U = constante (92)

16

12

R % \
04 \\
—
00
0 200 400 600 800 1000

Figura 9 La evolucion temporal de la amplitud de la ecuacién (83) en funcién de ' . Superior
con W =0.95,intermedia W =0.90 y la inferior W = 0.85, n=0.001

La condicién inicial es
R(0) = RO.

, (93)

Entonces obtenemos para la constante de integracion D el valor
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R?- R?
D=_2 0
RZ
° (94)
Por esto obtenemos en el primer orden el resultado final
2R R cost (1+n
h,(t)= CLRETIL
[RS+ (R} - R))exp(- 3s,R0T))? (95)

No6tese que como solucion asintética (' “& ) obtenemos la oscilacion periédica

h,(t)=2R, cos[t (1+ ny)], (96)

En el estudio de oscilaciones de cilindros es conveniente investigar el efecto del
amortiguamiento no lineal. Para concluir el andlisis de esta seccién queremos investigar
este efecto ahora. La solucién del orden menor (96) representa para ¢ <RU yna
oscilacién amortiguada y para 14 > RU yna oscilacién excitada. Los maximos de (89) son

— dejando aparte una pequefia correccién - definidos a las posiciones

t, = 2p k k=1,2,..
1+ ny

(97)

Si usamos la ecuacion diferencial de la fase (78) para el valor de Y obtenemos con
(57) y (88) de (97)

_ 2p k B 2p k
1+nqgs,/2 1-6,0276W°nip

ty

(98)

Aplicaremos el método del decremento logaritmico desarrollado por Blevins [8]. Este

Ip <<1

. . . . . . d S
método investiga el efecto de un amortiguamiento pequefio a una oscilacion

periddica con periodo 2P
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y+ Olly+ y=0.
P (99)
La solucion de (99) es
3 [ d tl Do 7 . _
y = Aexpl- =—ycos(z t+ B); z=41-d’/4p @ ; AB= cte.
2P (100)

considerando las posiciones de los maximos de (97) obtenemos
tk=2pk- B;: k=01, ..

". Pero a las posiciones de los maximos, que estan separados por

. L (t =2p M) .
M ciclos de oscilaciones™ ™ , €s valido que

7

2 =in&Y )

d,
=-2Lt,=VMd,; M >>1.
e Y(tk) N '

2p

e eny e

(101)

Para un sistema con un amortiguamiento lineal la grafica de I'M tiene gue ser una

linea recta con 1. Cada division de los datos a la linea recta indican un amortiguamiento no

lineal. Con aplicacion de la ecuacién (101) a nuestra oscilaciéon (96) es valido que

2M

1y-

I (i
d=- 1 In: R} + (R - R)exp(- 3s,Rint ) |
RS+ (R - R)exp[-3s,Rin(t, +t )]]°h

(102)

En la figura 8 muestra que el coeficiente de amortiguamiento disminuye conforme va
aumentando la velocidad reducida, y tiende a cero cuando la velocidad reducida tiende a 1.

Lo anterior se ve mas claro con el experimento, al aumentar la velocidad reducida el
sustentacién aumenta y por lo tanto el desplazamiento se ve favorecido.
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Figura 10. Decaimiento del coeficiente _f del amortiguamiento como funcién de la velocidad

R

reducida W, " =0.001, °=0.9, d =0.001, W = 0.80562, M =100
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V. Conclusiones y perspectivas

Dos topicos se cubrieron en esta tesis.
El movimiento de dos cilindros en una configuracion de la figura 1.

El movimiento de un cilindro rigido en un arreglo de tubos fijos.

Ambos problemas fueron analizados en investigaciones anteriores con teorias
lineales. En esta tesis se generalizo las teorias anteriores con la introduccion de un término
no lineal. En ambos casos (a) y (b) se usa para este término un amortiguamiento no lineal
gue caracteriza el mecanismo de oscilaciones inducidas por vortices (vortex induced

vibracions). También se lograron las siguientes metas:
i. Describir la transicion desde el equilibrio hasta oscilaciones periddicas.
ii. Calcular las amplitudes, fases y periodos de las oscilaciones.
iii. Desarrollar criterios para la estabilidad del equilibrio y de las oscilaciones.
Conclusiones

Ahora las conclusiones por separado para ambos casos.

a) En esta tesis se realizo una teoria no lineal consistente para lograr los fines
citados. Ademas, se construyo un método para analizar la energia de la
configuracion de la figura 1.

b) Se desarrollo también una teoria consistente para aproximar soluciones de
una ecuacion integro diferencial no lineal. Los objetivos se lograron y se

compararon con los datos experimentales con resultados satisfactoriamente

buenos.
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Perspectivas

Perspectivas para continuar las investigaciones de oscilaciones los ponemos para

cada uno de los casos.

a) Desarrollar una teoria que incluya el efecto de la distancia entre los dos
cilindros (véase comentario 1). Investigar el uso de dos ecuaciones del tipo de Van der Pol

para cada cilindro (véase comentario 2).

b) Generalizacion del analisis para tratar el movimiento de un cilindro flexible con

dos grados de libertad.

Ademas, en ambos casos seria interesantes plantear el estudio del efecto de flujos

turbulentos.
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Apéndice A: Formalismo no candénico aplicado

al problema de la estela

Usaremos el formalismo de Hamiltoniano no candnico para deducir la ecuacion
diferencial ordinaria de dos cilindros en una configuracién de la figura 1. Seguiremos las
ideas presentadas por Shepard [15] e introduciremos el Hamiltoniano del sistema con dos

grados de libertad

H=HX);  X=(x,%,.p,p,);
dh
X =h

’ == j=12
S P dt J=1 (A.1)

El correspondiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no candnico esta

dado por
%=(3+J AJINH,
dt (A.2)

donde J denota la matriz antisimétrica — que no debe confundirse con la matriz de Jacobi-

gue sigue
a 0 1 09
go 0 0 1+
ng =
1 0 O O+
0O -1 0 Og (A.3)

y la matriz de 4X4 A se puede escoger para obtener el sistema (4).

Noétese que si A = 0 regresaremos a un sistema Hamiltoniano canénico. Nuestra

solucion para A es.



i-b 0 0 al
10 -d o of
=10 0 0 o
fo 0 0 0p

de donde los coeficientes @, b

forma
1 2 2
H= é(pl + pz) +F(h1’h2)-

donde F denota un “potencial”
De esto obtenemos de (1) para ((40) el sistema no candnico)

d, _ . .
Ethj_pj’ J_laz
d d

= p =-F+aF +b=h;

dtpl 1 a‘Z bdt 11

d F
=p, =-F+gF+d—h; F ="
dtp2 1 gl t2 j :

Una comparacion de la ecuacion (A.6) con la ecuacion (4)
b=d0+d2 plz’ 'd=d0+d2 pi’

y obtenemos un sistema de dos ecuaciones lineales acopladas

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)
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9 y d varfan con x. Escogiendo el Hamiltoniano en la
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- Fl' a Fz ='h1' n(k h1+k12h2);
F2 -0 |:1 = _(1+ h)hz - n(k21 h1 +k hz) (A.8)

De esto obtenemos las derivadas de F1 y F2. Para la solucion del sistema (A.8)

igualemos:
F.=F. (A.9)
dando como lo que sigue

[g- a@+h)]

k, +a k=gk +k,, +
n (A.10)

Una manera simple de resolver ecuacion (A.10) tenga solucion es

(k. - k)

a=0; g=n :
g 1+k n (A.11)

Ahora usaremos este formalismo para calcular la evolucién temporal de la energia
con el siguiente Hamiltoniano.

2 2

F=lia +iza,+h,h,a,

(A.12)
Ahora el Hamiltoniano completo es
2 2
H:l(ihf+ih§)+Lal+h2 a,+h h, a,
2 dt at 2 2 (A.13)

Donde
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a, =1+kn;
a, =2nk,;
a,=1+h+nk+k,a,) . (A14)

Después del célculo de la energia, dibujemos la funcion de la energia H en funcién

del tiempo (véase figura 9). Como efecto de la formula (A.19)

0.030

AN
RANERY

0.015

Figura 11. Evolucion temporal de la energia
W =08, N =0, 1"=0.001, 9 =0.002



Apéndice B: Exponentes de Floquet para

la configuracién de un cilindro solo

Se puede determinar la estabilidad de soluciones peridédicas mediante el uso de los
exponentes de Floquet, para sistemas bidimensionales. En lo siguiente calcularemos dichos
exponentes para la configuracion de un cilindro solido, en especifico con el modelo de [4]

con el término de memoria de la ecuacién (55a).

Tomando la ecuacion (55a) con el término de memoria de la ecuacion (74) se

obtiene lo que sigue

h&+ (S, - gs ,)h¢+ she¢ +(1+qgs )h =0

(B.1)

Con el cambio de variable que sigue

X=h; y=ht (B.2)
Obtenemos la siguiente ecuacion

f.(,Y)=V (B.3a)

L) =-[(s.- as.)+sy]y- L+as.)x (B.3b)
Entonces es valido que

LA

dx (B.4a)

df, 2

—2=-[(s,- gs.)*+3s.y]

dy (B.4b)

Para un sistema de un grado de libertad existe un solo coeficiente de Floquet. La
teoria (véase por ejemplo Plaschko y Mier y Teran [24]) da la siguiente ecuacion
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T&f df.0 1>1 inestable,
| = Oé—l +—2ds=|
cedx dyg <1 estable

(B.5)
donde ! es el periodo. Entonces obtenemos
T‘ 2
=- 0[(s,- gs.)+3s,y’]ds
0 (B.6)
Investigando el integrando de la ecuacion (B.6) vemos que
1<0: 2 Be-proy2
3s, (B.7)

donde K es el radio del ciclo limite. La ecuacién (B.7) ahora nos dice que el ciclo limite es

estable.



