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Resumen

En este trabajo se consideran las siguientes propiedades de convergencia: caracter, pseudo-
caracter, Fréchet-Urysohn, secuencialidad y estrechez. Primero en el contexto de los espacios
topoldgicos generales, se analizan sus relaciones y las que tienen con las operaciones en espacios
topoldgicos: toma de subespacios, producto y paso a espacios cocientes; también se caracterizan
caracter numerable, Fréchet-Urysohn y secuencialidad en términos de espacios métricos. El ma-
terial presentado es estandar. Después se estudian las mismas propiedades en el contexto de los
espacios de funciones C,(X) los cuales estan dotados con la topologia de convergencia puntual y con
cierta estructura algebraica; asimismo, se analizan sus relaciones con algunas operaciones en espa-
cios topologicos. Por otro lado, se establecen los principales teoremas de dualidad entre un espacio
X y su correspondiente espacio C,(X), que involucran las propiedades de convergencia; ademads, se
presenta el teorema mds importante sobre propiedades de convergencia en espacios C,(X). Parte
del material presentado aqui es estandar y parte constituye una porcion de la frontera de lo que se
conoce en esta area.
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Introduccion

Es un teorema clédsico del Analisis que la cerradura de cualquier subconjunto de R se determina
por medio de sucesiones convergentes, es decir, para todo conjunto A C R un punto x pertenece a la
cerradura de A siy solo si existe una sucesion {a,} C A que converge a x. En los cursos avanzados
de Analisis se prueba que lo mismo es cierto para cualquier espacio métrico.

Pero los objetos de estudio del Andlisis no necesariamente son espacios métricos. En el Analisis
Funcional se estudian espacios topoldgicos lineales, mismos que no siempre tienen la topologia
determinada por sucesiones convergentes; para verlo, basta considerar el espacio lineal topoldgico
R“t vy su subespacio ¥ de los puntos que tienen a lo mas una cantidad numerable de coordenadas
distintas de cero. El conjunto ¥ es denso en R“', pero si u € R*! es el punto con todas sus
coordenadas iguales a uno, entonces ninguna sucesién contenida en ¥ puede converger a u.

Este ejemplo ilustra varias cosas importantes; en primer lugar, vemos que fuera de los espacios
métricos (y hasta en los espacios lineales topolégicos) no podemos esperar que la cerradura de cada
conjunto se determine por sucesiones convergentes. Los espacios respectivos se llaman Fréchet-
Urysohn, asi que vemos que no todos los espacios lineales topolégicos son Fréchet-Urysohn. En
el contexto de Topologia General, el espacio {0,1}** muestra que la compacidad de un espacio
topoldégico no necesariamente implica la propiedad de Fréchet-Urysohn.

Dicha situacion conlleva dos maneras de desarrollar la investigacion de las propiedades de
convergencia. Se llevo a cabo un estudio detallado de la clase de los espacios Fréchet-Urysohn en
diferentes contextos para delinear la frontera de esta clase y descubrir sus propiedades categdricas;
se demostrd entre otras cosas que cualquier compacto de Corson es Fréchet-Urysohn, que la clase de
los espacios Fréchet-Urysohn es invariante para subespacios y bajo mapeos pseudoabiertos. Ademas,
se logré dar una caracterizacion completa de los espacios Fréchet-Urysohn por medio de espacios
métricos; resulta que un espacio X es Fréchet-Urysohn si y solo si X es una imagen pseudoabierta
de un espacio métrico.

Otra manera de estudiar las propiedades de convergencia es considerar una propiedad mas
débil que la de Fréchet-Urysohn y delinear los limites de la clase correspondiente; asi es como se
descubrieron las clases de espacios secuenciales y los espacios de estrechez numerable. Un espacio
X es secuencial si para todo conjunto no cerrado A C X se puede encontrar una sucesion {a, } C A
que converge a un punto fuera de A. El espacio X tiene estrechez numerable si para todo A C X
y todo z € A existe un conjunto numerable B C A tal que = € B.

Es facil verificar que cada espacio Fréchet-Urysohn es secuencial, pero no es inmediato de-
mostrar que todo espacio secuencial tiene estrechez numerable. Tampoco son triviales los ejemplos
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de espacios no secuenciales de estrechez numerable y de los espacios secuenciales que no son Fréchet-
Urysohn.

Tanto la estrechez numerable como la secuencialidad se conservan bajo mapeos cocientes;
cualquier subespacio de un espacio de estrechez numerable también tiene estrechez numerable. La
afirmacién analoga no es cierta para los espacios secuenciales; de hecho, un espacio hereditariamente
secuencial tiene que ser Fréchet-Urysohn. La teoria que trata sobre los espacios de Fréchet-Urysohn
y su relacion con los espacios secuenciales y de estrechez numerable es muy rica; para convencernos
de ello basta mencionar los siguientes hechos:

e Existen modelos de la teorfa usual de conjuntos (ZFC) en los cuales cada espacio compacto
de estrechez numerable es secuencial.

e Existen modelos de ZFC en los cuales hay espacios compactos de estrechez numerable que no
son secuenciales.

e En los espacios Cp(X) la propiedad de Fréchet-Urysohn y la secuencialidad coinciden.
e Existen grupos topologicos numerables secuenciales no metrizables.

e Es un viejo problema abierto determinar si cada grupo topoldgico numerable de Fréchet-
Urysohn es metrizable.

También existe una caracterizacién de espacios secuenciales por medio de espacios métricos,
misma que dice que un espacio X es secuencial si y solo si X es una imagen cociente de un espacio
métrico.

Tradicionalmente, la propiedad de tener una base local numerable en cada punto también se
considera propiedad de convergencia; los espacios respectivos se llaman primero numerables. El
concepto de un espacio primero numerable surgié de la idea de generalizar las propiedades de la
familia de las bolas de radios racionales alrededor de un punto en un espacio métrico; los espacios
primero numerables no necesitan ser métricos pero son Fréchet-Urysohn. La propiedad de ser
primero numerable es hereditaria y se conserva bajo mapeos abiertos; ademas, un grupo topoldgico
primero numerable tiene que ser metrizable de modo que lo mismo se cumple para los espacios
Cp(X) o mas generalmente para los espacios lineales topoldgicos. Igual que en el caso de espacios
secuenciales y de Fréchet-Urysohn, se puede caracterizar a los espacios primero numerables por
medio de espacios métricos; resulta que un espacio es primero numerable si y solo si es una imagen
abierta de un espacio métrico.

De acuerdo con lo anterior se observa que en los espacios C,(X) las propiedades de tipo con-
vergencia mejoran notablemente; asimismo, ciertas propiedades de convergencia se pueden carac-
terizar en términos de otras que no lo son a diferencia de lo que sucede en espacios topoldgicos
generales X; asi, para todo X, tenemos las desigualdades x(X) < w(X) y ¢(X) < iw(X) (ver
definicién 2.2.4), pudiéndose hallar ejemplos en los que las desigualdades son estrictas, en tanto
que X(Cp(X)) = w(Cy(X)) v ¥(Cp(X)) = iw(Cy(X)). Por otro lado, un espacio C,(X) es Fréchet-
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Urysohn si y solo si es un espacio k, lo que involucra una propiedad que no es de tipo convergencia.

El principal propésito de la tesis es el estudio de las propiedades de tipo convergencia en los
espacios Cp(X) y la comparacién del comportamiento de dichas propiedades en espacios topolégicos
generales; como consecuencia de lo anterior se llegara a la frontera del conocimiento.

En el primer capitulo se estudian las propiedades de convergencia en el contexto general. En la
primera seccién se consideran las propiedades mas elementales, el cardcter y el pseudocaracter; se
analiza la relacion que tienen entre si y con ciertas operaciones en espacios topoldogicos, como son
la toma de subespacios, el producto y el paso a espacios cocientes. Ademads, se distinguen algunas
clases de espacios por la relacién especial que tienen las propiedades en ellos. Los enunciados mas
importantes son los teoremas 1.1.10, 1.1.11 y 1.1.13.

En la segunda seccion se consideran las propiedades de convergencia como Fréchet-Urysohn,
secuencialidad y estrechez numerable; también se describen algunas relaciones sencillas entre ellas.
Los principales enunciados de esta seccion son los teoremas 1.2.9, 1.2.13, 1.2.17 y 1.2.20.

En la tercera seccion se analiza la relacion entre las propiedades caracter numerable, Fréchet-
Urysohn, secuencialidad y estrechez numerable con las operaciones topoldgicas antes mencionadas;
asimismo, se proporcionan caracterizaciones de las tres primeras propiedades en términos de espacios
métrizables y se presenta otra relacion entre las propiedades Fréchet-Urysohn y secuencialidad. Los
principales enunciados de la seccién son los teoremas 1.3.13, 1.3.15, 1.3.17 y 1.3.22.

En el segundo capitulo se estudian las propiedades de convergencia en espacios de funciones
dotados con la topologia de convergencia puntual y con alguna estructura algebraica. En la primera
seccién se definen las estructuras algebraicas y se analiza su relacion con la topologia, para obtener
a partir de un espacio X (o (X,Y")), el espacio de funciones C,(X) (0 C,(X,Y")) objeto de estudio;
se considera al paso de X a C,(X), o de (X,Y) a C,(X,Y) como una operacién topolégica C, se
estudia su relacién con otras operaciones, y de hecho se observa que tras aplicar la operacién C,
algunas propiedades topoldgicas varian notablemente y las relaciones entre otras se enriquecen. Los
principales enunciados son los teoremas 2.1.24 y 2.1.30.

En la segunda seccién se examina con detalle el problema de determinar propiedades de convergen-
cia de Cp(X) a partir de propiedades de X y viceversa; también se consideran algunas consecuencias
de los teoremas presentados, en donde de nuevo se observan grandes diferencias entre un espacio X
y el correspondiente C,(X). Los principales enunciados son los teoremas 2.2.12 y 2.2.18.

El enunciado principal de la seccién 2.3 es el teorema 2.3.10 que establece que en los espacios
C,(X) la propiedad k coincide con la secuencialidad y la propiedad de Fréchet-Urysohn.

Quisiera agradecer a los sinodales: el Dr. Oleg Okunev, el Dr. Vladimir Tkachuk y el Dr. Richard
Wilson, por su cuidadosa revision de la tesis e indicacion de algunas mejoras, en especial al asesor
el Dr. Tkachuk por su minuciosa supervision y enorme paciencia durante todo el proceso de elabo-
racion de la tesis; asimismo, por haberme mostrado una manera muy adecuada de redactar un texto
matematico. También quisiera agradecer a la actual Coordinadora de Posgrado en Matematicas de
la UAMI, la Dra. Patricia Saavedra y al anterior Coordinador, el Dr. Raul Montes de Oca por su
apoyo y comprension, y a la Asistente de Posgrado, la M. en C. Ma. Iseo Gonzalez por sus miltiples
consejos durante la Maestria.



CAPITULO 1

Propiedades de convergencia
en espacios topoldgicos generales

En este capitulo se introducen las propiedades de tipo convergencia tales como caracter, pseudo-
caracter, Fréchet-Urysohn, secuencialidad y estrechez. Se presentan algunos enunciados y ejemplos
que muestran importantes facetas de las propiedades de convergencia, asi como relaciones entre
ellas. También se estudia el comportamiento de éstas al aplicar las operaciones producto, toma de
subespacios y paso a espacios cocientes a los espacios topoldgicos que las poseen.

1.1. Clasificacién de espacios en términos de caracter y pseudocaracter

A lo largo de toda la tesis se trabajard soélo con espacios de Tychonoff; las letras X, Y, Z con
o sin subindices, representaran espacios topoldgicos, A y k representaran numeros cardinales (y
sus correspondientes nimeros ordinales), w el menor cardinal infinito, w; el primer cardinal no
numerable, kT el primer cardinal mayor que k y las letras R, Q, N los conjuntos de los niimeros
reales, racionales y naturales positivos respectivamente, con su topologia usual a menos que se
indique lo contrario. Para cualquier espacio X, su topologia serd 7(X); si ademas A C X, se
denotard por 7(A4, X) a la familia {U € 7(X) : A C U}, aunque en vez de 7({z}, X) se escribird
7(z, X). Cada vez que X sea un producto cartesiano se supondra que 7(X) es la topologia producto.
Una sucesién ordinaria con términos z,, se denotard por {z, : n € N}, {z,, : n € w} o por {x,} si
esta claro cual es el conjunto de indices; una sucesion transfinita con términos x,, se escribird como
{1 @ < Kk} para algin k > w.

En esta seccion se analizan el caracter y pseudocaracter de un espacio, sus propiedades y rela-
ciones; también se caracterizan algunas clases de espacios por las relaciones especiales que estas
propiedades presentan en ellos.

1.1.1. Dermicion. Sea A C X; una familia B C 7(A4, X) es una base externa de A en X si
para cada U € 7(A,X) existe V € B tal que V. C U. El cardcter de A en X es el cardinal
X(A, X) = min{|B| : B es una base externa de A en X}; en el caso particular A = {x}, se
escribe x(z, X). El pseudocaracter de A en X es el cardinal ¢(A, X) = min{|U| : U C 7(X) y
(U = A}; aunque se escribe ¢(z, X) cuando A = {z}. El cardcter de X es el cardinal x(X) =



2 Capitulo 1. Espacios topoldgicos generales

sup{x(z, X) : x € X}; el pseudocaracter de X es el cardinal ¢(X) = sup{¢(z, X) : z € X}. Una
condensaciéon es un mapeo biyectivo continuo.

1.1.2. Prorosicién. (1) Para todo X, si Y C X, entonces x(Y) < x(X); si ademds, Y = X,
tenemos la igualdad x(y,Y) = x(y, X) para todo y € Y.

(2) Si |S| <A >w yx(Xs) <A para todo s € S, entonces x(J[,cq Xs) < A
(3) Si f: X =Y esun mapeo abierto sobreyectivo, se tiene que x(Y) < x(X).

DEMOSTRACION. (1) Sean y € Y y B, una base local de X en y tal que |B,| = x(y, X); entonces
A={UNY : U € By} es una base local de Y en y para la cual | 4] < x(y,X). Por tanto,
x(y,Y) < x(y, X), de donde x(Y) < x(X). Si, ademds Y = X, sea A, una base local de Y en y
que verifica |A,| = x(y,Y); para cada U € A, elfjase V; € 7(X) tal que U = Viy NY, y definase
B={Vy:UE€A,} Témese O € 7(y, X); por ser X regular, existe W € 7(y, X) tal que W C O.
Luego existe U € A, que cumple U C W NY; como Y = X, se tiene que U = Viy NY satisface la
condicion Vi = U € W € O. De modo que y € Vi C O; de aqui B es una base local de X en y.
Por eso, x(y, X) < |B| < |A,| = x(y,Y), de donde X(y,Y) x(y, X).

(2) Sean X = J[,cqXs, * = (z5)ses € X y By una base local de X, en x, para la cual [B,| < A
para todo s; entonces la familia B = {[[,.¢ Us : existe ' C S finito tal que Uy = X, para s € S\ F
y Us € B, para s € F'} satisface las cond1c10nes BcC7(X)y|Bl <\ Dado U € 7(z, X) existe un
conjunto V' = [[,cq Vs tal que z € V.C U y V, = X, para todo s excepto para s en cierto conjunto
finito F'; puesto que B, es una base local de X, en x, para cualquier s, existe By € By que cumple
xs € By C Vi para cada s € F. Por eso, si Bs = X, para todo s € S\ F se obtiene B = HSES B, eB
y « € B C V. Por tanto, B es una base local de X en z, de donde x(z, X) < A, asi que x(X) < A.

(3) Sea B una base local de X en z; entonces f(B) = {f(U) : U € B} es una base local de Y en
f(x) y [f(B)| < |BJ. Por tanto, x(¥) < x(X).

1.1.3. Cororario. Si f : X — Y es un mapeo abierto sobreyectivo Y y X es metrizable, entonces
X(Y) <w.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la proposicion 1.1.2 y de que cada espacio metrizable X cumple
X(X) < w.

1.1.4. ProposicioN. Para todo X, si A C X entonces |A| < |AXX)

DEMOSTRACION. Para cada conjunto B sea P, (B) = {C C B :|C| < k}. Hagase x(X) = k y fijemos
una base local B, tal que |B;| < k en cada punto z € X. Si kK < w, por ser X un espacio 71, se
deduce que (B, = {r} para todo r € X; luego X es discreto, de donde A = A para todo A C X
y |A] < JA|® = |A]". Si k > w, tenemos que |P.(A)] < JA|%; de aqui |P.(P,(A))] < |A[F" = | A~
Por eso, es suficiente construir una inyeccién ¢ : A — P (P,(A)); dado x € A, elfjase 2y € U N A
para cada U € B, y sea C, = {2y : U € B,}. De esta manera, C, C A, v € C, y |C,| < k; por
tanto, D, = {C, NU : U € B,} € P.(P.(A)). Definase ¢(x) = D, para cada v € A; como X es Ty
y # € C, NU para cada U € B,, se tiene que x € ({{D : D € D,} C (WU : U € B,} = {z}. Por
eso, {z} = ({D : D € D,}; de aqui se deduce que ¢ es inyectiva.

1.1.5. ProposicioN. (1) Para todo X, si Y C X, entonces Y(Y) < (X).
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(2) Si |S| <A >w yy(X,) <X para todo s € S, entonces (][ o4 Xs) < A

DEMOSTRACION. (1) Sean x € Y y U C 7(X) tales que (U = {x}; entonces U’ ={UNY : U e U} C
T(Y)y U ={z}, asi que Y(z,Y) < |U'| < |U|. En particular, si elegimos U tal que [U| = ¢(x, X)
se obtiene Y(Y) < ¢(X).

(2) Sean X = [, ¢ X5, © = (25)ses € X y Us C 7(X,) tales que (\U;, = {z5} para todo s;
entonces la familia U = {[[,.q Us : existe F' C S finito tal que U; = X, para s € S\ F'y U, € U
para s € F'} satisface las condiciones U C 7(X), [U| < Ay U = {z}. De modo que ¢(z, X) < A;
por ello, (X)) < A

Al comparar las proposiciones 1.1.2 y 1.1.5, debe tenerse en cuenta que la analogia no es completa;
en el capitulo 2, se dard un ejemplo de espacios X,Y y un mapeo abierto sobreyectivo f: X — Y
tales que ¥(X) = w < ¥(Y) (ejemplo 2.2.7). No obstante se cumple el siguiente enunciado .

1.1.6. Prorosicion. Si f : X — Y es una condensacion, entonces (X) < ¢(Y).

DEMOSTRACION. Sean © € X, y = f(z) y B, C 7(Y) tal que {y} =B, v |By| = ¢¥(y,Y); entonces
la familia f~1(B,) = {f~Y(U) : U € B,} satisface la condicién f~(B,) C 7(z, X). Por ser f uno a
uno, () f1(B,) = {z} y como |f~H(B,)| = |B,], se tiene que ¥(z, X) < |f~1(B,)] < ¥(y,Y); por lo
tanto, ¥(X) < ¢Y(Y).

1.1.7. Proposicion. Para todo x € X, se verifica que (x, X) < x(z, X).

DEMOSTRACION. Sean x € X y B una base local de X en z; entonces (B = () 7(z, X) y puesto que
) 7(x, X) = {z} se obtiene ¥(z, X) < x(x, X).

Puede suceder que para un espacio X, sea ¥(z, X) < x(z, X) en algin punto x.

1.1.8. Esempro. Sea X = {p} UlJ,., Xa, donde p ¢ X, = {xf : i € N} para todo a y " # QZJB
para (i, ) # (J, 8); se definird 7(X) mediante la familia B = B,U{{z{} : i € Ny a < k}, donde B,
consiste de todos los conjuntos obtenidos de X al quitar un nimero finito de puntos z§* de cada uno
de los conjuntos X,. Facilmente se verifica que B es una base para una topologia 77 en X; ademas,
es claro que cada U € B es un conjunto cerrado. Por tanto, X resulta ser un espacio de Tychonoff; el
espacio X se conoce como erizo de Urysohn con k espinas, siendo sus espinas los conjuntos {p}U X,
para todo a. En particular, si K = w con facilidad se obtiene que ¥ (p, X) = w; sin embargo, si
A={V,:neN} C7(p,X), puede elegirse z, € V,, N X,,, asi que U = X \ {z, : n € N} satisface
las condiciones U € 7(p,X) y V,, ¢ U para todo n. Luego x(p, X) > w lo cual muestra que la
desigualdad en la proposicion 1.1.7 puede ser estricta.

Si X es metrizable, es claro que x(X) < w; sin embargo, el reciproco no se cumple.

1.1.9. Esempro. Sea B = {[z,x +¢€) : x € Ry € > 0}; se checa facilmente que B es una base para
una topologia T en R y que cada U € B es un conjunto cerrado, por lo cual B determina un espacio
de Tychonoff. El espacio X resultante se llama recta de Sorgenfrey; como B es base de X, dado
x € X, se tiene por una parte que {[z,z + 1/n) : n € N} es una base local de X en z. Por tanto,
X(z, X) < w, asi que x(X) < w. Por otra parte, si A es una base de X y x € X, debe existir U € A
cuyo elemento minimo sea z; por tanto, A no es numerable lo que implica que w(X) > w. Es claro
que el subespacio Q es denso en X, por lo cual X es separable. Por lo tanto, X no es metrizable.
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Una consecuencia de la proposiciéon 1.1.7 es que si X es metrizable, para todo z € X se tiene
que ¥(x, X) = x(z, X). Puesto que x(z,X) < w, en caso de que tengamos ¥ (z, X) < w, deberd
ser ¢ (z, X) = 1. Luego z es punto aislado en X; por tanto, x(z, X) = 1. Existen otras clases de
espacios X para los que se cumple ¢ (z, X) = x(x, X).

1.1.10. Teorema. Para todo espacio compacto X, st F' C X es cerrado, tenemos la igualdad
UV(F, X) = Xx(F, X).

DEMOSTRACION.  Si X es infinito, como es regular y F' es cerrado, (| 7(F,X) = F; luego, si B
es una base externa de F' en X, se cumple (B = F asi que ¥(F,X) < |B| y por lo tanto,
Y(F, X) < x(F,X). Ahora, si ¥(F, X) = k, sea I' = (,.4 Vs, donde V; € 7(X) para todo s € S'y
|S| < k; por [Engelking, teorema 3.1.9] se tiene que X es normal, de modo que para todo s € S existe
U, € 7(F, X) tal que Uy C V. Por tanto, F = Nses U, y cada U, es compacto; por [Engelking,
corolario 3.1.5], para cada U € 7(F, X) existe {s1,...,s,} C S para el cual U, N...NU,, C
U, N.. .ﬂUsk C U; luego, la familia U de todas las intersecciones finitas de elementos de {U; : s € S}
forma una base externa de F' en X. Puesto que |U| < k, se obtiene y(F, X) < (F, X). Si X es
finito, es discreto y claramente se da la igualdad.

1.1.11. Teorema. Si X es linealmente ordenado y x € X, entonces ¥(x, X) = x(x, X).

DEMOSTRACION. Sea < un orden lineal en X que genera 7(X) y tomemos z € X tal que ¢(z, X) = k.
Sea k > w; podemos suponer que x no es el mayor ni el menor elemento de X, ya que en los casos
pertinentes la demostracién que sigue se simplifica. Asi, existe B = {(as, bs) : s € S} que verifica
{z} =N By |S| =k, donde (as,bs) ={y € X : as <y < bs} para todo s € S; dado U € 7(z, X)
existen a,b € X para los cuales z € (a,b) C U. Como a ¢ (B, existe t € S tal que a ¢ (a, b),
luego a < ay; asimismo, b ¢ (| B implica que existe u € S para el que b ¢ (a, b,) por lo cual b > b,.
Por tanto, W = (at, b;) N (ay, b,) cumple x € W C (ay, b,) C (a,b) C U, asi que la familia £ de
todas las intersecciones finitas de elementos de B forma una base local para X en x; puesto que
|€| < Kk, se obtiene x(z, X) < k. Por la proposicién 1.1.7, tenemos que 1(z, X) = x(z, X). Ahora
si k < w, entonces  es un punto aislado y también se verifica ¥ (x, X) = x(z, X).

Con respecto al teorema anterior debe tenerse en cuenta que no es necesario suponer que X sea
ademas espacio de Tychonoff, pues puede probarse que todo espacio linealmente ordenado es T} y
normal por colecciones (ver [Tkachuk (2010), problema 302]).

1.1.12. Corovario. Si X es compacto o linealmente ordenado, entonces x(X) < |X].

DEMOSTRACION. Sea z € X; como {zx} = ({X \ {y} : z # y € X}, se deduce que ¢(z, X) < |X].
Por los teoremas 1.1.10 y 1.1.11, se cumple x(X) < |X]|.

Considerando que los principales objetos de nuestro estudio son casos particulares de grupos
topoldgicos, es bueno tener en cuenta el siguiente enunciado, el cual, no se probard (para una
demostracion, véase [Arhangel’skii y Tkachenko, teorema 3.3.12]); pues para el caso de los espacios
Cp(X) se demostrarda mediante una herramienta de la teoria C, (corolario 2.2.3).

1.1.13. TrorEMA (BIRKHOFF-KAKUTANI). Si G es un grupo topoldgico tal que x(G) < w, entonces G
es metrizable.



1.2. Sucesiones convergentes y sus generalizaciones

En esta seccion se consideran las propiedades Fréchet-Urysohn, secuencialidad y estrechez nu-
merable; ademas se describen algunas relaciones sencillas entre ellas. También se presentan dos
teoremas mas profundos sobre espacios compactos en los que las propiedades de convergencia se
relacionan con otras propiedades de manera especial; para el primero, que trata sobre espacios
compactos diadicos, se utilizaran tres proposiciones y un importante teorema de descomposicion de
funciones continuas de A.V. Arhangel’skii. Para el segundo, que también es un importante teorema
de A.V. Arhangel’skii, se empleara la herramienta ya presentada.

En cualquier espacio métrico X, si x € X, A C X y x € A, se puede garantizar que existe una
sucesion (a,) en A que converge a x. En el contexto més general de espacios topolégicos, esto no
siempre sucede.

1.2.1. DermicioN. Una sucesién {x, : n € N} en un espacio X converge a z € X y se llama
convergente, si para cada U € 7(x, X), existe N € N tal que x, € U paran > N. Un espacio X
es Fréchet-Urysohn si para cada A C X y cada x € A, existe una sucesiéon {z, : n € N} C A que
converge a .

1.2.2. Esempro. Supongamos que X = {0,1}* y A = {z € X : existe F' C w; tal que F es finito
y z(s) = 0 para s € wy \ F'}; definamos u € {0,1}*" por la igualdad u(s) = 1 para todo s € wy.
Es facil ver que u € A. Si a, € A paran € N, hagamos S = {s € w; : existe a,, € A para el cual
an(s) = 1}; es claro que |S| < w. Por tanto, sit € wy \ Sy U = {1} x {0, 1}1\{} se tiene que
U € 7(u, X); sin embargo, a,, ¢ U para todo n € N, asi que u ¢ {a, : n € N} y por lo tanto la
sucesion {a,} no converge a u.

Si X es un espacio Fréchet-Urysohn, para cada A C X que no es cerrado, existe una sucesién
{a,} en A que converge a un punto z € A\ A; lo reciproco no necesariamente se cumple.

1.2.3. Esempro. Sea X = {0} UJ;, X;, donde X; = {1/i} U{1/i+1/(i* + k) : k € w}; se definird
7(X) mediante una coleccién {B, : © € X}, de bases locales. Si x = 1/i + 1/j para alguna j,
B, = {{z}}; siz = 1/i para alguna i, se tiene que B, = {{1/i}U{1/i+1/(*+j+k) : k € w}: j € w}.
Por 1ultimo, By consiste de todos los conjuntos obtenidos de X al quitar un ntimero finito de conjuntos
X, y un nimero finito de puntos de la forma 1/i+1/j de cada uno de los conjuntos restantes X;; se
checa facilmente que {B, : z € X} es una coleccién de bases locales para una topologia 77 en X y
que cada elemento de B es un conjunto cerrado, de modo que el espacio resultante es de Tychonoff.
Sea A C X tal que A # A; si 1/i € A\ A para algin i, por definicién de B, i existe una sucesién
creciente {j; : k € N} C N para la cual ay = 1/i + 1/(:*> + ji) € A para todo k. La sucesién
{ay} converge a 1/i. Si 1/i ¢ A\ A para todo i, como {1/i +1/j} € 7(X) para todo j, debe ser
0 € A\ A; es facil probar que existe una sucesién creciente {i; : k € N} C N tal que ap = 1/i, € A
para todo k. La sucesién {a;} converge a 0. Asi, se cumple la condicién del parrafo anterior al
ejemplo; sin embargo, X no es Fréchet-Urysohn. Pues si Y = X \ {1/i : 4 € N}, aunque 0 € Y, no
existe sucesién en Y que converja a 0.

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicion.
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1.2.4. DermvicioN. Un espacio X es secuencial si para cada A C X tal que A £ A existe una
sucesion {z,, : n € N} C A que converge a algin z € A\ A.

El espacio del ejemplo 1.2.3 es secuencial pero no Fréchet-Urysohn; en cambio el espacio en el
ejemplo 1.2.2 no es Fréchet-Urysohn ni secuencial. Observamos también que los conceptos recién
presentados involucran sucesiones; para el concepto de estrechez se prescinde de ellas y como se
probara mas adelante, es més general.

1.2.5. DEFINICION. Seax € X; la estrechez de z en X es el cardinal ¢(z, X) = min{x :siz € A, existe
B C Atal que |B| < kyx € B}; la estrechez de X es el cardinal ¢(X) = sup{t(z,X) : z € X}.

Un conjunto A C X es k-cerrado si para cada B C A tal que |B| < k se cumple B C A.

1.2.6. Esemprro. Sea X = w U {¢} C Pw, donde fw es la compactacién de Cech-Stone de w y
¢ € fw \ w; entonces | X| = w y por ello ¢(X) < w. Como w es denso en fw, el conjunto w no es
cerrado en X; por [Engelking, corolario 3.6.15], ninguna subsucesién de w, converge a £. Por tanto,
X no es secuencial.

Cabe mencionar que para el espacio X = {0,1}*1 del ejemplo 1.2.2, hemos demostrado que u € A
pero u ¢ B para cualquier conjunto numerable B C A. De modo que t(X) > w.

1.2.7. Prorosicion. Para todo X, se tiene que t(X) < k si y sdlo si para cualquier A C X tal que
A+ A, existe BC A que cumple |B| <k y B\ A#.

DeMosTRACION. Necesidad. Supongamos que A C X y A # A, tomemos un punto z € A\ A. Como
t(X) < K, existe B C A tal que |B| < k y o € B; es decir, existe B C A que satisface las condiciones
|IB|<rkyB\A#D0.

Suficiencia. Sik >w, AC Xy C=U{B:B C Ay |B| <k}, entonces A C C C A, y si se
prueba que C' es cerrado, se tendra que C' = A. Por lo tanto, dado z € A, existird B C A tal que
|B| < kyx€ B;oseat(X)<k.

Asf, sea D C C tal que |D| < k; luego existe S con |S| < x para el que D = {z, : 2, € B,,
By C Ay |Bs| < k para todo s € S}. Si E = |J{Bs : s € S}, se obtiene £ C Ay |E| < k; se
deduce que £ C C. Como D = {x,:s€ S} C U{Bs:s € S} C E, se tiene que D \ C' = {; segin
la hipétesis, C' = C.

Si kK < w, como la condicién nunca se cumple, se deduce que t(X) < k.

1.2.8. Osservaciongs.(i) La proposicién 1.2.7 también puede enunciarse como sigue: para todo X,
se tiene que t(X) < k si y sélo si para todo A C X, si A es k-cerrado, entonces A es cerrado.

(ii) Dado A C X, sea [A], = U{B : B C Ay |B| < k}; de acuerdo con la definicién 1.2.5 se tiene
que A C X es k-cerrado si y sblo si A = [A],.

1.2.9. Treorema. Para todo X, si se cumple alguna propiedad de la lista también se cumple la
siguiente:

(i) x(X) < w.
(i1) X es Fréchet-Urysohn.
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(i1i) X es secuencial.
() t(X) < w.

DemosTRACION. (i)=>(ii). Sean z € Ay {U; : i € N} una base local del espacio X en z; si se elige
x; € ANULN...NU,; para todo i € N, se obtiene una sucesién {z; : i € N} en A que converge a x.
De modo que X es Fréchet-Urysohn.

(ii)=-(iii). Es consecuencia inmediata de las definiciones.
(ili)=-(iv). Se sigue de la proposicién 1.2.7.

Ya se han dado ejemplos de espacios que muestran que las implicaciones inversas no se cumplen,
excepto para la primera.

1.2.10. Esempro. Sea X = {p} U, ., Xa el erizo de Urysohn con w espinas (véase el ejemplo
1.1.8), donde X, = {z¢ : i € N} para todo «; ya se probé que x(p, X) > w, luego x(X) > w. Para
ver que X es Fréchet-Urysohn, tomemos cualesquiera A C X y 2 € A; por definicién de 7(X), si
x # p, se tiene que x € A, por lo cual se supondra que x = p. Ademads, existe a < w tal que
para todo n € N existe i, > n para el cual 2 € A. Por tanto, para cada V' € 7(x, X) existe
N € N que satisface la condiciéon x € V para todo n > N; ya que V' es arbitrario, la sucesién

{x :n € N} C A converge a p.

En el capitulo 2 se dard un ejemplo de un espacio X para el cual (X) < w < t(X) (ejemplo
2.2.14); de aqui se deduce que no se puede sustituir la condicién x(X) < w por ¥(X) < w en el
teorema 1.2.9.

1.2.11. ProrosicionN. Para todo X y x € X se verifica t(z, X) < x(x, X).

DEMOSTRACION. Supongamos que x(z,X) < k y 2 € A; entonces existe una base local B de X en
x para la cual |B| < k. Para cada U € B, elijase xy € ANU y sea B = {zy : U € B}; luego
B C A, |B| < ky por ser B una base en x se deduce que cada W € 7(z, X) contiene algin zy. En
consecuencia, * € By t(r, X) < k; luego t(x, X) < x(z, X).

1.2.12. Esempro. Sea X el erizo de Urysohn con w espinas; ya se vio en el ejemplo 1.1.8 que
X(p, X) > w. Puesto que |X| = w, se obtiene que t(p, X) < w; de manera que la desigualdad en la
proposicion 1.2.11 puede ser estricta.

1.2.13. TroreMA. Si X es linealmente ordenado, entonces t(x, X) = x(x, X) para cada v € X .

DEMOSTRACION. Sea < un orden lineal en X que genera 7(X). Para u,v € X con u < v hagamos
(«—u) ={ze X :z<u}l, (uu—)={r e X:z>uty (uv) ={r e X :u<z <}
supongamos que x € X, t(z,X) =k, U = (<,2) y V = (z,—). Sea k < w; por el teorema 1.1.11
y la proposicién 1.2.11, es suficiente probar que 1 (z, X) < k. Para ésto se consideran casos:

(a) Siz ¢ UUV, el punto z es aislado en X, luego ¢(z, X) =1 < k.

(b)Six e V\U,sea ACV tal que |A| < ky x € A; entonces B={X\U}U{(+,a):ac A}
satisface las condiciones B C 7(X) y |[B| < k. Seay € X \ {z}; si y € U, se tiene que y ¢ (B. Si

y € V, entonces W = (+—,y) cumple W € 7(x, X) y existe a € ANW, de modo que y ¢ (+<,a).
Asi, y ¢ (B, de donde (B = {z}, por lo cual ¢(z, X) < k.
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(c) Siz € U\ 'V, se procede de manera similar a (b).

(d)Siz e UNV,sean AC Uy B CV talesque z € ANB, |A| < ky |B| < &; la familia
B={(a,b):ac Aybe B} cample BC 7(X) y |B] < k. Siy <z, como (y,—) € 7(x, X), existe
a€ AN (y,—), asi que y ¢ (a,b), para todo b € B, de donde y ¢ (B. Si y > x, andlogamente se
obtiene y ¢ (| B; por tanto, ¥ (z, X) < k.

Ahora si kK < w, entonces z es un punto aislado y se cumple t(z, X) = y(z, X).

1.2.14. Dermvicion. Un espacio compacto se llama diddico si es la imagen continua de {0, 1} para
algin cardinal k. Supongamos que n = {X; : t € T} es una familia de espacios, X es su producto
topoldgico y a € X estd fijo; dado = € X, el conjunto supp(x) = {t € T : z(t) # a(t)} se llama
soporte de x. El ¥-producto de 1 con punto bdsico a es ¥(a) = {x € X : [supp(z)| < w}.

1.2.15. ProprosiCiON. Supongamos que M; es un espacio compacto con base numerable para todo
teT yaec M =T, My; entonces X(a) es un subespacio w-cerrado denso en M tal que para cada
conjunto numerable A C ¥(a) se cumple w(cly(A)) < w y por lo tanto cly(A) es metrizable.

DeMOSTRACION. Sea U = [],., Ur # 0 tal que Uy € 7(M,) paratodot € T'y S = {t € T : Uy # M;}
es un conjunto finito; témese x; € U; para todo t € S y hagase x(t) = x; sit € Sy z(t) = a si
t €T\ S. Es claro que x € U N X(a), asi que cly(X(a)) = M. Si A C ¥(a) es numerable, puesto
que |supp(x)| < w para todo z € X(a), se tiene que E = |J{supp(z) : x € A} es un conjunto
numerable; dado que el espacio Y = [[,cq\ p{a(t)} X [[;cp M: C E(a) es homeomorfo a [],.p M,
por [Engelking, teorema 4.2.8], se deduce que Y es un subespacio compacto metrizable (y por ello
cerrado) en M. Claramente A C Y; por tanto, cly(A) CY C 3(a) es metrizable y w(clpy(A)) < w.

1.2.16. Prorosicion. Sean X un espacio compacto metrizable y f : X — Y wuna funcion continua
sobreyectiva; entonces Y es compacto y metrizable.

DeEMOSTRACION. Por [Engelking, teorema 4.2.8], se tiene que w(X) < w; se sabe que Y es compacto
y por [Engelking, teorema 3.1.22], se obtiene w(Y) < w(X). De nuevo por [Engelking, teorema
4.2.8], se infiere que Y es metrizable.

1.2.17. TrOREMA (ARHANGEL'SKI). Supongamos que D es un subespacio denso en X = [, Xy,
donde nw(X;) < w para todot € T y f: D — R es una funcion continua; si la proyeccion sobre
la cara Xp/ se representa por qr : X — Xqpv = [[,epn X¢ para todo T' C T, entonces existe un
conjunto numerable S C T y una funcion continua h : qs(D) — R tales que f = ho (qs | D).

DEMOSTRACION. Si U = [],o4 Us es un conjunto de la base candnica de X, se escribird core(U) =
{t e T:U; # X;}. Para cada y € R sea B, una base local numerable de R en y; por ser f continua,
para cada x € D existe una familia numerable U, de conjuntos de la base candnica de X tal que
r € (U, y para cada O € By, existe U € U, que cumple f(U N D) C O. Por tanto, para cada
x € D, el conjunto T, = |J{core(U) : U € U,} es numerable. Sea xy € D y hdgase Ay = {zo}
y So = T,; supongamos que ya tenemos unos conjuntos numerables A, C Dy S, C T. Como
nw(Xg,) < w, el espacio Dg, = qg,(D) C Xg, es separable, asi que es posible hallar un conjunto
numerable A, .1 C D para el cual A,, C A, 11 y el conjunto gs, (A,+1) sea denso en Dg, ; si se define
Sn+1 = U{T: : © € An11} se completa un proceso inductivo que nos permite formar los conjuntos

A=U{A, newly S=U{S:necw}
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Se afirma que el conjunto As = ¢s(A) es denso en Dg = qg(D). Témese y € D y hégase
W = Tl,es Wi € 7(gs(y), Xs) un conjunto bésico candénico de Xg; puesto que K = core(W) es
finito, existe n € w tal que K C S,. Como W' = [[,cq Wi € 7(gs,(y), Xs,) ¥ qs,(Any1) es denso
en Dg, , se obtiene W' N gs, (A1) # 0; luego existe x € A, 11 tal que x(t) € W, para todo t € K.
Tenemos la igualdad W; = X, para cada t € S\ K, lo cual implica que x(t) € W; para todo t € S,
asi que gs(z) € W N Ag; por eso qs(y) € clpg(As). Esto prueba la afirmacion.

Ahora se probara lo siguiente:

(1) Si U es un conjunto bésico candnico en X y O es un conjunto abierto en R tal que f(UND) C
O, entonces f(q5' (gs(U)) N A) C O.

Supongamos que existe w € qg'(qs(U))NA para el cual f(w) € R\ O; entonces existe O,, € B w)
que cumple O, C R\ O. Témese W € U,, tal que f(W N D) C O,; como core(W) C S, tenemos
qs' (gs(W)) = W. Por lo tanto, gs(w) € gs(W) N gs(U) y de aqui se obtiene W NU # 0; dado que
D es denso en X existe d € DN W NU. En consecuencia, f(d) € f(DNW) C O, C R\ O; sin
embargo, f(d) € f(DNU) C O, lo cual es una contradiccién que prueba (1).

Se afirma que si z,y € Dy gs(x) = gs(y) entonces f(z) = f(y). Supongamos que f(r) # f(y);
entonces existen O, € 7(f(z),R) y O, € 7(f(y),R) tales que O, N O, = . Elijanse conjuntos W,

y W, de la base candnica de X que cumplan z € W, y € W, f(DNW,) C O,y f(DNW,) C Oy;
puesto que ¢g transforma cada conjunto bésico canénico en X en un conjunto bésico candnico
en Xg, tenemos que gg es un mapeo abierto. Por tanto, ¢s(W,) y gs(WW,) son abiertos en Xg y
gs(x) = qs(y) € qs(Wy) Ngs(W,); como gs(x) = gs(y) € Ds y Ag es denso en Dyg, existe z € A
para el cual gs(z) € qs(W,) N gs(W,). En consecuencia, z € q5'(qs(W,)) Nag*(gs(W,)) N A; por la
condicién (1) se obtiene f(2) € O, N O,, lo cual es una contradiccién.

Para cada y € Dy elfjase © € gg'(y) y hdgase h(y) = f(x); la afirmacién del parrafo anterior
muestra que esta definicién de la funcion h : Dg — R es consistente. Por definicién de h, se tiene
f(z) = h(gs(x)) para todo = € D; se probard que h es continua. Sea y € Dg y témense = € g5 (y)
y G € 7(h(y),R); elfjanse O,H € 7(h(y),R) tales que h(y) € O C O C H C H C G. Puesto que
h(y) = f(x) se obtiene O € 7(f(x),R); por ser f continua en z, existe un conjunto bdsico canénico
U € 7(z,X) para el cual f(UN D) C O. El conjunto V' = ¢s(U) es abierto en Xg, ademds, y € V.
Sea B = q5'(V) N A; por la condicién (1), se cumple f(B) C O.

Por construccién de U,, existe U, € U,, tal que f(U, N D) C H para todo w € B. Sea U(B) =
U{U., : w € B}; como core(U,) C S implica ¢5'(qs(U,)) = U, se deduce que qg5' (qs(U(B))) =
U(B). Se mostrara que gg' (V) N D C clx(U(B)); para ello, supéngase que el conjunto C' =
g5 (V) \ cx(U(B)) verifica C N D # (. Sid € CN D, entonces qs(d) € qs(C) € 7(Xs) vy
qs(C) N gs(U(B)) = (; dado que B C U(B), tenemos qs(B) =V Ngs(A) C gs(U(B)). Puesto que
45(C) € T(gs(d), Xs) y as(d) € clp, (gs(A)), obtenemos g5(C) (1 gs(A) # 0; nétese que gs(C) C V
y por ello § # gs(C) Ngs(A) C qs(C) NV Ngs(A) C qs(C) Ngs(U(B)) # (. De la contradiccion
hallada se infiere que ¢5' (V) N D C clx(U(B)).

Nétese que f(U(B) N D) = J{f(U,ND) :w e B} C H por definicién de cada U,; luego,
Flgs" (V) N D) € f(elx(U(B)) A D) = f(elp(U(B) N D)) € A. Debido a que f = ho (gs | D),
se sigue que f(gs' (V) N D) = h(V N D), por lo cual h(V N Dg) C H C G} ésto indica que h es
continua en y, y por ello es continua en Dg.



10 Capitulo 1. Espacios Topolégicos Generales

1.2.18. ProprosICION. Supongamos que M; es un espacio compacto con base numerable para todo
teT yac M =1]],cr M; sig:X(a) = Z es una funcion continua sobre el espacio compacto Z,
entonces Z es metrizable.

DeMOsSTRACION. Por [Engelking, teorema 3.2.5], puede suponerse que Z C I* para I = [0, 1] y algin
cardinal k; para cada o < k, sea p, : I* — I, = I la correspondiente proyeccion natural. Puesto que
¥(a) es denso en M por la proposicién 1.2.15, podemos aplicar el teorema 1.2.17 a p,og : X(a) — [
para hallar un conjunto numerable S, C T y una funcién continua h, : gs,(X(a)) — I tales que
Pa© g = hao(gs, | X(a)); es claro que gs, (X(a)) = Ms, = [[,c4, M, por lo cual h, tiene dominio
Mg, , de donde la funcién G, = h,, o gs, tiene dominio M y G, | ¥(a) = py o g.

Definase la funcién f : M — 1% mediante f(z)(a) = G,(z) para todo z € M y a < k; como
Pa © f = G, es una funcién continua para todo o < k, la funcién f es continua. Dado = € ¥(a) se
tiene que po(f(z)) = Ga(x) = pa(g(z)) para todo a < &, lo que implica que f(z) = g(x); por lo
tanto, f(X(a)) = g(X(a)) = Z, de donde f(M) C cli<(f(X(a))) = Z.

A continuacion se probara lo siguiente:

(1) Para cada conjunto numerable P C Z, el espacio P es compacto y metrizable.

Puesto que f(X(a)) = Z, puede hallarse un conjunto numerable A C 3(a) tal que P = f(A);
por la proposicién 1.2.15; se tiene que F' = clp(A) C X(a) es compacto y metrizable, asi que por
la proposicion 1.2.16, se deduce que f(F) es compacto y metrizable. Dado que P C f(F) es claro
que se cumple (1).

Ahora, se probara la siguiente propiedad:

(2) Si R C Z y |R| < wy, entonces existe un conjunto numerable P C Z tal que R C P y por lo
tanto w(R) < w.

Témese A C ¥(a) que cumpla |A| < w; y f(A) = R; como |supp(z)| < w para todo x € A, se
obtiene que |E| < w; para el conjunto £ = (J{supp(x) : « € A}. El espacio Mg = [[,c.p M; es
homeomorfo a Y = {gp\g(a)} x Mg, por lo cual Y es un producto de |E| espacios separables; por
[Engelking, teorema 2.3.15], el espacio Y es separable. Elijase un conjunto denso numerable B C Y’;

dado que A C Y se tiene que R C f(Y) C f(B). Como f(B) C Zy |f(B)| < w, por (1), se obtiene

que f(B) es compacto y metrizable; por [Engelking, teorema 4.2.8], se deduce que w(f(B)) <w'y
de aqui w(R) < w, con lo cual queda probado (2).

Supongamos que Z no es separable y témese zy € Z; si < w; y hemos construido un conjunto
C ={z24:a< B} CZ como |C|] <w, debe ser C # Z, asi que podemos elegir 25 € Z \ C.
Este proceso inductivo puede realizarse para todo [ < wj, con lo cual se obtiene un conjunto
Y ={z,:a<w} CZtalque 25 ¢ {2, : @ < f} para todo 5 < wy. De (2) se sigue que w(Y) < w,
luego Y es separable; por ésto, Y C {z, : o < f} para algin f < wy, de donde z5 € {z, : o < (}.
La contradiccién resultante muestra que Z es separable. Sea P C Z tal que P = Z y |P| < w; por
(1), el espacio Z es metrizable.

1.2.19. Trorema. Si X es un espacio compacto diddico, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) x(X) < w;
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(1i) 1(X) < w;
(i1i) X es metrizable.

DEMOSTRACION. (1)=>(ii). Se sigue del teorema 1.2.9.

(ii)=-(iii). Sea M = {0,1}" tal que existe una funcién continua sobreyectiva f : M — X; témese
a € M y higase Q = f(X(a)). Sea z € X arbitrario; por la proposicién 1.2.15 y como f es un mapeo
cerrado ([Engelking, teorema 3.1.12]), se tiene que @ = X. Puesto que #(X) < w, existe R C Q
que cumple z € Ry |R| < w. Elifjase un conjunto numerable A C X(a) para el cual R = f(A);
por la misma proposicién 1.2.15, el conjunto F' = clp(A) C X(a) es compacto y metrizable. De
la proposicion 1.2.16 se desprende que f(F) es compacto y metrizable; puesto que R C f(F) se
deduce que z € R C f(F) C Q, asf que X = Q. Por la proposicién 1.2.18, se concluye que X es
metrizable.

(iii)=(i). Esto se cumple para cualquier espacio métrico.
1.2.20. TrEOREMA (ARHANGEL'SKI). Para todo espacio compacto infinito X, se cumple | X| < ().

DEMOSTRACION. Si k = x(X) es finito, entonces X es discreto, lo cual contradice su compacidad,
asi que k > w. Sea B, una base local en z tal que |B,| < k para todo x € X. Por induccion se
construird una sucesion transfinita {F,, : o < k*} de subconjuntos cerrados de X tal que para cada
a <kt

(1) |Fu| <2y F3 C F, para § < a;

(2) para cada familia finita & C ({B. : © € U, Fs}, si X # JU, entonces Iy, \ YU # 0.

Sean xg € X y Fy = {x}; supongamos que g < kT y ya se tienen los conjuntos F,, que satisfacen
(1) y (2) para a < ag. Sea B = U{B, : © € Uyey, Fut Yy B ={U C B : U es finito y X # JU};
luego |B| < 2%y |B| < 2%. Dendtese por B el conjunto obtenido al elegir para cada i € B un punto
en X\ JU y sea F,,, = BUJ,,, Fo- Entonces |B| <27 y por la proposicién 1.1.4, tenemos que
|F\o| < 2%, de modo que (1) y (2) se cumplen para a = ayg, lo que completa la induccion.

Sea I = Js_,.+ Fpp; veremos que F' = X, de donde |X| < 2% por (1). Por ser k1 regular y por
(1), para cada A C F que cumple |A| < &, existe o < k* tal que A C F,; asi que A C F, C F. Por
la proposicién 1.2.11, se tiene que #(X) < x; luego, por la proposicién 1.2.7, se obtiene F' = F. Por
tanto, F' es compacto. Supongamos que existe y € X \ F; para cada x € F, elfjase U, € B, con
y ¢ U,. Entonces existe una familia finita Y C {U, : * € F} parala cual F C JU y un a < k™
tales que U C\U{B: : @ € Up, Fp}s ast, X #JU y F, \ JU = 0, en contradiccién con (2).
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1.3. Propiedades categoricas: teoremas y ejemplos

En esta seccion se analizan las relaciones que las propiedades Fréchet-Urysohn, secuencialidad y
estrechez numerable tienen con las operaciones de toma de subespacios, producto y paso a espacios
cocientes; asimismo, se proporcionan caracterizaciones de las propiedades Fréchet-Urysohn, secuen-
cialidad y cardcter numerable en términos de espacios metrizables. Ademés se presenta otra relacién
entre las propiedades Fréchet-Urysohn y secuencialidad y se caracterizan los espacios compactos de
estrechez numerable en términos de sucesiones libres.

1.3.1. Prorosicion. St X es Fréchet-Urysohn yY C X, entonces Y es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. Sean A C Y y x € cly (A); por la igualdad cly (A) = clx(A)NY, existe una sucesién
{z,} C A que converge a = (en X y en Y). Por tanto, Y es Fréchet-Urysohn.

En contraste con lo anterior, un espacio X puede ser secuencial y algin Y C X no serlo; mas
adelante, en esta seccién se caracterizan todos los espacios X en los que se presenta esta situacién
(corolario 1.3.16). No obstante, se cumple lo siguiente:

1.3.2. Prorosicion. St X es secuencial y' Y C X es abierto o cerrado, entonces Y es secuencial.

DEMOSTRACION. Dado un conjunto cerrado Y C X tomemos cualquier A C Y tal que cly(A) # A;
entonces A no es cerrado en X. Por lo tanto, existe una sucesién {z,} en A que converge a algin
x € X\ A; como Y es cerrado, x € Y. Luego, Y es secuencial. Ahora, supongamos que Y C X es
abierto y A C Y cumple cly(A) # A; asi, existe € cly(A) \ A. Sea U € 7(z,X) tal que U C Y;
entonces ANU no es cerrado en U. Ya hemos probado que la secuencialidad se hereda a subespacios
cerrados, asf que existe {z,} C ANU que converge a cierto p € U\ (ANU), de donde p € Y \ A,
lo que implica que Y es secuencial.

1.3.3. Proposicion. Para todo espacio X, si Y C X, entonces t(Y) < t(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que t(X) <k y A CY cumple y € cly(A); entonces y € clx(A) y por
ello existe B C A tal que |B| < ky y € clx(B). Es claro que y € cly(B); por tanto, t(Y) < k.

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de Fréchet-Urysohn no es multiplicativa; el mismo
ejemplo sirve para ver que la secuencialidad y la estrechez numerable tampoco lo son.

1.3.4. Esempro. Existen espacios de Fréchet-Urysohn X y Y para los cuales ¢(X X Y) > w. Sean
X={ptu{el :mnecwlyY ={qtU{yd: ac 2’ n e w} los erizos de Urysohn con w y 2*
espinas respectivamente (ejemplo 1.1.8); ya se probé en el ejemplo 1.2.10 que X es Fréchet-Urysohn
y de la misma manera se muestra que Y es Fréchet-Urysohn. Para demostrar que ¢(X X Y) > w se
hallard un conjunto £ C (X \ {p}) x (Y'\{q¢}) tal que z = (p,q) € E, pero z ¢ Q para todo conjunto
numerable () C E. Con este proposito se empleara la siguiente notacién: w” es el conjunto de todas
las funciones f : k — w; para cada f € w* y cada ¢ € w?" se escribird V; = {p} U {z™ : n > f(m),
mewly Wy ={¢g}U{y?:n>¢(a), € 29} Si f,g € w’, por f <* g se entendera que existe
k < w tal que f(n) < g(n) para todo n > k. Es claro que {V; : f € w*} es una base local de X en
P,y {Ws: ¢ € w?} es una base local de Y en g.

Obsérvese que si A C w¥ es un conjunto numerable, entonces existe f € w® tal que g <* f para
todo g € A, pues si A = {gx : k € w}, se define f(n) = maz{gr(n) : & < n} + 1 para todo n,

13
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con lo cual se obtiene g, <* f para todo k € w. Como |w*| = 2¢, se puede tomar una numeracién
{fa : @ €29} del conjunto w*.

Si a € 29 se tiene que S, :i(x?l(m),yfn) :m € w}l C (X \{p}) x (Y \{q}); sea E =J{5 :
a € 2¥}. Para probar que € F, témese U € 7(z, X x Y); existen funciones f € w” y ¢ € w?”

tales que z € Vy x Wy C U. Puesto que f = f, para alguna a € 2, si k = ¢(«), se obtiene
(x’}a(k), y) € SoN (Ve x Wy); por lo tanto, EN (Ve x Wy) # 0, asi que ENU # (), por lo cual x € E.

Para demostrar que = ¢ @ para todo conjunto numerable Q C E, basta mostrar que x ¢ Usep Sa
para todo conjunto numerable P C 2¥; tomese un tal conjunto P. Por la primera observacién del
parrafo anterior, existe f € w* que cumple f, <* f para todo o € P; ahora, definase ¢ € w?” como
sigue: si a ¢ P, hagase ¢(a) = 0. Si o € P, existe k € w tal que f,(n) < f(n) para todo n > k;
hégase ¢(a) = k. Sea z € S, para alguna o € P; existe m € w para el cual z = (xz(m),yf“n). Si
T () € Vi, se deduce que fo(m) > f(m); por definicién de ¢ se tiene ¢(a) = k > m, de donde
yo ¢ Wy. En consecuencia, z ¢ V; x Wy, de modo que S, N (Vy x Wy,) = 0; dado que o € P es

arbitraria, = ¢ (J,cp Sa-

Sin embargo, si nos restringimos a espacios compactos, entonces la estrechez numerable es nu-
merablemente productiva y la secuencialidad es finitamente multiplicativa, como lo muestran los
enunciados 1.3.6 y 1.3.18.

1.3.5. Lema. Si f : X — Y es un mapeo cerrado y A C X es un conjunto k-cerrado, entonces
B = f(A) es k-cerrado.

DEMOSTRACION. Supongamos que D C By que |D| < k; para cada d € D elijase x4 € A tal que
f(zq) = d y definase E = {z4 : d € D}. Por tanto, |E| < k, de donde E C A; por ser f cerrado,

D = f(E) = f(E) C f(A) = B. En consecuencia, B es k-cerrado.

1.3.6. Prorosicion. Si X, es compacto y t(X,) < w para n € N, entonces t([ ]2, X;) < w.

DEMOSTRACION. Primero se probard que si X,Y son compactos, t(X) < w y t(Y) < w, entonces
t(X xY') < w; para ello considérese un conjunto w-cerrado H C X x Y. Recurriendo a la observacion
1.2.8(i), se mostrara que H es cerrado; para ello basta tomar (p,q) € H y ver que (p,q) € H. Asi,
por ser {p} x Y cerrado en X X Y y H un conjunto w-cerrado, de la definicién se sigue que
T=HN({p}xY) esw-cerrado en X XY y en {p} x Y; puesto que t({p} x Y) = (V) < w, segin
la observacion 1.2.8(i), tenemos que T' = clyyxy(T) = T, y es suficiente probar que ¢ € my(T),
donde my : X XY — Y es la proyeccién sobre Y. Supongamos que g ¢ my (7T); puesto que X x Y
es compacto y Y es Ty, vemos que 7y es cerrado y por ello 7y (T') es cerrado. Por ello, la cerradura
V' de alguna vecindad de g en Y cumple V N7y (T) = 0; dado que (p,q) € Int(X x V), se infiere
que (p,q) € (X x V)N H.

Tal como antes se deduce que por ser X x V cerrado en X x Y y H un conjunto w-cerrado, el
conjunto (X x V)N H es w-cerrado en X X Y y que la proyeccién mx : X X Y — X es cerrada; por
el lema 1.3.5, se deduce que S = mx((X x V)N H) es w-cerrado en X. Dado que t(X) < w, por
la observacién 1.2.8(i), se tiene que S es cerrado; sin embargo, por la continuidad de 7x tenemos
que p =7x(p,q) Emx(X xV)NH)CS=S8=mrx((XxV)NH). Por lo tanto, existe r € V que
cumple (p,r) € H, lo que contradice que ({p} x V)N H = ({p} x V)NT C 7, (V N7y (T)) = 0;
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consecuentemente t(X x Y) < w. Si [N]<“ denota la familia de subconjuntos finitos de N, por
induccién se obtiene que (] [,.» X;) < w para cada F' € [N]<“.

Para el caso general, sean X = [[Z, X; y A un subconjunto w-cerrado de X; témense p € A
y I’ € [N|<*. Por lo anterior, para el espacio Xp = [[,.p Xi se cumple {(Xr) < w; como la
proyecciéon mp : X — Xp es cerrada, vemos que mp(A) es w-cerrado y por lo tanto cerrado en
Xr. En consecuencia, mr(p) € mp(A); por tanto, existe gp € A tal que p | F = qr | F. Sea
B = {qr : F € [N]**}; entonces |B| < w yp € B. Como B C Ay A es un conjunto w-cerrado,
B C A; luego, p € A. Por la observacion 1.2.8(i), se concluye que #(X) < w.

Para caracterizar algunas propiedades de convergencia en términos de espacios metrizables, se
emplearan mapeos abiertos, cocientes y pseudoabiertos.

1.3.7. TreoremA. Para todo Y, se cumple x(Y) < w, si y sdlo si existe un espacio metrizable X y
un mapeo abierto sobreyectivo f: X — Y.

DEMOSTRACION. Suficiencia. Se trata del corolario 1.1.3.

Necesidad. Sea T' el conjunto 7(Y') con la topologia discreta; entonces, T' es metrizable. Por
[Engelking, teoremas 4.1.3 y 4.2.2], tenemos que T es metrizable; sea X = {x € T% : {z(n) : n € w}
es una base local en algin y € Y'}. Dado x € X, sea f(x) € Y el punto en el que {z(n) : n € w} es
una base local; por ser Y un espacio 77, la funciéon f esta bien definida.

Dado y € Y témese una base local {U,, : n € w} en y y sea z(n) = U, para todo n; entonces
x € Xy f(r) =y, asi que f es suprayectiva. Para probar que f es continua, si x € X y
f(x) =y e U € 7(Y), existe n € w tal que z(n) C U; el conjunto V = {z € X : z(n) = z(n)}
cumple V' € 7(z, X). Para cada z € V tenemos f(z) € (\{z(k) : k € w} C z(n) = z(n) C U, de
donde f(V') C U; luego, f es continua.

Para probar que f(O) € 7(Y) para cada O € 7(X) es suficiente mostrar que x € O implica
f(x) € Int(f(O)). Sea U = [[,e, Ui € 7(1%) tal que x € U C O y U; = T excepto para i en
cierto conjunto finito F' C w; si se hace n = mazF, vemos que W = {z € X : z(i) = z(i) para
i <n} CO. ComoV ==z(0)Nn...Nz(n) € 7(X), basta probar que V" C f(O), en cuyo caso,
f(z) e V. C Int(f(O)). Seay € V y elijase una base local {V; : i € w} en y de manera que V; = x(7)
para todo i < n; si z(k) = Vi para todo k € w, se obtiene que z € W C Oy f(z) = y, asi que

VvV C f(O).

1.3.8. Prorosicion. St f : X — Y es un mapeo cociente y el espacio X es secuencial, entonces Y
es secuencial.

DEMOSTRACION. Por ser f cociente, si A C Y no es cerrado, B = f~!(A) tampoco lo es; por ello,
existe una sucesion {x,} C B que converge a cierto z € B\ B. Puesto que {f(z,)} C Ay converge
a f(r) € A\ A, se infiere que Y es secuencial.

1.3.9. Proposicion. Si f : X — Y es un mapeo cociente, se cumple t(Y) < t(X).

DeMOSTRACION. Sean t(X) < x y A C 'Y que no es cerrado; como f es cociente, Ay = f~'(A) no
es cerrado en X. Existe By C Ap tal que |Bo| < ky Bo\ Ay # 0; si B = f(By), entonces B C A,
|B| < ky B\ A# (. Por la proposicién 1.2.7, tenemos que ¢(Y) < k.
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Las proposiciones 1.3.8 y 1.3.9 muestran que la secuencialidad y la estrechez numerable son
invariantes bajo mapeos cocientes; para la propiedad de Fréchet-Urysohn, ésto ya no sucede (ejemplo
1.3.19).

1.3.10. Dermicion. Un mapeo continuo sobreyectivo f : X — Y es pseudoabierto si para cada
yeY ycadaU € 7(X) tal que f~!(y) C U, se cumple y € Int(f(U)). Un mapeo f: X — Y es
hereditariamente cociente si para cada Z C Y la restriccién f | f~1(Z) : f~1(Z) — Z es cociente.

1.3.11. Prorosicion. Un mapeo f : X — Y es pseudoabierto si y solo si es hereditariamente
cociente.

DemosTRACION. Necesidad. Tomemos cualquier Z C Y; sean T = f~Y(Z) y fr = f | T. Para
probar que fr es cociente, témese W C Z tal que U = f;'(W) € 7(T); entonces existe V € 7(X)
que cumple U = VN T, ysi z € W, tenemos f~(z) = f7'(z) C V. Por ser f pseudoabierta,
2 €0 = Inty(f(V)); como VN fHZ\W) =0, se obtiene z € Q = ONZ C W, asi que W € 7(Z),
por lo cual fr es cociente.

Suficiencia. Tomemos cualesquiera y € Y y U € 7(X) tales que f~(y) C U; se desea probar

que y € Inty(f(U)) = Y\ Y\ f(U). Supongamos lo contrario y sea Z = (Y \ f(U)) U {y};
entonces g = f | f7HZ) : f7HZ) — Z es cociente y Y \ f(U) no es cerrado en Z. Luego
g Y\ f(U) = f7HY\ f(U)) no es cerrado en f~1(Z); por ello f~H(y) N f~1 (Y \ f(U)) # 0, lo
que contradice que f~'(y) cU Cc X\ f~1(Y'\ f(U)).

1.3.12. Prorosicion. St f 1 X = Y es pseudoabierto y X es Fréchet-Urysohn, entonces Y también
lo es.

DEMOSTRACION. Sean A C Y y y € A; se puede suponer que y ¢ A, de modo que A no es cerrado en
Z = AU {y}. Por la proposicién 1.3.11, el mapeo f | f~(Z) : f~Y(Z) — Z es cociente; por tanto,
f7YA) no es cerrado en f~1(Z). Luego, existe x € f~(y) N f~1(A); como X es Fréchet-Urysohn,
existe una sucesién {z,} en f~1(A) que converge a x. La sucesién {f(z,)} estd contenida en Ay

converge a f(z) = y. Esto prueba que Y es Fréchet-Urysohn.

1.3.13. TreoreMmA. El espacio X es Fréchet-Urysohn si y solo si X es imagen pseudoabierta de un
espacio metrizable.

DemosTRACION. Suficiencia. Por el teorema 1.2.9, cada espacio metrizable es Fréchet-Urysohn; por
la proposicién 1.3.12, la imagen pseudoabierta de un espacio metrizable es Fréchet-Urysohn.

Necesidad. El espacio M = @{S : S C X es una sucesion convergente, incluido el punto al que
converge} es metrizable (véase [Engelking, teorema 4.2.1]). Sea ¢ : M — X dada por ¢(x) = =
para todo x € M; se probara que ¢ es pseudoabierta. Dado z € X, hagamos x,, = = para todo
n € w; entonces la sucesién S = {z,, : n € w} es un subespacio de M y z € ¢(S), asi que ¢ es
sobreyectiva.

Para ver que ¢ es continua, témense un cerrado F' C X y z € M \ ¢ '(F); entonces existe
un sumando S C M con z € S, asi que S € 7(M). Si z es un punto aislado de S, se obtiene

{z} er(M) y{z} Cc M\ ¢ '(F). Siz esun punto de acumulacién de S, entonces A = SN ¢~ (F)
es finito, pues en caso contrario, ¢(S) N F es una subsucesién de ¢(S) que converge a ¢(z). Por
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tanto, ¢(z) € F'\ F, lo cual es una contradiccién; luego S\ A € 7(z, M)y S\ A C M\ ¢ *(F),
por lo cual ¢~1(F) es cerrado en M y ¢ es continua.

Para probar que ¢ es pseudoabierta, témense sy € X y un conjunto U € 7(¢~*(so), M); suponga-
mos que so ¢ Intx(¢(U)). Por tanto, s € X \ ¢(U); razén por la cual existe una sucesion
{sn :n €N} C X\ ¢(U) que converge a sg. Luego, la sucesién convergente S = {s, : n € w} es un
sumando en M. Sin embargo, so € U y para n € N| se tiene que s, ¢ ¢(U), de donde s,, ¢ U; ésto
contradice que {s, : n € N} converge a so. Asi que sq € Intx(¢(U)) y ¢ es pseudoabierta.

1.3.14. Lema. (i) Si X es secuencial, entonces X es un espacio k.

(ii) Si X es un espacio k hereditariamente, A C X yx € A\ A, entonces existe un compacto
Z Cc AU{z} tal que x € Z \ {x}.

DemosTRACION. (i) Sea A C X tal que A # A; existe una sucesiéon {x, : n € N} en A que converge
a cierto xy ¢ A. En el subespacio Z = {z, : n € w} de X, cada punto z,, con n € N es aislado y zg
es su punto de acumulacion; de modo que Z es compacto y AN Z no es cerrado en Z; por tanto X
es un espacio k.

(ii) El conjunto A no es cerrado en B = A U {x}; puesto que B es un espacio k, existe un
compacto Z C B para el cual AN Z no es cerrado en B. Como Z si es cerrado en B, se deduce que

x €cp(Z\{z}) C Z\ {z}.
1.3.15. TroreEMA. Las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) X es Fréchet-Urysohn.

(i1) X es hereditariamente secuencial.

(i1i) X es hereditariamente k.

DEMOSTRACION. (1)=>(ii). Es consecuencia del teorema 1.2.9 y la proposicién 1.3.1.
(ii)=-(iii). Se deduce del lema 1.3.14(i).
(iii)=>(i). Supongamos que A C X y # € A\ A; existe un conjunto S de cardinalidad minima

A\ tal que S € Ay 2 € S. Portanto, z ¢ Sy A > w; por el lema 1.3.14, existe un compacto
Z C SU{x} parael cual z € Z \ {z}. Por la minimalidad de A y por la proposicién 1.2.11 tenemos
que A < t(z,Z) < x(z,Z); por el corolario 1.1.12 se obtiene x(z,2) < x(Z) < |Z] < |S] = A,
de donde A = x(z, 7). Sea {V, : @ < A} una base de Z en z; por induccién se definirdn unas
sucesiones transfinitas {U, : o« < A} y {zo : @ < A} donde U, € 7(z,Z) y z, € Z, para cada a < .
La construccién garantizard que {25 : 8 < a} NUs =0, Uy C Vo y %o € (Ng<aUs) \ {2} para
a < \. Por ser Z regular, existe Uy € 7(x, Z) tal que Uy C Vp; elfjase xg € Uy \ {}. Ahora, sea
a < Ay supongamos que para todo 8 < a ya se han definido Ug y 23 que satisfacen las condiciones
mencionadas; por la minimalidad de A, tenemos que = ¢ {25 : f < a}. Luego existe U, € 7(z, Z)
que cumple {zp: f < a} NUy, =0y Uy C Vg puesto que A = x(z, Z), por el teorema 1.1.10, se
cumple A = ¢(z, Z), asf que existe z, € (<, Up) \ {z}. Esto completa la induccion.

SiT ={z,:a <A} U{z}, entonces x es un punto de acumulacién del conjunto 7. Observe que
Xo=X\{zp:8<alUUus1) € 7(74,X) y 75 ¢ X, para cada o < A\ y para 8 # a; de modo
que cada z, es un punto aislado en T'. Por ser T" hereditariamente k, del lema 1.3.14, se sigue que
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existe un conjunto compacto K C T tal que z € K \ {z}; dado que K \ {z} C Z\ {z} C S C A,
por la minimalidad de A, se obtiene A < |K \ {z}| = |K|. Elfjase en K \ {z} un conjunto infinito
numerable R; por ser K compacto, R tiene un punto de acumulacion z en K y sélo puede ser z = x.
Puesto que R C A, se infiere que R es una sucesién convergente y X es Fréchet-Urysohn.

1.3.16. Cororario. St X es un espacio secuencial, entonces X contiene un subespacio que no es
secuencial si y solo si X no es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del teorema 1.3.15.

1.3.17. Teorema. Un espacio X es secuencial, si y solo si X es la imagen cociente de un espacio
metrizable.

DeEMOSTRACION. Suficiencia. Supongamos que M es espacio metrizable y X es su imagen cociente;
entonces x(M) < w. Por el teorema 1.2.9, se obtiene que M es secuencial y por la proposicién 1.3.8,
se concluye que X es secuencial.

Necesidad. Sea M = @{S : S C X es una sucesion convergente, incluido el punto al que
converge}. Consideremos la funcién ¢ : M — X dada por ¢(x) = x para todo = € M; tal como
en la demostracion del teorema 1.3.13 se prueba que M es metrizable y que ¢ es sobreyectiva y
continua. Para demostrar que ¢ es cociente tomemos cualquier P C X tal que P # P; como X es
secuencial, existe una sucesién {s, : n € N} C P que converge a cierto s, € P\ P. Por tanto, el
sumando S = {s, : n € w} C M es una sucesién convergente; luego sq € ¢~1(P) \ ¢~ (P), es decir,
¢~ (P) no es cerrado y por eso ¢ es cociente.

La siguiente proposicién se puede generalizar al caso en el que X y Y son espacios secuenciales
y X es localmente secuencialmente compacto; este caso generaliza también aquellos en los que X y
Y son secuenciales y X es localmente compacto o es numerablemente compacto.

1.3.18. Prorosicion. Si X y Y son espacios secuenciales y X es compacto, entonces X XY es
secuencial.

DEMOSTRACION.  Por el teorema 1.3.17, existen espacios metrizables Xy, Yy y mapeos cocientes
f:Xo— X,9:Y — Y. Por el teorema 1.2.9 y el lema 1.3.14(i), el espacio Xy es k; por
[Engelking, teorema 3.3.27], el espacio X x Y también es k. Por [Engelking, teorema 3.3.28], la
funcion f x g : Xo x Yy — X X Y es cociente. Aplicando el teorema 1.3.17 una vez mas, concluimos
que X X Y es secuencial.

1.3.19. Esempro. Sea Y el espacio del ejemplo 1.2.3; puesto que Y es secuencial, por el teorema
1.3.17, existe un espacio X metrizable y un mapeo cociente f : X — Y. Por el teorema 1.2.9, se
tiene que X es Fréchet-Urysohn; pero a pesar de que f es cociente, Y no es Fréchet-Urysohn.

1.3.20. Dervicion. Un subconjunto {z, : a < k} de un espacio X es una sucesion libre de longitud
Ky 8t {zg @ < A} N {zy : @ > A} = () para todo A < k.

Para el siguiente enunciado, si A C X, se denotara por [A]* al conjunto {z € X :si H es un
conjunto Gsen X y x € H, entonces HNA # (}; ademds, se usara el significado de [A],, introducido
en la observacién 1.2.8(ii).
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1.3.21. Lema. Para todo espacio compacto X, se cumple [[A],]* = A para cualquier A C X.

DemosTrRACION. Como es claro que [[A],]* C A, queda por probar que A C D = [[A4],]*. Supongamos
que existe z € A\ D; entonces existe A = {U, :n € N} C 7(X) tal que v € H = (A C X \ [4],.
Sean V; = Uy, y V,, € 7(x, X) tales que V,, C V,,_1 N U, para n > 1; asi, [ = Moo, Vi = ﬂ;’;lvn
es un Gy cerrado para el cual x € FF C H. Segun el teorema 1.1.10, existe una base externa
D de F en X que cumple |D| < w; puesto que x € F N A, para cada W € D puede elegirse
zw € W N A. El conjunto B = {zy : W € D} satiface las condiciones |B|] < wy B C A, por lo
cual FNB C HN[A], = 0. Puesto que D es una base externa de F en X, existe W € D para el
cual W N B = (), lo que contradice que zy € W N B.

1.3.22. TrorEMA (ARHANGEL'SKI). Para todo espacio compacto X, se verifica t(X) < w si y sdlo si
X no tiene sucesiones libres no numerables.

DeMOsTRACION. Necesidad. Supongamos que ¢(X) < w y existe una sucesion libre S = {z, : a < w;}
en X. Si Fs = {z,:a > [}, entonces F = {Fp : f < w;} es una familia decreciente de conjuntos
cerrados en X; como X es compacto, existe y € (| F. Por tanto, y € S; si A C S cumple |A| < w,
entonces A C {7, : @ < B} para algtin 8 < w, asf que ANFsz =, de donde y ¢ A. Esto contradice
la desigualdad ¢(X) < w. En consecuencia, X no tiene sucesiones libres no numerables.

Suficiencia. Supongamos que X no tiene sucesiones libres no numerables y ¢(X) > w; por la
observacién 1.2.8(i), existe un conjunto w-cerrado A C X que no es cerrado. Por el lema 1.3.21 y
la observacién 1.2.8(ii), se obtiene que A = [A]*, asi que existe x € [A]“ \ A; por ello se cumple:

(1) HN A # 0 si H es un conjunto G4 que contiene a x.

Sean ag € Ay Hy = X; supongamos que a < wy y se han hallado puntos {ag : f < a} C Ay
una familia de conjuntos G4 cerrados {Hp : § < a} con las siguientes propiedades:

(2) {x, ag} C Hp para todo 8 < a;

(3) Hs C H, paray < ff < a;

(4) {ay : v < B} N Hg = 0 para todo § < .

Puesto que A es un conjunto w-cerrado y x ¢ A, se sigue que = ¢ P = {a,:v < a}; sean
Vi=X\PyV, € 7(z,X) talesque V,, C V,,_; paran > 1. Deesta forma, H = (o, V,, = oo,V
es un Gy cerrado para el cual x € H C X\ P. Si H, = HN({Hp : f < a} por (1), existe
a, € H, N A. Observamos que las condiciones (2)—(4) se cumplen también para 8 = «, asi que
la induccién proporciona un conjunto S = {a, : @ < wy}. Ahora, si f < wy, por (2) y (3), se
obtiene que {a, : v > B} C Hp; por (4) y por ser Hg cerrado, {a,:v < B} N{ay,:v>p} C
{a,:vy < B}NHz=10. Esto prueba que S es una sucesién libre de longitud no numerable, lo cual
es una contradiccién; por tanto, t(X) < w.
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CAPITULO 2

Propiedades de convergencia
en espacios de funciones

Este capitulo constituye la parte medular de la tesis, pues en él se estudia el comportamiento de
las mismas propiedades de convergencia consideradas en el capitulo 1, pero ahora en ciertos espacios
de funciones en presencia de estructuras algebraicas; para ello, primero se definen los espacios de
funciones y la topologia que en ellos se considerara. Después se define la estructura algebraica y su
relacion con la topologia, para asi obtener una operacion C entre espacios topoldgicos; se analiza la
relacion entre C y las operaciones topoldgicas producto y suma de espacios, toma de subespacios y
el paso a imagenes continuas. También se observa la manera como cambian algunas propiedades
topoldgicas al aplicarse la operacion C.

2.1. Restricciones que implica la estructura algebraica de C,(X)

En esta seccién primero se definen los espacios de funciones con los que se trabajara, que son
espacios de funciones continuas con la topologia producto; después se definen las estructuras alge-
braicas en los espacios mencionados, que son la de grupo y anillo inducidas por R en ellos, para
luego obtener de su interrelacion las estructuras de grupo y anillo topoldgicos. Esto determina una
riqueza estructural en la que no sélo las propiedades de convergencia, sino también otras, cambian
drasticamente segiin se mostrara.

Se recuerda que en un producto cartesiano de espacios se toma por defecto la topologia producto
y que R, Q y N se consideraran con su topologia usual si no se indica otra cosa.

2.1.1. DreriNicion. Mediante Y (respectivamente C'(X,Y)) se representa al conjunto de todas las
funciones (resp. continuas) de X a Y mientras C'(X) representa a C'(X,R). Por C,(X,Y) se hace
referencia al espacio topolégico obtenido de C(X,Y’) como subespacio de Y; en particular, C,(X)
es Cp(X,R). Dados #1,...,2, € X y Uy,..., U, € 7(Y), se denota a {f € C(X,Y) : f(x;) € U;
paratodoi < n} pormediode O(zy,...,2n; U, ..., Uy) uO(21,...,2,; Uy, ..., Uy)(x,y) para indicar
cuales son los espacios X, Y involucrados; ademads, si tomamos f € C(X) y € > 0, se denota al
conjunto O(xy, ..., x.; (f(z1)—€, f(x1)+€), ..., (f(xn)—¢€, f(zn)+e)) = {g € C(X) : |g(x;)—f(x;)] <
e para todo i < n} por O(f;21,...,2n5€) U O(f;21,...,2n;€)(x) Para indicar cudl es el espacio X
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involucrado.

2.1.2. ProprosiCION.  Para cualquier base U de Y, la familia B = {O(xq,...,x,;Ur,...,Uy) -
v,e X, U el,i=1...,nyn € N} es una base de C,(X,Y); dada f € Cy(X), la familia
By ={0O(f;21,...,xn5€) ;€ X, i=1,...,n,n € N ye >0} es una base local de C,,(X) en f.

DEMOSTRACION. Supongamos que U es una base de Y y 7 es la topologia del espacio C,(X,Y"). Dado
O =0(x1,...,2,;Uy,...,U,) € B se puede suponer que z; # x; para i # j, tomando intersecciones
de conjuntos U; en caso necesario; higase Y, = U; si x = x; para alguna ¢« < n, y Y, = Y si
r # x; para todo i. De este modo, O = [[,.v Y, N C(X,Y) € 7; por tanto, B C 7. Ahora, si
f € V € 7, existe un conjunto bésico canénico B en Y tal que f € W = BN C(X,Y) C V; sean
B =Tl,exYe vy {z1,..., 25} el subconjunto de X en el que Y, # Y. Para cada i < n existe U; € U
tal que f(z;) € U; C Yy, asi que f € O = O(xy,...,2,;Up,...,U,) C W donde O € B. De lo
anterior, por una parte se deduce que B es una base de C,(X,Y'); por otra parte, si en particular
Y =RyU = (f(x:) — ¢, f(z;) + €) para todo i < n y cierta ¢ > 0, se obtiene que B es una base
local de C,,(X) en f.

2.1.3. Prorosicion. El espacio Cp(X) es denso en RX.

DEMOSTRACION. Sean f € R¥ y U un conjunto bésico canénico en RX que contiene a f; entonces
existen zy,...,x, € X tales que U = erX R,, en donde R, = R si x # x; para todo i < n.
Por ser X espacio de Tychonoff, X; = (J;,{z;} es cerrado para todo i y existe g; € Cp(X) tal
que g;(z;) = 1y g;(X;) C {0} para todo ¢ < n; por tanto, g = > | f(z;)g; € Cp(X) y cumple
g(x;) = f(z;) para todo i < n. En consecuencia g € U, lo cual prueba que C,(X) = R¥.

Las operaciones en R inducen de manera natural las correspondientes operaciones en C,(X),
de suma f + g donde (f + g)(x) = f(z) + g(z) para todo x € X y de producto fg donde
(fg)(x) = f(x)g(x) para todo = € X, que le dan la estructura de anillo. Mds atn, las opera-
ciones se interrelacionan de manera especial con la topologia de C,(X).

2.1.4. ProposicioN.  Para todo espacio X, la funcion S : Cp(X) x Cp(X) — Cu(X) dada por
S(f.g9) = f+ g para toda (f,g) € Cp(X) x Cp(X), es continua.

DemosTrACION. Témense las funciones f,g € C,(X) y la vecindad O = O(f + g;21,...,2,;€) de
f + g arbitrarias; si U = O(f;x1,...,20;€¢/2) y V = O(g;21,...,2n;€/2), témese h e Uy k € V.
Ast, [(f + g)(z;) — (h + k)(2:)] < §+ § = € para todo i < n; por tanto, h +k € O. De modo que
S(U x V') C O; por la proposicién 2.1.2, se tiene que S es continua.

Obsérvese que segun la proposicién 2.1.4, dada g € C,(X), la funcién T : Cp(X) — C,(X)
definida por T'(f) = f + g es continua; por tanto, su inversa que se calcula como T~!(f) = f — ¢
para toda f € C,(X), también es continua. Consecuentemente 7" es un homeomorfismo.

2.1.5. ProposicioN.  Para todo espacio X, la funcion P : Cy(X) x Cp(X) — Cp(X) dada por
P(f,g9) = fg para toda (f,g) € Cp(X) x Cp(X), es continua.

DEMOSTRACION. Sean f,g € Cp(X) y O = O(fg;x1,...,x,;€) arbitrarios; si dada j < n se hace
0;(f) = O(f;xj;min{l,m}) y Oi(9) = O(Q;ﬂfj;m)a entonces P(O;(f) x 0;(g)) C
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O(fg;xj;€). Para verlo, obsérvese que si h € O;(f) vy k € O;(g), entonces |(fg)(x;) — (hk)(x;)| <
|f(x;) = h(z))|lg(x;)| + |h(z))||g(x;) — k(x;)| < €/2+€/2 = €; es decir, hk € O(fg; x;; €) para todo
j < n. Por tanto, P((;_, O;(f) x O;(9)) € M=y P(O;(f) x 04(9)) € Mj=y O(fg; z55€) = O; de la

proposicién 2.1.2 se sigue que P es continua.

De este modo C,(X) con la operacién suma es grupo topolégico y con ambas operaciones es
anillo topolégico. Estas operaciones junto con las peculiaridades de la topologia de C,(X), limitan
drasticamente en los espacios C,(X) las posibilidades de ciertas propiedades topolégicas de los
espacios generales (proposiciones 2.1.7 y 2.1.8), pero a la vez enriquecen notablemente las relaciones
entre estas propiedades.

Asi, recordando que la celularidad de un espacio X es ¢(X) = sup{|U]| : U C 7(X) \ {0} es
una familia disjunta}, y que una familia .4 de subconjuntos de X es localmente finita si para cada
r € X, existe U € 7(x, X) tal que [{A€ A: UNA#0}| <w, tenemos lo siguiente.

2.1.6. Lema. Para todo espacio X, si'Y es denso en X, entonces ¢(X) = ¢(Y).

DEMOSTRACION. Sea ¥ C 7(X)\ {0} una familia disjunta; entonces p = {UNY : U € v} C 7(Y)\ {0}
es una familia disjunta y |u| = |y]. Por tanto, ¢(X) < ¢(Y). Ahora, sea pp C 7(Y) \ {0} una familia
disjunta; para cada U € p elijase Viy € 7(X) tal que VyNY = U. SiU,U’ € u son distintos, entonces
VoNVir NY =UNU = 0; como Y = X, tenemos que Vi NV}, = 0 y por lo tanto la familia
y=A{Vy :U € u} C 7(X)\ {0} es disjunta. Puesto que |u| = ||, se obtiene que ¢(Y) < ¢(X).

2.1.7. Proposicion. Para todo espacio X, se cumple ¢(Cp(X)) < w.

DEMOSTRACION. Puesto que R es un espacio separable, por [Engelking, corolario 2.3.18], se cumple
c(R*) < w; por la proposicién 2.1.3, se deduce que R = C,(X), asi que por el lema 2.1.6, se
obtiene ¢(Cp(X)) < w.

2.1.8. ProprosiCciON.  Para todo espacio X, si v C T7(Cp(X)) es una familia localmente finita,
entonces |7y < w.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 C 7(Cp(X)) \ {0} es una familia localmente finita y que cada
uno de los miembros de una familia disjunta maximal p C 7(C,(X)) \ {0} intersecta un nimero
finito de elementos de 7; entonces [J p = C,(X). Puesto que ¢(C,(X)) < w, por la proposicién 2.1.7
se deduce que |p| < w; para cada U € 7 existe V € p tal que U NV # ). Si v no fuera numerable,
existirfa U € p para la cual [{V € v: UNV # 0} > w, lo cual es una contradiccién; por tanto,
| < w.

Con respecto a las propiedades de convergencia, podré anadirse que para todo X, se verifica
X(Cp(X)) < w siy sdlo si Cp(X) es metrizable; esto ya se podria obtener como una consecuencia
del teorema 1.1.13, sin embargo, se deducira en la siguiente seccién, a partir de una herramienta de
la Cp-teoria (corolario 2.2.3).

Como ya se ha mencionado, el paso de X a C,(X), o de (X,Y) a C,(X,Y) puede considerarse
como una operacién C entre espacios topoldgicos; aqui se entiende por operacién una funcién de
Een E odeE xE en E, donde E es la clase de los espacios de Tychonoff. En vista de la gran
diferencia que puede existir entre X y C,(X), segtin se ha mostrado, podriamos preguntarnos si hay
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propiedades que se conserven bajo C. Primero observamos que si P es una propiedad topoldgica
productiva y hereditaria, al tenerla R la tendrd C,(X), pues C,,(X) C R¥; asf se deduce que C,(X)
es un espacio de Tychonoff para todo X, luego, C es efectivamente una operacion.

Podemos considerar la relacion entre C y las operaciones producto y suma de una familia de
espacios; si X es un espacio discreto, C,(X) resulta ser un producto, C,(X) = R¥; para un espacio
arbitrario X se cumplen los enunciados 2.1.10 y 2.1.11.

2.1.9. Lema. Supongamos que w € Cp(Y,Z) y hy : Cp(X,Y) = Co(X, Z) estd dado por h,(f) =
wo f para toda f € Cp(X,Y); entonces hy, es continuo.

DemosTRACION. Témense f € Cp(X,Y) y U € 7(C,(X, Z)) tales que g = hy,(f) € U; entonces existe
V =0(xq,...,2,;Uq,...,U,) € 7(Cp(X, Z)) para el cual g € V C U. Luego, el conjunto W =
O(xy,...,xp;w H(TY),...,w 1 (U,)) € T(Ch(X,Y)) satisface las condiciones f € W'y h, (W) C V;
por lo tanto, h, es continuo.

2.1.10. ProrosicioN. Dada una familia de espacios {Y; : t € T}, para cualquier espacio X el
espacio Cp(X, [[,cr Vi) es homeomorfo a [[{C,(X,Y;) : t € T}.

DEMOSTRACION. Se empleard la siguiente notacion: Y = [[,.,Y; v C = [[,cr Cp(X, Y;) mientras se
escribirtd p; : Y = Yy ¢; : C — C,(X,Y}) para las respectivas proyecciones naturales; asimismo
dado z € X, el mapeo 7, : YX — Y, donde Y, =Y serd la proyeccién natural, y si t € T, por 7,
se denotara a la restriccién a C,(X,Y;) de la proyeccién natural de Y, X sobre Y. = Y;. Definase
¢ : Cp(X,Y) — C mediante ¢(f)(t) = pro f para todo t € T'; se afirma que ¢ es un homeomorfismo.
El mapeo (p;). : Cp(X,Y) — Cp(X,Y;) dado por (p)«(f) =pro f paratodost € Ty f € Cp(X,Y)
es continuo por el lema 2.1.9. Puesto que ¢; o ¢ = (p;)« para todo t € T, también ¢ es continuo.
Dados distintos f,g € C,(X,Y), existe x € X tal que f(x) # g(x); luego, existe ¢ € T para el
cual f(x)(t) # g(z)(t). Por tanto, ¢(f)(t)(x) = pi(f(2)) = f(2)(t) # g9(z)(t) = d(9)(t)(2), asf que
o(f) # ¢(9)-

Para probar que ¢ es suprayectivo, témese g € C; puesto que g(t) € C,(X,Y;) para cualquier
t € T, se puede definir a f : X — Y mediante f(z)(t) = g(t)(x) para todo z € X; como
pro f = qi(g) es continua para todo ¢, también f es continua. Segun la definicién de ¢ se obtiene
que ¢(f) = g, asi que ¢ es una condensacién. Como C,(X,Y) C Y, para mostrar la continuidad
de ¢!, puede considerarsele como un mapeo ¢! : C — Y, asi, la continuidad de ¢~ equivale
ala de 7, 0 ¢! para todo x € X, y ésto a su vez equivale a la continuidad de p; o r, o ¢! para
todot € T. Dada g € C si f = ¢ '(g), entonces de la igualdad f(z)(t) = g(t)(x) se deduce que
proryo¢ (g) = g(t)(x) =m0 ¢(g) para todos x € X y t € T; de la continuidad de ¢; y 7, se
infiere la de ¢~

2.1.11. Prorosicion. St T es un conjunto y X; es un espacio para todo t € T, entonces el espacio
Co(@Byer X1, Y) es homeomorfo a [[{C,(X,Y) : t € T} para cualquier espacio Y .

DemosTrRACION. Hagamos C = [[,., Cp(Xy,Y) y X = @,.4 Xi; aqui se identifica a X, con el
respectivo abierto-cerrado de X. Se escribird ¢; : C — Cp(X;,Y) y r, : YX — Y, = Y para las
respectivas proyecciones naturales; ademas, s,; : Cp(X:,Y) = Yy m @ Cp(X,Y) = Cp(X:,Y)
estan dadas por s,(h) = h(z) y m(f) = f | X¢ paratodos t € T'y © € X;. Dadost € Ty
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U=0@,....e0;U1,...,Up)(x.y), es claro que (m) (U) = O(z1,...,2,;Us, ..., Up,)(x,y); por
eso m; es continua. Definase ¢ : Cp(X,Y) — C mediante ¢(f)(t) = m(f); se vera que ¢ es un
homeomorfismo. Como ¢; o ¢ = m; para todo t € T, se obtiene que ¢ es continua. Dadas distintas
f,9 € Cp(X,Y), elijase © € X para el cual f(x) # g(z) y seat € T tal que x € X;; entonces
m(f) = f | Xe # 9| X = m(g), de donde ¢(f) # &(g).

Para probar que ¢ es suprayectivo, tomese g € C; dada z € X hallese la tinica ¢t € T tal que
x € X; y hagase f(z) = g(t)(z). Como ¢;(h) = h(t) para todos t € T'y h € C, tenemos que
a@(9) = f | Xy, asi que f es continua en X; para todo ¢ € T, de donde f es continua; dado que
[ Xe = m(f) = q(o(f)) para cualquier ¢t € T se infiere que g = ¢(f). Para probar que ¢! es
continua, puede considerdrsele como un mapeo ¢! : ¢ — YX: asf la continuidad de ¢! equivale a
la de r, 0 ¢! para todo x € X. Fijémonos en cualquier punto = € X; existe t € T tal que x € X,.
Como ¢ es una biyeccion, para todo g € C la tnica f € C,(X,Y) para la cual ¢(f) = g cumple
90)() = F(z) = ra(f) = ra(é()); puesto que g(£)(x) = 4:(9)(x) = 5,4 0 au(g) se deduce que
r,0¢ ' =s,,0q para todo xz € X. Claramente s, y ¢ son continuas, por lo cual ¢~! también lo
es.

Ahora veremos la relacién entre C y la toma de subespacios.

2.1.12. DermNicION. Sea Y un subespacio de un espacio X; el mapeo 7y : Cp(X) — C,(Y) dado
por y (f) = f | Y para todo f € C,(X) se llama mapeo de restriccién.

2.1.13. ProposicioN. St X es un espacio y'Y C X, entonces:
(i) el mapeo Ty es continuo y wy (Cy(X)) = CH(Y);
(ii) el mapeo Ty es una inyeccion si y sélo siY = X;
(7i) el mapeo Ty es un homeomorfismo si y solo st Y = X;
(iv) el mapeo my : Cp(X) — 7y (Cp(X)) es abierto si y sélo si Y =Y ;
(v) si X es normal y Y =Y, entonces Ty (C,(X)) = C,(Y).

DemosTRACION. (1) El mapeo 7y esta bien definido pues es claro que 7wy (f) € C,(Y) para todo
f € Cy(X). Sipy : R¥ — RY es la proyeccién sobre la cara correspondiente y p, : RY — R, = R es
la proyeccion natural para todo y € Y, entonces p, opy es continua para todo y, asi que py también
es continua; puesto que my = py | Cp(X), resulta que 7y es continuo. Por la proposicién 2.1.3 y
por ser py continua, tenemos que RY = py(R¥) = py(C,(X)) C py(Co(X)), donde las cerraduras
se toman en los espacios correspondientes; por tanto, my (C,(X)) = py(C,(X)) es denso en RY y
por ello en C,(Y).

(ii) Si Y # X, hagamos u(z) = 0 para todo z € X; témese x € X \ Y. Por ser X un espacio de
Tychonoff, existe f € Cp(X) tal que f(z) = 1y f(Y) C {0}; por lo tanto, aunque u # f se obtiene
7y (u) = 7y (f), asf que Ty no es inyectiva. Ahora, si Y = X sean f, g € C,(X) funciones distintas;
entonces h = f — g € Cp(X), de donde U = bR\ {0}) € 7(X) y U # 0. Como Y = X, existe

y € Y NU; entonces 7y (f)(y) = f(y) # g(y) = 7y (9)(y), lo cual implica que 7y es inyectiva.

(iii) Si Y = X, entonces 7y es el mapeo identidad en X. Si 7y es un homeomorfismo, por (ii) se
tiene que Y = X; supongamos que Y # X y tomemos x € X \Y. Sean F' = {f € C,(X) : f(x) =1}
y g € Cu(Y); considérese U = O(g;y1,-..,Yn; €) arbitrario. Puede hallarse f € C,(X) tal que
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f(x) =1y f(yi) = g(y;) para todo i < n; por eso, my(f) € UNmy(F), de donde my (F) = C,(Y).
Puesto que claramente F no es denso en C,(X), se deduce que (my)~! no es continua, lo cual es
una contradiccion; por consiguiente, Y = X.

(iv) Se escribird Z = my(Cp(X)). Supongamos que el conjunto Y es cerrado; témese V =
O(wy,...,xn; Uy, ..., Uy)(xr) arbitrario. Para probar que my : C,(X) — Z es abierto es suficiente
verificar que 7y (V') € 7(Z), por la proposicién 2.1.2; sin pérdida de generalidad podemos suponer
que existe k <n+1 parael cual x; € Y siysélosii < k;si W = O(x1,...,25-1; U1, ..., Up—1)(vr),
bastard mostrar que 7y (V') = W. Como evidentemente 7y (V') C W, considérense f € Wy r; € U;
para i = k,...,n; por ser X de Tychonoff, puede encontrarse g € C,(X) que verificag | Y = fy
g(x;) =r;parai=k,...,n. Asi, my(9) = f vy g € V, lo que implica que W C my(V); por tanto,
Wy(V) =W.

Ahora, supongamos que 7y es un mapeo abierto y existe x € Y \ Y; definamos los conjuntos
U= O(;(0,2))xr), V = O(x;(2,3))(xr) ¥y sus imagenes G = my(U) y H = my (V) bajo my.
Supongamos también que existe f € G N H; entonces existen ¢ € U y h € V para las cuales
f =my(g) = my(h). La funcién w = g — h estd en Cp(X) y w(z) # 0; luego se cumple la igualdad
A =wYR\{0}) € 7(x, X). Como z € Y, existe y € Y N A; por tanto, w(y) # 0, lo cual contradice
que g | Y = h | Y. Esto muestra que G N H = (). Veamos que G es denso en Z; para ello, sea
P =0, Yy Wi,...,Wo)vr) # () arbitrario y elijanse r; € W; para i < n. Por ser X de
Tychonoft, existe f € C,(X) tal que f(x) =1y f(y;) = r; para todo i; es claro que 7y (f) € PNG.
Asi, G es denso en Z y analogamente se prueba que H es denso en Z; pero G y H son abiertos en
Z, lo cual contradice que G N H = (). En conclusién, Y =Y.

(v) La contencién no trivial C,(Y) C 7y (C,(X)), es el importante teorema de Tietze-Urysohn
sobre extensién de funciones continuas [Engelking, teorema 2.1.8].

A continuacién se analiza la relacién entre la operacién C y el paso a imagenes continuas.

2.1.14. Dermvicion. Dada una funcién continua K : X — Y, definase K* : C,(Y) — Cu(X)
mediante K*(f) = f o K para toda f € C,(Y); a K* se le conoce como el mapeo dual.

2.1.15. DrriniciON. Se dice que un mapeo sobreyectivo continuo f : X — Y es R-cociente si para
cualquier g : Y — R la continuidad de g o f equivale a la de g.

2.1.16. Lema. Cualquier condensacion R-cociente f: X — Y es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION.  Segun [Engelking, teorema 2.3.23], puede suponerse que X es un subespacio de
I4 para algin A; por tanto, a f~' se le puede considerar como el mapeo f~! : Y — I4. Sea
7y : 14 — I, = I la proyeccién natural y g, = 7, o f~! para todo a € A; puesto que g, © f = 7, €s
continua y f es R-cociente, se deduce que g, es continua para todo a y por ello también lo es f~1.
Por consiguiente, f es un homeomorfismo.

2.1.17. Prorosicion. Dado un mapeo continuo K : X — Y :
(i) el mapeo K* es continuo.
Si ademds, K(X) =Y, entonces,
(i1) el mapeo K* es un homeomorfismo de C,(Y) sobre K*(C,(Y));
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(111) el conjunto K*(C,(Y)) es cerrado en C,(X) si y solo si K es un mapeo R-cociente;

(iv) la igualdad K*(C,(Y))

(v) la igualdad K*(C,(Y)) =

(vi) Si G : X — Z es un mapeo continuo sobreyectivo, entonces existe un mapeo continuo
H:Z =Y tal que Ho G = K siy sdlo si K*(C,(Y)) C G*(Cp(2)).
DeMOSTRACION. (i) Témense f € Cp(Y) vy U = O(K*(f);x1,...,%n;€)(x) arbitrarios; entonces
V=0(f; K(x1),..., K(zn);€) vy € T(f,Cp(Y)) y sig € V, se tiene que |K*(f)(x;) — K*(g)(x:)| < €
para todo i < n. Por lo tanto, K*(g) € U, de donde K*(V)) C U y por eso K* es continua.

(ii) Sean f,g € C,(Y) funciones distintas; entonces existe y € Y tal que f(y) # ¢g(y). Si
x € K~ !(y) se obtiene que K*(f)(z) # K*(g9)(x), as{ que K* es inyectiva. Para ver que (K*)™! es
continua, témense f € C,(Y) y U = O(f;y1, ..., Yn; €)(v) arbitrario; elfjase z; € K~'(y;) para todo
i<nyseaV =O(K*(f);x1,...,2n;€)(x)NK*(C,(Y)). Dada h € V existe ' € Cp(Y") para la cual
K*(W') = h, de donde W (y;) = K*(h')(x;) = h(z;) para todo i < n; puesto que h € V, se deduce
que h' € U. Por consiguiente, h € K*(U), lo que implica que V C K*(U) y (K*)"%(V) C U; o sea
que (K*)~! es continua en K*(f). Por tanto, K* es un encaje.

) = Cu(X) se da, siy sdlo si K es una condensacion;
Cp(X) se da, siy solo si K es un homeomorfismo;

(iii) Témense un mapeo R-cociente K, y f € K*(C,(Y)); supongamos que para alguna y € Y
existen z1,zo € K1 (y) tales que f(x1) # f(x2). Sea g € O(f;21,22;€)(x) N K*(Cp(Y)), donde
€ = |f(z1) — f(x2)|/2; entonces g(z1) # g(z2) y g = K*(¢') para cierta ¢ € C,(Y). Por tanto,
g(x1) = K*(¢')(z1) = ¢'(K(z1)) = ¢'(K(z2)) = g(22), lo cual es una contradiccién; luego f es
constante en las fibras de K. Esto implica que existe f' : Y — R que cumple f = f' o K; puesto
que K es R-cociente y f es continua, f' € C,(Y), de donde f = K*(f') € K*(C,(Y)), asi que
K*(Cp(Y)) = K7 (Cp(Y)).

Ahora, si K*(Cp(Y)) = K*(Cp(Y)), sea f : Y — R tal que g = fo K € C,(X). Dados
T1,...,x, € X y € >0, por ser Y espacio de Tychonoff y g constante en las fibras de K puede
construirse h € Cp(Y) para la cual h(K(z;)) = g(2;) = f(K(z;)) para todo i < n; por ello,
K*(h) € O(g; 21, ..., 05 €)x) N K*(Cp(Y)), de donde g € K*(C,(Y)) = K*(C,(Y)). De modo que
K*(f) = g = K*(¢') para alguna ¢’ € C,(Y); aqui K* : RY — R¥ es la extensién de la funcién
original K* a RY la cual se calcula de la misma manera. Puesto que la extensién de K* a RY
también es inyectiva, se deduce que f = ¢’; es decir, f es continua, asi que K es R-cociente.

(iv) Si K es una condensacién, dados f € Cp(X), z1,...,2, € X y € > 0, existe g € Cp(Y') tal
que g(K(z;)) = f(x;) para todo i < n, asi que K*(g) € O(f;21,...,%n;€)(x) para todo € > 0. Por
tanto, f € K*(Cp(Y)), de donde C,(X) = K*(C,(Y)). Ahora, si K no es inyectiva, existen puntos
distintos 1,z para los cuales K(z1) = K(x2); puesto que U = O(zy,22;(0,1),(2,3))(xr) # 0
cumple U N K*(Cp(Y)) = 0, se deduce que C,(X) # K*(C,(Y)).

(v) Si K es un homeomorfismo, para cada f € C,(X) se tiene que g = fo K~! € C,(Y) y que
K*(g) = f, de donde C,(X) = K*(C,(Y)). Ahora , si K* es suprayectiva, K es una condensacién
por (iv), y es R-cociente por (iii); por el lema 2.1.16, se infiere que K es un homeomorfismo.

(vi) Si existe un mapeo continuo H : Z — Y tal que H o G = K, entonces para todo f € C,(Y))
se tiene que G*(H*(f)) = foHo G = fo K = K*(f), asl que K*(C,(Y)) C G*(C,(Z)). Ahora,
sea K*(Cp(Y)) C G*(Cp(Z)); puesto que para cada f € C,(Z), el mapeo G*(f) es constante en
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las fibras de G, también debe serlo K*(g) para cada g € C,(Y'). Supongamos que existen z € Z
vy z,y € G7(2) para los cuales K(z) # K(y); existe g € C,(Y) que verifica g(K(x)) = 0y
g(K(y)) = 1, lo que implica que K*(g) no es constante en G~!(z), lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, K es constante en las fibras de Gy por ello existe H : Z — Y tal que K = H o G.

Para ver que H es continua, témese B C Z y z € B; supongamos que H(z) ¢ H(B). Asi, existe
f € C,(Y) que cumple f(H(z)) =1y f(H(B)) ={0}; si x € G7(z), se obtiene K(z) = H(z), de
donde K*(f)(xz) = 1. Sea g € C,(Z) tal que G*(g) = K*(f); entonces, 1 = K*(f)(x) = g(2). Por
otro lado, si b € By a € G7(b) se tiene que K(a) = H(b) € H(B), asi que K*(f)(a) = 0. En
consecuencia, 0 = K*(f)(a) = g(b) y siendo b € B arbitraria, g(B) = {0}; dado que g(z) = 1, se
contradice la continuidad de g. Por tanto, H es continua.

Puesto que C,(X) es espacio de Tychonoff para todo X, puede también aplicarsele la operacién
C; resulta que C,(C,(X)) tiene una importante relacién con X (teorema 2.1.24).

2.1.18. Dernicion. Dados F C Cy(X) y z € X sea el : F — R la funcién dada por ef (f) = f(z)
para toda f € F; se denota e5*® por e,. El mapeo EF : X — R¥ que se calcula como Ef(z) = el

para todo x € X, se llama mapeo de evaluacién.

2.1.19. DeriNicION. Sea F' C RX; se dice que F separa los puntos en X, si para z,y € X distintos,
existe f € F tal que f(x) # f(y). Se dice que F' separa los puntos de los conjuntos cerrados en X,
si dados # € X y un conjunto cerrado G C X tal que z ¢ G, existe f € F parala cual f(z) ¢ f(G).
Se dice que F genera 7(X), si la familia {f~'(U): f € F y U € 7(R)} es una subbase de 7(X).

2.1.20. Proprosicion. Si X es un espacio y F' C C,(X) entonces:
(i) E¥(X) C C,(F) y E¥ es un mapeo continuo;
(ii) el mapeo ET es inyectivo si y sélo si F' separa los puntos de X ;
(iii) el mapeo E¥ es un encaje si y sélo si F' genera la topologia de X ;
(iv) el mapeo E¥ es un encaje si F separa los puntos de los conjuntos cerrados en X ;

(v) El espacio X' = E¥(X) C C,(F) genera la topologia de F (en consecuencia F se encaja en
Cp(X') ).

DeMosTRACION. (i) Para cada z € X, la proyeccién natural 7, : R¥ — R, = R es continua; por
lo tanto, e = 7, | F también lo es, lo que significa que F¥(X) C C,(F). Para probar que
EF es continuo, sea x € X y U = O(el'; f1,..., fu; €)(r) una vecindad candnica de el’s entonces
V=N, ((filz) —¢ fi(z) +€) € 7(x,X) y se cumple EF (V) C U; por ésto, E¥ es continuo.

(ii) Si F separa los puntos de X, dados puntos distintos x,y € X existe f € F tal que
el (f) = f(z) # f(y) = e[ (f), de donde EF(x) # E"(y). Reciprocamente, si E* es inyectiva,
para cualesquiera puntos distintos z,y € X se tiene que E¥ (z) # E¥ (y), asf que existe f € F que

cumple f(z) = el (f) # e} (f) = f(y); por tanto, F' separa los puntos en X.

(iii) Sea ET" un encaje, es decir, un homeomorfismo entre X y X’ = E¥(X); por la proposicién
2.1.2 se tiene que B = {O(f;U) : f € F y U € 7(R)} es una subbase de C,(F). Por lo tanto,
S ={VNX :V € B} es una subbase de X', asi que S = {(EF)"L(O(f;U)NX"): fe Fy
U € 7(R)} es una subbase de X. Puesto que e € O(f;U) siy sélo si x € f~1(U), se deduce que
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(EFY"YO(f;U)NX") = f~YU), de donde S = {f~1(U) : fe FyU e 7(R)}.

Ahora, si F' genera la topologia de X, dados distintos x,y € X, existen fi,...,f, € F y
Up...,U, € T(R) tales que z € W = (", /7 '(U;) y y ¢ W; por tanto, fi(z) # fi(y) para
alguna i < n, lo que implica que F' separa los puntos de X. Por (ii), se tiene que ET es in-
yectiva. Para probar que g = (E¥)™! es continua en X' = EF(X), sean y € X', 2 = g(y) y
témese W € 7(x, X); segun la hipétesis, existen fi,..., f, € F y Uy, ..., U, € 7(R) para los cuales
r€G= ", f7'(U)CW. Para el conjunto H = (_, O(f;;U;) N X' € 7(y, X') facilmente se
prueba que g(H) = G, y como G C W, tenemos que g = (E¥)~! es continua en y; por (i), se
concluye que E¥" es un homeomorfismo.

(iv) Sean x € X, W € 7(2,X) y G = X \ W; entonces existe f € F tal que f(z) ¢ (@), asi
que U = R\ f(G) € 7(f(x),X). Por lo tanto, x € f~H(U) C W; oseaque {f*(U): feFy
U € 7(R)} es base de X. De (iii) se sigue que E¥ es un encaje.

(v) De la proposicién 2.1.2, se desprende que la familia A = {O(z, U)NF :2 € X y U € 7(R)}
es una subbase de F'; puesto que O(z,U) N F = (el )~ (U) para cualesquiera z € X y U € 7(R), se
tiene que A = {(ef)"H(U): 2 € X y U € 7(R)}. Es claro que A= {¢"1(U) : ¢ € X' y U € 7(R)},
as{ que X' genera la topologia de F' por definicién; por (iii), se deduce que F' se encaja en Cp(X").

A continuacién, haremos un estudio mas profundo de la operacion C, recurriendo para esto a la
estructura de anillo topolégico de C,(X).

2.1.21. DermicioN. Una funcién ¢ : Cp(X) — R que cumple ¢(af + Bg) = ad(f) + Bo(g) para
cualesquiera a, f € Ry f,g € C,(X) se llama funcional lineal; la funcional lineal ¢ se llama
multiplicativa si ¢(fg) = ¢(f)¢(g) para todos f,g € C,(X). El conjunto de todas las funcionales
lineales con dominio C,(X) y continuas ahi mismo, se denota por L,(X).

2.1.22. ProrosicioN. Dadosn € N, z; € X ya; € R parai = 1,...,n, la funcion Y | ae,, es
una funcional lineal continua en Cy(X).

DemosTRACION. Dados © € X, o, B € Ry f,g9 € Cp(X), se cumple e,(af + fg) = (af + fg)(x) =
af(x) + Bg(x) = ae.(f) + PBex(g), asi que e, es una funcional lineal para todo z € X; por la
proposicién 2.1.20(i), cada e, es continua. Es facil probar que si ¢; € L,(X) para i = 1,...,n,
entonces Y ¢ € L(X), y quesia € Ry ¢ € L,(X), se cumple agp € L,(X), con lo cual se
prueba el enunciado.

2.1.23. Lema. El conjunto L,(X) es cerrado en Cy(Cpy(X)).

DEMOSTRACION. Témense ¢ € L,(X), f,g € C,(X) v «, f € R arbitrarios. Sean A = ¢(af + Bg),
B = a¢(f) y C = B¢(g); se desea probar que A = B+ C. Dado € > 0, para € = ¢/(|a| + |3 + 1)
existe ¢’ € L,(X) que satisface las siguientes desigualdades |¢(f) — ¢'(f)] < €, |¢(g) — ¢'(g)| < €
y l¢(af + Bg) — ¢'(af + Bg)| < €; por tanto , st A" = ¢'(af + fg), B' = a(¢/(f)) y C" = B (9g),
entonces A’ = B'+C"y |A-B—-C| < |[A-A'|+|B—-B'|+|C—-C"|+|A'—B'-C'| < +|ale+]|5]¢ =e.
Por ser € > 0 arbitrario, se obtiene A — B — C' = 0.

2.1.24. TeoreMA. Para todo espacio X, se puede encajar a X en C,(Cy(X)) como un subespacio
cerrado, empleando el mapeo de evaluacion B>,
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DEMOSTRACION. Por ser X espacio de Tychonoff, dados € X y un conjunto cerrado G C X \ {z}
existe f € Cp(X) tal que f(x) = 1y f(G) C {0}, de donde f(x) ¢ f(G); por la proposicién
2.1.20(iv) (haciendo F' = C,(X)), se obtiene que E = E¥" : X — C,(C,(X)) es un encaje. Se puede
suponer que | X| > w, pues en caso contrario el argumento anterior termina la demostracion.

Ahora, sea u € C,(X) la funcién constante con valor 0; supongamos que existe ¢ € C,(C,(X)) tal
que ¢ € E(X)\ E(X). Por la proposicién 2.1.22, tenemos que E(X) C L,(X); por el lema 2.1.23, se
cumple ¢ € L,(X), asi que ¢(u) = 0. Puesto que ¢ es continua, existe W = O(u; xq, . .., x,; €) para
el cual (W) C (—1/2,1/2) y se puede suponer que z; # x; para ¢ # j. Dado que C,(Cp(X)) es un
espacio regular, pueden elegirse los conjuntos U; € 7(z;, X) ajenos y tales que ¢ ¢ |J{E(U;) : i < n}.
Por ser X un espacio de Tychonoff, para cada i < n existe f; € C,(X,[0,1]) tal que fi(z;) =1y
fi(X \ U;) = {0}. Por lo tanto, la funcién f =1 — (f1 + ...+ f,) € C,(X) satisface las igualdades
f(z;) = 0 para todo i < ny f(X\U)= {1}, donde U = |J;_, U;; dado que f € W, se obtiene
o(f) € (—=1/2,1/2). Pero por otro lado, e,(f) = 1 para todo x € X \ U, lo que implica que
V= 0(f;(=1/2,1/2)) € 7(¢,Cp(Cy(X))) cumple V N E(X \ U) = 0 luego, ¢ ¢ E(X\U),
por lo cual ¢ ¢ E(X\U)U E(U) = E(X), mismo que es una contradiccién. En consecuencia,
E(X)=E(X).

2.1.25. DeriNicioN. Una familia N de subconjuntos de un espacio X es una red de X, si dados
r € XyUe€r(r,X), existe S € N tal que x € S C U; el peso de red de un espacio X es el
cardinal nw(X) = min{|N| : N es una red de X}.

2.1.26. TeoremA. Para todo espacio infinito X, se tiene que nw(X) = nw(Cp(X)).

DEMOSTRACION. Sean N una red en X y B una base numerable de R; para cada par de familias
{S1,..., S} CN y{Uy,...,Us} C Bsedefine O(Sy,...,Se;Us,...,Uy) ={f € C(X): f(S;) CU;
para todo ¢ < k}. Sea v = {O(S1,...,SUr,...,Ux) : k€N, S,...,S% e NyU,...,Us € B}
y témense cualesquiera f € C,(X) y O(f;x1,...,xx; €); podemos suponer que los puntos x; son
distintos. Para cada i < k elfjase U; € B tal que f(z;) € U; C (f(x;)—¢, f(x;)+€); por la continuidad
de f, existe S; € N parael cual z; € S; y f(S;) C U, asi que f € O(Sy,...,Sk; Uy, ..., Us). Témese
g€ O0(Sy,...,S; U, ..., Ux); dado que z; € S;, se obtiene g(z;) € U;, de donde |g(x;) — f(z;)| < €
para todo i < k. Por eso, g € O(f;x1,...,x;€), lo que implica que O(Sy,...,Sk; Uy, ..., Ug) C
O(f;x1,...,xx;€); es decir, v es una red en C,(X). Es claro que |y| < |N]; en consecuencia,
nw(Cy(X)) < nw(X).

Como en cualquier espacio Y, de las contenciones A C B C Y se sigue que nw(A) < nw(B), por
el teorema 2.1.24, se deduce que nw(X) < nw(C,(C,(X))). Por la dltima desigualdad del parrafo
anterior, nw(C,(Cy(X))) < nw(C,(X)), por lo cual nw(X) < nw(Cy,(X)).

2.1.27. Proposicion. Cada funcional lineal continua ¢ en C,(X) se puede expresar en la forma
¢ = Z?Zl ez, para ciertos a; € R y distintos x; € X.

DEMOSTRACION. Sea u € Cp(X) la funcién constante con valor 0; puesto que ¢ es lineal y continua,
¢(u) = 0 y existen distintos zy,...,2, € X y € > 0 tales que ¢(O(u;xy,...,T5€)) C (—1,1).
Supongamos que la funcién f € C,(X) cumple f(z;) = 0 para todo i < n; dado k € N, se tiene
que kf € O(u;xy,...,x,;€), de donde |¢(kf)| < 1y por tanto |p(f)| < 1/k. Puesto que k € N
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es arbitraria, ¢(f) = 0; por ésto y por ser ¢ lineal, se tiene que ¢(f) = ¢(g), para cualesquiera
f,g9 € C,(X) que verifiquen las igualdades f(z;) = g(x;) para todo ¢ < n.

Para cada i < n, elijase U; € 7(z;, X), de tal modo que sean disjuntos; existen funciones f; €
C(X,[0,1]) tales que fi(z;) =1y fi( X\ U;) C {0} para todo ¢ < n. Definase a; = ¢(f;); témese
[ € Cy(X) yseag=>", f(x)fi. Puesto que f(z;) = g(z;) para todo i < n, se infiere que
o(f) = ¢lg) = Dimy aif (i) = (301, ciea,)(f); por lo tanto, ¢ = > 17, e,

2.1.28. ProprosicioN. Para cada funcional lineal multiplicativa continua ¢ € C,(Cp(X)) que no sea
nula, existe x € X para el cual ¢ = e,.

DEMOSTRACION. Puesto que ¢ € L,(X), por la proposicién 2.1.27, existen distintos xq,...,z, € X
y ai,...,a, € R que se pueden suponer distintos de 0, tales que ¢ = > | aje,,. Supongamos que
n > 2; entonces existen f,g € C,(X) para las cuales f(x;) =1, f(zx) =0 para k # 1y g(xs) = 1,
g(xg) = 0 para todo k # 2. Por lo tanto, ¢(fg) = 0, en tanto que ¢(f)p(g) = agas # 0, lo que
contradice que ¢ es multiplicativa; luego ¢ = ae, para cierto a € R distinto de 0 y z € X. Sea
v € C,(X) la funcién constante con valor 1; entonces o = ¢(v)p(v) = ¢(vv) = ¢(v) = «, de donde
a=1.

2.1.29. Dermnicion. Dos anillos topoldgicos A y B son topoldgicamente isomorfos si existe un
homeomorfismo F' : A — B que a la vez es un isomorfismo algebraico entre A y B.

Con esto llegamos al siguiente teorema fundamental:

2.1.30. TeorEMA (NacaTA). Dados espacios X, Y, los anillos Cy,(X) y C,(Y) son topoldgicamente
isomorfos si y solo si X y'Y son homeomorfos.

DEMOSTRACION. Si ¢ : X — Y es un homeomorfismo, por la proposiciéon 2.1.17(ii) y 2.1.17(v),
el mapeo dual ¢* : C,(Y) — C,(X) es un homeomorfismo. Para ver que ¢ es un isomorfismo
algebraico, sean f,g € C,(X); entonces ¢*(f + g)(x) = (f + 9)(¢(z)) = f(P(z)) + g(o(x)) =
(0*(f) 4+ ¢*(9))(x), para todo x € X, asi que ¢*(f + g) = ¢*(f) + ¢*(g). Anédlogamente, se obtiene
que ¢*(fg) = ¢*(f)9*(g); por tanto, ¢* es un isomorfismo topoldgico.

Ahora, si i : Cp(X) — Cp(Y) es un isomorfismo topolégico, por la proposicion 2.1.17 el mapeo
dual i* : C,(C,(Y)) = Cp(Cp(X)) es un homeomorfismo; por el teorema 2.1.24, es suficiente probar
que *(E(Y)) = E(X) donde E(X) = E“X)(X) y B(Y) = EY)(Y). Dada ¢ € E(Y), por
la proposicién 2.1.22, se obtiene £ € L,(Y) y es claro que ¢ es multiplicativa; puesto que i es
un isomorfismo topolégico, el mapeo i*(§) = £ o es una funcional lineal multiplicativa continua
en Cp(X). Como la funcién constante de valor 1 estd en C,(Y) se tiene que {(C,(Y)) # {0}, lo
que implica *(§)(C,(X)) # {0}; por la proposicién 2.1.28, se tiene que i*(§) € E(X), de donde
i*(E(Y)) C E(X). Andlogamente, si ) € F(X), entonces ¢ = 1 o i~! es una funcional lineal
multiplicativa continua no nula en C,(Y) y por ello ¢ € E(Y); luego, ¢ = i*(¢), por lo cual
E(X) Ci*(E(Y)).

El teorema anterior nos dice que toda la topologia de los espacios de Tychonoff se puede estudiar
en los espacios Cp(X), en el sentido de que para cada propiedad topolégica P de X existe una
correspondiente propiedad Q de anillos topoldgicos en C,(X) tal que X tiene P siy sélo si Cp(X)
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tiene Q. Esto brinda nuevos métodos de estudio de espacios de Tychonoff ya que a veces puede
ser mas sencillo determinar si C,(X) tiene la propiedad Q y por lo tanto averiguar si X tiene la
propiedad P.



2.2. Caracterizaciones de propiedades de convergencia en C,(X)

En todos los enunciados de esta seccion se supondra que las funciones cardinales sélo toman
valores infinitos.

Es natural preguntarse si alguna propiedad de C,(X) puede ser completamente caracterizada
mediante propiedades de X y viceversa; el teorema 2.1.26 nos indica que el peso de red es una
de ellas. En esta seccién primero se presenta una serie de teoremas fundamentales de toda la C)-
teoria, en los cuales ciertas funciones cardinales de C},(X) se igualan a ciertas funciones cardinales
de X; con ésto, se logra entre otras cosas caracterizar x(C,(X)) y ¢¥(Cp(X)) en términos de X.
Después, mediante el uso de w-cubiertas (definicién 2.2.10) se caracterizan ¢(C,(X)) y la propiedad
Fréchet-Urysohn de C),(X).

2.2.1. DermNicioN. El peso de un espacio X es el cardinal w(X) = min{|B| : B es una base de X}.

2.2.2. TeoreMA. Para todo espacio X, tenemos que | X| = x(Cp(X)) = w(CH(X)).

DemMosTRACION. Es facil probar que x(Y) < w(Y') para todo espacio Y, en particular para C,(X);
ademds, si B es una base numerable de Ry U = {O(xy,...,2,;Ur,...,U,) :n € Ny x; € Xy
U; € B para todo i < n}, entonces de la proposicién 2.1.2 se sigue que U es una base de C,(X) y
como X es infinito, [U| < |X|. Por tanto, w(C,(X)) < |X| asi que es suficiente mostrar que | X| <
X(Cp(X)). Sea u € Cp(X) la funcién constante de valor 0 y A una base local de C,(X) en u tal que
|A| = x(u, C,,(X)); por la proposicién 2.1.2, para cada A € A puede elegirse O(u; xy, ..., T, €) C A.
Definase D,, como la familia de todos los conjuntos bésicos asi elegidos; entonces |D,| < |A|. Sea
2(U) = {x1,...,2,} para todo U € D,; higase Y = [J{z(U) : U € D,}. Supongamos que existe
x € X \Y; asi, existe V= O(u;z1,...,2,;€) € Dy tal que V.C W = O(u;x;1). Puesto que
2(V) ={z1,...,2,} CY C X\ {2}, existe f € C,(X) que cumple f(z;) = 0 para todoi <ny
f(xz) =1, por lo cual f € V' \ W, lo que es una contradiccién. En consecuencia X =Y de donde
| X| = |Y[|; dado que Y| < |D,|, se obtiene | X| < x(u,C,(X)). Por el comentario a la proposicién
2.1.4, se obtiene | X| < x(Cp(X)).

2.2.3. Cororario. Para todo espacio X, la condicion x(Cp(X)) < w implica que C,(X) es metri-
zable.

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.2.2, se tiene que w(C,(X)) < w; por [Engelking, teorema 4.2.9], se
deduce que C,(X) es metrizable.

2.2.4. DermNicioN. El i-peso de un espacio X es el cardinal iw(X) = min{w(Y) : existe una
condensacién f: X — Y} - w.

2.2.5. DermicioN. La densidad de un espacio X es el cardinal d(X) = min{|Y]:Y = X}.
2.2.6. TeoreMA. Para todo espacio infinito X, se verifica que d(X) = ¢¥(Cy(X)) = iw(Cp(X)).

DEMOSTRACION. Para probar que 1(Z) < iw(Z) para todo espacio Z, supongamos que f: Z — Y es
una condensacion tal que w(Y') = iw(Z); por la proposicién 1.1.6, tenemos que (Z) < (Y). Por
la proposicién 1.1.7 obtenemos (Y) < x(Y); es claro que x(Y) < w(Y) de donde ¢(Z) < iw(Z).
Por eso, ¥(Cp(X)) < iw(C,(X)) y es suficiente mostrar que iw(Cp(X)) < d(X) < (Cp(X)).

33
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Ahora, témese Y tal que Y = X y |Y| = d(X); por la proposicién 2.1.13, el mapeo de restriccion
my : Cp(X) = Z = 1y (Cp(X)) C Cp(Y) es una condensacion. Por tanto, iw(C,(X)) < w(Z) <
w(C,(Y)); por el teorema 2.2.2, deducimos que w(C,(Y)) = |Y| por lo cual, iw(Cy(X)) < d(X).
Para probar que d(X) < ¢(C,(X)), sea u € Cp(X) la funcién constante de valor 0y v C 7(Cp(X))
una familia que cumple (v = {u} y |y| = ¥(C,(X)); por la proposicién 2.1.2, puede suponerse
que los elementos de v son de la forma O(u;x1,...,x,;€). Para cada V = O(u;xy,...,2,;€) € v
hagase 2(V) = {x1,...,1,} y definase Y = [J{2(V) : V € v}. Supongamos que existe z € X \ Y;
entonces existe g € C,(X) tal que g(x) = 1y ¢g(Y) = {0}, de donde g € [y pero g # u lo
cual es una contradiccién. Consecuentemente, X = Y y como es claro que |Y| < ||, se obtiene

d(X) < P(Cp(X)).

2.2.7. Esempro. El pseudocaricter numerable no se preserva bajo mapeos abiertos. Sean X = I[“*
y Y la compactacion de Alexandroff del espacio discreto de cardinalidad wy; por el teorema de
Hewitt-Marczewski-Pondiczery ([Engelking, teorema 2.3.15]), se tiene que d(X) = w y es claro que
d(Y) =w;. SiY = wU{p} donde {p} es el inico punto no aislado de Y, puesto que los subconjuntos
compactos de Y\ {p} son precisamente los subconjuntos finitos de wy, se deduce que w(Y) = wy; por
[Engelking, teorema 2.3.23], tenemos que Y se encaja como subespacio cerrado de X. Por 2.1.13(i)
y 2.1.13(iv), el mapeo de restriccion my : Cp(X) — 7y (Cp(X)) C Cp(Y) es abierto; puesto que X
es compacto, es normal, asi que por la proposicién 2.1.13(v), se obtiene my (C,(X)) = C,(Y). Por
el teorema 2.2.6, se deduce que ¥(C,(X)) = d(X) y ¢(Cp(Y)) = d(Y'); por consiguiente, aunque
my es abierto y ¢(C,(X)) = w, se verifica que ¥ (my (Cy(X))) > w.

El siguiente teorema no involucra propiedades de convergencia, pero muestra junto con el teorema
2.2.6 una interesante simetria.

2.2.8. TeoremA. Para todo espacio infinito X, se tiene que d(Cy(X)) = iw(X).

DEMOSTRACION.  El teorema 2.1.24, implica que w(X) < iw(C,(Cy(X))); por el teorema 2.2.6,
se obtiene iw(C,(Cy(X))) = d(Cp(X)), asi que iw(X) < d(Cp(X)). Ahora, sea f : X — Y una
condensacién tal que w(Y) = iw(X); por la proposicién 2.1.17(iv) se verifica la igualdad C,(X) = Z,
donde Z = f*(C,(Y")). Por tanto, d(C,(X)) < d(Z) y es claro que d(Z) < nw(Z); por la proposicién
2.1.17(ii), se cumple nw(Z) = nw(C,(Y)) y por el teorema 2.1.26, se obtiene nw(C,(Y)) = nw(Y).
Puesto que nw(Y) < w(Y'), en resumen se tiene que d(Cp(X)) < w(Y) < iw(X).

2.2.9. DermvicioN. El nidmero de Lindeléf de un espacio X es el cardinal I[(X) = min{x : cada
cubierta abierta v de X tiene una subcubierta p tal que |u| < x}.

2.2.10. DerNicionN. Una familia v es una w-cubierta del espacio X si para cada conjunto finito
A C X, existe U € vy para el cual A C U.

2.2.11. ProrosicioN. Si X es un espacio y k es un cardinal infinito, entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

(i) para cada w-cubierta abierta vy de X existe una w-cubierta p C v de X tal que |p| < k.
(i) I(X™) < Kk para todo n € N.
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DEMOSTRACION. (i)=-(ii). Sea y una cubierta abierta de X™ para algin n € N. Una familia y C 7(X)
se llamara y-pequena si dados Uy, ...,U, € u (no necesariamente distintos), existe G € 7 tal que
Uy X...xU, CG. Sea § = {|Jp : p es una familia y-pequena finita}. Si A C X es un conjunto
finito, el conjunto A = {(z1,...,x,) : x; € A para todo i < n} es finito; dada (z1,...,x,) € A, para
cada i < n elijase U; € 7(z;, X) de tal manera que Uy X ... x U, C G para alguna G € . Sea V la
familia de los productos U; X ... x U, asi obtenidos y para cada xz € A, seall, ={U € 7(z,X) : U
es un factor de algin Uy x ... x U, € V}; entonces U, es finito y U, = (U, € 7(X). Por tanto,
= {U, : © € A} es una familia y-pequena finita, y como A C |Jpu, se deduce que § es una
w-cubierta abierta de X; por (i), existe una w-cubierta 6’ C & que cumple || < k. Por definicién de
J, para cada U € ¢’ existe una familia y-pequena finita py para la cual U = | uy; por tanto, existe
una familia finita vy C 7 tal que para cualesquiera Wy, ..., W, € uy se tiene que Wy x...xW, C G
para algin G € ~y. La familia v = [J{yv : U € 0’} satisface las condiciones v/ C vy |7/| < &;
se afirma que X" = Jv. Six = (21,...,2,) € X", existe U € ¢’ para el cual {z1,...,2,} C U;
luego, para cada i < n existe U; € uy que cumple z; € U;. En consecuencia, existe G € vy que
verifica Uy X ... x U, C G de donde z € G C |J~'; por consiguiente {(X") < k.

(ii)=(i). Sea v una w-cubierta abierta de X; entonces para cada n € N, la familia {U" : U € v}
cubre a X™. Puesto que [(X") < k, existe v, C v tal que |7,| < ky {U" : U € 4/} cubre a X™.
Para la familia v = (J{7/, : n € N} tenemos que || < Ky 7' C 7 es una w-cubierta de X, pues
dados n € Ny A = {xy,...,2,} C X, como x = (21,...,2,) € X", existe U € +/ para el cual
x € U™. Consecuentemente, A C U.

2.2.12. TEOREMA (ARHANGEL'SKII-PYTKEEV). Para todo espacio X, se satisface la igualdad t(Cp(X)) =

sup{l(X™) : n € N}.

DEMOSTRACION. Sean A = t(C,(X)) v £ = sup{l(X™) : n € N}; primero se probara que A < k. Para
ello, sea u la funcién constante de valor 0y sea A C C,(X) tal que u € A; segtin la observacién a la
proposicién 2.1.4, bastard mostrar que existe B C A que cumple |B| < k y u € B. Para cadan € N,
la familia v, = {f~*((=1/n,1/n)) : f € A} es una w-cubierta abierta de X, porque u € A; por la
proposicién 2.2.11, existe una w-cubierta p, C 7, tal que |u,| < k. Elijase un conjunto B, C A
para el cual p, = {f7((=1/n,1/n)) : f € B,} v |Bu| < k. Sea B = |J{B, : n € N}; es claro que
|B| < Ky se verd que u € B. Dados zy,...,2; € X y € > 0, tomemos un niimero n € N que cumpla
1/n < € por ser u, una w-cubierta de X, existe f € B, tal que {z1,..., 24} C f~'((—=1/n,1/n)),

es decir, |f(x;)] < 1/n para todo i < n. Por lo tanto, f € O(u;xy,. ..,z €), lo que implica u € B.

Ahora se probara que kK < A. Sea 7 una w-cubierta abierta de X; por la proposicién 2.2.11, serd
suficiente hallar una w-cubierta 4 C v que cumpla |u| < X. Sean A = {f € C,(X) : f1(R\{0}) C U
para alguna U € v} y w la funcién constante con valor 1. Para ver que w € A tomemos cualesquiera
puntos zi, ...,z € X y € > 0; existe U € v que cumple {z1,...,2x} C U. Sea f € C,(X) tal que
f(z;) = 1 paratodo i < ny f(X\U) C {0}; entonces f € AN O(w;xy,...,zx€). Puesto que
t(C,(X)) = A, existe B C A que verifica |B| < Ay w € B; para cada f € B elfjase U; € 7 para el
cual f~1(R\ {0}) C U;. El conjunto p = {U; : f € B} cumple u C vy |u| < \; para probar que p
es w-cubierta de X, témese un conjunto finito F/ C X. Como w € B, existe f € B tal que f(x) > 0
para todo z € F'; por tanto, ' C f~}R\ {0}) C Uy € p.
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2.2.13. Cororario. Para todo espacio X tenemos que t(Cy(X)) = t((Cp(X))%).

DEMOSTRACION.  Sean X; = X para todo i € wy Y = €, Xi; entonces (Cp(X))” y Cp(Y)
son homeomorfos por la proposicién 2.1.11. Sea ¢(C,(X)) = k; por el teorema 2.2.12, se tiene
que {(X™) < k para todo n € N. Por ser Y la unién numerable de espacios homeomorfos a
X", se deduce que [(Y") < k para todo n € N; de nuevo por el teorema 2.2.12; se tiene que
t((Cp(X))¥) = t(CL(Y)) < k = t(Cy(X)). Debido a que C,(X) se encaja en (Cp(X))“, se obtiene
H(Cp(X)) < t((Cp(X))*) v en suma t(Cy(X)) = ¢((Cp(X))*).

2.2.14. Esempro. Espacio X para el cual ¢(X) > ¢(X). Sea v(a) = 1 para todo o € wy; hégase
YV ={0,1}\ {v} y X = C,(Y). Para cada a € wy, se escribird P, = []5.,, Ug, donde Uy = {0}
y Ug = {0,1} para 8 # a. Por [Engelking, teorema 2.3.15], se tiene que d({0,1}*') < w, asi
que d(Y) < w; se sigue del teorema 2.2.6 que ¥(X) < w. Seald = {P,NY : a € w;}; entonces
U C 7(Y). La familia U cubre a Y, porque si = (23)pew, € Y, existe a € wy tal que z, = 0; por
tanto, © € P,. Sin embargo, U no tiene subcubierta numerable, pues si V = {P, NY : a € A}, en
donde A C w; es numerable, existe o € wy \ A; el punto y = (y5)gew, dado por yo, =0y ysz =1
para 8 # «, cumple y € Y \ [JV. En consecuencia, {(Y) > w; por el teorema 2.2.12, se obtiene
HX) = HCy(Y) > w > 9(X).

El teorema 2.2.12 y el siguiente presentan cierta simetria.

2.2.15. TeoreMA (Asanov). Si X es un espacio, entonces se verifica t(X") < [(C,(X)) para todo
n € N.

DEMOSTRACION. Sean kK = [(Cp(X)) y n € N; para probar la desigualdad t(X") < k témense
v = (2,...,7,) € X"y A C X" tales que # € A. Elijase O; € 7(z;, X) de tal manera que
O0;N0;=0six;#x;yO0;=0;six;=r;dadoque O=0; x...x 0O, €7(z,X)yzr e ANO,
se puede suponer que A C O. Se checa facilmente que el conjunto ® = {f € C,(X) : f(z;) =1
para todo ¢ < n} es cerrado en C,(X), asi que I[(®) < k; para cada y = (y1,...,yn) € A, hagase
Uy = {g € Cp(X) : g(y:) > 0 para todo i < n}. Si f € ®, se tiene que U; = f~1((0,00)) € 7(z;, X)
para todo i < n; dado que x € A, existe y = (y1,...,y,) € AN(Uy x...xU,). Por tanto, f(y;) >0
para todo i < n, asi que f € U,; ésto muestra que ® C |J{U, : y € A}. La desigualdad I(®) < &
implica que existe B C A tal que |B| < ky ® C J{U, : y € B}. Para demostrar que € B témese
V=V x...xV, €1(x,X); puede suponerse que V; C O; para todoi <ny que 'V, =V siz; =z,
Por ser X espacio de Tychonofl, existe g € ® para la cual (X \|J;_, Vi) C {0}; por lo tanto, g € U,
para alguna y = (y1,...,y,) € B. Tenemos que g(y;) > 0 para todo i < n, de lo cual se sigue que
y; € V; C O; para alguna j < n; como y € A implica y; € O;, tenemos que y; € O; N O;. Puesto
que O; N O; = 0 cuando z; # x;, debe ser z; = x;; luego V; =V}, asf que y; € V; para cada i < n.
En consecuencia, y € (Vi x ... x V,,) N B, es decir, z € B.

Pero debe tenerse en cuenta que puede suceder que [(Cy(X)) # sup{t(X") : n € N} como se
muestra a continuacién.

2.2.16. Esempro. Sea X = wj con la topologia discreta; entonces X" también es un espacio
discreto para todo n € N por lo cual t(X") < w. Para cerciorarnos de que [(C,(X)) > w es
suficiente probar que R“* no es normal, pues Cy(w;) = R“! y todo espacio Lindelof regular es
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normal; por ser N“' subespacio cerrado de R“! basta probar que N*! no es normal. Para ésto
sean F' = {z € N1 : |z71(i)] < 1 para todo i # 1} y G = {z € N** : |[27!(i)] < 1 para todo
i # 2}; los conjuntos F' y G son cerrados. Se probard ésto para F', la demostracién para G es
andloga. Si x € N1\ F existen distintos «,5 € w; tales que z(a) = x(f) = i # 1; por tanto,
U={yeN:yla)=y(B) =i} € r(N“'), mientraszx € Uy UNF = {).

Si x € F entonces existen distintos o, € w; para los cuales z(«a) = z(8) = 1, asi que = ¢ G,
de donde F'N G = (). Supongamos que N“* es normal; entonces existen U,V € 7(N*1) tales que
FcU GcVyUnV =10. De la proposiciéon 2.1.2 se sigue que la familia de conjuntos
abiertos B = {O(aq,...,an; {i1}, ..., {in}) s ax € wr, iy € Nk =1,...,ny n € N} es una base
de N“1; sea v una subfamilia disjunta maximal de B tal que | Jy C U. Es claro que m = U,
de la proposicién 2.1.7 facilmente se obtiene ¢(N“1) < w, de modo que |y| < w. Para cada W =
O(a, ... an;{ir}, ... {in}) € vseaz(W) = {ay,...,a,}. Considérense el conjunto A = (J{z(W) :
W € 4} y la proyeccién py : N9t — N4 sobre la cara correspondiente; entonces |A| < w.

Se afirma que p,'(pa(U)) = U; para ello basta probar la inclusién p,' (pa(U)) € U. Sea p, :
N« — N la proyeccién natural para todo a € wy; si z € py'(pa(U7)), existe y € U tal que
pa(x) = pa(y). Supongamos que y € W = O(ay,...,an; {i1},...,{in}) € 7; entonces p,, (v) =
Pa, (y) para k < n, por lo cual x € W C [Jv. En consecuencia, p;'(pa(U7)) € U7, asf que
pi(pa(U7) = Uy. Témense v € Nt tal que y = pa(r) € pa(U7) vy V € 7(x,N*1); dado
que p4 es un mapeo abierto, se tiene que pa(V) € 7(y,N4). Por lo tanto, pa(V) Npa(U7) # 0,
de donde V N p,'(pa(U7)) # 0; luego x € py'(pa(U7)), lo cual implica que p;'(pa(Uv)) C
pii(a(Un)) = Uy = U. Por la continuidad de py4, se obtiene pa(J7y) € pa(U7) y por eso
pa' (pa(U)) = pa'(pa(U")) Cpa'(pa(Un)) C U,

Dada una numeracién {«, : n € N} del conjunto A hagamos z(f) = 2 para todo 8 € w; \ A
y z(a,) = n para cada n € N. Ademas, sea y(f) = 1 para todo f € w; \ Ay y(a,) = n si
n € N. Para los puntos z,y € N*! tenemos que t € G C V y y € F C U, mientras pa(z) = pa(y);
en consecuencia, y € U y x € p;'(pa(U)) = U. Por consiguiente, U NV # ), lo cual es una
contradiccion; se concluye que N¥* no es normal.

2.2.17. Dervicion. Dada una sucesion v = {A, : n € w} de subconjuntos de X, se denotara por
limy al conjunto {z € X : existe m € w tal que x € A, para todo n > m}.

Se observa que existen otras definiciones de limite de familias de conjuntos, como son el limite
directo y el limite inverso de una familia indexada de conjuntos; para aplicaciones del segundo tipo
de limite a la Topologia ver [Engelking, capitulo 2 seccién 5].

2.2.18. TeoreMA. Para todo espacio X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) el espacio Cy(X) es Fréchet-Urysohn;

(i) para cada w-cubierta abierta v de X, existe una sucesion & = {U, : n € w} C v tal que
limé = X;

(111) dada una sucesion {v, : n € w} de w-cubiertas abiertas de X, para cada n € w puede elegirse
Un € v de tal manera que lim{U, :n € w} = X.

DEMOSTRACION. (i)=(ii). Si X € 7, témese £ = {U,, : n € w} donde U,, = X para todo n; si no, sea
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2(f) = f1(R\ {0}) para toda f € C,(X) y considérese el conjunto P = {f € C,(X) : 2(f) C U
para alguna U € 7}. Se probard que u € P\ P, siendo u la funcién constante de valor 1; como
z(u) = X ¢ ~ se tiene que u ¢ P. Dados zq,...,2, € X y € > 0, existe U € ~ tal que
{z1,...,2,} C U; puesto que puede hallarse f € C,(X) que cumple f(z;) =1 para todoi <ny
f(X\U) = {0}, se deduce que f € O(u;x1,...,7,;€) N P; por tanto, u € P.

Por (i), existe una sucesién {f, : n € w} C P que converge a u; luego, existe U,, € v que cumple
2(f,) C U, para cada n € w. Definase la familia £ = {U, : n € w}; si x € X, tenemos que
W = O(u;z;1/2) € 7(u,Cp(X)), asi que existe N € w para el cual f, € W sin > N. Esto implica
que fn(z) # 0y por ello z € z(f,) C U, para todo n > N; en consecuencia, lim¢& = X.

(ii)=-(iii). Dadas U, U" C 7(X), se escribird U < U’ si para cada U € U, existe U’ € U’ tal que
U C U'. Se dird que una sucesién {u, : n € w} de w-cubiertas abiertas de X es especial si para
toda n € w existe U,, € u, tal que im{U,, : n € w} = X; asimismo, de una sucesién {u, : n € w}
de cubiertas abiertas se dird que es decreciente si p, 11 < p, para todo n € w.

En primer lugar, observemos que si cada sucesién decreciente de w-cubiertas abiertas es especial,
entonces cada sucesion de w-cubiertas abiertas es especial; para ésto, sea {y, : n € w} una sucesion
de w-cubiertas abiertas y hagase p, = {UpN...NU, : U; € p; para i < n} para todon € w. Se checa
facilmente que cada p, es una w-cubierta abierta, asi que por hipétesis la sucesion {p, : n € w} es
especial; puesto que p!, < u, para todo n, también es ficil checar que la sucesién {p, : n € w} es
especial. En segundo lugar, observemos que una sucesién decreciente {p, : n € w} de w-cubiertas
abiertas de X es especial si contiene una subsucesién {uy, : @ € w}, donde k;11 > k; para todo i,
la cual es especial; para ver ésto, dados Uy, € py, tales que lim{Uy, : i € w} = X, se construird
para cada ¢ € w una sucesion Uy, y1,...,Uy,,,—1 de manera recursiva y comenzando con Uy, , ;.
Por ser pu,,, < pg,,,—1, existe Uy, 1 € pg,,,—1 para el cual Uy,,, C Uy, ,—1; andlogamente, existe
Ukyo1—2 € Hryy,—2 que cumple Uy, C Uy, o y asi sucesivamente. Es claro que para la sucesion
resultante {U; : i € w} se verifica im{U; : i € w} = X, es decir, {, : n € w} es especial.

Verificar el enunciado significa probar que si {7, : n € w} es una sucesién de w-cubiertas abiertas
de X, entonces es especial; por la primera observacion del parrafo anterior se puede suponer que
la sucesién es decreciente. Elijase un conjunto {z; : i € w} C X tal que x; # x; si i # j; sea
tn = {U\ {z,} : U € 7,} para todo n € w. Dado un conjunto finito ' en X, existe N € N
tal que z; ¢ F para i > N; puesto que vy es una w-cubierta de X, existe U € ~yy que cumple
F Cc U, de donde FF C U\ {zn} € pn, asi que [J{pn : n € w} es una w-cubierta abierta de X.
Por (ii), existen sucesiones {k, : n € w} C Ny {U, : n € w} tales que U,, € p, para todo n y
lim{U, : n € w} = X. La sucesion {k, : n € w} no puede estar acotada por algin m € w porque en
ese caso, {xg,...,Tm} ¢ U, para todo n, lo cual es una contradiccién; ésto significa que se puede
reordenar {k, : n € w} de tal manera que la sucesién resultante {kg(,) : n € w} sea creciente. Dado
r € X, existe M € N tal que v € U, € u, para n > M; dado que k, = kyy-1(n)) para todo
n € w, se tiene que x € Uy(jy € fug,,, para j > maz{p~'(n) :n < M}, asi que {u, : n € w} tiene
una subsucesién especial. Como p, < 7, para todo n, la sucesion {7, : n € w} también tiene una
subsucesion especial; por la segunda observacion del parrafo anterior, la sucesién {7, : n € w} es
especial.

(ii))==(1). Sean A C C,(X) y f € A; segin la observacién a la proposicién 2.1.4, se puede
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suponer que f = wu, donde u es la funcién constante con valor 0. Para cada n € N, sea v, =
{g7'((—=1/n,1/n)) : g € A}; es facil ver que cada 7, es una w-cubierta abierta de X. Por (iii),
para todo n € N se puede elegir U, € =, de tal manera que lim{U, : n € N} = X; para cada
n € N existe f, € A tal que U, = f,'((=1/n,1/n)). Por la proposicién 2.1.2, para probar que la
sucesion { f,} converge a u es suficiente mostrar que {f,(x)} converge a u(x) = 0 para todo x € X;
asi, sean © € X y € > 0. Témese m € N para el cual 1/m < e y x € U, para n > m; entonces
|fo(@)| < 1/n < 1/m < € para todo n > m. Esto prueba que {f,(z)} converge a 0 para todo z € X.

2.2.19. Prorosicion. Para todo X, el espacio Cp(X) es Fréchet-Urysohn si y solo si (Cp(X))* es
Fréchet-Urysohn.

DemosTRACION. Necesidad. Para probar que (C,,(X))“ es Fréchet-Urysohn normalmente tomariamos
cualesquiera f € (C,(X))* y A C (C,(X))“ tales que f € A, y mostrarfamos que existe una sucesiéon
{fn} C A que converge a f. Por la proposicién 2.1.11, el espacio (Cp(X))“ = [],c, Cp(X¢,R)
donde X; = X para todo t, es homeomorfo al espacio C,(B,c, X, R) = C,(D,, Xi), asi que
la observacién a la proposicion 2.1.4 nos libera de la restriccién de que f sea cualquier punto,
permitiéndonos elegir uno especial. Por la proposicion 2.1.10, el espacio (C,(X))“ =[], Cp(X, Y2)
donde Y; = R para todo ¢, es homeomorfo a C,(X,R¥); si 1o € R¥ es la funcién constante con valor
0, el punto elegido especialmente f € C,(X,R%), serd la funcién constante con valor py. Como
R¥ tiene una base numerable, existe una base local By = {O,, : n € w} de R¥ en p para la cual
Oni1 C O, para todo n.

Supongamos que f € A y consideremos la familia v, = {g71(0,,) : ¢ € A} para todo n € w;
entonces cada 7, es una w-cubierta de X. Por el teorema 2.2.18(iii) para todo n se puede elegir
U, € v, tal que lim{U, : n € w} = X; para cada n € w existe f,, € A que cumple U,, = f.1(0,).

Se probard que la sucesién {f,} converge a f; dados zi,...,x, € X, definase el conjunto
W(z1,...,zn) = {g € Cp(X,RY) : g(x;) € O, parai < n}. Si f € U € 7(C,(X,R¥)), por ser
B, una base local de R“ en j y por la proposicion 2.1.2; existe V = O(z1,...,2;;Op,, ..., 0p,) tal
que f € V. CU. Sea k =max{l,ny,...,n} ysik > [lhdgase x; = x; para j =[+1,..., k; entonces
Or C Oy, para j <ly f&W(xy,...,o) CV. Puesto que lim{U, : n € w} = X, existe m € w
que satisface las condiciones m > k y {zy,..., 2z} C U, = f,1(0,) para todo n > m; por tanto,
fn € W(z1,...,x1) paran > m, de donde { f, } converge a f, asi que C,(X,R*) es Fréchet-Urysohn.

Suficiencia. Dado que C,(X) se encaja como subespacio de (C,(X))*, el enunciado es consecuen-
cia de la proposicién 1.3.1.

Notese el contraste entre el ejemplo 1.3.4 por un lado y el corolario 2.2.13 y la proposicion 2.2.19
por otro.
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2.3. El teorema de Gerlits-Pytkeev

En esta seccion igual que en la anterior, nos restringimos a funciones cardinales con valores
infinitos; ademads, el teorema principal muestra una vez mas que si aplicamos a un espacio la
operacion C, las relaciones entre algunas propiedades de X aumentan de manera notable. En
particular, en los espacios C,(X) coinciden la secuencialidad y la propiedad k.

2.3.1. DeriNiciON. La extension de un espacio X es el cardinal ext(X) = sup{|D| : D C X es
cerrado y discreto}.

El siguiente teorema se puede extender a la clase de los espacios conocidos como Lindelof 32, pero
aqui solo se requiere para espacios compactos.

2.3.2. TeoreMA (Baturov). Si X es un espacio compacto, entonces para cada'Y C C,(X) se cumple

ext(Y)=1Y).

DeMOSTRACION. Dados una funcién u : 27 — Z5 y n € N, se define u™ como el producto cartesiano
de las funciones {u; : i = 1,...,n} donde w; = u para i@ < n. Si P es un conjunto, entonces
Fin(P)={F C P: F #(y |F| <w}. Parala familia O = {(a,b) : a < b, a, b € Q} y cada
n € Nsea O" = {Oy x -+- x O, : O; € O para i < n}; elijase una numeracién {Oy, : k € w} de
la familia (|J{O™ : n € N}. Asi, para cada k € w existen m;, € Ny Of,...,0F € O tales que
Op = OFx---xOF, . Paracadax = (x1,...,%m,) € X™ sea [x,05] = {f € C,(X) : f™(x) € Op};
si B, = {[x, O] : x € X™}, entonces B = [J{By : k € w} es una base de C,(X) por la proposicién
2.1.2.

Tomemos cualquier subespacio Y C C,(X). Se demuestra facilmente que ext(Z) < [(Z) para
todo espacio Z, asi que para probar que ext(Y) = [(Y') basta mostrar que I(Y) < ext(Y), lo cual
equivale a probar que [(Y) > k implica ext(Y) > k para todo cardinal k. Si l(Y) > k, témese
U C 7(Ch(X)) tal que Y € UU y ninguna subfamilia V C U cumple V| < ky Y C UV;
claramente se puede suponer que Y C B. Hégase Ay = {x € X™ : [z,0f] € U} para todo k € w;
asi la condicién Y C [JU es equivalente a:

(1) para cualquier f € Y existen k € wy x € Ay, tales que f (z) € O.
La afirmacién de que ninguna subfamilia V C Y cumple |V| <k y Y C [JV equivale a:

(2) si By, C Ay y |By| < k para todo k € w, entonces existe f € Y tal que f™(By) N Oy = ) para
cada k.

Elijjase fo € Y y sea B(k,0) = () para todo k € w. Supongamos que 0 < o < k' y hemos
hallado un conjunto {fs : § < a} C Y y una familia {B(k,) : f < a, k € w} con las siguientes
propiedades:

(3) B(k,B) C Ay v |B(k,B)| < k paratodo k € wy < «;

(4) si v < B < a entonces B(k,v) C B(k, ) para todo k € w;

(5) para cualesquiera § < a, k € wy H € Fin{f,:~v < B} el conjunto uy(B(k,)) es denso en
ug(Ay) donde uy = A{f™ : f € H} : X™ — R™ | e un producto diagonal;

(6) f5*(B(k,8)) N Oy = 0 para todos f < ay k € w.

Para obtener f,, sea F, = {fs : f < a} y fijese k € w; para cada H € Fin(F,) hagase
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ug = A{f™ : f € H}y : X™ — R™ I De acuerdo con la desigualdad w(ug(4;)) < w,
existe un conjunto numerable B(H, k) C Ay tal que uy(B(H,k)) es denso en uy(Ayg); el conjunto
B(k,a) = (U{B(k,p) : B < a})U ({B(H,k) : H € Fin(F,)}) tiene cardinalidad a lo més k.
Por (2), existe f, € Y que cumple [ (B(k,«)) N Or = 0 para todo k € w; es facil checar que
las propiedades (3)—(6) se verifican para el conjunto {fs : f < a} y la familia {B(k, ) : f < a,
k € w}, asi que la induccién transfinita proporciona un conjunto D = {f, : & < k*} y una familia
{B(k,B): B < kT, k € w} que satisfacen las propiedades (3)—(6) para todo a < k™.

Supongamos que § < a < £7; se sigue de (4) y (5) que f3"(B(k,)) es denso en fz"(Ay) para
todo k € w. Por (1), se tiene que ;" (Ax) N Oy # 0 y por eso 3" (B(k,a)) N Oy # 0 para algin
k € w. Por otro lado, f7(B(k,a)) N Oy = 0 segin (6); en consecuencia, f, # fs, asi que |D| = k™.

Se probarda que D es cerrado y discreto por contradiccién; para ello supongamos que g es un
punto de acumulacién en Y para D. Puesto que X* es compacto, se deduce que [(X*) < w; luego,
t(Y) < t(Ch(X)) < w por el teorema 2.2.12. Por lo tanto, g es un punto de acumulacién de algin
subconjunto numerable de D y por ello, « = min{f < k™ : g es un punto de acumulacién de
F3} estd bien definido; es claro que « es un ordinal limite. Existen & € w y y € Ay tales que
g € |y,0y]; es evidente que g también es un punto de acumulacién de G = F, N [y, Og]. Sean
K ={(f™)7 (f™(y)) - f € G}y W = (¢™*)"(Or); entonces K # () pues y € K.

Si K\ W # 0, témese x € K \ W y nétese que ¢"* () ¢ O, mientras ¢"*(y) € Oy, de donde
g™ (x) # g™ (y); dado que x € K, se obtiene ™ (x) = f"(y) para todo f € G lo cual contradice
que g € G.

Si K C W, entonces el conjunto K; = (f™)~(f™(y)) es compacto para todo f € Gy y €
({K;: f e G} = K C W; por [Engelking, corolario 3.1.5], existe un conjunto finito H C G tal
que Q = ({K;: fe€ H} CW. Nétese que si ug = A{f™ : f € H}, entonces Q = uy; (ug(y)); si
ahora uy : X" — Y donde Y = uy(X"™*), entonces uy es un mapeo perfecto.

Por [Engelking, teorema 1.4.13], existe U € 7(Y) tal que ug(y) € U y uz'(U) C W. Sea
v = max{f : fs € H}; entonces v < u = v+ 1 < a pues « es un ordinal limite. Tenemos que
H € Fin(F),), de modo que uy(B(k, 1)) es denso en uy (Ay) por (5); ademés, uy(y) € UNuy(Ag),
por lo cual ) # U Nuy(Ax) € T(ug(Ag)). Segin lo anterior, uy(B(k, 1)) NU # 0 y por ello existe
z € B(k, p) tal que uj'(ug(z)) € W; en particular, z € W. Esto implica que ¢"*(z) € O.

De acuerdo con (6) se tiene que f"*(B(k, 1)) N Oy = (); por (4) y (6), para cada ordinal 3 tal que
p < B < asecumple fp*(B(k, 1)) N O C f5™*(B(k,8)) N Oy = 0. En consecuencia, f;"(z) ¢ Oy
siempre que 1 < 5 < a, lo que muestra que g ¢ G\ F), y por ello g es un punto de acumulacién de
F,; puesto que p < «, ésto contradice la eleccién de . Por tanto, D es cerrado y discreto en Y, de
donde ext(Y) > |D| = k™ > k, tal como se querfa probar.

2.3.3. TeoreEMA (PYTKEEV). Si X es un espacio y ext(X™) < w para todo n € N, entonces se tiene
que t(K) < w para cada compacto K C Cy(X).

DEMOSTRACION. Sea K un subespacio compacto de C,,(X) y EX : X — C,(K) el mapeo de evaluacién
correspondiente; si X' = EX(X), segin el teorema 2.1.20(v), el espacio K se encaja en C,(X’) y
por ello podemos suponer que K C C,(X’). Es facil probar que para cualquier funcién continua
sobreyectiva f : Y — Z se cumple ext(Z) < ext(Y'); en particular, si f es el producto cartesiano
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de las funciones g;, en donde g; : X — X' coincide con EX para todo i € {1,...,n}. Por tanto,
ext((X")") = ext((gr X -+ X gn)(X")) < ext(X") < w para todo n € N, por hipdtesis; puesto que
(X)" C (Cp(K))™, se sigue de la proposicién 2.1.11 que se puede considerar a (X')" subespacio de
Cp(B;<,, K;) donde K; = K para i < n. Como @, K; es un espacio compacto, por el teorema
2.3.2 se tiene que [((X')") < w para todo n; en consecuencia, t(C,(X’)) < w de acuerdo con el
teorema 2.2.12. Por lo tanto, t(K) < w.

2.3.4. DermicioN. Un conjunto A C C,(X) se llama uniformemente denso en C,(X) si para
cualesquiera f € C,(X) y € > 0, existe g € A tal que |g(z) — f(x)| < € para todo =z € X.

2.3.5. TeoreMA (TkacHUK). Si A C Cy(X) es uniformemente denso en C,(X), entonces se cumple

la igualdad t(A) = t(Cp(X)).

DEMOSTRACION. Sea k = t(A); por k < t(Cy(X)), sélo debe probarse que t(Cp(X)) < k. Por la
proposicion 2.2.11 y el teorema 2.2.12 es suficiente mostrar que para cualquier w-cubierta abierta
U de X, existe una w-cubierta U’ C U tal que [U'| < k. De la definicién 2.3.4, se prueba facilmente
que el traslado de un conjunto uniformemente denso en C,(X) también lo es; por ello, podemos
suponer que u € A, donde u es la funcién constante de valor 1. Dada f € A, sea S(f) ={z € X :
f(z) > 1/3}; para el conjunto P = {f € A: S(f) C U para algin U € U} se probard que u € P.
Sean K = {z1,...,2,} C X y e > 0; entonces existe U € U para el cual K C U. Témese h € C,(X)
que cumpla h(K) = {1} y (X \U) C {0}; como A es uniformemente denso en C,(X), existe f € A
tal que |f(x) — h(z)| < min{1/3, €} para todo x € X. Por tanto, f(z) < 1/3 paratodoz € X\ Uy
|f(z) —1] < € para todo x € K; ésto prueba que S(f) CU y f € O(u;x1,. .., 2n;€), es decir, u € P.
Dado que t(A) < k, existe B C P que cumple |B| < k y u € B; para cada f € B elfjase Uy € U
para el cual S(f) C Uy. Dado un conjunto finito F' C X, existe f € B tal que |f(z) — 1| < 1/3 para
todo x € F; en consecuencia f(z) > 2/3 para todo z € F, asi que F' C S(f) C Uy. El conjunto
U ={U;: f € B} CU resulta ser una w-cubierta de X y |U'| < k.

2.3.6. DrriNICION. Se dice que un espacio X tiene la propiedad ¢, lo cual se denota por X F o,
si para cada w-cubierta abierta U de X que cumple U = | J{U,, : n € N} y U,, C Uy, para todo
n € N, existe una familia {X,, : n € N} de subconjuntos de X tal que cada X,, tiene por w-cubierta
alguna Uy, y im{X,, : n € N} = X.

2.3.7. TeorEMA (GERLITS-NAGY). Para todo espacio X, si t(Cy(X)) <w y X F ¢, entonces Cp(X)
es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. Sea 7y una w-cubierta abierta de X; por la desigualdad t(C,(X)) < w aunada
al teorema 2.2.12, se tiene que [(X") < w para todo n € N, asi que por la proposicién 2.2.11,
existe una w-cubierta p = {U, : n € N} C ~. Sea u, = {U; : j < n} para todo n € N;
entonces p = J{pn : » € N} y p, C i1 para cada n. Puesto que X F ¢, existe una familia
{X,, : n € N} de subconjuntos de X tal que cualquier X,, tiene por una w-cubierta alguna gy, y
lim{X, : n € N} = X. Se puede considerar, sin pérdida de generalidad que k, < k,.; para cada
n € N. Después se hace kg = 0, X = 0 y se definen X; = X,, y vp. = g, si kn < k < k,pq; la
sucesion {X! : n € w} cumple lim{X/ : n € w} = X y cada v, es una w-cubierta de X/. Ahora,
una familia finita puede ser una w-cubierta de un conjunto si y sélo si el conjunto esta contenido
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en algin elemento de la familia; por tanto, existe V,, € v, para el cual X| C V,, para todo n. Es
claro que {V,, : n € N} C vy lim{V,, : n € N} = X por el teorema 2.2.18, se concluye que C,(X)
es Fréchet-Urysohn.

2.3.8. Lema. Si X es un espacio k, entonces t(X) = sup{t(K) : K C X es compacto}.

DEMOSTRACION. Sean A = t(X) y k = sup{t(K) : K C X es compacto}; por la proposicién 1.3.3, se
cumple x < \. Para probar que A < k, sea A C X tal que A # A; por ser X un espacio k, existe
un conjunto compacto K C X para el cual AN K # AN K. La condicién t(K) < k aunada a la
proposicién 1.2.7 implica que existe B C AN K tal que |B| < xky B\ (AN K) # (); puesto que K
es cerrado en X se tiene que B\ A # () y como B C A, por la misma proposicién concluimos que
A < k.

2.3.9. TeoreEMA (Tkacuuk). Dado un espacio X, supongamos que A es uniformemente denso en
Cp(X). Si A es un espacio k, entonces Cy(X) es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. Se afirma que ext(X™) < w, para todo n € N; para probarlo supongamos que
para alguna n € N existe un conjunto cerrado discreto no numerable D C X™. Dados f € Ay
m € N, sea U(f,m) = {z € X : f(z) < m}; definase P,,, = {f € A: |(U(f,m))* N D| < m}. Si
h € A\ P, entonces existen puntos distintos z!,..., 2™ € (U(h,m))" N D; si 2" = (z4,...,2.),
se cumple h(zi) < m para todo i < m+ 1y k < n. De la proposicién 2.1.2, se deduce que
Oh)={f€A: f(z) <mparacadai <m+1yk <n} e r7(h,A). Para cualquier f € O(h) se
tiene que {z',..., 2"} C (U(f,m))" N D, asi que O(h) N P,, = 0 y por lo tanto P, es cerrado en
A.

Considérese el conjunto P = |J{P,, : m € N} y sea w € A tal que |w(z)| < 1/2 para todo z € X;
entonces U(w, m) = X para todo m € N, por lo cual cada conjunto (U(w,m))"ND no es numerable,
de donde w ¢ P. Sin embargo, w € P; para verlo toménse K = {z1,...,7;} C X y ¢ > 0. Por
ser D cerrado y discreto en X", existe V € 7(K, X ) y k € N para los cuales |[V" N D| < k. Elijase
felCy(X)quecumpla f | K =w | Ky f(X\V) = {k+1}; sean 6 = min{1/4,¢} y g € A tales que
lg(z) — f(x)| < d para todo z € X. Tenemos que g(z) > k para cadax € X\ V y |g(z) —w(z)| < €
para todo = € K, lo que implica que g € O(w;z1,...,2;€) N Py, y por ello w € P.

Por lo tanto, P no es cerrado en A; luego existe un conjunto compacto C' C A tal que C' N P
no es cerrado en C'. Dado que cada P,, es cerrado en A, se obtiene C' ¢ P, U...U P, para todo
[ € N; por eso existe una subsucesién {P,, } de {P,,} tal que P,, N C' # 0 y myy;, > my para todo
l. Elijase f; € P, N C para todo [; puesto que |D| > w > |D N (U(f;,my))"| para todo I, se tiene
que X"\ U{(U(fi,my))" : 1 € N} £ 0. Témese z = (z1,...,2,) € X"\ U{(U(fi, )™ : | € N};
entonces la sucesion {sup{f;(z;) : 1 <i <n} :l € N} no esta acotada. Segun la definicién 2.1.18 y
la proposicién 2.1.20, se tiene que e,, (C) = {f(z;) : f € C'} es un conjunto acotado en R para todo
i < n, lo cual contradice lo anterior; en consecuencia, ext(X") < w para todo n € N.

Por el teorema 2.3.3, se tiene que ¢(K) < w para cada conjunto compacto K C C,(X). Puesto
que A es un espacio k, por el lema 2.3.8, se obtiene t(A) < w; por el teorema 2.3.5, se deduce que
HCH(X)) < w.

Para terminar la demostracion basta verificar que X F ¢. Si ésto no es cierto, podemos elegir
una w-cubierta abierta U = |J{U,, : n € N} del espacio X tal que U,, C U,,+1 para todon € Ny U
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refuta la hipétesis X . Sea B, = {f € A : U, es una w-cubierta de U(f,n)} para cada n € N;
se verd que cada conjunto B, es cerrado en A. Para ello témese h € A\ B,; como U, no es una
w-cubierta de U(h,n), existe un conjunto finito K C U(h,n) tal que K ¢ V para todo V' C U,,. Por
la proposicién 2.1.2, se deduce que G = {f € A : f(z) < n para todo z € K} € 7(h, A); ademés,
G C A\ B,.

Sea B = |J{B, : n € N}; se afirma que la funcién w definida en el segundo péarrafo de esta
demostracion verifica w € B\ B. Para probar que w ¢ B,, para todo m € N, nétese que U(w,m) =
X para todo m y por ello es suficiente checar que cada U, no es una w-cubierta de X; de no ser
asi, tomarfamos X,, = X para todo n € N y obtendriamos lim{X,, : n € N} = X, donde U,, es
una w-cubierta de X,, para todo n, lo cual contradice que U refuta a X F ¢. Para ver que w € B,
témense K = {xy,...,2;} C X y € > 0; por ser U una w-cubierta de X, existen m € Ny U € U,,
que cumplen K C U. Elfjase f € Cp(X) tal que f | K =w | Ky f(X\U) = {m+1}. Sean
d =min{l/4,¢e} y g € A tales que |g(z) — f(z)| < € para todo € X; entonces, g(x) > m para
todox € X\ Uy |g(x) —w(x)| < € para todo x € K, por lo cual g € W = O(w; x4, ..., x;€). Dado
que U(g,m) C U, se infiere que g € B,,, asi que g € W N B,,, de donde w € B.

Por ser A un espacio k, existe un conjunto compacto F' C A tal que F N B no es cerrado en
F; para cada x € X existe n(z) € N que cumple f(z) < n(x) para todo f € F. Luego, si
hacemos X,, = {# € X : n(z) < n} para todo n € N, se obtiene X,, C X, para todo n y
X = U{X, : n € N}; por eso lim{X,, : n € N} = X. Puesto que U refuta a X F ¢ existe m € N
para el cual ninguna Uy, es una w-cubierta de X,,,; por tanto, sin > my f € B,, la familia i, es una
w-cubierta de U(f,n) mds no de X,,, por lo cual X,, \ U(f,n) #0. Si z € X,, \ U(f,n), entonces
f(z) > n>m, asi que f ¢ F por definicién de X,,. Esto muestra que F'N B,, = () para n > m; en
consecuencia FN B = J{FNB;:i<m} es un conjunto cerrado. De la contradiccién resultante se
deduce que X F ¢; puesto que t(C,(X)) <w y X F ¢, por el teorema 2.3.7 se concluye que C,(X)
es Fréchet-Urysohn.

2.3.10. TeorEMA (GERLITS-PYTKEEV). Para todo espacio X, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) Cp(X) es Fréchet-Urysohn;
(11) Cp(X) es secuencial;
(11i) Cp(X) es un espacio k.
DEMOSTRACION. (1)=-(ii). Es consecuencia del teorema 1.2.9.
(ii)=-(iil). Se sigue del lema 1.3.14(i).
(ili)=-(i). Se desprende del teorema 2.3.9, haciendo A = C,,(X).
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Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se estudiaron las propiedades de convergencia en dos contextos: en espacios topoldgicos
generales y en espacios de funciones C,(X). Se prepararon las bases para trabajar con espacios de
funciones; en particular, se demostraron teoremas de caracterizacién de caracter numerable, la
propiedad de Fréchet-Urysohn y secuencialidad en términos de imédgenes de espacios métricos. En
espacios Cp(X), se vio que la estructura algebraica mejora notablemente las propiedades de con-
vergencia y que todas las propiedades consideradas, pueden caracterizarse en términos de ciertas
propiedades de X; los métodos desarrollados permitieron llegar a la frontera de lo que se conoce
presentando entre otras cosas, los teoremas de Baturov y de Gerlits-Pytkeev.

Otra conclusion es que las propiedades de convergencia tienen ttiles aplicaciones en el ambito de la
Topologia General. Por ejemplo, si se conoce la estrechez ¢(X) de un espacio X, para determinar los
puntos de acumulacién de un subespacio A de X, puede uno restringirse a subconjuntos “pequenos”
de A. Asimismo, el hecho de que A C X sea cerrado o no, puede caracterizarse en términos de
t(X). Por otra parte, el cardcter de un espacio X permite hacer estimaciones del tamano de ciertos
subconjuntos de X: el de A para todo A C X o del mismo espacio X, si X es compacto.

Como este trabajo contiene los resultados mas importantes sobre las propiedades clésicas de con-
vergencia, puede servir de base para un estudio de propiedades mas especializadas: la radialidad, la
pseudoradialidad, existencia de bases locales conservativas y la propiedad W de Gruenhage; también
hay espacios C,(X) especiales que podrian considerarse, como los C, (X, [0,1]). Con relacién al teo-
rema de Gerlits, se sabe que C,(X) es radial si y sélo si es Fréchet-Urysohn, y que si C,(X, [0, 1])
es un espacio k, no necesariamente es Fréchet-Urysohn, lo cual se verifica para X = w; con la
topologia discreta; ésto ultimo resulta més intrigante dado que C,(X) se encaja como subespacio
de C,(X,[0,1]) y éste es subespacio de C,(X), en el cual se cumple el teorema de Gerlits.

Cuando ya se tiene una buena vision de los resultados de punta y se manejan adecuadamente los
métodos modernos de estudio, el siguiente paso es intentar cruzar la frontera del conocimiento. La
manera mas comun de hacerlo es atacar los problemas abiertos en el area. A continuacién se pre-
sentan diez problemas que muestran unas lineas de investigacion de las propiedades de convergencia
en espacios de funciones:

1. Supongamos que C,(X, [0, 1]) es secuencial, jserd Fréchet-Urysohn?

2. Supongamos que X es cero-dimensional y C,(X, {0,1}) es secuencial, jserd Fréchet-Urysohn?

3. El espacio C,([0,1]) no puede tener un subespacio denso Fréchet-Urysohn, pero jhay un
subespacio denso secuencial en C),(]0, 1])?

4. Supongamos que X es compacto y C,(X) tiene un subespacio denso Fréchet-Urysohn, ;serd
X disperso?

5. Supongamos que C,(X, [0, 1]) tiene un subespacio denso Fréchet-Urysohn, ;tendra C,(X) un
subespacio denso Fréchet-Urysohn?
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6. Supongamos que C,(X, [0,1]) tiene un subespacio denso secuencial, jtendrd C,(X) un subes-
pacio denso secuencial?

7. El espacio C,(X, [0, 1]) tiene un subespacio denso de estrechez numerable, ;lo tendra C,(X)?

8. Supongamos que C,(X) tiene un subespacio denso Fréchet-Urysohn, ;jlo tendrd el espacio
Cp(X) x Cp(X)?

9. Supongamos que X es compacto y C,(X) tiene un subespacio denso secuencial, jserd X
disperso?

10. Supongamos que X es un espacio compacto tal que C,(X) tiene un subespacio denso secuen-
cial, jtendra un subespacio denso Fréchet-Urysohn?
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