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Resumen

En este trabajo se consideran las siguientes propiedades de convergencia: carácter, pseudo-
carácter, Fréchet-Urysohn, secuencialidad y estrechez. Primero en el contexto de los espacios
topológicos generales, se analizan sus relaciones y las que tienen con las operaciones en espacios
topológicos: toma de subespacios, producto y paso a espacios cocientes; también se caracterizan
carácter numerable, Fréchet-Urysohn y secuencialidad en términos de espacios métricos. El ma-
terial presentado es estándar. Después se estudian las mismas propiedades en el contexto de los
espacios de funciones Cp(X) los cuales están dotados con la topoloǵıa de convergencia puntual y con
cierta estructura algebraica; asimismo, se analizan sus relaciones con algunas operaciones en espa-
cios topológicos. Por otro lado, se establecen los principales teoremas de dualidad entre un espacio
X y su correspondiente espacio Cp(X), que involucran las propiedades de convergencia; además, se
presenta el teorema más importante sobre propiedades de convergencia en espacios Cp(X). Parte
del material presentado aqúı es estándar y parte constituye una porción de la frontera de lo que se
conoce en esta área.
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Introducción

Es un teorema clásico del Análisis que la cerradura de cualquier subconjunto de R se determina
por medio de sucesiones convergentes, es decir, para todo conjunto A ⊂ R un punto x pertenece a la
cerradura de A si y solo si existe una sucesión {an} ⊂ A que converge a x. En los cursos avanzados
de Análisis se prueba que lo mismo es cierto para cualquier espacio métrico.

Pero los objetos de estudio del Análisis no necesariamente son espacios métricos. En el Análisis
Funcional se estudian espacios topológicos lineales, mismos que no siempre tienen la topoloǵıa
determinada por sucesiones convergentes; para verlo, basta considerar el espacio lineal topológico
Rω1 y su subespacio Σ de los puntos que tienen a lo más una cantidad numerable de coordenadas
distintas de cero. El conjunto Σ es denso en Rω1 , pero si u ∈ Rω1 es el punto con todas sus
coordenadas iguales a uno, entonces ninguna sucesión contenida en Σ puede converger a u.

Este ejemplo ilustra varias cosas importantes; en primer lugar, vemos que fuera de los espacios
métricos (y hasta en los espacios lineales topológicos) no podemos esperar que la cerradura de cada
conjunto se determine por sucesiones convergentes. Los espacios respectivos se llaman Fréchet-
Urysohn, aśı que vemos que no todos los espacios lineales topológicos son Fréchet-Urysohn. En
el contexto de Topoloǵıa General, el espacio {0, 1}ω1 muestra que la compacidad de un espacio
topológico no necesariamente implica la propiedad de Fréchet-Urysohn.

Dicha situación conlleva dos maneras de desarrollar la investigación de las propiedades de
convergencia. Se llevó a cabo un estudio detallado de la clase de los espacios Fréchet-Urysohn en
diferentes contextos para delinear la frontera de esta clase y descubrir sus propiedades categóricas;
se demostró entre otras cosas que cualquier compacto de Corson es Fréchet-Urysohn, que la clase de
los espacios Fréchet-Urysohn es invariante para subespacios y bajo mapeos pseudoabiertos. Además,
se logró dar una caracterización completa de los espacios Fréchet-Urysohn por medio de espacios
métricos; resulta que un espacio X es Fréchet-Urysohn si y solo si X es una imagen pseudoabierta
de un espacio métrico.

Otra manera de estudiar las propiedades de convergencia es considerar una propiedad más
débil que la de Fréchet-Urysohn y delinear los ĺımites de la clase correspondiente; aśı es como se
descubrieron las clases de espacios secuenciales y los espacios de estrechez numerable. Un espacio
X es secuencial si para todo conjunto no cerrado A ⊂ X se puede encontrar una sucesión {an} ⊂ A
que converge a un punto fuera de A. El espacio X tiene estrechez numerable si para todo A ⊂ X
y todo x ∈ A existe un conjunto numerable B ⊂ A tal que x ∈ B.

Es fácil verificar que cada espacio Fréchet-Urysohn es secuencial, pero no es inmediato de-
mostrar que todo espacio secuencial tiene estrechez numerable. Tampoco son triviales los ejemplos
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de espacios no secuenciales de estrechez numerable y de los espacios secuenciales que no son Fréchet-
Urysohn.

Tanto la estrechez numerable como la secuencialidad se conservan bajo mapeos cocientes;
cualquier subespacio de un espacio de estrechez numerable también tiene estrechez numerable. La
afirmación análoga no es cierta para los espacios secuenciales; de hecho, un espacio hereditariamente
secuencial tiene que ser Fréchet-Urysohn. La teoŕıa que trata sobre los espacios de Fréchet-Urysohn
y su relación con los espacios secuenciales y de estrechez numerable es muy rica; para convencernos
de ello basta mencionar los siguientes hechos:

• Existen modelos de la teoŕıa usual de conjuntos (ZFC) en los cuales cada espacio compacto
de estrechez numerable es secuencial.

• Existen modelos de ZFC en los cuales hay espacios compactos de estrechez numerable que no
son secuenciales.

• En los espacios Cp(X) la propiedad de Fréchet-Urysohn y la secuencialidad coinciden.

• Existen grupos topológicos numerables secuenciales no metrizables.

• Es un viejo problema abierto determinar si cada grupo topológico numerable de Fréchet-
Urysohn es metrizable.

También existe una caracterización de espacios secuenciales por medio de espacios métricos,
misma que dice que un espacio X es secuencial si y solo si X es una imagen cociente de un espacio
métrico.

Tradicionalmente, la propiedad de tener una base local numerable en cada punto también se
considera propiedad de convergencia; los espacios respectivos se llaman primero numerables. El
concepto de un espacio primero numerable surgió de la idea de generalizar las propiedades de la
familia de las bolas de radios racionales alrededor de un punto en un espacio métrico; los espacios
primero numerables no necesitan ser métricos pero son Fréchet-Urysohn. La propiedad de ser
primero numerable es hereditaria y se conserva bajo mapeos abiertos; además, un grupo topológico
primero numerable tiene que ser metrizable de modo que lo mismo se cumple para los espacios
Cp(X) o más generalmente para los espacios lineales topológicos. Igual que en el caso de espacios
secuenciales y de Fréchet-Urysohn, se puede caracterizar a los espacios primero numerables por
medio de espacios métricos; resulta que un espacio es primero numerable si y solo si es una imagen
abierta de un espacio métrico.

De acuerdo con lo anterior se observa que en los espacios Cp(X) las propiedades de tipo con-
vergencia mejoran notablemente; asimismo, ciertas propiedades de convergencia se pueden carac-
terizar en términos de otras que no lo son a diferencia de lo que sucede en espacios topológicos
generales X; aśı, para todo X, tenemos las desigualdades χ(X) ≤ w(X) y ψ(X) ≤ iw(X) (ver
definición 2.2.4), pudiéndose hallar ejemplos en los que las desigualdades son estrictas, en tanto
que χ(Cp(X)) = w(Cp(X)) y ψ(Cp(X)) = iw(Cp(X)). Por otro lado, un espacio Cp(X) es Fréchet-



vi Introducción

Urysohn si y solo si es un espacio k, lo que involucra una propiedad que no es de tipo convergencia.

El principal propósito de la tesis es el estudio de las propiedades de tipo convergencia en los
espacios Cp(X) y la comparación del comportamiento de dichas propiedades en espacios topológicos
generales; como consecuencia de lo anterior se llegará a la frontera del conocimiento.

En el primer caṕıtulo se estudian las propiedades de convergencia en el contexto general. En la
primera sección se consideran las propiedades más elementales, el carácter y el pseudocarácter; se
analiza la relación que tienen entre śı y con ciertas operaciones en espacios topológicos, como son
la toma de subespacios, el producto y el paso a espacios cocientes. Además, se distinguen algunas
clases de espacios por la relación especial que tienen las propiedades en ellos. Los enunciados más
importantes son los teoremas 1.1.10, 1.1.11 y 1.1.13.

En la segunda sección se consideran las propiedades de convergencia como Fréchet-Urysohn,
secuencialidad y estrechez numerable; también se describen algunas relaciones sencillas entre ellas.
Los principales enunciados de esta sección son los teoremas 1.2.9, 1.2.13, 1.2.17 y 1.2.20.

En la tercera sección se analiza la relación entre las propiedades carácter numerable, Fréchet-
Urysohn, secuencialidad y estrechez numerable con las operaciones topológicas antes mencionadas;
asimismo, se proporcionan caracterizaciones de las tres primeras propiedades en términos de espacios
métrizables y se presenta otra relación entre las propiedades Fréchet-Urysohn y secuencialidad. Los
principales enunciados de la sección son los teoremas 1.3.13, 1.3.15, 1.3.17 y 1.3.22.

En el segundo caṕıtulo se estudian las propiedades de convergencia en espacios de funciones
dotados con la topoloǵıa de convergencia puntual y con alguna estructura algebraica. En la primera
sección se definen las estructuras algebraicas y se analiza su relación con la topoloǵıa, para obtener
a partir de un espacio X (o (X, Y )), el espacio de funciones Cp(X) (o Cp(X, Y )) objeto de estudio;
se considera al paso de X a Cp(X), o de (X, Y ) a Cp(X, Y ) como una operación topológica C, se
estudia su relación con otras operaciones, y de hecho se observa que tras aplicar la operación C,
algunas propiedades topológicas vaŕıan notablemente y las relaciones entre otras se enriquecen. Los
principales enunciados son los teoremas 2.1.24 y 2.1.30.

En la segunda sección se examina con detalle el problema de determinar propiedades de convergen-
cia de Cp(X) a partir de propiedades de X y viceversa; también se consideran algunas consecuencias
de los teoremas presentados, en donde de nuevo se observan grandes diferencias entre un espacio X
y el correspondiente Cp(X). Los principales enunciados son los teoremas 2.2.12 y 2.2.18.

El enunciado principal de la sección 2.3 es el teorema 2.3.10 que establece que en los espacios
Cp(X) la propiedad k coincide con la secuencialidad y la propiedad de Fréchet-Urysohn.

Quisiera agradecer a los sinodales: el Dr. Oleg Okunev, el Dr. Vladimir Tkachuk y el Dr. Richard
Wilson, por su cuidadosa revisión de la tesis e indicación de algunas mejoras, en especial al asesor
el Dr. Tkachuk por su minuciosa supervisión y enorme paciencia durante todo el proceso de elabo-
ración de la tesis; asimismo, por haberme mostrado una manera muy adecuada de redactar un texto
matemático. También quisiera agradecer a la actual Coordinadora de Posgrado en Matemáticas de
la UAMI, la Dra. Patricia Saavedra y al anterior Coordinador, el Dr. Raúl Montes de Oca por su
apoyo y comprensión, y a la Asistente de Posgrado, la M. en C. Ma. Iseo González por sus múltiples
consejos durante la Maestŕıa.



CAṔITULO 1

Propiedades de convergencia
en espacios topológicos generales

En este caṕıtulo se introducen las propiedades de tipo convergencia tales como carácter, pseudo-
carácter, Fréchet-Urysohn, secuencialidad y estrechez. Se presentan algunos enunciados y ejemplos
que muestran importantes facetas de las propiedades de convergencia, aśı como relaciones entre
ellas. También se estudia el comportamiento de éstas al aplicar las operaciones producto, toma de
subespacios y paso a espacios cocientes a los espacios topológicos que las poseen.

1.1. Clasificación de espacios en términos de carácter y pseudocarácter

A lo largo de toda la tesis se trabajará sólo con espacios de Tychonoff; las letras X, Y, Z con
o sin sub́ındices, representarán espacios topológicos, λ y κ representarán números cardinales (y
sus correspondientes números ordinales), ω el menor cardinal infinito, ω1 el primer cardinal no
numerable, κ+ el primer cardinal mayor que κ y las letras R, Q, N los conjuntos de los números
reales, racionales y naturales positivos respectivamente, con su topoloǵıa usual a menos que se
indique lo contrario. Para cualquier espacio X, su topoloǵıa será τ(X); si además A ⊂ X, se
denotará por τ(A,X) a la familia {U ∈ τ(X) : A ⊂ U}, aunque en vez de τ({x}, X) se escribirá
τ(x,X). Cada vez que X sea un producto cartesiano se supondrá que τ(X) es la topoloǵıa producto.
Una sucesión ordinaria con términos xn se denotará por {xn : n ∈ N}, {xn : n ∈ ω} o por {xn} si
está claro cual es el conjunto de ı́ndices; una sucesión transfinita con términos xα se escribirá como
{xα : α < κ} para algún κ > ω.

En esta sección se analizan el carácter y pseudocarácter de un espacio, sus propiedades y rela-
ciones; también se caracterizan algunas clases de espacios por las relaciones especiales que estas
propiedades presentan en ellos.

1.1.1. Definición. Sea A ⊂ X; una familia B ⊂ τ(A,X) es una base externa de A en X si
para cada U ∈ τ(A,X) existe V ∈ B tal que V ⊂ U . El carácter de A en X es el cardinal
χ(A,X) = min{|B| : B es una base externa de A en X}; en el caso particular A = {x}, se
escribe χ(x,X). El pseudocarácter de A en X es el cardinal ψ(A,X) = min{|U| : U ⊂ τ(X) y⋂
U = A}; aunque se escribe ψ(x,X) cuando A = {x}. El carácter de X es el cardinal χ(X) =

1



2 Caṕıtulo 1. Espacios topológicos generales

sup{χ(x,X) : x ∈ X}; el pseudocarácter de X es el cardinal ψ(X) = sup{ψ(x,X) : x ∈ X}. Una
condensación es un mapeo biyectivo continuo.

1.1.2. Proposición. (1) Para todo X, si Y ⊂ X, entonces χ(Y ) ≤ χ(X); si además, Y = X,
tenemos la igualdad χ(y, Y ) = χ(y,X) para todo y ∈ Y.

(2) Si |S| ≤ λ ≥ ω y χ(Xs) ≤ λ para todo s ∈ S, entonces χ(
∏

s∈S Xs) ≤ λ.

(3) Si f : X → Y es un mapeo abierto sobreyectivo, se tiene que χ(Y ) ≤ χ(X).

Demostración. (1) Sean y ∈ Y y By una base local de X en y tal que |By| = χ(y,X); entonces
A = {U ∩ Y : U ∈ By} es una base local de Y en y para la cual |A| ≤ χ(y,X). Por tanto,
χ(y, Y ) ≤ χ(y,X), de donde χ(Y ) ≤ χ(X). Si, además Y = X, sea Ay una base local de Y en y
que verifica |Ay| = χ(y, Y ); para cada U ∈ Ay eĺıjase VU ∈ τ(X) tal que U = VU ∩ Y , y def́ınase
B = {VU : U ∈ Ay}. Tómese O ∈ τ(y,X); por ser X regular, existe W ∈ τ(y,X) tal que W ⊂ O.
Luego existe U ∈ Ay que cumple U ⊂ W ∩ Y ; como Y = X, se tiene que U = VU ∩ Y satisface la
condición V U = U ⊂ W ⊂ O. De modo que y ∈ VU ⊂ O; de aqúı B es una base local de X en y.
Por eso, χ(y,X) ≤ |B| ≤ |Ay| = χ(y, Y ), de donde χ(y, Y ) = χ(y,X).

(2) Sean X =
∏

s∈S Xs, x = (xs)s∈S ∈ X y Bs una base local de Xs en xs para la cual |Bs| ≤ λ
para todo s; entonces la familia B = {

∏
s∈S Us : existe F ⊂ S finito tal que Us = Xs para s ∈ S \F

y Us ∈ Bs para s ∈ F} satisface las condiciones B ⊂ τ(X) y |B| ≤ λ. Dado U ∈ τ(x,X) existe un
conjunto V =

∏
s∈S Vs tal que x ∈ V ⊂ U y Vs = Xs para todo s excepto para s en cierto conjunto

finito F ; puesto que Bs es una base local de Xs en xs para cualquier s, existe Bs ∈ Bs que cumple
xs ∈ Bs ⊂ Vs para cada s ∈ F . Por eso, si Bs = Xs para todo s ∈ S\F se obtiene B =

∏
s∈S Bs ∈ B

y x ∈ B ⊂ V . Por tanto, B es una base local de X en x, de donde χ(x,X) ≤ λ, aśı que χ(X) ≤ λ.

(3) Sea B una base local de X en x; entonces f(B) = {f(U) : U ∈ B} es una base local de Y en
f(x) y |f(B)| ≤ |B|. Por tanto, χ(Y ) ≤ χ(X).

1.1.3. Corolario. Si f : X → Y es un mapeo abierto sobreyectivo Y y X es metrizable, entonces
χ(Y ) ≤ ω.

Demostración. Es consecuencia de la proposición 1.1.2 y de que cada espacio metrizable X cumple
χ(X) ≤ ω.

1.1.4. Proposición. Para todo X, si A ⊂ X entonces |A| ≤ |A|χ(X).

Demostración. Para cada conjunto B sea Pκ(B) = {C ⊂ B : |C| ≤ κ}. Hágase χ(X) = κ y fijemos
una base local Bx tal que |Bx| ≤ κ en cada punto x ∈ X. Si κ < ω, por ser X un espacio T1, se
deduce que

⋂
Bx = {x} para todo x ∈ X; luego X es discreto, de donde A = A para todo A ⊂ X

y |A| ≤ |A|κ = |A|κ. Si κ ≥ ω, tenemos que |Pκ(A)| ≤ |A|κ; de aqúı |Pκ(Pκ(A))| ≤ |A|κ·κ = |A|κ.
Por eso, es suficiente construir una inyección φ : A → Pκ(Pκ(A)); dado x ∈ A, eĺıjase xU ∈ U ∩ A
para cada U ∈ Bx y sea Cx = {xU : U ∈ Bx}. De esta manera, Cx ⊂ A, x ∈ Cx y |Cx| ≤ κ; por
tanto, Dx = {Cx ∩ U : U ∈ Bx} ∈ Pκ(Pκ(A)). Def́ınase φ(x) = Dx para cada x ∈ A; como X es T2
y x ∈ Cx ∩ U para cada U ∈ Bx, se tiene que x ∈

⋂
{D : D ∈ Dx} ⊂

⋂
{U : U ∈ Bx} = {x}. Por

eso, {x} =
⋂
{D : D ∈ Dx}; de aqúı se deduce que φ es inyectiva.

1.1.5. Proposición. (1) Para todo X, si Y ⊂ X, entonces ψ(Y ) ≤ ψ(X).
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(2) Si |S| ≤ λ ≥ ω y ψ(Xs) ≤ λ para todo s ∈ S, entonces ψ(
∏

s∈S Xs) ≤ λ.

Demostración. (1) Sean x ∈ Y y U ⊂ τ(X) tales que
⋂
U = {x}; entonces U ′ = {U ∩Y : U ∈ U} ⊂

τ(Y ) y
⋂
U ′ = {x}, aśı que ψ(x, Y ) ≤ |U ′| ≤ |U|. En particular, si elegimos U tal que |U| = ψ(x,X)

se obtiene ψ(Y ) ≤ ψ(X).

(2) Sean X =
∏

s∈S Xs, x = (xs)s∈S ∈ X y Us ⊂ τ(Xs) tales que
⋂
Us = {xs} para todo s;

entonces la familia U = {
∏

s∈S Us : existe F ⊂ S finito tal que Us = Xs para s ∈ S \ F y Us ∈ Us
para s ∈ F} satisface las condiciones U ⊂ τ(X), |U| ≤ λ y

⋂
U = {x}. De modo que ψ(x,X) ≤ λ;

por ello, ψ(X) ≤ λ.

Al comparar las proposiciones 1.1.2 y 1.1.5, debe tenerse en cuenta que la analoǵıa no es completa;
en el caṕıtulo 2, se dará un ejemplo de espacios X, Y y un mapeo abierto sobreyectivo f : X → Y
tales que ψ(X) = ω < ψ(Y ) (ejemplo 2.2.7). No obstante se cumple el siguiente enunciado .

1.1.6. Proposición. Si f : X → Y es una condensación, entonces ψ(X) ≤ ψ(Y ).

Demostración. Sean x ∈ X, y = f(x) y By ⊂ τ(Y ) tal que {y} =
⋂
By y |By| = ψ(y, Y ); entonces

la familia f−1(By) = {f−1(U) : U ∈ By} satisface la condición f−1(By) ⊂ τ(x,X). Por ser f uno a
uno,

⋂
f−1(By) = {x} y como |f−1(By)| = |By|, se tiene que ψ(x,X) ≤ |f−1(By)| ≤ ψ(y, Y ); por lo

tanto, ψ(X) ≤ ψ(Y ).

1.1.7. Proposición. Para todo x ∈ X, se verifica que ψ(x,X) ≤ χ(x,X).

Demostración. Sean x ∈ X y B una base local de X en x; entonces
⋂
B =

⋂
τ(x,X) y puesto que⋂

τ(x,X) = {x} se obtiene ψ(x,X) ≤ χ(x,X).

Puede suceder que para un espacio X, sea ψ(x,X) < χ(x,X) en algún punto x.

1.1.8. Ejemplo. Sea X = {p} ∪
⋃
α<κXα, donde p /∈ Xα = {xαi : i ∈ N} para todo α y xαi 6= xβj

para (i, α) 6= (j, β); se definirá τ(X) mediante la familia B = Bp∪{{xαi } : i ∈ N y α < κ}, donde Bp
consiste de todos los conjuntos obtenidos de X al quitar un número finito de puntos xαi de cada uno
de los conjuntos Xα. Fácilmente se verifica que B es una base para una topoloǵıa T1 en X; además,
es claro que cada U ∈ B es un conjunto cerrado. Por tanto, X resulta ser un espacio de Tychonoff; el
espacio X se conoce como erizo de Urysohn con κ espinas, siendo sus espinas los conjuntos {p}∪Xα

para todo α. En particular, si κ = ω con facilidad se obtiene que ψ(p,X) = ω; sin embargo, si
A = {Vn : n ∈ N} ⊂ τ(p,X), puede elegirse zn ∈ Vn ∩Xn, aśı que U = X \ {zn : n ∈ N} satisface
las condiciones U ∈ τ(p,X) y Vn 6⊂ U para todo n. Luego χ(p,X) > ω lo cual muestra que la
desigualdad en la proposición 1.1.7 puede ser estricta.

Si X es metrizable, es claro que χ(X) ≤ ω; sin embargo, el rećıproco no se cumple.

1.1.9. Ejemplo. Sea B = {[x, x + ε) : x ∈ R y ε > 0}; se checa fácilmente que B es una base para
una topoloǵıa T1 en R y que cada U ∈ B es un conjunto cerrado, por lo cual B determina un espacio
de Tychonoff. El espacio X resultante se llama recta de Sorgenfrey; como B es base de X, dado
x ∈ X, se tiene por una parte que {[x, x + 1/n) : n ∈ N} es una base local de X en x. Por tanto,
χ(x,X) ≤ ω, aśı que χ(X) ≤ ω. Por otra parte, si A es una base de X y x ∈ X, debe existir U ∈ A
cuyo elemento mı́nimo sea x; por tanto, A no es numerable lo que implica que w(X) > ω. Es claro
que el subespacio Q es denso en X, por lo cual X es separable. Por lo tanto, X no es metrizable.
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Una consecuencia de la proposición 1.1.7 es que si X es metrizable, para todo x ∈ X se tiene
que ψ(x,X) = χ(x,X). Puesto que χ(x,X) ≤ ω, en caso de que tengamos ψ(x,X) < ω, deberá
ser ψ(x,X) = 1. Luego x es punto aislado en X; por tanto, χ(x,X) = 1. Existen otras clases de
espacios X para los que se cumple ψ(x,X) = χ(x,X).

1.1.10. Teorema. Para todo espacio compacto X, si F ⊂ X es cerrado, tenemos la igualdad
ψ(F,X) = χ(F,X).

Demostración. Si X es infinito, como es regular y F es cerrado,
⋂
τ(F,X) = F ; luego, si B

es una base externa de F en X, se cumple
⋂
B = F aśı que ψ(F,X) ≤ |B| y por lo tanto,

ψ(F,X) ≤ χ(F,X). Ahora, si ψ(F,X) = κ, sea F =
⋂
s∈S Vs, donde Vs ∈ τ(X) para todo s ∈ S y

|S| ≤ κ; por [Engelking, teorema 3.1.9] se tiene que X es normal, de modo que para todo s ∈ S existe
Us ∈ τ(F,X) tal que U s ⊂ Vs. Por tanto, F =

⋂
s∈S U s y cada U s es compacto; por [Engelking,

corolario 3.1.5], para cada U ∈ τ(F,X) existe {s1, . . . , sk} ⊂ S para el cual Us1 ∩ . . . ∩ Usk ⊂
U s1∩. . .∩U sk ⊂ U ; luego, la familia U de todas las intersecciones finitas de elementos de {Us : s ∈ S}
forma una base externa de F en X. Puesto que |U| ≤ κ, se obtiene χ(F,X) ≤ ψ(F,X). Si X es
finito, es discreto y claramente se da la igualdad.

1.1.11. Teorema. Si X es linealmente ordenado y x ∈ X, entonces ψ(x,X) = χ(x,X).

Demostración. Sea ≤ un orden lineal en X que genera τ(X) y tomemos x ∈ X tal que ψ(x,X) = κ.
Sea κ ≥ ω; podemos suponer que x no es el mayor ni el menor elemento de X, ya que en los casos
pertinentes la demostración que sigue se simplifica. Aśı, existe B = {(as, bs) : s ∈ S} que verifica
{x} =

⋂
B y |S| = κ, donde (as, bs) = {y ∈ X : as < y < bs} para todo s ∈ S; dado U ∈ τ(x,X)

existen a, b ∈ X para los cuales x ∈ (a, b) ⊂ U . Como a /∈
⋂
B, existe t ∈ S tal que a /∈ (at, bt),

luego a ≤ at; asimismo, b /∈
⋂
B implica que existe u ∈ S para el que b /∈ (au, bu) por lo cual b ≥ bu.

Por tanto, W = (at, bt) ∩ (au, bu) cumple x ∈ W ⊂ (at, bu) ⊂ (a, b) ⊂ U , aśı que la familia E de
todas las intersecciones finitas de elementos de B forma una base local para X en x; puesto que
|E| ≤ κ, se obtiene χ(x,X) ≤ κ. Por la proposición 1.1.7, tenemos que ψ(x,X) = χ(x,X). Ahora
si κ < ω, entonces x es un punto aislado y también se verifica ψ(x,X) = χ(x,X).

Con respecto al teorema anterior debe tenerse en cuenta que no es necesario suponer que X sea
además espacio de Tychonoff, pues puede probarse que todo espacio linealmente ordenado es T1 y
normal por colecciones (ver [Tkachuk (2010), problema 302]).

1.1.12. Corolario. Si X es compacto o linealmente ordenado, entonces χ(X) ≤ |X|.
Demostración. Sea x ∈ X; como {x} =

⋂
{X \ {y} : x 6= y ∈ X}, se deduce que ψ(x,X) ≤ |X|.

Por los teoremas 1.1.10 y 1.1.11, se cumple χ(X) ≤ |X|.

Considerando que los principales objetos de nuestro estudio son casos particulares de grupos
topológicos, es bueno tener en cuenta el siguiente enunciado, el cual, no se probará (para una
demostración, véase [Arhangel’skii y Tkachenko, teorema 3.3.12]); pues para el caso de los espacios
Cp(X) se demostrará mediante una herramienta de la teoŕıa Cp (corolario 2.2.3).

1.1.13. Teorema (Birkhoff-Kakutani). Si G es un grupo topológico tal que χ(G) ≤ ω, entonces G
es metrizable.



1.2. Sucesiones convergentes y sus generalizaciones

En esta sección se consideran las propiedades Fréchet-Urysohn, secuencialidad y estrechez nu-
merable; además se describen algunas relaciones sencillas entre ellas. También se presentan dos
teoremas más profundos sobre espacios compactos en los que las propiedades de convergencia se
relacionan con otras propiedades de manera especial; para el primero, que trata sobre espacios
compactos diádicos, se utilizarán tres proposiciones y un importante teorema de descomposición de
funciones continuas de A.V. Arhangel’skii. Para el segundo, que también es un importante teorema
de A.V. Arhangel’skii, se empleará la herramienta ya presentada.

En cualquier espacio métrico X, si x ∈ X, A ⊂ X y x ∈ A, se puede garantizar que existe una
sucesión (an) en A que converge a x. En el contexto más general de espacios topológicos, esto no
siempre sucede.

1.2.1. Definición. Una sucesión {xn : n ∈ N} en un espacio X converge a x ∈ X y se llama
convergente, si para cada U ∈ τ(x,X), existe N ∈ N tal que xn ∈ U para n > N . Un espacio X
es Fréchet-Urysohn si para cada A ⊂ X y cada x ∈ A, existe una sucesión {xn : n ∈ N} ⊂ A que
converge a x.

1.2.2. Ejemplo. Supongamos que X = {0, 1}ω1 y A = {x ∈ X : existe F ⊂ ω1 tal que F es finito
y x(s) = 0 para s ∈ ω1 \ F}; definamos u ∈ {0, 1}ω1 por la igualdad u(s) = 1 para todo s ∈ ω1.
Es fácil ver que u ∈ A. Si an ∈ A para n ∈ N, hagamos S = {s ∈ ω1 : existe an ∈ A para el cual
an(s) = 1}; es claro que |S| ≤ ω. Por tanto, si t ∈ ω1 \ S y U = {1} × {0, 1}ω1\{t} se tiene que
U ∈ τ(u,X); sin embargo, an /∈ U para todo n ∈ N, aśı que u /∈ {an : n ∈ N} y por lo tanto la
sucesión {an} no converge a u.

Si X es un espacio Fréchet-Urysohn, para cada A ⊂ X que no es cerrado, existe una sucesión
{an} en A que converge a un punto x ∈ A \ A; lo rećıproco no necesariamente se cumple.

1.2.3. Ejemplo. Sea X = {0} ∪
⋃∞
i=1Xi, donde Xi = {1/i} ∪ {1/i+ 1/(i2 + k) : k ∈ ω}; se definirá

τ(X) mediante una colección {Bx : x ∈ X}, de bases locales. Si x = 1/i + 1/j para alguna j,
Bx = {{x}}; si x = 1/i para alguna i, se tiene que Bx = {{1/i}∪{1/i+1/(i2+j+k) : k ∈ ω} : j ∈ ω}.
Por último, B0 consiste de todos los conjuntos obtenidos deX al quitar un número finito de conjuntos
Xi, y un número finito de puntos de la forma 1/i+1/j de cada uno de los conjuntos restantes Xi; se
checa fácilmente que {Bx : x ∈ X} es una colección de bases locales para una topoloǵıa T1 en X y
que cada elemento de B es un conjunto cerrado, de modo que el espacio resultante es de Tychonoff.
Sea A ⊂ X tal que A 6= A; si 1/i ∈ A \ A para algún i, por definición de B1/i existe una sucesión
creciente {jk : k ∈ N} ⊂ N para la cual ak = 1/i + 1/(i2 + jk) ∈ A para todo k. La sucesión
{ak} converge a 1/i. Si 1/i /∈ A \ A para todo i, como {1/i + 1/j} ∈ τ(X) para todo j, debe ser
0 ∈ A \A; es fácil probar que existe una sucesión creciente {ik : k ∈ N} ⊂ N tal que ak = 1/ik ∈ A
para todo k. La sucesión {ak} converge a 0. Aśı, se cumple la condición del párrafo anterior al
ejemplo; sin embargo, X no es Fréchet-Urysohn. Pues si Y = X \ {1/i : i ∈ N}, aunque 0 ∈ Y , no
existe sucesión en Y que converja a 0.

El ejemplo anterior motiva la siguiente definición.

5
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1.2.4. Definición. Un espacio X es secuencial si para cada A ⊂ X tal que A 6= A existe una
sucesión {xn : n ∈ N} ⊂ A que converge a algún x ∈ A \ A.

El espacio del ejemplo 1.2.3 es secuencial pero no Fréchet-Urysohn; en cambio el espacio en el
ejemplo 1.2.2 no es Fréchet-Urysohn ni secuencial. Observamos también que los conceptos recién
presentados involucran sucesiones; para el concepto de estrechez se prescinde de ellas y como se
probará más adelante, es más general.

1.2.5. Definición. Sea x ∈ X; la estrechez de x en X es el cardinal t(x,X) = mı́n{κ : si x ∈ A, existe
B ⊂ A tal que |B| ≤ κ y x ∈ B}; la estrechez de X es el cardinal t(X) = sup{t(x,X) : x ∈ X}.
Un conjunto A ⊂ X es κ-cerrado si para cada B ⊂ A tal que |B| ≤ κ se cumple B ⊂ A.

1.2.6. Ejemplo. Sea X = ω ∪ {ξ} ⊂ βω, donde βω es la compactación de Čech-Stone de ω y
ξ ∈ βω \ ω; entonces |X| = ω y por ello t(X) ≤ ω. Como ω es denso en βω, el conjunto ω no es
cerrado en X; por [Engelking, corolario 3.6.15], ninguna subsucesión de ω, converge a ξ. Por tanto,
X no es secuencial.

Cabe mencionar que para el espacio X = {0, 1}ω1 del ejemplo 1.2.2, hemos demostrado que u ∈ A
pero u /∈ B para cualquier conjunto numerable B ⊂ A. De modo que t(X) > ω.

1.2.7. Proposición. Para todo X, se tiene que t(X) ≤ κ si y sólo si para cualquier A ⊂ X tal que
A 6= A, existe B ⊂ A que cumple |B| ≤ κ y B \ A 6= ∅.

Demostración. Necesidad. Supongamos que A ⊂ X y A 6= A, tomemos un punto x ∈ A \A. Como
t(X) ≤ κ, existe B ⊂ A tal que |B| ≤ κ y x ∈ B; es decir, existe B ⊂ A que satisface las condiciones
|B| ≤ κ y B \ A 6= ∅.

Suficiencia. Si κ ≥ ω, A ⊂ X y C =
⋃
{B : B ⊂ A y |B| ≤ κ}, entonces A ⊂ C ⊂ A, y si se

prueba que C es cerrado, se tendrá que C = A. Por lo tanto, dado x ∈ A, existirá B ⊂ A tal que
|B| ≤ κ y x ∈ B; o sea t(X) ≤ κ.

Aśı, sea D ⊂ C tal que |D| ≤ κ; luego existe S con |S| ≤ κ para el que D = {xs : xs ∈ Bs,
Bs ⊂ A y |Bs| ≤ κ para todo s ∈ S}. Si E =

⋃
{Bs : s ∈ S}, se obtiene E ⊂ A y |E| ≤ κ; se

deduce que E ⊂ C. Como D = {xs : s ∈ S} ⊂
⋃
{Bs : s ∈ S} ⊂ E, se tiene que D \ C = ∅; según

la hipótesis, C = C.

Si κ < ω, como la condición nunca se cumple, se deduce que t(X) ≤ κ.

1.2.8. Observaciones.(i) La proposición 1.2.7 también puede enunciarse como sigue: para todo X,
se tiene que t(X) ≤ κ si y sólo si para todo A ⊂ X, si A es κ-cerrado, entonces A es cerrado.

(ii) Dado A ⊂ X, sea [A]κ =
⋃
{B : B ⊂ A y |B| ≤ κ}; de acuerdo con la definición 1.2.5 se tiene

que A ⊂ X es κ-cerrado si y sólo si A = [A]κ.

1.2.9. Teorema. Para todo X, si se cumple alguna propiedad de la lista también se cumple la
siguiente:

(i) χ(X) ≤ ω.

(ii) X es Fréchet-Urysohn.
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(iii) X es secuencial.

(iv) t(X) ≤ ω.

Demostración. (i)⇒(ii). Sean x ∈ A y {Ui : i ∈ N} una base local del espacio X en x; si se elige
xi ∈ A ∩ U1 ∩ . . . ∩ Ui para todo i ∈ N, se obtiene una sucesión {xi : i ∈ N} en A que converge a x.
De modo que X es Fréchet-Urysohn.

(ii)⇒(iii). Es consecuencia inmediata de las definiciones.

(iii)⇒(iv). Se sigue de la proposición 1.2.7.

Ya se han dado ejemplos de espacios que muestran que las implicaciones inversas no se cumplen,
excepto para la primera.

1.2.10. Ejemplo. Sea X = {p} ∪
⋃
α<ωXα el erizo de Urysohn con ω espinas (véase el ejemplo

1.1.8), donde Xα = {xαi : i ∈ N} para todo α; ya se probó que χ(p,X) > ω, luego χ(X) > ω. Para
ver que X es Fréchet-Urysohn, tomemos cualesquiera A ⊂ X y x ∈ A; por definición de τ(X), si
x 6= p, se tiene que x ∈ A, por lo cual se supondrá que x = p. Además, existe α < ω tal que
para todo n ∈ N existe in > n para el cual xαin ∈ A. Por tanto, para cada V ∈ τ(x,X) existe
N ∈ N que satisface la condición xαin ∈ V para todo n > N ; ya que V es arbitrario, la sucesión
{xαin : n ∈ N} ⊂ A converge a p.

En el caṕıtulo 2 se dará un ejemplo de un espacio X para el cual ψ(X) ≤ ω < t(X) (ejemplo
2.2.14); de aqúı se deduce que no se puede sustituir la condición χ(X) ≤ ω por ψ(X) ≤ ω en el
teorema 1.2.9.

1.2.11. Proposición. Para todo X y x ∈ X se verifica t(x,X) ≤ χ(x,X).

Demostración. Supongamos que χ(x,X) ≤ κ y x ∈ A; entonces existe una base local B de X en
x para la cual |B| ≤ κ. Para cada U ∈ B, eĺıjase xU ∈ A ∩ U y sea B = {xU : U ∈ B}; luego
B ⊂ A, |B| ≤ κ y por ser B una base en x se deduce que cada W ∈ τ(x,X) contiene algún xU . En
consecuencia, x ∈ B y t(x,X) ≤ κ; luego t(x,X) ≤ χ(x,X).

1.2.12. Ejemplo. Sea X el erizo de Urysohn con ω espinas; ya se vio en el ejemplo 1.1.8 que
χ(p,X) > ω. Puesto que |X| = ω, se obtiene que t(p,X) ≤ ω; de manera que la desigualdad en la
proposición 1.2.11 puede ser estricta.

1.2.13. Teorema. Si X es linealmente ordenado, entonces t(x,X) = χ(x,X) para cada x ∈ X.

Demostración. Sea ≤ un orden lineal en X que genera τ(X). Para u, v ∈ X con u < v hagamos
(←, u) = {x ∈ X : x < u}, (u,→) = {x ∈ X : x > u} y (u, v) = {x ∈ X : u < x < v};
supongamos que x ∈ X, t(x,X) = κ, U = (←, x) y V = (x,→). Sea κ ≤ ω; por el teorema 1.1.11
y la proposición 1.2.11, es suficiente probar que ψ(x,X) ≤ κ. Para ésto se consideran casos:

(a) Si x /∈ U ∪ V , el punto x es aislado en X, luego ψ(x,X) = 1 ≤ κ.

(b) Si x ∈ V \ U , sea A ⊂ V tal que |A| ≤ κ y x ∈ A; entonces B = {X \ U} ∪ {(←, a) : a ∈ A}
satisface las condiciones B ⊂ τ(X) y |B| ≤ κ. Sea y ∈ X \ {x}; si y ∈ U , se tiene que y /∈

⋂
B. Si

y ∈ V , entonces W = (←, y) cumple W ∈ τ(x,X) y existe a ∈ A ∩W , de modo que y /∈ (←, a).
Aśı, y /∈

⋂
B, de donde

⋂
B = {x}, por lo cual ψ(x,X) ≤ κ.
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(c) Si x ∈ U \ V , se procede de manera similar a (b).

(d) Si x ∈ U ∩ V , sean A ⊂ U y B ⊂ V tales que x ∈ A ∩ B, |A| ≤ κ y |B| ≤ κ; la familia
B = {(a, b) : a ∈ A y b ∈ B} cumple B ⊂ τ(X) y |B| ≤ κ. Si y < x, como (y,→) ∈ τ(x,X), existe
a ∈ A ∩ (y,→), aśı que y /∈ (a, b), para todo b ∈ B, de donde y /∈

⋂
B. Si y > x, análogamente se

obtiene y /∈
⋂
B; por tanto, ψ(x,X) ≤ κ.

Ahora si κ < ω, entonces x es un punto aislado y se cumple t(x,X) = χ(x,X).

1.2.14. Definición. Un espacio compacto se llama diádico si es la imagen continua de {0, 1}κ para
algún cardinal κ. Supongamos que η = {Xt : t ∈ T} es una familia de espacios, X es su producto
topológico y a ∈ X está fijo; dado x ∈ X, el conjunto supp(x) = {t ∈ T : x(t) 6= a(t)} se llama
soporte de x. El Σ-producto de η con punto básico a es Σ(a) = {x ∈ X : |supp(x)| ≤ ω}.

1.2.15. Proposición. Supongamos que Mt es un espacio compacto con base numerable para todo
t ∈ T y a ∈M =

∏
t∈T Mt; entonces Σ(a) es un subespacio ω-cerrado denso en M tal que para cada

conjunto numerable A ⊂ Σ(a) se cumple w(clM(A)) ≤ ω y por lo tanto clM(A) es metrizable.

Demostración. Sea U =
∏

t∈T Ut 6= ∅ tal que Ut ∈ τ(Mt) para todo t ∈ T y S = {t ∈ T : Ut 6= Mt}
es un conjunto finito; tómese xt ∈ Ut para todo t ∈ S y hágase x(t) = xt si t ∈ S y x(t) = at si
t ∈ T \ S. Es claro que x ∈ U ∩ Σ(a), aśı que clM(Σ(a)) = M . Si A ⊂ Σ(a) es numerable, puesto
que |supp(x)| ≤ ω para todo x ∈ Σ(a), se tiene que E =

⋃
{supp(x) : x ∈ A} es un conjunto

numerable; dado que el espacio Y =
∏

t∈T\E{a(t)} ×
∏

t∈EMt ⊂ Σ(a) es homeomorfo a
∏

t∈EMt,

por [Engelking, teorema 4.2.8], se deduce que Y es un subespacio compacto metrizable (y por ello
cerrado) en M . Claramente A ⊂ Y ; por tanto, clM(A) ⊂ Y ⊂ Σ(a) es metrizable y w(clM(A)) ≤ ω.

1.2.16. Proposición. Sean X un espacio compacto metrizable y f : X → Y una función continua
sobreyectiva; entonces Y es compacto y metrizable.

Demostración. Por [Engelking, teorema 4.2.8], se tiene que w(X) ≤ ω; se sabe que Y es compacto
y por [Engelking, teorema 3.1.22], se obtiene w(Y ) ≤ w(X). De nuevo por [Engelking, teorema
4.2.8], se infiere que Y es metrizable.

1.2.17. Teorema (Arhangel’skii). Supongamos que D es un subespacio denso en X =
∏

t∈T Xt,
donde nw(Xt) ≤ ω para todo t ∈ T y f : D → R es una función continua; si la proyección sobre
la cara XT ′ se representa por qT ′ : X → XT ′ =

∏
t∈T ′ Xt para todo T ′ ⊂ T , entonces existe un

conjunto numerable S ⊂ T y una función continua h : qS(D)→ R tales que f = h ◦ (qS | D).

Demostración. Si U =
∏

t∈T Ut es un conjunto de la base canónica de X, se escribirá core(U) =
{t ∈ T : Ut 6= Xt}. Para cada y ∈ R sea By una base local numerable de R en y; por ser f continua,
para cada x ∈ D existe una familia numerable Ux de conjuntos de la base canónica de X tal que
x ∈

⋂
Ux y para cada O ∈ Bf(x) existe U ∈ Ux que cumple f(U ∩ D) ⊂ O. Por tanto, para cada

x ∈ D, el conjunto Tx =
⋃
{core(U) : U ∈ Ux} es numerable. Sea x0 ∈ D y hágase A0 = {x0}

y S0 = Tx0 ; supongamos que ya tenemos unos conjuntos numerables An ⊂ D y Sn ⊂ T . Como
nw(XSn) ≤ ω, el espacio DSn = qSn(D) ⊂ XSn es separable, aśı que es posible hallar un conjunto
numerable An+1 ⊂ D para el cual An ⊂ An+1 y el conjunto qSn(An+1) sea denso en DSn ; si se define
Sn+1 =

⋃
{Tx : x ∈ An+1} se completa un proceso inductivo que nos permite formar los conjuntos

A =
⋃
{An : n ∈ ω} y S =

⋃
{Sn : n ∈ ω}.



1.2. Sucesiones convergentes y sus generalizaciones 9

Se afirma que el conjunto AS = qS(A) es denso en DS = qS(D). Tómese y ∈ D y hágase
W =

∏
t∈SWt ∈ τ(qS(y), XS) un conjunto básico canónico de XS; puesto que K = core(W ) es

finito, existe n ∈ ω tal que K ⊂ Sn. Como W ′ =
∏

t∈SnWt ∈ τ(qSn(y), XSn) y qSn(An+1) es denso
en DSn , se obtiene W ′ ∩ qSn(An+1) 6= ∅; luego existe x ∈ An+1 tal que x(t) ∈ Wt para todo t ∈ K.
Tenemos la igualdad Wt = Xt para cada t ∈ S \K, lo cual implica que x(t) ∈ Wt para todo t ∈ S,
aśı que qS(x) ∈ W ∩ AS; por eso qS(y) ∈ clDS(AS). Ésto prueba la afirmación.

Ahora se probará lo siguiente:

(1) Si U es un conjunto básico canónico en X y O es un conjunto abierto en R tal que f(U ∩D) ⊂
O, entonces f(q−1S (qS(U)) ∩ A) ⊂ O.

Supongamos que existe w ∈ q−1S (qS(U))∩A para el cual f(w) ∈ R\O; entonces existe Ow ∈ Bf(w)
que cumple Ow ⊂ R \ O. Tómese W ∈ Uw tal que f(W ∩D) ⊂ Ow; como core(W ) ⊂ S, tenemos
q−1S (qS(W )) = W . Por lo tanto, qS(w) ∈ qS(W ) ∩ qS(U) y de aqúı se obtiene W ∩ U 6= ∅; dado que
D es denso en X existe d ∈ D ∩W ∩ U . En consecuencia, f(d) ∈ f(D ∩W ) ⊂ Ow ⊂ R \ O; sin
embargo, f(d) ∈ f(D ∩ U) ⊂ O, lo cual es una contradicción que prueba (1).

Se afirma que si x,y ∈ D y qS(x) = qS(y) entonces f(x) = f(y). Supongamos que f(x) 6= f(y);
entonces existen Ox ∈ τ(f(x),R) y Oy ∈ τ(f(y),R) tales que Ox ∩ Oy = ∅. Eĺıjanse conjuntos Wx

y Wy de la base canónica de X que cumplan x ∈ Wx, y ∈ Wy, f(D ∩Wx) ⊂ Ox y f(D ∩Wy) ⊂ Oy;
puesto que qS transforma cada conjunto básico canónico en X en un conjunto básico canónico
en XS, tenemos que qS es un mapeo abierto. Por tanto, qS(Wx) y qS(Wy) son abiertos en XS y
qS(x) = qS(y) ∈ qS(Wx) ∩ qS(Wy); como qS(x) = qS(y) ∈ DS y AS es denso en DS, existe z ∈ A
para el cual qS(z) ∈ qS(Wx)∩ qS(Wy). En consecuencia, z ∈ q−1S (qS(Wx))∩ q−1S (qS(Wy))∩A; por la
condición (1) se obtiene f(z) ∈ Ox ∩Oy, lo cual es una contradicción.

Para cada y ∈ DS eĺıjase x ∈ q−1S (y) y hágase h(y) = f(x); la afirmación del párrafo anterior
muestra que esta definición de la función h : DS → R es consistente. Por definición de h, se tiene
f(x) = h(qS(x)) para todo x ∈ D; se probará que h es continua. Sea y ∈ DS y tómense x ∈ q−1S (y)
y G ∈ τ(h(y),R); eĺıjanse O,H ∈ τ(h(y),R) tales que h(y) ∈ O ⊂ O ⊂ H ⊂ H ⊂ G. Puesto que
h(y) = f(x) se obtiene O ∈ τ(f(x),R); por ser f continua en x, existe un conjunto básico canónico
U ∈ τ(x,X) para el cual f(U ∩D) ⊂ O. El conjunto V = qS(U) es abierto en XS, además, y ∈ V .
Sea B = q−1S (V ) ∩ A; por la condición (1), se cumple f(B) ⊂ O.

Por construcción de Uw existe Uw ∈ Uw tal que f(Uw ∩D) ⊂ H para todo w ∈ B. Sea U(B) =⋃
{Uw : w ∈ B}; como core(Uw) ⊂ S implica q−1S (qS(Uw)) = Uw, se deduce que q−1S (qS(U(B))) =

U(B). Se mostrará que q−1S (V ) ∩ D ⊂ clX(U(B)); para ello, supóngase que el conjunto C =
q−1S (V ) \ clX(U(B)) verifica C ∩ D 6= ∅. Si d ∈ C ∩ D, entonces qS(d) ∈ qS(C) ∈ τ(XS) y
qS(C) ∩ qS(U(B)) = ∅; dado que B ⊂ U(B), tenemos qS(B) = V ∩ qS(A) ⊂ qS(U(B)). Puesto que
qS(C) ∈ τ(qS(d), XS) y qS(d) ∈ clDS(qS(A)), obtenemos qS(C) ∩ qS(A) 6= ∅; nótese que qS(C) ⊂ V
y por ello ∅ 6= qS(C) ∩ qS(A) ⊂ qS(C) ∩ V ∩ qS(A) ⊂ qS(C) ∩ qS(U(B)) 6= ∅. De la contradicción
hallada se infiere que q−1S (V ) ∩D ⊂ clX(U(B)).

Nótese que f(U(B) ∩ D) =
⋃
{f(Uw ∩ D) : w ∈ B} ⊂ H por definición de cada Uw; luego,

f(q−1S (V ) ∩ D) ⊂ f(clX(U(B)) ∩ D) = f(clD(U(B) ∩ D)) ⊂ H. Debido a que f = h ◦ (qS | D),
se sigue que f(q−1S (V ) ∩ D) = h(V ∩ DS), por lo cual h(V ∩ DS) ⊂ H ⊂ G; ésto indica que h es
continua en y, y por ello es continua en DS.
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1.2.18. Proposición. Supongamos que Mt es un espacio compacto con base numerable para todo
t ∈ T y a ∈ M =

∏
t∈T Mt; si g : Σ(a)→ Z es una función continua sobre el espacio compacto Z,

entonces Z es metrizable.

Demostración. Por [Engelking, teorema 3.2.5], puede suponerse que Z ⊂ Iκ para I = [0, 1] y algún
cardinal κ; para cada α < κ, sea pα : Iκ → Iα = I la correspondiente proyección natural. Puesto que
Σ(a) es denso en M por la proposición 1.2.15, podemos aplicar el teorema 1.2.17 a pα ◦g : Σ(a)→ I
para hallar un conjunto numerable Sα ⊂ T y una función continua hα : qSα(Σ(a)) → I tales que
pα ◦ g = hα ◦ (qSα | Σ(a)); es claro que qSα(Σ(a)) = MSα =

∏
t∈SαMt, por lo cual hα tiene dominio

MSα , de donde la función Gα = hα ◦ qSα tiene dominio M y Gα | Σ(a) = pα ◦ g.

Def́ınase la función f : M → Iκ mediante f(x)(α) = Gα(x) para todo x ∈ M y α < κ; como
pα ◦ f = Gα es una función continua para todo α < κ, la función f es continua. Dado x ∈ Σ(a) se
tiene que pα(f(x)) = Gα(x) = pα(g(x)) para todo α < κ, lo que implica que f(x) = g(x); por lo
tanto, f(Σ(a)) = g(Σ(a)) = Z, de donde f(M) ⊂ clIκ(f(Σ(a))) = Z.

A continuación se probará lo siguiente:

(1) Para cada conjunto numerable P ⊂ Z, el espacio P es compacto y metrizable.

Puesto que f(Σ(a)) = Z, puede hallarse un conjunto numerable A ⊂ Σ(a) tal que P = f(A);
por la proposición 1.2.15, se tiene que F = clM(A) ⊂ Σ(a) es compacto y metrizable, aśı que por
la proposición 1.2.16, se deduce que f(F ) es compacto y metrizable. Dado que P ⊂ f(F ) es claro
que se cumple (1).

Ahora, se probará la siguiente propiedad:

(2) Si R ⊂ Z y |R| ≤ ω1, entonces existe un conjunto numerable P ⊂ Z tal que R ⊂ P y por lo
tanto w(R) ≤ ω.

Tómese A ⊂ Σ(a) que cumpla |A| ≤ ω1 y f(A) = R; como |supp(x)| ≤ ω para todo x ∈ A, se
obtiene que |E| ≤ ω1 para el conjunto E =

⋃
{supp(x) : x ∈ A}. El espacio ME =

∏
t∈EMt es

homeomorfo a Y = {qT\E(a)} ×ME, por lo cual Y es un producto de |E| espacios separables; por
[Engelking, teorema 2.3.15], el espacio Y es separable. Eĺıjase un conjunto denso numerable B ⊂ Y ;
dado que A ⊂ Y se tiene que R ⊂ f(Y ) ⊂ f(B). Como f(B) ⊂ Z y |f(B)| ≤ ω, por (1), se obtiene
que f(B) es compacto y metrizable; por [Engelking, teorema 4.2.8], se deduce que w(f(B)) ≤ ω y
de aqúı w(R) ≤ ω, con lo cual queda probado (2).

Supongamos que Z no es separable y tómese z0 ∈ Z; si β < ω1 y hemos construido un conjunto
C = {zα : α < β} ⊂ Z, como |C| ≤ ω, debe ser C 6= Z, aśı que podemos elegir zβ ∈ Z \ C.
Este proceso inductivo puede realizarse para todo β < ω1, con lo cual se obtiene un conjunto
Y = {zα : α < ω1} ⊂ Z tal que zβ /∈ {zα : α < β} para todo β < ω1. De (2) se sigue que w(Y ) ≤ ω,

luego Y es separable; por ésto, Y ⊂ {zα : α < β} para algún β < ω1, de donde zβ ∈ {zα : α < β}.
La contradicción resultante muestra que Z es separable. Sea P ⊂ Z tal que P = Z y |P | ≤ ω; por
(1), el espacio Z es metrizable.

1.2.19. Teorema. Si X es un espacio compacto diádico, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) χ(X) ≤ ω;
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(ii) t(X) ≤ ω;

(iii) X es metrizable.

Demostración. (i)⇒(ii). Se sigue del teorema 1.2.9.

(ii)⇒(iii). Sea M = {0, 1}κ tal que existe una función continua sobreyectiva f : M → X; tómese
a ∈M y hágase Q = f(Σ(a)). Sea z ∈ X arbitrario; por la proposición 1.2.15 y como f es un mapeo
cerrado ([Engelking, teorema 3.1.12]), se tiene que Q = X. Puesto que t(X) ≤ ω, existe R ⊂ Q
que cumple z ∈ R y |R| ≤ ω. Eĺıjase un conjunto numerable A ⊂ Σ(a) para el cual R = f(A);
por la misma proposición 1.2.15, el conjunto F = clM(A) ⊂ Σ(a) es compacto y metrizable. De
la proposición 1.2.16 se desprende que f(F ) es compacto y metrizable; puesto que R ⊂ f(F ) se
deduce que z ∈ R ⊂ f(F ) ⊂ Q, aśı que X = Q. Por la proposición 1.2.18, se concluye que X es
metrizable.

(iii)⇒(i). Ésto se cumple para cualquier espacio métrico.

1.2.20. Teorema (Arhangel’skii). Para todo espacio compacto infinito X, se cumple |X| ≤ 2χ(X).

Demostración. Si κ = χ(X) es finito, entonces X es discreto, lo cual contradice su compacidad,
aśı que κ ≥ ω. Sea Bx una base local en x tal que |Bx| ≤ κ para todo x ∈ X. Por inducción se
construirá una sucesión transfinita {Fα : α < κ+} de subconjuntos cerrados de X tal que para cada
α < κ+:

(1) |Fα| ≤ 2κ y Fβ ⊂ Fα para β < α;

(2) para cada familia finita U ⊂
⋃
{Bx : x ∈

⋃
β<α Fβ}, si X 6=

⋃
U , entonces Fα \

⋃
U 6= ∅.

Sean x0 ∈ X y F0 = {x0}; supongamos que α0 < κ+ y ya se tienen los conjuntos Fα que satisfacen
(1) y (2) para α < α0. Sea B =

⋃
{Bx : x ∈

⋃
α<α0

Fα} y B = {U ⊂ B : U es finito y X 6=
⋃
U};

luego |B| ≤ 2κ y |B| ≤ 2κ. Denótese por B el conjunto obtenido al elegir para cada U ∈ B un punto
en X \

⋃
U y sea Fα0 = B ∪

⋃
α<α0

Fα. Entonces |B| ≤ 2κ y por la proposición 1.1.4, tenemos que
|Fα0| ≤ 2κ, de modo que (1) y (2) se cumplen para α = α0, lo que completa la inducción.

Sea F =
⋃
β<κ+ Fβ; veremos que F = X, de donde |X| ≤ 2κ por (1). Por ser κ+ regular y por

(1), para cada A ⊂ F que cumple |A| ≤ κ, existe α < κ+ tal que A ⊂ Fα; aśı que A ⊂ Fα ⊂ F . Por
la proposición 1.2.11, se tiene que t(X) ≤ κ; luego, por la proposición 1.2.7, se obtiene F = F . Por
tanto, F es compacto. Supongamos que existe y ∈ X \ F ; para cada x ∈ F , eĺıjase Ux ∈ Bx con
y /∈ Ux. Entonces existe una familia finita U ⊂ {Ux : x ∈ F} para la cual F ⊂

⋃
U y un α < κ+

tales que U ⊂
⋃
{Bx : x ∈

⋃
β<α Fβ}; aśı, X 6=

⋃
U y Fα \

⋃
U = ∅, en contradicción con (2).
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1.3. Propiedades categóricas: teoremas y ejemplos

En esta sección se analizan las relaciones que las propiedades Fréchet-Urysohn, secuencialidad y
estrechez numerable tienen con las operaciones de toma de subespacios, producto y paso a espacios
cocientes; asimismo, se proporcionan caracterizaciones de las propiedades Fréchet-Urysohn, secuen-
cialidad y carácter numerable en términos de espacios metrizables. Además se presenta otra relación
entre las propiedades Fréchet-Urysohn y secuencialidad y se caracterizan los espacios compactos de
estrechez numerable en términos de sucesiones libres.

1.3.1. Proposición. Si X es Fréchet-Urysohn y Y ⊂ X, entonces Y es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Sean A ⊂ Y y x ∈ clY (A); por la igualdad clY (A) = clX(A)∩Y , existe una sucesión
{xn} ⊂ A que converge a x (en X y en Y ). Por tanto, Y es Fréchet-Urysohn.

En contraste con lo anterior, un espacio X puede ser secuencial y algún Y ⊂ X no serlo; más
adelante, en esta sección se caracterizan todos los espacios X en los que se presenta esta situación
(corolario 1.3.16). No obstante, se cumple lo siguiente:

1.3.2. Proposición. Si X es secuencial y Y ⊂ X es abierto o cerrado, entonces Y es secuencial.

Demostración. Dado un conjunto cerrado Y ⊂ X tomemos cualquier A ⊂ Y tal que clY (A) 6= A;
entonces A no es cerrado en X. Por lo tanto, existe una sucesión {xn} en A que converge a algún
x ∈ X \ A; como Y es cerrado, x ∈ Y . Luego, Y es secuencial. Ahora, supongamos que Y ⊂ X es
abierto y A ⊂ Y cumple clY (A) 6= A; aśı, existe x ∈ clY (A) \ A. Sea U ∈ τ(x,X) tal que U ⊂ Y ;
entonces A∩U no es cerrado en U . Ya hemos probado que la secuencialidad se hereda a subespacios
cerrados, aśı que existe {xn} ⊂ A ∩ U que converge a cierto p ∈ U \ (A ∩ U), de donde p ∈ Y \ A,
lo que implica que Y es secuencial.

1.3.3. Proposición. Para todo espacio X, si Y ⊂ X, entonces t(Y ) ≤ t(X).

Demostración. Supongamos que t(X) ≤ κ y A ⊂ Y cumple y ∈ clY (A); entonces y ∈ clX(A) y por
ello existe B ⊂ A tal que |B| ≤ κ y y ∈ clX(B). Es claro que y ∈ clY (B); por tanto, t(Y ) ≤ κ.

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de Fréchet-Urysohn no es multiplicativa; el mismo
ejemplo sirve para ver que la secuencialidad y la estrechez numerable tampoco lo son.

1.3.4. Ejemplo. Existen espacios de Fréchet-Urysohn X y Y para los cuales t(X × Y ) > ω. Sean
X = {p} ∪ {xmn : m,n ∈ ω} y Y = {q} ∪ {yαn : α ∈ 2ω, n ∈ ω} los erizos de Urysohn con ω y 2ω

espinas respectivamente (ejemplo 1.1.8); ya se probó en el ejemplo 1.2.10 que X es Fréchet-Urysohn
y de la misma manera se muestra que Y es Fréchet-Urysohn. Para demostrar que t(X × Y ) > ω se
hallará un conjunto E ⊂ (X \{p})×(Y \{q}) tal que x = (p, q) ∈ E, pero x /∈ Q para todo conjunto
numerable Q ⊂ E. Con este propósito se empleará la siguiente notación: ωκ es el conjunto de todas
las funciones f : κ→ ω; para cada f ∈ ωω y cada φ ∈ ω2ω se escribirá Vf = {p} ∪ {xmn : n ≥ f(m),
m ∈ ω} y Wφ = {q} ∪ {yαn : n ≥ φ(α), α ∈ 2ω}. Si f, g ∈ ωω, por f <∗ g se entenderá que existe
k < ω tal que f(n) < g(n) para todo n ≥ k. Es claro que {Vf : f ∈ ωω} es una base local de X en
p, y {Wφ : φ ∈ ω2ω} es una base local de Y en q.

Obsérvese que si A ⊂ ωω es un conjunto numerable, entonces existe f ∈ ωω tal que g <∗ f para
todo g ∈ A, pues si A = {gk : k ∈ ω}, se define f(n) = max{gk(n) : k ≤ n} + 1 para todo n,

13
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con lo cual se obtiene gk <
∗ f para todo k ∈ ω. Como |ωω| = 2ω, se puede tomar una numeración

{fα : α ∈ 2ω} del conjunto ωω.

Si α ∈ 2ω, se tiene que Sα = {(xmfα(m), y
α
m) : m ∈ ω} ⊂ (X \ {p}) × (Y \ {q}); sea E =

⋃
{Sα :

α ∈ 2ω}. Para probar que x ∈ E, tómese U ∈ τ(x,X × Y ); existen funciones f ∈ ωω y φ ∈ ω2ω

tales que x ∈ Vf × Wφ ⊂ U . Puesto que f = fα para alguna α ∈ 2ω, si k = φ(α), se obtiene
(xkfα(k), y

α
k ) ∈ Sα∩ (Vf ×Wφ); por lo tanto, E∩ (Vf ×Wφ) 6= ∅, aśı que E∩U 6= ∅, por lo cual x ∈ E.

Para demostrar que x /∈ Q para todo conjunto numerable Q ⊂ E, basta mostrar que x /∈
⋃
α∈P Sα

para todo conjunto numerable P ⊂ 2ω; tómese un tal conjunto P . Por la primera observación del
párrafo anterior, existe f ∈ ωω que cumple fα <

∗ f para todo α ∈ P ; ahora, def́ınase φ ∈ ω2ω como
sigue: si α /∈ P , hágase φ(α) = 0. Si α ∈ P , existe k ∈ ω tal que fα(n) < f(n) para todo n ≥ k;
hágase φ(α) = k. Sea z ∈ Sα para alguna α ∈ P ; existe m ∈ ω para el cual z = (xmfα(m), y

α
m). Si

xmfα(m) ∈ Vf , se deduce que fα(m) ≥ f(m); por definición de φ se tiene φ(α) = k > m, de donde

yαm /∈ Wφ. En consecuencia, z /∈ Vf ×Wφ, de modo que Sα ∩ (Vf ×Wφ) = ∅; dado que α ∈ P es

arbitraria, x /∈
⋃
α∈P Sα.

Sin embargo, si nos restringimos a espacios compactos, entonces la estrechez numerable es nu-
merablemente productiva y la secuencialidad es finitamente multiplicativa, como lo muestran los
enunciados 1.3.6 y 1.3.18.

1.3.5. Lema. Si f : X → Y es un mapeo cerrado y A ⊂ X es un conjunto κ-cerrado, entonces
B = f(A) es κ-cerrado.

Demostración. Supongamos que D ⊂ B y que |D| ≤ κ; para cada d ∈ D eĺıjase xd ∈ A tal que
f(xd) = d y def́ınase E = {xd : d ∈ D}. Por tanto, |E| ≤ κ, de donde E ⊂ A; por ser f cerrado,
D = f(E) = f(E) ⊂ f(A) = B. En consecuencia, B es κ-cerrado.

1.3.6. Proposición. Si Xn es compacto y t(Xn) ≤ ω para n ∈ N, entonces t(
∏∞

i=1Xi) ≤ ω.

Demostración. Primero se probará que si X, Y son compactos, t(X) ≤ ω y t(Y ) ≤ ω, entonces
t(X×Y ) ≤ ω; para ello considérese un conjunto ω-cerrado H ⊂ X×Y . Recurriendo a la observación
1.2.8(i), se mostrará que H es cerrado; para ello basta tomar (p, q) ∈ H y ver que (p, q) ∈ H. Aśı,
por ser {p} × Y cerrado en X × Y y H un conjunto ω-cerrado, de la definición se sigue que
T = H ∩ ({p}× Y ) es ω-cerrado en X × Y y en {p}× Y ; puesto que t({p}× Y ) = t(Y ) ≤ ω, según
la observación 1.2.8(i), tenemos que T = cl{p}×Y (T ) = T , y es suficiente probar que q ∈ πY (T ),
donde πY : X × Y → Y es la proyección sobre Y . Supongamos que q /∈ πY (T ); puesto que X × Y
es compacto y Y es T2, vemos que πY es cerrado y por ello πY (T ) es cerrado. Por ello, la cerradura
V de alguna vecindad de q en Y cumple V ∩ πY (T ) = ∅; dado que (p, q) ∈ Int(X × V ), se infiere
que (p, q) ∈ (X × V ) ∩H.

Tal como antes se deduce que por ser X × V cerrado en X × Y y H un conjunto ω-cerrado, el
conjunto (X × V )∩H es ω-cerrado en X × Y y que la proyección πX : X × Y → X es cerrada; por
el lema 1.3.5, se deduce que S = πX((X × V ) ∩ H) es ω-cerrado en X. Dado que t(X) ≤ ω, por
la observación 1.2.8(i), se tiene que S es cerrado; sin embargo, por la continuidad de πX tenemos
que p = πX(p, q) ∈ πX((X × V ) ∩H) ⊂ S = S = πX((X × V )∩H). Por lo tanto, existe r ∈ V que
cumple (p, r) ∈ H, lo que contradice que ({p} × V ) ∩H = ({p} × V ) ∩ T ⊂ π−1Y (V ∩ πY (T )) = ∅;
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consecuentemente t(X × Y ) ≤ ω. Si [N]<ω denota la familia de subconjuntos finitos de N, por
inducción se obtiene que t(

∏
i∈F Xi) ≤ ω para cada F ∈ [N]<ω.

Para el caso general, sean X =
∏∞

i=1Xi y A un subconjunto ω-cerrado de X; tómense p ∈ A
y F ∈ [N]<ω. Por lo anterior, para el espacio XF =

∏
i∈F Xi se cumple t(XF ) ≤ ω; como la

proyección πF : X → XF es cerrada, vemos que πF (A) es ω-cerrado y por lo tanto cerrado en
XF . En consecuencia, πF (p) ∈ πF (A); por tanto, existe qF ∈ A tal que p | F = qF | F . Sea
B = {qF : F ∈ [N]<ω}; entonces |B| ≤ ω y p ∈ B. Como B ⊂ A y A es un conjunto ω-cerrado,
B ⊂ A; luego, p ∈ A. Por la observación 1.2.8(i), se concluye que t(X) ≤ ω.

Para caracterizar algunas propiedades de convergencia en términos de espacios metrizables, se
emplearán mapeos abiertos, cocientes y pseudoabiertos.

1.3.7. Teorema. Para todo Y, se cumple χ(Y ) ≤ ω, si y sólo si existe un espacio metrizable X y
un mapeo abierto sobreyectivo f : X → Y .

Demostración. Suficiencia. Se trata del corolario 1.1.3.

Necesidad. Sea T el conjunto τ(Y ) con la topoloǵıa discreta; entonces, T es metrizable. Por
[Engelking, teoremas 4.1.3 y 4.2.2], tenemos que T ω es metrizable; sea X = {x ∈ T ω : {x(n) : n ∈ ω}
es una base local en algún y ∈ Y }. Dado x ∈ X, sea f(x) ∈ Y el punto en el que {x(n) : n ∈ ω} es
una base local; por ser Y un espacio T1, la función f está bien definida.

Dado y ∈ Y tómese una base local {Un : n ∈ ω} en y y sea x(n) = Un para todo n; entonces
x ∈ X y f(x) = y, aśı que f es suprayectiva. Para probar que f es continua, si x ∈ X y
f(x) = y ∈ U ∈ τ(Y ), existe n ∈ ω tal que x(n) ⊂ U ; el conjunto V = {z ∈ X : z(n) = x(n)}
cumple V ∈ τ(x,X). Para cada z ∈ V tenemos f(z) ∈

⋂
{z(k) : k ∈ ω} ⊂ z(n) = x(n) ⊂ U , de

donde f(V ) ⊂ U ; luego, f es continua.

Para probar que f(O) ∈ τ(Y ) para cada O ∈ τ(X) es suficiente mostrar que x ∈ O implica
f(x) ∈ Int(f(O)). Sea U =

∏
i∈ω Ui ∈ τ(T ω) tal que x ∈ U ⊂ O y Ui = T excepto para i en

cierto conjunto finito F ⊂ ω; si se hace n = maxF , vemos que W = {z ∈ X : z(i) = x(i) para
i ≤ n} ⊂ O. Como V = x(0) ∩ . . . ∩ x(n) ∈ τ(X), basta probar que V ⊂ f(O), en cuyo caso,
f(x) ∈ V ⊂ Int(f(O)). Sea y ∈ V y eĺıjase una base local {Vi : i ∈ ω} en y de manera que Vi = x(i)
para todo i ≤ n; si z(k) = Vk para todo k ∈ ω, se obtiene que z ∈ W ⊂ O y f(z) = y, aśı que
V ⊂ f(O).

1.3.8. Proposición. Si f : X → Y es un mapeo cociente y el espacio X es secuencial, entonces Y
es secuencial.

Demostración. Por ser f cociente, si A ⊂ Y no es cerrado, B = f−1(A) tampoco lo es; por ello,
existe una sucesión {xn} ⊂ B que converge a cierto x ∈ B \B. Puesto que {f(xn)} ⊂ A y converge
a f(x) ∈ A \ A, se infiere que Y es secuencial.

1.3.9. Proposición. Si f : X → Y es un mapeo cociente, se cumple t(Y ) ≤ t(X).

Demostración. Sean t(X) ≤ κ y A ⊂ Y que no es cerrado; como f es cociente, A0 = f−1(A) no
es cerrado en X. Existe B0 ⊂ A0 tal que |B0| ≤ κ y B0 \ A0 6= ∅; si B = f(B0), entonces B ⊂ A,
|B| ≤ κ y B \ A 6= ∅. Por la proposición 1.2.7, tenemos que t(Y ) ≤ κ.
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Las proposiciones 1.3.8 y 1.3.9 muestran que la secuencialidad y la estrechez numerable son
invariantes bajo mapeos cocientes; para la propiedad de Fréchet-Urysohn, ésto ya no sucede (ejemplo
1.3.19).

1.3.10. Definición. Un mapeo continuo sobreyectivo f : X → Y es pseudoabierto si para cada
y ∈ Y y cada U ∈ τ(X) tal que f−1(y) ⊂ U , se cumple y ∈ Int(f(U)). Un mapeo f : X → Y es
hereditariamente cociente si para cada Z ⊂ Y la restricción f | f−1(Z) : f−1(Z)→ Z es cociente.

1.3.11. Proposición. Un mapeo f : X → Y es pseudoabierto si y sólo si es hereditariamente
cociente.

Demostración. Necesidad. Tomemos cualquier Z ⊂ Y ; sean T = f−1(Z) y fT = f | T . Para
probar que fT es cociente, tómese W ⊂ Z tal que U = f−1T (W ) ∈ τ(T ); entonces existe V ∈ τ(X)
que cumple U = V ∩ T , y si z ∈ W , tenemos f−1(z) = f−1T (z) ⊂ V . Por ser f pseudoabierta,
z ∈ O = IntY (f(V )); como V ∩f−1(Z \W ) = ∅, se obtiene z ∈ Q = O∩Z ⊂ W , aśı que W ∈ τ(Z),
por lo cual fT es cociente.

Suficiencia. Tomemos cualesquiera y ∈ Y y U ∈ τ(X) tales que f−1(y) ⊂ U ; se desea probar
que y ∈ IntY (f(U)) = Y \ Y \ f(U). Supongamos lo contrario y sea Z = (Y \ f(U)) ∪ {y};
entonces g = f | f−1(Z) : f−1(Z) → Z es cociente y Y \ f(U) no es cerrado en Z. Luego
g−1(Y \ f(U)) = f−1(Y \ f(U)) no es cerrado en f−1(Z); por ello f−1(y) ∩ f−1(Y \ f(U)) 6= ∅, lo
que contradice que f−1(y) ⊂ U ⊂ X \ f−1(Y \ f(U)).

1.3.12. Proposición. Si f : X → Y es pseudoabierto y X es Fréchet-Urysohn, entonces Y también
lo es.

Demostración. Sean A ⊂ Y y y ∈ A; se puede suponer que y /∈ A, de modo que A no es cerrado en
Z = A ∪ {y}. Por la proposición 1.3.11, el mapeo f | f−1(Z) : f−1(Z)→ Z es cociente; por tanto,
f−1(A) no es cerrado en f−1(Z). Luego, existe x ∈ f−1(y) ∩ f−1(A); como X es Fréchet-Urysohn,
existe una sucesión {xn} en f−1(A) que converge a x. La sucesión {f(xn)} está contenida en A y
converge a f(x) = y. Esto prueba que Y es Fréchet-Urysohn.

1.3.13. Teorema. El espacio X es Fréchet-Urysohn si y sólo si X es imagen pseudoabierta de un
espacio metrizable.

Demostración. Suficiencia. Por el teorema 1.2.9, cada espacio metrizable es Fréchet-Urysohn; por
la proposición 1.3.12, la imagen pseudoabierta de un espacio metrizable es Fréchet-Urysohn.

Necesidad. El espacio M =
⊕
{S : S ⊂ X es una sucesión convergente, incluido el punto al que

converge} es metrizable (véase [Engelking, teorema 4.2.1]). Sea φ : M → X dada por φ(x) = x
para todo x ∈ M ; se probará que φ es pseudoabierta. Dado x ∈ X, hagamos xn = x para todo
n ∈ ω; entonces la sucesión S = {xn : n ∈ ω} es un subespacio de M y x ∈ φ(S), aśı que φ es
sobreyectiva.

Para ver que φ es continua, tómense un cerrado F ⊂ X y z ∈ M \ φ−1(F ); entonces existe
un sumando S ⊂ M con z ∈ S, aśı que S ∈ τ(M). Si z es un punto aislado de S, se obtiene
{z} ∈ τ(M) y {z} ⊂M \ φ−1(F ). Si z es un punto de acumulación de S, entonces A = S ∩ φ−1(F )
es finito, pues en caso contrario, φ(S) ∩ F es una subsucesión de φ(S) que converge a φ(z). Por



1.3. Propiedades categóricas 17

tanto, φ(z) ∈ F \ F , lo cual es una contradicción; luego S \ A ∈ τ(x,M) y S \ A ⊂ M \ φ−1(F ),
por lo cual φ−1(F ) es cerrado en M y φ es continua.

Para probar que φ es pseudoabierta, tómense s0 ∈ X y un conjunto U ∈ τ(φ−1(s0),M); suponga-
mos que s0 /∈ IntX(φ(U)). Por tanto, s0 ∈ X \ φ(U); razón por la cual existe una sucesión
{sn : n ∈ N} ⊂ X \ φ(U) que converge a s0. Luego, la sucesión convergente S = {sn : n ∈ ω} es un
sumando en M . Sin embargo, s0 ∈ U y para n ∈ N, se tiene que sn /∈ φ(U), de donde sn /∈ U ; ésto
contradice que {sn : n ∈ N} converge a s0. Aśı que s0 ∈ IntX(φ(U)) y φ es pseudoabierta.

1.3.14. Lema. (i) Si X es secuencial, entonces X es un espacio k.

(ii) Si X es un espacio k hereditariamente, A ⊂ X y x ∈ A \ A, entonces existe un compacto
Z ⊂ A ∪ {x} tal que x ∈ Z \ {x}.

Demostración. (i) Sea A ⊂ X tal que A 6= A; existe una sucesión {xn : n ∈ N} en A que converge
a cierto x0 /∈ A. En el subespacio Z = {xn : n ∈ ω} de X, cada punto xn con n ∈ N es aislado y x0
es su punto de acumulación; de modo que Z es compacto y A∩Z no es cerrado en Z; por tanto X
es un espacio k.

(ii) El conjunto A no es cerrado en B = A ∪ {x}; puesto que B es un espacio k, existe un
compacto Z ⊂ B para el cual A∩Z no es cerrado en B. Como Z śı es cerrado en B, se deduce que
x ∈ clB(Z \ {x}) ⊂ Z \ {x}.

1.3.15. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X es Fréchet-Urysohn.

(ii) X es hereditariamente secuencial.

(iii) X es hereditariamente k.

Demostración. (i)⇒(ii). Es consecuencia del teorema 1.2.9 y la proposición 1.3.1.

(ii)⇒(iii). Se deduce del lema 1.3.14(i).

(iii)⇒(i). Supongamos que A ⊂ X y x ∈ A \ A; existe un conjunto S de cardinalidad mı́nima
λ, tal que S ⊂ A y x ∈ S. Por tanto, x /∈ S y λ ≥ ω; por el lema 1.3.14, existe un compacto
Z ⊂ S ∪{x} para el cual x ∈ Z \ {x}. Por la minimalidad de λ y por la proposición 1.2.11 tenemos
que λ ≤ t(x, Z) ≤ χ(x, Z); por el corolario 1.1.12 se obtiene χ(x, Z) ≤ χ(Z) ≤ |Z| ≤ |S| = λ,
de donde λ = χ(x, Z). Sea {Vα : α < λ} una base de Z en x; por inducción se definirán unas
sucesiones transfinitas {Uα : α < λ} y {xα : α < λ} donde Uα ∈ τ(x, Z) y xα ∈ Z, para cada α < λ.
La construcción garantizará que {xβ : β < α} ∩ Uα = ∅, Uα ⊂ Vα y xα ∈ (

⋂
β≤α Uβ) \ {x} para

α < λ. Por ser Z regular, existe U0 ∈ τ(x, Z) tal que U0 ⊂ V0; eĺıjase x0 ∈ U0 \ {x}. Ahora, sea
α < λ y supongamos que para todo β < α ya se han definido Uβ y xβ que satisfacen las condiciones

mencionadas; por la minimalidad de λ, tenemos que x /∈ {xβ : β < α}. Luego existe Uα ∈ τ(x, Z)

que cumple {xβ : β < α} ∩ Uα = ∅ y Uα ⊂ Vα; puesto que λ = χ(x, Z), por el teorema 1.1.10, se
cumple λ = ψ(x, Z), aśı que existe xα ∈ (

⋂
β≤α Uβ) \ {x}. Esto completa la inducción.

Si T = {xα : α < λ} ∪ {x}, entonces x es un punto de acumulación del conjunto T . Observe que
Xα = X \ ({xβ : β < α} ∪ Uα+1) ∈ τ(xα, X) y xβ /∈ Xα para cada α < λ y para β 6= α; de modo
que cada xα es un punto aislado en T . Por ser T hereditariamente k, del lema 1.3.14, se sigue que
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existe un conjunto compacto K ⊂ T tal que x ∈ K \ {x}; dado que K \ {x} ⊂ Z \ {x} ⊂ S ⊂ A,
por la minimalidad de λ, se obtiene λ ≤ |K \ {x}| = |K|. Eĺıjase en K \ {x} un conjunto infinito
numerable R; por ser K compacto, R tiene un punto de acumulación z en K y sólo puede ser z = x.
Puesto que R ⊂ A, se infiere que R es una sucesión convergente y X es Fréchet-Urysohn.

1.3.16. Corolario. Si X es un espacio secuencial, entonces X contiene un subespacio que no es
secuencial si y sólo si X no es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Es consecuencia inmediata del teorema 1.3.15.

1.3.17. Teorema. Un espacio X es secuencial, si y sólo si X es la imagen cociente de un espacio
metrizable.

Demostración. Suficiencia. Supongamos que M es espacio metrizable y X es su imagen cociente;
entonces χ(M) ≤ ω. Por el teorema 1.2.9, se obtiene que M es secuencial y por la proposición 1.3.8,
se concluye que X es secuencial.

Necesidad. Sea M =
⊕
{S : S ⊂ X es una sucesión convergente, incluido el punto al que

converge}. Consideremos la función φ : M → X dada por φ(x) = x para todo x ∈ M ; tal como
en la demostración del teorema 1.3.13 se prueba que M es metrizable y que φ es sobreyectiva y
continua. Para demostrar que φ es cociente tomemos cualquier P ⊂ X tal que P 6= P ; como X es
secuencial, existe una sucesión {sn : n ∈ N} ⊂ P que converge a cierto s0 ∈ P \ P . Por tanto, el
sumando S = {sn : n ∈ ω} ⊂M es una sucesión convergente; luego s0 ∈ φ−1(P ) \ φ−1(P ), es decir,
φ−1(P ) no es cerrado y por eso φ es cociente.

La siguiente proposición se puede generalizar al caso en el que X y Y son espacios secuenciales
y X es localmente secuencialmente compacto; este caso generaliza también aquellos en los que X y
Y son secuenciales y X es localmente compacto o es numerablemente compacto.

1.3.18. Proposición. Si X y Y son espacios secuenciales y X es compacto, entonces X × Y es
secuencial.

Demostración. Por el teorema 1.3.17, existen espacios metrizables X0, Y0 y mapeos cocientes
f : X0 → X, g : Y0 → Y . Por el teorema 1.2.9 y el lema 1.3.14(i), el espacio X0 es k; por
[Engelking, teorema 3.3.27], el espacio X × Y también es k. Por [Engelking, teorema 3.3.28], la
función f × g : X0×Y0 → X ×Y es cociente. Aplicando el teorema 1.3.17 una vez más, concluimos
que X × Y es secuencial.

1.3.19. Ejemplo. Sea Y el espacio del ejemplo 1.2.3; puesto que Y es secuencial, por el teorema
1.3.17, existe un espacio X metrizable y un mapeo cociente f : X → Y . Por el teorema 1.2.9, se
tiene que X es Fréchet-Urysohn; pero a pesar de que f es cociente, Y no es Fréchet-Urysohn.

1.3.20. Definición. Un subconjunto {xα : α < κ} de un espacio X es una sucesión libre de longitud
κ, si {xα : α < λ} ∩ {xα : α ≥ λ} = ∅ para todo λ < κ.

Para el siguiente enunciado, si A ⊂ X, se denotará por [A]ω al conjunto {x ∈ X : si H es un
conjunto Gδ en X y x ∈ H, entonces H∩A 6= ∅}; además, se usará el significado de [A]ω introducido
en la observación 1.2.8(ii).
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1.3.21. Lema. Para todo espacio compacto X, se cumple [[A]ω]ω = A para cualquier A ⊂ X.

Demostración. Como es claro que [[A]ω]ω ⊂ A, queda por probar que A ⊂ D = [[A]ω]ω. Supongamos
que existe x ∈ A \D; entonces existe A = {Un : n ∈ N} ⊂ τ(X) tal que x ∈ H =

⋂
A ⊂ X \ [A]ω.

Sean V1 = U1, y Vn ∈ τ(x,X) tales que V n ⊂ Vn−1 ∩ Un para n > 1; aśı, F =
⋂∞
n=1 Vn =

⋂∞
n=1 V n

es un Gδ cerrado para el cual x ∈ F ⊂ H. Según el teorema 1.1.10, existe una base externa
D de F en X que cumple |D| ≤ ω; puesto que x ∈ F ∩ A, para cada W ∈ D puede elegirse
xW ∈ W ∩ A. El conjunto B = {xW : W ∈ D} satiface las condiciones |B| ≤ ω y B ⊂ A, por lo
cual F ∩ B ⊂ H ∩ [A]ω = ∅. Puesto que D es una base externa de F en X, existe W ∈ D para el
cual W ∩B = ∅, lo que contradice que xW ∈ W ∩B.

1.3.22. Teorema (Arhangel’skii). Para todo espacio compacto X, se verifica t(X) ≤ ω si y sólo si
X no tiene sucesiones libres no numerables.

Demostración. Necesidad. Supongamos que t(X) ≤ ω y existe una sucesión libre S = {xα : α < ω1}
en X. Si Fβ = {xα : α ≥ β}, entonces F = {Fβ : β < ω1} es una familia decreciente de conjuntos
cerrados en X; como X es compacto, existe y ∈

⋂
F . Por tanto, y ∈ S; si A ⊂ S cumple |A| ≤ ω,

entonces A ⊂ {xα : α < β} para algún β < ω1, aśı que A∩Fβ = ∅, de donde y /∈ A. Ésto contradice
la desigualdad t(X) ≤ ω. En consecuencia, X no tiene sucesiones libres no numerables.

Suficiencia. Supongamos que X no tiene sucesiones libres no numerables y t(X) > ω; por la
observación 1.2.8(i), existe un conjunto ω-cerrado A ⊂ X que no es cerrado. Por el lema 1.3.21 y
la observación 1.2.8(ii), se obtiene que A = [A]ω, aśı que existe x ∈ [A]ω \ A; por ello se cumple:

(1) H ∩ A 6= ∅ si H es un conjunto Gδ que contiene a x.

Sean a0 ∈ A y H0 = X; supongamos que α < ω1 y se han hallado puntos {aβ : β < α} ⊂ A y
una familia de conjuntos Gδ cerrados {Hβ : β < α} con las siguientes propiedades:

(2) {x, aβ} ⊂ Hβ para todo β < α;

(3) Hβ ⊂ Hγ para γ < β < α;

(4) {aγ : γ < β} ∩Hβ = ∅ para todo β < α.

Puesto que A es un conjunto ω-cerrado y x /∈ A, se sigue que x /∈ P = {aγ : γ < α}; sean
V1 = X\P y Vn ∈ τ(x,X) tales que V n ⊂ Vn−1 para n > 1. De esta forma, H =

⋂∞
n=1 Vn =

⋂∞
n=1 V n

es un Gδ cerrado para el cual x ∈ H ⊂ X \ P . Si Hα = H ∩
⋂
{Hβ : β < α} por (1), existe

aα ∈ Hα ∩ A. Observamos que las condiciones (2)–(4) se cumplen también para β = α, aśı que
la inducción proporciona un conjunto S = {aα : α < ω1}. Ahora, si β < ω1, por (2) y (3), se
obtiene que {aγ : γ ≥ β} ⊂ Hβ; por (4) y por ser Hβ cerrado, {aγ : γ < β} ∩ {aγ : γ ≥ β} ⊂
{aγ : γ < β} ∩Hβ = ∅. Ésto prueba que S es una sucesión libre de longitud no numerable, lo cual
es una contradicción; por tanto, t(X) ≤ ω.
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CAṔITULO 2

Propiedades de convergencia
en espacios de funciones

Este caṕıtulo constituye la parte medular de la tesis, pues en él se estudia el comportamiento de
las mismas propiedades de convergencia consideradas en el caṕıtulo 1, pero ahora en ciertos espacios
de funciones en presencia de estructuras algebraicas; para ello, primero se definen los espacios de
funciones y la topoloǵıa que en ellos se considerará. Después se define la estructura algebraica y su
relación con la topoloǵıa, para aśı obtener una operación C entre espacios topológicos; se analiza la
relación entre C y las operaciones topológicas producto y suma de espacios, toma de subespacios y
el paso a imágenes continuas. También se observa la manera como cambian algunas propiedades
topológicas al aplicarse la operación C.

2.1. Restricciones que implica la estructura algebraica de Cp(X)

En esta sección primero se definen los espacios de funciones con los que se trabajará, que son
espacios de funciones continuas con la topoloǵıa producto; después se definen las estructuras alge-
braicas en los espacios mencionados, que son la de grupo y anillo inducidas por R en ellos, para
luego obtener de su interrelación las estructuras de grupo y anillo topológicos. Esto determina una
riqueza estructural en la que no sólo las propiedades de convergencia, sino también otras, cambian
drásticamente según se mostrará.

Se recuerda que en un producto cartesiano de espacios se toma por defecto la topoloǵıa producto
y que R,Q y N se considerarán con su topoloǵıa usual si no se indica otra cosa.

2.1.1. Definición. Mediante Y X (respectivamente C(X, Y )) se representa al conjunto de todas las
funciones (resp. continuas) de X a Y mientras C(X) representa a C(X,R). Por Cp(X, Y ) se hace
referencia al espacio topológico obtenido de C(X, Y ) como subespacio de Y X ; en particular, Cp(X)
es Cp(X,R). Dados x1, . . . , xn ∈ X y U1, . . . , Un ∈ τ(Y ), se denota a {f ∈ C(X, Y ) : f(xi) ∈ Ui
para todo i ≤ n} por medio deO(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) uO(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un)(X,Y ) para indicar
cuáles son los espacios X, Y involucrados; además, si tomamos f ∈ C(X) y ε > 0, se denota al
conjuntoO(x1, . . . , xn; (f(x1)−ε, f(x1)+ε), . . . , (f(xn)−ε, f(xn)+ε)) = {g ∈ C(X) : |g(xi)−f(xi)| <
ε para todo i ≤ n} por O(f ;x1, . . . , xn; ε) u O(f ;x1, . . . , xn; ε)(X) para indicar cuál es el espacio X
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involucrado.

2.1.2. Proposición. Para cualquier base U de Y , la familia B = {O(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) :
xi ∈ X, Ui ∈ U , i = 1, . . . , n y n ∈ N} es una base de Cp(X, Y ); dada f ∈ Cp(X), la familia
Bf = {O(f ;x1, . . . , xn; ε) : xi ∈ X, i = 1, . . . , n, n ∈ N y ε > 0} es una base local de Cp(X) en f .

Demostración. Supongamos que U es una base de Y y τ es la topoloǵıa del espacio Cp(X, Y ). Dado
O = O(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) ∈ B se puede suponer que xi 6= xj para i 6= j, tomando intersecciones
de conjuntos Ui en caso necesario; hágase Yx = Ui si x = xi para alguna i ≤ n, y Yx = Y si
x 6= xi para todo i. De este modo, O =

∏
x∈X Yx ∩ C(X, Y ) ∈ τ ; por tanto, B ⊂ τ . Ahora, si

f ∈ V ∈ τ , existe un conjunto básico canónico B en Y X tal que f ∈ W = B ∩ C(X, Y ) ⊂ V ; sean
B =

∏
x∈X Yx y {x1, . . . , xn} el subconjunto de X en el que Yx 6= Y . Para cada i ≤ n existe Ui ∈ U

tal que f(xi) ∈ Ui ⊂ Yxi , aśı que f ∈ O = O(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) ⊂ W donde O ∈ B. De lo
anterior, por una parte se deduce que B es una base de Cp(X, Y ); por otra parte, si en particular
Y = R y Ui = (f(xi) − ε, f(xi) + ε) para todo i ≤ n y cierta ε > 0, se obtiene que Bf es una base
local de Cp(X) en f .

2.1.3. Proposición. El espacio Cp(X) es denso en RX .

Demostración. Sean f ∈ RX y U un conjunto básico canónico en RX que contiene a f ; entonces
existen x1, . . . , xn ∈ X tales que U =

∏
x∈X Rx, en donde Rx = R si x 6= xi para todo i ≤ n.

Por ser X espacio de Tychonoff, Xi =
⋃
j 6=i{xj} es cerrado para todo i y existe gi ∈ Cp(X) tal

que gi(xi) = 1 y gi(Xi) ⊂ {0} para todo i ≤ n; por tanto, g =
∑n

i=1 f(xi)gi ∈ Cp(X) y cumple

g(xi) = f(xi) para todo i ≤ n. En consecuencia g ∈ U , lo cual prueba que Cp(X) = RX .

Las operaciones en R inducen de manera natural las correspondientes operaciones en Cp(X),
de suma f + g donde (f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo x ∈ X y de producto fg donde
(fg)(x) = f(x)g(x) para todo x ∈ X, que le dan la estructura de anillo. Más aún, las opera-
ciones se interrelacionan de manera especial con la topoloǵıa de Cp(X).

2.1.4. Proposición. Para todo espacio X, la función S : Cp(X) × Cp(X) → Cp(X) dada por
S(f, g) = f + g para toda (f, g) ∈ Cp(X)× Cp(X), es continua.

Demostración. Tómense las funciones f, g ∈ Cp(X) y la vecindad O = O(f + g;x1, . . . , xn; ε) de
f + g arbitrarias; si U = O(f ;x1, . . . , xn; ε/2) y V = O(g;x1, . . . , xn; ε/2), tómese h ∈ U y k ∈ V .
Aśı, |(f + g)(xi) − (h + k)(xi)| < ε

2
+ ε

2
= ε para todo i ≤ n; por tanto, h + k ∈ O. De modo que

S(U × V ) ⊂ O; por la proposición 2.1.2, se tiene que S es continua.

Obsérvese que según la proposición 2.1.4, dada g ∈ Cp(X), la función T : Cp(X) → Cp(X)
definida por T (f) = f + g es continua; por tanto, su inversa que se calcula como T−1(f) = f − g
para toda f ∈ Cp(X), también es continua. Consecuentemente T es un homeomorfismo.

2.1.5. Proposición. Para todo espacio X, la función P : Cp(X) × Cp(X) → Cp(X) dada por
P (f, g) = fg para toda (f, g) ∈ Cp(X)× Cp(X), es continua.

Demostración. Sean f, g ∈ Cp(X) y O = O(fg;x1, . . . , xn; ε) arbitrarios; si dada j ≤ n se hace
Oj(f) = O(f ;xj;min{1, ε

2(|g(xj)|+1)
}) y Oj(g) = O(g;xj;

ε
2(|f(xj)|+1)

), entonces P (Oj(f) × Oj(g)) ⊂
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O(fg;xj; ε). Para verlo, obsérvese que si h ∈ Oj(f) y k ∈ Oj(g), entonces |(fg)(xj) − (hk)(xj)| ≤
|f(xj)− h(xj)||g(xj)|+ |h(xj)||g(xj)− k(xj)| < ε/2 + ε/2 = ε; es decir, hk ∈ O(fg;xj; ε) para todo
j ≤ n. Por tanto, P (

⋂n
j=1Oj(f)× Oj(g)) ⊂

⋂n
j=1 P (Oj(f)× Oj(g)) ⊂

⋂n
j=1O(fg;xj; ε) = O; de la

proposición 2.1.2 se sigue que P es continua.

De este modo Cp(X) con la operación suma es grupo topológico y con ambas operaciones es
anillo topológico. Estas operaciones junto con las peculiaridades de la topoloǵıa de Cp(X), limitan
drásticamente en los espacios Cp(X) las posibilidades de ciertas propiedades topológicas de los
espacios generales (proposiciones 2.1.7 y 2.1.8), pero a la vez enriquecen notablemente las relaciones
entre estas propiedades.

Aśı, recordando que la celularidad de un espacio X es c(X) = sup{|U| : U ⊂ τ(X) \ {∅} es
una familia disjunta}, y que una familia A de subconjuntos de X es localmente finita si para cada
x ∈ X, existe U ∈ τ(x,X) tal que |{A ∈ A : U ∩ A 6= ∅}| < ω, tenemos lo siguiente.

2.1.6. Lema. Para todo espacio X, si Y es denso en X, entonces c(X) = c(Y ).

Demostración. Sea γ ⊂ τ(X)\{∅} una familia disjunta; entonces µ = {U ∩Y : U ∈ γ} ⊂ τ(Y )\{∅}
es una familia disjunta y |µ| = |γ|. Por tanto, c(X) ≤ c(Y ). Ahora, sea µ ⊂ τ(Y ) \ {∅} una familia
disjunta; para cada U ∈ µ eĺıjase VU ∈ τ(X) tal que VU∩Y = U . Si U,U ′ ∈ µ son distintos, entonces
VU ∩ VU ′ ∩ Y = U ∩ U ′ = ∅; como Y = X, tenemos que VU ∩ V ′U = ∅ y por lo tanto la familia
γ = {VU : U ∈ µ} ⊂ τ(X) \ {∅} es disjunta. Puesto que |µ| = |γ|, se obtiene que c(Y ) ≤ c(X).

2.1.7. Proposición. Para todo espacio X, se cumple c(Cp(X)) ≤ ω.

Demostración. Puesto que R es un espacio separable, por [Engelking, corolario 2.3.18], se cumple
c(RX) ≤ ω; por la proposición 2.1.3, se deduce que RX = Cp(X), aśı que por el lema 2.1.6, se
obtiene c(Cp(X)) ≤ ω.

2.1.8. Proposición. Para todo espacio X, si γ ⊂ τ(Cp(X)) es una familia localmente finita,
entonces |γ| ≤ ω.

Demostración. Supongamos que γ ⊂ τ(Cp(X)) \ {∅} es una familia localmente finita y que cada
uno de los miembros de una familia disjunta maximal µ ⊂ τ(Cp(X)) \ {∅} intersecta un número

finito de elementos de γ; entonces
⋃
µ = Cp(X). Puesto que c(Cp(X)) ≤ ω, por la proposición 2.1.7

se deduce que |µ| ≤ ω; para cada U ∈ γ existe V ∈ µ tal que U ∩ V 6= ∅. Si γ no fuera numerable,
existiŕıa U ∈ µ para la cual |{V ∈ γ : U ∩ V 6= ∅}| > ω, lo cual es una contradicción; por tanto,
|γ| ≤ ω.

Con respecto a las propiedades de convergencia, podrá añadirse que para todo X, se verifica
χ(Cp(X)) ≤ ω si y sólo si Cp(X) es metrizable; esto ya se podŕıa obtener como una consecuencia
del teorema 1.1.13, sin embargo, se deducirá en la siguiente sección, a partir de una herramienta de
la Cp-teoŕıa (corolario 2.2.3).

Como ya se ha mencionado, el paso de X a Cp(X), o de (X, Y ) a Cp(X, Y ) puede considerarse
como una operación C entre espacios topológicos; aqúı se entiende por operación una función de
E en E o de E × E en E, donde E es la clase de los espacios de Tychonoff. En vista de la gran
diferencia que puede existir entre X y Cp(X), según se ha mostrado, podŕıamos preguntarnos si hay
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propiedades que se conserven bajo C. Primero observamos que si P es una propiedad topológica
productiva y hereditaria, al tenerla R la tendrá Cp(X), pues Cp(X) ⊂ RX ; aśı se deduce que Cp(X)
es un espacio de Tychonoff para todo X, luego, C es efectivamente una operación.

Podemos considerar la relación entre C y las operaciones producto y suma de una familia de
espacios; si X es un espacio discreto, Cp(X) resulta ser un producto, Cp(X) = RX ; para un espacio
arbitrario X se cumplen los enunciados 2.1.10 y 2.1.11.

2.1.9. Lema. Supongamos que w ∈ Cp(Y, Z) y hw : Cp(X, Y ) → Cp(X,Z) está dado por hw(f) =
w ◦ f para toda f ∈ Cp(X, Y ); entonces hw es continuo.

Demostración. Tómense f ∈ Cp(X, Y ) y U ∈ τ(Cp(X,Z)) tales que g = hw(f) ∈ U ; entonces existe
V = O(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) ∈ τ(Cp(X,Z)) para el cual g ∈ V ⊂ U . Luego, el conjunto W =
O(x1, . . . , xn;w−1(U1), . . . , w

−1(Un)) ∈ τ(Cp(X, Y )) satisface las condiciones f ∈ W y hw(W ) ⊂ V ;
por lo tanto, hw es continuo.

2.1.10. Proposición. Dada una familia de espacios {Yt : t ∈ T}, para cualquier espacio X el
espacio Cp(X,

∏
t∈T Yt) es homeomorfo a

∏
{Cp(X, Yt) : t ∈ T}.

Demostración. Se empleará la siguiente notación: Y =
∏

t∈T Yt y C =
∏

t∈T Cp(X, Yt) mientras se
escribirá pt : Y → Yt y qt : C → Cp(X, Yt) para las respectivas proyecciones naturales; asimismo
dado x ∈ X, el mapeo rx : Y X → Yx donde Yx = Y será la proyección natural, y si t ∈ T , por πt,x
se denotará a la restricción a Cp(X, Yt) de la proyección natural de Yt

X sobre Yt,x = Yt. Def́ınase
φ : Cp(X, Y )→ C mediante φ(f)(t) = pt ◦f para todo t ∈ T ; se afirma que φ es un homeomorfismo.
El mapeo (pt)∗ : Cp(X, Y )→ Cp(X, Yt) dado por (pt)∗(f) = pt ◦ f para todos t ∈ T y f ∈ Cp(X, Y )
es continuo por el lema 2.1.9. Puesto que qt ◦ φ = (pt)∗ para todo t ∈ T , también φ es continuo.
Dados distintos f, g ∈ Cp(X, Y ), existe x ∈ X tal que f(x) 6= g(x); luego, existe t ∈ T para el
cual f(x)(t) 6= g(x)(t). Por tanto, φ(f)(t)(x) = pt(f(x)) = f(x)(t) 6= g(x)(t) = φ(g)(t)(x), aśı que
φ(f) 6= φ(g).

Para probar que φ es suprayectivo, tómese g ∈ C; puesto que g(t) ∈ Cp(X, Yt) para cualquier
t ∈ T , se puede definir a f : X → Y mediante f(x)(t) = g(t)(x) para todo x ∈ X; como
pt ◦ f = qt(g) es continua para todo t, también f es continua. Según la definición de φ se obtiene
que φ(f) = g, aśı que φ es una condensación. Como Cp(X, Y ) ⊂ Y X , para mostrar la continuidad
de φ−1, puede considerársele como un mapeo φ−1 : C → Y X ; aśı, la continuidad de φ−1 equivale
a la de rx ◦ φ−1 para todo x ∈ X, y ésto a su vez equivale a la continuidad de pt ◦ rx ◦ φ−1 para
todo t ∈ T . Dada g ∈ C si f = φ−1(g), entonces de la igualdad f(x)(t) = g(t)(x) se deduce que
pt ◦ rx ◦ φ−1(g) = g(t)(x) = πt,x ◦ qt(g) para todos x ∈ X y t ∈ T ; de la continuidad de qt y πt,x se
infiere la de φ−1.

2.1.11. Proposición. Si T es un conjunto y Xt es un espacio para todo t ∈ T , entonces el espacio
Cp(

⊕
t∈T Xt, Y ) es homeomorfo a

∏
{Cp(Xt, Y ) : t ∈ T} para cualquier espacio Y .

Demostración. Hagamos C =
∏

t∈T Cp(Xt, Y ) y X =
⊕

t∈T Xt; aqúı se identifica a Xt con el
respectivo abierto-cerrado de X. Se escribirá qt : C → Cp(Xt, Y ) y rx : Y X → Yx = Y para las
respectivas proyecciones naturales; además, sx,t : Cp(Xt, Y ) → Y y πt : Cp(X, Y ) → Cp(Xt, Y )
están dadas por sx,t(h) = h(x) y πt(f) = f | Xt para todos t ∈ T y x ∈ Xt. Dados t ∈ T y
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U = O(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un)(Xt,Y ), es claro que (πt)
−1(U) = O(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un)(X,Y ); por

eso πt es continua. Def́ınase φ : Cp(X, Y ) → C mediante φ(f)(t) = πt(f); se verá que φ es un
homeomorfismo. Como qt ◦ φ = πt para todo t ∈ T , se obtiene que φ es continua. Dadas distintas
f, g ∈ Cp(X, Y ), eĺıjase x ∈ X para el cual f(x) 6= g(x) y sea t ∈ T tal que x ∈ Xt; entonces
πt(f) = f | Xt 6= g | Xt = πt(g), de donde φ(f) 6= φ(g).

Para probar que φ es suprayectivo, tómese g ∈ C; dada x ∈ X hállese la única t ∈ T tal que
x ∈ Xt y hágase f(x) = g(t)(x). Como qt(h) = h(t) para todos t ∈ T y h ∈ C, tenemos que
qt(g) = f | Xt, aśı que f es continua en Xt para todo t ∈ T , de donde f es continua; dado que
f | Xt = πt(f) = qt(φ(f)) para cualquier t ∈ T se infiere que g = φ(f). Para probar que φ−1 es
continua, puede considerársele como un mapeo φ−1 : C → Y X ; aśı la continuidad de φ−1 equivale a
la de rx ◦ φ−1 para todo x ∈ X. Fijémonos en cualquier punto x ∈ X; existe t ∈ T tal que x ∈ Xt.
Como φ es una biyección, para todo g ∈ C la única f ∈ Cp(X, Y ) para la cual φ(f) = g cumple
g(t)(x) = f(x) = rx(f) = rx(φ

−1(g)); puesto que g(t)(x) = qt(g)(x) = sx,t ◦ qt(g) se deduce que
rx ◦ φ−1 = sx,t ◦ qt para todo x ∈ X. Claramente sx,t y qt son continuas, por lo cual φ−1 también lo
es.

Ahora veremos la relación entre C y la toma de subespacios.

2.1.12. Definición. Sea Y un subespacio de un espacio X; el mapeo πY : Cp(X) → Cp(Y ) dado
por πY (f) = f | Y para todo f ∈ Cp(X) se llama mapeo de restricción.

2.1.13. Proposición. Si X es un espacio y Y ⊂ X, entonces:

(i) el mapeo πY es continuo y πY (Cp(X)) = Cp(Y );

(ii) el mapeo πY es una inyección si y sólo si Y = X;

(iii) el mapeo πY es un homeomorfismo si y sólo si Y = X;

(iv) el mapeo πY : Cp(X)→ πY (Cp(X)) es abierto si y sólo si Y = Y ;

(v) si X es normal y Y = Y , entonces πY (Cp(X)) = Cp(Y ).

Demostración. (i) El mapeo πY está bien definido pues es claro que πY (f) ∈ Cp(Y ) para todo
f ∈ Cp(X). Si pY : RX → RY es la proyección sobre la cara correspondiente y py : RY → Ry = R es
la proyección natural para todo y ∈ Y , entonces py ◦pY es continua para todo y, aśı que pY también
es continua; puesto que πY = pY | Cp(X), resulta que πY es continuo. Por la proposición 2.1.3 y

por ser pY continua, tenemos que RY = pY (RX) = pY (Cp(X)) ⊂ pY (Cp(X)), donde las cerraduras
se toman en los espacios correspondientes; por tanto, πY (Cp(X)) = pY (Cp(X)) es denso en RY y
por ello en Cp(Y ).

(ii) Si Y 6= X, hagamos u(x) = 0 para todo x ∈ X; tómese x ∈ X \ Y . Por ser X un espacio de
Tychonoff, existe f ∈ Cp(X) tal que f(x) = 1 y f(Y ) ⊂ {0}; por lo tanto, aunque u 6= f se obtiene
πY (u) = πY (f), aśı que πY no es inyectiva. Ahora, si Y = X, sean f, g ∈ Cp(X) funciones distintas;
entonces h = f − g ∈ Cp(X), de donde U = h−1(R \ {0}) ∈ τ(X) y U 6= ∅. Como Y = X, existe
y ∈ Y ∩ U ; entonces πY (f)(y) = f(y) 6= g(y) = πY (g)(y), lo cual implica que πY es inyectiva.

(iii) Si Y = X, entonces πY es el mapeo identidad en X. Si πY es un homeomorfismo, por (ii) se
tiene que Y = X; supongamos que Y 6= X y tomemos x ∈ X \Y . Sean F = {f ∈ Cp(X) : f(x) = 1}
y g ∈ Cp(Y ); considérese U = O(g; y1, . . . , yn; ε) arbitrario. Puede hallarse f ∈ Cp(X) tal que
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f(x) = 1 y f(yi) = g(yi) para todo i ≤ n; por eso, πY (f) ∈ U ∩ πY (F ), de donde πY (F ) = Cp(Y ).
Puesto que claramente F no es denso en Cp(X), se deduce que (πY )−1 no es continua, lo cual es
una contradicción; por consiguiente, Y = X.

(iv) Se escribirá Z = πY (Cp(X)). Supongamos que el conjunto Y es cerrado; tómese V =
O(x1, . . . , xn; U1, . . . , Un)(X,R) arbitrario. Para probar que πY : Cp(X)→ Z es abierto es suficiente
verificar que πY (V ) ∈ τ(Z), por la proposición 2.1.2; sin pérdida de generalidad podemos suponer
que existe k ≤ n+ 1 para el cual xi ∈ Y si y sólo si i < k; si W = O(x1, . . . , xk−1;U1, . . . , Uk−1)(Y,R),
bastará mostrar que πY (V ) = W . Como evidentemente πY (V ) ⊂ W , considérense f ∈ W y ri ∈ Ui
para i = k, . . . , n; por ser X de Tychonoff, puede encontrarse g ∈ Cp(X) que verifica g | Y = f y
g(xi) = ri para i = k, . . . , n. Aśı, πY (g) = f y g ∈ V , lo que implica que W ⊂ πY (V ); por tanto,
πY (V ) = W .

Ahora, supongamos que πY es un mapeo abierto y existe x ∈ Y \ Y ; definamos los conjuntos
U = O(x; (0, 2))(X,R), V = O(x; (2, 3))(X,R) y sus imágenes G = πY (U) y H = πY (V ) bajo πY .
Supongamos también que existe f ∈ G ∩ H; entonces existen g ∈ U y h ∈ V para las cuales
f = πY (g) = πY (h). La función w = g − h está en Cp(X) y w(x) 6= 0; luego se cumple la igualdad
A = w−1(R\{0}) ∈ τ(x,X). Como x ∈ Y , existe y ∈ Y ∩A; por tanto, w(y) 6= 0, lo cual contradice
que g | Y = h | Y . Esto muestra que G ∩ H = ∅. Veamos que G es denso en Z; para ello, sea
P = O(y1, . . . , yn;W1, . . . ,Wn)(Y,R) 6= ∅ arbitrario y eĺıjanse ri ∈ Wi para i ≤ n. Por ser X de
Tychonoff, existe f ∈ Cp(X) tal que f(x) = 1 y f(yi) = ri para todo i; es claro que πY (f) ∈ P ∩G.
Aśı, G es denso en Z y análogamente se prueba que H es denso en Z; pero G y H son abiertos en
Z, lo cual contradice que G ∩H = ∅. En conclusión, Y = Y .

(v) La contención no trivial Cp(Y ) ⊂ πY (Cp(X)), es el importante teorema de Tietze-Urysohn
sobre extensión de funciones continuas [Engelking, teorema 2.1.8].

A continuación se analiza la relación entre la operación C y el paso a imágenes continuas.

2.1.14. Definición. Dada una función continua K : X → Y , def́ınase K∗ : Cp(Y ) → Cp(X)
mediante K∗(f) = f ◦K para toda f ∈ Cp(Y ); a K∗ se le conoce como el mapeo dual.

2.1.15. Definición. Se dice que un mapeo sobreyectivo continuo f : X → Y es R-cociente si para
cualquier g : Y → R la continuidad de g ◦ f equivale a la de g.

2.1.16. Lema. Cualquier condensación R-cociente f : X → Y es un homeomorfismo.

Demostración. Según [Engelking, teorema 2.3.23], puede suponerse que X es un subespacio de
IA para algún A; por tanto, a f−1 se le puede considerar como el mapeo f−1 : Y → IA. Sea
πa : IA → Ia = I la proyección natural y ga = πa ◦ f−1 para todo a ∈ A; puesto que ga ◦ f = πa es
continua y f es R-cociente, se deduce que ga es continua para todo a y por ello también lo es f−1.
Por consiguiente, f es un homeomorfismo.

2.1.17. Proposición. Dado un mapeo continuo K : X → Y :

(i) el mapeo K∗ es continuo.

Si además, K(X) = Y , entonces,

(ii) el mapeo K∗ es un homeomorfismo de Cp(Y ) sobre K∗(Cp(Y ));
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(iii) el conjunto K∗(Cp(Y )) es cerrado en Cp(X) si y sólo si K es un mapeo R-cociente;

(iv) la igualdad K∗(Cp(Y )) = Cp(X) se da, si y sólo si K es una condensación;

(v) la igualdad K∗(Cp(Y )) = Cp(X) se da, si y sólo si K es un homeomorfismo;

(vi) Si G : X → Z es un mapeo continuo sobreyectivo, entonces existe un mapeo continuo
H : Z → Y tal que H ◦G = K si y sólo si K∗(Cp(Y )) ⊂ G∗(Cp(Z)).

Demostración. (i) Tómense f ∈ Cp(Y ) y U = O(K∗(f);x1, . . . , xn; ε)(X) arbitrarios; entonces
V = O(f ;K(x1), . . . , K(xn); ε)(Y ) ∈ τ(f, Cp(Y )) y si g ∈ V , se tiene que |K∗(f)(xi)−K∗(g)(xi)| < ε
para todo i ≤ n. Por lo tanto, K∗(g) ∈ U , de donde K∗(V ) ⊂ U y por eso K∗ es continua.

(ii) Sean f, g ∈ Cp(Y ) funciones distintas; entonces existe y ∈ Y tal que f(y) 6= g(y). Si
x ∈ K−1(y) se obtiene que K∗(f)(x) 6= K∗(g)(x), aśı que K∗ es inyectiva. Para ver que (K∗)−1 es
continua, tómense f ∈ Cp(Y ) y U = O(f ; y1, . . . , yn; ε)(Y ) arbitrario; eĺıjase xi ∈ K−1(yi) para todo
i ≤ n y sea V = O(K∗(f);x1, . . . , xn; ε)(X)∩K∗(Cp(Y )). Dada h ∈ V existe h′ ∈ Cp(Y ) para la cual
K∗(h′) = h, de donde h′(yi) = K∗(h′)(xi) = h(xi) para todo i ≤ n; puesto que h ∈ V , se deduce
que h′ ∈ U . Por consiguiente, h ∈ K∗(U), lo que implica que V ⊂ K∗(U) y (K∗)−1(V ) ⊂ U ; o sea
que (K∗)−1 es continua en K∗(f). Por tanto, K∗ es un encaje.

(iii) Tómense un mapeo R-cociente K, y f ∈ K∗(Cp(Y )); supongamos que para alguna y ∈ Y
existen x1, x2 ∈ K−1(y) tales que f(x1) 6= f(x2). Sea g ∈ O(f ;x1, x2; ε)(X) ∩ K∗(Cp(Y )), donde
ε = |f(x1) − f(x2)|/2; entonces g(x1) 6= g(x2) y g = K∗(g′) para cierta g′ ∈ Cp(Y ). Por tanto,
g(x1) = K∗(g′)(x1) = g′(K(x1)) = g′(K(x2)) = g(x2), lo cual es una contradicción; luego f es
constante en las fibras de K. Ésto implica que existe f ′ : Y → R que cumple f = f ′ ◦K; puesto
que K es R-cociente y f es continua, f ′ ∈ Cp(Y ), de donde f = K∗(f ′) ∈ K∗(Cp(Y )), aśı que

K∗(Cp(Y )) = K∗(Cp(Y )).

Ahora, si K∗(Cp(Y )) = K∗(Cp(Y )), sea f : Y → R tal que g = f ◦ K ∈ Cp(X). Dados
x1, . . . , xn ∈ X y ε > 0, por ser Y espacio de Tychonoff y g constante en las fibras de K puede
construirse h ∈ Cp(Y ) para la cual h(K(xi)) = g(xi) = f(K(xi)) para todo i ≤ n; por ello,

K∗(h) ∈ O(g;x1, . . . , xn; ε)(X) ∩K∗(Cp(Y )), de donde g ∈ K∗(Cp(Y )) = K∗(Cp(Y )). De modo que
K∗(f) = g = K∗(g′) para alguna g′ ∈ Cp(Y ); aqúı K∗ : RY → RX es la extensión de la función
original K∗ a RY la cual se calcula de la misma manera. Puesto que la extensión de K∗ a RY

también es inyectiva, se deduce que f = g′; es decir, f es continua, aśı que K es R-cociente.

(iv) Si K es una condensación, dados f ∈ Cp(X), x1, . . . , xn ∈ X y ε > 0, existe g ∈ Cp(Y ) tal
que g(K(xi)) = f(xi) para todo i ≤ n, aśı que K∗(g) ∈ O(f ;x1, . . . , xn; ε)(X) para todo ε > 0. Por

tanto, f ∈ K∗(Cp(Y )), de donde Cp(X) = K∗(Cp(Y )). Ahora, si K no es inyectiva, existen puntos
distintos x1, x2 para los cuales K(x1) = K(x2); puesto que U = O(x1, x2; (0, 1), (2, 3))(X,R) 6= ∅
cumple U ∩K∗(Cp(Y )) = ∅, se deduce que Cp(X) 6= K∗(Cp(Y )).

(v) Si K es un homeomorfismo, para cada f ∈ Cp(X) se tiene que g = f ◦K−1 ∈ Cp(Y ) y que
K∗(g) = f , de donde Cp(X) = K∗(Cp(Y )). Ahora , si K∗ es suprayectiva, K es una condensación
por (iv), y es R-cociente por (iii); por el lema 2.1.16, se infiere que K es un homeomorfismo.

(vi) Si existe un mapeo continuo H : Z → Y tal que H ◦G = K, entonces para todo f ∈ Cp(Y )
se tiene que G∗(H∗(f)) = f ◦ H ◦ G = f ◦K = K∗(f), aśı que K∗(Cp(Y )) ⊂ G∗(Cp(Z)). Ahora,
sea K∗(Cp(Y )) ⊂ G∗(Cp(Z)); puesto que para cada f ∈ Cp(Z), el mapeo G∗(f) es constante en
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las fibras de G, también debe serlo K∗(g) para cada g ∈ Cp(Y ). Supongamos que existen z ∈ Z
y x, y ∈ G−1(z) para los cuales K(x) 6= K(y); existe g ∈ Cp(Y ) que verifica g(K(x)) = 0 y
g(K(y)) = 1, lo que implica que K∗(g) no es constante en G−1(z), lo cual es una contradicción. Por
lo tanto, K es constante en las fibras de G y por ello existe H : Z → Y tal que K = H ◦G.

Para ver que H es continua, tómese B ⊂ Z y z ∈ B; supongamos que H(z) /∈ H(B). Aśı, existe
f ∈ Cp(Y ) que cumple f(H(z)) = 1 y f(H(B)) = {0}; si x ∈ G−1(z), se obtiene K(x) = H(z), de
donde K∗(f)(x) = 1. Sea g ∈ Cp(Z) tal que G∗(g) = K∗(f); entonces, 1 = K∗(f)(x) = g(z). Por
otro lado, si b ∈ B y a ∈ G−1(b) se tiene que K(a) = H(b) ∈ H(B), aśı que K∗(f)(a) = 0. En
consecuencia, 0 = K∗(f)(a) = g(b) y siendo b ∈ B arbitraria, g(B) = {0}; dado que g(z) = 1, se
contradice la continuidad de g. Por tanto, H es continua.

Puesto que Cp(X) es espacio de Tychonoff para todo X, puede también aplicársele la operación
C; resulta que Cp(Cp(X)) tiene una importante relación con X (teorema 2.1.24).

2.1.18. Definición. Dados F ⊂ Cp(X) y x ∈ X sea eFx : F → R la función dada por eFx (f) = f(x)

para toda f ∈ F ; se denota e
Cp(X)
x por ex. El mapeo EF : X → RF que se calcula como EF (x) = eFx

para todo x ∈ X, se llama mapeo de evaluación.

2.1.19. Definición. Sea F ⊂ RX ; se dice que F separa los puntos en X, si para x, y ∈ X distintos,
existe f ∈ F tal que f(x) 6= f(y). Se dice que F separa los puntos de los conjuntos cerrados en X,
si dados x ∈ X y un conjunto cerrado G ⊂ X tal que x /∈ G, existe f ∈ F para la cual f(x) /∈ f(G).
Se dice que F genera τ(X), si la familia {f−1(U) : f ∈ F y U ∈ τ(R)} es una subbase de τ(X).

2.1.20. Proposición. Si X es un espacio y F ⊂ Cp(X) entonces:

(i) EF (X) ⊂ Cp(F ) y EF es un mapeo continuo;

(ii) el mapeo EF es inyectivo si y sólo si F separa los puntos de X;

(iii) el mapeo EF es un encaje si y sólo si F genera la topoloǵıa de X;

(iv) el mapeo EF es un encaje si F separa los puntos de los conjuntos cerrados en X;

(v) El espacio X ′ = EF (X) ⊂ Cp(F ) genera la topoloǵıa de F (en consecuencia F se encaja en
Cp(X

′) ).

Demostración. (i) Para cada x ∈ X, la proyección natural πx : RX → Rx = R es continua; por
lo tanto, eFx = πx | F también lo es, lo que significa que EF (X) ⊂ Cp(F ). Para probar que
EF es continuo, sea x ∈ X y U = O(eFx ; f1, . . . , fn; ε)(F ) una vecindad canónica de eFx ; entonces
V =

⋂n
i=1 f

−1
i ((fi(x)− ε, fi(x) + ε)) ∈ τ(x,X) y se cumple EF (V ) ⊂ U ; por ésto, EF es continuo.

(ii) Si F separa los puntos de X, dados puntos distintos x, y ∈ X existe f ∈ F tal que
eFx (f) = f(x) 6= f(y) = eFy (f), de donde EF (x) 6= EF (y). Rećıprocamente, si EF es inyectiva,
para cualesquiera puntos distintos x, y ∈ X se tiene que EF (x) 6= EF (y), aśı que existe f ∈ F que
cumple f(x) = eFx (f) 6= eFy (f) = f(y); por tanto, F separa los puntos en X.

(iii) Sea EF un encaje, es decir, un homeomorfismo entre X y X ′ = EF (X); por la proposición
2.1.2 se tiene que B′ = {O(f ;U) : f ∈ F y U ∈ τ(R)} es una subbase de Cp(F ). Por lo tanto,
S ′ = {V ∩ X ′ : V ∈ B′} es una subbase de X ′, aśı que S = {(EF )−1(O(f ;U) ∩ X ′) : f ∈ F y
U ∈ τ(R)} es una subbase de X. Puesto que eFx ∈ O(f ;U) si y sólo si x ∈ f−1(U), se deduce que
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(EF )−1(O(f ;U) ∩X ′) = f−1(U), de donde S = {f−1(U) : f ∈ F y U ∈ τ(R)}.
Ahora, si F genera la topoloǵıa de X, dados distintos x, y ∈ X, existen f1, . . . , fn ∈ F y

U1, . . . , Un ∈ τ(R) tales que x ∈ W =
⋂n
i=1 f

−1
i (Ui) y y /∈ W ; por tanto, fi(x) 6= fi(y) para

alguna i ≤ n, lo que implica que F separa los puntos de X. Por (ii), se tiene que EF es in-
yectiva. Para probar que g = (EF )−1 es continua en X ′ = EF (X), sean y ∈ X ′, x = g(y) y
tómese W ∈ τ(x,X); según la hipótesis, existen f1, . . . , fn ∈ F y U1, . . . , Un ∈ τ(R) para los cuales
x ∈ G =

⋂n
i=1 f

−1
i (Ui) ⊂ W . Para el conjunto H =

⋂n
i=1O(fi;Ui) ∩ X ′ ∈ τ(y,X ′) fácilmente se

prueba que g(H) = G, y como G ⊂ W , tenemos que g = (EF )−1 es continua en y; por (i), se
concluye que EF es un homeomorfismo.

(iv) Sean x ∈ X, W ∈ τ(x,X) y G = X \W ; entonces existe f ∈ F tal que f(x) /∈ f(G), aśı
que U = R \ f(G) ∈ τ(f(x), X). Por lo tanto, x ∈ f−1(U) ⊂ W ; o sea que {f−1(U) : f ∈ F y
U ∈ τ(R)} es base de X. De (iii) se sigue que EF es un encaje.

(v) De la proposición 2.1.2, se desprende que la familia A = {O(x, U) ∩ F : x ∈ X y U ∈ τ(R)}
es una subbase de F ; puesto que O(x, U)∩F = (eFx )−1(U) para cualesquiera x ∈ X y U ∈ τ(R), se
tiene que A = {(eFx )−1(U) : x ∈ X y U ∈ τ(R)}. Es claro que A = {φ−1(U) : φ ∈ X ′ y U ∈ τ(R)},
aśı que X ′ genera la topoloǵıa de F por definición; por (iii), se deduce que F se encaja en Cp(X

′).

A continuación, haremos un estudio más profundo de la operación C, recurriendo para esto a la
estructura de anillo topológico de Cp(X).

2.1.21. Definición. Una función φ : Cp(X) → R que cumple φ(αf + βg) = αφ(f) + βφ(g) para
cualesquiera α, β ∈ R y f, g ∈ Cp(X) se llama funcional lineal; la funcional lineal φ se llama
multiplicativa si φ(fg) = φ(f)φ(g) para todos f, g ∈ Cp(X). El conjunto de todas las funcionales
lineales con dominio Cp(X) y continuas ah́ı mismo, se denota por Lp(X).

2.1.22. Proposición. Dados n ∈ N, xi ∈ X y αi ∈ R para i = 1, . . . , n, la función
∑n

i=1 αiexi es
una funcional lineal continua en Cp(X).

Demostración. Dados x ∈ X, α, β ∈ R y f, g ∈ Cp(X), se cumple ex(αf + βg) = (αf + βg)(x) =
αf(x) + βg(x) = αex(f) + βex(g), aśı que ex es una funcional lineal para todo x ∈ X; por la
proposición 2.1.20(i), cada ex es continua. Es fácil probar que si φi ∈ Lp(X) para i = 1, . . . , n,
entonces

∑n
i=1 φi ∈ Lp(X), y que si α ∈ R y φ ∈ Lp(X), se cumple αφ ∈ Lp(X), con lo cual se

prueba el enunciado.

2.1.23. Lema. El conjunto Lp(X) es cerrado en Cp(Cp(X)).

Demostración. Tómense φ ∈ Lp(X), f, g ∈ Cp(X) y α, β ∈ R arbitrarios. Sean A = φ(αf + βg),
B = αφ(f) y C = βφ(g); se desea probar que A = B + C. Dado ε > 0, para ε′ = ε/(|α| + |β| + 1)
existe φ′ ∈ Lp(X) que satisface las siguientes desigualdades |φ(f) − φ′(f)| < ε′, |φ(g) − φ′(g)| < ε′

y |φ(αf + βg) − φ′(αf + βg)| < ε′; por tanto , si A′ = φ′(αf + βg), B′ = α(φ′(f)) y C ′ = βφ′(g),
entonces A′ = B′+C ′ y |A−B−C| ≤ |A−A′|+|B−B′|+|C−C ′|+|A′−B′−C ′| < ε′+|α|ε′+|β|ε′ = ε.
Por ser ε > 0 arbitrario, se obtiene A−B − C = 0.

2.1.24. Teorema. Para todo espacio X, se puede encajar a X en Cp(Cp(X)) como un subespacio
cerrado, empleando el mapeo de evaluación ECp(X).
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Demostración. Por ser X espacio de Tychonoff, dados x ∈ X y un conjunto cerrado G ⊂ X \ {x}
existe f ∈ Cp(X) tal que f(x) = 1 y f(G) ⊂ {0}, de donde f(x) /∈ f(G); por la proposición
2.1.20(iv) (haciendo F = Cp(X)), se obtiene que E = EF : X → Cp(Cp(X)) es un encaje. Se puede
suponer que |X| ≥ ω, pues en caso contrario el argumento anterior termina la demostración.

Ahora, sea u ∈ Cp(X) la función constante con valor 0; supongamos que existe φ ∈ Cp(Cp(X)) tal

que φ ∈ E(X)\E(X). Por la proposición 2.1.22, tenemos que E(X) ⊂ Lp(X); por el lema 2.1.23, se
cumple φ ∈ Lp(X), aśı que φ(u) = 0. Puesto que φ es continua, existe W = O(u;x1, . . . , xn; ε) para
el cual φ(W ) ⊂ (−1/2, 1/2) y se puede suponer que xi 6= xj para i 6= j. Dado que Cp(Cp(X)) es un

espacio regular, pueden elegirse los conjuntos Ui ∈ τ(xi, X) ajenos y tales que φ /∈
⋃
{E(Ui) : i ≤ n}.

Por ser X un espacio de Tychonoff, para cada i ≤ n existe fi ∈ Cp(X, [0, 1]) tal que fi(xi) = 1 y
fi(X \ Ui) = {0}. Por lo tanto, la función f = 1− (f1 + . . . + fn) ∈ Cp(X) satisface las igualdades
f(xi) = 0 para todo i ≤ n y f(X \ U) = {1}, donde U =

⋃n
i=1 Ui; dado que f ∈ W , se obtiene

φ(f) ∈ (−1/2, 1/2). Pero por otro lado, ex(f) = 1 para todo x ∈ X \ U , lo que implica que
V = O(f ; (−1/2, 1/2)) ∈ τ(φ,Cp(Cp(X))) cumple V ∩ E(X \ U) = ∅; luego, φ /∈ E(X \ U),

por lo cual φ /∈ E(X \ U) ∪ E(U) = E(X), mismo que es una contradicción. En consecuencia,
E(X) = E(X).

2.1.25. Definición. Una familia N de subconjuntos de un espacio X es una red de X, si dados
x ∈ X y U ∈ τ(x,X), existe S ∈ N tal que x ∈ S ⊂ U ; el peso de red de un espacio X es el
cardinal nw(X) = min{|N | : N es una red de X}.

2.1.26. Teorema. Para todo espacio infinito X, se tiene que nw(X) = nw(Cp(X)).

Demostración. Sean N una red en X y B una base numerable de R; para cada par de familias
{S1, . . . , Sk} ⊂ N y {U1, . . . , Uk} ⊂ B se define O(S1, . . . , Sk;U1, . . . , Uk) = {f ∈ C(X) : f(Si) ⊂ Ui
para todo i ≤ k}. Sea γ = {O(S1, . . . , Sk;U1, . . . , Uk) : k ∈ N, S1, . . . , Sk ∈ N y U1, . . . , Uk ∈ B}
y tómense cualesquiera f ∈ Cp(X) y O(f ;x1, . . . , xk; ε); podemos suponer que los puntos xi son
distintos. Para cada i ≤ k eĺıjase Ui ∈ B tal que f(xi) ∈ Ui ⊂ (f(xi)−ε, f(xi)+ε); por la continuidad
de f , existe Si ∈ N para el cual xi ∈ Si y f(Si) ⊂ Ui, aśı que f ∈ O(S1, . . . , Sk;U1, . . . , Uk). Tómese
g ∈ O(S1, . . . , Sk;U1, . . . , Uk); dado que xi ∈ Si, se obtiene g(xi) ∈ Ui, de donde |g(xi)− f(xi)| < ε
para todo i ≤ k. Por eso, g ∈ O(f ;x1, . . . , xk; ε), lo que implica que O(S1, . . . , Sk;U1, . . . , Uk) ⊂
O(f ;x1, . . . , xk; ε); es decir, γ es una red en Cp(X). Es claro que |γ| ≤ |N |; en consecuencia,
nw(Cp(X)) ≤ nw(X).

Como en cualquier espacio Y , de las contenciones A ⊂ B ⊂ Y se sigue que nw(A) ≤ nw(B), por
el teorema 2.1.24, se deduce que nw(X) ≤ nw(Cp(Cp(X))). Por la última desigualdad del párrafo
anterior, nw(Cp(Cp(X))) ≤ nw(Cp(X)), por lo cual nw(X) ≤ nw(Cp(X)).

2.1.27. Proposición. Cada funcional lineal continua φ en Cp(X) se puede expresar en la forma
φ =

∑n
i=1 αiexi para ciertos αi ∈ R y distintos xi ∈ X.

Demostración. Sea u ∈ Cp(X) la función constante con valor 0; puesto que φ es lineal y continua,
φ(u) = 0 y existen distintos x1, . . . , xn ∈ X y ε > 0 tales que φ(O(u;x1, . . . , xn; ε)) ⊂ (−1, 1).
Supongamos que la función f ∈ Cp(X) cumple f(xi) = 0 para todo i ≤ n; dado k ∈ N, se tiene
que kf ∈ O(u;x1, . . . , xn; ε), de donde |φ(kf)| < 1 y por tanto |φ(f)| < 1/k. Puesto que k ∈ N
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es arbitraria, φ(f) = 0; por ésto y por ser φ lineal, se tiene que φ(f) = φ(g), para cualesquiera
f, g ∈ Cp(X) que verifiquen las igualdades f(xi) = g(xi) para todo i ≤ n.

Para cada i ≤ n, eĺıjase Ui ∈ τ(xi, X), de tal modo que sean disjuntos; existen funciones fi ∈
C(X, [0, 1]) tales que fi(xi) = 1 y fi(X \ Ui) ⊂ {0} para todo i ≤ n. Def́ınase αi = φ(fi); tómese
f ∈ Cp(X) y sea g =

∑n
i=1 f(xi)fi. Puesto que f(xi) = g(xi) para todo i ≤ n, se infiere que

φ(f) = φ(g) =
∑n

i=1 αif(xi) = (
∑n

i=1 αiexi)(f); por lo tanto, φ =
∑n

i=1 αiexi .

2.1.28. Proposición. Para cada funcional lineal multiplicativa continua φ ∈ Cp(Cp(X)) que no sea
nula, existe x ∈ X para el cual φ = ex.

Demostración. Puesto que φ ∈ Lp(X), por la proposición 2.1.27, existen distintos x1, . . . , xn ∈ X
y α1, . . . , αn ∈ R que se pueden suponer distintos de 0, tales que φ =

∑n
i=1 αiexi . Supongamos que

n ≥ 2; entonces existen f, g ∈ Cp(X) para las cuales f(x1) = 1, f(xk) = 0 para k 6= 1 y g(x2) = 1,
g(xk) = 0 para todo k 6= 2. Por lo tanto, φ(fg) = 0, en tanto que φ(f)φ(g) = α1α2 6= 0, lo que
contradice que φ es multiplicativa; luego φ = αex para cierto α ∈ R distinto de 0 y x ∈ X. Sea
v ∈ Cp(X) la función constante con valor 1; entonces α2 = φ(v)φ(v) = φ(vv) = φ(v) = α, de donde
α = 1.

2.1.29. Definición. Dos anillos topológicos A y B son topológicamente isomorfos si existe un
homeomorfismo F : A→ B que a la vez es un isomorfismo algebraico entre A y B.

Con esto llegamos al siguiente teorema fundamental:

2.1.30. Teorema (Nagata). Dados espacios X, Y , los anillos Cp(X) y Cp(Y ) son topológicamente
isomorfos si y sólo si X y Y son homeomorfos.

Demostración. Si φ : X → Y es un homeomorfismo, por la proposición 2.1.17(ii) y 2.1.17(v),
el mapeo dual φ∗ : Cp(Y ) → Cp(X) es un homeomorfismo. Para ver que φ es un isomorfismo
algebraico, sean f, g ∈ Cp(X); entonces φ∗(f + g)(x) = (f + g)(φ(x)) = f(φ(x)) + g(φ(x)) =
(φ∗(f) + φ∗(g))(x), para todo x ∈ X, aśı que φ∗(f + g) = φ∗(f) + φ∗(g). Análogamente, se obtiene
que φ∗(fg) = φ∗(f)φ∗(g); por tanto, φ∗ es un isomorfismo topológico.

Ahora, si i : Cp(X) → Cp(Y ) es un isomorfismo topológico, por la proposición 2.1.17 el mapeo
dual i∗ : Cp(Cp(Y ))→ Cp(Cp(X)) es un homeomorfismo; por el teorema 2.1.24, es suficiente probar
que i∗(E(Y )) = E(X) donde E(X) = ECp(X)(X) y E(Y ) = ECp(Y )(Y ). Dada ξ ∈ E(Y ), por
la proposición 2.1.22, se obtiene ξ ∈ Lp(Y ) y es claro que ξ es multiplicativa; puesto que i es
un isomorfismo topológico, el mapeo i∗(ξ) = ξ ◦ i es una funcional lineal multiplicativa continua
en Cp(X). Como la función constante de valor 1 está en Cp(Y ) se tiene que ξ(Cp(Y )) 6= {0}, lo
que implica i∗(ξ)(Cp(X)) 6= {0}; por la proposición 2.1.28, se tiene que i∗(ξ) ∈ E(X), de donde
i∗(E(Y )) ⊂ E(X). Análogamente, si ψ ∈ E(X), entonces φ = ψ ◦ i−1 es una funcional lineal
multiplicativa continua no nula en Cp(Y ) y por ello φ ∈ E(Y ); luego, ψ = i∗(φ), por lo cual
E(X) ⊂ i∗(E(Y )).

El teorema anterior nos dice que toda la topoloǵıa de los espacios de Tychonoff se puede estudiar
en los espacios Cp(X), en el sentido de que para cada propiedad topológica P de X existe una
correspondiente propiedad Q de anillos topológicos en Cp(X) tal que X tiene P si y sólo si Cp(X)
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tiene Q. Esto brinda nuevos métodos de estudio de espacios de Tychonoff ya que a veces puede
ser más sencillo determinar si Cp(X) tiene la propiedad Q y por lo tanto averiguar si X tiene la
propiedad P .



2.2. Caracterizaciones de propiedades de convergencia en Cp(X)

En todos los enunciados de esta sección se supondrá que las funciones cardinales sólo toman
valores infinitos.

Es natural preguntarse si alguna propiedad de Cp(X) puede ser completamente caracterizada
mediante propiedades de X y viceversa; el teorema 2.1.26 nos indica que el peso de red es una
de ellas. En esta sección primero se presenta una serie de teoremas fundamentales de toda la Cp-
teoŕıa, en los cuales ciertas funciones cardinales de Cp(X) se igualan a ciertas funciones cardinales
de X; con ésto, se logra entre otras cosas caracterizar χ(Cp(X)) y ψ(Cp(X)) en términos de X.
Después, mediante el uso de ω-cubiertas (definición 2.2.10) se caracterizan t(Cp(X)) y la propiedad
Fréchet-Urysohn de Cp(X).

2.2.1. Definición. El peso de un espacio X es el cardinal w(X) = min{|B| : B es una base de X}.

2.2.2. Teorema. Para todo espacio X, tenemos que |X| = χ(Cp(X)) = w(Cp(X)).

Demostración. Es fácil probar que χ(Y ) ≤ w(Y ) para todo espacio Y , en particular para Cp(X);
además, si B es una base numerable de R y U = {O(x1, . . . , xn;U1, . . . , Un) : n ∈ N, xi ∈ X y
Ui ∈ B para todo i ≤ n}, entonces de la proposición 2.1.2 se sigue que U es una base de Cp(X) y
como X es infinito, |U| ≤ |X|. Por tanto, w(Cp(X)) ≤ |X| aśı que es suficiente mostrar que |X| ≤
χ(Cp(X)). Sea u ∈ Cp(X) la función constante de valor 0 y A una base local de Cp(X) en u tal que
|A| = χ(u,Cp(X)); por la proposición 2.1.2, para cada A ∈ A puede elegirse O(u;x1, . . . , xn; ε) ⊂ A.
Def́ınase Du como la familia de todos los conjuntos básicos aśı elegidos; entonces |Du| ≤ |A|. Sea
z(U) = {x1, . . . , xn} para todo U ∈ Du; hágase Y =

⋃
{z(U) : U ∈ Du}. Supongamos que existe

x ∈ X \ Y ; aśı, existe V = O(u;x1, . . . , xn; ε) ∈ Du tal que V ⊂ W = O(u;x; 1). Puesto que
z(V ) = {x1, . . . , xn} ⊂ Y ⊂ X \ {x}, existe f ∈ Cp(X) que cumple f(xi) = 0 para todo i ≤ n y
f(x) = 1, por lo cual f ∈ V \W , lo que es una contradicción. En consecuencia X = Y de donde
|X| = |Y |; dado que |Y | ≤ |Du|, se obtiene |X| ≤ χ(u,Cp(X)). Por el comentario a la proposición
2.1.4, se obtiene |X| ≤ χ(Cp(X)).

2.2.3. Corolario. Para todo espacio X, la condición χ(Cp(X)) ≤ ω implica que Cp(X) es metri-
zable.

Demostración. Por el teorema 2.2.2, se tiene que w(Cp(X)) ≤ ω; por [Engelking, teorema 4.2.9], se
deduce que Cp(X) es metrizable.

2.2.4. Definición. El i-peso de un espacio X es el cardinal iw(X) = min{w(Y ) : existe una
condensación f : X → Y } · ω.

2.2.5. Definición. La densidad de un espacio X es el cardinal d(X) = min{|Y | : Y = X}.

2.2.6. Teorema. Para todo espacio infinito X, se verifica que d(X) = ψ(Cp(X)) = iw(Cp(X)).

Demostración. Para probar que ψ(Z) ≤ iw(Z) para todo espacio Z, supongamos que f : Z → Y es
una condensación tal que w(Y ) = iw(Z); por la proposición 1.1.6, tenemos que ψ(Z) ≤ ψ(Y ). Por
la proposición 1.1.7 obtenemos ψ(Y ) ≤ χ(Y ); es claro que χ(Y ) ≤ w(Y ) de donde ψ(Z) ≤ iw(Z).
Por eso, ψ(Cp(X)) ≤ iw(Cp(X)) y es suficiente mostrar que iw(Cp(X)) ≤ d(X) ≤ ψ(Cp(X)).

33
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Ahora, tómese Y tal que Y = X y |Y | = d(X); por la proposición 2.1.13, el mapeo de restricción
πY : Cp(X) → Z = πY (Cp(X)) ⊂ Cp(Y ) es una condensación. Por tanto, iw(Cp(X)) ≤ w(Z) ≤
w(Cp(Y )); por el teorema 2.2.2, deducimos que w(Cp(Y )) = |Y | por lo cual, iw(Cp(X)) ≤ d(X).
Para probar que d(X) ≤ ψ(Cp(X)), sea u ∈ Cp(X) la función constante de valor 0 y γ ⊂ τ(Cp(X))
una familia que cumple

⋂
γ = {u} y |γ| = ψ(Cp(X)); por la proposición 2.1.2, puede suponerse

que los elementos de γ son de la forma O(u;x1, . . . , xn; ε). Para cada V = O(u;x1, . . . , xn; ε) ∈ γ
hágase z(V ) = {x1, . . . , xn} y def́ınase Y =

⋃
{z(V ) : V ∈ γ}. Supongamos que existe x ∈ X \ Y ;

entonces existe g ∈ Cp(X) tal que g(x) = 1 y g(Y ) = {0}, de donde g ∈
⋂
γ pero g 6= u lo

cual es una contradicción. Consecuentemente, X = Y y como es claro que |Y | ≤ |γ|, se obtiene
d(X) ≤ ψ(Cp(X)).

2.2.7. Ejemplo. El pseudocarácter numerable no se preserva bajo mapeos abiertos. Sean X = Iω1

y Y la compactación de Alexandroff del espacio discreto de cardinalidad ω1; por el teorema de
Hewitt-Marczewski-Pondiczery ([Engelking, teorema 2.3.15]), se tiene que d(X) = ω y es claro que
d(Y ) = ω1. Si Y = ω1∪{p} donde {p} es el único punto no aislado de Y , puesto que los subconjuntos
compactos de Y \{p} son precisamente los subconjuntos finitos de ω1, se deduce que w(Y ) = ω1; por
[Engelking, teorema 2.3.23], tenemos que Y se encaja como subespacio cerrado de X. Por 2.1.13(i)
y 2.1.13(iv), el mapeo de restricción πY : Cp(X) → πY (Cp(X)) ⊂ Cp(Y ) es abierto; puesto que X
es compacto, es normal, aśı que por la proposición 2.1.13(v), se obtiene πY (Cp(X)) = Cp(Y ). Por
el teorema 2.2.6, se deduce que ψ(Cp(X)) = d(X) y ψ(Cp(Y )) = d(Y ); por consiguiente, aunque
πY es abierto y ψ(Cp(X)) = ω, se verifica que ψ(πY (Cp(X))) > ω.

El siguiente teorema no involucra propiedades de convergencia, pero muestra junto con el teorema
2.2.6 una interesante simetŕıa.

2.2.8. Teorema. Para todo espacio infinito X, se tiene que d(Cp(X)) = iw(X).

Demostración. El teorema 2.1.24, implica que iw(X) ≤ iw(Cp(Cp(X))); por el teorema 2.2.6,
se obtiene iw(Cp(Cp(X))) = d(Cp(X)), aśı que iw(X) ≤ d(Cp(X)). Ahora, sea f : X → Y una
condensación tal que w(Y ) = iw(X); por la proposición 2.1.17(iv) se verifica la igualdad Cp(X) = Z,
donde Z = f ∗(Cp(Y )). Por tanto, d(Cp(X)) ≤ d(Z) y es claro que d(Z) ≤ nw(Z); por la proposición
2.1.17(ii), se cumple nw(Z) = nw(Cp(Y )) y por el teorema 2.1.26, se obtiene nw(Cp(Y )) = nw(Y ).
Puesto que nw(Y ) ≤ w(Y ), en resumen se tiene que d(Cp(X)) ≤ w(Y ) ≤ iw(X).

2.2.9. Definición. El número de Lindelöf de un espacio X es el cardinal l(X) = min{κ : cada
cubierta abierta γ de X tiene una subcubierta µ tal que |µ| ≤ κ}.

2.2.10. Definición. Una familia γ es una ω-cubierta del espacio X si para cada conjunto finito
A ⊂ X, existe U ∈ γ para el cual A ⊂ U .

2.2.11. Proposición. Si X es un espacio y κ es un cardinal infinito, entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

(i) para cada ω-cubierta abierta γ de X existe una ω-cubierta µ ⊂ γ de X tal que |µ| ≤ κ.

(ii) l(Xn) ≤ κ para todo n ∈ N.



2.2. Convergencia de Cp(X) en términos de X 35

Demostración. (i)⇒(ii). Sea γ una cubierta abierta de Xn para algún n ∈ N. Una familia µ ⊂ τ(X)
se llamará γ-pequeña si dados U1, . . . , Un ∈ µ (no necesariamente distintos), existe G ∈ γ tal que
U1 × . . . × Un ⊂ G. Sea δ = {

⋃
µ : µ es una familia γ-pequeña finita}. Si A ⊂ X es un conjunto

finito, el conjunto A = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ A para todo i ≤ n} es finito; dada (x1, . . . , xn) ∈ A, para
cada i ≤ n eĺıjase Ui ∈ τ(xi, X) de tal manera que U1 × . . .× Un ⊂ G para alguna G ∈ γ. Sea V la
familia de los productos U1 × . . .× Un aśı obtenidos y para cada x ∈ A, sea Ux = {U ∈ τ(x,X) : U
es un factor de algún U1 × . . . × Un ∈ V}; entonces Ux es finito y Ux =

⋂
Ux ∈ τ(X). Por tanto,

µ = {Ux : x ∈ A} es una familia γ-pequeña finita, y como A ⊂
⋃
µ, se deduce que δ es una

ω-cubierta abierta de X; por (i), existe una ω-cubierta δ′ ⊂ δ que cumple |δ′| ≤ κ. Por definición de
δ, para cada U ∈ δ′ existe una familia γ-pequeña finita µU para la cual U =

⋃
µU ; por tanto, existe

una familia finita γU ⊂ γ tal que para cualesquiera W1, . . . ,Wn ∈ µU se tiene que W1× . . .×Wn ⊂ G
para algún G ∈ γU . La familia γ′ =

⋃
{γU : U ∈ δ′} satisface las condiciones γ′ ⊂ γ y |γ′| ≤ κ;

se afirma que Xn =
⋃
γ′. Si x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn, existe U ∈ δ′ para el cual {x1, . . . , xn} ⊂ U ;

luego, para cada i ≤ n existe Ui ∈ µU que cumple xi ∈ Ui. En consecuencia, existe G ∈ γU que
verifica U1 × . . .× Un ⊂ G de donde x ∈ G ⊂

⋃
γ′; por consiguiente l(Xn) ≤ κ.

(ii)⇒(i). Sea γ una ω-cubierta abierta de X; entonces para cada n ∈ N, la familia {Un : U ∈ γ}
cubre a Xn. Puesto que l(Xn) ≤ κ, existe γ′n ⊂ γ tal que |γ′n| ≤ κ y {Un : U ∈ γ′n} cubre a Xn.
Para la familia γ′ =

⋃
{γ′n : n ∈ N} tenemos que |γ′| ≤ κ y γ′ ⊂ γ es una ω-cubierta de X, pues

dados n ∈ N y A = {x1, . . . , xn} ⊂ X, como x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn, existe U ∈ γ′ para el cual
x ∈ Un. Consecuentemente, A ⊂ U .

2.2.12. Teorema (Arhangel’skii-Pytkeev). Para todo espacio X, se satisface la igualdad t(Cp(X)) =
sup{l(Xn) : n ∈ N}.

Demostración. Sean λ = t(Cp(X)) y κ = sup{l(Xn) : n ∈ N}; primero se probará que λ ≤ κ. Para
ello, sea u la función constante de valor 0 y sea A ⊂ Cp(X) tal que u ∈ A; según la observación a la
proposición 2.1.4, bastará mostrar que existe B ⊂ A que cumple |B| ≤ κ y u ∈ B. Para cada n ∈ N,
la familia γn = {f−1((−1/n, 1/n)) : f ∈ A} es una ω-cubierta abierta de X, porque u ∈ A; por la
proposición 2.2.11, existe una ω-cubierta µn ⊂ γn tal que |µn| ≤ κ. Eĺıjase un conjunto Bn ⊂ A
para el cual µn = {f−1((−1/n, 1/n)) : f ∈ Bn} y |Bn| ≤ κ. Sea B =

⋃
{Bn : n ∈ N}; es claro que

|B| ≤ κ y se verá que u ∈ B. Dados x1, . . . , xk ∈ X y ε > 0, tomemos un número n ∈ N que cumpla
1/n < ε; por ser µn una ω-cubierta de X, existe f ∈ Bn tal que {x1, . . . , xk} ⊂ f−1((−1/n, 1/n)),
es decir, |f(xi)| < 1/n para todo i ≤ n. Por lo tanto, f ∈ O(u;x1, . . . , xk; ε), lo que implica u ∈ B.

Ahora se probará que κ ≤ λ. Sea γ una ω-cubierta abierta de X; por la proposición 2.2.11, será
suficiente hallar una ω-cubierta µ ⊂ γ que cumpla |µ| ≤ λ. Sean A = {f ∈ Cp(X) : f−1(R\{0}) ⊂ U
para alguna U ∈ γ} y w la función constante con valor 1. Para ver que w ∈ A tomemos cualesquiera
puntos x1, . . . , xk ∈ X y ε > 0; existe U ∈ γ que cumple {x1, . . . , xk} ⊂ U . Sea f ∈ Cp(X) tal que
f(xi) = 1 para todo i ≤ n y f(X \ U) ⊂ {0}; entonces f ∈ A ∩ O(w;x1, . . . , xk; ε). Puesto que
t(Cp(X)) = λ, existe B ⊂ A que verifica |B| ≤ λ y w ∈ B; para cada f ∈ B eĺıjase Uf ∈ γ para el
cual f−1(R \ {0}) ⊂ Uf . El conjunto µ = {Uf : f ∈ B} cumple µ ⊂ γ y |µ| ≤ λ; para probar que µ
es ω-cubierta de X, tómese un conjunto finito F ⊂ X. Como w ∈ B, existe f ∈ B tal que f(x) > 0
para todo x ∈ F ; por tanto, F ⊂ f−1(R \ {0}) ⊂ Uf ∈ µ.
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2.2.13. Corolario. Para todo espacio X tenemos que t(Cp(X)) = t((Cp(X))ω).

Demostración. Sean Xi = X para todo i ∈ ω y Y =
⊕

i∈ωXi; entonces (Cp(X))ω y Cp(Y )
son homeomorfos por la proposición 2.1.11. Sea t(Cp(X)) = κ; por el teorema 2.2.12, se tiene
que l(Xn) ≤ κ para todo n ∈ N. Por ser Y n la unión numerable de espacios homeomorfos a
Xn, se deduce que l(Y n) ≤ κ para todo n ∈ N; de nuevo por el teorema 2.2.12, se tiene que
t((Cp(X))ω) = t(Cp(Y )) ≤ κ = t(Cp(X)). Debido a que Cp(X) se encaja en (Cp(X))ω, se obtiene
t(Cp(X)) ≤ t((Cp(X))ω) y en suma t(Cp(X)) = t((Cp(X))ω).

2.2.14. Ejemplo. Espacio X para el cual t(X) > ψ(X). Sea v(α) = 1 para todo α ∈ ω1; hágase
Y = {0, 1}ω1 \ {v} y X = Cp(Y ). Para cada α ∈ ω1, se escribirá Pα =

∏
β∈ω1

Uα
β , donde Uα

α = {0}
y Uα

β = {0, 1} para β 6= α. Por [Engelking, teorema 2.3.15], se tiene que d({0, 1}ω1) ≤ ω, aśı
que d(Y ) ≤ ω; se sigue del teorema 2.2.6 que ψ(X) ≤ ω. Sea U = {Pα ∩ Y : α ∈ ω1}; entonces
U ⊂ τ(Y ). La familia U cubre a Y , porque si x = (xβ)β∈ω1 ∈ Y , existe α ∈ ω1 tal que xα = 0; por
tanto, x ∈ Pα. Sin embargo, U no tiene subcubierta numerable, pues si V = {Pα ∩ Y : α ∈ A}, en
donde A ⊂ ω1 es numerable, existe α ∈ ω1 \ A; el punto y = (yβ)β∈ω1 dado por yα = 0 y yβ = 1
para β 6= α, cumple y ∈ Y \

⋃
V . En consecuencia, l(Y ) > ω; por el teorema 2.2.12, se obtiene

t(X) = t(Cp(Y )) > ω ≥ ψ(X).

El teorema 2.2.12 y el siguiente presentan cierta simetŕıa.

2.2.15. Teorema (Asanov). Si X es un espacio, entonces se verifica t(Xn) ≤ l(Cp(X)) para todo
n ∈ N.

Demostración. Sean κ = l(Cp(X)) y n ∈ N; para probar la desigualdad t(Xn) ≤ κ tómense
x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn y A ⊂ Xn tales que x ∈ A. Eĺıjase Oi ∈ τ(xi, X) de tal manera que
Oi ∩ Oj = ∅ si xi 6= xj y Oi = Oj si xi = xj; dado que O = O1 × . . .× On ∈ τ(x,X) y x ∈ A ∩O,
se puede suponer que A ⊂ O. Se checa fácilmente que el conjunto Φ = {f ∈ Cp(X) : f(xi) = 1
para todo i ≤ n} es cerrado en Cp(X), aśı que l(Φ) ≤ κ; para cada y = (y1, . . . , yn) ∈ A, hágase
Uy = {g ∈ Cp(X) : g(yi) > 0 para todo i ≤ n}. Si f ∈ Φ, se tiene que Ui = f−1((0,∞)) ∈ τ(xi, X)
para todo i ≤ n; dado que x ∈ A, existe y = (y1, . . . , yn) ∈ A∩ (U1× . . .×Un). Por tanto, f(yi) > 0
para todo i ≤ n, aśı que f ∈ Uy; ésto muestra que Φ ⊂

⋃
{Uy : y ∈ A}. La desigualdad l(Φ) ≤ κ

implica que existe B ⊂ A tal que |B| ≤ κ y Φ ⊂
⋃
{Uy : y ∈ B}. Para demostrar que x ∈ B tómese

V = V1× . . .×Vn ∈ τ(x,X); puede suponerse que Vi ⊂ Oi para todo i ≤ n y que Vi = Vj si xi = xj.
Por ser X espacio de Tychonoff, existe g ∈ Φ para la cual g(X \

⋃n
i=1 Vi) ⊂ {0}; por lo tanto, g ∈ Uy

para alguna y = (y1, . . . , yn) ∈ B. Tenemos que g(yi) > 0 para todo i ≤ n, de lo cual se sigue que
yi ∈ Vj ⊂ Oj para alguna j ≤ n; como y ∈ A implica yi ∈ Oi, tenemos que yi ∈ Oi ∩ Oj. Puesto
que Oi ∩ Oj = ∅ cuando xi 6= xj, debe ser xi = xj; luego Vi = Vj, aśı que yi ∈ Vi para cada i ≤ n.
En consecuencia, y ∈ (V1 × . . .× Vn) ∩B, es decir, x ∈ B.

Pero debe tenerse en cuenta que puede suceder que l(Cp(X)) 6= sup{t(Xn) : n ∈ N} como se
muestra a continuación.

2.2.16. Ejemplo. Sea X = ω1 con la topoloǵıa discreta; entonces Xn también es un espacio
discreto para todo n ∈ N por lo cual t(Xn) ≤ ω. Para cerciorarnos de que l(Cp(X)) > ω es
suficiente probar que Rω1 no es normal, pues Cp(ω1) = Rω1 y todo espacio Lindelöf regular es
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normal; por ser Nω1 subespacio cerrado de Rω1 basta probar que Nω1 no es normal. Para ésto
sean F = {x ∈ Nω1 : |x−1(i)| ≤ 1 para todo i 6= 1} y G = {x ∈ Nω1 : |x−1(i)| ≤ 1 para todo
i 6= 2}; los conjuntos F y G son cerrados. Se probará ésto para F , la demostración para G es
análoga. Si x ∈ Nω1 \ F existen distintos α,β ∈ ω1 tales que x(α) = x(β) = i 6= 1; por tanto,
U = {y ∈ Nω1 : y(α) = y(β) = i} ∈ τ(Nω1), mientras x ∈ U y U ∩ F = ∅.

Si x ∈ F entonces existen distintos α,β ∈ ω1 para los cuales x(α) = x(β) = 1, aśı que x /∈ G,
de donde F ∩ G = ∅. Supongamos que Nω1 es normal; entonces existen U ,V ∈ τ(Nω1) tales que
F ⊂ U , G ⊂ V y U ∩ V = ∅. De la proposición 2.1.2 se sigue que la familia de conjuntos
abiertos B = {O(α1, . . . , αn; {i1}, . . . , {in}) : αk ∈ ω1, ik ∈ N, k = 1, . . . , n y n ∈ N} es una base
de Nω1 ; sea γ una subfamilia disjunta maximal de B tal que

⋃
γ ⊂ U . Es claro que

⋃
γ = U ;

de la proposición 2.1.7 fácilmente se obtiene c(Nω1) ≤ ω, de modo que |γ| ≤ ω. Para cada W =
O(α1, . . . , αn; {i1}, . . . , {in}) ∈ γ sea z(W ) = {α1, . . . , αn}. Considérense el conjunto A =

⋃
{z(W ) :

W ∈ γ} y la proyección pA : Nω1 → NA sobre la cara correspondiente; entonces |A| ≤ ω.

Se afirma que p−1A (pA(U)) = U ; para ello basta probar la inclusión p−1A (pA(U)) ⊂ U . Sea pα :
Nω1 → N la proyección natural para todo α ∈ ω1; si x ∈ p−1A (pA(

⋃
γ)), existe y ∈

⋃
γ tal que

pA(x) = pA(y). Supongamos que y ∈ W = O(α1, . . . , αn; {i1}, . . . , {in}) ∈ γ; entonces pαk(x) =
pαk(y) para k ≤ n, por lo cual x ∈ W ⊂

⋃
γ. En consecuencia, p−1A (pA(

⋃
γ)) ⊂

⋃
γ, aśı que

p−1A (pA(
⋃
γ)) =

⋃
γ. Tómense x ∈ Nω1 tal que y = pA(x) ∈ pA(

⋃
γ) y V ∈ τ(x,Nω1); dado

que pA es un mapeo abierto, se tiene que pA(V ) ∈ τ(y,NA). Por lo tanto, pA(V ) ∩ pA(
⋃
γ) 6= ∅,

de donde V ∩ p−1A (pA(
⋃
γ)) 6= ∅; luego x ∈ p−1A (pA(

⋃
γ)), lo cual implica que p−1A (pA(

⋃
γ)) ⊂

p−1A (pA(
⋃
γ)) =

⋃
γ = U . Por la continuidad de pA, se obtiene pA(

⋃
γ) ⊂ pA(

⋃
γ) y por eso

p−1A (pA(U)) = p−1A (pA(
⋃
γ)) ⊂ p−1A (pA(

⋃
γ)) ⊂ U .

Dada una numeración {αn : n ∈ N} del conjunto A hagamos x(β) = 2 para todo β ∈ ω1 \ A
y x(αn) = n para cada n ∈ N. Además, sea y(β) = 1 para todo β ∈ ω1 \ A y y(αn) = n si
n ∈ N. Para los puntos x,y ∈ Nω1 tenemos que x ∈ G ⊂ V y y ∈ F ⊂ U , mientras pA(x) = pA(y);
en consecuencia, y ∈ U y x ∈ p−1A (pA(U)) = U . Por consiguiente, U ∩ V 6= ∅, lo cual es una
contradicción; se concluye que Nω1 no es normal.

2.2.17. Definición. Dada una sucesión γ = {An : n ∈ ω} de subconjuntos de X, se denotará por
limγ al conjunto {x ∈ X : existe m ∈ ω tal que x ∈ An para todo n ≥ m}.

Se observa que existen otras definiciones de ĺımite de familias de conjuntos, como son el ĺımite
directo y el ĺımite inverso de una familia indexada de conjuntos; para aplicaciones del segundo tipo
de ĺımite a la Topoloǵıa ver [Engelking, caṕıtulo 2 sección 5].

2.2.18. Teorema. Para todo espacio X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) el espacio Cp(X) es Fréchet-Urysohn;

(ii) para cada ω-cubierta abierta γ de X, existe una sucesión ξ = {Un : n ∈ ω} ⊂ γ tal que
lim ξ = X;

(iii) dada una sucesión {γn : n ∈ ω} de ω-cubiertas abiertas de X, para cada n ∈ ω puede elegirse
Un ∈ γn de tal manera que lim{Un : n ∈ ω} = X.

Demostración. (i)⇒(ii). Si X ∈ γ, tómese ξ = {Un : n ∈ ω} donde Un = X para todo n; si no, sea
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z(f) = f−1(R \ {0}) para toda f ∈ Cp(X) y considérese el conjunto P = {f ∈ Cp(X) : z(f) ⊂ U
para alguna U ∈ γ}. Se probará que u ∈ P \ P , siendo u la función constante de valor 1; como
z(u) = X /∈ γ se tiene que u /∈ P . Dados x1, . . . , xn ∈ X y ε > 0, existe U ∈ γ tal que
{x1, . . . , xn} ⊂ U ; puesto que puede hallarse f ∈ Cp(X) que cumple f(xi) = 1 para todo i ≤ n y
f(X \ U) = {0}, se deduce que f ∈ O(u;x1, . . . , xn; ε) ∩ P ; por tanto, u ∈ P .

Por (i), existe una sucesión {fn : n ∈ ω} ⊂ P que converge a u; luego, existe Un ∈ γ que cumple
z(fn) ⊂ Un para cada n ∈ ω. Def́ınase la familia ξ = {Un : n ∈ ω}; si x ∈ X, tenemos que
W = O(u;x; 1/2) ∈ τ(u,Cp(X)), aśı que existe N ∈ ω para el cual fn ∈ W si n ≥ N . Ésto implica
que fn(x) 6= 0 y por ello x ∈ z(fn) ⊂ Un para todo n ≥ N ; en consecuencia, lim ξ = X.

(ii)⇒(iii). Dadas U , U ′ ⊂ τ(X), se escribirá U < U ′ si para cada U ∈ U , existe U ′ ∈ U ′ tal que
U ⊂ U ′. Se dirá que una sucesión {µn : n ∈ ω} de ω-cubiertas abiertas de X es especial si para
toda n ∈ ω existe Un ∈ µn tal que lim{Un : n ∈ ω} = X; asimismo, de una sucesión {µn : n ∈ ω}
de cubiertas abiertas se dirá que es decreciente si µn+1 < µn para todo n ∈ ω.

En primer lugar, observemos que si cada sucesión decreciente de ω-cubiertas abiertas es especial,
entonces cada sucesión de ω-cubiertas abiertas es especial; para ésto, sea {µn : n ∈ ω} una sucesión
de ω-cubiertas abiertas y hágase µ′n = {U0∩ . . .∩Un : Ui ∈ µi para i ≤ n} para todo n ∈ ω. Se checa
fácilmente que cada µ′n es una ω-cubierta abierta, aśı que por hipótesis la sucesión {µ′n : n ∈ ω} es
especial; puesto que µ′n < µn para todo n, también es fácil checar que la sucesión {µn : n ∈ ω} es
especial. En segundo lugar, observemos que una sucesión decreciente {µn : n ∈ ω} de ω-cubiertas
abiertas de X es especial si contiene una subsucesión {µki : i ∈ ω}, donde ki+1 > ki para todo i,
la cual es especial; para ver ésto, dados Uki ∈ µki tales que lim{Uki : i ∈ ω} = X, se construirá
para cada i ∈ ω una sucesión Uki+1, . . . , Uki+1−1 de manera recursiva y comenzando con Uki+1−1.
Por ser µki+1

< µki+1−1, existe Uki+1−1 ∈ µki+1−1 para el cual Uki+1
⊂ Uki+1−1; análogamente, existe

Uki+1−2 ∈ µki+1−2 que cumple Uki+1−1 ⊂ Uki+1−2 y aśı sucesivamente. Es claro que para la sucesión
resultante {Ui : i ∈ ω} se verifica lim{Ui : i ∈ ω} = X, es decir, {µn : n ∈ ω} es especial.

Verificar el enunciado significa probar que si {γn : n ∈ ω} es una sucesión de ω-cubiertas abiertas
de X, entonces es especial; por la primera observación del párrafo anterior se puede suponer que
la sucesión es decreciente. Eĺıjase un conjunto {xi : i ∈ ω} ⊂ X tal que xi 6= xj si i 6= j; sea
µn = {U \ {xn} : U ∈ γn} para todo n ∈ ω. Dado un conjunto finito F en X, existe N ∈ N
tal que xi /∈ F para i ≥ N ; puesto que γN es una ω-cubierta de X, existe U ∈ γN que cumple
F ⊂ U , de donde F ⊂ U \ {xN} ∈ µN , aśı que

⋃
{µn : n ∈ ω} es una ω-cubierta abierta de X.

Por (ii), existen sucesiones {kn : n ∈ ω} ⊂ N y {Un : n ∈ ω} tales que Un ∈ µkn para todo n y
lim{Un : n ∈ ω} = X. La sucesión {kn : n ∈ ω} no puede estar acotada por algún m ∈ ω porque en
ese caso, {x0, . . . , xm} 6⊂ Un para todo n, lo cual es una contradicción; ésto significa que se puede
reordenar {kn : n ∈ ω} de tal manera que la sucesión resultante {kφ(n) : n ∈ ω} sea creciente. Dado
x ∈ X, existe M ∈ N tal que x ∈ Un ∈ µkn para n > M ; dado que kn = kφ(φ−1(n)) para todo
n ∈ ω, se tiene que x ∈ Uφ(j) ∈ µkφ(j) para j > max{φ−1(n) : n ≤ M}, aśı que {µn : n ∈ ω} tiene
una subsucesión especial. Como µn < γn para todo n, la sucesión {γn : n ∈ ω} también tiene una
subsucesión especial; por la segunda observación del párrafo anterior, la sucesión {γn : n ∈ ω} es
especial.

(iii)⇒(i). Sean A ⊂ Cp(X) y f ∈ A; según la observación a la proposición 2.1.4, se puede
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suponer que f = u, donde u es la función constante con valor 0. Para cada n ∈ N, sea γn =
{g−1((−1/n, 1/n)) : g ∈ A}; es fácil ver que cada γn es una ω-cubierta abierta de X. Por (iii),
para todo n ∈ N se puede elegir Un ∈ γn de tal manera que lim{Un : n ∈ N} = X; para cada
n ∈ N existe fn ∈ A tal que Un = f−1n ((−1/n, 1/n)). Por la proposición 2.1.2, para probar que la
sucesión {fn} converge a u es suficiente mostrar que {fn(x)} converge a u(x) = 0 para todo x ∈ X;
aśı, sean x ∈ X y ε > 0. Tómese m ∈ N para el cual 1/m < ε y x ∈ Un para n ≥ m; entonces
|fn(x)| < 1/n ≤ 1/m < ε para todo n ≥ m. Ésto prueba que {fn(x)} converge a 0 para todo x ∈ X.

2.2.19. Proposición. Para todo X, el espacio Cp(X) es Fréchet-Urysohn si y sólo si (Cp(X))ω es
Fréchet-Urysohn.

Demostración. Necesidad. Para probar que (Cp(X))ω es Fréchet-Urysohn normalmente tomaŕıamos
cualesquiera f ∈ (Cp(X))ω y A ⊂ (Cp(X))ω tales que f ∈ A, y mostraŕıamos que existe una sucesión
{fn} ⊂ A que converge a f . Por la proposición 2.1.11, el espacio (Cp(X))ω =

∏
t∈ω Cp(Xt,R)

donde Xt = X para todo t, es homeomorfo al espacio Cp(
⊕

t∈ωXt,R) = Cp(
⊕

t∈ωXt), aśı que
la observación a la proposición 2.1.4 nos libera de la restricción de que f sea cualquier punto,
permitiéndonos elegir uno especial. Por la proposición 2.1.10, el espacio (Cp(X))ω =

∏
t∈ω Cp(X, Yt)

donde Yt = R para todo t, es homeomorfo a Cp(X,Rω); si µ0 ∈ Rω es la función constante con valor
0, el punto elegido especialmente f ∈ Cp(X,Rω), será la función constante con valor µ0. Como
Rω tiene una base numerable, existe una base local B0 = {On : n ∈ ω} de Rω en µ0 para la cual
On+1 ⊂ On para todo n.

Supongamos que f ∈ A y consideremos la familia γn = {g−1(On) : g ∈ A} para todo n ∈ ω;
entonces cada γn es una ω-cubierta de X. Por el teorema 2.2.18(iii) para todo n se puede elegir
Un ∈ γn tal que lim{Un : n ∈ ω} = X; para cada n ∈ ω existe fn ∈ A que cumple Un = f−1n (On).

Se probará que la sucesión {fn} converge a f ; dados x1, . . . , xn ∈ X, def́ınase el conjunto
W (x1, . . . , xn) = {g ∈ Cp(X,Rω) : g(xi) ∈ On para i ≤ n}. Si f ∈ U ∈ τ(Cp(X,Rω)), por ser
B0 una base local de Rω en µ0 y por la proposición 2.1.2, existe V = O(x1, . . . , xl;On1 , . . . , Onl) tal
que f ∈ V ⊂ U . Sea k = max{l, n1, . . . , nl} y si k > l hágase xj = x1 para j = l+1, . . . , k; entonces
Ok ⊂ Onj para j ≤ l y f ∈ W (x1, . . . , xk) ⊂ V . Puesto que lim{Un : n ∈ ω} = X, existe m ∈ ω
que satisface las condiciones m > k y {x1, . . . , xk} ⊂ Un = f−1n (On) para todo n ≥ m; por tanto,
fn ∈ W (x1, . . . , xk) para n ≥ m, de donde {fn} converge a f , aśı que Cp(X,Rω) es Fréchet-Urysohn.

Suficiencia. Dado que Cp(X) se encaja como subespacio de (Cp(X))ω, el enunciado es consecuen-
cia de la proposición 1.3.1.

Nótese el contraste entre el ejemplo 1.3.4 por un lado y el corolario 2.2.13 y la proposición 2.2.19
por otro.
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2.3. El teorema de Gerlits-Pytkeev

En esta sección igual que en la anterior, nos restringimos a funciones cardinales con valores
infinitos; además, el teorema principal muestra una vez más que si aplicamos a un espacio la
operación C, las relaciones entre algunas propiedades de X aumentan de manera notable. En
particular, en los espacios Cp(X) coinciden la secuencialidad y la propiedad k.

2.3.1. Definición. La extensión de un espacio X es el cardinal ext(X) = sup{|D| : D ⊂ X es
cerrado y discreto}.

El siguiente teorema se puede extender a la clase de los espacios conocidos como Lindelöf Σ, pero
aqúı sólo se requiere para espacios compactos.

2.3.2. Teorema (Baturov). Si X es un espacio compacto, entonces para cada Y ⊂ Cp(X) se cumple
ext(Y ) = l(Y ).

Demostración. Dados una función u : Z1 → Z2 y n ∈ N, se define un como el producto cartesiano
de las funciones {ui : i = 1, . . . , n} donde ui = u para i ≤ n. Si P es un conjunto, entonces
Fin(P ) = {F ⊂ P : F 6= ∅ y |F | < ω}. Para la familia O = {(a, b) : a < b, a, b ∈ Q} y cada
n ∈ N sea On = {O1 × · · · × On : Oi ∈ O para i ≤ n}; eĺıjase una numeración {Ok : k ∈ ω} de
la familia

⋃
{On : n ∈ N}. Aśı, para cada k ∈ ω existen mk ∈ N y Ok

1 , . . . , O
k
mk
∈ O tales que

Ok = Ok
1×· · ·×Ok

mk
. Para cada x = (x1, . . . , xmk) ∈ Xmk sea [x,Ok] = {f ∈ Cp(X) : fmk(x) ∈ Ok};

si Bk = {[x,Ok] : x ∈ Xmk}, entonces B =
⋃
{Bk : k ∈ ω} es una base de Cp(X) por la proposición

2.1.2.

Tomemos cualquier subespacio Y ⊂ Cp(X). Se demuestra fácilmente que ext(Z) ≤ l(Z) para
todo espacio Z, aśı que para probar que ext(Y ) = l(Y ) basta mostrar que l(Y ) ≤ ext(Y ), lo cual
equivale a probar que l(Y ) > κ implica ext(Y ) > κ para todo cardinal κ. Si l(Y ) > κ, tómese
U ⊂ τ(Cp(X)) tal que Y ⊂

⋃
U y ninguna subfamilia V ⊂ U cumple |V| ≤ κ y Y ⊂

⋃
V ;

claramente se puede suponer que U ⊂ B. Hágase Ak = {x ∈ Xmk : [x,Ok] ∈ U} para todo k ∈ ω;
aśı la condición Y ⊂

⋃
U es equivalente a:

(1) para cualquier f ∈ Y existen k ∈ ω y x ∈ Ak tales que fmk(x) ∈ Ok.

La afirmación de que ninguna subfamilia V ⊂ U cumple |V| ≤ κ y Y ⊂
⋃
V equivale a:

(2) si Bk ⊂ Ak y |Bk| ≤ κ para todo k ∈ ω, entonces existe f ∈ Y tal que fmk(Bk)∩Ok = ∅ para
cada k.

Eĺıjase f0 ∈ Y y sea B(k, 0) = ∅ para todo k ∈ ω. Supongamos que 0 < α < κ+ y hemos
hallado un conjunto {fβ : β < α} ⊂ Y y una familia {B(k, β) : β < α, k ∈ ω} con las siguientes
propiedades:

(3) B(k, β) ⊂ Ak y |B(k, β)| ≤ κ para todo k ∈ ω y β < α;

(4) si γ < β < α entonces B(k, γ) ⊂ B(k, β) para todo k ∈ ω;

(5) para cualesquiera β < α, k ∈ ω y H ∈ Fin{fγ : γ < β} el conjunto uH(B(k, β)) es denso en
uH(Ak) donde uH = ∆{fmk : f ∈ H} : Xmk → Rmk·|H| es un producto diagonal;

(6) fmkβ (B(k, β)) ∩Ok = ∅ para todos β < α y k ∈ ω.

Para obtener fα, sea Fα = {fβ : β < α} y f́ıjese k ∈ ω; para cada H ∈ Fin(Fα) hágase
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uH = ∆{fmk : f ∈ H} : Xmk → Rmk·|H|. De acuerdo con la desigualdad w(uH(Ak)) ≤ ω,
existe un conjunto numerable B(H, k) ⊂ Ak tal que uH(B(H, k)) es denso en uH(Ak); el conjunto
B(k, α) = (

⋃
{B(k, β) : β < α}) ∪ ({B(H, k) : H ∈ Fin(Fα)}) tiene cardinalidad a lo más κ.

Por (2), existe fα ∈ Y que cumple fmkα (B(k, α)) ∩ Ok = ∅ para todo k ∈ ω; es fácil checar que
las propiedades (3)–(6) se verifican para el conjunto {fβ : β ≤ α} y la familia {B(k, β) : β ≤ α,
k ∈ ω}, aśı que la inducción transfinita proporciona un conjunto D = {fα : α < κ+} y una familia
{B(k, β) : β < κ+, k ∈ ω} que satisfacen las propiedades (3)–(6) para todo α < κ+.

Supongamos que β < α < κ+; se sigue de (4) y (5) que fmkβ (B(k, α)) es denso en fmkβ (Ak) para
todo k ∈ ω. Por (1), se tiene que fmkβ (Ak) ∩ Ok 6= ∅ y por eso fmkβ (B(k, α)) ∩ Ok 6= ∅ para algún
k ∈ ω. Por otro lado, fmkα (B(k, α))∩Ok = ∅ según (6); en consecuencia, fα 6= fβ, aśı que |D| = κ+.

Se probará que D es cerrado y discreto por contradicción; para ello supongamos que g es un
punto de acumulación en Y para D. Puesto que Xω es compacto, se deduce que l(Xω) ≤ ω; luego,
t(Y ) ≤ t(Cp(X)) ≤ ω por el teorema 2.2.12. Por lo tanto, g es un punto de acumulación de algún
subconjunto numerable de D y por ello, α = min{β < κ+ : g es un punto de acumulación de
Fβ} está bien definido; es claro que α es un ordinal ĺımite. Existen k ∈ ω y y ∈ Ak tales que
g ∈ [y,Ok]; es evidente que g también es un punto de acumulación de G = Fα ∩ [y,Ok]. Sean
K =

⋂
{(fmk)−1(fmk(y)) : f ∈ G} y W = (gmk)−1(Ok); entonces K 6= ∅ pues y ∈ K.

Si K \W 6= ∅, tómese x ∈ K \W y nótese que gmk(x) /∈ Ok, mientras gmk(y) ∈ Ok, de donde
gmk(x) 6= gmk(y); dado que x ∈ K, se obtiene fmk(x) = fmk(y) para todo f ∈ G lo cual contradice
que g ∈ G.

Si K ⊂ W , entonces el conjunto Kf = (fmk)−1(fmk(y)) es compacto para todo f ∈ G y y ∈⋂
{Kf : f ∈ G} = K ⊂ W ; por [Engelking, corolario 3.1.5], existe un conjunto finito H ⊂ G tal

que Q =
⋂
{Kf : f ∈ H} ⊂ W . Nótese que si uH = ∆{fmk : f ∈ H}, entonces Q = u−1H (uH(y)); si

ahora uH : Xmk → Y donde Y = uH(Xmk), entonces uH es un mapeo perfecto.

Por [Engelking, teorema 1.4.13], existe U ∈ τ(Y ) tal que uH(y) ∈ U y u−1H (U) ⊂ W . Sea
γ = max{β : fβ ∈ H}; entonces γ < µ = γ + 1 < α pues α es un ordinal ĺımite. Tenemos que
H ∈ Fin(Fµ), de modo que uH(B(k, µ)) es denso en uH(Ak) por (5); además, uH(y) ∈ U ∩uH(Ak),
por lo cual ∅ 6= U ∩ uH(Ak) ∈ τ(uH(Ak)). Según lo anterior, uH(B(k, µ)) ∩ U 6= ∅ y por ello existe
z ∈ B(k, µ) tal que u−1H (uH(z)) ⊂ W ; en particular, z ∈ W . Ésto implica que gmk(z) ∈ Ok.

De acuerdo con (6) se tiene que fmkµ (B(k, µ))∩Ok = ∅; por (4) y (6), para cada ordinal β tal que
µ ≤ β < α se cumple fmkβ (B(k, µ)) ∩ Ok ⊂ fmkβ (B(k, β)) ∩ Ok = ∅. En consecuencia, fmkβ (z) /∈ Ok

siempre que µ ≤ β < α, lo que muestra que g /∈ G \ Fµ y por ello g es un punto de acumulación de
Fµ; puesto que µ < α, ésto contradice la elección de α. Por tanto, D es cerrado y discreto en Y , de
donde ext(Y ) ≥ |D| = κ+ > κ, tal como se queŕıa probar.

2.3.3. Teorema (Pytkeev). Si X es un espacio y ext(Xn) ≤ ω para todo n ∈ N, entonces se tiene
que t(K) ≤ ω para cada compacto K ⊂ Cp(X).

Demostración. Sea K un subespacio compacto de Cp(X) y EK : X → Cp(K) el mapeo de evaluación
correspondiente; si X ′ = EK(X), según el teorema 2.1.20(v), el espacio K se encaja en Cp(X

′) y
por ello podemos suponer que K ⊂ Cp(X

′). Es fácil probar que para cualquier función continua
sobreyectiva f : Y → Z se cumple ext(Z) ≤ ext(Y ); en particular, si f es el producto cartesiano
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de las funciones gi, en donde gi : X → X ′ coincide con EK para todo i ∈ {1, . . . , n}. Por tanto,
ext((X ′)n) = ext((g1 × · · · × gn)(Xn)) ≤ ext(Xn) ≤ ω para todo n ∈ N, por hipótesis; puesto que
(X ′)n ⊂ (Cp(K))n, se sigue de la proposición 2.1.11 que se puede considerar a (X ′)n subespacio de
Cp(

⊕
i≤nKi) donde Ki = K para i ≤ n. Como

⊕
i≤nKi es un espacio compacto, por el teorema

2.3.2 se tiene que l((X ′)n) ≤ ω para todo n; en consecuencia, t(Cp(X
′)) ≤ ω de acuerdo con el

teorema 2.2.12. Por lo tanto, t(K) ≤ ω.

2.3.4. Definición. Un conjunto A ⊂ Cp(X) se llama uniformemente denso en Cp(X) si para
cualesquiera f ∈ Cp(X) y ε > 0, existe g ∈ A tal que |g(x)− f(x)| < ε para todo x ∈ X.

2.3.5. Teorema (Tkachuk). Si A ⊂ Cp(X) es uniformemente denso en Cp(X), entonces se cumple
la igualdad t(A) = t(Cp(X)).

Demostración. Sea κ = t(A); por κ ≤ t(Cp(X)), sólo debe probarse que t(Cp(X)) ≤ κ. Por la
proposición 2.2.11 y el teorema 2.2.12 es suficiente mostrar que para cualquier ω-cubierta abierta
U de X, existe una ω-cubierta U ′ ⊂ U tal que |U ′| ≤ κ. De la definición 2.3.4, se prueba fácilmente
que el traslado de un conjunto uniformemente denso en Cp(X) también lo es; por ello, podemos
suponer que u ∈ A, donde u es la función constante de valor 1. Dada f ∈ A, sea S(f) = {x ∈ X :
f(x) ≥ 1/3}; para el conjunto P = {f ∈ A : S(f) ⊂ U para algún U ∈ U} se probará que u ∈ P .
Sean K = {x1, . . . , xn} ⊂ X y ε > 0; entonces existe U ∈ U para el cual K ⊂ U . Tómese h ∈ Cp(X)
que cumpla h(K) = {1} y h(X \U) ⊂ {0}; como A es uniformemente denso en Cp(X), existe f ∈ A
tal que |f(x)−h(x)| < min{1/3, ε} para todo x ∈ X. Por tanto, f(x) < 1/3 para todo x ∈ X \U y
|f(x)−1| < ε para todo x ∈ K; ésto prueba que S(f) ⊂ U y f ∈ O(u;x1, . . . , xn; ε), es decir, u ∈ P .
Dado que t(A) ≤ κ, existe B ⊂ P que cumple |B| ≤ κ y u ∈ B; para cada f ∈ B eĺıjase Uf ∈ U
para el cual S(f) ⊂ Uf . Dado un conjunto finito F ⊂ X, existe f ∈ B tal que |f(x)−1| < 1/3 para
todo x ∈ F ; en consecuencia f(x) > 2/3 para todo x ∈ F , aśı que F ⊂ S(f) ⊂ Uf . El conjunto
U ′ = {Uf : f ∈ B} ⊂ U resulta ser una ω-cubierta de X y |U ′| ≤ κ.

2.3.6. Definición. Se dice que un espacio X tiene la propiedad ϕ, lo cual se denota por X ` ϕ,
si para cada ω-cubierta abierta U de X que cumple U =

⋃
{Un : n ∈ N} y Un ⊂ Un+1 para todo

n ∈ N, existe una familia {Xn : n ∈ N} de subconjuntos de X tal que cada Xn tiene por ω-cubierta
alguna Ukn y lim{Xn : n ∈ N} = X.

2.3.7. Teorema (Gerlits-Nagy). Para todo espacio X, si t(Cp(X)) ≤ ω y X ` ϕ, entonces Cp(X)
es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Sea γ una ω-cubierta abierta de X; por la desigualdad t(Cp(X)) ≤ ω aunada
al teorema 2.2.12, se tiene que l(Xn) ≤ ω para todo n ∈ N, aśı que por la proposición 2.2.11,
existe una ω-cubierta µ = {Un : n ∈ N} ⊂ γ. Sea µn = {Uj : j ≤ n} para todo n ∈ N;
entonces µ =

⋃
{µn : n ∈ N} y µn ⊂ µn+1 para cada n. Puesto que X ` ϕ, existe una familia

{Xn : n ∈ N} de subconjuntos de X tal que cualquier Xn tiene por una ω-cubierta alguna µkn y
lim{Xn : n ∈ N} = X. Se puede considerar, sin pérdida de generalidad que kn < kn+1 para cada
n ∈ N. Después se hace k0 = 0, X ′0 = ∅ y se definen X ′k = Xn y νk = µkn si kn ≤ k < kn+1; la
sucesión {X ′n : n ∈ ω} cumple lim{X ′n : n ∈ ω} = X y cada νn es una ω-cubierta de X ′n. Ahora,
una familia finita puede ser una ω-cubierta de un conjunto si y sólo si el conjunto está contenido
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en algún elemento de la familia; por tanto, existe Vn ∈ νn para el cual X ′n ⊂ Vn para todo n. Es
claro que {Vn : n ∈ N} ⊂ γ y lim{Vn : n ∈ N} = X; por el teorema 2.2.18, se concluye que Cp(X)
es Fréchet-Urysohn.

2.3.8. Lema. Si X es un espacio k, entonces t(X) = sup{t(K) : K ⊂ X es compacto}.
Demostración. Sean λ = t(X) y κ = sup{t(K) : K ⊂ X es compacto}; por la proposición 1.3.3, se
cumple κ ≤ λ. Para probar que λ ≤ κ, sea A ⊂ X tal que A 6= A; por ser X un espacio k, existe
un conjunto compacto K ⊂ X para el cual A ∩K 6= A ∩K. La condición t(K) ≤ κ aunada a la
proposición 1.2.7 implica que existe B ⊂ A ∩K tal que |B| ≤ κ y B \ (A ∩K) 6= ∅; puesto que K
es cerrado en X se tiene que B \ A 6= ∅ y como B ⊂ A, por la misma proposición concluimos que
λ ≤ κ.

2.3.9. Teorema (Tkachuk). Dado un espacio X, supongamos que A es uniformemente denso en
Cp(X). Si A es un espacio k, entonces Cp(X) es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Se afirma que ext(Xn) ≤ ω, para todo n ∈ N; para probarlo supongamos que
para alguna n ∈ N existe un conjunto cerrado discreto no numerable D ⊂ Xn. Dados f ∈ A y
m ∈ N, sea U(f,m) = {x ∈ X : f(x) < m}; def́ınase Pm = {f ∈ A : |(U(f,m))n ∩ D| ≤ m}. Si
h ∈ A \ Pm, entonces existen puntos distintos z1, . . . , zm+1 ∈ (U(h,m))n ∩ D; si zi = (zi1, . . . , z

i
n),

se cumple h(zik) < m para todo i ≤ m + 1 y k ≤ n. De la proposición 2.1.2, se deduce que
O(h) = {f ∈ A : f(zik) < m para cada i ≤ m + 1 y k ≤ n} ∈ τ(h,A). Para cualquier f ∈ O(h) se
tiene que {z1, . . . , zm+1} ⊂ (U(f,m))n ∩D, aśı que O(h) ∩ Pm = ∅ y por lo tanto Pm es cerrado en
A.

Considérese el conjunto P =
⋃
{Pm : m ∈ N} y sea w ∈ A tal que |w(x)| ≤ 1/2 para todo x ∈ X;

entonces U(w,m) = X para todo m ∈ N, por lo cual cada conjunto (U(w,m))n∩D no es numerable,
de donde w /∈ P . Sin embargo, w ∈ P ; para verlo toménse K = {x1, . . . , xl} ⊂ X y ε > 0. Por
ser D cerrado y discreto en Xn, existe V ∈ τ(K,X) y k ∈ N para los cuales |V n ∩D| ≤ k. Eĺıjase
f ∈ Cp(X) que cumpla f | K = w | K y f(X \V ) = {k+1}; sean δ = min{1/4, ε} y g ∈ A tales que
|g(x)− f(x)| < δ para todo x ∈ X. Tenemos que g(x) > k para cada x ∈ X \V y |g(x)−w(x)| < ε
para todo x ∈ K, lo que implica que g ∈ O(w;x1, . . . , xl; ε) ∩ Pk, y por ello w ∈ P .

Por lo tanto, P no es cerrado en A; luego existe un conjunto compacto C ⊂ A tal que C ∩ P
no es cerrado en C. Dado que cada Pm es cerrado en A, se obtiene C 6⊂ P1 ∪ . . . ∪ Pl para todo
l ∈ N; por eso existe una subsucesión {Pml} de {Pm} tal que Pml ∩ C 6= ∅ y ml+l > ml para todo
l. Eĺıjase fl ∈ Pml ∩ C para todo l; puesto que |D| > ω > |D ∩ (U(fl,ml))

n| para todo l, se tiene
que Xn \

⋃
{(U(fl,ml))

n : l ∈ N} 6= ∅. Tómese z = (z1, . . . , zn) ∈ Xn \
⋃
{(U(fl,ml))

n : l ∈ N};
entonces la sucesión {sup{fl(zi) : 1 ≤ i ≤ n} : l ∈ N} no está acotada. Según la definición 2.1.18 y
la proposición 2.1.20, se tiene que ezi(C) = {f(zi) : f ∈ C} es un conjunto acotado en R para todo
i ≤ n, lo cual contradice lo anterior; en consecuencia, ext(Xn) ≤ ω para todo n ∈ N.

Por el teorema 2.3.3, se tiene que t(K) ≤ ω para cada conjunto compacto K ⊂ Cp(X). Puesto
que A es un espacio k, por el lema 2.3.8, se obtiene t(A) ≤ ω; por el teorema 2.3.5, se deduce que
t(Cp(X)) ≤ ω.

Para terminar la demostración basta verificar que X ` ϕ. Si ésto no es cierto, podemos elegir
una ω-cubierta abierta U =

⋃
{Un : n ∈ N} del espacio X tal que Un ⊂ Un+1 para todo n ∈ N y U
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refuta la hipótesis X ` ϕ. Sea Bn = {f ∈ A : Un es una ω-cubierta de U(f, n)} para cada n ∈ N;
se verá que cada conjunto Bn es cerrado en A. Para ello tómese h ∈ A \ Bn; como Un no es una
ω-cubierta de U(h, n), existe un conjunto finito K ⊂ U(h, n) tal que K 6⊂ V para todo V ⊂ Un. Por
la proposición 2.1.2, se deduce que G = {f ∈ A : f(x) < n para todo x ∈ K} ∈ τ(h,A); además,
G ⊂ A \Bn.

Sea B =
⋃
{Bn : n ∈ N}; se afirma que la función w definida en el segundo párrafo de esta

demostración verifica w ∈ B \B. Para probar que w /∈ Bm para todo m ∈ N, nótese que U(w,m) =
X para todo m y por ello es suficiente checar que cada Um no es una ω-cubierta de X; de no ser
aśı, tomaŕıamos Xn = X para todo n ∈ N y obtendŕıamos lim{Xn : n ∈ N} = X, donde Um es
una ω-cubierta de Xn para todo n, lo cual contradice que U refuta a X ` ϕ. Para ver que w ∈ B,
tómense K = {x1, . . . , xl} ⊂ X y ε > 0; por ser U una ω-cubierta de X, existen m ∈ N y U ∈ Um
que cumplen K ⊂ U . Eĺıjase f ∈ Cp(X) tal que f | K = w | K y f(X \ U) = {m + 1}. Sean
δ = min{1/4, ε} y g ∈ A tales que |g(x) − f(x)| < ε para todo x ∈ X; entonces, g(x) > m para
todo x ∈ X \U y |g(x)−w(x)| < ε para todo x ∈ K, por lo cual g ∈ W = O(w;x1, . . . , xl; ε). Dado
que U(g,m) ⊂ U , se infiere que g ∈ Bm, aśı que g ∈ W ∩Bm, de donde w ∈ B.

Por ser A un espacio k, existe un conjunto compacto F ⊂ A tal que F ∩ B no es cerrado en
F ; para cada x ∈ X existe n(x) ∈ N que cumple f(x) < n(x) para todo f ∈ F . Luego, si
hacemos Xn = {x ∈ X : n(x) ≤ n} para todo n ∈ N, se obtiene Xn ⊂ Xn+1 para todo n y
X =

⋃
{Xn : n ∈ N}; por eso lim{Xn : n ∈ N} = X. Puesto que U refuta a X ` ϕ existe m ∈ N

para el cual ninguna Uk es una ω-cubierta de Xm; por tanto, si n > m y f ∈ Bn, la familia Un es una
ω-cubierta de U(f, n) más no de Xm, por lo cual Xm \ U(f, n) 6= ∅. Si x ∈ Xm \ U(f, n), entonces
f(x) ≥ n > m, aśı que f /∈ F por definición de Xm. Ésto muestra que F ∩ Bn = ∅ para n > m; en
consecuencia F ∩B =

⋃
{F ∩Bi : i ≤ m} es un conjunto cerrado. De la contradicción resultante se

deduce que X ` ϕ; puesto que t(Cp(X)) ≤ ω y X ` ϕ, por el teorema 2.3.7 se concluye que Cp(X)
es Fréchet-Urysohn.

2.3.10. Teorema (Gerlits-Pytkeev). Para todo espacio X, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) Cp(X) es Fréchet-Urysohn;

(ii) Cp(X) es secuencial;

(iii) Cp(X) es un espacio k.

Demostración. (i)⇒(ii). Es consecuencia del teorema 1.2.9.

(ii)⇒(iii). Se sigue del lema 1.3.14(i).

(iii)⇒(i). Se desprende del teorema 2.3.9, haciendo A = Cp(X).



46



Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se estudiaron las propiedades de convergencia en dos contextos: en espacios topológicos
generales y en espacios de funciones Cp(X). Se prepararon las bases para trabajar con espacios de
funciones; en particular, se demostraron teoremas de caracterización de carácter numerable, la
propiedad de Fréchet-Urysohn y secuencialidad en términos de imágenes de espacios métricos. En
espacios Cp(X), se vio que la estructura algebraica mejora notablemente las propiedades de con-
vergencia y que todas las propiedades consideradas, pueden caracterizarse en términos de ciertas
propiedades de X; los métodos desarrollados permitieron llegar a la frontera de lo que se conoce
presentando entre otras cosas, los teoremas de Baturov y de Gerlits-Pytkeev.

Otra conclusión es que las propiedades de convergencia tienen útiles aplicaciones en el ámbito de la
Topoloǵıa General. Por ejemplo, si se conoce la estrechez t(X) de un espacio X, para determinar los
puntos de acumulación de un subespacio A de X, puede uno restringirse a subconjuntos “pequeños”
de A. Asimismo, el hecho de que A ⊂ X sea cerrado o no, puede caracterizarse en términos de
t(X). Por otra parte, el carácter de un espacio X permite hacer estimaciones del tamaño de ciertos
subconjuntos de X: el de A para todo A ⊂ X o del mismo espacio X, si X es compacto.

Como este trabajo contiene los resultados más importantes sobre las propiedades clásicas de con-
vergencia, puede servir de base para un estudio de propiedades más especializadas: la radialidad, la
pseudoradialidad, existencia de bases locales conservativas y la propiedad W de Gruenhage; también
hay espacios Cp(X) especiales que podŕıan considerarse, como los Cp(X, [0, 1]). Con relación al teo-
rema de Gerlits, se sabe que Cp(X) es radial si y sólo si es Fréchet-Urysohn, y que si Cp(X, [0, 1])
es un espacio k, no necesariamente es Fréchet-Urysohn, lo cual se verifica para X = ω1 con la
topoloǵıa discreta; ésto último resulta más intrigante dado que Cp(X) se encaja como subespacio
de Cp(X, [0, 1]) y éste es subespacio de Cp(X), en el cual se cumple el teorema de Gerlits.

Cuando ya se tiene una buena visión de los resultados de punta y se manejan adecuadamente los
métodos modernos de estudio, el siguiente paso es intentar cruzar la frontera del conocimiento. La
manera más común de hacerlo es atacar los problemas abiertos en el área. A continuación se pre-
sentan diez problemas que muestran unas ĺıneas de investigación de las propiedades de convergencia
en espacios de funciones:

1. Supongamos que Cp(X, [0, 1]) es secuencial, ¿será Fréchet-Urysohn?

2. Supongamos que X es cero-dimensional y Cp(X, {0, 1}) es secuencial, ¿será Fréchet-Urysohn?

3. El espacio Cp([0, 1]) no puede tener un subespacio denso Fréchet-Urysohn, pero ¿hay un
subespacio denso secuencial en Cp([0, 1])?

4. Supongamos que X es compacto y Cp(X) tiene un subespacio denso Fréchet-Urysohn, ¿será
X disperso?

5. Supongamos que Cp(X, [0, 1]) tiene un subespacio denso Fréchet-Urysohn, ¿tendrá Cp(X) un
subespacio denso Fréchet-Urysohn?

47



48

6. Supongamos que Cp(X, [0, 1]) tiene un subespacio denso secuencial, ¿tendrá Cp(X) un subes-
pacio denso secuencial?

7. El espacio Cp(X, [0, 1]) tiene un subespacio denso de estrechez numerable, ¿lo tendrá Cp(X)?

8. Supongamos que Cp(X) tiene un subespacio denso Fréchet-Urysohn, ¿lo tendrá el espacio
Cp(X)× Cp(X)?

9. Supongamos que X es compacto y Cp(X) tiene un subespacio denso secuencial, ¿será X
disperso?

10. Supongamos que X es un espacio compacto tal que Cp(X) tiene un subespacio denso secuen-
cial, ¿tendrá un subespacio denso Fréchet-Urysohn?
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de funciones que separa puntos, 28

de funciones que separa puntos de conjuntos

cerrados, 28

κ-cerrado, 6

uniformente denso en Cp(X), 43

densidad de un espacio, 33

erizo de Urysohn, 3

espacio

compacto diádico, 8

con la propiedad ϕ, 43
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