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Introducción

La difusión en sistemas confinados y medios porosos en un fenómeno común en la na-
turaleza, tanto en problemas de índole básico como práctico. Su estudio relaciona distintas
disciplinas, es por ello la pertinencia de esta tesis. Este trabajo se une a los varios esfuerzos
que se han realizado por tratar de comprender y cuantificar algunos aspectos importantes
de la difusión en canales y medios porosos mediante simulaciones de dinámica Browniana y
herramientas analíticas.

En el capítulo uno llamado generalidades se hace un breve recuento histórico acerca de
la difusión, así como de su importancia en sistemas microscópicos. Se revisa el problema
de difusión en un canal cónico mediante la ecuación de Fick Jacobs. Después, se abordan
tres problemas distribuidos en tres capítulos como se enlistan a continuación.

En el capítulo dos se estudia el problema de difusión de partículas Brownianas pasivas
en un canal asimétrico (aquel que tiene una línea media distinta de cero) tipo serpentina
en donde se observan asimetrías en los flujos de partículas es decir, que las partículas
se mueven en una dirección en mayor cantidad que en la dirección opuesta, se hizo un
comparación teórica de los tiempos de primer arribo mediante la ecuación de Kalinay
Kalinay [1].

En el capítulo tres se aborda el problema en donde se tiene un fluido homogéneo (FH) y
un medio poroso (MP) constituido por obstáculos con geometría circular no permeables
y sin traslape. Para este caso se estudian los efectos de la interfase en el transporte por
difusión, los resultados revelaron que el transporte por difusión es asimétrico, en donde
las partículas migran más rápido del medio poroso al fluido homogéneo (FHMP) que en
la dirección opuesta.

En el capítulo cuatro se trata el problema de dos medios porosos: un medio fino y un
medio grueso con obstáculos con geometría circular, no permebales. El motivo de este
caso de estudio fue debido a resultados experimentales de trazadores Brownianos a través
de columnas porosas que consisten de dos segmentos diferentes con perlas de vidrio y
de igual porosidad (Berkowitz y col. [2]), los resultados revelaron que los trazadores

i



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

migran más rápido en la dirección del medio fino (MF) al medio grueso (MG) que en
la dirección opuesta, basados en la ecuación de Fick-Jacobs se hizo una comparación
usando el coeficiente de difusión de Reguera y Rubí [3] y tomando por analogía la
porosidad como el ancho del canal se encontró un comportamiento similar a los datos
de las simulaciones de dinámica Browniana.
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Capítulo 1

Generalidades

La difusión es la migración de partículas de un soluto bajo la acción de múltiples choques
aleatorios con las partículas de disolvente. Se puede apreciar el papel que desempeña la
difusión en diversos eventos, por ejemplo, si tomamos un vaso con agua limpia y lo colocamos
en reposo sobre una superficie sólida. Teniendo mucho cuidado de no agitar el líquido, ahora
ponemos con mucho cuidado una gota de tinta en un punto de la superficie del agua. En
el transcurso del tiempo se observará que la mancha azul que aparece en el punto donde se
colocó la tinta se irá gradualmente dispersando por el agua dándole tintes azules a diferentes
regiones del líquido. Si esperamos un tiempo suficientemente largo (algunas horas) el agua
aparecerá uniformemente coloreada. A este proceso de las moléculas de agua en la tinta se le
conoce como difusión. De manera natural otros mecanismos de transporte de materia como la
convección, juegan un papel relevante; sin embargo, podemos estimar las condiciones en las
cuales la difusión es el fenómeno que domina a través del número de Sherwood (NSh), que da
cuenta de la importancia del transporte por convección respecto al transporte por difusión,
en términos de propiedades como la velocidad relativa entre el fluido y el organismo (u), una
longitud característica del medio lc tomada en la dirección del movimiento, y el coeficiente de
difusión para el sistema (D) Vazquez [4].

NSh = ulc
D0

(1.1)

Si NSh es grande el transporte está regido por la convección. En general los coeficientes
de difusión son pequeños (del orden de 10−9 m2/s en aire y 10−5 m2/s en agua) y entonces
el número de Sherwood suele estar ligado a valores grandes, por lo tanto para que la difusión
sea el mecanismo que gobierne en el transporte de materia, el tamaño del organismo deber
ser muy pequeño, o una velocidad relativa lenta, o ambos. Sin embargo, velocidades lentas no
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se observan comúnmente. Si consideramos que la velocidad máxima de muchos organismos
equivale a diez veces su tamaño por unidad de tiempo (u = 10lc), podríamos hacer el cálculo
de un tamaño crítico (l∗c) para la cual la difusión y la convección están en equilibrio, es decir
NSh,

NSh = 10 (l∗c)
D0

(1.2)

en el agua,(D0 = 10−5 m2/s), obtenemos l∗c = 10−6 m, y para las nanoestructuras de 10−9 m,
al calcular NSh podemos apreciar que la difusión es el mecanismo de transporte que gobierna
a esa escala. En muchos aspectos, estos fenómenos de transporte pueden ser considerados
como diversas manifestaciones debidas a la geometría restringida donde se realiza la dinámica
de partículas Brownianas en una o más dimensiones. Aparte del desarrollo experimental,
el problema del transporte de partículas a través de estructuras confinadas que contienen
aberturas estrechas y cuellos de botella ha llevado a esfuerzos teóricos para el estudio de la
dinámica de difusión en estas geometrías. Los fenómenos que se describen en este trabajo
ocurren por difusión; por lo tanto, dentro del sistema está un fluido, al cual se le denomina
bulto, donde se encuentran las partículas suspendidas; se debe aclarar que en los sistemas que
se van a estudiar la difusión no esta acoplada a otros procesos.

Es necesario aclarar que para considerar que el transporte ocurre sólo por difusión, el
tiempo debe ser grande, es decir; supóngase que en el instante inicial la partícula suspendida
está en cierto punto, digamos A (veáse la Figura 1.1a). Después de cierto tiempo t, la partícula
se encontrará en el punto B, que está a una distancia d del punto inicial A (Eliezer [5]). Si se
repite esta experiencia, resulta que la partícula en el mismo tiempo t no se encontrará ahora
a una distancia d como antes, sino a otra distancia, digamos d1 Figura 1.1b. Si se vuelve a
repetir la experiencia, en lugar de d1 se encontrará a otra distancia, digamos d2 Figura 1.1c,
y así sucesivamente.

Se pueden tomar los cuadrados de estas distancias encontradas en una sucesión muy grande
de experiencias y calcular el promedio de estos cuadrados. Se denotará este promedio como
〈d2〉 y se llamará desplazamiento cuadrático medio. Einstein predijo que esta cantidad debe
comportarse, según transcurre el tiempo, en la forma mostrada en la Figura 1.2.
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Esta curva tiene dos secciones, la primera de ellas, que va de O a N , o sea entre un tiempo
inicial y un tiempo τ , es una parábola. Para tiempos mayores que τ , la gráfica es una línea
recta, que corresponde a la sección NM , a este tiempo. Algunas veces al intervalo de tiempo
comprendido entre [0, τ ] se le llama régimen balístico, y al intervalo [τ, t] donde τ es el instante
cuando la relación entrre 〈d2〉 y el tiempo es lineal, régimen subdifusivo, (Neusius y col. [6]).
En mecánica se demuestra que el hecho de que la curva sea una parábola indica que en el
intervalo entre O y τ la partícula suspendida se comporta como una partícula libre. Esto se
desprende del siguiente argumentó. Al colocar la partícula en el fluido, mientras no choque
con ninguna de las partículas del fluido, se comportará como partícula libre, este proceso dura
poco tiempo, es decir, si el radio de la partícula es del orden 10−9a 10−7 m el tiempo (τ) es
del orden de 10−12 ps. Resulta de la hidrodinámica que un comportamiento rectilíneo de este
tipo corresponde a la difusión de una partícula en el fluido. Einstein encontró además, que la
inclinación de la recta depende de varias cantidades: la temperatura del fluido, su viscosidad,
las dimensiones de la partícula y el número de Avogadro.

A

B

d

A

1
B

1
d A

2
B

2
d

a b
c

Figura 1.1: Al realizar repetidas veces la observación del movimiento de partículas Brownianas
que inicialmente están en el mismo punto, se encontrará que al final del mismo intervalo se
hallan a distancias distintas de su posición inicial.

Sin embargo, si el sistema donde ocurre el fenómeno posee fronteras o existen obstáculos
en el medio, la relación entre 〈d2〉 y el tiempo sigue siendo lineal solo que la constante de
proporcionalidad ahora deja de ser la constante de difusión de bulto y toma un nuevo valor
llamado coeficiente de difusión efectivo (Def ) que depende de la forma de la región de confi-
namiento y de las características de los obstáculos, además que cumple que Def < D0, donde
D0 es el coeficiente de difusión del medio libre (véase la Figura 1.3) (Berezhkovskii y Sutmann
[7], Durand [8], Ciftci y Cakmak [9], Dagdug y col. [10], Berezhkovskii y Dagdug [11].)
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Figura 1.2: Desplazamiento cuadrático medio de la partícula Browniana como función del
tiempo para un sistema sin confinamiento Eliezer [5].

Figura 1.3: Desplazamiento cuadrático medio como función del tiempo para un sistema en
confinamiento.
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1.1. Movimiento Browniano y difusión

Probablemente la primera descripción cualitativa correcta del movimiento Browniano se
puede encontrar en el poema De Rerum Natura (Sobre la naturaleza de las cosas), considerado
el mejor poema didáctico jamás escrito del filósofo y poeta romano Titus Lucretius Carus (95-
55 a. de C.) alrededor del año 60 a.C. Ahí se puede encontrar un pasaje en el cual se describe,
con asombroso detalle para la época, cómo una partícula de polvo realizaba un movimiento
azaroso y sin cesar debido a las colisiones de los átomos en el aire. Mucho tiempo después, en
1785, el fisiólogo holandés Jan Ingen-Housz observó el movimiento irregular de partículas de
carbón en la superficie de alcohol con ayuda de un microscopio. En el año de 1828 el botánico
inglés Robert Brown (1773-1858) observó que en una solución de agua el polen de cierta hierba
(Clarkia pulchella) realizaba un movimiento continuo, muy accidentado, en zigzag. El orden
de magnitud de la longitud lineal de estas partículas de polen variaba entre 5 y 6 micras.
Brown apuntó lo siguiente:

“Al examinar la forma de estas partículas inmersas en agua, vi muchas de ellas eviden-
temente en movimiento; éste consistía no solamente en un cambio de lugar en el fluido,
manifestado por alteraciones en sus posiciones relativas, sino que también, con no poca fre-
cuencia, por un cambio en la forma de la misma partícula. En algunos casos se veía a la
partícula girar sobre su eje mayor. Estos movimientos eran tales que me convencieron, des-
pués de observaciones repetidas, de que no surgían de corrientes en el fluido, ni de su gradual
evaporación, sino que pertenecían a la misma partícula”.

En el mismo trabajo, Brown señalaba que otros investigadores, antes que él, ya habían
notado este movimiento. En particular, menciona los trabajos de F.W. von Gleichen, realiza-
dos unos 60 años antes, y de J. T. Needham. Sin embargo, Brown fue el primero que hizo una
investigación detallada del fenómeno. En primer lugar quiso saber cuál era la causa de que
el polen se estuviera moviendo todo el tiempo. Como primera hipótesis de trabajo sugirió la
posibilidad de que se debiera a que el polen tenía vida. En consecuencia, puso dentro de un
recipiente con agua el polen de plantas que habían muerto cien años antes. Observó que este
polen también realizaba el mismo tipo de movimiento. Brown relata su sorpresa de la forma
siguiente: “. . . me llamó la atención este hecho tan inesperado de aparente vitalidad retenida
por estas moléculas tanto tiempo después de la muerte de la planta”. Posteriormente, el mismo
Brown volvió a repetir sus experimentos pero utilizando partículas de cuerpos inanimados,
como minerales. Se dio cuenta que éstas realizaban el mismo movimiento. Más adelante re-
pitió sus experiencias con humo, obteniendo el mismo resultado. Llegó de esta manera a la
conclusión de que la partícula tuviera vida.
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1.2. Aplicaciones de la difusión en sistemas confinados

El fenómeno de la difusión se puede llevar a cabo tanto en sistemas microscópico. Esta
sección de aplicaciones ya que las nuevas tecnologías han permitido su diseño, caracterización
y prueba para diversas tareas. Los sistemas que se han tomado para esta tesis son aquellos
donde la difusión ocurre en regiones dentro de canales o poros.

En la presente sección se describe el caso de materiales naturales o sintetizados en labora-
torio en los cuales su interior tienen forma de canal en donde se puede llevar a cabo el proceso
de difusión. Como en el caso de las zeolitas se usan para la separación de macromoléculas, otro
sistema en el cual la difusión unidimensional ocurre es el caso de los nanotubos de carbono
que se han estado usando para la caracterización de propiedades de moléculas de interés.

1.2.1. Zeolitas

Las zeolitas son un gran conjunto de minerales cuya estructura es la de un sólido cristalino
mesoporoso, (Kärger y col. [12], Kärger y Ruthven [13]) (véase la Figura 1.4). Existen zeolitas
sintéticas y naturales, su composición química es de silicio, aluminio y oxígeno. Las unidades
elementales que las forman tienen geometría tetraédrica de aluminosilicatos que se agrupan
de cierta manera que van formando esqueletos que encierran cavidades de dimensiones mole-
culares de 0.8 a 1.0 nm (véase la Figura 1.4).

Estas subunidades pueden llegar a conformar estructuras con pequeñas aberturas disponi-
bles que generalmente son ocupados por agua y algunos iones que pueden moverse fácilmente
a través de ellas. Entonces, las zeolitas pueden llegar a tener grandes espacios en su interior
de tal manera que forman canales. Dependiendo del tamaño de la abertura de los poros y
de las especies que se transportan a través de ellas, la zeolitas puede actuar como filtros,
(Freyhardth y col. [14]), es decir, que cuando las moléculas de diferente tamaño entran en las
zeolitas, algunas pueden quedar atrapadas dentro de las cavidades mientras que otras pueden
moverse libremente a través de los canales de la zeolita. Debido a esta propiedad, las zeolitas
se pueden usar para separar sustancias de bajo peso molecular, por ejemplo para separar
iones de una solución acuosa como lo son sodio, potasio y calcio. El fenómeno ya mencionado
era conocido hace bastante tiempo y se ha venido aprovechando con éxito en la industria en
los procesos de deshidratación, además de que hoy en día ofrece nuevas aplicaciones de las
zeolitas como agentes adsorbentes y en la fabricación de detergentes (Mann y Ozin [15]).

Otro de los usos de las zeolitas tiene que ver con la propiedad de que los cationes puden
migrar libremente desde el interior hacia el extrerior de la estructura de la zeolita y vice-
versa. Si a su vez estos cationes fomentan o inhiben una reacción química, entonces puede
ocurrir un proceso de catálisis en el interior de las cavidades de las zeolitas. Durante este
proceso se llegan a intercambiar iones entre las moléculas del interior con las moléculas del

6



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

exterior, lo cual produce un cambio drástico en el pH del medio (Weitakmap y Puppe [16]).
Esta propiedad de las zeolitas se explota principalmente en la industria petroquímica, en la
separación selectiva de hidrocarburos, y en la desalación del agua de mar. Por tanto, debido
a las aplicaciones de las zeolitas, es interesante estudiar las interecciones y demás propieda-
des de transporte de estos sistemas en cavidades irregulares. Por otro lado, los fenómenos de
percolación, relacionados con el paso de fluidos a través de medios porosos, se pueden tratar
como procesos de transporte a través de canales, siempre y cuando los intersticios por donde
pasan las sustancias se encuentren perfectamente conectados librando los obstáculos del me-
dio. La percolación es el fundamento de muchas técnicas de separación de sustancias, como
la cromatografía, donde en función de lo que se desea separar corresponde a la elección de la
fase móvil (un gas, un líquido como un solvente polar) y de la fase estacionaria (un líquido,
una matriz porosa sólida como papel, gel o acetato de celulosa) que se usan.

El deseo de optimizar los procesos de separación de mezlcas ha propiciado una intensa
investigación en este campo (Okotore [17], Laachi y Dorfman [18], Nedelcu y Sommer [19]). Las
técnicas de separación y purificación han sido cruciales en la identificación y caracterización
de muchas sustancias de uso corriente en la industria farmacéutica, en la ingeniería de los
alimentos, biotecnología y en la ciencia de los materiales.

Figura 1.4: a) Fotografía de una zeolita. b) Zeolita vista con microscopía eléctronica de barrido.
c) Representación de los poros formados en el interior de una zeolita. d) Representación de
la unidad mínima de una zeolita. Las imágenes se encuentran disponibles en Wikimedia
commons.
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1.2.2. Nanotubos de carbono y nanoporos sintéticos

Los nanotubos son una forma alotrópa del carbono. Su estructura se considera procedente
de una lámina de grafito enrrollada sobre sí misma, donde el grado y manera de enrollamiento
determina su diámetro, (Iojima y col. [20]), (véase la Figura 1.5). Cuando los nanotubos de
carbono son dopados con algunos elementos tales como nitrógeno, se ha visto que que llegan
a tener propiedades adsorbentes, (Jiang y col. [21]). El transporte de partículas a través de
los nanotubos de carbono es un tema que está siendo ampliamente explorado. Por ejemplo,
el transporte rápido de agua en los nanotubos de carbono se ha atribuido al hecho de que
la superficie de sus paredes es muy lisa y altamente hidrófoba, (Li y col. [22], Mutat y col.
[23], Kannam y col. [24]). Entonces, las partículas de agua cruzan los nanotubos formando
hileras, fenómeno que se ha demostrado mediante simulaciones de dinámica molecular y que
se puede usar en la purificación del agua, (Kalra y col. [25], Verweij y col. [26]). Asimismo, la
liberación controlada de sustancias dentro de nanotubos de carbono se perfila como uno de los
temas de la nanotecnología debido a las grandes aplicaciones que tendrían estos dispositivos,
en especial para el almacenamiento de sustancias químicas en el desarollo de microbaterías y
en la administración gradual de medicamentos (Hillaireau y Couvreur [27], Malam y col. [28],
Huertas [29].

Figura 1.5: Esquema de dos posibles configuraciones que dan lugar a nanotubos de carbono.
Las imagenes están disponibles en Wikipemedia commons.
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1.2.3. Difusión a través de un disco: aplicación en reacciones químicas

A la expresión que relaciona la corriente que pasa a través de un disco con su tamaño se
le conoce como la fórmula de Hill, que está dada por

k = 4a∗D0

V
(1.3)

donde a∗ es el radio del disco, V el volumen del recinto y k es el número de partículas que
llegan al disco por unidad de tiempo y que se puede asociar con una constante de velocidad
en una cinética de primer orden y D0 es el coeficiente de difusión del medio libre.

En química, se dice que una reacción sigue una cinética de primer orden cuando una
sustancia A se transforma directamente en la sustancia B sin la formación de un producto
intermedio.

A→ B (1.4)

Para este tipo de reaccciones es bien sabido que si la constante de velocidad de la reac-
ción hacia adelante es mucho mayor que la constante de velocidad hacia atrás el cambio de
concentración de la especia A decae exponencialmente a medida que transcurre el tiempo. El
usar estos resultados en el problema de difusión a través de un orificio es que las partículas
que difunden dentro de una cavidad son, en el escenario de la química, análogas a las sus-
tancias sin transformar, y una vez que son absorbidas por un pequeño orificio son análogas a
la sustancia transformada. De esta manera, se tiene un sistema de dos estados mutuamente
excluyentes donde es más probable que la partícula se encuentre en la cavidad a que haya
sido absorbida por el disco. Lo último concuerda, en el contexto de la reacciones químicas,
con la suposición de que las constantes de velocidad son diferentes; específicamente, que la
reacción en una dirección es más viable que en la dirección opuesta.

En 1975 Hill usó la Ec.(1.3) para modelar el proceso de asociación de un ligando con una
proteína controlado por difusión (Hill [30]). En 1977, Berg y Purcel [31] emplearon la misma
fórmula para estudiar la difusión de ligandos hacia receptores ubicados en una esfera que
emulaba a una célula. Los receptores fueron modelados como parches en forma de pequeños
círculos. Un tratamiento más moderno de este problema se puede encontrar en Zwanzig y
Szabo [32], Dudko y col. [33], donde se consideraron parches adsorbentes de formas más
generales.

Este tipo de problemas motivaron al estudio del escape a través orificios de tamaño pe-
queño, pues el inverso de k es el tiempo medio de sobrevivencia, τ , de las partículas en la
región de volumen V ; τ = k−1 . El estudio del tiempo de escape de una región a través de
un pequeño orificio o un dominio estrecho sigue siendo un problema sujeto de estudio hoy en
día.
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Por último la fórmula de Hill ha sido la protagonista para modelar el problema de difusión
de partículas entre dos reservorios de forma arbitraria conectadas por medio de un tubo.

Figura 1.6: a) Difusión hacia un disco adsorbente de radio a. b) Dibujo de Purcell y Berg [31]
donde usaron la difusión hacia un disco como modelo para estudiar la unión de un ligando
hacia su receptor ubicado en la superficia celular.
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1.3. La ecuación de difusión

La palabra difusión se deriva del latín diffundere y se emplea para describir la dispersión
de una sustancia a través de otra o en ella misma. En la actualidad se sabe que la difusión
es causada por el movimiento Browniano de los átomos o moléculas. La difusión de gases
en gases (de diferentes especies moleculares) fue estudiada exhaustivamente por el químico
escocés Thomas Graham (1805-1869). En 1829 publicó una memoria sobre la difusión gaseosa
en la cual enunció su famosa ley : “la rapidez de difusión de una gas en otro es inversamente
proporcional a la raíz cuadrada de sus densidades”. Esta ley fue cuidadosamente verificada por
Graham midiendo experimentalmente la rapidez de difusión de varios gases como el hidrógeno
(H2), el metano (CH4), el nitrógeno (N2), el bióxido de carbono (CO2) y el oxigeno (O2) en aire.
Más tarde, en 1855 el médico alemán Adolfo Fick mostró que si la concentración de la sustancia
que se difunde varía con la distancia en forma tal que el equilibrio del sistema no se perturbe
fuertemente, el flujo de la sustancia que se difunde es proporcional a dicha variación en la
concentración (Fick [34]). Al coeficiente de proporcionalidad se le llama coeficiente de difusión.
En 1855 Fick logró plantear los resultados de los experimentos de Graham cuantitativamente.
Postuló que el flux de sal(J), es proporcional a una diferencia de concentraciones, c , por lo
que se tiene la primera ley de Fick como

J = −D0
∂c

∂x
(1.5)

aplicando la conservación de la masa, y por analogía de la ecuación de Fourier para
transferencia de energía, Fick dedujo lo que hoy en día se conoce como la segunda ley de
Fick.

∂c

∂t
= D0

∂2c

∂x2 (1.6)

Sin embargo, en su trabajo Theorie analityque du chaleour Fourier J. [35], consideró los
cambios de área infinitesimales de cuerpos (cilindro sólido, esfera sólida). Fourier [35], de
forma similar Fick en su modelo incluyó el área transversal del recipiente,w.

∂c

∂t
= D0

(
∂2c

∂x2 + 1
w

dw

dx

∂c

∂x

)
(1.7)

Por otro lado, Fick [34] planteó correctamente la primera aproximación, para el estudio
de la difusión en sistemas de ancho variable, como un problema de una sola dimensión.
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1.4. Difusión en sistemas confinados

Una vez que se estableció la base molecular del movimiento Browniano y de la difusión,
las leyes de Fick dejaron de ser ecuaciones empíricas y pasaron a ser ecuaciones generales
que podían describir la concentración de las partículas en un instante y lugar determinados
como una consecuencia de la naturaleza atómica de la materia. Sin embargo, para encontrar
la solución de la ecuación de difusión se necesita una condición inicial y condiciones a la
frontera.

El primer tratamiento para resolver la ecuación de difusión, se encuentra en el trabajo
de Fourier 1822 desde el punto de vista de transferencia de calor. Desde entonces se sabe
que la ecuación de difusión en estado estacionario, aparece en hidrodinámica, electrostática
como la ecuación de Laplace. Muchos matemáticos importantes notaron la relevancia de las
condiciones de frontera para encontrar una solución analítica (Kline [36]) de la ecuación de
Laplace. Se sabe que la ecuación de difusión no puede resolverse analíticamente para cualquier
condición inicial y condiciones de frontera que no sean simples.

Por otro lado, la difusión en medios porosos, es un problema de confinamiento en el cual las
condiciones de frontera del sistema donde las partículas se pueden difundir son complicadas,
por ello desde el siglo XIX se han elaborado teorías efectivas. Uno de los trabajos pioneros
fue el de H. Darcy (1803-1858), por mencionar el más famoso (Brown [37]). En el siglo XX
se aplicó a los medios porosos la teoría de percolación, que fue desarrollada por Paul J.
Flory (1910-1985) y Walter H. Stockmayer (1914-2004) alrededor de los años 1940 y fue
profusamente cultivada posteriormente, e incluso, llegó a usarse para estudiar la dinámica de
los polímeros (Flory [38]). Al respecto también podemos citar los recientes trabajos de Daniel
ben-Avraham que trata sobre la difusión en medios desordenados y fractales, (ben-Avraham
y Havlin [39]), aunque la literatura actual sobre este tema es muy abundante. Finalmente
vamos a que en el 2012 se demostró que este tipo de problemas, y en particular el problema
de la difusión en presencia de obstáculos, puede estudiarse como problemas de difusión en
canales (Berezhkovskii y col. [40]), es por ello la importancia del presente trabajo, ya que
este punto de vista (puede que nos dirija hacia interesantes investigaciones) Ghosh y col. [41],
Dagdug y col. [42].
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1.5. Difusión en sistemas cuasi-unidimensionales

La difusión en sistemas confinados de geometrías irregulares, se ha estudiado por medio de
métodos numéricos (Klafter y Drake [43]). Sin embargo, un modelo teórico con bases sólidas,
de tal manera que permita simplificar el problema y así obtener expresiones analíticas, se ha
puesto en auge en los últimos años. La investigación consiste en simplificar estos sistemas
mediante una reducción efectiva; es decir, tratar de encontrar una ecuación de evolución que
dependa de cantidades unidimensionales, sin perder la esencia del problema original. Jacobs
[44] fue quien obtuvo un primer resultado notable bajo la línea de reducción dimensional
efectiva, de manera heurística

∂c

∂t
= D0

[
∂

∂x
w (x)

{
∂

∂x

c (x, t)
w (x)

}]
(1.8)

donde c (x, t) es la concentración lineal efectiva de las partículas y w (x) es la sección transver-
sal de un canal. La Ec. (1.8) es, en esencia, la misma que dedujo Fick [Ec. (1.7)], sin embargo,
Jacobs en su texto da el modo de demostrarla, y la pone bajo el tema de difusión en una
dimensión en sistemas con fronteras abiertas (canales). Zwanzig [45] dedujo formalmente la
expresión (1.8) usando la ecuación de Smoluchowski, además Zwanzig en su trabajo introdujo
el concepto de barrea entrópica, asociada a la forma del canal. Por otra parte, Zwanzig dio un
método para proyectar problemas de difusión en dos y tres dimensiones a un problema de una
dimensión y con ello obtener correcciones a la ecuación de Fick-Jacobs, como un coeficiente
de difusión efectivo que depende de la posición. Posteriormente, los coeficientes propuestos
por Zwanzig no ajustaban del todo bien a las simulaciones numéricas. Kalinay y Percus [46]
establecieron un método matemático con el cual obtuvieron expresiones que hoy en día son
de las más exactas para sistemas confinados en canales simétricos, estas expresiones ajustan
adecuadamente a las simulaciones computacionales de dinámicas Brownianas. En los últimos
tres años se han propuesto coeficientes de difusión efectivos para canales asimétricos, es decir,
aquellos cuya línea media es curva y tiene una sección transversal variable.
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1.6. Difusión: teoría microscópica y macroscópica

Comencemos suponiendo que un número determinado de partículas Brownianas se encuen-
tran en el origen de un sistema coordenado x = 0 en un tiempo t, y después permitamos que
las partículas sigan un camino azaroso, siguiendo las siguientes reglas (Leopoldo García-Colín
y col. [47]).

1. Cada partícula da un paso hacia la izquierda o derecha de longitud ∆x en un tiempo
∆t. Por simplicidad, se supone que ∆x y ∆t son constantes; sin embargo, en la práctica estas
cantidades dependerán de las características de la partícula, de la estructura del fluido y de
la temperatura absoluta.

2. La probabilidad de dar un paso a la izquierda es igual a darlo a la derecha e igual a
1/2. Este movimiento de partículas Brownianas se produce por el choque con las partículas
del fluido, las cuales se encuentran en equilibrio, además la partícula Browniana no guarda
memoria de lo que hizo en el paso anterior.

3. Las partículas no interactúan entre sí, cada partícula se mueve independientemente de
las otras, esto se cumple a bajas densidades.

Consideremos un número N de partículas Brownianas. Denotaremos por xi (n) por la
posición de la i-ésima partícula después de n pasos. De acuerdo a la primera regla, la posición
de la partícula en el paso diferirá con la anterior, en general esta diferencia se escribe como.

xi (n) = xi (n− 1)±∆x (1.9)

De acuerdo a las reglas 2) y 3), en promedio la mitad de las partículas después de un
tiempo se moverán una distancia, ∆x y la otra mitad −∆x. El desplazamiento promedio de
las partículas después de n pasos x (n) , se calcula de la siguiente manera.

〈x (n)〉 = 1
N

N∑
i=1

xi (n) (1.10)

sustituyendo la Ec. (1.9) en la Ec. (1.10) se obtiene.

〈x (n)〉 = 1
N

N∑
i=1

xi (n− 1) = 〈x (n− 1)〉 (1.11)

Para el último resultado se debe tomar en cuenta que el promedio del segundo término
en la Ec. (1.9) es cero. La Ec.(1.11) da cuenta que el valor promedio de la posición de las
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partículas no cambia en pasos sucesivos. Este resultado indica que las partículas permanecerán
distribuidas simétricamente respecto al origen todo el tiempo. Como consecuencia de esta
propiedad se debe de buscar una forma para estimar el desplazamiento promedio de las
partículas .

Un método apropiado de medir el desplazamiento promedio de las partículas consiste en
tomar la raíz cuadrada del desplazamiento cuadrático medio 〈x2 (n)〉1/2 (Leopoldo García-
Colín [47]).

Para calcular esta cantidad primero obtenemos el cuadrado de la Ec. (1.9) y la sustituimos
en la Ec. (1.10).

〈
x2
i (n)

〉
= 1
N

N∑
i=1

[
x2
i (n− 1)± 2∆xxi + ∆x2

]
(1.12)

Y, dado que el promedio del segundo término en la Ec. (1.12) es cero, se tiene.

〈
x2
i (n)

〉
=
〈
x2
i (n− 1)

〉
+ ∆x2 (1.13)

Sustituyendo n = 1 en la Ec. (1.13) encontramos que el promedio del desplazamiento cua-
drático medio después de un tiempo ∆t es ∆x . Para n = 2 es igual a 〈xi2 (2)〉 =
〈x2

i (1)〉+ ∆x = 2∆x2

y para desplazamientos 〈xi2〉 = n∆x2. Ahora como consecuencia de la regla 1) después de n
pasos t = n∆t y como n = t/∆t por lo que se tiene .

〈
xi

2
〉

=
(

∆x2

∆t

)
t (1.14)

Se define el coeficiente de difusión como.

D = ĺım
∆x→0
∆t→0

∆x2

2∆t (1.15)

Sustituyendo la Ec. (1.14) en la Ec. (1.15) obtenemos que

〈
xi

2 (t)
〉

= 2Dt (1.16)

Por lo tanto, recorrer distancias cortas a la partícula Browniana le toma poco tiempo, mientras
que recorrer distancias largas le toma tiempos muy grandes. De la Ec. (1.16) podemos calcular
el tiempo que le toma a la partícula Browniana recorrer cierta distancia de la siguiente forma
t = 〈x2 (t)〉/2D
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1.6.1. Deducción de la ecuación de difusión

Consideremos una partícula Browniana a la que se restringe su movimiento a una sola
rejilla de una dimensión, y ésta sólo puede dar un paso a los puntos vecinos. Además, supone-
mos que se cumplen las reglas 1) y 3) definidas anteriormente. No es necesario que se cumpla
la regla 2) ya que estamos interesados en hacer una descripción más general. Denotemos la
probabilidad de que la partícula vaya del punto j + 1 al j por a, y la de ir del punto j − 1 a
j por b, donde a y b son constantes, además a+ b = 1.

Llamemos pn (j) a la probabilidad de que la partícula se encuentre en el punto j al n-ésimo
paso, entonces esta probabilidad satisface la siguiente ecuación.

pn+1 (n) = apn (j + 1) + bpn (j − 1) (1.17)

La Ec. (1.17) nos dice que la partícula llegará al punto j en el paso n+ 1, sí y sólo sí en el
paso anterior la partícula estuvo en la posición j−1 o en j+1 que son los puntos vecinos de j.
El primer término del lado derecho de la Ec. (1.17) se construye multiplicando la probabilidad
de estar en el punto j + 1, pn (j + 1), por la probabilidad de moverse a la izquierda a; con
el mismo razonamiento se obtiene el segundo término (véase la Figura 1.7). Para pasar del
proceso de la rejilla, al límite continuo, es necesario pasar las variables discretas n y j a las
variables continuas t y x. Para ello, supondremos que el tiempo que le toma a la partícula
moverse en la rejilla de un punto a otro, y la distancia entre dos puntos, estarán dados por
∆t y ∆x, respectivamente, además t = n∆t y x = j∆x, estas relaciones nos permiten escribir
Ec. (1.17) de la siguiente manera.

Figura 1.7: En el n − ésimo paso una partícula Brownianas puede ocupar la posición j − 1
(izquierda) o la posición j + 1 (derecha) y a continuación efectuar un salto (con probabilidad
b o a respectivamente) para ocupar la posición contigua (centro), en el siguiente paso n+ 1 .
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p (j∆x, (n+ 1) ∆t) = ap ((j + 1) ∆x, n∆t) + bp ((j − 1) ∆x, n∆t) (1.18)

p (x, t+ ∆t) = ap ((x+ ∆x, t)) + bp ((x−∆x, t)) (1.19)

Para pasar al continuo se requiere que ∆x y ∆t tiendan a cero. Haciendo un desarrollo en
series de Taylor de cada miembro de la Ec. (1.18) y la Ec. (1.19), alrededor de cero se tiene
que.

p (x, t+ ∆t) ≈ p (x, t) + ∆t∂p (x, t)
∂t

(1.20)

p (x±∆x, t) = p (x, t)±∆x∂p (x, t)
∂x

+ 1
2∆x2∂

2p (x, t)
∂x2 + · · · (1.21)

Al sustituir las Ecs. (1.20) y (1.21) en la Ec. (1.18) y en la Ec. (1.19) se obtiene.

∂p (x, t)
∂t

= (a− b) ∆x
∆t

∂p (x, t)
∂x

+ 1
2

∆x2

∆t
∂2p (x, t)
∂x2 + · · · (1.22)

Al tomar el límite cuando ∆x y ∆t tienden a cero, cortando a segundo orden en las
derivadas en x definiendo.

v∗ ≡ − lí m
∆x→0
∆t→0

(a− b) ∆x
∆t (1.23)

Con las definiciones dadas anteriormente podemos escribir Ec. (1.22) de la siguiente forma

∂p (x, t)
∂t

= D
∂2p (x, t)
∂x2 − v∗∂p (x, t)

∂x
(1.24)

que es la ecuación de difusión con arrastre; el arrastre está incluido en el segundo término
de la derecha de la Ec. (1.24) y es consecuencia de tener una dirección preferencial en el
movimiento. Como caso particular podemos hacer a = b y de la definición para el término de
arrastre, se observa que es cero, y en este caso la Ec. (1.24) se convierte en la segunda ley de
Fick.

∂p (x, t)
∂t

= D
∂2p (x, t)
∂x2 (1.25)
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La solución de esta ecuación nos dice la probabilidad de encontrar a la partícula en cada
posición a todo tiempo. Si se tiene una partícula Browniana que puede moverse en tres dimen-
siones siguiendo las mismas reglas descritas para una dimensión, la Ec. (1.25) en coordenadas
rectangulares se convierte en

∂p (r, t)
∂t

= D

[
∂2p (r, t)
∂x2 + ∂2p (r, t)

∂y2 + ∂2p (r, t)
∂z2

]
(1.26)

donde

D = lím
∆r→0
∆t→0

1
6

∆r2

∆t

Para simplificar la notación se define el operador nabla

∇2 ≡ ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

lo que nos permite escribir a la Ec. (1.26) como

∂p (r, t)
∂t

= D∇2p (r, t) (1.27)

y se define la concentración como

c (r, t) = p (r, t)N (1.28)

sustituyendo la Ec. (1.28) en la Ec. (1.27), se obtiene la ecuación de Fick en tres dimensiones
para la concentración

∂c (r, t)
∂t

= D∇2c (r, t) (1.29)
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x=-L x=0 x=L

1
V

2
V

A

Figura 1.8: Tubo cilíndrico dividido por un plano imaginario en el origen.

1.6.2. Difusión: teoría macroscópica

La conservación de las partículas de una especie química se cumple bajo la ausencia de
reacciones químicas considérese un tubo de longitud 2L dividido por un plano imaginario,
(Figura 1.8) supongamos que al tiempo t se tienen N1 partículas en el volumen V1 y N2

partículas en el volumen V2 . Después, en un tiempo t′ se observan N1
′ partículas en el

volumen V1 , y N2
′ partículas en el volumen V2 . Si la cantidad de partículas no es la misma

para tiempos diferentes, entonces se concluye que se tiene un flujo de partículas entre ellos.
El flux de partículas se define como el número de partículas que pasan por unidad de tiempo
por unidad de área, el flux mide la pérdida de partículas en cada volumen (es decir también
existe un flux a la inversa de V2 a V1 de partículas que se denota por J2).

J1 = −N
′
1 −N1

A (t′ − t) = ∆N1

A∆t (1.30)

Por la conservación de partículas se observa que J2 = −J1. Ahora multiplicamos la Ec.
(1.30) arriba y abajo por ∆x, se tiene.

J1 = −∆x
∆x

∆N1

A∆t (1.31)

Reagrupando la Ec. (1.31), se encuentra que

J1 = −c (V, t) ∆x
∆t = −vc (V, t) (1.32)
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donde v es la velocidad del flujo dad por la Ec. (1.22), la Ec. (1.32) da cuenta de que el flujo
se puede encontrar al medir la velocidad de desplazamiento de la concentración. Recordando
que la concentración es el número de partículas por unidad de volumen y su relación con Ni,
donde Ni denota el número de partículas en el i− ésimo compartimiento esta dada por .

Ni =
ˆ
V

c (V, t) dV (1.33)

donde i = 1, 2. El cambio de partículas en el tiempo por unidad de área, del compartimiento
1 está dado por,

J1 = − 1
A

dN1

dt
= 1
A

d

dt

ˆ
V

c (V, t) dV = − 1
A

d

dt

ˆ 0

−L
Ac (V, t) dx = −

ˆ 0

−L

∂c (x, t)
∂t

dx (1.34)

donde en la Ec. (1.34) se ha supuesto simetría radial con respecto al eje de coordenadas y y
z.

Sustituyendo la ecuación de difusión (Ec. (1.29)) en la Ec. (1.34), se obtiene que

J1 = −D
ˆ 0

−L

∂2c (x, t)
∂x2 dx = −D

[
∂c (x, t)
∂x

∣∣∣∣∣
x=0
− ∂c (x, t)

∂x

∣∣∣∣∣
x=L

]
(1.35)

Considerando el flux a través de la pared x = −L es cero entonces

J1 = −D
(
∂c (x, t)
∂x

)∣∣∣∣∣
x=0

(1.36)

generalizando la Ec. (1.36) en tres dimensiones.

J (r, t) = −D∇C (1.37)

A la Ec. (1.37) se le llama la primera ley de Fick, la Ec. (1.37) da cuenta de que el flux es
proporcional al negativo del cambio de concentración, en otras palabras, el flujo siempre va
de la mayor a la menor concentración. Aplicando la divergencia en la Ec. (1.37) para obtener

∇ · J (r, t) = −D∇2C (r, t) (1.38)

por lo tanto,
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∂c (r, t)
∂t

= −∇ · J (r, t) (1.39)

La Ec. (1.39) dice que el cambio de partículas dentro de una envoltura es igual a la
divergencia del flujo, en donde la divergencia de un campo vectorial es una cantidad que mide
en un punto del espacio el flujo que sale o que entra.

La corriente definida por I = AJ es sumamente importante para el estudio de la difusión
y su relación con la concentración se puede encontrar de la Ec. (1.37) y es.

I = −AD∇C (1.40)

La importancia de la Ec. (1.40) se refleja en el número de partículas que cruzan el plano
por unidad de tiempo.

1.6.3. La ecuación de Fick-Jacobs

La ecuación de Fick-Jacobs es una ecuación general que como caso particular recupera
la ecuación de difusión sobre una línea cuando la sección transversal no cambia (veáse el
apéndice B). Además la ecuación de Fick-Jacobs tiene la ventaja que las condiciones de
frontera se reducen a especificar los flujos de entrada y salida del sistema. Al resultado de
Jacobs, obtenido tras una reducción dimensional , se le conoce en la actualidad como la
ecuación de Fick.Jacobs. La vitud del tratamiento de Jacobs es que reduce el problema original
a uno en una sola dimensión, lo que puede resultar conveniente y mucho mas estable. Por
trascendencia y utilidad de la ecuación de Fick-Jacobs, se ofrece dos maneras de deducirla
(veáse el apéndice B) una heurística debida a (Jacobs [44]) y otra formal debida a (Zwanzig
[45]).
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1.6.4. Solución de la ecuación de Fick-Jacobs para un canal cónico

En esta parte se da uno de los procedimientos para obtener la solución de la ecuación
de Fick-Jacobs (para mas detalles sobre la deducción de la ecuación de Fick-Jacobs puede
encontrarse en el apéndice B). Al tratarse de una ecuación en derivadas parciales para su
solución se requiere de una condicional inicial y de condiciones a la frontera. En esta sección
se recurre al método de transformada de Laplace, parte de las deducciones que se presentan
se encuentran en Pineda y Dagdug [48]. La condición inicial que se usará es que al tiempo
t = 0 la partícula se encuentra dentro del canal en la posición x = x0.

c (x, 0) = δ (x− x0) (1.41)

Al desarrollar la ecuación de Fick-Jacobs [Ec. (B.5)] queda de la siguiente forma,

∂c (x, t)
∂x

= D0

{
c´´ (x, t)−

(
w′ (x)
w (x)

)
c′ (x, t) +

(
w′ (x)2

w (x)2 −
w´´ (x)
w (x)2

)
c (x, t)

}
(1.42)

Suponinedo, por simplicidad, que la constante de difusión en el canal es D0 y al tomar la
transformada de Laplace de Ec. (1.42) resulta.

sĉ (x, s)− δ (x− x0) = D0

{
ĉ´´ (x, s)−

(
w′ (x)
w (x)

)
ĉ′ (x, s) +

(
w′ (x)2

w (x)2 −
w´´ (x)
w (x)2

)
ĉ (x, s)

}
(1.43)

donde w′ (x) = dw (x)/dx la misma notación se ha usado para ĉ′ (x, s) y ĉ´´ (x, t). Ahora se
buscará la solución para la Ec. (1.43) en los intervalos 0 ≤ x < x0 y x0 < x ≤ L, para lo cual
cumple δ (x− x0). Aplicando el método de reducción de orden a la Ec. (1.43) con la siguiente
sustitución ĉ′ (x, s) = v (x, s)u (x), donde el factor integrante está dado por

u (x) = e

[
1
2
´
w′
w
dx

]
=
√
w (x) (1.44)

y aplicando la Ec. (1.44) en la Ec. (1.43) se obtiene la forma canónica dada por la siguiente
expresión.

v´´ (x, s) +
(

1
4
w′ (x)2

w (x)2 −
1
2
w´´ (x)2

w (x)2 −
s

D0

)
v (x, s) = 0 (1.45)
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Como se aprecia en la Ec. (1.45), dependiendo de la forma de w (x) tendrá o no solución.

1.6.5. Tiempo promedio de sobrevivencia o de primer arribo

En muchas situaciones resolver la ecuación de difusión de manera analítica no es factible,
además para el caso de aplicaciones se requiere saber el tiempo promedio en que las partículas
que se difunden alcanzan cierto objetivos de interés. El problema del tiempo de primer arribo
se abordan en (Szabo y col. [49], Agmon y Weiss [50]). En esta parte del trabajo se dedujo
la ecuación para el tiempo de primer arribo dentro de una región con una constante de de
difusión D0 y confinada por paredes con condiciones que pueden ser absorbentes, totalmente
reflejantes o combinación de estas últimas.

La probabilidad de que una partícula se encuentre en la posición x de una región de
longitud L al tiempo t cuando inicialmente se encontraba en la posición x ∈ (0, L) se denota
como p (x, t | x0) . La región puede pensarse como un canal. Debido a que el desplazamiento
cuadrático medio de una caminante al azar es igual a cero, se puede inferir que la posición de
las partículas con respecto a un origen es simétrica. Además debe cumplirse la ecuación de
difusión con derivada temporal respecto al punto de inicio x0 que puede ser arbitrario pero
fijo, conocida como ecuación hacia atrás

∂p (x, t | x0)
∂t

= D0
∂2p (x, t | x0)

∂x2
0

(1.46)

que es la llamada ecuación hacia atrás, en la que p (x, t |x0 ) describe la probabilidad de
encontrar a la partícula en la posición x al tiempo t, dado que inicialmente esta en x0. La Ec.
(1.46) se utiliza para calcular la probabilidad de sobrevivencia así como el tiempo promedio
de sobrevivencia de una partícula en el medio.

Para calcular la probabilidad de sobrevivencia integramos la Ec. (1.46) con respecto a x
en un intervalo que caracteriza la dimensión del sistema, por decir de 0 a L. Por lo que en el
lado izquierdo de Ec. (1.46) tenemos que

ˆ L

0

(
∂p (x, t |x0 )

∂t

)
dx = ∂

∂t

(ˆ L

0
p (x, t |x0 ) dx

)
= ∂S (t |x0 )

∂t
(1.47)

donde

S (t |x0 ) =
ˆ L

0
p (x, t |x0 ) dx (1.48)
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S (t | x0) es la probabilidad de sobrevivencia. Integrando en el lado derecho de la Ec. (1.46)
tenemos que

D0

ˆ L

0

(
∂2p (x, t |x0 )

∂x2
0

)
dx = D0

∂2

∂x2
0

(ˆ L

0
p (x, t |x0 ) dx

)
= D0

∂2S (t |x0 )
∂x2

0
(1.49)

Introduciendo las Ecs. (1.49) y (1.47) en la Ec. (1.46) obtenemos la siguiente ecuación
diferencial.

∂S (t | x0)
∂t

= D0
∂2S (t | x0)

∂x2
0

(1.50)

Para obtener la ecuación diferencial que obedece el tiempo promedio de sobrevivencia
integramos la Ec. (1.50) con respecto del tiempo.

ˆ ∞
0

∂S (t | x0)
∂t

dt = D0

ˆ ∞
0

∂2S (t | x0)
∂x2

0
dt (1.51)

ˆ ∞
0

dS (t | x0) = D0
∂2

∂x2
0

(ˆ ∞
0

S (t | x0) dt
)

(1.52)

La integral del lado derecho de la Ec. (1.52) es precisamente el tiempo de sobrevivencia,
es decir, la probabilidad de sobrevivir en todo intervalo de tiempo, entonces

S (t | x0)|∞0 = D0
∂2 〈τ〉
∂x2

0
(1.53)

Para evaluar la Ec. (1.53) necesitamos saber los valores que toma S (t | x0) al tiempo inicial
y al tiempo t. Para el último caso la probabilidad es cero ya que la partícula encontrará
la frontera absorbente en un tiempo finito y por definición la partícula se encuentra en el
sistema al tiempo inicial, por lo tanto su probabilidad de sobrevivencia a t = 0 es igual a 1.
Sustituyendo estas condiciones en la Ec. (1.53) finalmente llegamos a

D0
∂2 〈τ〉
∂x2

0
= −1 (1.54)

Resolviendo la Ec. (1.54) podemos determinar el tiempo medio de sobrevivencia de una
partícula en un sistema. Generalizando la Ec. (1.54) a tres dimensiones obtenemos una ecua-
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ción tipo Poisson.

∇2τ (x0) = − 1
D0

(1.55)

Para resolver las Ecs. (1.54) o (1.55) se imponen condiciones a la frontera en los extremos
del canal, Zwanzig y Szabo [32]. Estas pueden ser paredes absorbentes, parcialmente absor-
bentes, reflejantes. A continuación se describen las condiciones de fronteras ya mencionadas
para un sistema unidimensional.

Una frontera absorbente es aquella capaz de remover del sistema cualquier partícula que
entre en contacto con ella, por lo que la concentración de partícula en la frontera, ubicada en
x = f , es igual a cero a todo tiempo, entonces.

τ (x0) |x=f = 0 (1.56)

Una frontera reflejante es aquella en la que, al entrar en contacto con las partículas éstas
sufren un cambio de dirección, es decir, el flujo de partículas a través de ellas es cero, por lo
que.

∂

∂x
τ (x0) |x=f = 0 (1.57)

Una frontera parcialmente absorbente es aquella que solo deja pasar un porcentaje de
partículas del total que entra en contacto con ella. La eficiencia con la cual la frontera deja
pasar a las partículas es una constante de proporcionalidad, κ, por lo que esta condición esta
dada por.

∂

∂x
τ (x0) |x=f = κ

D0
τ (x0) (1.58)

Como se aprecia las dos condiciones anteriores dadas por las Ecs. (1.56) y (1.57) son casos
particulares de la Ec. (1.58), ya que se obtienen haciendo κ→∞ y κ = 0, respectivamente.

Con estas fronteras pueden modelarse diferentes sistemas y emular diversas condiciones
para después poder obtener el tiempo promedio de sobrevencia o de primer arribo, dentro de
una región. Se debe destacar que el tiempo característico puede determinarse empíricamente
mediante simulaciones computacionales.
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1.6.6. Tiempo promedio de sobrevivencia para un canal cónico

En un canal cónico como se muestra en la Figura B.1 se puede realizar una caminata de dos
maneras, desde la región estrecha hacia la ensanchada o en dirección opuesta. Por la asimetría
de la caminata se espera que el tiempo de sobrevivencia en cada una de estas direcciones sea
diferente y refleje, la dependencia con la inclinación del cono. En vez de resolver la Ec. (1.54),
se resolverá aquella relacionada con la ecuación de Fick-Jacobs.

1
w (x0)

∂

∂x0
w (x0) ∂

∂x0
τ (x0) = −1 (1.59)

sujeta a ciertas condiciones de frontera conocidas. Para el canal cónico de longitud L vamos a
fijar las condiciones siguientes en el caso cuando se lleva acabo la caminata desde la abertura
menor hasta la mayor, que denotaremos por (n→ w).

1. La partícula inicia su recorrido en la pared del canal, es decir, x0 = 0, por lo tanto no
tarda ningún tiempo en regresar a la posición inicial. En este caso se debe cumplir la
siguiente condición.

τ (x0) |x0=0 = 0 (1.60)

2. Las partículas que han alcanzado la frontera ubicada en x = L tardarán un tiempo
en regresar a la posición inicial x0 = 0 que equivale al tiempo de sobrevivencia de la
partícula en el canal. Entonces, si las partículas recorren toda la longitud del canal, por
definición, pasarán el mayor tiempo posible dentro del canal y τ tendrá un máximo en
x0 = L, por lo tanto la segunda condición de frontera está dada por.

∂

∂x0
τ (x0) |x0=0 = 0 (1.61)

Si el recorrido se llevaba a cabo en el sentido opuesto, es decir de (w → n), de manera análoga
al recorrido (n→ w) se tienen las siguientes condiciones de frontera.

τ (x0) |x0=L = 0 (1.62)

∂

∂x0
τ (x0) |x0=L = 0 (1.63)
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Entonces la solución de (1.59) con w (x) = π (1 +mx)2 , m > 0 , es

τ (x0) = A− B

m (1 +mx) −
x0

3mD0
− x2

0
6D0

(1.64)

donde las constantes A y B se determinan con las condiciones mencionadas arriba. Para el
recorrido en la dirección (n→ w), se encuentra que el tiempo medio de sobrevivencia en el
canal cónico está dado por.

τ(n→w) (x0) = L2 (3 +mL)
6D0 (1 +mL) (1.65)

En contraste, la solución para la dirección opuesta (w → n), se encuentra que.

τ(w→n) (x0) = L2 (3 +mL)
6D0

(1.66)

Como era de esperarse, el tiempo de recorrido del canal depende de la pendiente del canal.
Puede verse que el tiempo de primer arribo es mayor en la dirección que va de la abertura
pequeña a la grande, (n → w), que en la dirección opuesta, (w → n). Lo anterior se debe
a que la dirección (n → w) las partículas que difunden encuentran mayor restricción en las
configuraciones posibles, lo que da sentido al concepto de barrera entrópica (Berezhkovskii y
col. [51]).

Para el caso del canal cilíndrico, haciendo m = 0, lo tiempos de primer arribo dentro del
canal son los mismos independientemente de la dirección del recorrido.

τcil (x0) = L2

2D0
(1.67)

Para validar el rango de validez de la ecuación de Fick-Jacobs, Pineda y col. [52] realiza-
ron simulaciones computacionales del tiempo promedio de sobrevivencia dentro de un canal
cuando éste se recorre en las dos direcciones ya mencionadas. Pineda y col. [52] tomaron por
conveniencia D0 = 1 y un tamaño de paso ∆t = 10−4, por lo que

√
2D0∆t =

√
2x10−2 � 1.

Los resultados se presentan en la Figura 1.9. Cuando se comparan los datos obtenidos con
las predicciones de la ecuación de Fick-Jacobs puede notarse lo siguiente. Antes que nada,
hay que resaltar que el transporte en cada una de las direcciones para el recorrido del cono
es diferente, lo que revela la fuerte influencia de la barrera entrópica en el tiempo promedio
de primer arribo. Para el recorrido en la dirección (n −→ w) existe una buena concordancia
entre el modelo teórico y las simulaciones hasta valores de la pendiente de 0.2. En el caso del
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recorrido en la dirección opuesta, (w −→ n), el ajuste del modelo teórico con las simulaciones
puede considerarse bueno incluso hasta valores de la pendiente de 0.4; es decir, el rango de
validez para esta dirección es casi el doble al de la dirección contraria. Sin embargo, mas allá
de estos valores el modelo de Fick-Jacobs subestima los tiempos promedio de primer arribo.
Como conclusión puede verse que el uso de la ecuación de Fick-Jacobs está justificado para
canales cuya inclinación es menor que 0.2. Asimismo, en las dos graficas presentadas en la
Figura 1.9 se han mostrado las predicciones de otros modelos teóricos que evidentemente tiene
mayor rango de validez que la ecuación de Fick-Jacobs, es decir para el caso (w −→ n), la
ecuación de Fick-Jacobs solo es válida hasta pendiente de 0.25.

28



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

Figura 1.9: Tiempos de sobrevivencia normalizados de partículas Brownianas que se difun-
den a través de un canal conico. Los triangulos representan los datos obtenidos mediante
simulaiciones computacionales. Las líneas corresponden a las Ecs. (1.64) y (1.65), usando tres
modelos teóricos de difusión: Zwanzig (Zw), Reguera y Rubí (RR) y Fick-Jacobs (FJ). Figura
tomada de Pineda y col. [47].
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1.7. Objetivos

1.7.1. Objetivo General

Evaluar las asimetrías en canales tipo serpentina y medios con obstáculos no permeables,
a través del uso de simulaciones de dinámica Brownianas.

1.7.2. Objetivos particulares

Comparar las simulaciones de caminatas aleatorias con la ecuación de Kalinay [1] para
el canal tipo serpentina.

Compara las simulaciones de dinámica Browniana de los medios porosos con un modelo
macróscopico a través de la ecuación de Fick-Jacobs.

1.8. Artículos derivados de la tesis

Cada una de las partes de los resultados se basa en versiones modificadas de artículos
publicados, aceptados o enviados para su revisión en revistas o congresos. La organización de
los artículos es como sigue:

Capítulo 1

Levy Inzunza, Leonardo Dagdug y José Álvarez (2013).
Difusión en presencia de obstáculos.
Presentado en el V Leopoldo García-Colín Mexican Meeting on Mathematical and Experi-
mental Physics, México D.F.

Capítulo 2

J. Alvarez Ramirez, L. Dagdug, L. Inzunza (2014).
Asymmetric Brownian transport in a family of corrugated two-dimensional channels.
Physica A, Aceptado.

Capítulo 3

J. Alvarez Ramirez, L. Dagdug, L. Inzunza, E. Rodriguez (2014).
Asymetrical diffusion across a porous medium-homogeneous fluid interfase.
Physica A, Aceptado.
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Capítulo 4

J. Alvarez Ramirez, F. J. Valdes-Parada, E. Rodriguez, L. Dagdug, L. Inzunza, (2014).
Asymetric transport of pasive tracers across heterogeneous porous media.
Physica A, Aceptado.
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Capítulo 2

Canal tipo serpentina

En este caso de estudio nos enfocamos al estudio del transporte asimétrico de partículas
Brownianas pasivas confinadas en canales estrechos periódicos tipo serpentina. Este tipo de
canales son modelados como canales periódicos limitados por cuellos de botella (Hille [53]). Se
ha mostrado que, bajo ciertas condiciones, los canales estrechos corrugados delimitados por
paredes suaves pueden ser reducidos a canales cuasi unidimensionales (Daniel y Astruc[54],
Corma [55]) la restricción para reducir el transporte de partículas a una dimensión, es que
el cambio en el ancho del canal sea suave; sin embargo, en muchos casos esta suposición no
se cumple. Diversos estudios teóricos y numéricos han reportado el transporte de partículas
Brownianas en geometrías de canales estrechos. La rectificación en canales corrugados ha sido
estudiada por Sheppard y Straks [56], Santini y col. [57] mostrando que, para una descripción
mesoscopica de los fenómenos de transporte, se requiere de una generalización de la ley de
Fick.

En años recientes se han estudiado canales asimétricos, es decir, aquellos cuya línea media
no es constante, un limitado número de trabajos teóricos y numéricos están disponibles en la
literatura. Estimaciones teóricas del coeficiente de difusión efectivo fueron reportadas recien-
temente (Burada y Talkner [58], Hänggi y Marchesoni [59], Ghosh y col. [60]) mostrando el
rango de aplicación. Tales estimaciones fueron evaluadas numéricamente. Consideramos par-
tículas Brownianas transportadas en dos dimensiones sobre canales estrechos periódicos con
línea media curvilínea y variando el ancho del canal. Usando canales con geometría sinusoidal
limitados por las paredes del canal, simulaciones numéricas de la ecuación de Langevin reve-
laron características interesantes sobre este tipo de canales formados por un número finito de
celdas; es decir, la aparición de transporte asimétrico, esto es, que las partículas Brownianas
son transportadas preferencialmente en una dirección que en la opuesta. En este capítulo se
muestra numéricamente que el transporte asimétrico puede ser explicado por efectos combi-
nados de mecanismos de transporte transitorio y la geometría asimétrica del canal.
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2.1. Descripción del canal tipo serpentina

Consideramos partículas Brownianas sobreamortiguadas moviéndose en un canal periódico
bidimensional, con línea media curvilínea y ancho estrecho variable, como se muestra en la
Figura 2.1, donde las paredes superior e inferior son modeladas por funciones sinusoidales
dada por

farriba (x) = 1
4

[
(Ly + ∆y)− (Ly −∆y) cos

(
2π (x−∆x)

Lx

)]
(2.1)

fabajo (x) = −1
4

[
(Ly + ∆y)− (Ly −∆y) cos

(2πx
Lx

)]
(2.2)

donde ∆x y ∆y corresponden al desplazamiento horizontal entre las paredes periódicas y la
distancia mínima de la pared, respectivamente. El ancho del canal está dado por w (x) =
fup (x)−flow (x), y la línea media del canal es y0 (x) = (farriba(x)+fabajo(x))

2 . Cuando y0 (x)→ 0
y ∆x → 0, el canal que se forma corresponde a un canal simétrico.

Se hizo la variación del parámetro ∆x en el rango [0, 0.5], dando canales tipo serpentina
con línea media diferente de cero, como se muestra en la Figura 2.2. Para ∆x en el rango
[0.5, 1.0], los canales que resultan son imágenes especulares de los canales del rango [0, 0.5].
Por ello, es suficiente considerar la serie de canales obtenidos con el desplazamiento horizontal
en el rango [0, 0.5] .
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Figura 2.1: Esquema de los canales sinusoidales con desplazamiento vertical ∆y y desplaza-
miento horizontal ∆x.
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Figura 2.2: Geometría de canales sinusoidales para diferentes desplazamientos ∆x

Lx
.
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2.2. Modelo

Las partículas Brownianas son modeladas a través de la ecuación de Langevin en 2D (para
más detalles sobre las simulaciones de dinámica Brownianas véase el apéndice A)

dr
dt

=
√

2D0ξ (t) (2.3)

donde r (x, y) es el vector de coordenadas y ξ (t) = [ξx (t) , ξy (t)], tiene promedio cero, con rui-
do blanco Gaussiano con funciones de autocorrelación dadas por 〈ξi (t) , ξi (t′)〉 = δijδ (t− t′)
con i, j = x, y. La Ec. (2.3) fue integrada numéricamente usando el algoritmo de Milstein
(Kloeden y Platen [61]). Los promedios estocásticos se obtuvieron para un conjunto de 105

trayectorias con condiciones iniciales aleatorias.
Se fijaron los parámetros ∆y, Lx, Ly y se estimaron las propiedades de transporte para

desplazamientos horizontales en el rango [0, 0.5], ya que estamos interesados en evaluar los
efectos de la línea media diferente de cero para el transporte de partículas Brownianas en
la dirección x. Para cuantificar las propiedades de transporte se calculó el tiempo de escape
denotado por TFP , el cual es el tiempo requerido para que una partícula cruce el canal de un
límite a otro del canal (veáse Figura 2.1). El tiempo de escape se calculó mediante la colocación
de la partícula en el límite izquierdo o derecho y permitiendo que la partícula se mueva hasta
alcanzar el límite contrario del canal. De esta manera, se usaron como condiciones iniciales,
que las partículas están distribuidas aleatoriamente en el límite izquierdo del canal (x = 0)
o en el límite derecho del canal (x = Lx). Para cada partícula el tiempo en que se termina
la caminata sucede cuando la partícula cruza el límite opuesto donde inició el recorrido. Se
calculó el tiempo promedio de escape 〈TFP 〉 para las 105 trayectorias, el inverso del tiempo
de escape promedio, se define como flujo de partículas, es decir, el número de partículas que
cruzan el canal desde un límite a otro del canal, J = 1

〈TFP 〉
.
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2.3. Resultados

En la secuencia, sin perder generalidad, se utilizaron las dimensiones (Lx = Ly) con un
paso de integración de 10−5 en unidades de tiempo. La precisión de las simulaciones numéricas
se evaluó contra las predicciones teóricas de Kalinay, para el tiempo promedio de primer arribo
(MFPT) de canales asimétricos (Kalinay [1]). De esta manera, fijamos ∆x = 0 con el fin de
obtener un canal simétrico (es decir, un canal con línea media recta). De acuerdo con el
esquema de la Figura 2.1, la Ec.(2.19) del trabajo de Kalinay para el tiempo de primer arribo
puede ser escrita como:

TMFPT =
Lxˆ

0

Ω (x)
f (x)Def (x)dx (2.4)

La Ec.(2.4) se puede obtener a partir de la ecuación de Szabo-Zwanzig [32].

1
w (x0)

∂

∂x0
w (x0) ∂

∂x0
τ (x0) = −1 (2.5)

donde f (x) = −1
4

[
(Ly + ∆y)− (Ly −∆y) cos

(
2πx
Lx

)]
y Ω (x) =

´ x
0 f (x´) dx′. La difusividad

efectiva que depende de la posición para canales simétricos se puede tomar de la propuesta
por (Reguera and Rubí [3], Kalinay y Percus [62]).

DRR
ef (x) = D0(

1 + 1
4f
′ (x)2

) 1
3

(2.6)

DKP
ef = 2D0

w′ (x)atan
[1
2w
′ (x)

]
(2.7)

Para resolver la integral de la Ec. (2.4) y la Ec. (2.7) se usó la regla de Simpson. La Figura
2.4 presenta el tiempo medio de primer arribo (MFPT) como función del desplazamiento
vertical ∆y

Lx
. Las predicciones teóricas se comparan con simulaciones numéricas de la ecuación

de Langevin (2.3). Como se aprecia en la Figura 2.4 existe una buena concordancia entre las
predicciones obtenidas a partir de la predicción de Kalinay [Ec. (2.4)] y las simulaciones de
dinámica Browniana. A medida que aumenta el ancho del canal, las partículas Brownianas
encuentran menos obstrucciones del canal para moverse libremente antes de golpear con el
límite de la salida. De esta manera, como se puede observar en la Figura 2.4, el MFPT
disminuye monótonamente con el desplazamiento vertical. La validez de la simulación de
dinámica Browniana se puede comprobar con el valor asintótico teórico para un canal sin
obstrucciones. En tal caso, el MFPT puede obtenerse de la Ec. (2.4) con f (x) = constante y
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D (x) = D0, dando L2
x

2D0
= 0.5. Se observa que tanto la simulación de dinámica Browniana y

la predicción teórica de Kalinay convergen al valor esperado de 0.5.
En las Figuras 2.2.a y 2.2.d se muestran los canales simétricos con desplazamientos

∆x/Lx = 0.0 y ∆x/Lx = 0.5, es decir que la primera mitad del canal es la imagen en el
espejo de la segunda mitad, y por lo tanto el tiempo de escape es independiente del límite en
el que la partícula inició la caminata. Sin embargo, esto no sucede para los casos asimétricos.
En la Figura 2.3 se muestra la variación del ancho del canal w (x) para cuatro valores diferen-
tes del desplazamiento horizontal ∆x/Lx , y como se observa w (x) es una función simétrica
con respecto al punto medio del canal x/Lx = 0.5 esto solo es cierto para ∆x

Lx
= 0 y ∆x

Lx
= 0.5.

En la Figura 2.3b se presenta el promedio de los anchos como función del desplazamiento
horizontal ∆x/Lx , como se puede apreciar el canal tiene asimetría cero para ∆x/Lx = 0 , y
a ∆x/Lx = 0.5 , aumenta con el desplazamiento horizontal a medida que se va alejando de
estos valores, llegando a un valor máximo de asimetría para ∆x/Lx ≈ 0.25 . Los resultados
de la Figura 2.3b, sugieren que el transporte asimétrico puede existir en canales sinusoidales.
Sospechamos que las partículas se transportan de forma más fácil en la dirección izquierda a
derecha (ID) que en la dirección derecha a izquierda (DI). Para evaluar el transporte asimé-
trico se calcularon los tiempos de escape, así como los flujos, para tres valores diferentes del
desplazamiento vertical ∆y/Lx, en la Figura 2.3 se presentan las corrientes en las direcciones
(ID y DI) como funciones del desplazamiento horizontal.
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Figura 2.3: (a) Ancho del canal como función del eje horizontal x, para un desplazamiento
vertical ∆y/Lx = 0.05. (b) Promedio del ancho del canal para la primera mitad y segunda
mitad del canal como función del desplazamiento horizontal.
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Figura 2.4: Comparación entre el MFPT estimado por simulaciones numéricas de la ecuación
de Langevin y prediciones teoricas de Kalinay dadas por la Ec. (2.4).

En la Figura 2.5 se aprecia lo siguiente.
1. Para tres valores del desplazamiento vertical ∆y/Lx, el flujo de partículas en las direc-

ciones izquierda derecha (ID) y derecha izquierda (DI) como se muestra en la Figura 2.5, es
no monótono, sin embargo muestra un mínimo para la dirección (DI) y un máximo para la
dirección (ID). Lo que nos da una idea de que la máxima obstrucción para el transporte se
encuentra en una zona entre el caso simétrico y los casos totalmente asimétricos. Como era
de esperar los valores altos para la corriente en la dirección ID que en la dirección DI, ratifica
que el desplazamiento horizontal en el canal induce al transporte asimétrico.

2. Se calculó el flujo neto de partículas definido por el término |JDI − JID| , ésto con motivo
de saber la dirección en la que las partículas se mueven preferencialmente. Los resultados se
presentan en la Figura 2.6b mostrando valores de 1.6 para la corriente neta para valores del
desplazamiento horizontal igual a ∆x/Lx ≈ 0.25, lo que indica que las partículas se mueven
hacia una dirección preferencialmente que en la otra.
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3. Se obtuvo la relación de los flujos como, JID
JDI

para cuantificar el transporte asimétrico,
los resultados se muestran en la Figura 2.6c, los resultados numéricos indican que el máximo
transporte asimétrico está en el valor ∆x/Lx ≈ 0.25 . Entonces, un canal sinusoidal con
desplazamiento horizontal ∆x/Lx ≈ 0.25 se puede usar como rectificador de masas, es decir,
donde las partículas Brownianas se mueven preferencialmente en la dirección en la cual el
ancho del canal incrementa.

Se hace notar que la Ec. (2.4) puede ser también utilizada para la predicción del MFPT
para canales asimétricos. Para este fin, se debe usar una ecuación de difusividad efectiva que
de cuenta de la asimetría del canal. En un trabajo reciente, Dagdug y Pineda [40] utilizaron
el método de proyecciones para derivar la siguiente ecuación para la difusividad efectiva en
canales asimétricos.

Def (x) =
atan

(
y´0 (x) + w´(x)

2

)
w´ (x) −

atan
(
y´0 (x)− w´(x)

2

)
w´ (x)

D0 (2.8)

donde w´ (x) y y´0 (x) son las derivadas del ancho del canal w (x) = farriba (x)− fabajo (x) y
la línea media y0 (x) = farriba(x)+fabajo(x)

2 , respectivamente. La Ec. (2.8) puede ser usada en la
ecuación de Kalinay (2.4) para predecir la asimetría en el flujo de partículas y comparar con
las estimaciones numéricas como se muestra en la Figura 2.6. El MFPT en la dirección ID se
calculó utilizando directamente la expresiónDef (x) Ec. (2.8) y para w´ (x) y y´0 (x) Ecs. (2.1)
y (2.2). El MFPT en la dirección DI se calculó de la misma manera después de aplicar cambio
de coordenadas x→ −Lx. Las integrales se calcularon por medio de la regla de Simpson. En
la Figura 4.6 se comparan los resultados numéricos con las predicciones teóricas para los tres
valores diferentes del desplazamiento vertical ∆y

Lx
. Se obtuvo una buena concordancia entre

las estimaciones numéricas y las predicciones teóricas para desplazamientos horizontales más
pequeños que aproximadamente 0.25. Para valores mayores del desplazamiento horizontal, las
predicciones de las Ecs. (2.4) y (2.8) están por encima de los resultados numéricos para todos
los valores del desplazamiento vertical ∆y

Lx
. Es decir, las diferencias más elevadas entre las

predicciones teóricas y numéricas se encontraron para los canales con altas desviaciones de la
línea media central cero. En términos de la geometría del canal mostrado en la Figura 2.2,
las desviaciones más grandes se encuentran cuando el canal se acerca al asimétrico con una
configuración similar a la de un canal serpentina.
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Figura 2.5: Flujo de partículas para las direcciones izquierda a derecha y de derecha a izquierda
a través de una celda unitaria, como función del desplazamiento horizontal ∆x

Lx
.

41



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

Cuando y ∆x/Lx → 0, el canal llega a bloquearse y las partículas no pueden pasar de
una celda a otra, y por ello el flujo de partículas es cero; sin embargo con un pequeño des-
plazamiento horizontal se remueve el efecto de bloqueo, permitiendo el paso de las partículas
entre celda y celda. Cuando ∆y/Lx →∞, los efectos de corrugues desaparecen, en este caso
las partículas se mueven sin restricciones de la geometría del canal.

Debemos aclarar que los resultados comentados anteriormente fueron obtenidos por una
unidad de celda de longitud finita, donde el equilibrio de transporte Browniano es compli-
cado alcanzarlo. Por ello, el transporte asimétrico se llevaba a cabo por la combinación de
mecanismos transitorios y las asimetrías de la geometría del canal. Para tiempos muy largos,
el equilibrio tiende a alcanzarse y con ello el transporte asimétrico deberá de desaparecer.
En la Figura 2.7 se presentan los resultados de simulaciones numéricas con una, dos y tres
celdas para un valor en el desplazamiento vertical igual ∆y/Lx = 0.05 . Para una comparación
entre canales con diferentes números de unidades de celda, se define el flujo de las partículas
normalizadas, dado por J = NC

〈TFP 〉
, donde NC es el número de unidades de celda. El flujo

asimétrico decrece con el número de unidades de celda para el transporte de partículas en el
canal. La disminución del flujo asimétrico es causa por una mezcla de fenómenos de partículas
que pueden ir y regresar entre cada unidad de celda; en el límite en el que el número de celdas
es mayor a tres, las trayectorias de las partículas son mezcladas, dando como resultado la
desaparición del transporte asimétrico.
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Figura 2.6: (a) Flujo de partículas no direccional a través de una celda unitaria, como función
del desplazamiento horizontal. (b) Flujo neto calculada como la diferencia de ambas direccio-
nes. (c) Transporte asimétrico cuantificado como la relación entre las corrientes de izquierda
a derecha y de derecha a izquierda.
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Figura 2.7: Propiedades de transporte para canales con desplazamiento vertical y diferentes
valores de celdas unitarias. (a) Flujo de partículas no direccional para uno, dos y tres celdas
unitarias. (b) Flujo de partículas neta calculada como la diferencia de corriente en ambas
direcciones. (c) Transporte asimétrico calculado como la relación de corrientes entre transporte
de izquierda a derecha y de derecha a izquierda.
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Figura 2.8: Comparación entre simulaciones numéricas descritas en la Figura 2.3.a y predic-
ciones teóricas dada por Kalinay Ec.(2.4) con la estimación de la difusividad efectiva dada
por Ec.(2.8).
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2.4. Conclusiones

Se mostró que la variación en el ancho del canal induce asimetrías en los flujos de
partículas.

Se encontró que el mayor transporte asimétrico fue encontrado en una zona entre el
canal simétrico y el tipo serpentina.

Se observó que el tranporte asimétrico se reduce al aumentar el número de celdas uni-
tarias, llevando con ello una tendencia hacia condiciones de equilibrio.

Se hizó la comparación entre las simulaciones de caminatas aleatorias y predicciones
teóricas usando la ecuación propuesta por Kalinay [1], encontrando concordancia entre
simulaciones y predicciones teóricas.
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Capítulo 3

Difusión asimétrica a través de un fluido homogéneo a un medio poroso

En muchos sistemas naturales y prácticos, el transporte difusivo de masa es llevado acabo
en medios formados por una región de fluido homogéneo unido a un medio poroso saturado
por el mismo fluido (Beavers y Joseph [63]). Algunos ejemplos son los procesos de filtración,
contaminación del agua subterránea, procesos de secado, separación por medio de membranas,
etcétera. Esfuerzos importantes han sido desarrollados por vía experimental (Kim[64], Hoogs-
chagen [65], Currie [66]) y teórica (Wakao y Smith [67], Weissberg [68], Quintard [69]) para
la determinación de difusividades efectivas para medios porosos homogéneos. Sin embargo,
la descripción de la difusión de partículas alrededor de la inter-region fluido-medio poroso ha
tenido menos atención debido a la dificultad de entender los efectos geométricos en la región
de transición de los parámetros efectivos de transporte.

Recientemente, resultados experimentales han mostrados evidencia del transporte asimé-
trico de trazadores a través de las interfases entre diferentes materiales (Schwartz [70], Berko-
witz y col. [2]). Los resultados de estos trabajos muestran que la migración de trazadores del
medio fino al medio grueso son significativamente más rápidos que en la dirección opuesta.
En años recientes se han modelados estos sistemas. El enfoque de un dominio considera al
medio poroso como un continuo con coeficientes de transporte efectivos, y la transición del
fluido al medio poroso se lleva a cabo a través de propiedades de transición continua, tales
como la difusividad y porosidad (Valdés-Parada y col. [71]). En contraste, el enfoque de dos
dominios describe el medio poroso y el fluido de acuerdo con las propiedades inherentes de ca-
da región. Contrariamente a la aproximación de un dominio, un problema de la concordancia
para modelar el transporte en ambas regiones homogéneas necesita ser tratado, resultando en
las llamadas condiciones de salto (Valencia-Lóez y col.[72], Valdés-Parada y col. [73]). Estas
condiciones de salto a menudo contienen coeficientes que dependen de la geometría local de
la inter-región. Con este fin se han propuesto algunos enfoques aproximados (Chandesris y
Jamet [74]). En general, la derivación de los modelos macroscópicos para describir la difusión
entre un medio poroso y un fluido homogéneo se hace de técnicas de promediado del volumen,
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lo cual conduce a la formulación y solución de problemas de cerradura vinculado a parámetros
de transporte efectivo Whitaker [75].

Motivados por los trabajos anteriores el presente capítulo se divide en dos partes:
- Simulaciones de caminatas aleatorias para obtener ideas en los efectos de las interfases

en el transporte difusivo de partículas pasivas. En analogía con experimentos recientes para
columnas empacadas (Schwartz et al. [70]), las curvas de penetración muestran que la mi-
gración de trazadores del medio poroso hacia el fluido homogéneo es significativamente más
rápido que en la dirección opuesta.

- Formular un modelo macroscópico para la difusión asimétrica a través de las interfases
medio poroso- fluido. Esto es mostrando que el transporte asimétrico puede ser modelado
como un fenómeno de convección inducido por la porosidad y las transiciones de difusividad
efectiva en la vecindad de las interfases.

En general, los resultados de este trabajo indican, que las transiciones en el medio puede
dar lugar a interesantes efectos de transporte, que puede ser explotado para aplicaciones (por
ejemplo rectificación de masas).
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3.1. Métodos

3.1.1. Descripción del sistema

El sistema consiste de un medio poroso saturado en dos dimensiones y un fluido homogé-
neo. El medio poroso está compuesto por obstáculos circulares que no se traslapan de radio
R, distribuidos al azar en el segmento de la derecha. La Figura 3.1 presenta un esquema del
sistema del medio poroso y el fluido. A los trazadores se les permite moverse, ya sea desde la
izquierda hacia la derecha o viceversa. Para un medio poroso con obstáculos circulares que
no se traslapan, como se muestra en el lado derecho de la Figura 3.1, se calculó la porosidad
dada por.

εf = LxLy −NobsπR
2

LxLy
(3.1)

Se observa que Nobs/LxLy corresponde al número promedio de obstáculos por unidad de
área. En la siguiente sección, será necesario calcular las variaciones del medio poroso a lo largo
de la dirección x. Para este fin, la longitud del dominio Lx, es dividida en Nx tiras verticales
de ancho ∆x = Lx

Nx
. Para cada tira, la porosidad debe ser calculada y promediada sobre las

Nconf configuraciones del medio poroso. Para el calculo de la porosidad, en las secciones de
obstáculos circulares se retienen dentro de una franja dada. De esta manera una ecuación
similar a la Ec. (3.1) no puede ser usada. Para abordar esta cuestión se debe tomar ventaja
de la geometría rectangular de las tiras verticales para estimar la porosidad por medio de un
muestreo aleatorio no correlacionado. Esto se hace la siguiente manera: Generar Mran pares
de números uniformemente distribuidos (rx, ry) , con r ∈ (x, x+ ∆x) y r ∈ (0, Lx). La pareja
aleatoria (rx, ry) se utiliza para el muestreo de la tira con respecto a las secciones de los
obstáculos circulares retenidos dentro de la tira con limites izquierdo y derecho x y x+ ∆x ,
respectivamente. Sea M obs

ran < Mran el número de números aleatorios que golpean las secciones
de los obstáculos circulares situados dentro la tira considerada. Entonces, una estimación de
la porosidad está dada por

εf = Mran −M obs
ran

Mran

(3.2)

Para un valor suficientemente grande de Mran, de los pares uniformemente distribuidos el
algoritmo ofrece una buena muestra de los obstáculos que aparecen en la tira. Para la obten-
ción de una estimación estadística significativa de la porosidad, la estimación dada por la Ec.
(3.2) se promedia sobre un número suficientemente grande de Nconf configuraciones de medio
poroso. Después de probar algunos valores para geometrías regulares (por ejemplo, círculos
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Figura 3.1: Esquema del sistema de transporte. El medio poroso es representado por los
obstáculos circulares sin translape.

y cuadrados), se observó que los valores Mran = 107 y Nconf = 103 pueden proporcionar
estimaciones precisas de porosidad.
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3.1.2. Simulación de trazadores Brownianos

El transporte difusivo es simulado por partículas Brownianas moviéndose libremente en el
fluido y siendo reflejadas por los obstáculos. La dinámica de las partículas sobreamotiguadas
es modelada a través de la ecuación de Langevin.

dr
dt

=
√

2D0ξ (t) (3.3)

Los promedios estocásticos se obtuvieron para un conjunto de trayectorias con condiciones
iniciales aleatorias. El tamaño de paso fue de ∆t = 10−5, así que

√
2D0∆t. El valor D0 = 1

fue usado para las simulaciones numéricas. Para simular las partículas cruzando el fluido
homogéneo al medio poroso (FHMP), las condiciones iniciales fueron distribuir las partículas
aleatoriamente, en el lado correspondiente para x = −Lx (resp.- x = Lx) para cruzar del
fluido homogéneo al fluido heterogéneo, (FHMP) (resp., del medio poroso al fluido homogéneo,
(MPFH)). La asimetría se calculó como la relación de tiempos de escape dada por.

α = 〈TFHMP 〉
〈TMPFM〉

(3.4)

Los tiempos medios de cruce para el transporte del fluido homogéneo al medio poroso
〈TFHMP 〉 y del medio poroso al fluido homogéneo 〈TMPFM〉 fueron calculados para 105 traza-
dores y 200 configuraciones del medio poroso con la misma porosidad. Un valor α = 1 indica
que a las partículas en, promedio, les toma el mismo tiempo cruzar de un sistema a otro en
cualquier dirección.
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3.2. Resultados y discusiones

En lo que sigue, para una configuración homogénea de medio fluido-poroso tal como se
describe por la Figura 3.1, los tiempos promedio de cruce en las direcciones FHMP y MPFH
se calculan mediante el procedimiento descrito anteriormente. En principio, los obstáculos
de radio R y la longitude horizontal Lx y vertical Ly pueden afectar los resultados de las
simulaciones numéricas. Puesto que estamos interesados en el transporte a lo largo de la
dirección x es suficiente fijar un valor grande de Ly para reducir los efectos de frontera.
Para Ly/Lx ≥ 5 las estimaciones numéricas de la porosidad apenas se ven afectadas por las
fronteras y = 0 y y = Ly. De esta manera, la longitud Ly/Lx = 5 se utilizó para todas las
simulaciones.

Como paso previo, vamos a describir el comportamiento de las curvas para una ejemplo
ilustrativo. Considere la longitud Lx = 2, la porosidad εf = 0.80 y el número de obstáculos
Nobs = 20. El radio correspondiente de los obstáculos es R = 0.08. La Figura 3.2 presenta
el perfil de avance para ambas direcciones de transporte FHMP y MPFH. Estas curvas se
obtuvieron con la distribución de los tiempos de cruce para 105 trazadores sobre 103 confi-
guraciones aleatorias de medios porosos. Además, los tiempos de cruce se normalizaron con
respecto al tiempo medio teórico de cruce para el medio no poroso, que está dado por T0 = L2

T

D0

donde LT = 2Lx es la longitud total que debe ser cruzada por los trazadores. Las curvas pue-
den ser descritas como distribuciones Gaussianas que están presentadas por líneas continuas
en la Figura 3.2. La curva FHMP tiene un pico mas bajo y es más amplio (más dispersa)
que el correspondiente a la curva MPFH. Esto sugiere la presencia de un retardo importante
de las partículas que se mueven en la dirección HFPM. En otras palabras, los trazadores que
migran a través del segmento de fluido homogéneo encuentran una resistencia adicional para
el cruce de la interfaz. Por lo tanto, la acumulación de trazadores en la interfaz provoca una
lenta liberación en el segmento del medio poroso, que conduce a un retardo de tiempo y una
curva más dispersa. El perfil de la concentración promedio de trazadores se denota por 〈c〉f ,
y se presentan en la Figura 3.3. Estos perfiles se obtuvieron mediante conteo del número de
veces que las partículas pasaban en una posición horizontal dada, y normalizada con respec-
to al número de trazadores y con respecto a la porosidad local. El procedimiento anterior
se promedió sobre 103 configuraciones de medio poroso. Se observa que la concentración de
residencia 〈c〉f es continua en la interfase para ambas direcciones, lo que indica la conserva-
ción de la masa. Cabe señalar que la concentración promedio de trazadores es relativa a todo
el espacio (incluyendo obstáculos) denotada por 〈c〉, se utiliza comúnmente para mediciones
experimentales (Schwartz y col. [70]). Estas concentraciones promedio están relacionadas por
〈c〉 = εf〈c〉f .

Dada la configuración del sistema de transporte con el cambio brusco de porosidad en la
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interfase, es muy probable que las mediciones experimentales de concentración de residencia
de trazadores muestre una discontinuidad en la interfase. Sin embargo, al hacer referencia a
la concentración de la saturación de fluido, la concentración de trazadores es congruente con
los argumentos de conservación de la masa. Los efectos del radio R y la longitud horizontal
Lx en el transporte asimétrico se evaluaron con respecto a la porosidad del medio poroso.
Para una longitud Lx = 5 constante y cuatro diferentes valores para el número promedio de
obstáculos por unidad de área Nobs

LxLy
, la Figura 3.4a presenta el comportamiento del transporte

asimétrico con respecto a la porosidad. El transporte asimétrico presenta un comportamiento
monótono decreciente con respecto a la porosidad. Conforme mas obstáculos se coloquen
en el segmento del medio poroso, el transporte asimétrico muestra un ligero aumento para
valores de porosidad alrededor de 0.4. Esto significa que los trazadores encuentran un aumento
en la resistencia cuando se mueven en la dirección FHMP que en la dirección MPFH. Este
efecto se puede explicar por un aumento en la tortuosidad a medida que crece el número de
obstáculos dentro del medio poroso. Como era de esperar, en el límite εf → 1 el transporte
asimétrico desaparece (α = 1). Para Nobs

LxLy
= 3, en la Figura 4.3b muestra que el sistema con

longitud Lx tiene solo un efecto marginal en el transporte asimétrico. De hecho, el transporte
asimétrico α permanece prácticamente invariable cuando se aumenta la longitud axial, lo
que sugiere que la interfase es la responsable de las diferencias de la difusión direccional de
trazadores. Los resultados numéricos en la Figura 3.4 indican que, independientemente de
la configuración del medio poroso, el transporte de partículas a través de la interfase que
implica el fluido homogéneo y el medio poroso es asimétrico. Es evidente que las partículas
son sometidas a una resistencia adicional cuando se aproximan a la interfase del segmento de
fluido homogéneo. Los resultados anteriores han demostrado que los sistemas heterogéneos
con subdominos que tienen diferentes propiedades de difusión pueden inducir asimetrías en el
transporte de trazadores. Es decir los trazadores se mueven mas rápido en algunas direcciones
donde encuentran la menor resistencia (Lançon y col.[76], Tupper y Yang [77], Marchesoni
[78], Alvarez-Ramirez y col. [79]).
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Figura 3.2: Perfil para el transporte en las direcciones FHMP y FHMP. La curva de HFPM
es la curva con menor pico y más amplio (mas disperso) que el perfil del transporte PMHF.

54



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 

 

C
on

ce
nt

ra
ci

ón
, <

c>
f

x/Lx

 x/Lx = 0.01 
 x/Lx = 0.025
 x/Lx = 0.05

 

 

C
on

ce
nt

ra
ci

ón
, <

c>
f

Figura 3.3: Perfiles de la concentración promedio de trazadores relativa al fluido saturado
〈c〉f .
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FIGURE 4

Figura 3.4: Transporte asimétrico con respecto a la porosidad como es afectado por a) el
numero de obstáculos, y b) Longitud axial del sistema. La asimetría es alta conforme la
porosidad decrece.
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3.3. Modelado macroscópico

Teniendo en cuenta los resultados descritos anteriormente, un pregunta interesante es
¿cómo contabilizar el transporte asimétrico por medio de un modelo macroscópico de difusión?
Para abordar esta cuestión los resultados de aumento de escala para la difusión en medios
porosos se describen en Valdés-Parada y col. [71]. El enfoque toma un volumen de promediado,
digamos para una localidad arbitraria de un medio poroso donde la difusión tiene lugar. El
uso del teorema del transporte (Whitaker [75]) y la solución del problema de cerradura para la
concentración de salida con respecto a la concentraciones promediadas conducen a la siguiente
ecuación de difusión válida en todas partes en el dominio del sistema.

εf (r)
∂〈c〉f
∂t

= ∇ ·
(
εf (r) Def (r) · ∇〈c〉f

)
(3.5)

Donde r es el vector de coordenadas espaciales dentro del sistema de transporte, y Def (r)
es el tensor de difusividad efectiva, que se puede obtener a partir de la solución de un problema
de Laplace para las variables de cerradura. Se remite al lector las referencias (Valdés-Parada
y col. [71], Whitaker [75]) para más detalles de la Ec. (3.5). Básicamente, la Ec. (3.5) des-
cribe el comportamiento de la concentración promedio de escalas mas grandes que la escala
característica porosa. Para un medio isótropo poroso homogéneo donde la porosidad es casi
constante, uno tiene que la Ec. (3.5) se convierte en una ecuación de difusión estándar para
escalas macroscópicas: ∂cf

∂t
= Def∇2cf .

En principio, se deben considerar las coordenadas horizontales y verticales en la Ec. (3.5)
para describir el transporte de trazadores en el sistema descrito en la Figura 3.1. Sin embargo,
mediante la imposición de las condiciones reflejantes en los límites superior e inferior, se espera
que los desplazamientos verticales no tengan efectos en el transporte asimétrico a lo largo de
la dirección axial. De esta manera, sólo consideramos la componente x en el tensor de difusión
efectiva para obtener el comportamiento de la concentración a lo largo de la coordenada axial.
Al hacer esto, se obtiene la siguiente ecuación restringida a la coordenada x:

εf (x)
∂〈c〉f
∂t

= ∂

∂x

(
εf (x)Def (x)

∂〈c〉f
∂x

)
(3.6)

la Ec. (3.6) se asemeja a la estructura de la ecuación de Fick-Jacobs que describe la difusión
en un canal simétrico de ancho variable w (x). Este procedimiento da la siguiente expresión
para la concentración proyectada c .

∂〈c〉
∂t

= ∂

∂x

{
w (x)Def (x) ∂

∂x

[
〈c〉
w (x)

]}
(3.7)
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Esta ecuación comparte la misma estructura que la Ec. (3.6) si se utiliza la concentración
proyectada en relación con el líquido saturado en el canal, a saber cf = c

w(x) . Esto conduce a
la siguiente expresión:

w (x)
∂〈c〉f
∂t

= ∂

∂x

{
w (x)Def (x)

∂〈c〉f
∂x

}
(3.8)

De esta manera, el ancho del canal w (x) desempeña el papel de la porosidad punto a punto
εf (x). Esta similitud no es sorprendente en absoluto, ya que, para una anchura máxima del
canal tomando como un valor de referencia, w(x)/w∗ es la fracción de punto a punto del
fluido saturado dentro del canal. La principal diferencia entre la Ec. (3.6) y la Ec. (3.8) es
que en el modelo anterior la difusividad efectiva Def (x) es estimada, resolviendo el problema
de cerradura para una celda unitaria, mientras que el ultimo modelo se calcula la difusividad
efectiva de la solución del problema de proyección (Zwanzig [45], Reguera y Rubí [3], Kalinay
y Percus [62]).

La estimación de las variaciones espaciales de la porosidad se puede obtener de, por ejem-
plo, métodos de procesamiento de imágenes. Por otro lado, en lugar de tener una expresión di-
recta de Def (x), uno dispone de una expresión de la difusividad efectiva, es decir, Def (εf (x)).
La Figura 3.5 muestra las variaciones de la difusividad efectiva como función de la porosidad,
para cuatro valores del promedio de numero de obstáculos, además se hizó la comparación con
el resultado de Rayleigh (1892). Aquí, la porosidad fue controlada por el aumento del radio de
los obstáculos. Los resultados de la difusividad efectiva se obtuvieron por el método estándar
de cálculo de la pendiente del desplazamiento cuadrático medio para un medio poroso dado.
Cada estimación se obtuvo promediando sobre las 105 trayectorias de trazadores moviéndose
en un medio poroso aleatorio compuesto de celdas unitarias que contienen Nobs obstáculos
circulares distribuidos al azar de radio R =

√
1−εf
Nobsπ

(véase Ec. (3.1)). Como era de esperar la
difusividad efectiva es una función creciente de la porosidad del sistema. Además, se puede
observar una ligera disminución de la difusividad efectiva con el número de obstáculos. Este
efecto se puede atribuir a un aumento de la tortuosidad en el medio poroso cuando se aumenta
el número de obstáculos para el mismo valor de porosidad. La Ec. (3.6) puede ser reescrita
como sigue:

∂〈c〉f
∂t

= −v (x)
∂〈c〉f
∂x

+ εf (x)Def (x)
∂2〈c〉f
∂x2 (3.9)

donde
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v (x) =

(
Def (x) + εf (x) dDef (εF )

dεf

)
dεf (x)
dx

εf (x) (3.10)

Interesantemente, la Ec. (3.9) corresponde al modelo de convección-dispersión donde la

velocidad está dada por la Ec. (3.10). Se tiene que
dD

ef(εf)
dεf

> 0. En la Figura 3.6 se presenta
una estimación de las variaciones espaciales de la porosidad en la vecindad de la interfase, lo
cual fue obtenido para 200 configuraciones y εf = 0.81 para el medio poroso del bulto. La
porosidad muestra un cambio brusco para la transición de εf = 1.0 en el fluido homogéneo
hacia εf = 0.81 para el medio poroso. Interesantemente la porosidad fue descrita por una
función de Boltzmann, como también se muestra en la Figura 3.6. Para la configuración
descrita en la Figura 3.6, uno tiene que dεf

dx
≤ 0. Dado que εf > 0 y Def (εf ) > 0, se tiene

que la velocidad v (x) ≤ 0. Para εf = 0.81 en el medio poroso, la Figura 3.7 ilustra el
campo de velocidades para la porosidad y los cambios de la difusión efectiva en la vecindad
de la interfase. De esta manera, las partículas migran en la dirección FHMP con un campo
de velocidad negativo hacia la vecindad de la interfase, en contraste con las partículas que
migran en la dirección FHMP que migran con un campo de velocidad positivo.
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Figura 3.5: Estimación de las variaciones de la difusividad efectiva como función de la poro-
sidad.
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El modelo simple de difusión dado por la Ec. (3.6) fue numéricamente resuelto para com-
parar con los resultados obtenidos a partir de simulaciones de trazadores Brownianos. Para
este fin, un dominio normalizado, fue considerado y se utilizó un esquema de diferencias fintas
con nodos internos para la discretización del operador espacial. Las ecuaciones diferenciales
resultantes fueron integradas por medio del método de Runge-Kutta de orden 4/5 con un
tamaño de paso en unidades de tiempo. La condición de impermeabilidad fue impuesta en la
frontera de entrada y se utilizó una diferencia finita central para discretizar con un nodo. La
condición inicial se establece como cero para todos los nodos, excepto en el nodo de entrada,
donde se utilizó una condición inicial distinta de cero. De manera similar a la simulación de
dinámica Browniana descrita en la sección 3.1, los trazadores se mueven lejos de la frontera
de entrada para ser detectados en el límite de salida opuesto. Para, la Figura 3.8. a presenta
el comportamiento de las curvas para el transporte en ambas direcciones. Las líneas de puntos
verticales representan la ubicación temporal de la concentración máxima de salida. Similar a
los resultados de la simulación Browniana en la Figura 3.2, un transporte asimétrico muestra
que refleja el transporte más rápido en la dirección PMHF que en la dirección opuesta. El
transporte asimétrico se estimo mediante el calculo de los tiempos de cruce promedio, los
resultados en función de la porosidad se muestran en la Figura 3.8 b. Curiosamente la es-
timación del modelo macroscópico Ec. (3.6) subestima el transporte asimétrico, con errores
máximos del orden de 10% para valores altos de porosidad. En general los resultados ante-
riores indican que el transporte asimétrico surge de una especie de resistencia dependiente de
la interfaz. A su vez el mecanismo físico subyacente responsable de la asimetría de la difusión
parece muy similar a la de barrera entrópica en un canal con ancho variable (Reguera y Rubí
[80]).

60



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
0.75

0.80

0.85

0.90

0.95

1.00

 

P
or

os
id

ad
, ε

f(x
)

x/L
x

Figura 3.6: Estimación de las variaciones espaciales de la porosidad en la vecindad de la
interfase, obtenida para un promedio de 103 configuraciones con εf = 0.81.
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Figura 3.8: a) Curvas obtenidas de la simulación numérica del modelo macroscópico dada
por la Ec. (3.6). b) Comparación entre las predicciones de la Ec. (3.6) y las simulaciones de
trazadores Brownianos.
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3.4. Conclusiones

Usando simulaciones de caminatas aleatorias se mostró que las partículas se mueven
más rápido del medio poroso al fluido homogéneo que en la dirección opuesta.

Usando el método de proyecciones, se mostró que el transporte asimétrico es inducido
por cambios en la porosidad y que este modelo se ajusta a las simulaciones de dinámica
Browniana con un error máximo del 10%.

Se mostró que el tranposrte asimétrico existe independientemente de la longitud del
medio.
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Capítulo 4

Transporte difusivo asimétrico de trazadores pasivos a través de las interfases de

medios porosos heterogéneos

Recientemente, Berkowitz y col. [2] consideraron el caso del transporte de trazadores en
una columna porosa la cual consiste de dos segmentos con tamaños diferentes de perlas de
vidrio, pero con la misma porosidad (véase la Figura 4.1). Las curvas experimentales fue-
ron medidas para trazadores que migran en dos direcciones, del segmento fino al segmento
grueso (FG), o del segmento grueso al segmento fino (FG). A partir de la suposición de que
la concentración y el flux son continuos a través de la interfase, se esperaba que las curvas
de ruptura en las direcciones FG y GF fueran similares, por que los trazadores experimen-
taban la misma longitud para el transporte para ambas direcciones. Sorprendentemente, los
experimentos revelaron diferentes comportamientos de las curvas de ruptura, con trazadores
que migran en la dirección (FG) más rápidos que en la dirección (GF). Berkowitz y col. [2]
también demostraron que el uso de las ecuaciones convencionales de advección-dispersión son
inadecuadas para describir el comportamiento asimétrico de las curvas de ruptura determi-
nadas experimentalmente. También argumentaron que el perfil de concentraciones a través
de la interfaz de la heterogeneidad muestra acumulación del trazador. Posteriormente, Ap-
puhamillage y col. [81] desarrollaron una teoría Fickiana para asimetrías para el transporte a
través de la interfase. Cortis y Zoia [82] propusieron una definición del flujo de soluto a través
de las interfases y exploran la dinámica de partículas microscópicas subyacentes mediante la
aplicación de simulaciones Monte Carlo. Curiosamente los resultados fueron consistentes con
los resultados reportados por Berkowitz y col. [2]. Las diferencias en las curvas de ruptura re-
portadas por Berkowitz y col. [2] son inducidas por efectos de transporte, con la participación
tanto de advección y mecanismos de difusión. En particular, no está claro si las asimetrías
del transporte son causadas por heterogeneidades locales del medio poroso. Particularmente
es importante la observación de que las asimetrías del transporte se reducen a medida que
aumenta la velocidad de flujo. Esto sugiere que la diferencia en las curvas es causada principal-
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mente por el tranporte difusivo a través de la interfase. Motivados por esto, el presente caso se
estudian los experimentos de Berkowitz y col. [2], pero centrándose únicamente en la difusión
y la advección de trazadores a través de la interfaz entre dos medios porosos homogéneos de
la misma porosidad. Los resultados derivados de la simulación de trazadores Brownianos en
medios porosos aleatorios muestran que, como se observa en los experimentos de Berkowitz y
col. [2], la migración de trazadores en la dirección FC arriban más rápido que en la dirección
CF. Ecuaciones de medio efectivo se utilizan para explicar las asimetrías de transporte. A su
vez, se demuestra que las asimetrías son causadas por un efecto de convección inducido por
variaciones bruscas de la difusividad efectiva a través de la interfase.

4.1. Descripción del sistema

Como se muestra en la Figura 4.1 el sistema bajo consideración se compone de dos medios
porosos saturados diferentes que tienen el mismo valor de porosidad εf (es decir, la zona
del fluido contenido en el medio poroso con relación a la superficie total dada por LxLy).
Los medios porosos están compuestos por obstáculos circulares, distribuidos al azar que no se
traslapan. El transporte por difusión es simulado por partículas Brownianas sobreamoriguadas
moviéndose libremente en el fluido y siendo reflejadas por los obstáculos. La dinámica de
sobreamortiguamiento de las partículas es modelada por medio de la ecuación de Langevin al
igual que el problema anterior, se tiene que.

dr
dt

=
√

2D0ξ (t) (4.1)

Para la simulación de partículas trazadoras siendo transportadas a lo largo del medio
poroso compuesto, las condiciones iniciales son que las partículas están uniformemente distri-
buidas a lo largo de la frontera de entrada que corresponde a x = −Lx (resp., x = Lx) para
el transporte difusivo en la dirección FC (resp., en la dirección CF).

La diferencia entre los tiempos de cruce entre las dos direcciones de transporte se considera
como una difusión asimétrica, que se cuantifica como

α = 〈TGF 〉
〈TFG〉

(4.2)

donde 〈TGF 〉 y 〈TFG〉 son los tiempos promedios de primer arribo (MFPT) en la direcciones
GF y FG, respectivamente. De esta manera, los valores α 6= 1 deben indicar la presencia
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Figura 4.1: Descripción esquematica del transporte por difusión. El medio fino y grueso po-
rosos tienen la misma porosidad.

de difusión asimétrica en el transporte de trazadores a través de la interfaz. El MFPT fue
calculado como sigue:

1. Para una porosidad dada εf , se construye una distribución aleatoria de obstáculos circu-
lares de radio RF y RG, con RG 6= RF , para las regiones fina y gruesa respectivamente.
Dado que la porosidad no varía a lo largo del medio poroso, se tiene que NFR

2
F = NGR

2
G,

donde NF y NG son el número de obstáculos en las regiones fina y gruesa, respectiva-
mente.

2. Para NTr trazadores, colocados inicialmente en el límite de la entrada, para calcular el
MFPT como el tiempo transcurrido para alcanzar por primera vez el límite de salida.

3. Para evitar el sesgo inducido por una distribución particular de obstáculos, los dos
pasos anteriores se repiten sobre las NPM configuraciones de medios porosos obtenidos
mediante la distribución al azar de los obstáculos en cada región.

4. Calcular el MFPT promediando sobre los NTr trazadores y las NPM configuraciones de
medios porosos.
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4.2. Resultados y discusiones

Los cálculos numéricos se llevaron a cabo para Lx = 2,NTr = 10, 000 yNPM = 1, 000. Para
una porosidad dada, esto corresponde a la simulación de 107 trayectorias para cada dirección
de transporte (es decir, las direcciones FG y GF). La Figura 4.2 presenta las dos distribuciones
direccionales típicas del tiempo de primer arribo normalizado por el tiempo de primer arribo
libre de los obstáculos T0 = L2

x

2D0
= 12.5. Los puntos representan los resultados numéricos,

mientras que la línea continua es el mejor ajuste a una distribución log-normal. La Figura
4.2a corresponde a εf = 0.76, RF

Lx
= 0.05 y RC

Lx
= 0.12,mientras que la Figura 4.2b corresponde

a εf = 0.68, RF
Lx

= 0.05, y RC
Lx

= 0.1 donde. Resultados cualitativos similares se obtuvieron
para otros valores de porosidad y otros radios de obstáculos. Como en los experimentos de
Berkowitz y col. [2], estos parámetros representan un medio poroso homogéneo, pero con
radio de obstáculos diferente. Se tiene que el transporte asimétrico α ≈ 1.05 y α ≈ 1.07,
respectivamente. Esto significa que, en promedio, a los trazadores les toma 7% más tiempo
cruzar en la dirección FG que en la dirección FG. Para otros valores de porosidad y radio,
hemos encontrado asimetrías de aproximadamente 11%. Los resultados numéricos que se
muestran en la Figura 4.2 indican que, a pesar que el medio poroso tiene la misma porosidad
a lo largo de la dirección de transporte, las asimetrías por transporte por difusión pueden
surgir como consecuencia de las asimetrías en las configuraciones de los medios porosos.

4.3. Concentración de residencia

Hornung y col. [83] emplearon simulaciones de dinámica Browniana para evaluar los efec-
tos de la discontinuidad que surgen en sistemas con solo difusión. Los resultados numéricos
mostraron que la masa se puede acumular en la interfaz. La acumulación en la vecindad de
la interfaz se evaluó mediante la estimación de la concentración residente. Para este fin, la
concentración promedio de trazadores a lo largo de la coordenada horizontal fue calculada
dividiendo la longitud del sistema en tiras verticales de ancho ∆x y contar el número de veces
que las trayectorias se mantienen dentro de una tira vertical dada. Posteriormente, el perfil
resultante fue normalizado respecto al valor máximo, el cual resultó estar localizado en la
entrada de la frontera. La longitud del medio poroso fue de Lx = 1 para magnificar los efectos
de la interfase. Los resultados para εf = 0.7, RF

Lx
= 0.01 y Rc

Lx
= 0.04 son mostrados en la

Figura 4.3 donde el perfil de la concentración de residencia fue calculado para ∆x = 0.01 so-
bre las NTr = 10, 000 trayectorias de trazadores y NPM = 1, 000 configuraciones aleatorias de
medios porosos. Para ambas direcciones de transporte, el perfil de concentración de residencia
muestra un rápido decremento a la condición de entrada, lo cual puede ser causado por las
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Figura 4.2: Distribución de los tiempos de primer arribo para las direcciones FG y GF. a)
εf = 0.76,RF
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= 0.12; b) εf = 0.68 RF
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= 0.81. Para los dos casos

NTr = 10, 000 y NPM = 1, 000.

fluctuaciones locales del medio poroso. La característica más importante es la presencia de
un máximo en la concentración en la vecindad de la interfase, esto sugiere acumulación de la
masa de trazadores Brownianos transitando entre las reginoes de los medios porosos.

La concentración residente calculada anteriormente corresponde a una concentración pro-
mediada en el volumen de control V = LxLy∆x. Es decir, si c es la concentración puntual
de trazadores moviéndose en el fluido saturado y 〈c〉 es la concentración residente promedio
sobre el volumen V entonces

〈c〉 = 1
V
∫
Vf

cdV (4.3)

donde VF = εfLxLy∆x es el volumen de fluido saturado en el volumen de control V =
LxLy∆x.

Sin embargo, la concentración promedio 〈c〉 se calcula en relación con el volumen total V ,
incluyendo tanto los obstáculos impermeables y el fluido saturado. Una forma mas adecuada
de calcular la concentración promedio es en términos del fluido saturado solamente.

〈c〉f = 1
V
∫
Vf

cfdV (4.4)
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Esta concentración se denomina normalmente concentración promedio intrínseca (Whita-
ker [75]). La relación entre estas dos concentraciones está dada por.

〈c〉 = εf〈c〉f (4.5)
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Figura 4.3: Perfiles de concentración de residencia para εf = 0.68, Rf
Lx

= 0.05, Rc
Lx

= 0.1. El
máximo localizado en la interface indica una acumulación de la fase en la vecindad de la
interfase.

Para descartar las variaciones locales de la porosidad en las fluctuaciones de las concentra-
ciones residentes, la concentración media intrínseca 〈c〉f debe ser calculada. De acuerdo con
la expresión dada por la Ec (4.5), las variaciones del porosidad deben estar disponibles. De
esta manera, las variaciones de la porosidad εf (x) con respecto a la coordenada horizontal
fueron calculadas de la siguiente manera. Similar al procedimiento para calcular la concen-
tración residente, el dominio horizontal es dividido en Ns tiras verticales de espesor ∆x. Para
cada tira, la porosidad se evaluó por los golpes de números aleatorios sobre las tiras verti-
cales y la porosidad correspondiente fue estimada como la fracción de golpes sobre el fluido
saturado para 106 ensayos. El procedimiento fue comprobado con configuraciones simples con
un solo obstáculo (por ejemplo, círculo, cuadrado, etc). La Figura 4.5 presenta variaciones
espaciales promedio de la porosidad para una porosidad nominal εf = 0.68, y radio de obs-
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táculo RF
Lx

= 0.01 y RC
Lx

= 0.04. Estos parámetros corresponden al perfil de concentración de
residencia representado en la Figura 4.2. En la mayor parte del medio poroso, la porosidad
exhibe pequeñas fluctuaciones estadísticas sobre el valor nominal de εf = 0.68. Curiosamen-
te la interfaz donde las configuraciones se acoplan la porosidad presenta un variación casi
simétrica con el máximo con ubicación en la interfaz. Uno puede usar el perfil estimado de
la porosidad para calcular la concentración intrínseca como 〈c〉f = 〈c〉/εf . En la Figura 4.6
se presentan los perfiles de la concentración residente intrínseca para ambas direcciones de
transporte. Después de corregir las variaciones de la porosidad, la concentración intrínseca
presenta un comportamiento monótono, sin valores máximos en la interfaz (Whitaker [75]).

71



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

4.4. Efecto de la longitud del canal

Aparentemente, los efectos de discontinuidad en la interfase del medio poroso son causa-
dos por el transporte asimétrico. Aquí, las partículas se someten a un cambio en el paso de
trayectoria media como consecuencia de la diferencia de la distancia media entre los obstácu-
los. De esta manera, es de esperar que la longitud del canal tiene un efecto importante en el
transporte asimétrico, como el efecto relativo de la interfaz se reduce a medida que aumenta la
longitud del canal. Para radios de obstáculos RF = 0.02 y RG = 0.035. La Figura 4.4 presenta
el efecto de la longitud del canal en el transporte asimétrico para dos valores diferentes de
porosidad. La relación de transporte asimétrico muestra una disminución gradual a medida
que el canal aumenta la longitud, lo que indica que la asimetría no es más que un efecto de
la interfaz del medio poroso. Para una longitud del canal mayor a cinco, el transporte a lo
largo de la mayor parte de medio poroso domina sobre el efecto transitorio inducido por la
discontinuidad en la configuración del medio poroso.
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Figura 4.4: Efecto de la longitud del canal en el transporte asimétrico para dos valores dife-
rentes de la porosidad.

72



Difusión Asimétrica en Sistemas Confinados Levy Noé Inzunza Camacho

4.5. Modelado macroscópico

Se ha argumentado que la acumulación de masa aparente en la interfaz heterogénea (veáse
Figura 4.3) indica que la clásica ley de Fick no se puede aplicar para describir el transporte
por difusión en medios porosos heterogéneos. De hecho, la presencia de un máximo de con-
centración en la interfase implicaría que la masa puede ser transferida contra gradientes de
concentración. Sin embargo, los resultados en la Figura 4.6 sugieren que la ley de Fick se puede
utilizar, pero cuando el modelado físico se basa en la concentración residente intrínseca, 〈c〉f .
Una cuestión interesante es si un enfoque de modelado de medio efectivo puede dar cuenta
de la transporte asimétrico a través de la interfaz. La ecuación de difusión con la difusividad
como función de la posición horizontal se puede escribir como.

∂〈c〉f
∂t

= ∂

∂x

(
Def (x)

∂〈c〉f
∂x

)
(4.6)

Si se supone que Def (x) es una función diferenciable, entonces uno tiene que Ec. (4.6) se
puede escribir como una ecuación de difusión-convección de la siguiente manera.

∂〈c〉f
∂t

= −v (x)
∂〈c〉f
∂x

+Def (x)
∂2〈c〉f
∂x2 (4.7)
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Figura 4.5: Variación espacial de la porosidad para una porosidad nominal de εf = 0.68 y
radios de obstáculos Rf

Lx
= 0.01, Rc

Lx
= 0.04. El máximo en la interfase es causado por la

transición el medio fino poroso al medio grueso poroso.

donde v (x) = −dDef (x)
dx

. Las variaciones espaciales de la difusividad efectiva pueden inducir un
efecto de convección. Un gradiente de difusividad positivo (resp., negativo) induce una velo-
cidad negativa (resp., positivo). De esta manera, trazadores moviéndose contra gradientes de
difusividad perciben una fuerza motriz positiva, mientras que los trazadores que se desplazan
a lo largo de gradientes de difusividad son sometidos a una fuerza de conducción negativa.
Esto sugiere que la asimetría de transporte a través de una interfaz heterogénea puede ser
causada por variaciones espaciales de la difusividad efectiva. Para la evaluación de este efecto
potencial, la Ec. (4.6) fue resuelta numéricamente para un sistema de dos dominios similar a
la de la Figura 4.1. Aquí, las subregiones finas y gruesas son consideradas como homogéneas
con difusividad DF y DG , respectivamente.

Se utilizaron diferencias finitas centrales para la discretización del operador de difusión en
el lado derecho de la Ec. (4.6). Para simular la curva de avance obtenida por simulación de
partículas Brownianas, una cantidad inicial de trazadores fue colocado en el límite de entrada
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(ya sea x = Lx y x = −Lx ). Las condiciones de no permeabilidad (es decir, d〈c〉f/dx = 0
) se impusieron en el límite de entrada. Para Lx = 1.0, DF = 1.0 y DG = 1.05, la Figura
4.7a presenta el avance para las direcciones FG y GF. Similar a los resultados de la Figura
4.2, el comportamiento de la curva depende de la dirección de transporte, con trazadores
moviéndose más rápido en la dirección FC que en la dirección GF. La asimetría, cuantificada
por la Ec. (4.2) es de aproximadamente 1.042. La Figura 4.7b muestra que la difusividad
asimétrica es una función creciente de la relación de difusividades. Es decir, cuanto mayor
es el cambio de difusividad en la interfaz, mayor es la difusividad asimétrica. Los resultados
anteriores indican que el cambio de difusividad en la interfaz heterogénea puede inducir a
una difusión asimétrica, con el transporte preferido en la dirección donde los cambios de
difusividad van de valores menores a valores más altos. Las diferencias de difusividad efectiva
en el medio heterogéneo se esquematiza en la Figura 4.8, estas no son causadas por diferencias
de porosidad ya que las regiones, tanto finas y gruesas tienen el mismo valor. Recordemos que
la difusividad efectiva de los medios porosos se puede expresar como

Def = εfD0

τ
(4.8)

donde τ es la tortuosidad. Debemos mencionar que el concepto de tortuosidad depende de la
aplicación (Clennell [84], Valdés-Parada y col. [85]). En la definición clásica de la difusividad
efectiva dada por la Ec.(4.8), la tortuosidad es referida a una tortuosidad difusiva pero otras
definiciones pueden aparecer dependiendo de la situación del transporte. De esta manera, para
una porosidad dada, εf , la difusividad efectiva disminuye cuando la tortuosidad aumenta. En
cuanto el medio poroso heterogéneo considerado en este trabajo ( Figura 4.17 ), la región fina
conserva el mismo valor de porosidad que la región gruesa. Intuitivamente , un mayor número
de obstáculos dentro de la misma región debe aumentar la tortuosidad y, por tanto, reducir la
difusividad efectiva. La difusividad efectiva de un medio poroso homogéneo se estimó calcu-
lando el desplazamiento cuadrático medio. Para dos valores de porosidad diferentes , la Figura
4.24.a presenta la difusividad efectiva como función del radio del obstáculo,R, normalizado
por la longitud de paso medio de los trazadores Brownianos, λ. Es decir, λ = σ

√
2D0∆t , don-

de ∆t, es el tamaño de paso, y σ, la desviación estándar del generador de números aleatorios
Gaussiano. En nuestro caso, ∆t = 10−5, σ = 1.0 y D0 = 1.0 de manera que λ = 4.47× 10−2.

La difusividad efectiva disminuye para radios menores de obstáculos. Esto indica que las
diferencias sutiles de la difusividad efectiva entre configuraciones porosas finas y gruesas se
introducen por las diferencias de tortuosidad. La Figura 4.8b presenta la tortuosidad como
función del radio obstáculo para los mismos valores de porosidad utilizados en la Figura 4.8a.
Se observa que, como se esperaba, la tortuosidad disminuye para las configuraciones porosas
finas. Los resultados en las Figuras 4.7 y 4.8 sugieren que las diferencias de las curvas para
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el sistema de transporte de difusión descrito en la Figura 4.1 pueden explicarse en gran parte
por pequeñas diferencias de difusividad. A su vez, dado que la porosidad es constante, tales
diferencias de difusividad se introducen por las diferencias de la configuración (por ejemplo,
tortuosidad) entre los medios porosos finos y gruesos.
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Figura 4.6: Perfiles de la concentración intrínseca 〈c〉f = 〈c〉
εf
. Para ambas direcciones. Después

de corregir por las variaciones de la porosidad, la concentración de residencia muestra un
comportamiento monótono.
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4.6. Predicciones usando la ecuación de Fick-Jacobs

Los resultados en la Figura 4.1 sugieren que el transporte asimetrico podría ser causado por
las sutiles diferencias en la difusividad efectiva, , lo cual podría ser atribuido a una diferencia
de tortuosidad en las regiones finas y gruesas. Sin embargo, en la Figura 4.5 se muestra la
importancia de la variación de la porosidad en la vecindad de la interfase del medio poroso.
Se puede hacer una analogía entre el medio poroso en la Figura 4.1 y un canal con ancho
variable. En el último caso, la reducción de la concentración a 1D se puede describir a través
de la ecuación de Fick-Jacobs (eFJ).

∂〈c〉f
∂t

= ∂

∂x

(
Def (x)w (x) ∂

∂x

[ 〈c〉f
w (x)

])
(4.9)

donde w (x) es el ancho del canal. El medio poroso puede ser visto como un canal descrito
por la eFJ si tomamos el ancho del canal w (x) como la porosidad εf (x). En tal caso, el perfil
de porosidad estimado, es como se muestra en la Figura 4.7, se puede ser usar en la Ec.(4.9).

Con respecto a la difusividad efectiva, algunas expresiones han sido propuestas en la
literatura para predecir sus cambios con la posición. Una expresión comúnmente utilizada
para Def (x) es la expresión de Reguera y Rubí [3].

Def (x) = D0(
1 + 1

4w
′ (x)

) 1
3

(4.10)

Un esquema numérico similar al usado en la Ec.(4.7) fue usado para resolver numérica-
mente la Ec.(4.9). La equivalencia w (x) = ε (x) fue tomada, y la difusividad efectiva fue
estimada por medio de la Ec.(4.10). Con el perfil de la Figura 4.5, la porosidad dependiendo
de la posición fue obtenida para un total de 10,000 configuraciones medios porosos aleatorios.

Para RF = 0.02 y RC = 0.0035, en la Figura 4.9 se comparan las predicciones obteni-
das con la ecuación de Fick-Jacobs y las simulaciones numéricas de dinámica Browniana.
Las asimetrías del transporte predichas por la ecuación de Fick-Jacobs son inducidas por la
asimetrías de la porosidad en la interfase (véase Figura 4.7). Las predicciones de la eFJ son
menores que las simulaciones de trazadores Brownianos con un 14% de error entre simu-
laciones numéricas y predicciones. Quiza, todas las asimetrías del transporte observadas en
simulaciones de trazadores Brownianos son causadas por las combinaciones de la porosidad y
la difusividad efectiva.
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Figura 4.9: Comparación entre simulaciones de trazadores Brownianos y predicciones obteni-
das de la ecuación de Fick-Jacobs.

4.6.1. Efecto de una fuerza motriz constante

En los experimentos de Berkowitz y col. [2], se observó que el transporte asimétrico mostró
una tendencia a decrecer conforme la velocidad del fluido se incrementaba. Para explorar este
efecto en nuestras simulaciones numéricas, una fuerza externa F = (Fx, 0), actuando sobre
los trazadores fue añadida a la ecuación de Langevin, que esta dada por.

dr
dt

= F +
√

2Doξ (t) (4.11)

En términos de una ecuación de transporte macroscópico, la fuerza F = (Fx, 0) tiene
el efecto de una velocidad contante a lo largo del eje x (Risken [86]). Para RF = 0.02 y
RC = 0.0035, la Figura 4.10 muestra el transporte asimétrico como función de la fuerza
Fx, para dos valores diferentes de la porosidad. Se observa, como en los experimentos, el
transporte asimétrico decrece a medida que la fuerza aumenta. Estos resultados son validados
por lo reportado en Berkowitz y col. [2], tienen su origen en los efectos difusivos sobre el
transporte en la interfase.
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Figura 4.10: Transporte asimétrico como función de añadir una fuerza en la dirección del
transporte difusivo. Aquí, RF = 0.02 y RC = 0.0035

4.6.2. Conclusiones

Usando simulaciones de trazadores Brownianos encontramos que los trazadores migran
más rápido del medio fino al medio grueso.

Se compararon las simulaciones de dinámica Browniana con un modelo macroscopico,
encontrandose un error del 10% entre las simulaciones y el modelo.

Se compararon las simulaciones de dinámica Browniana con predicciones teóricas de
ecuación de Fick-Jacobs y se observó que las prediciones teóricas arrojan un compora-
miento similar a las simulaciones con un error del 14%.
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Capítulo 5

Conclusiones

En este trabajo, se estudiaron tres problemas a través del uso de simulaciones de dinámica
Browniana, y se compararon las simulaciones con predicciones teóricas.

Por otro lado, del capítulo dos al capítulo cuatro se incluye una sección para conclusiones,
sin embargo, resulta conveniente retomar aquí las conclusiones a las que llegó este trabajo.

En el caso del estudio de canales tipo serpentin con línea media diferente de cero (ca-
pítulo 2), se calcularon los flujos para las direcciones izquieda-derecha (ID) y derecha-
izquierda (DI), y con la relación de los tiempos de primer arribo se determinó la asi-
metría, encontrando que las partículas migran hacia la dirección en donde el ancho
del canal aumenta, la simulaciones fueron comparadas por medio de predicciones teóri-
cas a través de la ecuación de Kalinay [1], encontrando una buena concordancia entre
simulaciones de caminatas aleatorias y predicciones teóricas.

Para el fenómeno de difusión entre un fluido homógeno y un medio poroso con obstáculos
circulares no permebales y sin translape (capítulo 3), se calcularon los flujos de partículas
Brownianas para las dirección del fluido homógeneo al medio poroso (FHMP) y para
la dirección medio poros al medio homógeneo (MPFH), y con los flujos se estimó la
asimetría a través de la relación de los flujos encontrando que las partículas tienden a
moverse en la dirección (MPFH), esto se explicó a través de la diferencia de difusividades
entre el fluido homógeneo y el medio poroso, encontrando que las partículas migran en
la dirección en que la porosidad incrementa.

El problema que se presentó en el capítulo 4, se estudió la difusión de partículas Brownia-
nas en dos sistemas porosos con la misma porosidad en donde los obstáculos circulares
no tienen traslape, se calculó la asimetría como la relación entre el tiempo de primer
arribo del medio fino al medio grueso (FG) y el tiempo de primer arribo del medio
grueso al medio fino (GF), esto permitó concluir que las partículas migran facilmente
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en la dirección (GF) que en la dirección (FG), este fenómeno se explico a través de una
diferencia de tortousidad entre los medios porosos.
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Capítulo 6

Trabajo Futuro

Existen varias perspectivas desde las cuales se puede extender el trabajo realizado en esta
tesis. A continuación se mencionan algunas.

Hacer simulaciones de tipo lattice Boltzmann y hacer comparación con dinámica Brow-
niana así como promedio volumétrico.

Otro aspecto sería que los obstáculos del medio poroso fuesen permeables o bien que
los obstáculos fuese absorbentes.

Otros aspecto sería realizar simulaciones de dinámica Browniana en los casos de estudios
mencionados en este trabajo, en donde las partículas en lugar de ser pasivas ahora tengan
actividad o bien exista actividad en el fluido.

Usar los casos de estudio mencionados en el trabajo con partículas Brownianas a las
cuales se les ponga una fuerza o bien las partículas tengan actividad.

Hacer experimentos reales del tercer problema y comparar los resultados que se obtengan
con los de dinámica Browniana.
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Apéndice A

Simulaciones numéricas

Una caminata aleatoria es una sucesión de desplazamientos efectuados por una partícula
Browniana, también llamada caminante. Un desplazamiento individual, respecto de una posi-
ción inicial r0, ocurre en un intervalo de ∆t unidades de tiempo, así la duración total de una
caminata está en función del número de desplazamientos, o pasos efectuados: < T >= n∆t.
El movimiento de una partícula Browniana es complejo. Para representar las características
de este movimiento se requiere de un algoritmo computacional que genere números aleatorios,
lo cual sirva para simular el azaroso vaivén de las posiciones de la partícula Browniana en el
espacio.

A.1. Números pseudo aleatorios para las simulaciones
de dinámicas Brownianas

Los números pseudoaletorios son la base para las simulaciones de dinámica Browniana,
para llevar a cabo estas simulaciones se debe especificar lo siguiente:

1. La especificación de la geometría del espacio donde se llevará a cabo la caminata, in-
cluyendo las condiciones iníciales.

2. La naturaleza de la interacción entre las partículas y las fronteras del sistema.

3. Los algoritmos para el cálculo de las diversas cantidades, como: la nueva posición de
una partícula que en mitad de su desplazamiento encuentra una pared oblicua a su
trayectoria.

4. Los criterios para diversos eventos, como la finalización de la caminata.
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Los números aleatorios (aunque se sabe que no son verdaderamente aleatorios), con sesgo
uniforme, son generados dentro de un intervalo especificado, comúnmente de 0 a 1, de modo
que todos los números en el intervalo tienen la misma probabilidad de ser escogidos. Para este
problema se utilizará una distribución normal (Gaussianas)

N [µ, σ] = 1
σ
√

2π
e−

(x−µ)
2σ2 (A.1)

con media µ = 0 y desviación estándar σ =
√

2Dt.

A.2. Generación de los desplazamientos de la partícula
Browniana en una caminata aleatoria

Las posiciones que va tomando una partícula Browniana durante su trayectos son aleato-
rias, sin embargo, se distribuyen de forma Gaussiana alrededor de una posición inicial, siendo
la amplitud de esa distribución igual a

√
2D∆t . Por lo tanto la posición inicial esta dada

por.

r0 = x0êx + y0êy + z0êz (A.2)

La siguiente posición estará dada por

r1 = r0 + rram (A.3)

donde rram es el vector aleatorio.
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A.3. Cálculo del tiempo de escape o tiempo de primer
arribo

En un experimento típico se sigue el movimiento de una partícula Browniana y se recolecta
información del proceso de su terminación. La información reunida de este modo adquiere peso
estadístico al ser promediada sobre un gran número de eventos (caminatas aleatorias).

El tiempo de escape de la i-ésima trayectoria se obtiene cuando la partícula llega por
primera vez a una frontera, o subregión de ella, adsorbente; entonces la partícula es removida
del sistema y se da por terminada la caminata, por esta razón, a Ti también se le conoce como
el tiempo de sobrevivencia de la partícula en el sistema. El valor de Ti se obtiene al multiplicar
el número de pasos n (dados hasta el momento de alcanzar la frontera adsorbente), por la
duración de cada paso ∆t.

Ti = n∆t (A.4)

Finalmente, el tiempo promedio de escape se obtiene promediando los valores de Ti , sobre
las N trayectorias del experimento.

〈T 〉 = 1
N

N∑
i=1

Ti (A.5)

A.4. Cálculo del coeficiente de difusión

Una característica fundamental del movimiento Browniano es que el desplazamiento cua-
drático medio es directamente proporcional al tiempo que dura la caminata lo que se escribe
como

〈
x2
〉

= 2Dt (A.6)

de esta operación podemos obtener un forma operativa para el cálculo del coeficiente de
difusión D en una simulación de caminatas Brownianas. El método consiste en tabular los
desplazamientos cuadráticos medios

〈
x2
〉

= 1
nk

nk∑
i=1

(xi − x0)2 (A.7)
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contra el tiempo t = nk∆t, donde nk es el número de pasos dado por el k-ésimo caminante;
empleando una regresión lineal para obtener la ecuación de la recta 〈x2〉 vs t, cuya pendiente
m satisface las relación

m = 2D (A.8)
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Apéndice B

Solución de la ecuación de Fick-Jacobs

B.1. Obtención de la ecuación de Fick-Jacobs a partir de argumentos heurís-

ticos

En esta sección se seguirá el razonamiento heurístico de Jacobs [44] para encontrar una
ecuación de difusión para canales con simetría radial.

Considérese un volumen infinitesimal de tubo perpendicular a su eje de simetría, tamaño
A (x) dx (veáse la Figura B.1). Entonces C (x, t) dx, es la cantidad total de partículas dentro
de el elemento de volumen, en la posición x al instante t, lo que a su vez es igual a la integral
de la concentración sobre el volumen A (x) dx.

Recordando que la corriente es el flujo de partículas por unidad de tiempo, por lo que la
corriente que entra y sale de este volumen sigue el comportamiento establecido por Fick.

I = A (x) J (x) = DA (x) ∂

∂x

C (x, t)
A (x) (B.1)

Donde D es el coeficiente de difusión y C (x, t)/A (x) es la concentración volumétrica local.
Estableciendo la razón de entrada y salida de partículas que difunden en el canal en (x, t),
que se puede suponer como la entrada de una rebana infinitesimal, y para (x+ dx, t+ dt) ,
que corresponde a la salida de entrada de esta rebana de grosor dx en el tiempo t+ dt. Estas
razones serán diferentes no sólo porque el gradiente de concentración depende de x, sino
también porque la sección transversal varía a lo largo del canal. En la Ec. (B.1) se observa
que las corrientes de entrada y de salida en relación a la rebana infinitesimal están dadas por.

Ient = −DA (x) ∂

∂x

C (x, t)
A (x)

∣∣∣∣∣
x

(B.2)
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Figura B.1: Elemento diferencial de volumen de un canal de sección transversal,A (x), variable
de longitud L.

Isal = −DA (x) ∂

∂x

C (x, t)
A (x)

∣∣∣∣∣
x+dx

(B.3)

Al realizar un desarrollo en series de Taylor alrededor del punto de entrada se tiene que
la corriente a la salida es.

Isal = −D0

{
A (x) ∂

∂x

C (x, t)
A (x) + ∂

∂x

[
A (x) ∂

∂x

C (x, t)
A (x)

]
dx

}
(B.4)

En la Ec. (B.4) se tomó hasta primer orden en las derivadas, una vez que se hace el balance
Ient − Isal y se iguala la tasa de cambio de partículas por unidad de tiempo ∂C(x,t)/∂x se llega
a la ecuación de Fick-Jacobs.

∂C (x, (t))
∂t

= D0
∂

∂x

[
A (x) ∂

∂x

C (x, t)
A (x)

]
(B.5)

En esta parte del capítulo se ha considerado que la constante de difusión D0 es la misma
en todas las direcciones, es decir, se ha considerado un medio isótropico. En general, la tasa
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de difusión en la sección transversal del canal no es igual que en la dirección longitudinal.
Es importante enfatizar que para llegar a la Ec. (B.5) se parte de la hipótesis de que la
distribución de las partículas que se difunde es uniforme en todas las secciones transversales
del canal. La ventaja de usar la ecuación de Fick-Jacobs sobre la ecuación de Fick es inmediata,
ya que un problema en tres dimensiones se mapea a uno en una dimensión, de tal manera
que las condiciones de frontera se reducen a especificar el comportamiento en los extremos
del canal. En el caso de la Figura 3.1, hay flujos de entrada y salida por los dos extremos,
por lo que se tiene condiciones de frontera radiativas. Sin embargo, se deben especificar las
situaciones para las cuales puede usarse sin inconvenientes la ecuación de Fick-Jacobs con un
coeficiente de difusión constante, dicha aproximación es válida sólo cuando los cambios en
la sección transversal del canal tienen variaciones, de lo contrario es necesario introducir un
coeficiente de difusión dependiente de la posición D (x) .

Como primer intento Zwanzig [45] partió de la aproximación del equilibrio local en la
sección transversal del canal y estudió las pequeñas desviaciones, de este análisis concluyó
que la aproximación de Fick-Jacobs es adecuada si la inclinación del canal es � 1 y obtuvo
un coeficiente de difusión dependiente de la posición dado por.

D (x) ≈ DZw (x) = D0

1 + 1
12w

´ (x)2 (B.6)

Donde w (x)´es la derivada del cambio del ancho del canal (donde DZw (x)es para identi-
ficar el coeficiente de Zwanzig). Reguera y Rubí [3] generalizaron el coeficiente de Zwanzig y
a partir de argumentos heurísticos, establecieron.

D (x) ≈ DRR (x) = D0[
1 + 1

14w
´ (x)

]1/3
(B.7)

donde DRR (x) es el coeficiente designado a Reguera-Rubí. Usando el método de las proyec-
ciones, Kalinay y Percus (KP) obtuvieron el siguiente coeficiente.

D (x) ≈ DKP (x) = 2
atan

(
w´(x)

2

)
w´ (x) D0 (B.8)

De nuevo DKP (x) es el coeficiente designado a Kalinay - Percus. Recientemente la expre-
sión (B.8), fue derivada por Martens y col. [87].
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B.2. Deducción a partir de la ecuación de Smoluchows-
ki

Zwanzig [45] dedujo la ecuación de Fick-Jacobs a partir de la ecuación de Smoluchowski,
que puede representar la ecuación de difusión en presencia de un potencial. La ecuación de
Smoluchowski en dos dimensiones con un potencial U (x, t) es.

∂C (x, t)
∂t

= D0

{
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C (x, y, t) + ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)C (x, y, t)

}
(B.9)

donde β = 1/kBT , kB es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta a la que
se encuentra el sistema y c (x, y, t) es la concentración en dos dimensiones. Para reducir la Ec.
(B.9) a una dimensión se integra en la variable y,

∂C (x, t)
∂t

= D0
∂

∂x

ˆ
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C (x, y, t) dy (B.10)

donde c (x, t) es la concentración reducida que se define así.

c (x, t) =
ˆ
C (x, y, t) dy (B.11)

La demostración de Zwanzig supone que la concentración en la dirección transversal llega
instantáneamente al equilibrio, además Zwanzig introdujo una energía libre F (x) que depen-
día solo de la posición e independientemente del radio del canal, y aprovechando la simetría
del tubo, ese nuevo potencial es el responsable de confinar el movimiento de difusión de las
partículas dentro del canal, y se representa como.

e.−βF (x) =
ˆ
e−βU(x,y)dy (B.12)

la Ec. (B.12) se emplea para normalizar la probabilidad condicional de que las partículas se
encuentran en equilibrio en la coordenada dado que se encuentra en la coordenada x.

p (y | x) = e−βU(x,y)

e−βF (x) (B.13)

la concentración lineal efectiva se escribe de la siguiente forma, considerando desviaciones del
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equilibrio local

C (x, y, t) ≈ c (x, t) p (y | x) (B.14)

Con la ayuda de las Ecs. (B.11) a (B.14), la Ec. (B.10) toma la siguiente forma.

∂c (x, t)
∂x

= D0
∂

∂x
e−βF (x) ∂

∂x
eβF (x)c (x, t) (B.15)

que bien se aprecia que la Ec.(B.15) es la ecuación de Fick-Jacobs escrita como la forma
de Smoluchoswki bajo el potencial que tiene la siguiente forma para un canal de de sección
transversal w (x),F (x) = − 1

β
ln w(x)
w0(x) , donde F (x) no es función explícita de T . La Ec. (B.15),

describe la difusión a través de una barrera entrópica relacionada con la forma del tubo,
además se consideró a D0, nótese que no fue necesario imponer condiciones de frontera, ya
que se encuentran introducidas en el potencias de confinamiento.
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