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INTRODUCCION

Este trabajo doctoral trata el problema de estimacién de estados para plantas continuas no-lineales
con mediciones discretas. La motivacion del trabajo surge de la dificultad de monitoreo de reactores de
polimerizacién y, por ello, la aplicacién de su estrategia de solucién se muestra en este tipo de
procesos. Para enmarcar la aportacion de este trabajo, a continuacién se da un concreto estado del arte
en cuanto a estimacion de estados se refiere, se mencionan las caracteristicas de los reactores de

polimerizacidn, y se sienta el punto de partida y, por tltimo, el punto final.

1.1 Estimacion de estados

En las udltimas dos décadas, la estimacién de estados de procesos quimicos, con base en sus modelos
y a través de sus mediciones de entradas y salidas, ha sido abordado extensivamente. Ello se debe a que
tiene gran aplicabilidad e implicacién en las tareas que conlleva el monitoreo y el control de procesos y
de calidad de productos, la deteccién de fallas y la reconciliacién de datos, la validacién y la estimacion
de pardmetros de modelos, etc.; y por el lado particular que corresponde al enfoque de este trabajo, es
importante resaltar que la aplicabilidad de esquemas de control no lineal avanzado, como uno de tipo
geométrico [Alvarez, 1996] o uno de tipo predictivo [Phani y Bequette, 1996], depende del
funcionamiento y desempefio de un estimador de estados.

Para sistemas lineales, se puede decir que existe un marco tedrico de estimacién y control de estados
ya maduro [Rugh, 1996; Kwakernaak, 1972]. La aplicacién de sus técnicas a procesos quimicos, es
precedida de una linealizacién de los modelos correspondientes alrededor de un punto de operacién
nominal; sin embargo, el desempefio de los estimadores y/o controladores lineales se empobrece
cuando las condiciones de operacion del proceso se alejan del punto nominal de disefio, y/o cuando se
tiene incertidumbre en los pardmetros del modelo del proceso. Luego, es natural pensar que, el
desempefio de un estimador y/o controlador para un proceso quimico serd mejor si dicho estimador es
disefiado con técnicas acordes a la naturaleza no-lineal de dichos procesos, es decir, con técnicas no-
lineales. En el campo de sistemas no-lineales se han propuesto cuatro estrategias basicas de disefio de
estimadores de estados: (i) filtro extendido de Kalman (FEK) [Gelb, 1974], (ii) geométrica [Krener e
Isidori, 1983], (iii) alta ganancia [Ciccarella y col., 1993], y (iv) modo deslizante [Slotine y col., 1987].
La estrategia de disefio de FEKs es, por mucho, la mds utilizada y exitosamente probada a nivel
simulacién y laboratorio [ver Bequette, 1991; Mutha y col., 1997; Mutha y col., 1999; y referencias en

ellas]; sin embargo, su aplicacién industrial se ve obstaculizada por su carencia de criterios de



convergencia y procedimientos sistemdticos de sintonizacidon. A diferencia del FEK, las otras tres
estrategias ofrecen criterios de convergencia; pero, sus aplicaciones se restringen a un cierto tipo de
plantas (p. ej., plantas completamente observables, al igual que el FEK), sus procedimientos de
construccion del estimador pueden llegar a ser elaborados, y los de sintonizacién, complejos. Entonces,
no se puede decir que el marco tedrico de estimacién (y control) no-lineal esté suficientemente
desarrollado y, menos atin, que su aplicabilidad a procesos quimicos sea directa y sistematica.

El problema de estimacion de procesos quimicos, que se aborda en este trabajo, surge de la
naturaleza de las mediciones de los procesos quimicos: continuas y/o discretas. En ello, se considera la
naturaleza no-lineal y continua de los procesos quimicos; la naturaleza no-lineal de las relaciones entre
los estados del proceso y las mediciones; y que las mediciones discretas, muchas veces, tienen tiempos
de muestreo largos y son retardadas (p. €j., un sistema de reaccién con medicién de composicion). En
estudios para plantas continuas con mediciones discretas, tipicamente se aplican estrategias de disefio
que se basan en modelos inherentemente discretos, o se hacen modificaciones ad hoc de estrategias
para mediciones continuas, para manejar las mediciones discretas. Estos estudios ignoran el tiempo de
muestreo, y su aplicacién a plantas con observabilidad parcial no es directa. Como ejemplo de ellos se
puede mencionar los trabajos de aplicaciéon de FEKs [Mutha y col., 1999; y referencias en ella]; el
observador de Moraal y Grizzle (1995), que requiere la solucién de un sistema de ecuaciones
algebraicas no lineales, via un algoritmo iterativo de Newton; el de Ciccarella y col. (1995), que es la
version discreta (planta discreta con mediciones discretas) de su observador de alta ganancia para
plantas continuas con mediciones continuas [Ciccarella y col., 1993]; y el observador de Tatiraju y col.
(1999), de tipo Luenberger, para una clase de reactores de polimerizacién con mediciones continuas y
discretas-retardadas, que consiste de un observador para mediciones continuas [Soroush, 1997] con un
regresor polinomial recursivo que genera extrapolaciones continuas, a tiempo presente, de las
mediciones discretas retardadas, y cuyo criterio de convergencia parece no ser apropiado a causa de la
extrapolacién mencionada. Con respecto a la importancia del tiempo de muestreo, cabe mencionar que
Nesic y col. (1999), en su trabajo de estabilizacién por retroalimentacién de estados de plantas
continuas con mediciones discretas, consideran que éste es un grado de libertad en el disefio de un
control con base en un modelo discreto obtenido o aproximado a partir de uno continuo; y derivan una
condicién de estabilidad que establece un limite superior en el tiempo de muestreo. Este resultado, con
respaldo tedrico, estd en acorde con los hechos bien conocidos en la construcciéon e implementacién de
controles y filtros discretos [Kuo, 1992; Palmor y Shinnar, 1979], y motiva a pensar que, una
caracteristica similar se debe presentar en el disefio de un estimador para plantas continuas con

mediciones discretas, y mds atn, en el caso de mediciones retardadas significativamente.



Lo mencionado evidencia, motiva y justifica estudios hacia el desarrollo de una metodologia de
estimacion de estados que, con un marco tedrico apropiado, considere:

(i) una definicién de detectabilidad no-lineal, susceptible a evaluacién e interpretacidn, para tratar
directamente con plantas de observabilidad completa o parcial;

(ii) un procedimiento sistemético de construccién y de sintonizacidn;

(iii) criterios de convergencia robusta en un sentido no-local practico apropiado (p. ej., semiglobal), y
con tolerancia a dindmicas no-modeladas y a ruido en las mediciones;

(iv) el caso de mediciones con diferentes tiempos de muestreo o con tiempos de muestreo ajustables (p.
ej., si se tienen mediciones continuas, el tiempo de muestreo es cero).

En esta linea, cabe mencionar que recientemente, una estrategia para plantas con observabilidad
parcial y con mediciones continuas [Deza y col., 1992; Ciccarella y col, 1993; Besancon y Hammouri,
1996], que acopla técnicas geométricas y de alta ganancia, se ha extendido al caso general de plantas
con observabilidad parcial [Alvarez y Lépez, 1999; Alvarez, 2000]. En estos dos trabajos se incluye
una definicién de estimabilidad, para el tratamiento de plantas con observabilidad parcial y la
determinacion preliminar de la resolubilidad del problema de estimacién; un criterio de convergencia,
local y robusta con respecto a errores paramétricos; y procedimientos sistemdticos de construccién y de
sintonizacidén. Continuando sus trabajos anteriores, Alvarez y col. (2000) disefiaron un estimador para
una clase de reactores de polimerizacién por radicales libres, cuya condicién de convergencia se
extendi6 a un marco semiglobal (o no-local). Siguiendo la misma estrategia de los trabajos anteriores, y
para la misma clase de reactores de polimerizacién, con mediciones discretas-retardadas adicionales a
las mediciones continuas, en Herndndez (1998) y Herndndez y Alvarez (1999) se disefié un estimador
cuya construccién y sintonizacién fue sistemdtica; sin embargo, su criterio de convergencia es
incompleto en el sentido que, no considera el papel que toma el tiempo de muestreo en la convergencia

del estimador.

1.2 Reactores de polimerizacion

Los reactores de polimerizacién constituyen la parte medular de cualquier planta industrial
productora de polimeros. Estos reactores adoptan diferentes formas (de tanque agitado o tubular) y
tipos de operacion (lote, semilote o continuo) debido a que, los procesos de polimerizacién presentan
una amplia gama de cinéticas (p. €j., por radicales libres, aniénica, etc.) y se pueden llevar a cabo en

diferentes medios (en masa, en solucién, en suspensiéon o en emulsién). En cualquiera de sus



configuraciones (p. ej., de radicales libres, en solucién, en un tanque agitado), los procesos de
polimerizacion presentan las siguientes caracteristicas particulares [Ray, 1986; Elicabe y Meira, 1988]:
(i) estructuras de estado estacionario no-lineales; por ejemplo, la operacién continua de reactores de
tanque agitado puede tener multiples estados estacionarios, los cuales son sensibles a cambios en las
condiciones de operacion;

(ii) reacciones con dindmicas complejas o con disparos térmicos potenciales; por ejemplo, en reactores
de tanque agitado operados en lote, se pueden presentar trayectorias de reaccién con oscilaciones
autébnomas, 0 un proceso autoacelerado;

(iii) alta viscosidad, sobre todo a conversiones altas; por ejemplo, en un sistema de polimerizacién por
radicales libres, la viscosidad puede incrementarse en seis Ordenes de magnitud cuando la
polimerizacion progresa de 0 al 60 por ciento;

(iv) la arquitectura molecular del polimero es sensible a las condiciones de operacién del reactor y, por
lo tanto, la calidad del polimero se determina en la etapa de sintesis, es decir, cambios en los flujos de
alimentacién de materia prima, en condiciones de mezclado, en temperatura, etc., pueden alterar la
distribucién de los pesos moleculares y grados de ramificacién del polimero.

En consecuencia, es comin que se presenten en el reactor problemas serios de mezclado, transferencia
de calor, control y seguridad; y se puede decir que la operacion de un reactor de polimerizacion es una
tarea que requiere de un preciso y continuo monitoreo de las variables que determinan su estado, como
son la conversién monémero a polimero (que determina la velocidad de produccién), la temperatura y
volumen del reactor (que sefialan la seguridad de operacién), y la distribucién de pesos moleculares del
producto polimérico (que determina la calidad del producto).

El problema de monitoreo de reactores de polimerizacién no es una tarea sencilla. Por ejemplo,
mediciones de flujos y temperaturas en las entradas y salidas del reactor, o de la temperatura del
reactor, se obtienen ficilmente de forma continua e instantdnea (p. ej., por medio de rotdmetros y
termopares); mediciones de conversion o de composicidén se pueden obtener relativamente fécil, si no
continuas e instantdneas, si discretas con tiempos de muestreo pequefios (p. €j., indirectamente a través
de un densimetro, refractdémetro o viscosimetro); sin embargo, mediciones de las propiedades
estructurales del polimero, como la distribucidn de pesos moleculares, se obtienen de forma discreta y
con un retardo significativo (p. ej., por medio de un cromatégrafo de permeacién en gel, o de exclusién
de tamafios de particulas). Grandes avances se han logrado en el desarrollo de instrumentos de
medicién; por ejemplo, existen densimetros implementables en linea con muy alta frecuencia de
medicion, y los tiempos de andlisis de los cromatdgrafos se han reducido; pero, todavia se conservan

ciertas desventajas en los altos costos de adquisicién, mantenimiento y manejo de los equipos,
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especialmente en los de cromatografia, que son la herramienta mds poderosa para caracterizar
estructuras poliméricas.

Una opcidn para atacar el problema de monitoreo de los reactores de polimerizacion, especialmente
en lo que respecta a la calidad del polimero, y que no requiere de altos costos, es la bisqueda de
relaciones entre variables que sean ficiles de medir en linea (p. ej., densidad o viscosidad) y
propiedades estructurales del polimero (p. €j., peso molecular promedio o polidispersidad). Otra opcién
econdmica es el disefio de estimadores de estado. En esta dltima opcioén no se debe de perder de vista
que los modelos de los reactores de polimerizacion contienen una alta no-linealidad que resulta de las
peculiaridades mencionadas arriba, y que se tiene un problema extra no sencillo en el manejo de

mediciones discretas, y mds atn, si éstas estdn retardadas significativamente.

1.3 Antecedentes y justificacion del proyecto

En los tdltimos diez afios, el grupo de investigacién de Jests Alvarez, dentro del Departamento de
Ingenierfa de Procesos e Hidrdulica de la Universidad Auténoma Metropolitana (unidad Iztapalapa), ha
estado entendiendo y aplicando metodologias avanzadas, de tipo geométrico y de alta ganancia, de
disefio de controladores y estimadores de estados para procesos quimicos, particularmente en reactores
de polimerizacién. En esta linea, los alcances logrados pueden verse en Alvarez (1996), Alvarez y
Lopez (1999), Alvarez (2000), Alvarez y col. (2000), Herndndez (1998) y Herndndez y Alvarez (1999),
los cuales, a excepcion de Alvarez (1996), se mencionaron a lo largo de esta introduccién. En Alvarez
(1996) se presenta un control por retroalimentacién de salidas asistido por un estimador de estados. Las
aplicaciones de estos trabajos se ejemplifican considerando una clase de reactores de polimerizacién
por radicales libres ya que, éstos presentan la mayor parte de las peculiaridades y problemas de los
procesos de polimerizacion.

Con base en estos trabajos, se puede decir que, en general, se tiene una metodologia de estimacién
de estados de tipo geométrico y de alta ganancia, para plantas no-lineales continuas con mediciones
continuas, la cual, se respalda en un marco tedrico de estabilidad local, y lleva a una estimacion robusta
con respecto a errores paramétricos. Ademads, la metodologia se ha extendido a un marco tedérico de
estabilidad semigloblal para una clase de reactores de homopolimerizaciéon por radicales libres con
mediciones continuas [Alvarez y col., 2000]; y a otra similar, de un marco teérico incompleto de
estabilidad local, para la misma clase de reactores, en un caso especial mediciones discretas-retardadas

adicionales [Herndndez y Alvarez, 1999].



Puntualizando, ya que en las dreas de procesos quimicos industriales es muy comun el caso de
plantas con mediciones discretas, y teniendo como principales antecedentes los trabajos de Herndndez
(1998) y Herndndez y Alvarez (1999), se evidencia la pertinencia de extender la metodologia para el
caso de mediciones continuas de Alvarez y Lopez (1999) y Alvarez (2000) al caso de mediciones
discretas. Esto es ademds un siguiente paso natural de investigacion, asi como lo seria el investigar

como ampliar el marco de estabilidad local a uno de estabilidad no-local.

1.4 Alcances del trabajo

Como un paso metodoldgico hacia la extensién mencionada del esquema de estimacion de estados,
en la presente tesis se abordan los siguientes problemas:

(i) el establecimiento de una definicién congruente de la propiedad de detectabilidad de plantas no-
lineales, y de una definicién de una propiedad de estimabilidad del estimador, y asi, poder determinar
preliminarmente la posibilidad de disefiar un estimador;

(ii) la derivacién de un procedimiento sistematico de construccién y sintonizacién de un estimador de
estados para plantas no-lineales continuas con mediciones discretas; esto, con base en las propiedades
de detectabilidad de la planta, y de estimabilidad del estimador viable;

(iii) la obtencién de condiciones de convergencia del estimador del punto anterior, que conlleve la
caracterizacion del papel que juegan, en el desempeiio del estimador, el tiempo de muestreo y las
ganancias del estimador.

Estos problemas se trataron en un marco de estabilidad local robusta con respecto a errores
paramétricos. De esta forma, se permite enfocar la atencién en los aspectos fundamentales del
problema, en el entendido que, los resultados obtenidos se podrian extender al caso matematicamente
mds complejo, de robustez con respecto a errores por dindmicas no modeladas o erréneamente
modeladas.

La aplicabilidad del esquema de estimacidon, que resulta de las soluciones de los problemas
establecidos arriba, se ejemplifica a través de dos reactores de polimerizacién en los cuales se cuentan
con mediciones experimentales. De esta forma se pone a una prueba més severa al estimador, ya que
éste debe ser robusto no precisamente s6lo con respecto a errores paramétricos, sino también con
respecto a errores inherentes por dindmicas no modeladas debido a su carcter desconocido o complejo;
sin embargo, en un sentido practico, puede decirse que los errores de prediccidon de un buen modelo

s6lo se deben a errores en sus pardmetros.



CAPITULO 1
DISENO DE UN ESTIMADOR ROBUSTO
PARA PLANTAS NO-LINEALES CONTINUAS CON MEDICIONES DISCRETAS

En este capitulo, se desarrolla una estrategia de disefio de un estimador de estados para plantas no-
lineales continuas con mediciones discretas. En ello, primero se plantea una definicién de la propiedad
de detectabilidad de una planta, y una definicién de la propiedad de estimabilidad de un existente
estimador de la planta. Luego, con base en las propiedades de detectabilidad y estimabilidad, se
combinan estrategias geométricas y convencionales para obtener un esquema sistemdtico de
construccidn del estimador; se realiza un andlisis de estabilidad de las dinamicas de error de estimacion
para obtener un procedimiento sistemdtico de sintonizacion y criterios de convergencia robusta con
respecto a errores en los pardmetros del modelo de la planta. Por dltimo, se hace una discusién del
papel que juegan el tiempo de muestreo y las ganancias del estimador, en la convergencia y desempefio
del estimador. De esta manera se abarcan las caracteristicas adecuadas que, acorde a lo planteado

anteriormente en la Seccién 1.4, debe tener una estrategia sistematica de disefio de estimadores.
1.1 El problema de estimacion

Con miras en procesos quimicos, cuyo comportamiento puede ser descrito por medio de un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales, y sin ignorar otro tipo de sistemas dindmicos como
los mecdnicos, eléctricos o bioldgicos, se considera una clase general de plantas no-lineales continuas,
x = f[x, u(t), 1], x(to) = Xo (1.1a)
y(t) = h[x(t), r],  yu(t) = u(ty), t=t+T, k=0,1,2,3,.. (1.1b)
de un conjunto ‘x’ de n estados, un conjunto ‘v’ de p entradas, un conjunto ‘r’ de n, parimetros
constantes y un conjunto ‘y’ de m salidas; con las siguientes restricciones:

(i) los conjunto ‘y’ y ‘y,” de mediciones de las salidas y entradas, respectivamente, se obtienen en
tiempos discretos (t) con tamafios periddicos de intervalos de muestreo (T =t — t);

(ii) los estados, las entradas y los pardmetros toman valores en conjuntos compactos (acotados y
cerrados), es decir,x eX,u € U,r € R;

(iii) cada entrada u; es suficientemente diferenciable con respecto al tiempo (p. €j., hasta un orden v;),
estando acotada su tdltima derivada temporal en la forma (Ivl denota la norma del vector v)

vl < e, v(t) = [uf™, ..., ul"T, ul™ = dvu/dt" (1.1¢c)



(iv) cada tripleta (xo, u, r), de estados iniciales-entradas-parametros, determina una trayectoria Unica del
estado de la planta [x(t)], la cual, a su vez, determina una trayectoria tnica de la salida [y(t)] y una

evolucién dnica de la planta [E(t)],

x(1) = B[, to, Xo, u(*), 11, y(®© =h[x(t), r] = Oy[t, to, Xo, u("), 11, E) = {x®,u®),r} (1.1d)

o equivalentemente, los mapas f y h son funciones C*, es decir, infinitamente diferenciables con
respecto a sus argumentos (X, U, r) en sus respectivos dominios [a lo largo de E(t)]. Para el propdsito a
tratar, se debe tener en mente que la trayectoria del estado [x(t)] estd en correspondencia uno a uno con
el par de las trayectorias entrada-salida [u(t), y(t)].

Las restricciones enumeradas representan o se pueden asociar a limitaciones fisicas y pricticas de la
mayoria de los procesos quimicos, asi como de otros tipos de sistemas.

Cabe resaltar que, a lo largo de esta tesis, los términos ‘estado’, ‘entrada’, ‘salida’, ‘pardmetro’ y
‘medicién’, se utilizan para referirse al conjunto de estados (x), entradas (u), salidas (y), pardmetros (r)
y mediciones (y, y,); y €l término ‘trayectoria’ de un estado, entrada, salida o medicién, se refiere a la
evolucién que la entrada, salida o medicion tiene a lo largo del tiempo y se denota por x(t), u(t) o y(t),
respectivamente.

Para el establecimiento y solucién del problema de estimacion de esta tesis, a continuacidn, se sienta
la base de convergencia adaptando la definicion de estabilidad exponencial dada en Alvarez (2000).
Entonces, se designa a y(t) como cualquier trayectoria perturbada de x(t) [Ec. (1.1d)], en el sentido que

ésta resulta de un estado inicial erréneo y, de Xy, de una entrada perturbada v(t) de u(t) y de un
pardmetro aproximado p de r:

x(O = 64[t, to, %0, V() P, [%0, VD), p] € P[Xo, u(t), 1] (1.2a)
P[xo, u(t), r = {[x0, L), pI 11%0 — Xol < 8,, (1) —u(O)ll = s4Plo(t) —u(®l <8, lp—1I<8} (1.2b)
donde P es una vecindad alrededor de la tripleta [xo, u(t), r].

Definicion 1.1 La trayectoria x(t) [Ec. (1.1d)], del estado de la planta (1.1), es estable de forma
robusta (R) y exponencial (E) si existe un conjunto {A, L, B, C} de constantes positivas, tal que,
cualquiera de sus trayectorias y(t) [Ec. (1.2a)], perturbadas, correspondiente a una tripleta [y, v(t), p]
[Ec. 1.2b)], converge a ella de 1a manera
Iy (t) — x(O)] < Ae™0ly — xol + Bllu(t) —u()ll + Clp -1l ¢

Esta definicion, vista de otra forma, establece que cualquier trayectoria perturbada [y (t)], debida a
errores suficientemente pequefios en el estado inicial (Iyy — Xgl < J,), en la entrada [llu(t) — u(t)Il < 5,]) y

en el pardmetro (Ip — rl < J,), permanecerd arbitrariamente cercana a la de la planta [x(t)], si la



trayectoria de la planta es RE-estable. Como consecuencia, dada la diferenciabilidad continua del mapa
h [Ec. (1.1b)], cualquier trayectoria y(t), asociada a una trayectoria perturbada y(t) via Ec. (1.1d),
permanecerd cercana de manera similar a la de la salida y(t) [Ec. (1.1d)], si x(t) es RE-estable.
Previendo los efectos de la naturaleza discreta de las mediciones [Ec. (1.1b)], se considéra a
{x(t), T} = [x(to), x(t1), X(t2), ..., X(t)], =t +T (1.3a)
como una secuencia de estados en tiempos sucesivos, extraida de la trayectoria x(t) [Ec. (1.1d)], en la
cual, el lapso entre los tiempos sucesivos es periddico y de tamaiio T. Correspondientemente, también
se considera a
W), T3 = [x(to), x(tn), x(62), .., Xt o =t + T (1.3b)
como una secuencia de estados perturbados, de cualquier trayectoria perturbada y(t) [Ec. (1.2)], en los
mismos tiempos sucesivos de la secuencia de los de la planta [Ec. (1.3a)]. Luego, remplazando el
término de comportamiento “exponencial”’, propio de una trayectoria, por el término de
comportamiento “geométrico”, propio de una sucesion de nimeros, se introduce la siguiente definicién
de estabilidad robusta de una secuencia, acorde a la Definicion 1.1.
Definicion 1.2. La secuencia {x(ty), T} [Ec. (1.3a)], de estados de la planta (1.1), es estable de forma
robusta (R) y geométrica (G) si existe un conjunto de constantes positivas {A, G, B, C}, tal que,

cualquiera de sus secuencias perturbadas {x(t,), T} [Ec. (1.3b)], correspondiente a una tripleta [y, L(t),

p] [Ec. (1.2b)], converge a ella de la manera

Iy (t) — x(t)l < AGKlyo — X0l + Bllo(t) —u(®)ll + Clp—rl, 0<G<1 o

La Definicién 1.1, en un marco de estimacién de estados, significa que si se considera al sistema
(1.1) como un modelo perfecto de una planta (o proceso), éste describird la trayectoria real (o
verdadera) del estado de la planta [denotada por x(t)] si se cuenta con los datos reales (o verdaderos)
del estado inicial (denotado por X;), de la entrada (denotada por u) y el pardmetro (denotado por r). Sin
embargo, cuando tales datos son erréneos (denotados por Yo, L y p, respectivamente), la
correspondiente trayectoria y(t) estard desviada de x(t); pero, si x(t) es RE-estable y los errores en los
datos son suficientemente pequeilos [es decir, Iy — Xol < 8y, lo(t) —u®)ll < 3y, Ip — 11 < §,], la trayectoria
x(t) serd una descripcién suficientemente precisa de x(t), de otra forma y(t) serd una descripcién
totalmente errénea de x(t). De modo similar se interpreta para una secuencia de estados (Definicion
1.2). Cabe decir que, aunque es imposible obtener un modelo perfecto de un proceso, en la préctica si
se obtienen modelos suficientemente apropiados que hacen que se pueda trabajar bajo la suposicion

ideal de modelo con errores paramétricos.



Una vez sentada la base de estabilidad o convergencia e imitando, para el caso de mediciones
discretas, las caracteristicas del estimador para plantas continuas con mediciones continuas dadas en
Alvarez y Lopez (1999), a continuacién se plantea el problema de estimacion de la presente tesis en un
formato de definicién para resaltar las caracteristicas propias que se persiguen.

Problema de Estimacion. Para una clase de plantas no-lineales continuas con mediciones discretas,
con base en su modelo [Ec. (1.1)], disefiar un estimador de estados de la forma
Ye(tir1) = Ol T, xe(ti), Yu(ti), YD, Pl Ae(to) = %epy T = tiws — b, Ye = Olus A Am)'s
x(t) =(0,L,0) xe(t),  w(t) =hx(t), pl, Wt =hulxu(tI],
construido con un pardmetro inexorablemente aproximado p de r, y accionado por las mediciones
discretas de la salida [y(t,)] y de la entrada [y,(t,)], de tal manera que, en linea genere:

(i) una secuencia {y(t), T}, de estados estimados, RG-convergentes (Definicion 1.2) a la secuencia
{x(ty), T}, de estados reales;

(ii) secuencias {n(t), T} v {u(ty), T}, de los errores de estimacion de la salida (n =y —y) y de la
entrada (1 = y, — yy), respectivamente, RG-convergentes (Definicién 1.2) a cero, con dindmicas casi-
lineales (cL), no-interactivas (nl) y de polo-asignable (PA),

Li(mi) = qi(t), Ni = Vi—Yi, I<i<m, (1.4a)
L) = wi(t), Wi = V; — Uj, I<i<p, (1.4b)
donde Ly y L son los i-ésimos operadores en diferencias de orden k;+1 y v;, respectivamente,

LYMi) = Miltiere) + d73(T) Milticae) + -+ A2 (D) i), olLYM)] = (55 s Vit (1.5a)
Li() = piltiny) + di (1) it + .o+ dy () pito), o[Li(w)] = (v} - 100 (1.5b)
con un respectivo conjunto de polos, [c(LY),..., o(L})] y [o(LY)...., o(L})], asignables por medio de
procedimientos convencionales de sintonizacién, y donde las secuencias q(ty) = [qi(t), ..., qm(t)]' ¥
w(ty) = [Wi(ty), ..., Wp(t)]' estdn acotadas de la siguiente forma

Iq(t)l < Agyg"qo + Bedu + Cedr,  qo=Iq(to)l, 0<y,<1; w(t)l <8, ¢

Como se puede ver, en forma similar al caso con mediciones continuas [Alvarez y Lopez, 1999], el
estado del estimador (y.) consiste del estado estimado de la planta (), de la entrada aumenta estimada
(%w) y de un conjunto de estados asociados a los errores paramétricos persistentes (y). La entrada
aumentada consta de la entrada y sus derivadas temporales requeridas. Los coeficientes [d}(T), ..., dy,,
D1y [di(D), ..., dv (D] [Ec. (1.5)], de las dindmicas de error de estimacion de la salida y entrada,

respectivamente, junto con el tiempo de muestreo (T), son grados de libertad en el disefio del estimador
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ya que, éstos determinan la posibilidad de realizar una convergencia a cero arbitrariamente rdpida del
error de estimacion de la salida y de la entrada, cuyo efecto se refleja en la velocidad y desempeiio de
convergencia del estado estimado al real. Ademds, con ellos se puede llevar a cabo una sintonizacién
no interactiva de ganancias al usar técnicas convencionales para filtros discretos lineales de una salida,

como los comtinmente empleados en la préctica industrial.

1.2. Propiedad de detectabilidad

A continuacion, se presenta la definicién de detectabilidad para plantas no-lineales, base de la
presente estrategia de disefio de estimadores. Esto es porque, el analizar la propiedad de detectabilidad
de la planta significa evaluar si la informacion que se tiene disponible (medicién y modelo de la planta)
es suficiente para reconstruir el estado y otras variables de interés; y a través de ella se establece la
posibilidad de disefiar un estimador apropiado, cualquiera que sea la estrategia a ser utilizada (p.ej., el
filtro extendido de Kalman).

Para lograr el propdsito anunciado, la definiciéon de detectabilidad que corresponde a la de
estimabilidad en Alvarez (2000), se pone en perspectiva con las definiciones de observabilidad local
débil [Hermann y Krener, 1977] y asintética [Sontag, 1990], y su terminologia se hace consistente con
la definicién estdndar de detectabilidad para sistemas lineales [Wonham, 1985]. Luego, con base en la
propiedad de detectabilidad, se plantea un cambio de coordenadas para llevar a la planta a una forma
normal, con dindmicas observables casi-lineales, y de esta forma anteceder y mostrar la plataforma del
estimador que aqui se disefia. Cabe hacer notar que, para presentar esta propiedad y sélo en esta
seccion, se consideran continuas las mediciones de la salida y de la entrada.

Las definiciones de observabilidad local débil y asintética se basan en nociones de indistinguibilidad
de estados desde el punto de vista entrada-salida de la planta, es decir, una misma entrada puede
generar distintos estados y éstos se ven reflejados en una misma salida; y se interpretan como la
capacidad de distinguir instantdneamente o, en el caso asintdtico, después de un cierto tiempo, cada
estado de sus vecinos a partir de las mediciones de la salida y de la entrada. En nuestro caso se extiende
este punto de vista, por cuestién de generalidad, de un par de datos entrada y salida a una tripleta de
datos entrada, salida y pardmetro. Siguiendo esta linea, se considera el problema de determinar en linea

(es decir, en el tiempo t > ty), de manera Unica, e instantdnea o asintdtica (es decir, después de un

intervalo de tiempo [t, T], T < ), el estado de la planta (1.1) [x(t)] a partir de la tripleta de datos de

entrada-salida-parametro [u(t), y(t), r] [Alvarez, 2000].
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Una solucién auxiliar del problema establecido [Alvarez, 2000] es el de suponer que se tienen
disponibles las senales de las derivadas con respecto al tiempo de la entrada y la salida, y derivar

sucesivamente con respecto al tiempo cada ecuacién y; = hy(x,r) (i =1, ..., m), de medicién de la salida

[Ec. (1.1b)], hasta un orden k;, remplazando el término X, resultante en cada derivacion, por su
correspondiente funcién vectorial f [Ec. (1.1a)], y de esta manera obtener un sistema algebraico

variante en tiempo,

di[x(0), xu(1), 1] = xy(1), dim ¢; = dim x, =Kk, k=k; +...4+ Kk, k<n (1.6a)
con el niimero méximo posible de k ecuaciones independientes acorde a la condicion de rango

rank 0,¢1[x(t), x,(t), r] =Kk, OOy := 0y/Ox (1.6b)
y cuya solucién para x(t) cae en una superficie de dimensién n — k variante en tiempo,

X(0) = {x(t) € R" I {y[x(1), x,(D), r] = xy(D}, dim X(t) =n-k (1.6¢)
El mapa no-lineal ¢; y los vectores aumentados X, y X, de sefiales de entrada y salida, estdn dados por:
dr(x, Xy, 1) = [hy, ..., L& Dhys by, o L& Dhy ] dim gy =k <n (1.7a)
Xy = (Y15 Y5 Y s Y, dim xy=k<n (1.76)
Xy = [ug, o u 5w, u D], dimx, =0y >p, ny=np 440, n,=(ng,..,0)  (1.70)
k=(ky,....kyn)', ko =max(ky,...,ky), k=k +.+k,, k<n (1.7d)

donde L(gi)a es la derivada de Lie, que se define como la i-ésima derivada direccional del campo escalar

variante en tiempo o(X, t) a lo largo del campo vectorial variante en tiempo g(x, t),
LitVa =Ly[LPa], i21, Lya=@mg+da, LYPa=a
A los nimeros enteros ki,..., k,, se les llama grados de observabilidad y son dnicos de una planta, lo
cual se puede notar al ordenarlos en un orden decreciente; k es el vector (o conjunto) de estos nimeros;
y al maximo de los grados de observabilidad (k,) se le llama indice de observabilidad [Marino y Tomei,
1995]. Se puede notar que, el niimero entero n;, que aqui se le llama grado de la i-ésima entrada, denota
el ndmero de derivadas requeridas [u{,..., u™ "] de la i-ésima entrada para definir la superficie X(t) y
su valor depende del conjunto de grados de observabilidad (k). Luego, a n, aqui se le llama vector (o
conjunto) de grados de las entradas.

Si a lo largo de la evolucién de la planta [E(t)] [Ec. (1.1d)], la condicién de rango completo se

satisface [Ec. (1.6b) con k = n], la solucién del sistema algebraico (1.6a) (¢i' es el mapa inverso del
mapa ¢; con respecto a x),

x*(1) = ¢’ [x,(0), (), 1] = x(1),  X(O) = {x*()}; i [di(x, Xy, 1), Xy, 1] =X
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serd el Uinico elemento en la superficie X(t) [Ec. (1.6c)], y serd de dimensién cero. Desde otro punto de
vista, este rasgo de solucién unica equivale a que el estado de la planta x(t) se puede distinguir
instantdneamente de sus puntos vecinos a partir de la tripleta [u(t), y(t), r], en cualquier tiempo t, y ésto
significa que, cada punto de la trayectoria de la planta [Ec. (1.1d)] es observable de forma local y débil
[Hermann y Krener, 1977]. Se puede notar que, en este caso no estd involucrada (no importa) la
propiedad de estabilidad de la trayectoria de la planta [Ec. (1.1d)]. Por otro lado, dada la caracteristica
C= de los mapas f y h, el mapa ¢, también lo es y su acotamiento es de tipo Lipschitz, lo cual implica
que si surgen errores suficientemente pequefios en los datos de entrada-salida-pardmetro [y (t) — xu(t),
Xy(D) — Xy(t), p — 1], se obtendrd un error pequefio [y(t) — x(t)] en la solucion del sistema (1.6a) de
acuerdo a la siguiente desigualdad (M,, M, y M; son constantes de Lipschitz):

I (®) = (O S Mulxu(t) = xu(O + Myl () = x, (O + Milp —1l, %(0) = $i' [ %, (D), xu(D), pl, k=n (1.8)
Entonces, se puede decir que el sistema (1.6a) es robusto con respecto a errores (suficientemente
pequefios) en su tripleta de datos, lo que lleva a decir que la trayectoria de la planta es observable de
forma local, débil y robusta.

Si a lo largo de la evolucién de la planta [E(t)] [Ec. (1.1d)], la condicién de rango se satisface
parcialmente [Ec. (1.6b) con k < n], la superficie X(t) [Ec. (1.6¢)] serd de dimensién n — k, consistiendo
(en el tiempo t) de un ndmero infinito de puntos que son solucién del sistema (1.6a). Este rasgo de
soluciones multiples equivale a que el estado de la planta x(t) no se puede distinguir de sus puntos
vecinos a partir de la tripleta [u(t), y(t), r], en cualquier tiempo t. A estos puntos se les llama
fuertemente indistinguibles (FI) [Hermann y Krener, 1997]. Luego, una misma tripleta de trayectorias
de datos [u(t), y(t), r] se puede llevar a cabo por un nimero infinito de trayectorias y*(t) [una para su

correspondiente condicién inicial ¢ *(ty) = x§ € X(tp)] pertenecientes al conjunto X de trayectorias FI:

X[u(®), y(©), ] = {x*() = Ox[t, to, %', u(), 1], t = to L y(®) = h[x(t), r], x(O) € X(O), xF € X(t9)} (1.9

Para salvar este problema, se recurre a la nocién de observabilidad mas débil de observabilidad local
débil [Hermann y Krener, 1977], es decir, a la de observabilidad asintética [Sontag, 1990] para ver la
posibilidad de distinguir la trayectoria real de la planta [x(t)] [Ec. (1.1d)] después de que haya
transcurrido un cierto tiempo. Para lograrlo, se aumenta el sistema (1.6a), de k ecuaciones algebraicas,
con n — k ecuaciones diferenciales de la planta [Ec. (1.1a)] de tal forma que se obtenga un sistema

algebraico-diferencial,
x* = f[x*, u(t), r], X*(ty) =x(ty); x*(t) € X(t) (1.10a)

en el cual, si su trayectoria-solucion unica FI [se debe notar que el sistema parte de x(ty)],
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X*(t) = 0*[t, ty, Xo, Xu(t), Xy(t), r] = x(t) (1.10b)
es estable, en el sentido que sea un atractor local asintético del nimero infinito de trayectorias x*(t) FI,
perteneciente al conjunto X [Ec. (1.9)], acorde a la desigualdad:

I (1) — x(D)I < Ay — xole™ 90, i e N(xo) = X(ty), N(xo) = {x& € Rl Iy —xol <&}, k<n
Entonces cualquier trayectoria x*(t) € X, pasado un cierto tiempo, se convergerd a x(t). La amplitud

(Ay) y la velocidad (L,) de respuesta (de tipo exponencial) de esta convergencia [y*(t) LN x(1)],
estard determinada por la propiedad de estabilidad exponencial de la trayectoria x*(t) [restringida en
X(t)], que coincide con la real. Ademads, dado que el mapa ¢; es C*, si la trayectoria x*(t) es estable de
forma RE (Definicién 1.1) entonces las trayectorias-solucién FI,

%O = O0*[t, to, %0, %u(®, Ay, pI,  A(® € EM),  E(O) = {x(t) € R"I g1 (D), xu(D, pl =%,(D}, k<n
del sistema algebraico-diferencial (1.10a) en su version perturbada,

=1l u®,pl,  xto) =xo. %M € EO, xo € N(xp), k<n

convergerdn de forma RE a la trayectoria real de la planta [x(t) LN x(t)], acorde a la siguiente
desigualdad:

Ix(t) = x(O < Aglyo — Xole™ T + A [Lyllyu(t) — X, (Ol + Lyllyy () = xyOIl + Lip —1l], k<n (1.11)
Por construccién, el conjunto FI X(t) es invariante bajo el campo vectorial f(x*, u, r), es decir,
cualquier trayectoria FI x* que nace en X(t) permanece en X(t); y de igual forma es Z(t). Aunque la
trayectoria-soluciéon x*(t) coincida con x(t) [x*(t) = x(t)], sus propiedades de estabilidad no
necesariamente coinciden, ya que x*(t) es la trayectoria restringida de x(t) en X(t): si x(t) es estable de
forma RE, x*(t) es estable de la misma forma; si x(t) es estable de forma E, x*(t) puede ser estable de
forma E o RE; y si x(t) es inestable, x*(t) puede ser inestable, o estable de forma E o RE.

En resumen, si la condicién de observabilidad de rango completo se satisface [Ec. (1.6b) con k = n],
una perturbacion pequefia en la tripleta entrada-salida-pardmetro produce un error pequefio en el estado
estimado [por medio del sistema algebraico (1.6)],

[L(®, y(t), p] = [u(®), y(O), r] = %(t) = x(1), [L(®), w(1), p] = [u(®), y(1), r] = x(t) = x(t)

Si la condicién de observabilidad de rango parcial se satisface [Ec. (1.6b) con k < n], con una
trayectoria x*(t) [Ec. (1.10b)] estable de forma RE, una perturbacién desvaneciente de forma RE en la
tripleta entrada-salida-parametro produce un error desvaneciente de forma RE en el estado [por medio

del sistema algebraico-difererencial (1.10a)],

[L(®), y(®), p] = [u(t), y(t), r] = x(t) = x(v), L), w(t), p] BE [u(t), y(t), r] = x(t) BE> x(t)
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En otras palabras, la satisfaccién de la condicién de observabilidad con rango completo [Ec. (1.6b), k =
n, dim X(t) = 0], o parcial [Ec. (1.6b), k < n, dim X(t) > 0], con una trayectoria FI x*(t) € X(t) estable,
es equivalente a la detectabilidad de la trayectoria de la planta [Ec. (1.1d)] con respecto a su tripleta
(Gnica) de datos de entrada-salida-pardmetro [u(t), y(t), r] [Sontag, 1990].

Lo expuesto arriba, se resume y concreta estableciéndose la siguiente definicién de detectabilidad,
base del presente trabajo.

Definicion 1.3. La trayectoria x(t) de la planta (1.1), con base en su tripleta (tinica) de datos entrada-
salida-pardmetro [u(t), y(t), 1], se dice que es detectable de forma RE si existe un vector de grados de
observabilidad (tinico, en orden médulo),
k=(ki, ..., kp)", k>1, k=k;+ ... +ky, k<n, k, = max (ky, ..., k)
tal que, a lo largo de la evolucion de la planta [E(t)] [Ec. (1.1d)] [el mapa ¢; se define en la Ec. (1.7a)]:
(i) rank O, di[x(0), x,(t), 1] =k, k<n.

(ii) La trayectoria FI x*(t) [Ec. (1.10)] {x*(t) € X[u(t), y(t), r], [Ec. (1.9)]} es estable de forma RE.

(iii) El mapa
o(X, Xy, v, 1) = [L&hy, ..., L&h ', v(t) = [ul™), ...,ug‘r’)]', dim ¢ =m (1.12)
es C.

Si k = n, la Condicién (ii) se satisface trivialmente ya que dim X(t) = O; entonces, se dice que la
trayectoria x(t) de la planta (1.1) es observable de forma RE. De otra forma (si k < n), la trayectoria x(t)
de la planta (1.1) se dice que es detectable de forma RE con observabilidad parcial. ¢

Esta definicién que se cumple para una trayectoria x(t) particular, equivale a decir que se cumple
para su tripleta Unica asociada [u(t), y(t), r]; correspondientemente, su conjunto k [Ec. (1.7d)] de grados
de observabilidad (dnico, en orden decreciente), su indice k, [Ec. (1.7d)] de observabilidad, su conjunto
FI X(t) [Ec. (1.6¢)], y la estabilidad [Ec. (1.11)] de su trayectoria-solucidon x*(t) [Ec. (1.10)], son sus
propiedades inherentes; las cuales son invariantes bajo cambios de coordenadas en estados y salidas,
asi como bajo retroalimentacion de salidas [Besancon y Hammouri, 1996; Hermann y Krener, 1977;
Isidori, 1995]. El estimador con mediciones diferenciales [Ec. (1.10a)], asociado a la definicién
precedente de detectabilidad, presenta el mas alto desempefio que se puede alcanzar con cualquier
estimador que se construya y se sintonice apropiadamente. La propiedad C* del mapa no-lineal ¢ [Ec.
(1.12)] implica la robustez del mapa ¢; [Ec. (1.7a)] y la del conjunto FI X(t) [Ec. (1.6¢)] con respecto a
errores en la tripleta de datos de entrada-salida-pardmetro, asi como la posibilidad de asegurar la
dominacién de la retroalimentacion no-lineal, potencialmente desestabilizante, que surge en el paso del

precedente detector [Ec. (1.6a) o (1.10a)] a su contraparte implementable [Alvarez, 2000]. La
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detectabilidad con observabilidad completa significa la posibilidad de disefiar un estimador con
velocidad de convergencia ajustable, mientras que observabilidad parcial significa que la velocidad de
convergencia s6lo puede ser ajustada parcialmente [Besancon y Hammouri, 1996; Alvarez 2000]. En el
ultimo caso, la velocidad de aproximacién hacia la superficie FI X(t) [Ec. (1.6c)] se puede ajustar, y la

evolucién en esta superficie es fijada por sus dindmicas FI [Ec. (1.10)].

1.2.1 Planta en forma normal

A continuacién, a la planta no-lineal (1.1), considerada su trayectoria [Ec. (1.1d)] como detectable
(Definicion 1.3), se le lleva a una forma normal de dindmicas casi-lineales por medio de un cambio de
coordenadas asociado a la propiedad de detectabilidad. En ello, se resalta la importancia y utilidad de la
propiedad de detectabilidad de la planta en el disefio del estimador.

Para empezar, se considera a la entrada aumentada x,(t) [Ec. (1.7¢)] como el estado dindmico de un
sistema exdgeno [Ec. (1.13a)] accionado por una entrada exdgena acotada [v(t)] [Ec. (1.1c), (1.12)].
Dicho sistema exdgeno, afiadido a la planta (1.1), hace que ésta tome su siguiente version aumentada

(las matrices I'y, I, y A, se definen en el Apéndice A):
Xy = LuXy + Iuv(D), Xu(to) = Xugs Yu(t) = Auxu(ti), u(t) = Agxy(t) (1.13a)

x = f(x, AuXy, 1), X(to) =Xo;  y(t) =h[x(t), 1] (1.13b)
Con base en argumentos de involutividad [Kravaris y Cantor, 1990; Alvarez, 2000], la condicién de

rango de la propiedad de detectabilidad (Definicién 1.3, 1* condicién) garantiza la existencia de un

mapa C* (¢yy), tal que, el cambio de coordenadas no-lineal C*

z=(z)s 21, zn) =[x, Or' (X, Xy, 1), Onf' (X, Xy, D], du(X, Xy, 1) = [Prs1s o Gul' (1.14a)

OIx(1), xu(1), 1] = [§1'(X, Xy, 1), Orf'(X, Xy, D', rank O,9[x(1), Xu(t), r] = n, (1.14b)

lleva a la planta (1.1) a la siguiente forma normal (ver Apéndice B):

iu =1z, + Huv(t), YU(tk) = AuZu(tk) (] 1521)
z1=Tyz; + 10[z, v(0), 1], y(t) = Azy(ty) (1.15b)
ZH:\N[Z’ V(t),r], dlm (Zua Zr, ZH) :(nva kan_k) (llsc)

Se puede notar que las dindmicas (1.15a) y (1.15b) son casi-lineales, con salidas no interactivas y
lineales, en las cuales sus respectivos pares de matrices (I'y, A,) y (I'1, A;) son observables en un marco

candnico de estimacion lineal [Kwakernaak y Sivan, 1972]. En este sistema coordenado z, el conjunto
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de puntos FI X(t) [Ec. (1.6¢)], la dindmica (1.10a) y la trayectoria-solucién estable x*(t) [Ec. (1.10b)]

estan dados, respectivamente, por:

2(t) = {z € R™ | [zy(1), zi()] = [xu(1), xy(D)]} (1.16a)
zfi = w{[zu(0), z2(D), zul', v(1), 1}, z{i(to) = 2y, (1.16b)
z*(t) = [z,'(1), z{'(1), Zﬁ'(t)]‘, z*¥(t) € X(t) (1.16¢)
Las correspondientes desigualdades de error de estimacion [Ecs. (1.8) y (1.11)] estdn dadas por:

1Cu(t) — zo(DI <8y, 15 — (DI <8, Ip—11<8, () —v(D)I <3,, k<n (1.17a)
1Eu(t) — (O] < Apley le T + ALY, + Ly§; + L¥8, + L¥3,), k<n (1.17b)

donde {yi(t) es cualquier trayectoria perturbada de zj(t),
zi(t) = OX[t, to, Zn,, zu(), 21(), V() 11, zn, = du(Xo, Xuys T)

Cu(t) = OF[t, to, G, Cu(), Ci(), V(). p1, G, = Ou(X0s Xup» P 12w = Xugl S 8y,5 00 — Xol < &,
Ay es la constante de amplitud, Ly es el pardmetro de decaimiento exponencial, LY es la constante de
Lipschitz del mapa w [Ec (1.15¢)] con respecto a su argumento 'a' (= z, 7, V, ).

Luego, dados los pares de matrices observables (I'y1, Ayp) y la no interactividad de las salidas
lineales en las dindmicas casi-lineales (1.15a) y (1.15b), y la estabilidad de la dindmica no-lineal
(1.15¢), se puede vislumbrar un estimador por medio del cual la reconstruccién de z, y z; se podrd
hacer con velocidad ajustada, y la de zj; se hard con una velocidad determinada por su propiedad de

estabilidad RE [Ec. (1.17)].

1.3. Construccion del estimador

1.3.1 Vector de grados de estimacion

Antes de disefiar el estimador, se debe tomar en cuenta el caso de que algunos renglones de la matriz
de observabilidad 0,¢; [Ec. (1.6b)] sean casi dependientes, lo que conlleva, como se podrd notar mas
adelante, a un mal condicionamiento numérico en la implementaciéon del estimador. Por otro lado, se
puede dar el caso de que los elementos de la matriz de observabilidad arrastren no-linealidades que la
hagan compleja. Dado cualquiera o ambos de los casos, conviene hacer el disefio del estimador
reteniendo tnicamente los renglones bien condicionados y/o los menos complejos de dicha matriz
[Alvarez y Lépez, 1999]. Hacia el disefio del estimador, cabe hacer notar las siguientes dos puntos: (i)

la utilizacién de todos los renglones de la matriz de observabilidad lleva a la construccién de un
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estimador al que propiamente se le puede llamar detector, el cual, si existiese una aritmética perfecta,
darfa el 6ptimo desempefio; (ii) la utilizaciéon de algunos de los renglones de la matriz de
observabilidad lleva a un juego en el disefio del estimador; donde el grado de libertad del que se parte
es la eleccion de los renglones a utilizar, es decir, elegir los grados de observabilidad [Ec. (1.7d)]
convenientes y admisibles bajo los cuales se satisfagan condiciones similares dadas en la Definicion
1.3, de tal forma que posibiliten la reconstruccion del estado de la planta. Entonces, a continuacién se
introduce la definicion de grados de observabilidad admisibles para la construccion de un estimador.

Definicion 1.4. Sea la trayectoria x(t) de la planta (1.1) detectable de forma RE (Definicién 1.3), con
base en su tripleta de datos [u(t), y(t), r] y con un vector de grados de observabilidad k = (ky, ..., ky,)'".
El conjunto K(k), de vectores ¥ = (xy, ..., K,)' de grados de estimacién (o grados de observabilidad
admisibles), esta dado por:
K(k) = {k | k, = max{x, ..., Kn}, Ko<ko,, K=K;+...+Ky, Kk, x°t) e X°(t) o X(t),

x°(t) es estable de forma RE}

donde X°(t) y x°(t) se determinan a través de las Ecs. (1.6), (1.7) y (1.10), remplazando k por x, y por
terminologia, [X(t), x*(t), 0*(-)] por [X°(t), x°(t), 0°(*)] y (n,, n,, n;) por (v, v, v;). ¢

Luego, las Ecs. (1.13) a (1.17) valen para cualquier vector de grados de estimacién x y, por
terminologia, se agrega el superindice ° segiin corresponda; por ejemplo, las desigualdades
correspondientes a la estabilidad RE de la trayectoria x°(t), en el sistema coordenado z, estdn dadas por
la expresion (1.17) con x remplazando a k,
ICu(t) — z2(t)l < &, IEi(t) — z(0) < 89, lp—1l <5, N(t) — vo(t)l < 89, k<n (1.18a)
1Cu(t) — zg (D)l < Aﬁleflole*Llol(‘*‘ﬂ) + AQ(L9.69 + LYoo +LeS, + L9o9), k<n (1.18b)

El vector k, de grados de observabilidad, estd en el conjunto K(k), y el vector v, de grados de
estimacion de entradas, se determina por el vector k, de grados de estimacion. De forma similar a la
trayectoria-solucion x*(t) [Ec. (1.10)], la trayectorias x°(t) y x(t) coinciden [x°(t) = x*(t)] pero no sus
propiedades de estabilidad. En Alvarez (2000), la existencia de un vector k de grados de estimacién se
denomina propiedad de estimabilidad, y abusando de la terminologia, a {x;,..., K,,} se le llama conjunto
de indices de observabilidad.

Por otro lado, una vez que se haya escogido el vector k, el mapa ¢y, que se requiere para completar
el cambio de coordenadas, se puede obtener resolviendo un conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales que involucran la matriz de estimabilidad 0,¢; [Ec (1.6) con k remplazando a k]; sin embargo,

este procedimiento es tedioso o complicado o intratable [Alvarez, 2000]. El desarrollo de
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procedimientos sistematicos para encontrar el par (K, ¢r;) es una tema abierto de investigacion que va
mas alld de los alcances del presente trabajo; aqui sélo es suficiente decir que, el escoger el par (k, ¢r)
es un grado de libertad en el disefio del estimador, da la posibilidad de alcanzar un mejor
funcionamiento del estimador, y, en algunos casos de interés practico, se facilita intuitivamente por el

conocimiento y experiencia que se tenga del proceso en particular.

1.3.2 Estimador candidato en coordenadas z

Considerando que k es un vector de grados de estimacion en el sentido de la Definicion 1.4,y que se
tiene un mapa ¢y apropiado, a continuacién se presenta la construccion del estimador. Luego, con k
remplazando a k, se toma la planta aumentada Ec. (1.13), se aplica el cambio de coordenadas (1.14), y
se obtiene la planta aumentada (1.15), en coordenadas z, con las siguientes dimensiones:

dim (z,, z1, zyp) = (v, K, n — K), Kk <Kk, z=(z,),z{, z1")', dimz=n+v

Es importante notar que, por terminologia, el vector z deberia ser escrito como z°, pero esto no se
hace por comodidad ya que, de aqui en adelante, se debe tener en cuenta que se estd trabajando con un
vector k (el cual también puede ser k).

Para tomar en cuenta la naturaleza discreta de las mediciones y tener un marco en el cual éstas
puedan ser manejadas, se discretiza la planta aumentada (1.15) (con k remplazando a k) por medio de

su integracion de t; a t,; [las matrices de transiciéon QQ,(T) y Q(T) se dan en el Apéndice A],

Zu(tk+1) = QU(T)Zu(tk) + I:H Qu(tk+l_T)HuV(T)dr’ yu(tk) = Auzu(tk) (] . l 93)
zi(terr) = Q(T)zi(t) + f :“ Oyt —0I0[2(D), v(1), 1]dT, y(to) = Arzi(t) (1.19b)
zn(tisr) = Zn(t) + f I“' wlz(1), v(1), r]dr, dim (zy, z;, zn) = (v, k,n—x)  (1.19¢)

Por el momento, se rescribe la ecuacion (1.19b) en términos de un pardmetro aproximado p de r:
21(tirt) = Q(Dzi(t)+ [ 2] Oyt —0OIH{O[2(7), v(0), pI+q[z(T), V(D). 1, &]}dT, qifz, v, r,0] =0 (1.20a)
donde e, = p — r y el mapa q;, se define en el Apéndice A. Si el error de modelado q, (causado por el
error paramétrico e,) se aproxima por una constante en cada intervalo de tiempo,

q:lz(t), v(D), 1, e.] = qu(t), e Sty

la ecuacion discreta (1.20a) toma la siguiente version aproximada (la matriz Py se da en el Apéndice A):

zi(ter) = Q(Dzi(t) + i“ Oyt 1—DILO[z(7), v(1), pl dT + P(T)zn(ti),  zm(ti) = q(ti) (1.20b)
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El tercer término de la derecha de esta expresion sugiere la forma de introducir una accién de tipo
integral para lograr un ajuste asint6tico de estimacion de la salida. En este trabajo, a dicha accién se le
llama sumatorial.

La observabilidad de las parejas de matrices (QQ,, A,) v (€)1, Ap) de las dindmicas (1.19a) y (1.19b),
respectivamente, el esquema de compensacion de errores persistentes de modelado sugerido por la Ec.
(1.20), y la estabilidad RE [via Ec. (1.18)] de la dindmica (1.19¢) sugieren considerar al siguiente

procesador dindmico de datos:

Cultirr) = Qu(T)Cu(t) + :t” Qu(ti—DIL V(DT + Kulyu(t) — AGu(t)], Wt = ALt (1.21a)
Ciltier) = QTG + z' Qu(ti~OILOIE(T), ¥(1), pldt + Ky[y(t) — AGi(t)] + PT)Cm(t)  (1.21D)
Cu(tisr) = Cu(t) + f?km w[E(),¥(1), pldr, Y(t) = Ai(to), €= GG (121¢)

Cinl(tice1) = Canl(ti) + Kinly(ti) — AiGi(to)], dim (Cy, Cr, G G) = (v, k, m, n - K) (1.21d)
como un estimador candidato para la planta aumentada (1.19), la cual es la versién discreta en
coordenadas z, de la planta aumentada (1.13) (con k remplazando a k) en coordenadas originales Xx. p
es una aproximacion de r, ¥(t) es una aproximacion de v(t), (Cu, C;, G, i)' €s el vector de estados
estimados (en-linea) de (z,, z;, Zi1, Zm)', W Y W, son los estimados de las sefiales de medicién de la
entrada (y,) y de la salida (y), respectivamente. K, K;, y K, son matrices de ganancias,

Ky =bd[kj, ..., k1, ki = (ki;, ..., kY ) (1.22a)
K,=bd[k},....,k2],  kP=(k;, ....k2 )", K, =bd[ke

Ki+1,1° ak (122b,c)

Vot m]
cuya estructura de bloque diagonal (bd) se adopta de Alvarez (2000), y sus elementos o ganancias se
determinan en la siguiente subseccién. Este estimador estd conformado de dos observadores tipo
Luenberger [Ecs. (1.21a) y (1.21b, d)], y un observador a lazo abierto [Ec. (1.21c)]. La funcién de los
dos primeros es la de reconstruir a los estados z, y z;, con velocidad ajustable, a través de la inyeccidn
de errores de estimacién de salida; y la del tercero, reconstruir el estado z;. A este dltimo no se le

puede retroalimentar informacién; por lo tanto, su velocidad de estimacion estd determinada por la

estabilidad de la trayectoria zy; [Ec. (1.18b)].
1.3.3 Parametrizacion de ganancias

Se puede observar que, la sintonizacién del estimador requiere de un procedimiento para obtener v

ganancias [Ec. (1.22a)] que corresponden al observador de la entrada [Ec. (1.21a)], y x + m ganancias
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[Ec. (1.22b, ¢)] que corresponden al observador de estados de la planta [Ec. (1.21b, d)]. Aprovechando
la no interactividad de las sefiales de entrada (y,) y salida (y), y la parte lineal de los observadores, en
esta subseccidn se presenta un procedimiento sistemdtico para obtener el conjunto de matrices de
ganancias {K,, K;, K;,}. Se hace en una forma parametrizada para que la sintonizacion s6lo requiera
mover un pardmetro s, para la el observador de entrada, y un s6lo pardmetro s, para el observador de
estados, y que permitird establecer, en la siguiente seccién, las condiciones de convergencia del
estimador.

Primero se introduce la matriz aumentada de estructura bd
K, =bd[ks, ..., k], ko =[k0;, ..., K2, il (1.23)
que consiste de los elementos de las matrices de ganancias proporcional e integral [Ec. (1.22b, ¢)]. La
observabilidad y la estructura bd de los pares de matrices (Q,, A) y (€, A,) garantizan,
respectivamente, la existencia de matrices de ganancias K, y K, tal que las matrices [las matrices
Qu(T), Qy(T), Ay y A, se dan en el Apéndice A]

A, =Qu(T) - K A, =bd[AY,..., A}l, Al = QXT) — kot (1.24a)
Ay = Q(T) — K A= bd[AS,..., A, AP = QX(T) — k&P (1.24b)
son estables y cuyos conjuntos de polos {y{; , ..., %} ¥ {¥0: > --., You1i} pueden ser, independiente y
arbitrariamente, asignados via una seleccidon conveniente de la ganancia ki y k{. Esto se puede hacer
usando cualquier técnica estandar para filtros discretos de una salida [Kuo, 1992; Ogata, 1995]. De aqui
que, el procedimiento directo de ajuste de coeficientes de polinomios caracteristicos [Ogata, 1995] serd
empleado a continuacidn.

Siguiendo la construccién de las formas polinomiales caracteristicas estdndares (ITAE, binomial,
Butterworth, etc) [D’Azzo y Houpis, 1981], basada en optimizaciéon (ITSE, ISTAE, ISTSE, etc), se
escoge una frecuencia caracteristicas de referencia o} para la i-ésima entrada, y una o para la i-ésima
salida, se escogen sus correspondientes factores de amortiguamiento {&}; ..., &V} ¥ 1695 5 s Eriyni )
(un factor de amortiguamiento para un par de polos complejos conjugados), se introducen un pardmetro
de escalamiento en tiempo s, para las entradas, y uno s, para las salidas (s,, s, > 0), para luego, asignar
conjuntos de polos {A{;, ..., A%} y {A%;, ..., A2} en el plano complejo s (propio de sistemas
continuos) de la siguiente forma:

o = Sl E EA[T - (&), i=1,.,p, j=1,..,vi/2 si vjespar

A% =—s,0 si v;esimpar (1.25a)
A0 i = —Se@E £ 1 = (E9)%4], i=1,..,m, j=1,.,0+1)/2 si K+l es par,
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A2y =—8o®7 si ;+1 es impar (1.25b)
Dichos polos estdn en correspondencia con los discretos {y{; , ..., Y.} ¥ {¥0i, ..., You1i}- Luego, estos

polos se mapean, involucrdndose el tiempo de muestreo T, al interior del circulo unitario del plano

complejo z (propio de sistemas discretos) [Kuo, 1992] por medio de:

Y3 =exp\yT), i=1,...,v, i=1,.,p (1.26a)
Y9 =exp(A;T), j=1,.,x+l, i=1,....m (1.26b)
A partir de estos polos discretos, se obtienen los siguientes polinomios caracteristicos:

f{(Y SYE) =Yl (5, T) YV Lt (s,T) =0, i=1,....p

i

vilki+l1

1 (X =Y%) = Y5+ 4ch, (5,T) Y 4.4 c2yy (5,T) =0,  i=1,...,p/m

j=1
Por otro lado, los polinomios caracteristicos de las matrices A¥ y A [Ec. (1.24)] estan dados por:
IA—-Afl=pi+di; (kK T) 7'+ 4 dy (ke T) =0, i=1,....p
IA—Afl = 4 dg; (e, T) pf +.. .+ oy ke, T) =0, i=1,...,m
Igualando, de forma respectiva, los coeficientes de ambos polinomios caracteristicos,

ik, T) = cii(syT), ..., dy (kT T) = €5 580 T)
dii(k?, T) = 080T, ..oy A j(K7, T) = €31 j(S0T)
se obtienen, como la Unica solucién de estas ecuaciones [Ogata, 1995], los v; elementos del vector de
ganancias k', y los k;+1 elementos del vector de ganancias k¢.

Una vez que los patrones de polos [Ec. (1.25)], uno para cada entrada y uno para cada salida,
asociados respectivamente a las matrices A, y A, [Ec. (1.24)], se han asignado al plano complejo s [via
Ec. (1.25)], y mapeados [via Ec. (1.26)] al plano complejo z, las ganancias k{' y k? adquieren formas
parametrizadas k{'(s,T) y k?(s,T). Entonces, las matrices de ganancias K, y K,, y sus respectivas
matrices compafieras A, y A,, también la adquieren [K (s T), Ay(s,T); Ko(SoT), Ao(soT)]. Ademds,
como consecuencia de la forma parametrizada de K, las matrices de ganancias K, y K, también son de
forma parametrizada [K(s,T), Ki,(s,T)].

Luego, dada la estabilidad de las matrices Ay(s,T) y Aq(s,T), existen, respectivamente, para cada i-
ésima entrada y para cada i-ésima salida, pares de niimeros positivos (af', y}') y (a?, y{) tales que, la k-
ésima potencia de las matrices estables parametrizadas Af(s,T) y A?(s,T) [Ec. (1.24)] estdn acotadas de
la siguiente manera [Rugh, 1996]:

[Als, D <aflyis, DI, 0<yisT) <1, Oy <0, i=1,..,p
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[A?(SoT)]k < a?[Y?(Su/oT)]k’ 0< Y?(su/oT) < 1, asoT'Y? < 0, i= 1’ R 001

Consecuentemente, la k-ésima potencia de A, y A, se acotan como sigue:

[Ads DI S afy(sDIY,  0<ps D)<l O <0 (1.27a)
[AcSoDI* < a,lo(se DI, 0 <yo(s,T) <1, 05,170 <0 (1.27b)
donde

Yo =max(yy, ..., V), @ =max(aj, ..., a); Yo = max(y, ..., Y5), a,=max(aj,...,ad).

1.3.4 Estimador candidato en coordenadas originales y

Como se muestra en el Apéndice B, cuando la aproximacién V(t) de la entrada desconocida v(t) se

hace cero [V(t) = 0], el estimador candidato (1.21) toma la siguiente forma en coordenadas originales y:
Yultir) = [Qu(D) ]t + [Ku(syDIyu(ti) — Auxu(to], Vulti) = Ayt (1.28a)
A(tsr) = Tltier, i % (6, V), I+ Gl (t), xu(t), PIY(t) — hlx(td), p1}

+ Hx (4, xu(t), plom(t) + Ulx (), xu(t), pIIYu(td) — Augu(tol,  wit) =hlx(t), p]  (1.28b)
A1) = Xt + [Kin(se DIy () — h(x(to), p)] (1.28¢)
donde t es el mapa de transicidon con base en el modelo de la planta [Ec. (1.1a)], es decir, proviene de
la trayectoria solucion
x () = lt, t, x(t), v(), pl, t € [ty, tip]
de la ecuacién diferencial
=1l v, pl () = %(t), V() = [AL(t=t) () + [Qu(D] K8 DIyu(t) — Auxu(t]}
sobre el intervalo de tiempo [ty, ti,1], accionada por el estimado continuo en tiempo v(t) de la entrada

u(t). G, Hy U son matrices de ganancias no-lineales,

Gt Xus P) = [O1(, % PIIUATDT 'K (50T, [O1(%: % P)s O, s PI] = (G9!
HOL %as P) = [0, x> PICU(DT'PYT), dimG=nxk, dmH=nxn-x)
UG xus P) = (0x9) ' @ MWD Ku(su D), dimU=nxp

Sélo para recalcar, el mapa no-lineal ¢ estd dado por la Ec. (1.14b) con el vector k, de grados de
estimacion (Definicion 1.4), remplazando al vector k, de grados de observabilidad (Definicion 1.3); las
matrices Qu(T), QiT) y Pi(T) estdn dadas en el Apéndice A, las matrices de ganancias parametrizadas
Ku(8uT), Kp(s,T) y Kiy(s,T) estén dadas por la Ec. (1.27) y por el esquema de asignacion de polos de la

subseccion anterior. Por otra parte, en la Ec. (1.28a), el estimado ¥(t) se hace cero con base en que
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lv(t)l<g, [Ec. (1.1c)]; mientras que, la dependencia de © y w en ¥ [Ecs. (1.21b, ¢)], inducida por el
cambio de coordenadas de x-a-z de la planta, desaparece cuando el estimador (1.21), en coordenadas C,
se lleva a las coordenadas originales  [Ec. (1.28b)] (ver Apéndice B). Mds atin, el cuarto término en el
lado derecho de la Ec. (1.28b) se desvanece rdpidamente, permitiendo que dicho término se pueda
despreciar (en un sentido practico) para la implementacion del estimador.

Este estimador tiene los siguientes grados de libertad: el vector k (Definicion 1.4) de grados de
estimacion, el mapa complementario ¢y [Ec. (1.14)] implicado en la construccién de las matrices no-
lineales de ganancias (G, H, U), los patrones de polos [Ec. (1.25)] para cada matriz Al y A?. Al y A?
son las matrices compafieras de los i-ésimos operadores L{ y L{ [Ec. (1.4)], respectivamente, de las
dindmicas en diferencias (1.5) de los errores de estimacién de las sefiales de entrada y de salida. Esto
es,

c[L{] = o[A(s,T)], i=1,..,p; o[L?] = o[A(s,T)], i=1,..,m
y consecuentemente, escoger el vector k equivale a escoger los 6rdenes (k;+1,..., k,+1) de los
operadores L,..., LY [Eq. (1.4b)].

En formato estdndar de prediccidén-correccién [Gelb, 1974], empleado en el disefio de filtros de
Kalman para plantas continuas con mediciones discretas, el estimador [Ec. (1.28)] toma la siguiente
forma
o Inicializacién
Xu(to) = Yu,» % (to) = Xo> Am(to) =0

« Prediccion, con base en el modelo sobre el intervalo de tiempo [ty, ti]
X; = FUXE, X;(tk) = Xu(tk)

¥ =l o), pl, () =%, Vb)) = A

e Correccidn, con base en las mediciones hechas en el instante de tiempo t = ti,4

Yulter) = %) + Kulyu(ti) — Agxu(t)], Yu(t) = Ayxu(t)
X (tes1) = % () + Gl (6 xu(t)s s Kp{y(t) — hyx(t).p1} + Hx(t), 2u(ti) p1xm(t)
Yt ) = Am(t) + Kn{y(t) — hx(to), p1}, y(t) = h[y(t), p]

1.4. Convergencia del estimador

En un marco local y robusto, en esta seccién se analiza la estabilidad de la trayectoria
correspondiente al error de estimacién del estimador (1.28), o lo que es lo mismo, pero en coordenadas
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z, del estimador (1.21). Esto es de utilidad para caracterizar la interaccién que existe entre el tamafio

del intervalo de muestreo, la magnitud de las ganancias y el funcionamiento del estimador.
1.4.1 Dinamicas de error de estimacion

En coordenadas z, al restarle la planta aumentada [Ec. (1.19) con x remplazando a k] al estimador

candidato [Ec. (1.21)] se obtienen las siguientes dindmicas de error de estimacién (la matriz I, y los
mapas no-lineales qy, q y ® se definen en el Apéndice A):

eultier) = Ayey(ti) — 2:“ Q,(ti 1~ e (t)dr, ter =t + T, u(t) = Agey(ty) (1.29a)
€a(tie1) = Aoea(ti) + 1 f : it —DIigi[2(7), v(1), 1, e(1), €y(7), €JdT,  M(t) = Ajea(ti) (1.29b)

en(tier) = en(t)+ f I:” o[z(1), en(1), v(1), rldt + 2” qulz(), v(1), 1, e(1), &(7), e;]d7 (1.29¢)
donde [e = (e, ,ei',er)’ y la matriz de permutacién P estd definida en el Apéndice A],
eu=Cui—zy, €=P(ef,C.)), er=Ci—z, en=Cn—zn, ey=V-v, G=p—I, U=v—-U, N=Y-Y.
Si V(t) = 0, e, tiene la misma cota de v(t) [Ec. (1.1¢)]. A consecuencia de la propiedad C* del mapa
¢ [Ec. (1.12)], las perturbaciones q; y qy estdn acotadas, a lo largo de la trayectoria de la planta, de la
siguiente manera (tipo Lipschitz):
lqi(z, v, 1, e, ey, e)l < Myley + Mjle|l + Myleyl + M, le,l + Mlel, le,) <¢, (1.30a)
lqn(z, v, 1, e, ey, e)l < Nyle, + Njlej + Nyle,l + Nle,l, le <&, (1.30b)
Al igual que en el caso de estimacién con mediciones continuas [Alvarez, 2000], se considera a M,
M =M (si k =n), M = M; + Mg (si k <n), Mp = (AY/Li)MN; (1.3D)
como una medida del potencial efecto desestabilizante causado por la presencia del par de
perturbaciones (q;, qy) en las dindmicas de error de estimacion [Ecs. (1.29b, ¢)]. (Aq, Lp) es el par de
factores de amplitud y decaimiento, respectivamente, correspondiente a la propiedad de estabilidad RE
[Ec. (1.18)] de la trayectoria x°(t) [Ec. (1.22a)], restringida en la superficie X°(t) en coordenadas z°
[Ec. (1.20) con k remplazado por x].
Cuando (e,, qr', qi)' = 0, las dindmicas de error de estimacion [Ec. (1.29)] son estables de forma
RG, y consecuentemente, la cuestion sobre la convergencia robusta de estimacién radica en determinar
si existen valores para {T, s,, S,y Yy cdmo sintonizarlos de tal forma que, la parte lineal estable RE

pueda dominar a la parte no-lineal potencialmente desestabilizante.
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1.4.2 Condiciones de convergencia

En el siguiente lema se dan condiciones suficientes para la convergencia robusta del estimador
candidato [Ec. (1.28)].

Lema 1 (Prueba en el Apéndice C). Sea la trayectoria x(t), de la planta no-lineal (1.1), detectable de
forma RE (Definicién 1.3), con un vector k de grados de observabilidad. Entonces, el estimador (1.28)
accionado por mediciones discretas, con un vector k¥ € K(k) de grados de estimacion (Definicion 1.4),
produce una secuencia {y(t)} convergente de forma RG, con dindmicas cLNPA de error de estimacién
de salidas [Ec. (1.4)], siempre que el conjunto {T, s,, s,} sea escogido de tal manera que [y, y Y, s€
definen en la Ec. (1.27)]:

Yu(suT) <¥(a0, 80, M, T) <1
donde
Y(@o, S0, M, T) = v(8oT) Yplao, Yo(soT), M, T1, Voo, Yo T, M)] = e@/1MTe" ¢

Como se puede ver en la prueba del lema (Apéndice C), y es la base G (ver Definicion 1.2) de la
desigualdad de la convergencia RG de las dindmicas de error de estimacion [Ec. (1.29)]. La condicién
Y=YoY dice que, la velocidad de convergencia de la dindmica de error de salida (y) consiste del producto
de dos términos: uno convergente, Y, < 1 que se puede hacer arbitrariamente pequefio sintonizando s,T
suficientemente grande [ver Ec. (1.27b) y su parametrizacién de ganancias]; y uno potencialmente
divergente, v, que crece con s, dependiendo de los tamafios de T y M. La condicién y, <y simplemente
dice que, el observador de entradas [Ec. (1.28a)] debe ser sintonizado de tal forma que su convergencia
sea mds rapida que la del estimador de estados [Ec. (1.28b, ¢)]. Ya que y, — 1 cuando T — 0, la
convergencia del estimador (1.28b, c¢) se puede alcanzar con valores suficientemente pequefios de T y
suficientemente grandes de s,. En el siguiente teorema se presenta la cuestion de qué tan grande puede
ser el intervalo de tiempo de muestreo T, y cédmo su eleccion afecta a la de s,. Para establecer el
teorema, algunas nociones se deben de introducir primero.

Sea T*(a,M) la solucién de la Ec (1.32a) que, acorde al Apéndice D, debe satisfacerse para y de tal
forma que ésta alcanza un valor mdximo estrictamente positivo y* con un valor s, = s¥ estrictamente
positivo; y sea el par (sg, s§) de soluciones de la version de igualdad de la desigualdad y < 1 del Lema 1
[Ec. (1.32b): y=1]:

T+ = aqp(agM): (aM)T*eT+ = 1 (1.32a)

s = a*(a,M, T): Yo(85T) Mt T = 1 - T e (0, T*) (1.32b)
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donde
omT* <0, ora >0, ora* <0, omo >0, oMo <0 (1.32¢)
De estas expresiones uno obtiene los siguiente comportamientos limite de T+ y s3'*:
Aim T+ = oo, Jim T+ =0; Am g = gk, Jim s =8,>0, Jim §¢/* = o0 (1.33)
Como consecuencia del Lema 1 y de la precedente caracterizacién del par (T, s,), en el siguiente
teorema se presentan los principales resultados de esta tesis doctoral: un conjunto de condiciones
suficientes de convergencia robusta del estimador candidato [Ec. (1.28)], y la caracterizacién de la
interaccién que existe en la eleccién del tamafio del intervalo de muestreo y de las ganancias del
estimador. Ademas de las condiciones del Lema 1, la limitacién practica del tiempo de cémputo (T,) se
incluye en el entendido que en la mayoria de los procesos quimicos este periodo es considerablemente
menor que el dominante (T,) del proceso (p.ej., Tc << T < T,).
Teorema 1 (Prueba en el Apéndice D). Sea la trayectoria x(t), de la planta no-lineal (1.1), detectable
de forma RE (Definiciéon 1.3), con un vector k de grados de observabilidad. El estimador (1.28)
accionado por mediciones discretas, con un vector k € K(k) de grados de estimacién (Definicion 1.4),

produce una secuencia {y(t)} convergente de forma RG, con dindmicas cLNPA de error de estimacién

de salidas [Ec. (1.4)], siempre que el conjunto {T, s, s,} sea escogido de tal manera que [y se define en

el Lema 1]:
)T <T<T*, T =araM)
(ii) Sg < S < SE, sg* = o (a M, T)

(i11) Yu(suT) < v(ao, 50, M, T) #

De acuerdo a la Condicion (i), existe un limite méximo (T*) en la seleccién del tiempo de muestreo
(T), y tal limite decrece con el tamafio M [Ec. (1.31)] del efecto desestabilizante inducido por las
perturbaciones q; y qy en las dindmicas de error de estimacion [Ec. (1.29)]. La Condicion (ii) y las Ecs.
(1.32) y (1.33) dicen que existe un intervalo (s5, s§) de valores admisibles para s, que dan estados
estimados convergentes a los reales; que hay un valor de s, [s, = s¥ € (S5, s§)] para el cual la velocidad
de convergencia es mdxima, es decir, y alcanza un minimo y*; que el tamafio del intervalo (sj, sg)
decrece con el incremento del tamafio del intervalo de muestreo (T) y con el tamafio de M, y que,
cuando T es igual a su limite maximo (T*), el intervalo se colapsa en el punto s¥. Este tdltimo
enunciado significa que, el tamafio del tiempo de muestreo (T) se debe escoger suficientemente menor
a su limite T* a fin de tener un grado de robustez adecuado con respecto al esquema de sintonizacién.

La Condicién (iii) dice que las dindmicas de error de estimacidon de entradas se deben hacer mads
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répidas que las de error de estimacion de salidas. Comparando con el caso de mediciones continuas
[Alvarez, 2000], la propiedad de alta ganancia se estropea debido a la pérdida de informacién entre
intervalos de muestreo.

Una discusion formal en la forma de hacer cuantitativo el procedimiento de sintonizar el conjunto
{T, sy, So} va mds alléd del alcance de este trabajo. Aqui, es suficiente mencionar que, una combinacién
de las desigualdades del Lema 1 y Teorema 1 con medidas de propagacién de error y de detectabilidad
RE presentadas en Lopez y Alvarez (2002) deberfa llevar a un procedimiento numérico para determinar
cuantitativamente el conjunto de limites {T*, s;, s}, sintonizar el conjunto {T, s, S,}, y determinar la
ganancia 6ptima s} que produciria la convergencia mas rapida (y*). La misma técnica deberia permitir
el disefo de un estimador con tiempos de muestreo adaptables o con diferentes frecuencias de

muestreo, una para cada medicidn.
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CAPITULO 2
EJEMPLO DE APLICACION 1:
ESTIMACION DE UN REACTOR DE POLIMERIZACION POR RADICALES LIBRES

En esta capitulo, se aplica la estrategia desarrollada en el primer capitulo, para disefiar un estimador
de estados para una clase de reactores de homopolimerizacién por radicales libres en solucién. Se toma
el caso en el que, esta clase de reactores, de tipo tanque agitado y de operacion en lote, s6lo cuenta con
mediciones discretas de densidad, y requiere de la estimacion de la conversion y los pesos moleculares
promedio para el monitoreo, en linea, de la velocidad de produccién y de la calidad del polimero. De
manera preliminar, como lo marca la estrategia, se muestra como se establece la posibilidad de
construir un estimador a partir del andlisis de detectabilidad de esta clase de reactores; luego, se
muestra cémo se construye y se sintoniza el estimador. El funcionamiento del estimador se ilustra
usando datos experimentales tomados de un estudio de estimacién [Ellis y col., 1994] en el cual se us6

el Filtro Extendido de Kalman.

2.1 La polimerizacién por radicales libres

Muchos polimeros comerciales son manufacturados con base en reacciones de polimerizacién por
radicales libres; por ejemplo, polietileno de baja densidad, polimetilmetacrilato, poliestireno, poli-
cloruro de vinilo, entre otros. Esto va aunado a que, de la industria petroquimica se obtienen grandes
cantidades de monémeros para este tipo de reacciones.

Una polimerizacién por radicales libre es una reaccion en cadena que, como su nombre lo indica, se
inicia por radicales libres, los cuales son moléculas o partes de moléculas sin carga electrénica en
donde uno o varios dtomos tienen electrones de valencia dispares. Los electrones 7 del doble enlace de
una molécula de mondémero se juntan con los electrones © del doble enlace de otra molécula de
monodmero. Luego, todos los monémeros utilizados tienen al menos un doble enlace, por ejemplo, el
metil metacrilato (MMA) cuya formula es CH,=C(CH3)COOCH;.

Los reactores de polimerizacion por radicales han sido objeto de estudio en el desarrollo de técnicas
de disefio de procesos, controles y estimadores. Esto es por sus caracteristicas no-lineales que dificultan
su control, el cual se complica, en la mayoria de los casos, por no contar con sistemas de monitoreo

adecuados.
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2.2 El reactor de polimerizacién y su problema de estimacion

En vista del sistema experimental de Ellis y col. (1994), se considera una clase de reactores de
tanque agitado, en operacion lote e isotérmica, donde se lleva a cabo una homopolimerizaciéon via
radicales libres en solucién. Este tipo de sistema presenta casi todas las caracteristicas y peculiaridades
de los reactores de polimerizacion:

(i) la reaccion es altamente exotérmica
(i) la conversion de mondmero a polimero reduce el volumen libre de la mezcla reaccionante
incrementdndose su densidad y viscosidad, causando problemas de bombeo y mezclado.
(iii) puede presentarse el efecto gel debido al incremento de la viscosidad.
Con base en mecanismos cinéticos de polimerizacién estandares [Ellis y col., 1994, Schuler y

Sushen, 1985, Alvarez y col., 1994, ver Apéndice E], las dindmicas del reactor estdn dadas por:

I=-r(I,s,m) + I 1,1, s, m), I(ty) =T (2.12)
s =-1,(I,s,m) + s (I, s, m), s(tp) =) =sp (2.1b)
m=-1y(I[,s,m) + mrgl,s,m), m(ty) =my, yo(t) = p[m(t), Wrl, i =t+T (2.1¢)
pi =r,(,s,m) + p;r(I, s, m), wi(to) = b, 0<i<2 (2.1d)
donde

r:(I,s,m) = gy, s, m) + ggr4(I, s, m)

Wrpp,
PUM. W) =3y (1 = e rpl (e Wolp — e Wrip))

—Smm), WT=WI+WS+Wm

donde I es la concentracion del iniciador, s es la concentracion adimensional del solvente, m es la
concentracion adimensional del monémero, L; es el i-€simo momento de la distribucién de longitud de
cadena del polimero (DLC), p?/s/m,p es la densidad del iniciador/solvente/mondmero/polimero, €ygm
(Eygm = 1 — PYynl/ pg) es el factor de contraccién del iniciador/monémero/solvente, Wy €S la carga
madsica total/iniciador/solvente/monémero, 17 y 1, son las velocidades de descomposicion de iniciador y
de consumo de solvente, respectivamente, 1, es la velocidad de polimerizacion, r,, es la velocidad de
cambio del i-ésimo momento de la DLC, r, es la velocidad de cambio de la concentracion de las
especies debido al cambio en la densidad de la mezcla reaccionante, y, es la medicion de densidad, y
las funcionalidades de 1y, 1, y 1y, se definen en el Apéndice E.

El problema de estimacion consiste en inferir la conversién de mondmero a polimero (c) y los pesos

moleculares promedio en nimero (M,) y en peso (M,,) del polimero,
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c(m, Wr) = [Wr/p(m, Wr) - Wo/pl, = W/p! = Wi/pl1/(Wi/p, — Wi/p7) (2.2a)

Mi(Ho, ) = Mim(pi/o),  Mi(p, H2) = M (/) (2.2b,¢)
Dichas variables a inferir son claves en el monitoreo de la velocidad de produccion y de la calidad del
producto. Ya que la conversién depende de la concentracién del monémero (m), cuya dindmica estd
acoplada a la del iniciador (I) y a la del solvente (s), y ya que los pesos moleculares son una funcién de
los momentos de la DLC (g, Ly, H2), €l problema de estimacién se traduce a estimar el conjunto
completo de estados del reactor (I, s, m, L, L, ).

En notacién vectorial (compacta), el modelo del reactor (con su medicién) toma la siguiente forma:
x =f(x,1), X(to) = Xo; y(t) = px(to), 11, iy =t +T (2.3)

X = (19 S, m, MO? l-’l'ls MZ)" r= (p(r)n’ p(s)s p?’ Mm$ "')'7 f(x’r) :(fb fs’ fm’ fl_lg’ fpl’fuz)'
2.3 Vector de grados admisibles de estimacion

Del estudio de Cervantes (2000), para la misma clase de reactores pero con mediciones continuas, se
tiene que:

(i) cualquier trayectoria del reactor es RE-detectable con observabilidad parcial con un indice de
observabilidad k = 2;

(ii) Las trayectorias de los momentos de la DLC [py(t), (), Ha(t)] se encuentran en la superficie FI
X(t) [Ec. (1.6), con base en el modelo (2.1) y con k = 2];

(ii1) el mejor funcionamiento robusto se obtiene con grado de estimacién igual a uno (x = 1).

El mapa ¢; [Ec. (1.7), con base en el modelo (2.1) y con k = 1] estd dado por ¢; = p(m, Wr), cuya
inversa para m es tnica ya que la densidad es una funcién estrictamente creciente o decreciente con
respecto a m (p.ej., Omp <0 6 Oup > 0). Si se escoge el mapa complementario ¢y = [I, s, Mo, W1, Ho]'s 1as
dindmicas restringidas a la superficie X°(t) [ver Definicion 1.4: Ec. (1.6), con base en el modelo (2.1) y

con kK = 1] son:

[i*’ §", ﬁlz’ HTa ll;]‘ = [f1, £, £ T £l s m= P (¥p), Ko, i, 3]

En términos fisicos, estas dindmicas son estables ya que no contienen la dindmica del mondmero, la
cual es la unica fuente de inestabilidad debido al efecto gel; esto significa que la condicién de
estabilidad de la Definicion 4 siempre se satisface. La propiedad C* del mapa ¢ =(O,p)f, es
consecuencia de los mapas C* de las cinética; entonces, si 0,,p < 0 6 0p,p > 0, cualquier trayectoria del
reactor tiene a k = 1 como un grado de estimacién (Definicion 4).
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2.4 Construccion-sintonizacion del estimador

La construccion del estimador resulta de la aplicacion directa de la Ec. (1.28), con base en el modelo

del reactor [Ec. (2.1)]conk =k =1,

X(tk+1) = T[tk+l s tks X(tk)7 i\‘]

+ 3{[0mpx(t0), 11 [K(T, 85)] [y,p(t) — plx(t), £11 + [Ompl(t), F11Txm} (2.4a)
Am(tis1) = Lm(ti) + [KE(T, 80)] [yp(ti) — plx (), T11, 6=(0,0,1,0,0) (2.4b)
Con las siguientes ganancias [Ecs. (1.22b, c) con k = 1]
k§ = 2{[1 — e To&cos[T(s,0,)(1 — E2)2]} (2.52)
k8 = {1 + e2Te600) _ 22T cos[ T(s,m0)(1 — E2)12]} (2.5b)

resultantes de la seccidon de parametrizacion de ganancias del capitulo anterior. T es el mapa de

transicion con base en el sistema diferencial (2.3), del modelo del reactor,

x(t) = 1(t, t, Xg, 1): x=f(x,r), x(t) =Xx

x es el vector de estados estimados de X, y t es el conjunto de pardmetros aproximados de .
Considerando disefios recientes, de estimadores para reactores de polimerizacién con mediciones

continuas [Alvarez y Lopez, 1999], la frecuencia normalizada o, = 1/1, se fija de acuerdo al tiempo

caracteristico 1, de la respuesta de la densidad. La anterior condicién de detectabilidad RE, el

estimador (2.4) y su esquema de sintonizacioén [Ec. (2.5)] valen para toda una clase de reactores de

homopolimerizacién por radicales libres en operacion en lote e isotérmica, sin importar el tamaiio del

reactor, el sistema mondmero-iniciador-solvente y las condiciones iniciales. El caso de operacion

isotérmica y continua se puede abordar como una extensién directa de la presente estrategia [Alvarez y

Loépez, 1999; Cervantes, 2000].

2.5 Desempeiio y funcionamiento del estimador

A continuacién, se muestra la prueba a la que se someti6 el estimador obtenido con datos
experimentales extraidos del trabajo de Ellis y col. (1994). El sistema experimental consistié de una
polimerizacién isotérmica (a 333 K), en lote, de metil-metacrilato, en el cual se utiliza etil acetato como
solvente y azobis-iso-butiro-nitrilo (AIBN) como iniciador. Este sistema tuvo disponibles mediciones

continuas de densidad, y discretas-retardadas de los pesos moleculares (con un intervalo de retardo-
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muestreo de 25 min). Estas mediciones se muestran en la Figura 1 (trayectorias-o). La construcciéon y
sintonizacién del FEK de Ellis y col. (1994) se describe en un primer trabajo [Ellis y col., 1988], y el
reporte del funcionamiento del FEK con la corrida experimental descrita arriba se puede ver en su
segundo trabajo [Ellis y col., 1994]. Este FEK consistié de un modelo de 47 ecuaciones dindmicas que
incluyen la DPM; fue implementado con mediciones discretas de densidad, con alta frecuencia de
muestreo (T, = 0.5 min), y de DPM, con bajas frecuencias de muestreo (Ty; = 25 min); sus ganancias
fueron ajustadas con una técnica usual de prueba y error; y su desempeiio fue bueno. Para someter a
una prueba mds severa al estimador aqui propuesto, s6lo se utiliza la mediciéon de densidad con
frecuencias menores de muestreo; las mediciones asociadas a los pesos moleculares s6lo se usan para
propésitos de comparacién. Los datos de densidad para diferentes intervalos de muestreo fueron
generados por medio de la interpolacién de la secuencia de datos experimentales reportados en el
trabajo de Ellis. De esta forma, en realidad uno deberia comparar con el FEK de Ellis, de 27
ecuaciones dindmicas, que resultaria si sélo fuese usada la medicion de densidad y el modelo no
incluyese mds que los momentos de la DPM.

El modelo del reactor fue equipado con constantes estindares de polimerizacién en masa, con
constantes correspondientes a mecanismos de transferencia reportados por Ellis y col. (1994), con
pardmetros de la expresion de densidad vs. conversion de la misma referencia, y no se hizo un ajuste
adicional de pardmetros. Estos pardmetros se incluyen en el Apéndice E. En la Figura 1 se presentan las
predicciones del modelo (trayectorias continuas) (p.ej., estimador con ganancia cero), y su comparacion
con los datos experimentales (trayectorias-o). Se puede notar que el modelo sigue bien los pesos
moleculares experimentales, significando que, en este caso, el modelo es suficientemente bueno de tal
manera que usar mediciones de peso molecular no es tan necesario.

Empezando con la prueba del estimador, para fijar un primer tiempo de muestreo (T) razonable a
utilizar, se observa la trayectoria experimental de densidad en la Figura 1 (trayectoria-o) identificindola
con una respuesta exponencial de la cual se puede obtener un valor 1, = 400min/4 = 100 min de tiempo
caracteristico; considerando el criterio basado en el teorema de muestreo [Kuo, 1992], que dice “escoja
el tiempo de muestreo de 1/10 a 1/20 del tiempo caracteristico del proceso” [Sthephanopoulos, 1984],
se escoge la opcidon de muestreo mds frecuente: T = 1,/20 = 5 min. De acuerdo a esto, la frecuencia

caracteristica de referencia ®, [Ec. (2.2)] se fija en ®, = 1/t, = 0.01 min™', y el factor de

amortiguamiento se fija en £ = 0.71; de esta forma se sigue un patrén de polos tipo Butterworth
asociado al observador estocdstico 6ptimo limitante [Alvarez y Lopez, 1999]. Con base en el disefio de

estimadores lineales dead-beat de segundo orden [Kwuakernaak, 1972], en los cuales la convergencia
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puede ser alcanzada en tres etapas de muestreo, se fija a s, de tal forma que s,, = 4/T = 1 min, o
equivalentemente, s, = 10; esto concuerda con la heurfstica de estimacion “el tiempo de convergencia
del observador debe ser alrededor de diez veces menor que el del proceso” [Alvarez y Lépez, 1999;
Soroush, 1997]. En la Figura 1 se muestra el funcionamiento del estimador con la precedente seleccién
(T, s) = (5 min, 10) (trayectorias-A) y, en la Figura 2 (trayectorias-A), con el tiempo de muestreo
triplicado [p.ej., (T, s,) = (30 min, 10)]. Como era de esperarse, el estimador con el tiempo de muestreo
mds grande (T = 30 min) exhibe una menor velocidad de convergencia con mayor respuesta de error y
un sesgo mas grande. De todos modos, estas diferencias son pequeiias. Como puede verse en las
trayectorias-A de las Figuras 1 y 2, la densidad y la conversidn, ligadas a los estados de velocidad de
reconstruccion ajustable z; = p(m), convergen rdpidamente casi en dos etapas de muestreo; y como era
de esperarse, los pesos moleculares promedio en niimero y en peso, ligados a los estados de velocidad
de reconstruccién asintético zy; = (I, s, Mo, Ly, H2)', no son afectados significativamente por el pardmetro
de sintonizacién s,, pero el sesgo decrece con el tiempo de muestreo. Estas caracteristicas de
convergencia robusta concuerdan cualitativamente con las reportadas en un estudio reciente [Alvarez y
Lopez, 1999] de estimacion, en una clase de reactores de polimerizaciéon continua con mediciones
continuas. Con el criterio tipo dead-beat [p.€j., (T, so) = (T, ¥/,1)], @, = 1/1, = 0.01 min~'], el estimador
fue probado para varios tiempos de muestreo (T), que van desde 1 a 60 min; se encuentra que: (i) con
T=1 min, el desempefio del estimador bdsicamente coincidié con el del caso de mediciones continuas;
(ii) el incremento de T redujo la velocidad de convergencia e increment6 el sesgo; y (iii) todos los
casos exhibieron una velocidad de convergencia tipo dead-beat (p.ej. en casi tres etapas de muestreo se
observa convergencia).

Para probar el estimador en una situacién mds drdstica (es decir con errores de modelado), la
mediciéon de densidad fue corrompida (trayectorias-e en las Figuras 2 y 3) adicionando ruido
uniformemente aleatorio, con una amplitud de £10 gr/lt; esto significa cerca de 10 veces mds que la
desviacion estandar de un densimetro comercial de baja resolucién. El estimador se probd de nuevo con
los dos tiempos de muestreo (T = 5 y 30 min) de la prueba anterior. Con T = 5 min, el estimador
solamente convergié con valores de s, en el intervalo (s; = 1, 5 =~ s}) (ver Teorema 1.1), y la
convergencia mds rdpida con el sesgo mds pequefio se obtuvo con s, = s§ = 4, significando que éste es
la ganancia 6ptima. Como se deduce del Teorema 1, esto corrobora la existencia de un intervalo-s, [(s5,
s¥) = (1, 5)], con un valor 6ptimo (s¥ = 4) que da la convergencia mds rdpida y, como era de esperarse,

con el decremento de T, el valor de s¥ se incrementa, al igual que el tamafio del intervalo (sg, s3). En la
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Figura 3 se muestra el funcionamiento del estimador para (T, s,) = (5 min, 4 = s¥) (trayectorias-V) y
para (T, s,) = (5 min, 6 > s{) (trayectorias-*). En el primer caso, las variables ligadas a los estados de
reconstruccion con velocidad ajustable, convergen en unos 90 min (p.ej., nueve veces mas lento que en
el caso sin ruido de medicién), y las variables ligadas a los estados de reconstruccion con velocidad
asintética convergen en alrededor de 120 min, o equivalentemente, en el mismo tiempo que en el caso
de mediciones sin ruido. Esto es debido a que el ruido de medicién no entra directamente en las
dindmicas asintticamente reconstruidas, y éstas filtran el ruido de las dindmicas rdpidamente
reconstruidas. En el segundo caso (p.ej., con s, = 6, arriba del limite superior s} = 5 para T = 5 min), las
variables reconstruidas asintoticamente convergen pero las reconstruidas rdpidamente divergen. Esto es
porque, con una alta ganancia, el ruido de medicién afecta, gravemente, el estado reconstruido
répidamente, pero no los asintéticamente reconstruidos. Cuando el tiempo de muestro es T = 30 min,
los estados del estimador divergen para cualquier pardmetro de sintonizacién s,, implicando que el
intervalo (s, s&) de ganancias admisibles es un conjunto vacio, corroborando el resultado mostrado en
el Teorema 1. En la Figura 2, se muestra el funcionamiento del estimador con (T, s,) = (30 min, 2) con
ruido en las mediciones (trayectorias-V). En este caso, no hay RE-convergencia porque el tiempo de
muestreo (T = 30 min) rebasa su limite superior T™.

Resumiendo, la aplicacion de la estrategia propuesta de estimacion dio condiciones de resolubilidad
con significado fisico del problema de estimacién, y procedimientos sistemédticos de construccién y
sintonizacién del estimador deseado. Este problema de estimacién incluye toda una clase de reactores
de homopolimerizacién con mediciones discretas de densidad, operados en lote e isotérmicamente, y
puede ser extendido facilmente a reactores no isotérmicos, en operaciéon semi-lote o continua. Los
resultados de la implementacién y del marco tedrico concuerdan muy bien con las caracteristicas y
resultados de implementaciones recientes, en particular de observadores no-lineales con mediciones
discretas [Mutha y col., 1997; Ellis y col., 1994] y, en general, de filtros y controles de plantas discretas
[Nesic y col., 1999; Kuo, 1992; Palmor y Shinnar, 1979]. En comparacién con los resultados de Ellis y
col. (1994), el estimador que aqui se propone requiere considerablemente menos esfuerzo de
construccién-sintonizacién, obteniéndose resultados de desempefio similares a cuando no se usan
mediciones de peso molecular promedio. Como se menciona anteriormente, la estrategia propuesta
debe ser tomada como un punto de partida para que el procedimiento de seleccién del tiempo de

muestreo y de las ganancias sea cuantitativo y sistematico.
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2.6 Figuras
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Figure 2.1. Desempefio del estimador con (T, s )=(5 min, 10):
(— ) Prediccién del modelo, (O ) Datos experimentales [Ellis y col., 1994],

(&) Estimaciones
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CAPITULO 3
EJEMPLO DE APLICACION 2:
ESTIMACION EN UN REACTOR DE ALQUIDALES
CON MEDICIONES DISCRETAS-RETARDADAS

En este capitulo se presenta el disefio de un estimador de estados para un reactor de alquidales en el
que se cuenta con mediciones discretas retardadas de viscosidad. El objetivo del estimador es el de
estimar y predecir en linea conversion, viscosidad y peso molecular. La estimacién y prediccion de
estas variables es importante en la supervision, control y paro de la operacién del reactor, de tal forma
que se obtenga un maximo rendimiento y un producto con sus mejores propiedades de utilidad. Ya que
la polimerizacién alquidédlica implica una de polimerizacién compleja de 4cidos grasos, el estimador se
disefia con base en un modelo cinético simple, cuya constante cinética se asume como un pardmetro
variante a lo largo de la reaccién y que refleja el efecto de dindmicas no modeladas y desconocidas. Se
prueba que el pardmetro es observable y entonces se ajusta en linea. Se muestra que la construccién y
sintonizacién del estimador resulta de una extensién directa de la estrategia de estimacion presentada
en el Capitulo 1, al igual que los criterios de convergencia. El funcionamiento y desempefio del

estimador se ilustra con datos experimentales obtenidos de un reactor a escala industrial.

3.1 Los reactores de alquidales.

En la industria de las pinturas y recubrimientos arquitecténicos, las resinas alquidélicas son de gran
importancia debido a que, ademds de poseer propiedades convenientemente ttiles, tienen un bajo costo
de produccion. Con respecto a las propiedades titiles se puede decir que, estas resinas dan a las
pinturas/recubrimientos buena resistencia mecénica y quimica, adherencia, retencién de color y brillo.
La produccién industrial de las resinas alquidélicas se lleva a cabo en reactores de tanque agitado,
operados en lote a temperatura constante, donde se lleva a cabo una polimerizacién de dcidos grasos. A
lo largo de la reaccidn, el rendimiento y la calidad del producto se monitorean por medio de mediciones
discretas-retardadas de conversion y viscosidad. Con base en estas mediciones, en conjuncién con la
experiencia del operador, la operacién se corrige y se va previendo el momento de pararla.
Particularmente, la previsién del momento de paro es importante para obtener conversion y viscosidad
alta sin alcanzar, en un margen conveniente de seguridad, un punto critico asociado con la gelacién del
producto polimérico frio. Aunque este esquema manual de monitoreo-control se emplea en muchos

reactores industriales [Ricardo, 2001 (tesis de maestria)], una mejor operacién requiere, entre otras
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cosas: (i) mejorar y automatizar los esquemas manuales existentes de monitoreo-control, (ii) el
desarrollo de nuevos sensores implementables en linea y de sefiales continuas que puedan ser
correlacionadas con la conversidn, viscosidad y peso molecular, y (iii) el desarrollo de esquemas de
control robusto multivariable para seguir una trayectoria nominal de reaccion (p.ej., viscosidad vs.
conversidn). En este capitulo, se aborda un problema relacionado al primer punto: la estimacién y
prediccién en linea de conversion, viscosidad y peso molecular a partir de la medicién discreta-
retardada de viscosidad. De aqui en adelante, se distingue que el uso del término estimacion se refiere
exclusivamente a estimacion a tiempo presente y el uso del término prediccion se refiere
exclusivamente a estimacion a tiempo futuro.

A diferencia de los reactores de polimerizacién por radicales libres, que cuentan con esquemas
avanzados (basados en modelos) de disefio de control [Alvarez, 1996, y sus referencias] y estimacién
[Alvarez, 2000, y sus referencias], y su modelacién es un problema bastante estudiado [Ray, 1990], los
reactores de alquidales parecen carecer de modelos apropiados y, mds aun, de cualquier tipo de
esquema avanzado de estimacién y control. Ello se debe, principalmente, a que los problemas de
entendimiento, tratabilidad y medicién relacionados al desarrollo de un modelo apropiado de la cinética
de la polimerizacién alquiddlica no son sencillos. De hecho, los estudios cinéticos existentes [Flory,
1953; Lin and Hsieh, 1977; Aigbodion and Oikieimen, 1996] consisten en trabajos de laboratorio que
dan por resultado modelos cinéticos simplificados y globales, no vélidos en toda la reaccién (sélo a
bajas conversiones). Esto, a su vez, significa que el disefio industrial del proceso, del monitoreo y del
control, y sus respectivas implementaciones, recae en una intensa actividad en pruebas de laboratorio,
escalamiento y calibracion en linea de modelos disponibles. Aparte de la inherente dificultad en tratar
con mediciones discretas retardadas, la falta de modelos adecuados obstaculiza la aplicacién directa de
técnicas avanzadas de control [Alvarez, 1996] y estimacién de estados [Alvarez, 2000] que se han

probado en reactores de polimerizacion por radicales libres.

3.2 El problema de estimacion

En un reactor alquidalico (Figura 3.1), 4cidos grasos, dcidos polibdsicos (varios grupos funcionales

basicos) y polialcoholes, son polimerizados via reacciones reversibles y endotérmicas de

poliesterificacién,
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El reactor, de tanque agitado y operado en lote, estd equipado con un sistema de condensacion-
decantacién para remover el agua producida y asi evitar el equilibrio de la reaccién, favoreciendo el
avance hacia el producto polimérico. A la carga del reactor se le adiciona una pequefa cantidad de
solvente, que ayuda a la separacién del agua arrastrdndola en un vapor azeotrépico hacia el sistema de
condensacion-decantacion en donde el agua se tira y el solvente se regresa al reactor. Al reactor se le
suministra calor por medio de una chaqueta de calentamiento y la temperatura se mantiene constante a
lo largo de la reaccién por medio de un control convencional.

Las variables que determinan el avance de la reaccién y la calidad del producto polimérico son la
conversion de los grupos funcionales 4dcidos (¢), conformados por los dcidos grasos y polibdsicos, la
viscosidad del producto polimérico frio y diluido (v) y el peso molecular promedio del producto
polimérico (m). ¢ y v se miden en una muestra de la mezcla reaccionante que se extrae en ciertos
instantes de muestreo (t;), y m se correlaciona con ¢. Sin embargo, a partir del momento de muestreo, la
medicién se obtiene después de un tiempo de inhibicién, enfriamiento, dilucién y andlisis de la muestra
(D); esto significa que las mediciones de ¢, v (y m) [denotadas por y., ¥, (Y ym), respectivamente],
ademds de ser discretas, son retardadas,

Ye(ti+D)=c(t), yuti+D)=vt), ym(ti+D)=m(), t=t_+D

A diferencia de la temperatura (T), cuya medicion (yr) se hace de forma continua [y(t) = T(t)] por
medio de un termopar. Es necesario decir que la muestra de la mezcla reaccionante se enfria porque, a
la temperatura del reactor, su viscosidad apenas cambia con la conversion, y se diluye porque su
viscosidad es excesivamente grande para un viscosimetro industrial estdndar. Por otra parte, en realidad
la v que se mide es la de la mezcla reaccionante fria y diluida, pero en un sentido practico se dice que v
es la del polimero.

Los objetivos de operaciéon consisten en seguir una trayectoria nominal de v vs. ¢ y en parar la
reaccion a una ¢ y v (y m) lo mds altas posibles sin llegar a sus puntos criticos asociados a la gelacion
del producto polimérico frio, cerca de la ¢ total. Por lo tanto, en el transcurso del proceso, se va
trazando una gréfica log-log de y, vs. y. y su tendencia, tipicamente lineal, se va extrapolando para
estimar y predecir, intuitivamente, con base en la experiencia de los operadores, la trayectoria real de v

vs. ¢. De esta forma, se toman decisiones importantes en la operacién del reactor: (i) corregir la
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trayectoria del reactor adicionando 4cidos grasos (pequefias cantidades bastan) o manipulando el calor
neto intercambiado; (ii) parar la reaccion a una y, y y, suficientemente altas en un margen de seguridad,
prevenido por el operador, debajo de sus valores criticos asociados al punto gel del producto polimérico
frio. Es necesario recalcar que y. y y, van reflejando el estado del reactor en momentos de muestreo
pasados. De este modo, el objetivo de la operacién de lote-a-lote consiste en obtener un haz
suficientemente delgado de trayectorias v vs. ¢ que, alrededor de una nominal, son generadas por la
inevitable presencia de perturbaciones en la carga y operacién del reactor. Entonces, se puede decir que
el radio del haz de trayectorias determina la variabilidad de las propiedades del producto final.

Aunque el monitoreo descrito arriba se usa y funciona, su dependencia en la experiencia del
operador obstaculiza la posibilidad de su automatizacion y, en consecuencia, de implementar un control
automdtico por retroalimentacién de mediciones; todo esto en aras de una mejor operacién del lote que
produzca un mayor rendimiento y calidad de producto. De esta forma, se establece la necesidad de un
esquema de monitoreo que no se base en la experiencia del operador.

Entonces, surge el problema de disefiar un procesador dindmico de las secuencias de mediciones
discretas-retardadas de c y v,

{yet)} = {ye(t), ye(t2), ..o, Vet } ()} = {yutr), Yult2), o, Yu(tD ], ti=ti +D

que produzca en linea, en cada instante de muestreo (t;),

(i) estimaciones de c(t;), v(t;)) y m(t;).

(ii) predicciones de ¢(tj+1), v(t;+1) y m(ti+71) sobre un horizonte de tiempo futuro (ti+t, T = 0), alrededor
del tiempo final (tg) programado de la reaccion.

En el planteamiento de este problema, se considera que el intervalo de tiempo que existe entre los
instantes de muestreo es igual al tiempo D, de andlisis de la muestra, es decir, en el mismo instante en
que se obtiene y. y y,, de los correspondientes andlisis de una muestra extraida en un instante de
muestreo anterior, se extrae una nueva muestra para su andlisis.

La estrategia a seguir en el disefio del procesador es recurrir a la técnica de estimacién de estados
con mediciones discretas presentada en el Capitulo 1 la cual, al basarse en un modelo apropiado del
reactor, prescinde de la experiencia del operador. Al procesador deseado de mediciones se le llama

estimador.
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3.3 Modelo del reactor

Antes de pensar en el disefio del estimador, se tiene la primera tarea de encontrar o desarrollar un
modelo del reactor conveniente para ello. Tarea no facil, ya que se carece de modelos cinéticos
detallados debido a la complejidad de las materias primas y del mecanismo de polimerizacién, y en
estudios cinéticos [Flory, 1953; Lin and Hsieh, 1977; Aigbodion and Okieimen, 1996], sélo se han
propuesto modelos de velocidad de reaccion simples, semiempiricos, de aparente segundo o tercer
orden. En estas propuestas, se supone, idealmente, que todos los grupos funcionales del mismo tipo (ya
sea dcidos o bdsicos, pero de diferente materia prima) son igualmente reactivos, que todos los grupos
funcionales reaccionan independientemente de la longitud de cadena, que no hay reacciones laterales, y
que las velocidades de reaccién de reacciones elementales se pueden sumar en una sola velocidad
global de reaccién. Sin embargo, ninguna de las propuestas describe una trayectoria completa de
reaccion y s6lo describen razonablemente bien trayectorias de reaccion a bajas conversiones, lejos del
punto critico asociado a la gelacion del polimero. Por otra parte, como puede verse en Ricardo (2001),
algunas propiedades fisico-quimicas de las sustancias que intervienen en el proceso no son faciles de
determinar (p.ej., la capacidad calorifica del vapor solvente-agua), o como el reactor no es un sistema
convencional de reaccién, algunos flujos no son féciles de medir (p.ej., el flujo de vapor-solvente en el
sistema de condensacién-decantacion).

En este trabajo se adoptan las siguientes relaciones empiricas:

(i) un modelo de tercer orden de velocidad de reaccion de grupos dcidos [Lin and Hsieh, 1977],

r(e, k, c.) = k(1 — ¢)(c. — ¢)? (3.1a)
donde r es la velocidad de reaccion, ¢ es la conversién de los grupos funcionales dcidos, k es la
constante cinética y ¢, es un pardmetro constante.

(i1) una expresién de v vs. ¢ [Fujita and Kishimoto, 1961], en una forma sugerida por la teoria de
volumen libre,

u(e, py) = a, e/, pu=(a,, by, ¢y (3.1b)
donde p, es el conjunto de pardmetros de la funcionalidad de viscosidad (p).

(iii) una relacién de m vs. ¢ [Patton, 1962],

1+anc

NEP) =% Lo crde  Po= (@ bnsydn) (3.1¢)

donde p,, es el conjunto de pardmetros de la funcionalidad de peso molecular (n).

43



Como ya se menciond, el modelo de velocidad de reaccién adoptado [Eq. (3.1a)] no describe la
trayectoria total de reaccion; para forzar a que éste lo haga adecuadamente, se podria suponer que k es
un pardmetro cambiante con el tiempo (t),

k(t) = x[e(t), T(t), w(t), p«] (32)
cuya variacion depende, de alguna forma desconocida (k es una funcién desconocida posiblemente no-
lineal), en variables del reactor tales como la conversién (¢), la temperatura (T), asi como de un nimero
desconocido (n,,) de variables desconocidas (w) (p.ej., relacionadas con la arquitectura del polimero,
con fenémenos de difusidn, etc.), y de pardmetros desconocidos (py).

Considerando a k como un nuevo y adicional estado del reactor, con base en la expresion (3.2), y
combinando un balance de grupos funcionales dcidos con las expresiones (3.1) y con dindmicas

desconocidas de k, T y w, se tiene el siguiente modelo del reactor y su procedimiento de medicidén:

c=r(c,k,c.), c(to) = ¢o; yu(t) = ple(tig), pul, t=ti +D (3.32)
k=file. k. T.w,u®).pl.  kito)=ko Ye(t) = e(tiy) (3.3b)
T = frle, T, Kk, u(t), prl, T(to) = To; y2(0) = T(0) (3.3¢)
w="f,[c,k, T, w, u(t), pyl, w(ty) =w,, dim w = n,, (desconocido) (3.3d)
w(t) = ple(t), pyl, m(t) = n[e(t). pyl; t € [to, te] (3.3¢)

donde y, y y. son las mediciones discretas-retardadas de v y ¢, respectivamente, que se obtienen en
cada instante de muestreo (t;), con un periodo de andlisis-retardo D, y que reflejan el estado del reactor
en el instante de muestreo anterior (ti_;). yr es la medicién continua de la temperatura. ty es el tiempo
inicial de reaccidén y tg es el tiempo final programado del lote. f, fr y f,,, al igual que « [Ec. (3.2)], son
funciones desconocidas posiblemente no-lineales donde py, pr, Y pw representan sus correspondientes
conjuntos de pardmetros desconocidos, y u representa el conjunto de entradas al reactor (p.ej., flujo de
agua removida, flujo de calor suministrado, adicién de dcidos grasos, etc.)
Como puede verse en Ricardo (2001), de un balance de energia, f tiene la siguiente forma:

fr = 8(pr) r(c, k, o) + Q[T, u(t), prl 34
donde 0 es la velocidad de decremento adiabatico de temperatura (la reaccion es endotérmica), la cual
depende de un conjunto de pardmetros térmicos (pr) (p.ej., calor de reaccién por unidad de
conversion); y Q es la velocidad de cambio de temperatura por el calor neto intercambiado via chaqueta
de calentamiento y sistema de condensacién-decantacion, dependiente de la propia temperatura del
reactor, un conjunto de entradas conocidas (p.ej., flujo de agua removida), y un conjunto de pardmetros
térmicos (p.ej., capacidad calorifica del vapor solvente-agua). Sin embargo, algunos de los pardmetros
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térmicos no son faciles de determinar y, para no entrar en mas complicaciones, se prefiere incluir la
dindmica de T, identificada pero no-modelada, en el conjunto de dindmicas desconocidas. Por otra
parte, la dindmica de k [Ec. (3.3b)] se obtiene de la derivada con respecto al tiempo de la Ec. (3.2),

k =f(c,k, T,w,u,py :=Lx(c, T, w) = [0x][r] + [Orx][fr] + [OwK][fy]

donde la derivada de Lie (L) se define en la Ec. (1.7).

Es necesario mencionar que la dindmica de ¢ [Ec. (3.3b)] no incluye los términos correspondientes a
la adicién (en una cantidad muy pequefia) de reactivos y a la remocién de agua para, respectivamente,
corregir trayectoria de operacion y evitar el equilibrio de la reaccidn [Ricardo (2001)]. Ello se debe a
que estas entradas se pueden ver como perturbaciones, cuyos efectos estdn reflejados en k y en su
dindmica [Ec. (3.3b)]. De esta forma, se puede notar una conexién en cascada entre ¢ y los demads

estados, excepto con k.

3.4 Diseno del estimador

3.4.1 Resolubilidad del problema de estimacion

Como paso obligado, que significa una condicién necesaria hacia el disefio del estimador, se
identifica la propiedad de detectabilidad [Definicion 1.3] de las trayectorias de los estados del reactor
[e(t), k(t), T(t), w(t)] con base en el modelo del reactor [Ec. (3.3)] y en las mediciones disponibles [y,
Y., Y1, las cuales se suponen continuas para este proposito.

Siguiendo el problema auxiliar de detectabilidad de la Seccién 1.3, en este caso especifico, se
considera el problema auxiliar de determinar los estados del reactor, con base en su modelo, de las
mediciones y sus derivadas temporales. Entonces, tomando derivadas de las ecuaciones de medicién

[Ecs. (3.3a, b, ¢)] se llega hasta el siguiente sistema algebraico variante en tiempo

dcle(t), pul = yu(0), c(c, py) = (e, py) (3.5a)
dile(V), (D), e, pul = yu(), di(e, K, ¢, pu) = [Oep(e, pullr(e, K, co)] (3.5b)
c(t) = ye(t;) (3.6a)
r(c, k, c.) = y(t) (3.6b)
T =y (3.7a)

Se puede notar que la temperatura se determina trivialmente, y como consecuencia de la relacién v

vs. ¢ [Ec. (3.1b)], se puede observar que ¢ y k se pueden determinar ficilmente tanto del sistema (3.5),
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¢(t) = o ly,(1), p.l, Ge(Yys D) = Cp — f y* = In(y,/a,) (3.82)
e(t) = Glyy(0). $3(0). e ] oo Cor ) = 2 D s (38b)
Y SR e BRD Voo BTy l(=c)ys+byll(ce—c)y*+b,]

como del (3.6),

c(t) = ye(t), k() = ye(O[1 - ye(OI e~y (3.9)
Esto significa que, sélo una medicién puede ser usada (y, o y) y que, cualquiera de los dos sistemas
[Ec. (3.5) o (3.6)] prescinde de las dindmicas desconocidas T y w [Ec. (3.3c), (3.3d)] en la
determinacién de ¢ y k, las cuales son las variables de interés. Por otra parte, se puede reconocer que

existe una superficie no-observable,

W) ={wldle.k=x(c,T,w),pl =31}, ¢= 0, »=n¥'. p=(Cepy (3.10a)
0
W) ={wl[e,rle, k=w(c, T, W), cll'= (0},  ye=(¥e ¥o) (3.10b)

donde se desenvuelven las dindmicas w desconocidas [sustituyendo Ec. (3.8) o0 (3.9) en la Ec. (3.3d)],
w = f,[w, 6.(+), ok(*), T, u(t), pwl, W(tg) =wy, dim w =n, (desconocido)
6
w = E[w, y(), y(O), T, u(t), pyl, w(t)) =wy, dim w =n, (desconocido)

Ya que los mapas . y 6 son continuamente diferenciables con respecto a sus argumentos (es decir,
son C*®), las soluciones para ¢ y k desde el sistema (3.8) se dice que son robustas en el sentido que,
desviaciones suficientemente pequefas en las mediciones y, = (y,, y,)' y en los pardmetros p = (Ce, pp)'

producen errores pequefios en las soluciones de ¢ y k. Estos errores estdn acotados de la siguiente

forma:

le—cl <L{ly,—nl+Lilp-pl, |k- kl < LYy, =l +Lilp—pli  »= V), p=(Cepy)' (B.11)

donde la barra superpuesta en las variables sefiala sus valores reales y L§ , L5, LY y L§ son constantes de

Lipschitz cuyas magnitudes, en un sentido local (¢ =~ ¢, k = k), estdn dadas por las derivadas parciales

0y,Cc, 0,0, 0,0k y 0,0, respectivamente. Se puede notar que cuando y, —> y;’ << o {y; = u(e = 1,p,)},
entonces Ly, L5 —>0 y Lkv, L‘g — o0, y consecuentemente |k — kl — 0. Sin embargo, en un analisis mas

cuidadoso, se puede observar que cuando y, — yif <~ yy, entonces LY, L5 - 0, y |k-— kl — 0. Al

punto y§ se le puede asociar el punto gel, pudiéndose concluir que cuando y, <y, las soluciones ¢ y k
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son muy robustas, pero la robustez de la solucién de k se estropea cuando la viscosidad llega a dicho
punto gel y se va més alla de él.

Con respecto a la robustez de la soluciones de ¢ y k del sistema (3.6),

le—el <L§lye—yel, Ik — kI <LX Iy — el + Llc, - ¢.l; Ve = Ye» ¥o) (3.12)

se puede ver facilmente que para ¢ siempre serd robusta, sin embargo la robustez de k, dominada por
0.r™"), es buena al principio y se va estropeando a lo largo de la reaccién, de hecho, mds rdpido que
para el caso del sistema (3.5). Mds atn, la robustez de la prediccion de viscosidad desde ¢, a partir de la

expresion (3.1b), se comporta de la misma manera,

lv —vl <Lile — ¢l + LiIp, — p,l, L{, Lk — oo cuando ¢ — 1 (3.13)

Por otra parte, debido a la naturaleza de la operacién en lote o semilote del reactor, se puede decir

que los errores que existen entre la trayectoria nominal w de cualquier variable y sus perturbadas w, en
presencia de errores en sus dependencias, pueden crecer a lo largo de la reaccién, a lo més, en la

siguiente forma exponencial:

Iw(t) — w(t)l < Aye™EDlw(ty) — w(to)l + Lele(t) — el + Lilk(t) — k() + ...t € [to, tg] (3.14a)

pero permanecen acotados, dependiendo de la duracién del proceso,

Iw(t) —w(t)l <&y, &, = Aue™T0Iw(ty) — W(to)l + Lo{{%B< le(t) — ()} + ... (3.14b)
En un sentido préctico, esto se puede equiparar al requerimiento de estabilidad de las dindmicas no-
observables (ver Seccién 1.3).

De las soluciones de los sistemas algebraicos (3.5), (3.6) y (3.7) y de su caracterizacién, aunada con
la correspondiente caracterizacién de las variables desconocidas w, se puede decir que existe la
posibilidad de reconstruccidon del estado del reactor (inclusive w si éste fuese identificado); esto
equivale a que, las trayectorias [c(t), k(t), T(t), w(t)] del reactor son detectables con observabilidad
parcial (ver Definicién 1.3) desde las mediciones y, 0 y. y yr. Se puede ver que la reconstruccién de las
variables de interés (¢ y k) se puede hacer con una sola medicién (y, o y.), prescindiendo de las
dindmicas desconocidas de w y aiin mismo de T. De la caracterizacién de la robustez se puede ver que,
la medicién mds conveniente a utilizar es la de viscosidad (y,). Lo anterior conlleva a una considerable
reduccion de trabajo en el andlisis de las muestras de la mezcla reaccionante y a la eliminacion de un

esquema de estimacién con informacion redundante.
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3.4.2 Modelo del estimador

La propiedad de detectabilidad de las trayectorias del reactor permite reconstruir las variables de
interés (¢ y k), y mds aun, sus tendencias (derivadas temporales), despreciando las dindmicas
desconocidas [Ec. (3.3d)] y no-modeladas [Ec. (3.3c)]. Entonces, con base en la propiedad de

detectabilidad del reactor, se obtiene el siguiente modelo del reactor-medicién factible a utilizar:

é = r(c> k7 Ce)7 C(tg) = Co; yv(ti) = “[c(ti—l)’ Pp], te [t07 tF] (3153)
k=v, Kk(to) = ko3 v(t) = ple(t), pyl (3.15b)
v=0, V(to) = vo; m(t) = n[c(t), pyl (3.15¢)

en el cual se han ignorado las dindmicas no-modelada [Ec. (3.3¢)] y desconocidas [Ec. (3.3d)] y se
agrega la velocidad de cambio v del pardmetro k (ahora estado), el cual es reconstruible desde la
medicioén de viscosidad. Para reforzar este punto, note que el error entre el comportamiento descrito de

k, por este modelo y el real, con base en la Ec. (3.14), estard acotado a lo largo de la reaccion,

Iv(t) — v(t)l < g,(tp), Ik(t) — K(t)] < g(tp); t € [ty, tg] (3.16)
Por otro lado, la dindmica de la velocidad de cambio v de k se modela como constante por tramos, en el
entendido que, en cada pequefiisimo intervalo de tiempo, a lo largo del proceso, esa constante serd
reconstruida.

Por conveniencia, el modelo del reactor [Ec. (3.15)] se rescribe en notacion vectorial:

x=1(x,¢c), Xx(t)) =Xo; te [to,tg]; x=(c,k,v), f(x,c.)=[r(e,K,ce), k,0] (3.17a)

y(t) = y,(t) = p[x(ti), pul, ti=t;+D, v(t) = p[x(t), pul,  m(t) =n[x(t), p,] (3.17b)

3.4.3 Estimador

Una vez que la propiedad de detectabilidad del reactor se ha identificado y un modelo utilizable del
reactor se ha establecido, se sigue con la construccion del estimador. Para tal efecto, primero se supone
que la medicién de viscosidad (ahora que se ha decidido como tnica medicién) no es retardada y se
procede con la aplicacion directa de la Ec. (1.28), sin la accién sumatorial [Ec. (1.28c)]. De esta forma
se obtiene un observador que funcionaria como un predictor a una etapa futura, cuyo término de
correccion es accionado proporcionalmente por el error de estimacion de salida {y(t;) — u[y(t), p)1},
donde %, es la estimacion de x y p, es el conjunto de aproximaciones de los pardmetros p,,. Luego, para

que funcione como un predictor a etapa presente lo que se hace es retardar la secuencia de prediccién
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en una etapa, es decir, el intervalo de interés es [t_;, tj] y no [t;, t;;1] y se modifica el término de
correccion, remplazando el error de estimacion de salida instantédneo {y(t;) — u[y(t), p,)]} por el error
de estimacion de salida retardado {y(t;}) — p[(x(ti.1), pul}, equivalente a {v(ti_;) — p[y(ti_1), pw]}. Una
vez obtenido el observador, el cual produce una secuencia de estimaciones (a etapa presente), éste se
extiende con el modelo del reactor [Ec. (3.17)] cuyas condiciones iniciales para cada intervalo [t;_p, t;],
en cada instante de muestreo, serdn las estimaciones producidas por el observador. Entonces, el modelo
se corre en cada instante de muestreo, desde ese mismo instante de muestreo sobre un horizonte de
tiempo alrededor del tiempo programado de terminacién del lote. De este modo, el estimador deseado

toma la siguiente forma:

x(t) = O[t;, tiy, x(ti1), pel + Glx(ti1), Pes P> D gy (1) — ulx(tic), pul}, =t +D (3.18a)
x(ti+7) = O[ti+t, ti, x(t), c.], ti+7Te[t,t], tp>tp (3.18b)
o(t) = plx®,pul,  m®) =nlx®),pyl, te [t ;] (3.18¢)

donde y(t), v(t) y m(t) son, respectivamente, las estimaciones (con t = t;)/predicciones (con t = t; + T)
del estado real del reactor (x), de la viscosidad del polimero (v) y del peso molecular promedio (m); p,
Pu Y Py son aproximados de los pardmetros reales c., p, y pn, respectivamente. 0 es el mapa de
transicién del conjunto de ecuaciones diferenciales [Ec. (3.17a)] del modelo del reactor,

x =f(x,c.), x(t) = Xo: x(t) = O(t, ty, X0, Ce), t € [to, tF]

G es la matriz de ganancias no-lineales y g es el vector de ganancias constantes, ambos dados por:

G(%» Pes Pu> D, 8) = [O(X, pe, p)]™ QD) g(D, &, @), g=(g1, 8, 2)

donde
od. 0 O 1D D?2
O(C’ k’ V, Ce9 p].l) = a(:(bk 6k¢k O ’ Q(D) = 0 1 D
ac(l)v 6k(l)v avd)v 00 1
e, Oy estan definidas en Ec. (3.5), by = [Ocdi(e, K, ce, plr(e, K, co)] + [Odi(e, Ce, PV

gi1(D, &, ) =3 — 2e5cos((m) — €°, ¢= \/ITEF, w=-Do
22D, &, ) = ('p)[3g1(D, &, ©) — 4 + %7 + 2 D7cos(Lw) + 7]
(D, & ) = (/p)[g1(D, &, ©) = 2 + €% + 26 V7o (L) — e2541)7]
donde § es el factor de amortiguamiento y o es la frecuencia caracteristica que determinan un patrén de
polos estables (ver Seccion 1.4.3).
De esta forma el estimador puede ser visualizado como un observador a lazo-cerrado [Ec.

(3.18a)+(3.18¢)], que produce las secuencias de estimaciones {x(t)}, {v(t)} y {mt)} G =1, 2,3, ..)
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RG-convergentes (ver Definicion 1.2) a las reales {x(t)}, {v(t)} y {m(t;))}; y como un observador a
lazo abierto [Ec. (3.18a)+(3.18c)] que produce, en cada instante de muestreo (t;), predicciones x(ti+1),
Lv(t+1) y m(ti+1) que se aproximan a las reales x(ti+1), v(t+1) y m(t;+1). Los grados de libertad en el
disefio del estimador son el tamafio del intervalo de muestreo-retardo (D) y los pardmetros de

sintonizacién (§, ®).

3.4.4 Convergencia

La convergencia del observador a lazo cerrado [Ec. (3.18a)+(3.18c)] se garantiza por una aplicacién
directa del Teorema 1.1 (en el Capitulo 1).

Con respecto al observador a lazo abierto [Ec. (3.18b)+(3.18c)], acerca del modelo del reactor [Ec.
(3.15)] se puede deducir lo siguiente:
(i) la trayectoria de ¢ es uniformemente estable [Slotine, 1993] ya que d.r < O para todo el curso de la
reaccion, y se puede ver a k y a v como entradas exdgenas a la dindmica de ¢,
(ii) aunque las trayectorias de k y v crecen y no son estables, con base en la Ec. (3.16), se puede decir
que estas trayectorias estdn acotadas y, por consecuencia, el error de prediccion de estos estados
también lo estard.

De cualquier forma, a pesar de la divergencia de las predicciones de k y v, la prediccién de ¢ si lo es
y, ya que v dnicamente depende de ¢ [ver Ec. (3.1b)], se puede decir que las predicciones de las
variables de interés son convergentes. Se debe mencionar que, el desempefio de las predicciones
depende de su condicién inicial, en cada instante de muestreo, es decir, el buen desempefio del
predictor va ligado con el buen desempefio del estimador. Finalmente, es necesario recalcar que la
relacién v vs. ¢ [Ec. (3.1b)] es demasiado sensitiva (en una forma mds que exponencial) a los errores en

la prediccion de ¢ [ver Ec. (3.13)].

3.5 Implementacion

3.5.1 Sistema experimental

Para probar el funcionamiento del estimador [Ec. (3.18)], se tomaron datos de una corrida de un

reactor industrial en el cual se polimerizd, en lote a temperatura constante, dcidos grasos, anhidrido

ftalico, glicerina y pentaeritritol. Por razones de confidencialidad, la composicién detallada de la carga
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inicial del reactor no se puede revelar (de todas formas no es necesario tal dato), y tnicamente el curso
final de la reaccién se presenta, desde una conversion de 0.794. En este sistema de reaccion, cada 20
min se extraia, se enfriaba, se diluia y se analizaba una muestra; obteniéndose viscosidad, conversion y
peso molecular promedio con un retardo de 20 min. La medicion (discreta-retardada) de viscosidad se
alimentd, fuera de linea, al estimador [Ec. (3.18)], y las otras mediciones de conversién y peso
molecular sélo se utilizaron para propdsitos de comparacion. De regresiones no-lineales previas, con
base en datos experimentales de corridas pasadas de esta misma formulacién de resina, los siguientes
pardmetros para las relaciones v vs. ¢ [Ec. (3.1b)] y m vs. ¢ [Ec. (3.1c)] se obtuvieron:

pu = (ay, by, c,)' =(16.00433,0.10493, 1.01388)'

Py = (ay, by, ¢y, dy)' = (-0.32481, 0.00536, -0.00561, 0.00032)'

La aproximacién del pardmetro cinético c. que se tiene es de p. = 1.1358.

3.5.2 Funcionamiento del estimador

La conversion inicial del estimador se fijé igual a la experimental (cy = 0.794), el valor inicial de la
constante cinética se fija igual a un valor tipico de literatura (ko = 0.0367 min™') [Lin y Hsieh, 1962], y
el correspondiente a la velocidad de cambio de k se fija en cero (vy = 0). Se prob6 el estimador para
diferentes valores de & y ®; encontrandose que, para un & = 0.71 se obtiene un buen desempefio y que
con ® =4.5/200 se obtiene el mejor desempeiio.

En la Figura 3.2 se muestran los datos experimentales (trayectorias-€), las predicciones del modelo
(trayectorias continuas) sin ajuste y las estimaciones (trayectoria-0). Suponiendo una medicién
frecuente de viscosidad (D = 0.5 min), obtenida por interpolacién de datos experimentales, se obtiene
un desempeflo de estimacion (trayectorias---) que podria equipararse a uno con mediciones continuas.
Retomando D = 20 min, se puede observar que los estimados convergen adecuadamente en alrededor
de tres etapas (60 min), y su desempefio no es muy diferente con el de la estimacién con mediciones
frecuentes, el cual sigue casi exactamente las trayectorias experimentales de conversion, viscosidad y
peso molecular. Con respecto a k y a v, se puede ver que sus estimaciones no siguen a las
correspondientes con mediciones continuas; sin embargo, se puede decir que k se ha ajustado
convenientemente para dar un buen desempefio, aunque al final falla. Sus efectos se pueden notar al
final de la trayectoria de viscosidad, cuando se acerca al punto gel, donde las estimaciones parecen
desviarse un poco. Con respecto a la conversion, se puede observar que el error de estimacion de la

estimacién con mediciones frecuentes y el de mediciones discretas-retardadas no se pueden distinguir a
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simple vista, sin embargo en la viscosidad esta imperceptible diferencia se amplifica, porque, como se
menciond, pequefias variaciones en la conversion producen grandes variaciones de viscosidad, y esta
variacioén crece cuando uno se acerca del punto gel, al final de la trayectoria.

Para obtener las mejores estimaciones, se hicieron varias corridas para diferentes valores de & y .
Primero se puede decir que varios valores de & dan un desempefio similar. Para w9, €l rango de
valores fue de 1 a 8. En la Figura 3.3, estimaciones para wy»gy = 3 (trayectorias-\/), 4.5 (trayectorias-
<{>) y 6 (trayectorias-/\), se muestran y se comparan con los datos experimentales (trayectorias-©). El
primer valor corresponde al umbral inferior de convergencia, en el sentido que para menores valores de
o no existe convergencia. Cuando el valor de wy,y fue incrementado, a partir de 3, el desempefio del
estimador fue bueno hasta con un valor de 4.5, después de este valor, el desempefio se deteriora.
Cuando se llega a un valor de 6, se puede decir que corresponde al umbral superior de convergencia, en
el sentido que para valores de ® mayores de 6 no existe convergencia. Esto corrobora los limites
inferior y superior del pardmetro de sintonizacién ® predichos por el Teorema 1.1.

En las Figuras 3.4, 3.5 y 3.6, se muestran las predicciones asociadas a una estimacién con § =0.71 y
Oy00 = 4.5. En la Figura 3.4, se muestran las predicciones que nacen desde los primeros cuatro
instantes de muestreo (t; = 0, 20, 40, 60 min). Para t; = 0, 20 y 40 min el desempeiio de prediccién no es
adecuado, asi como el de estimacion. Sin embargo, una vez que las estimaciones empiezan a converger
(en t; = 60 min), es decir, ya la conversién empieza a ser adecuadamente actualizada y los pardmetros
cinéticos k y v empiezan a ser ajustados, el desempefio de prediccién es bueno. En la Figura 3.5 se
muestran las predicciones que nacen en los instantes de muestreo intermedios (t; = 80, 100, 120, 140
min). Se puede observar que estas predicciones dan suficiente informacién para predecir el tiempo en el
cual se alcanzard cierta viscosidad, conversién y peso molecular, o equivalentemente, para predecir el
punto gel o para empezar a programar el tiempo de paro de la reaccion. Finalmente, en la Figura 3.6 se
muestran las predicciones que nacen de los instantes de muestreo finales (t; = 160, 180, 200, 220 min).
En estos tiempos, las estimaciones tienen buena convergencia, aunque empieza a deteriorase por su

acercamiento al punto gel, implicando que las predicciones son suficientemente buenas.
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3.6 Figuras
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CONCLUSIONES

El problema de estimacion de estados de plantas no-lineales continuas con mediciones discretas se
traté combinando una estrategia geométrica con un andlisis de estabilidad, acorde a la idea del método
de control constructivo no-lineal [Kristic y col., 1995]. Por una parte, la estrategia geométrica permitié
la identificacién de la condicion de detectabilidad no-lineal que fundamenta la solubilidad del problema
de estimacion, dio una construccién sistemdtica del estimador, y provey6 una interpretacion del
funcionamiento del estimador. Por otra parte, el andlisis de estabilidad permitié la derivacién de
condiciones de convergencia robusta acopladas con un esquema sencillo de sintonizacién. En
particular, la existencia de un limite superior en el tiempo de muestreo y de limites superior e inferior
en las ganancias se establecieron, al igual que la interaccion que existe entre ellos, con expresiones
analiticas que conllevan un significado fisico, y que pueden ser el punto de partida para desarrollar
esquemas numéricos para escoger el tiempo de muestreo y las ganancias del estimador.

La aplicacién de la metodologia de estimacidn a reactores de polimerizacion (uno de radicales
libres, y el otro de alquidales) con datos experimentales, verificaron los resultados teéricos encontrados
sobre la existencia de los limites en el tiempo de muestreo y en las ganancias del estimador, y en su
interrelacién. También mostraron cémo el grado de sistematizacion en el disefio de un estimador se
beneficia del empleo de herramientas avanzadas para sistemas no-lineales; esto, en conjunto con el
conocimiento que se tenga de los procesos, y con nociones y herramientas convencionales para el
disefio de controles y filtros. La metodologia propuesta tiene un fundamento que explica los hechos
bien conocidos en los reportes existentes de implementaciones de estimadores no-lineales con
mediciones discretas en plantas quimicas, y abre la posibilidad de disefiarlos con técnicas mds
confiables y sistemdticas.

Para el fututo, se podria considerar un marco de estabilidad semiglobal para una estrategia de
control no-lineal constructiva [Kristic y col., 1995] con el propdsito de extender la presente estrategia,
local robusta con respecto a errores de modelado paramétrico, a una de convergencia semiglobal
robusta con respecto a errores en el modelado de funciones y por el no-modelado de dindmicas; esto, a
la luz del problema de estimacién del reactor de alquidales. La combinacion del esquema propuesto de
estimacién con un control geométrico no-lineal, podria llevar a la versién con mediciones discretas del

control geométrico basado en un estimador de Alvarez (1996).

59



APENDICE A

Matrices, Vectores y Mapas No-Lineales

bd M:= matriz M de bloque diagonal
cuando auesu: n,=p, Ng="n; 0 Vv;;
cuando a.es I: n,=m, ng=k;0x;;

cuando o es 0: n,=m, ng = K;+1

T, =bd[l%, ...,T¢],

Q,(T) = T = bd[QY, ..., Q]

I, =bd[I, ..., I°],

Ay =bd[3Y, ..., 8%],
I, = bd[n?, ..., ©%],

P(T) = bd[py(T), ... , pu(D)],

010 .

r

o =
i (ngxng)

000 ..

001 ..

000 ..

.00

00

01

.00

_1 T lT2
2

O Dpang=€"T=l 0 1 T

Bloct Dxer 1=

6?(1xnd) = [19 09 sy

0 .. 0
1 ... 0
0 .. 1
0 ... 0

7TiOL(ndxl) = [Oa cee s 1]'

pi(T) = [Tc;, T /(ki1), ..., TT

9(2, v, I') = {(P(Xa Xus Xu)}[x =0 (2,1), Xy = 2o, Xy = [z, + M)

W(Z’ v, I') = [(axq)ll)f + (au(I)II)).(u][x = (I)'l(z, I), Xu = Zy, Xy = ['yZy + TuV]

qlz,v,r,e] =0(z,v,1) - 0(z,v,r + &)

q(z,v,r,e,e,,e)=0(z+e,v+e,r+e)—0(z,v,1),

(D[Z’ €, v, r] = W[(Zuvv ZI‘? ZH‘ + eH‘)'v v, r] - W(Z9 v, r)

Tnd—l ]

(ng—1)!
T““_2
(ng—2)!

z=[z,,z{, zr']

e=[e),el,en

QII(Z, v,1,€,¢y, er) = W(Z +e,v+e,r+ er) - W[(Zu|7 ZI" ZH' + eH')'a v, r]
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APENDICE B

Forma Normal de la Planta y Cambio de Coordenadas
Planta en Forma Normal

Lema B1. Sea x € K(k) un vector de grados admisibles de estimacién (Definicion 1.4), para la
trayectoria x(t) RE-detectable de la planta (1.1) (o equivalentemente, para la tripleta [u(t), y(t), r]).
Entonces, el cambio de coordenadas (1.14) (con k), de x a z, lleva a la planta (1.1) a la forma normal
(1.15) (con k). Equivalentemente,

FIZI + HIG(Z, v, I‘)

w(z,V,T) };: glz, v(v), 1], dim (zy,z,) = (v,n) (Bla,b)

Zy =Tz, +IIv(t), z,= [
y los mapas no-lineales f(x, u, r) [Ec. (1.1a)] y g(z, v, 1), se relacionan entre si de la siguiente forma:
f(X, u, r) = A(Z’ r) [g(Z7 v, r) - b(Z9 v, I')] ’ z= (Zu" Za‘)‘7 Zy = (ZI'9 ZII')' (B2)
donde

A(Z’ r) = {[5x¢(X, Xus r)]_l}[x = ¢"(z, ), Xy = Zy]» b(Z, v, I') = [axuq)(x’ Xus r)][x = ¢"(z, 1), Xy = Zy] [ruZu + 1_Iuv] .4

Prueba. De la construccién de (¢r, ¢) [ver Ecs. (1.6), (1.7) y (1.12) con k| y de la C* de ¢y [Ec.
(14b)], se tiene que (0 y w se definen en el Apéndice A)
21= §u(x, Xy 1) = Tii(X, Xy, 1) + THO(X, Xy, v, 1) = Tyzg + I0(z, v, 1)

11 = (Oxdmix, x,. rf(X, U, 1) + (Cx 010 x, x,. T uXu + [Vl = W(z, v, 1)

Esto significa que el cambio de coordenadas (14) (con k), de x a z, lleva a la planta (1.1) a la forma
normal (B1). En ello, se toma la derivada con respecto al tiempo del cambio de coordenadas (1.14)
(con k),

Zy = Xy, z, = [Oxd(X, Xy, DIX + [Ox,0(X, Xy, DXy (B3a, b)
luego, considerando que rgo 0,6 = n [Ec. (1.14)], se sustituye las Ecs. (B1b) y (1.1) en la Ec. (B3b), se
resuelve para f, y se obtiene la Ec. (B2). QED

Cambio de coordenadas del estimador

Proposicion B1. Sea k € K(k) un vector de grados admisibles de estimacién (Definicion 4), para la

trayectoria x(t) RE-detectable de la planta (1.1) (o equivalentemente, para la tripleta [u(t), y(t), r]).
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Entonces, el estimador (1.28) (en coordenadas y) y el estimador (1.21) (en coordenadas () son

equivalentes bajo el siguiente cambio de coordenadas [Ec. (1.14) con x]:

C_y = (C_)u" C,aI" CH')' = [XU" d)I‘(X’Xu’ P), (I)H'(X’Xu’ p)]" (B4)

Prueba. Se rescribe la Ec. (1.21) en forma continua [Kuo, 1992; Ogata, 1995]:

Cu = Tyl + O + [QD] Ko lyu(®) — AL, Colto) = &y, (B5a)
Ea = 2[C, (1), pI + UCL Cmo YOISH(D), Culto) = Cay (B5b)
Em = Knly () — AC(DIS*(0), Emlto) = 0 (B5¢)

donde g estd dada en la Ec. (B2), 6*(t) = ké)fﬁ(t—tk) es el tren de pulsos unitarios, y

UGt Gy ¥) = [U(Cr, Gy ¥), 07 u(Cr, Gy y) = [U(DTK(y — Ap) + PU(T)El, dimy=x

Se toma la derivada con respecto al tiempo del cambio de coordenadas (B4),

gu = Xu’ Ca = [ax(l)(x, Xu> P)]X + [axu(b(x’ Xus p)]Xu’ gm = Xm (B6a,b,c)
Se elimina (;a en el par de Ecs. (B5b) y (B6b), se resuelve para y y se obtiene:

X = [axq)(x’ Xu9 P)]_l{g[g, \A/(t)a P] - [axuq)(Xa Xu’ p)]Xu} + [ax(l)(x’ Xua P)]_lll (CI? Cm’ Y)S*(t)

Se sustituye la Ec. (B5a) [con {, remplazado por y,, y se toma la Ec. (B6a)] y la Ec. (B2) [con (X, u, z,
v, 1) remplazado por (3, v, , ¥, p)], se remplaza Ay por h(y, p) y se obtiene:

% =10, v, p) + {G(xs xu» PILY = G, P+ HOL Xus P)m + UL Kus PILYu — Auul }0#(0) (B7)
donde las matrices G, H y U estdn definidas después de la Ec. (1.28). Se puede notar que la
dependencia de g en ¥ [Ec. (B5b)] ha desaparecido en las coordenadas y. Se aumenta esta ecuacién con

las Ecs. (B5a) y (B5b), considerando las Ecs. (B6a) y (B6c¢), y se obtiene el estimador en coordenadas 7y,

en forma continua,
%o = Duxu + TV + [Qu(DTK[yo() — Auu(®18%(1),  %u(to) = Yu,
X = 0, Auxus P) + LG, %u> PILY —h(x, P)1 +HO s P)Am + UG Yo PILYe — Auxul3O* (D), x(to)=x0

¥m = Kuly —h(x, p)10*(t), ym(te) =0

De su integracién de t; a t,, se obtiene:

T(®) = Qu(t=t) xa(t) + : Q,(=DIY(DdT + [QDT Kulyu(t) = Agu(®l}, e St<tiy

x(0) = Tlt, te, X (6, Auxu(), 1 + GIx(t), %u(t), pIy(to) — hx(t), p1} + HIx(t), xu(t), plxm(tc)
+ U[X(tk)a Xu(tk)’ p] [yu(tk) - Au)(u(tk)]
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Am(®) = Am(t) + K[y (t) — h(x(t), p)]
donde 7 estd definido después de la Ec. (1.28). Esta ecuacion con t = t,; y ¥(t) = 0 es el estimador

discreto en coordenadas y [Ec. (1.28)]. QED
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APENDICE C
Prueba del Lema 1.1

De aplicaciones recursivas de las Ecs. (1.29a) y (1.29b), se obtienen las Ecs. (Cla) y (Clb),
respectivamente:

k=1 )
eu(tk) = Aukeu(t()) - zAuk_l_l IHI Qu(ti+1_T)Huev(T)dT (Cla)
i=0 i

k-1 )
ea(ti) = Ake,(ty) + [ AN ! I Qo (tip =) qi[z(7), v(1), 1, €(1), e,(7), €,]dt (Clb)
i=0 i

Sea ou(t) cualquier funcién continua acotada, y se verifica (por contradiccidn) que:
okl :' o(t)dt <o f tl ot To(1)drT, ce(0,1) (C2)

Se toman normas en la Ec. (Cla), se sustituyen las desigualdades (1.27a) y (C2) con a(t) = ley(t)l <
g, [Ec. (1.30a)] y 6 = v, se verifica que 1Q,(T) IT,l < €', obteniéndose la desigualdad (C3a). Se toman
normas en la Ec. (C1b), se sustituyen las desigualdades (1.27b) y (C2) con a(t) = Iqil [Ec. (1.30a)] y ©
=7,, se verifica que 1Qy(T) ITjl < €T, obteniéndose la desigualdad (C3d),

Ieu(tk)l < auYukleu(tO)l + 0y :k YU(trT)/TSVdTa Ay = au'YuileT9 Qo = ao’YoileT (C3a7 b, C)
lea(t)l < agy e, (to)l + o, :* Yo TMley(t)l + Mylei(t)l + Myleg(t)l + Myle ()l + Mle,]dt (C3d)

donde v, y v, estdn definidas en la Ec. (1.27). Considerando que le,l < g, [Ec. (1.30a)], le,| < ¢, [Ec.
(1.30b)], se aplica el Lema Generalizado de Gronwall [Vidyasagar, 1993] a la desigualdad (C3d), luego

se integra por partes, obteniéndose:

lea(t)l < agyle,(to)l + ocof: YT M ley ()l + Mylen(t)l + Mye, + Mg ldt, v, = y,e®MT (C4a,b)
Se rescriben las Ecs. (C3a) y (C4a) en términos de 1, y 1;, obteniéndose en la siguiente forma:

ley(t)] < ae & Wle (to)l + o,gy :0 e 0, l,=-T'Iny, (C5a)

le,(t)] < a,e itle, (to)| + aof:; e DM ley(t)l + Mylen(t)l + Mye, + Mg ldt, 1;=-T"'Iny, (C5b)

Se escribe la Ec. (1.29¢) en su versidn continua, €5 = o(ey, t) + qu[z(t), v(1), 1, e(1), ey (1), el;
considerando la estabilidad E [Ec. (1.18b)] de la trayectoria z°(t) (Definicién 1.4), se sustituye la
desigualdad (1.30b), y se aplica el Teorema Reciproco de Lyapunov [Vidyasagar, 1993], obteniéndose
[ver detalles en Alvarez (2000)]:

len(0)] < Afleyle 00 + Ag [ : e HEDIN le (D) + Nile ()l + Nye, + Ng,]dt (C5¢)
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Se escriben las desigualdades (C5a), (C5b) y (C5c) en su version de igualdad (con t remplazado por ty),
se remplaza [le,(t)l, le,(t)l, leg(t)l] por [ou(t), o,(t), ou(t)], se toma el Principio de Comparacion
[Vidyasagar, 1993], y se concluye que las secuencias {e,(t)} y {e.(tx)} y la trayectoria ey(t) de errores

de estimacién se acotan como sigue:

Ieu(tk)l < cu(t = tk): du = _lucu + €y, cu(t()) = auleu(t())l (C6‘1)
lea(tk)l < Ga(t = tk): da = _IIGa + 0Lo(l\/[ucu + Myon + Myeg, + Mrsr), Ga(t()) = aolea(tO)l (C6b)
len(tl < on(t = ty): 6n = -Ljon + Af(Nyo, + Niop + Nyg, + Nigy), on(ty) = Aflen(to)! (Céc)

En la desigualdad y < 1 del Lema 1 se sustituye las Ecs. (C3c) y (C4b), se toma logaritmo, se multiplica
por —T-! para obtener:

—T-'[Iny; — (ay/ys)Mg] >0 v1 estd definida en la Ec. (C4b)

Luego, se sustituyen las Ecs. (C5a) y (36), obteniéndose:

LL§ > a, AfMpN;

De esta manera se satisface el criterio de estabilidad (local) de Hurwitz para el sistema (C6b, c), o
equivalentemente, la estabilidad RE local de las dindmicas de error de estimacién [Ec. (1.29)]. La

condicién y, < y es un mero requerimiento de desempefio. QED
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APENDICE D

Prueba del Teorema 1.1

Se rescribe la desigualdad y < 1 del Lema 1.1, como sigue:
f(s)=s—b(a,T) e >0: s = —Iny,(s,T), b(a, T) = aTeT, a=aM (D1)
De esta forma, se tiene que existe un valor de s [s* = —In b(a, T) > 0] que maximiza a f(s)
[f(s*)=—Inb(a, T) — 1 > 0], si y s6lo si las siguientes condiciones se satisfacen:
f’(s*)=1-b(a,T)e* =0, f’(s*) =-b(a, T)e* <0 (D2a,b)
Equivalentemente, si y s6lo si:
b(a,T)e< 1 (D3)
determindndose el limite maximo T+ = aa) > b(a, T*) = ¢! del tamafio del intervalo de muestreo, el
cual es la Condicion (i) del Teorema 1.1.

Se escribe la desigualdad (D1) en su version de igualdad:
s—Db(a,T)e* =0, s>0 (D4)
Esta ecuacion puede tener:
(1) ninguna solucién cuando b > 1/e,
(i1) una solucién, s = s*, cuando b = 1/e,
(iii) dos soluciones, s~ (< s¥) y s* (> s*), cuando b < 1/e.
Entonces, dado un intervalo de muestreo T < T*, el cumplimiento de la desigualdad (D3) implica que
v<1 (Lema 1.1) para s € (s7, s*) # &, o equivalentemente, implica la existencia de un conjunto no-
vacio,
(So» S8, s =Ty (e ) ver Ec. (D1)
donde s, puede tomar valores para que la condiciéon y < 1, de RG-convergencia del Lema 1, se
satisfaga. Esto prueba la Condicién (ii) del Teorema 1,y la Condicion (iii) es un mero requerimiento de
desempefio el cual no afecta las Condiciones (i) y (ii).

Abhora se prueba la dependencia y los comportamientos limite de T* y sg*. Se toma de nuevo la Ec.
(D4) y se rescribe como una funcién implicita de s que depende de T y a:
g(s,a,T)=s—aTele* =0
Se hace la derivacién implicita de s con respecto a T y a:
Ors = —01g(s, a, T)/0,g(s, a, T), 0us = —0,8(8, a, T)/0g(s, a, T)
y se verifica que, para T>0y s >0,

ore(s,a, T) <0, 0,8(s,a, T) <0 (D5a, b)
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El cumplimiento de la condiciéon (D2) garantiza que

[0.g](s™*,a, T) >/<0 (D6a, b)
Con base en las desigualdades (D5) y (D6) se tiene que

[Ors](s™, a, T) >/< 0, [0,8](s7, a, T)>/<0

De aqui, se obtienen las desigualdades (1.32¢) y las expresiones (1.33). QED
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APENDICE E

Funcionalidades y Pardmetros del Modelo
del Reactor de Polimerizacién por Radicales Libres

MECANISMO CINETICO.

e Iniciacién
[—«2 2R
R+M—55P,
e Propagacién
k, (IM,T)

P +M P, +(-AH;)
e Terminacion
e Combinacién
K, (LM,T)
Pl‘l + Pm ‘ Dn+m
e Desproporcion

kyy (ILM,T)
P +P, —fulMD ,p 4D

VELOCIDADES DE REACCION DE LAS ESPECIES

e Iniciador
11 = -kyl
e Mondémero
ry = -2fkgl - kMM,
e Polimero Desactivado

=k, t> PP _ +k, (R, +P)  Vnimpar

O PP __+P)H)+k,(A,+P) Vnpar

m

BALANCES DE MATERIA

e Iniciador

d(VI)

——==Vr, + —ql
dt 1 qe e q

d(@ W, —-q.I

e Mondmero

Oy o,

@——I‘ + emr

e ol T (m, —m)Pe

e Masa Total y/o Volumen



d(Vp)

dt =q.pP. — 9P
d(v)
& —er,V+q,. —q
e Polimero Inactivo
dvD,) \Y +q.D D
- @07 = T —
dt D, qe n, q n
d(D
(D)) =er,yD, +k AP +(D,, —D,)Pe
d D n—1 .
(dt") =er D, +k, 1> PP _ +k,AP, +(D, -D)Pe Vnimpar
m=1
dD,) . ol )
o " OmDa ke 3PP, +P) +k AP, +(D;, ~D))Pe ¥ n par
m=1
Donde:
_ 9. _ M
[y =K,mhg, Pe—v, m—Mo

MOMENTOS DE LAS DISTRIBUCIONES DE LONGITUD DE CADENA

e Polimero Activo: A, = Z:niPn
n=l1

2fk I
Ak
T

2k I +K A,
b kT}\‘O

2k M
o A,=[1+ A,
kT}\‘O

0

e Polimero Inactivo: p, = Z n'D,

n=1

d(p,)
. Tto=smn<polu(, + (3K + K OAG + (1, — 1, )Pe
d(w,)
. %:smxpolul + (ko +k Mo, + (1, —p,)Pe
d(p,)
. %:smwuz + (ke R OAoh, +K AT+ (1, —p,)Pe

VARIABLES IMPORTANTES

* Densidades y factor de contraccién
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0 0

p=PY (—em), p.= P (-em),  e=1-PM,

I-¢ I-¢ Pp
* Concentraciones adimensionales del mondmero y del polimero

M P gl D P e

M™ py D" py
* Conversion, y fracciones libres en masa y en volumen
= 1-m , 0. = 1-m . ¢u=m

l-¢g,m l-¢g,m
FUNCIONES CINETICAS

e Constantes Cinéticas

b 0 b 0 b
kdzexp(ad—;j, kp:exp(ap—;} k2 =exp) aT—?T

e Efecto Gel

1 1 1
— = +0_(T)E(m,s,T)A,, —=—+0.(I,W,T)E(m,s,T)A
kKT » (DE( L kKT 7 ( )E( Mo

P p

donde

b d -23
0, =exp| a, o , 0, =exp|la, —b, I- o ,E =exp| _ o2y ,
T LR | A(T) + B(T)o,,

2
A(T)=a, +b, 1—l +c, 1—1 , B(T)=a, +b, 1_1
Tg Tg Tg

PARAMETROS

—

e Propiedades basicas

peso molecular del monémero (metilmetacrilato)
PM =100.12
peso molecular del iniciador (AIBN)
PMI = 164 .21
densidad del polimero (gr/dm3)
pp = 1200.0
densidad del monémero (gr/dm3)
o =891.6

o Constantes de reaccion

disociacién
ag = 38.685, by = 15430.29,f =0.58
propagacion sin gel
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a,=17.1999, b, =2190.74
terminacion sin gel

ar=224948, by =352.793
funcién A (gel)

a, =0.1678, bpr=0.0, c,=1.23517,
funcién B (gel)

ag =0.03, bg=0.0
Op

ag, = 35.11094, bg, = 13964.0
Or

ag =47.03, bg=48.85, c4=637.19,

T, = 387.15

do = 17956.0
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