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Departamento de Matemáticas
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darme la sabiduŕıa para alcanzar una meta más en mi vida.

Son muchas las personas especiales a las que me gustaŕıa agradecer su
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Introducción

Esta tesis se sitúa en el área de los grupos topológicos. La teoŕıa de los grupos
topológicos nace como un intento de enlazar dos ramas de la matemáticas: la
teoŕıa (algebraica) de los grupos y la topoloǵıa general. Durante los últimos
años, la teoŕıa de los grupos topológicos ha motivado numerosas investigacio-
nes. Por una parte se han incorporado varios resultados algebraicos, como los
teoremas de estructuras, lo que ha permitido por ejemplo, la descripción de
la estructura de los grupos abelianos localmente compactos. Por otro lado, la
revolución que han significado en la topoloǵıa general los recientes resultados
en la teoŕıa de conjuntos también se ha reflejado en la teoŕıa de los grupos
topológicos, pues las nuevas técnicas y métodos de trabajo han propiciado
que se revelen propiedades muy sutiles de los grupos topológicos, que se re-
suelvan problemas que permanecieron sin solución por largo tiempo y que
se abran nuevas lineas de investigación. Los espacios Tychonoff son espacios
que se pueden encajar en un producto topológico de la forma Im, donde m es
un cardinal suficientemente grande e I = [0, 1]. Queremos tener una opción
de clasificación semejante en grupos topológicos. En este caso, como tenemos
estructura adicional (la algebraica) no podemos utilizar ni I ni R. Recurrimos
entonces a grupos segundo numerables o grupos primero numerables. Por el
teorema de Birkoff-Kakutani, un grupo topológico es primero numerable si,
y sólo si, es metrizable. Diremos que un grupo topológico G es ω-balanceado
si el número de invariancia (denotado por inv(G) ≤ ω) es numerable, esto es
si para toda vecindad U de la identidad de G, existe una familia numerable
γ de vencindades de la identidad en G tal que para todo x ∈ G, existe V ∈ γ
que satisface xV x−1 ⊂ U . Si tal familia γ existe se llamará subordinada a
U . Claramente todo subgrupo de un grupo ω-balanceado en ω-balanceado.
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Un grupo topológico es ω-balanceado si, y sólo si, se puede encajar como
subgrupo de un producto de grupos primero numerables. En este trabajo nos
damos a la tarea de estudiar las clases de los grupos topológicos ω-estrechos
y ω-balanceados. La clase de los grupos ω-balanceados es muy amplia. De
hecho, no es fácil hallar un ejemplos de un grupo que no lo sea. Daremos
un ejemplo de un grupo topológico que no es ω-balanceado. Diremos que un
grupo topológico G es ω-estrecho si para toda vecindad U de la identidad de
G existe un conjunto numerable V ⊆ G tal que G = V · U . El teorema de
Guran establece que un grupo topológico es ω-estrecho si, y sólo si, se puede
encajar como subgrupo de un producto de grupos segundo numerables. La
clase de los grupos ω-estrechos es muy interesante porque es muy estable
bajo las operaciones más frecuentes sobre los grupos topológicos. Es decir, es
cerrada bajo subgrupos y bajo productos.
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Resumen histórico

La teoŕıa de los grupos topológicos es uno de los ejemplos más interesantes
de interacción exitosa de dos áreas distintas de las matemáticas: la teoŕıa
de los grupos y la topoloǵıa general. A través de esta última se incorpora
también otra rama fundamental, como la teoŕıa de conjuntos. La convergen-
cia de éstas fue el resultado de la influencia de la teoŕıa de los grupos de
Lie y de varias clases de grupos de transformaciones. Es, por tanto, dif́ıcil,
delimitar la frontera entre la topoloǵıa general y otras diciplinas próximas.
Por ejemplo, algunas cuestiones planteadas en campos limı́trofes pueden ser
abordadas y resueltas con técnicas y conceptos que surgen de la topoloǵıa
general. Este fenomeno ha sido (y es) relevante y ha estado motivado con
el hecho de que muchos investigadores en topoloǵıa general se han formado
en áreas colindantes como el análisis funcional o la geometŕıa, e incluso el
álgebra.

Uno de los ejemplos de esta dificultad a la hora de establecer la frontera entre
la topoloǵıa general y otras materias son los grupos topológicos abstractos,
los cuales fueron definidos por Schreier en 1926, aunque la idea estaba impĺıci-
ta en trabajos muy anteriores sobre grupos continuos de transformaciones.
La materia tiene sus oŕıgines en e programa de Klein (1872) de estudiar geo-
metŕıas atraves de los grupos de tranformaciones asociadas a ellos y la teoŕıa
de Lie de grupos continuos saliendo de la solución de ecuaciones diferencia-
les. Los grupos clásicos de la geometŕıa (grupos lineales generales, grupos
unitarios, grupos simpléticos...) son de hecho, grupos de Lie, es decir, son va-
riedades anaĺıticas y sus operaciones de grupos son funciones anaĺıticas. Por
otra parte, Killing y Cartan probaron que todos los grupos de Lie simples
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son grupos clásicos, excepto un número finito de grupos excepcionales.
En relación con los grupos topológicos, en 1900, Hilbert propuso el problema,
el que haćıa el número 5 de su famosa lista, de si todo grupo continuo de
transformaciones de un espacio real o complejo de dimensión finita es un gru-
po de Lie. Sin embargo, este problema acabó formulandose de una forma más
abstracta. Un grupo topológico es un espacio topológico con las operaciones
de grupo continuas, y la pregunta es: ¿ qué condiciones topológicas sobre un
grupo topológico aseguran que tenga una estructura anaĺıtica que hagan que
sea grupo de Lie?. Como la integración era una herramienta fundamental
en el estudio de los grupos de Lie, especialmente en las representaciones, el
establecimiento de la existencia de las integrales apropiadas sobre clases ge-
nerales de grupos topológicos se convertió en una cuestión importante. Esto
lo consiguio Haar en 1933 para grupos localmente compactos con bases de
abiertos numerables. Von Neumann (1934) dió otra prueba para grupos com-
pactos arbitrarios de manera que la teoŕıa de grupos de Lie compactos pod́ıa
aplicarse a todos los grupos compactos y pudo resolver en este caso especial el
problema planteado por Hilbert. El método de Haar de integración fue exten-
dido a todos los grupos localmente compactos por Weil (1940). Sin embargo,
existen serios obstaculos a la hora de extender la teoŕıa de representación a
grupos localmente compactos, y no fue hasta 1952 cuando el problema de
Hilbert fue asentado por Gleason, Montgomery y Zippin. Su respuesta puede
formularse de la siguiente forma: un grupo topológico es un grupo de Lie si,
y sólo si, es localmente compacto y no tiene subgrupos arbitrarios pequeños,
es decir, el elemento identidad tiene un entorno compacto que no contiene
subgrupos no triviales.

Y, aunque la teoŕıa de los grupos topológicos se desarollo principalmente
para estudiar los grupos de Lie su impulso provino de problemas en análisis,
pronto se probó que era útil en conceptos puramente algebraicos. Ciertas
construcciones algebraicas hacen que los grupos tengan estructuras topológi-
cas naturales que son de alguna forma patólogicas desde el punto de vista del
analista. Como ejemplo tenemos los anillos de series de potencias, los grupos
de Galois de extensiones infinitas de cuerpos y los grupos p-ádicos. Dicha pa-
toloǵıa se sitúa en la existencia de subgrupos arbitrariamente pequeños, pero
en los casos más importantes los grupos son, de hecho, localmente compactos
y de ah́ı que la integración pueda llevarse acabo sobre ellos.
La clase de los grupos topológicos ω-estrechos fue introducida por I. I. Guran
en 9, no siempre fuerón llamados ω-estrechos anteriormente eran conocidos
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como ℵ0-acotados. Dado que este concepto ya era utilizado en espacios to-
pológicos, se decidio cambiar la terminoloǵıa y llamar a los grupos en cuestión
ω-estrechos.
Estudiando está clase de grupos topológicos se pudo observar que gozaban de
propiedades muy importantes, eran cerrados bajo productos, bajo subgrupos
y bajo imagenes de homomorfismos continuos. Esto mostraba que la clase de
los grupos topológicos ω-estrechos era análoga o paralela a la clase de espa-
cios Tychonoff. De hecho, la clase más pequeña de espacios topológicos que
contiene todos los espacios metrizables separables, cerrada bajo subespaciosy
productos arbitrarios, es la clase de los espacios Tychonoff.
La clase de los grupos topológicos ω-estrechos, caracteriza a los grupos to-
pológicos que se pueden encajar como un subgrupo de un producto de grupos
segundo numerable.
Por otro lado, la clase de los grupos topológicos ω-balanceados fue introdu-
cida por G. I. Kats en 11, está clase de grupos topológicos caracterizaba a
la clase de grupos topológicos que se pueden encajar como un subgrupo de
un producto de grupos metrizables.
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0.1. Objetivos

0.1.1. General

Presentar un estudio detallado de la clase de los grupos ω-estrechos y de
la clase de los grupos ω-balanceados dando caracterizaciones internas que
nos aclaren los aspectos más importantes de la estructura de estos dos tipos
de grupos topológicos. Además, describiremos las propiedades más impor-
tantes de estas familias de grupos enriqueciendo con ejemplos el alcance y
pertinencia de los teoremas.

0.1.2. Espećıficos

Comenzaremos con los grupos ω-estrechos, dando su definición y pro-
baremos que se pueden caracterizar como grupos que se pueden encajar
en producto de grupos segundo numerables.

Estudiaremos los grupos topológicos ω-balanceados y sus propiedades
más importantes.

Daremos un ejemplo, de un grupo topológico que no es ω-balanceado.
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Capı́tulo 1
Preliminares

En este apartado se establecen algunas definiciones y notaciones básicas,
necesarias para la comprensión de este proyecto. Todas la demostraciones se
omiten. En cambio, el lector encotrará la referencia donde se demuestran los
resultados mencionados. Todos los resultados se encuentran en 7
Recordemos que si (X, τ) es un espacio topológico que posee una base nume-
rable B, se dice que X es segundo numerable. Si (X, τ) es un espacio topológi-
co tal que todo punto x ∈ X posee una base local en x numerable, decimos
que X es un espacio primero numerable. Un espacio X Hausdorff es T3 1

2
o

Tychonoff si para todo x ∈ X y todo cerrado F ⊆ X tal que x /∈ F existe
una función continua f : X → [0, 1] con la propiedad que f(x) = 0 y f(y) = 1
para todo y ∈ F . Todo espacio segundo numerable y regular es normal. Lo
mismo ocurre con todo espacio regular y numerable.

Definición 1.1. Sean X un espacio y {fi : i ∈ I} un conjunto de funciones
tales que fi : X → Yi. Definimos el producto diagonal f : X → Πi∈IYi =
∆i∈Ifi mediante la fórmula f(x) = (fi(x))i∈I .

Definición 1.2. Sea X un espacio topológico, {Yα}α∈S una familia de espa-
cios topológicos, sea F = {fα}α∈S una familia de funciones continuas, donde
fα : X → Yα. Decimos que F separa puntos si dados x, y ∈ X, con x 6= y
existe fα ∈ F tal que fα(x) 6= fα(y). Además si para todo x ∈ X, y todo con-
junto cerrado F ⊂ X tal que x /∈ F , existe una fα ∈ F tal que fα(x) /∈ fα(F ),
entonces decimos que la familia F separa puntos de conjuntos cerrados.

Lema 1.3. Si la función continua f : X → Y es uno a uno y la familia de
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un elemento {f} separa puntos y conjuntos cerrados, entonces f es un encaje
homeomorfico.

El siguiente teorema describe una forma de obtener encajes de espacios en
productos cartesianos.

Teorema 1.4 (Teorema de la Diagonal). Si F = {fi : X → Yi : i ∈ I} es una
familia de funciones continuas que separa puntos de X, entonces la función
diagonal f = ∆i∈Ifi es inyectiva. Más aún, si la familia F separa puntos de
cerrados de X, entonces f es un encaje homeomorfico.

1.1. Funciones Cardinales

En esta sección definimos la funciones cardinales mas conocidas.

Definición 1.5. Sea X un espacio topológico, definimos:

El peso de X, como w(X) = mı́n{|B| : B es una base de X}+ ℵ0.

La densidad deX, como d(X) = mı́n{|D| : D es un subconjunto denso de X}+
ℵ0.

Una familia de abiertos no vaćıos mutuamente ajenos es una familia
celular. La celularidad de X, esta definida por,
c(X) = mı́n{|V| : V es una familia celular en X}+ ℵ0

La noción de espacio de Lindelöf da lugar a una nueva función cardinal,
el número de Lindelöf de un espacio X, denotado por l(X) es el número
cardinal κ más pequeño tal que toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta de cardinalidad no mayor que κ.

El carácter de un punto x en un espacio topológico X está definido por
χ(x,X) = mı́n{|B| : B es una base local en x}; definimos el carácter
como sigue: χ(X) = sup{χ(x,X) : x ∈ X}+ ℵ0.

La estrechez t(X) de X es el cardinal infinito τ más pequeño tal que si
x ∈ A, donde x ∈ X y A ⊂ X, entonces existe un B ⊂ A para el cual
x ∈ B y |B| ≤ τ .
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1.2. Propiedades de los grupos topológicos

El objetivo de esta sección es presentar un breve estudio de las propieda-
des elementales más importantes de los grupos topológicos. No pretendemos
dar una introducción a los grupos topológicos, el objetivo es dar una refe-
rencia lo más completa posible a quien lea esta tesis sobre los resultados
utilizados en la parte principal del trabajo, la cual se ubica en los caṕıtu-
los 4 y 5. Las demostraciones de todos los resultados mencionados en este
apartado puede ser consultada en 14 y 4.

Definición 1.6. Un conjunto G con una operación binaria · y una familia τ
de subconjuntos de G se llama grupo topológico si

1) (G, ·) es un grupo;

2) (G, τ) es un espacio topológico;

3) Las funciones µ : (G, τ) × (G, τ) → (G, τ) y ι : (G, τ) → (G, τ) dadas
por µ(x, y) = x · y y ι(x) = x−1 son continuas, donde x−1 es el inverso
de x.

En ocasiones prescindiremos del uso del śımbolo de operación binaria · es
decir, en vez de x · y escribiremos simplemente xy.
Sea G un grupo topológico, si denotamos con N(x) a la familia de vecindades
de un punto x ∈ G, podemos describir la condición (3) de la definición 1.6
como sigue: si x y y son elementos de G, para cada U ∈ N(xy) existen
vecindades V ∈ N(x) y W ∈ N(y) tales que V ·W ⊂ U , donde V ·W = {vw :
v ∈ V,w ∈ W}; y para cada U ∈ N(x−1) existe V ∈ N(x) tal que V −1 ⊂ U ,
donde V −1 = {v−1 : v ∈ V }. El śımbolo e denotará siempre a la identidad
de un grupo G.
Sea G un grupo topológico. Para cada g ∈ G fijo, las funciones ϕg(x) =
xg y σg(x) = gx, x ∈ G de G en śı mismo, son homeomorfismos. La
inversión f : G→ G, definida por f(y) = y−1, también es un homeomorfismo.
Las funciones ϕg y σg se llaman traslaciones por g derecha e izquierda,
respectivamente.
Observe que una consecuencia de que ϕg y σg sean homeomorfismos es que
todo grupo topológico es un espacio homogéneo. Esto permitirá estudiar las
propiedades locales de un grupo topológico G en un solo punto, que por
simplificar siempre tomaremos como la identidad e de G.
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Describir la topoloǵıa en un grupo topológico es generalmente una tarea
más fácil que hacerlo es un espacio topológico arbitrario. Basta describir una
base local para la identidad e en el grupo G.

Lema 1.7. Sea G un grupo topológico, y sea N(e) una base local para la
identidad e del grupo G. Entonces las familias {xU} y {Ux}, donde x toma
valores en los elementos de G y U vaŕıa sobre todos los elementos de N(e),
son bases para la topoloǵıa del grupo G.

El lema siguiente nos proporciona una base local para la identidad for-
mada por vecindades tales que V −1 = V . Estas vecindades reciben el nombre
de simétricas.

Lema 1.8. Si G es un grupo topológico y U ∈ N(e), entonces existe V ∈ N(e)
una vecindad simétrica tal que V ⊆ U . Por lo tanto, las vecindades simétricas
de la identidad e constituyen una base local para e en el grupo G.

La identidad de un grupo topológico tiene aún otra propiedad muy im-
portante: admite una base local formada por subconjuntos cerrados.

Lema 1.9. Sea G un grupo topológico.

(1) Si U ∈ N(e), entonces para cada n ∈ N+ existe V ∈ N(e) con V n ⊆ U
(V n = V · · ·V, n factores).

(2) Si U ∈ N(e), entonces existe V ∈ N(e) con V ⊆ U . En particular
las vecindades cerradas de e en G constituyen una base local para la
identidad e cuyos elementos son subconjuntos cerrados.

El hecho de que las traslaciones en los grupos topológicos son homeo-
morfismos se utiliza para probar que el producto de un abierto por cualquier
conjunto es abierto. En el caso de los subconjuntos cerrados tenemos una
situación similar sólo para conjuntos compactos.

Lema 1.10. Sean G un grupo topológico, a ∈ G y A, B, O, M subconjuntos
de G. Entonces:

(1) Si O es abierto, los conjuntos aO, Oa, O−1,MO, OM son abiertos.

(2) Si A es cerrado aA, Aa, A−1 son conjuntos cerrados.

(3) Si A y B son compactos, también lo son AB y A−1.
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Lema 1.11. Sea un grupo topológico G. Si G es T0, entonces es T3 1
2
.

El siguiente teorema es de suma importancia. En él se resumen varias de
las propiedades obtenidas anteriormente para la familia N(e); de hecho, esta
familia se caracteriza completamente. Ésta es una de las propiedades que
distinguen a los grupos topológicos de los espacios topológicos arbitrarios.
Además, dicho teorema nos proporciona un métod para definir topoloǵıas de
grupos topológicos.

Teorema 1.12. Sea G un grupo topológico Hausdorff. Existe una base local
V para e en G que cumple las siguientes condiciones.

(1)
⋂

V = {e}

(2) Si U, V son dos elementos arbitrarios de V, entonces existe W ∈ V tal
que W ⊆ U ∩ V ;

(3) para cada U ∈ V existe V ∈ V tal que V V −1 ⊆ U ;

(4) para cada U ∈ V y para cada x ∈ U existe V ∈ V con xV ⊆ U ;

(5) para cada U ∈ V y a ∈ G existe W ∈ V con aWa−1 ⊆ U .

Rećıprocamente, si tenemos un grupo y una familia V no vaćıa de sub-
conjuntos de G que contienen a e, tal que se saisfacen las condiciones
(1) − (5) para V, entonces cada una de las familias {xU : U ∈ V, x ∈ G} y
{Ux : U ∈ V, x ∈ G} es base para una topoloǵıa de grupo τ para G. Además
V es una base local para e en (G, τ).

Ejemplo 1.13. 1. Sea G un grupo arbitrario, y sea T la familia de todos
los subconjuntos de G [la topoloǵıa discreta]. Con esta topoloǵıa, G es
un grupo topológico

2. Sea G un grupo arbitrario, y sea T consistente de ∅ y G solamente.
Entonces G es un grupo topológico.

3. El grupo aditivo R de todos los números reales con su topoloǵıa usual.

4. El grupo lineal general de orden n sobre R. Considere el grupo GL(n,R)
de las matrices no singulares (invertibles) de orden n, con la topoloǵıa
inducida de Rn2

.
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El lector con experiencia en análisis funcional recordará que basta probar
la continuidad de un operador lineal en la identidad de un espacio vectorial
topológico para saber que es continuo en todo el espacio. Esta propiedad es
aún válida para grupos topológicos.

Lema 1.14. Sea ϕ : G → H un homomorfismo entre grupos topológicos.
El homomorfismo ϕ es continuo (respectivamente abierto) si lo es en la
identidad eG, es decir, si ϕ satisface la condición (1) (respectivamente 2)
siguiente:

1) Para toda W vecindad de eH en H, existe U vecindad de eG en G tal
que ϕ(U) ⊆ W ;

2) para toda vecindad U de eG en G, existe W vecindad de eH tal que
W ⊆ ϕ(U).

De manera similar al caso de subespacios topológicos, la operación de
tomar subgrupos topológicos es una fuente muy importante para construir
”nuevos”grupos topológicos a partir de los ya conocidos.

Definición 1.15. Sea G un grupo topológico, un subconjunto H de G se
llama subgrupo topológico de G si

(1) H es un subgrupo del grupo G;

(2) H es un subespacio con la topológia inducida de G.

El siguiente resultado justifica la definición de subgrupo topológico en el
sentido de que este ultimo es por śı mismo un grupo topológico.

Proposición 1.16. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo topológico
de G. Entonces H es un grupo topológico con la topoloǵıa que hereda de G.

Recordemos que un subgrupo H de un grupo G se llama subgrupo normal
de G si a−1Ha ⊆ H para todo a ∈ G.

Proposición 1.17. Sean G un grupo topológico y H, N subgrupos de G.
Entonces:

(1) H es un subgrupo de G;

(2) Si N es un subgrupo normal de G, entonces N es un subgrupo normal
de G;
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(3) H es abierto si y sólo si su interior no es vaćıo;

(4) Si H es abierto, entonces H = H.

Pasemos ahora al estudio de grupos cocientes. Definiremos una topoloǵıa
de grupo en el conjunto de clases laterales.

Definición 1.18. Sea G un grupo topológico, y H un subgrupo de G. Sea
π : G → G/H el homomorfismo canónico de G sobre G/H. Definimos una
topoloǵıa O(G/H) por la siguiente regla: un subconjunto V ⊆ G/H esta en
O(G/H) si y sólo si π−1(V ) = U , donde U es abierto en G.
Dado que G/H = {Hx : x ∈ G}, se sigue que todo conjunto abierto en G/H
tiene la forma V = {Hu : u ∈ U} donde U es abierto en G. Por lo tanto
O(G/H) = {V ∈ G/H : U ∈ G}. El espacio topológico G/H aśı construido
recibe el nombre de espacio cociente de G entre H.

Proposición 1.19. Sean G un grupo topológico, H un subgrupo cerrado de
G y π : G→ G/H la función canónica. Entonces π es continua y abierta.

El resultado siguiente nos muestra que las propiedades topológicas locales
del espacio cociente G/H se pueden estudiar en un solo punto.

Proposición 1.20. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo cerrado de
G; entonces G/H es un espacio homogéneo.

El siguiente resultado es un lema auxiliar que nos permitirá establecer
dos propiedades topológicas del espacio cociente G/H.

Lema 1.21. Sean G un grupo topológico, H un subgrupo cerrado de G
y U, V , vecindades abiertas de e en G tales que V V −1 ⊆ U . Entonces
π : G→ G/H es la función canónica, se cumple que π(V ) ⊆ π(U).

Teorema 1.22. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo cerrado de G.
Entonces

(1) G/H es un espacio regular y por lo tanto Hausdorff.

(2) G/H es un espacio discreto si y sólo si H es abierto en G.

En el caso particular en el que subgrupo H de G es normal, de modo que
G/H es un grupo, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 1.23. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo normal y
cerrado de G, entonces

1) G/H con la topoloǵıa cociente es un grupo topológico;

2) la función canónica π : G → G/H es un homomorfismo abierto y
continuo;

3) el grupo G/H es un espacio T1 y por tanto regular.

4) el grupo G/H es discreto si y sólo si H es abierto.

Sea {Gi}i∈I una familia de grupos topológicos. Damos estructura de gru-
po al producto cartesiano G =

∏
i∈I definiendo (xi)i∈I(yi)i∈I = (xiyi)i∈I . Si

ei es elemento identidad de Gi, entonces e = (ei)i∈I es elemento identidad
de G, y tenemos (xi)

−1
i∈I = (x−1i )i∈I . La topoloǵıa producto de Tychonoff es

compatible con esta estructura de grupo porque la función h : G × G →
G dada por h((xi)i∈I , (yi)i∈I) = (xiy

−1
i )i∈I es la composición de las fun-

ciones (xiy
−1
i )−1 → (xiy

−1
i )i∈I de

∏
i∈I(Gi × Gi) en G y la proyección

((xi)i∈I , (yi)i∈I) → ((xi, yi)i∈I) de G× G en
∏

i∈I(Gi × Gi), y estas dos fun-
ciones son continuas.

Definición 1.24. El producto cartesiano de una familia de grupos topológi-
cos {Gi : i ∈ I} se obtiene al dar el producto

G =
∏
i∈I

Gi

la topoloǵıa producto de Tychonoff.
La proyección natural πj : G → Gj con j ∈ J definida por π(x) = xj
para todo x = (xi)i∈I ∈ G es un homomorfismo continuo. Este último
hecho se deduce directamente de la topoloǵıa producto. Más aún, la función
φj : Gj → G definida por φj(x) = (yi)i∈I , donde yi = ei para i 6= j y yj = x,
es un isomorfismo topológico entre Gj y Nj = φj(Gj). Es decir, φj es un
encaje de Gj en G.

Definición 1.25. Decimos que un grupo G es R-factorizable si para toda
función continua f : G → R existen un homomorfismo continuo π : G → K
de G sobre un grupo topológico segundo numerable K y una función conti-
nua h : K → R tales que f = h ◦ π. En esta definición, podemos sustituir los
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números reales por cualquier espacio X regular y segundo numerable, dándo-
nos, aśı, la posibilidad de factorizar funciones continuas f : G→ X mediante
homomorfismos continuos sobre grupos topológicos segundo numerables. Re-
presentemos esta definición con el siguiente diagrama conmutativo.

G
f //

π

��

R

K

h
>>~~~~~~~

1.3. Prenormas en grupos topológicos, metri-

zación

En esta sección estudiaremos el concepto de seudonorma en grupos to-
pológicos. El objetivo será caracterizar la familia de vecindades de la iden-
tidad en terminos de prenormas. Todas la demostraciones se omiten. Las
demostraciones pueden ser consultadas en su totalidad en 14 y 4.

Definición 1.26. Sea G un grupo con elemento identidad e y sea N una
función de valores reales nonegativos definida en G. Diremos que N es una
prenorma en G si las condiciones siguientes se cumplen para todos x, y ∈ G:

(PN1) N(e) = 0;

(PN2) N(xy−1) ≤ N(x) +N(y);

(PN3) N(x−1) = N(x).

Proposición 1.27. Si N es una prenorma sobre G, entonces N(x) ≥ 0 para
cada x ∈ G, esto es, N es no negativa.

Proposición 1.28. Si N es una prenorma sobre un grupo G, entonces
|N(x)−N(y)| ≤ N(x−1y), para cada x, y ∈ G.

Proposición 1.29. Para cualquier prenorma N sobre un grupo G, el con-
junto ZN = {x ∈ G : N(x) = 0} es un subgrupo de G.

Proposición 1.30. La suma de dos prenormas en un grupo G es una pre-
norma en G.
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Existe un método muy sencillo para construir prenormas en grupos to-
pológicos. Y es descrito en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.31. Sea f una función de valores reales en un grupo G. Entonces
la función Nf en G, definida por la formula:

Nf (x) = sup{|f(yx)− f(y)| : y ∈ G},

para cada x ∈ G, es una prenorma en G.

Definición 1.32. Sean G un grupo topológico y N una prenorma en G.
Decimos que N es una prenorma invariante si N(x) = N(y−1xy) para
cualquier x y y en G.

En general, una prenorma en un grupo topológico no tiene que ser conti-
nua. La siguiente proposición aunque simple es muy útil.

Proposición 1.33. Una prenorma N en un grupo topológico G es continua
si y sólo si para todo ε > 0 existe una vecindad U de la identidad e tal que
N(x) < ε, para todo x ∈ U .

Definición 1.34. Si N es una prenorma sobre un grupo G, definimos la bola
unitaria de N como el conjunto BN = {x ∈ G : N(x) < 1}. Claramente, si N
es una prenorma continua, entonces la bola unitaria BN es un subconjunto
abierto de G.

Teorema 1.35 (A. A. Markov). Para toda vecindad abierta U de la iden-
tidad e de un grupo topológico G, existe una prenorma continua N en G tal
que la bola unitaria BN esta contenida en U .

Lema 1.36. Sea {Un : n ∈ ω} una sucesión de vecindades abiertas y
simétricas de la identidad e en un grupo topológico G tal que U2

n+1 ⊂ Un, para
cada n ∈ ω. Entonces existe una prenorma N sobre G tal que la siguiente
condición se cumple:

(PN4) {x ∈ G : N(x) < 1/2n} ⊂ Un ⊂ {x ∈ G : N(x) ≤ 2/2n}.

Por lo tanto, esta prenorma N es continua. Si, además, los conjuntos Un
son invariantes, entonces en la prenorma N sobre G, se pueden elegir para
satisfacer N(xyx−1) = N(y) para todo x, y ∈ G.
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Definición 1.37. Una métrica en un conjunto X es una función d : X×X →
R con las propiedades:

a) d(x, y) ≤ 0 para toda x, y ∈ X.

b) d(x, x) = 0 para toda x ∈ X.

c) Si x, y ∈ X, x 6= y, entonces d(x, y) 6= 0.

d) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para toda x, y, z ∈ X.

Definición 1.38. Sea G un grupo topológico con una métrica ρ. La métrica
ρ es invariante por la izquierda si la relación

ρ(zx, zy) = ρ(x, y)

se cumple para cualquier x, y y z elementos de G. De una manera similar
se define una métrica invariante por la derecha. Una métrica en el grupo G
que es simultaneamente invariante por la izquierda y por la derecha recibe el
nombre de métrica invariante.

Teorema 1.39 (G. Birkhoff, S. Kakutani). Un grupo topológico G es
metrizable si y sólo si es primero numerable.

Corolario 1.40. Todo grupo topológico primero numerable admite una métri-
ca derecho-invariante ρ y una métrica izquierdo-invariante λ, ambas generan
la topoloǵıa original del grupo G.
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Capı́tulo 2
Grupos Topológicos ω-estrechos

2.0.1. Definición y Propiedades básicas

Definición 2.1. Un grupo topológico G es ω-estrecho si para toda vecindad
U de la identidad deG existe un conjunto numerable A ⊆ G tal queG = A·U .

Proposición 2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo
topológico G:

1) G es ω-estrecho;

2) Para toda vecindad abierta V de la identidad e en G, existe un conjunto
numerable B ⊂ G tal que G = V B;

3) Para toda vecindad abierta V de la identidad e en G, existe un conjunto
numerable C ⊂ G tal que CV = G = V C.

Demostración. Es claro que tanto (1) y (2) se siguen de (3). Además, (3)
se sigue de la conjunción de (1) y (2). Ya que las igualdades G = A · V y
G = V ·B implican que C · V = G = V · C, donde C = A ∪B. Es claro que
el conjunto C es numerable si lo son A y B.
Solo nos falta demostrar que (1) y (2) son equivalentes. Sea G un grupo to-
pológico ω-estrecho. Dado una vecindad abierta V de e, podemos encontrar
una vecindad abierta U de e tal que U−1 ⊂ V . Elejimos un conjunto nume-
rable A ⊂ G tal que A · U = G. Entonces el conjunto numerable B = A−1

satisface G = G−1 = (A · U)−1 = U−1A−1 ⊂ V · B, esto es que G = V · B.
Esto prueba que (1) ⇒ (2). Invirtiendo el argumento anterior, obtenemos
(2)⇒ (1). Por lo tanto, las tres condiciones son equivalentes.
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Proposición 2.3. Si un grupo topológico H es imagen homomorfica continua
de un grupo topológico G ω-estrecho, entonces H también es ω-estrecho.

Demostración. Sea π : G → H un homomorfismo continuo de un grupo
topológico ω-estrecho G sobre un grupo topológico H. Sea V una vecindad
abierta de la identidad en H. El conjunto U = π−1(V ) es abierto en G, por lo
tanto, existe un subconjunto numerable A de G tal que A ·U = G. Vemos que
el conjunto π(A) = B es numerable y cumple B · V = π(A ·U) = π(G) = H.
por lo tanto H es ω-estrecho.

Proposición 2.4. El producto topológico de una familia arbitraria de grupos
topológicos ω-estrechos es un grupo topológico ω-estrecho.

Demostración. SeaG = Πi∈IGi un producto cartesiano de grupos ω-estrechos
Gi. Si U es una vecindad abierta de la identidad e en G, existe un conjunto
abierto canónico V en G tal que e ∈ V ⊆ U . Sean i1, . . . , in ∈ I las coordena-
das que satisfacen la igualdad V = p−1i1 pi1(V )∩ · · · ∩ p−1in pin(V ), (∗), donde pi
es la proyección de G sobre el factor Gi, i ∈ I. Notemos que Vk = Pik(V ) es
una vecindad abierta de la identidad en Gik para toda k ≤ n, escojamos un
subconjunto numerable Ck de Gik de manera que Ck ·Vk = Gik . Definimos el
conjunto C de G mediante C = Πi∈IAi, donde Ai = Ck si i = ik para algún
k ≤ n, y Ai = {eGi

} en caso contrario. Es claro que |C| = |C1×· · ·×Cn| ≤ ℵ0.
De (∗) se deduce que C · V = G, y en consecuencia C · U = G. Por lo tanto
G es ω-estrecho.

Teorema 2.5. Todo subgrupo H de un grupo topológico G ω-estrecho, es
ω-estrecho.

Demostración. Sea G un grupo topológico ω-estrecho y sea H un subgrupo
de G. Tomemos una vecindad U de e en H. Escojamos una vecindad abierta
simétrica V de e en G tal que V 2∩H ⊂ U . Dado que G es ω-estrecho, existe
un subconjunto numerable B de G tal que G = B · V . Sea C = {c ∈ B :
cV ∩ H 6= ∅}. Entonces |C| ≤ |B| ≤ ω, es obvio que H ⊂ CV . Para cada
c ∈ C fijo, ac ∈ cV ∩ H, sea A = {ac : c ∈ C}. Como C es numerable, el
subconjunto A de H es numerable. afirmamos que H = A ·U . Como H es un
subgrupo de G y V 2∩H ⊂ U ⊂ H, tenemos que (AV 2)∩H ⊂ A·U ⊂ H. Solo
nos resta mostrar que H ⊂ A ·V 2. Claramente, A ⊂ H ⊂ CV . Dado que que
V es simétrica, se sigue que C ⊂ A ·V , lo cual implica que H ⊂ CV ⊂ A ·V 2.
Por lo tanto H ⊂ A·U . Asi H = A·U lo que significa que H es ω-estrecho.
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Proposición 2.6. Todo grupo topológico G ω-estrecho primero numerable es
segundo numerable.

Demostración. Sea η = {Un : n ∈ ω} una base numerable de la identidad
e en un grupo topológico G ω-estrecho. Para todo n ∈ ω escojamos un
conjunto numerable Cn ⊂ G tal que G = Cn · Un. Entonces la familia
β = {xUn : x ∈ Cn, n ∈ ω} es numerable, afirmamos que β es una base para el
grupo G. En efecto sea O una vecindad del punto a ∈ G. Podemos encontrar
k, l ∈ ω tal que aUk ⊂ O y U−1l Ul ⊂ Uk. Existe x ∈ Cl tal que a ∈ xUl,
cuando x ∈ aU−1l . Tenemos xUl ⊂ (aU−1l )Ul = a(U−1l Ul) ⊂ aUk ⊂ O, esto es,
xUl es una vecindad abierta de a y xUl ⊂ O. Nos resta notar que xUl ∈ β.

Teorema 2.7. Todo grupo topológico de Lindelöf es ω-estrecho.

Demostración. Sea G un grupo topológico de Lindelöf y U una vecindad
abierta de la identidad e en G. La familia U = {xU : x ∈ G} es una
cubierta abierta de G. como G es Lindelöf, existe una subfamilia numerable
U′ de U que cubre a G. Por la definición de U, lo anterior significa que
U′ = {xU : x ∈ C} cubre a G, para un subconjunto numerable C de G, es
decir G = C · U .

Teorema 2.8. Si la celularidad de un grupo topológico G es numerable,
entonces G es ω-estrecho.

Demostración. Sea G un grupo topológico de celularidad numerable. To-
memos una vecindad abierta U de la identidad e en G. Supongamos que
G 6= C · U para todo conjunto numerable C ⊆ G. Escojamos una vecindad
abierta simétrica V de la identidad e en G tal que V · V −1 ⊆ U . Recursiva-
mente construimos la sucesión {xα : α < ω1} de elementos de G de manera
que

xβ /∈ xαU para cualquier α, β con α < β < ω1 (∗)

Sea x0 = eG. Si γ < ω1 y los elementos xα ya están definidos para α < γ,
podemos escojer xγ ∈ G \ (Cγ ·U), donde Cγ = {xγ : α < γ}. Claramente, la
condición (∗) se cumple para todos los α, β ≤ γ.
Afirmamos que la familia {xαV : α < ω1} es celular, es decir, ajena dos
a dos. Supongamos lo contrario y escojamos α, β < ω1 tales que α < β y
la intersección (xαV ) ∩ (xβV ) 6= ∅. Entonces existen v1, v2 ∈ V tales que
xαv1 = xβv2, de donde xβ ∈ xαV · V −1 ⊆ xαU , lo cual contradice (∗).
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Observación 2.9. Dado que un espacio separable tiene celularidad nume-
rable, el teorema anterior implica que todo grupo topológico separable es
ω-estrecho. Y por lo tanto, el siguente corolario queda establecido.

Corolario 2.10. Todo grupo topológico separable es ω-estrecho.

Como hemos visto la ω-estrechez se hereda a subgrupos. Al contrario, el que
un grupo G contenga un subgrupo ω-estrecho no implica que G lo sea. Sin
embargo, esta implicación es valida si H es un subgrupo denso en G.

Proposición 2.11. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo denso de
G. Si H es ω-estrecho, entonces G también lo es.

Demostración. Sea U cualquier vecindad abierta de la identidad e en G.
Existe una vecindad abierta y semétrica de e en G tal que V 2 ⊂ U . Como
H es un subgrupo ω-estrecho, existe un conjunto numerable C ⊆ H tal que
H ⊆ C · V ; en particular C · V es denso en G. Afirmamos que G = C · U .
Sea x ∈ G arbitrario. El conjunto xV es una vecindad de x de modo que
(xV ) ∩ (CV̇ ) 6= ∅. Entonces existen v1, v2 ∈ V y c ∈ C tales que xv1 = cv2,
por lo tanto x = cv2v

−1
1 = cv2v1 ∈ C · V · V = C · V 2 ⊆ C ·U . Aśı G = C ·U ,

y por lo tanto G es ω-estrecho.
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Capı́tulo 3
Grupos Topológicos ω-balanceados

3.0.2. Definición y Propiedades básicas

Definición 3.1. Sea G un grupo topológico. Diremos que el número de
invariancia de G es menor o igual a τ donde τ es un cardinal, en simbolos
Inv(G) ≤ τ si para toda vencidad U de la identidad e en G , existe una
familia de vecindades abiertas de la identidad e con |γ| ≤ τ tal que para toda
x ∈ G, podemos encontrar un V ∈ γ que satisface xV x−1 ⊂ U .
Decimos que un grupo topológico G es ω-balanceado si Inv(G) ≤ ω es
numerable, esto es si para toda vecindad U de la identidad de G, existe
una familia numerable γ de vencindades de la identidad en G tal que para
todo x ∈ G, existe V ∈ γ que satisface xV x−1 ⊂ U . Si tal familia γ existe se
llamará subordinada a U .

De la definición anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2. Todo subgrupo de un grupo ω-balanceado es también ω-
balanceado.

Proposición 3.3. Si G es un grupo topológico ω-estrecho, entonces el núme-
ro de invariancia de G es numerable, esto es G es ω-balanceado.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de la identidad e en G. Existe una
vecindad abierta y simétrica V de e tal que V 3 ⊂ U . Como G es ω-estrecho,
podemos encontrar un conjunto numerableA ⊆ G tal queG = V ·A. Entonces
para todo a ∈ A, existe una vecidad abierta Wa de la identidad e tal que
aWaa

−1 ⊂ V . Afirmamos que la familia γ = {Wa : a ∈ A} es la familia que
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estamos buscando. De hecho, γ es una familia numerable de vecindades de
e. Ahora, sea x ∈ G arbitrario. Entonces x ∈ V a, para toda a ∈ A, y por
lo tanto, xWax

−1 ⊂ V aWaa
−1V −1 ⊂ V · V · V −1 ⊂ V 3 ⊂ U , esto es, γ es

subordinada a U .

Teorema 3.4. El número de invariancia de un grupo topológico arbitrario
G primero numerable es numerable.

Demostración. Sea {Vn : n ∈ ω} una base numerable del espacio G en la
identidad e de G. Tomemos cualquier vecindad abierta U de e. Entonces
Ux y xU son vecindades abiertas de x. Como la traslaciónes izquierda y
derecha de x son continuas y xe ∈ Ux, ex ∈ xU , existe n ∈ ω tal que
xVn ⊂ Ux y Vnx ⊂ xU . De esto tenemos que xVnx

−1 ⊂ Uxx−1 = U y
x−1Vnx ⊂ x−1xU = U . Por lo tanto, Inv(G) ≤ ω

Corolario 3.5. Todo grupo topológico metrizable es ω-balanceado.

Lema 3.6. Sea G es un grupo topológico ω-balanceado,y sea γ una familia
numerable de vecindades abiertas de la identidad e en G. Entonces existe
una familia numerable γ∗ de vecindades abiertas de e con las siguientes
propiedades:

1) γ ⊂ γ∗;

2) La intersección de cualquier subfamilia finita de γ∗ esta en γ∗;

3) Para cada U ∈ γ∗, existe una vecindad simétrica V ∈ γ∗ tal que
V 2 ⊂ U ;

4) Para cada U ∈ γ∗ y todo a ∈ G, existe V ∈ γ∗ tal que aV a−1 ⊂ U .

Demostración. Sea G un grupo topológico ω-balanceado, y sea γ una familia
numerable de vecindades abiertas de e en G. Para cada U ∈ γ, fijemos una
vecindad abierta simétrica VU de e tal que V 2

U ⊂ U . Fijemos también una
familia numerable VU de vecindades abiertas de e subordinada a U . Ahora
sea

φ(γ) = {∩λ : λ ⊂ γ, |λ| < ω} ∪
⋃
{VU : U ∈ γ} ∪ {VU : U ∈ γ}.

Sea γ0 = γ, γ1 = φ(γ0) y repetimos está operación, definimos por inducción
las familias numerables γ2, γ3 y por la regla γn+1 = φ(γn), para todo n ∈ ω.
Sea γ∗ =

⋃
n∈ω γn. Dado que γn ⊂ γn+1 para todo n ∈ ω, y vemos de la

definición de arriba, que la familia γ∗ satisface las condiciones (1)− (4).
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Lema 3.7. Sean G es un grupo topológico ω-balanceado, y U una vecindad
abierta de la identidad e en G. Entonces existe una sucesión {Un : n ∈ ω} de
vecindades abiertas de e tal que, para cada n ∈ ω, las siguientes condiciones
se cumplen:

a) U0 ⊂ U ;

b) U−1n = Un;

c) U2
n+1 ⊂ Un;

d) Para cada x ∈ G y cada n ∈ ω, existe k ∈ ω tal que xUkx
−1 ⊂ Un.

Demostración. Sea γ = {U}, y tomemos una familia numerable γ∗ de ve-
cindades abiertas de la identidad e que satisface las condiciones (1) − (4)
del lema 3.6. Entonces U ∈ γ∗. Definiremos, por inducción, una sucesión
de elementos de γ∗. Primero enumeraremos los elementos de γ∗, diremos,
γ∗ = {Wn : n ∈ ω}. Escojamos U0 cualquier elemento simétrico de γ∗ tal que
U0 ⊂ U ∩W0. Dado que γ∗ satisface la condiciones (2) y (3), podemos tomar
un elemento simétrico V de γ∗ tal que V 2 ⊂ Un ∩

⋂n
i=0Wi.

Sea Un+1 = V . Por lo tanto la definición de está sucesión esta completa.
Es inmediato de la construcción de la sucesión {Un : n ∈ ω} que satisfa-
ce las condiciones de la (a) − (c). Mostraremos ahora que la condición (d)
también se cumple. Fijemos n ∈ ω y x ∈ G. Como la familia γ∗ cumple la
condición (4) del lema 3.6, existe j ∈ ω tal que xWjx

−1 ⊂ Un. Tomando
k = máx{n, j}. Tenemos entonces que Uk+1 ⊂ U2

k+1 ⊂ Wj, por la definición
inductiva de Uk+1. Por lo tanto xUk+1x

−1 ⊂ xWjx
−1 ⊂ Un. Por lo tanto la

condición (d) se cumple y el lema queda completamente probado.

Teorema 3.8. Sea G un grupo topológico ω-balanceado. Entonces para toda
vecindad abierta U de la identidad e en G, existe una pseudométrica continua
izquierdo-invariante ρ sobre G tal que las siguientes condiciones se cumplen:

(p1) {x ∈ G : ρ(e, x) < 1} ⊂ U ;

(p2) {x ∈ G : ρ(e, x) = 0} es un subgrupo cerrado invariante de G;

(p3) para todos x, y ∈ G, ρ(e, xy) ≤ ρ(e, x) + ρ(e, y).

Demostración. Por el lema 3.7, podemos encontrar una sucesión {Un : n ∈ ω}
de vecindades abiertas de e en G que satisface las condiciones (a) − (d) del
lema 3.7. Por el lema 3.6 y el lema 1.36, existe una prenorma continua N
sobre G tal que la siguiente condición se cumple:
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(PN4) {x ∈ G : N(x) < 1/2n} ⊂ Un ⊂ {x ∈ G : N(x) ≤ 2/2n}.
Ahora, para x, y ∈ G arbitrarios, sea ρ(x, y) = N(x−1y). Entonces la con-
tinuidad de N implica que ρ también es continua. Es claro de 3.0.2 y la
condición (a) del lema 3.8 que (p1) se cumple.

Afirmación 1 : ρ es una pseudométrica sobre el conjunto G.
De hecho para todos x, y en G tenemos: ρ(x, y) = N(x−1y) ≥ 0 y ρ(y, x) =
N(y−1x) = N((y−1x)−1) = N(x−1y) = ρ(x, y). También ρ(x, x) = N(x−1x) =
N(e) = 0. Además, para todos x, y, z en G, tenemos:

ρ(x, z) = N(x−1z) = N(x−1yy−1z) ≤ N(x−1y) +N(y−1z)

= ρ(x, y) + ρ(y, z)

Por lo tanto ρ satisface la desigualdad triangular.

Afirmación 2 : La pseudométrica ρ es izquierdo-invariante.
De hecho, ρ(zx, zy) = N((zx)−1zy) = N(x−1z−1zy) = N(x−1y) = ρ(x, y),
para x, y, z en G arbitrarios.
Hagamos Z = {x ∈ G : N(x) = 0}. Notemos que ρ(e, x) = N(x), para
cada x ∈ G, ya que ρ(e, x) = N(e−1x) = N(x). Por lo tanto, tenemos que
Z = {x ∈ G : ρ(e, x) = 0}.

Afirmación 3 : Z =
⋂
n∈ω Un.

Esto se sigue claramente de la condición (PN4).

Afirmación 4 : Z es un subgrupo cerrado invariante de G.
Dado que la prenorma N es continua, el conjunto Z es cerrado en el espacio
G. Y por la proposición 1.29 tenemos que Z es un subgrupo de G.
Sólo nos resta probar que el subgrupo Z de G es invariante. Tomemos cual-
quier x ∈ G. Debemos ver que xZx−1 ⊂ Z. Vemos por la Afirmación 3 que
es suficiente probar que xZx−1 ⊂ Un, para cada n ∈ ω. Fijemos un n ∈ ω. De
la condición (d) del lema 3.7 tenemos que existe k ∈ ω tal que xUkx

−1 ⊂ Un.
Como Z ⊂ Uk, concluimos que xZx−1 ⊂ Un, esto es, Z es invariante.
La condición (p3) se cumple trivialmente, dado que N es una prenorma y
ρ(e, x) = N(x).
Necesitamos los siguientes dos lemas sencillos.

Lema 3.9. Si N es una prenorma sobre un grupo G, y z es un elemento de
G tal que N(z) = 0, entonces N(zx) = N(xz), para cada x ∈ G.
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Demostración. Tenemos que N(zx) ≤ N(z) + N(x) = N(x). De manera
similar, N(x) = N(z−1zx) ≤ N(z−1) +N(zx) ≤ N(zx), dado que N(z−1) =
N(z) = 0. Por lo tanto, N(zx) = N(x). De manera analoga se sigue que
N(x) = N(xz).

Lema 3.10. En la notación de la prueba del teorema 3.8, si a y b son
elementos cualesquieras de G, y si a1 ∈ aZ, b1 ∈ bZ. Entonces ρ(a1, b1) =
ρ(a, b).

Demostración. Supongamos que b = b1. Como a1 ∈ aZ, entonces a1 = az,
para algún z ∈ Z. Entonces usando N(z−1) = N(z) = 0 y el lema 3.9,
obtenemos ρ(a1, b) = N((az)−1b) = N(z−1a−1b) = N(a−1b) = ρ(a, b).

Continuaremos utilizando los objetos construidos en la demostración del teo-
rema 3.8, en particular, fijaremos la métrica ρ en G construida anteriormente.
Sean H = G/Z el grupo cociente, y π el homomorfismo canónico de G sobre
H. Sean A,B ∈ H elementos cualesquiera. Escojamos cualquieras a ∈ A y
b ∈ B, y sea d(A,B) = ρ(a, b). Por el lema 3.10, la definición de d(A,B) no
depende de la elección de a ∈ A y b ∈ B.
Ahora definamos la función NH en H por la regla NH(A) = N(a) para toda
A ∈ H y a ∈ A. por el lema 3.9 N no depende de la elección de a ∈ A.
Con estas definiciones tenemos que d(π(a), π(b)) = ρ(a, b) para cualquier
a, b ∈ G, y NH(π(a)) = N(a), para cualquier a ∈ G.
Dado que π es un homomorfismo de G sobre H, y π(Z) es el elemento neu-
tro E del grupo H, se sigue de la definición de Z y ρ que d es una métrica
sobre H y NH es una prenorma sobre H que cumple la siguiente condición
adicional:

(PN5) Si NH(A) = 0, entonces A es el elemento neutro E de H.

Ahora para todo ε > 0, sean B(ε) = {x ∈ G : N(x) < ε} y O(ε) = {X ∈ H :
NH(X) < ε}. Claramente π(B(ε)) = O(ε), para todo ε > 0. Notemos que la
prenorma N también satisface la siguiente condición:

(PN6) Para todo ε > 0 y todo x ∈ G, existe un δ > 0 tal que xB(δ)x−1 ⊂ B(ε).

Dado que π(B(ε)) = O(ε), se sigue que para la métrica d sobre H tenemos:

(d1) Para todo ε > 0 y todo X ∈ H, existe δ > 0 tal que XO(δ)X−1 ⊂ O(ε).
Dado que ρ(e, x) = N(x) = N(x−1) = ρ(e, x−1), de la definición de d
se sigue que:
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(d2) d(E,X) = d(E,X−1), para todo X ∈ H.
Se sigue de (d2) que O(ε) = (O(ε))−1, para todo ε > 0.
También de (p3) y de la definición de d, obtenemos:

(d3) (O(1/2n+1))2 ⊂ O(1/2n).
Usando (PN5), concluimos que

(d4) {E} =
⋂
n∈ω O(1/2n).

Ahora sea τ ∗ la topoloǵıa generada por la métrica d en H. Vamos a demostrar
que H con esta topoloǵıa es un grupo topológico. De hecho, dado que d es
izquierdo-invariante es suficiente observar que la familia {O(1/2n) : n ∈ ω},
la cual es una base del espacio en el elemento neutro E, satisface los axiomas
de base de grupo topológico en el elemento neutro. Y esto es exactamente
que las condiciones (d1)−(d4) se garantizan. Por lo tanto, H con la topoloǵıa
τ ∗ es un grupo topológico.
Finalmente, la igualdad π(B(ε)) = O(ε), donde ε > 0, implica que el homo-
morfismo π de G sobre H = G/Z es continuo en el elemento neutro. Dado
que G y H son grupos topológicos, se sigue que π es continuo. Notemos tam-
bién que si x ∈ G, π(x) = X, y ε > 0, entonces N(x) < ε es equivalente a
NH(X) < ε.
Por lo tanto, π−1(O(ε)) = B(ε) para todo ε > 0. En particular, π(−1O(1)) =
B(1) ⊂ U .
Por lo tanto con lo anterior el siguiente teorema queda establecido, y sugiere
la idea de encajar un grupo ω-balanceado en producto de grupos metrizables.

Teorema 3.11. Si G es un grupo ω-balanceado, entonces para toda vecindad
abierta U de la identidad e en G, existe un homomorfismo continuo π de G
sobre un grupo metrizable H tal que π−1(V ) ⊂ U , para alguna vecindad V
de la identidad e∗ en H.

El teorema anterior tiene un corolario importante.

Corolario 3.12. Si G es un grupo ω-estrecho, entonces para toda vecindad
abierta U de la identidad e en G, existe un homomorfismo continuo π de G
sobre un grupo topológico segundo numerable H tal que π−1(V ) ⊂ U , para
alguna vecindad V de la identidad e∗ en H.

Demostración. Por el teorema 3.11, podemos encontrar un homomorfismo
continuo π de G sobre un grupo topológico metrizable H y una vecindad
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abierta V de la identidad e∗ en H tal que π−1(V ) ⊂ U . de la proposición 2.3,
tenemos que el grupo H es ω-estrecho, por lo tanto la proposición 2.6 implica
que H es segundo numerable.

Definición 3.13. Decimos que un grupo topológicoG es de rango−metrizable
si para toda vecindad abierta U de la identidad e en G, existe un homomor-
fismo continuo π sobre un grupo metrizable H tal que π−1(V ) ⊂ U , para
alguna vecindad abierta V de la identidad e∗ de H.

Observación 3.14. Claramente el teorema 3.11 lo podemos reformular como
sigue: Si G es un grupo topológico ω-balanceado, entonces G es de rango−
metrizable.

Definición 3.15. Sea P cualquier clase de grupos topológicos, y sea G
cualquier grupo topológico. Decimos que G es de rango − P si para toda
vecindad abierta U de la identidad e en G, existe un homomorfismo continuo
π de G en un grupo H ∈ P tal que π−1(V ) ⊂ U , para alguna vecindad abierta
V de la identidad e∗ en H.

Observación 3.16. De la definición anterior se sigue inmediatamente que
todo subgrupo H de un grupo G de rango− P es también de rango− P.
Similarmente, el corolario 3.12 es equivalente a decir que todo grupo ω-
estrecho es de rango − Ω, donde Ω es la clase de los grupos topológicos
segundo numerable

El siguiente hecho se desprende de la definición de la topoloǵıa del pro-
ducto.

Proposición 3.17. Sea P cualquier clase de grupos topológicos cerrada bajo
productos finitos, y sea H el producto topológico de la familia {Ha : a ∈ A}
de grupos en la clase P. Entonces todo subgrupo de H es de rango− P.

Teorema 3.18. Sea P una clase de grupos topológicos, τ un cardinal infinito,
y G un grupo topológico que es rango− P y tiene una base B de vecindades
abiertas del elemento neutro tal que |B| ≤ τ . Entoces G es topológicamente
isomorfo a un subgrupo del producto de una familia {Ha : a ∈ A} de grupos
tal que Ha ∈ P, para todo a ∈ A y |A| ≤ τ .

Demostración. Fijemos una base B de vecindades abiertas de la identidad
e en G tal que |B| ≤ τ . Aśı, como G es de rango − P, para todo U ∈ B

existe un homomorfismo continuo ϕU de G en un grupo HU ∈ P tal que
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(ϕU)−1(V ) ⊂ U , para alguna vecindad abierta V de la identidad e∗ en H.
Definamos a ϕ como el producto diagonal de la familia {ϕU : U ∈ B}.
Afirmamos que ϕ es un isomorfismo topológico de G sobre un subgrupo del
producto topológico de la familia {HU : U ∈ B}. En efecto, si probamos
que la función ϕ es inyectiva y que además separa puntos de cerrados,
habremos probado que ϕ es un isomorfismo topológico. Veamos que ϕ es
inyectiva o, equivalentemente, que kerϕ consta sólo del elemento e. Sea
g ∈ G con g 6= e escojamos U ∈ B tal que g /∈ U . Sea pU la proyección del
producto de la familia {HU : U ∈ B} al factor HU . Consideremos la vecindad
W = p−1U (V ) de la identidad en el producto de la familia {HU : U ∈ B}. De
la igualdad ϕU = pU ◦ ϕ se tiene que ϕ−1(W ) = ϕ−1U (V ) ⊆ U . Notemos
que ϕ(g) /∈ W , es decir, ϕ(g) es distinto de la identidad en el producto de la
familia {HU : U ∈ B}, esto es, que kerϕ consta solamente de la identidad. Por
otro lado, si tomamos la familia F = {ϕU : U ∈ B} y probamos que separa
puntos de cerrados, la demostración está completa. Sean e, la identidad del
grupo G, C un cerrado tal que e /∈ C y U ∈ B. Entonces e ∈ U ⊂ G \ C.
Ahora, si ϕU : G → HU y V ∈ H son tales que ϕ−1U (V ) ⊂ U ⊂ G \ C,
entonces ϕU(e) ∈ V . Por demostrar que V ∩ ϕU(C) = ∅. En efecto, sea
v ∈ V . Entonces ϕ−1U (v) ⊂ ϕ−1(V ) ⊂ U ⊂ G \ C y aśı v ∈ V ⊂ ϕ(G \ C) =

ϕ(G) \ ϕ(C), por lo tanto, v /∈ ϕ(C). Aśı, la familia F separa puntos de
cerrados lo cual implica que ϕ es un encaje homeomórfico.

Teorema 3.19 (G. I. Katz. 1953). Para todo grupo topológico G las
siguientes tres condiciones son equivalentes:

1) Inv(G) ≤ ω;

2) G es rango−metrizable;

3) G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto topológico
de grupos metrizables.

Demostración. De la proposición 3.17 y del teorema 3.18 tenemos que 2) y 3)
son equivalentes. Por el teorema 3.11 tenemos que 1) y 2) son equivalentes.
Sólo nos resta mostrar que 2) y 1) son equivalentes, tomemos una vecindad
abierta U de la identidad e en G en un grupo G de rango − metrizable y
consideremos un homomorfismo continuo π : G → H de G sobre un grupo
metrizable H tal que π−1(V ) ⊂ U para alguna vecindad abierta V de la
identidad e∗ en H. Ahora sea B una base numerable de la identidad e∗ en H.
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Por lo tanto la familia numerable {π−1(O) : O ∈ B} de vecindades abiertas
de la identidad e en G esta subordinada a U , en conclusión Inv(G) ≤ ω.

Teorema 3.20 (I. I. Guran. 1981). Un grupo topológico G es ω-estrecho
si y sólo si G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto
cartesiano de grupos segundo numerables.

Demostración. “⇒ ”
Sea Ω la clase de los grupos topológicos segundo-numerables. Por el coro-
lario 3.12, todo grupo ω-estrecho es de rango − Ω, y por el teorema 3.18
tenemos que G es topológicamente isomorfo a un subgrupo del producto de
grupos de la familia Ω.

“⇐ ”
Por la proposición 2.4 y el teorema 2.5, tenemos que todo subgrupo de un pro-
ducto topológico de grupos topológicos segundo-numerable es ω-estrecho.

Finalmente daremos un ejemplo de un grupo topológico que no es ω-
balanceado.

Ejemplo 3.21. Sea X el espacio de dos flechas es decir X = C0 ∪ C1 ⊂ R2,
donde C0 = {(x, 0) : 0 < x ≤ 1} y C1 = {(x, 1) : 0 ≤ x < 1}, y la topoloǵıa
sobre X está generada por la base que consiste de los conjuntos de la forma

{(x, i) ∈ X : x0 − 1/k < x < x0 i = 0, 1} ∪ {(x, 0)},

donde 0 < x0 ≤ 1 y k = 1, 2, . . . , y los conjuntos de la forma

{(x, i) ∈ X : x0 < x < x0 + 1/k i = 0, 1} ∪ {(x, 1)},

donde 0 ≤ x0 < 1 y k = 1, 2, . . . .
Sea G = Homeo(X) el grupo de todos los homeomorfismos de X sobre si
mismo, con la topoloǵıa compacto-abierta, es decir la topoloǵıa τ(X,X) = T

generada por la base que consiste de todos los conjuntos
⋂k
i=1M(Ci, Ui),

donde Ci es un subconjunto compacto de X y Ui es un subconjunto abierto
de X para i = 1, 2, . . . , k.. Entonces (G,T) es un grupo topológico el cual no
es ω-balanceado.

Solución. Consideremos a C0 como un subespacio de X, entonces, para cual-
quier z = (t, 0) ∈ C0, la familia {(a, t] × {0} : 0 < a < t} es una base del
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punto z. Una fácil consecuencia es que la función i : C0 → [−1, 0) definida
por i(t, 0) = −t es un homeomorfismo si consideramos a [−1, 0) como un
subespacio de la recta de Sorgenfrey S.
De la misma forma, si consideramos a C1 como un subespacio de X, entonces
para cualquier z = (t, 1) ∈ C1, la familia {[t, a) × {1} : t < a < 1} es una
base del punto z, por lo tanto es inmediato que la función i : C1 → [0, 1)
definida por i(t, 1) = t es un homeomorfismo si consideramos a [0, 1) como
un subespacio de la recta de Sorgenfrey S.
Vamos a probar ahora que el espacio X es Hausdorff y compacto. Considere-
mos la función π : X → [0, 1] definida por π(t, i) = t esta función es continua
si consideramos a [0, 1] como un subespacio con la topoloǵıa inducida de R.
Tomemos cualquier z0, z1 ∈ X con z0 6= z1. Si π(z0) 6= π(z1), entonces exis-
ten conjuntos Ui ∈ τ(π(zi), [0, 1]), i = 0, 1 tal que U0 ∩ U1 = ∅. Entonces
V0 = π−1(U0) y π−1(U1) son abiertos en X y separa a los puntos z0 y z1. Aho-
ra si z0 = (t, 0) y z1 = (t, 1) para algún t ∈ (0, 1), entonces consideremos los
conjuntos U0 = ((0, t]×{o})∪((0, t)×{1}) y U1 = ([t, 1)×{1})∪((t, 1)×{0}).
Es inmediato que Ui ∈ τ(zi, X) y U0 ∩ U1 = ∅, por lo tanto el espacio X es
Hausdorff.
Para demostrar que X es compacto primero mostraremos que π es cerra-
da. Es claro que la función π es sobreyectiva por lo tanto para probar que
π es cerrada usaremos el siguiente hecho. Una función continua y sobreyec-
tiva f : Y → Z es cerrada si y sólo si para cualquier z ∈ Z y cualquier
O ∈ τ(f−1(z), Y ), existe O′ ∈ τ(z, Z) tal que f−1(O′) ⊂ O. Tomemos un
punto cualquiera t ∈ (0, 1) y un conjunto cualquiera W ∈ τ(π−1(t), X); si
zi = (t, i) para i ∈ {0, 1} entonces π−1(t) = {z0, z1}. Como z0 ∈ W , existe
a ∈ (0, t) tal que U0 = ((a, t]×{0})∪ ((a, t)×{1}) ⊂ W . De la misma forma
si z1 ∈ W , existe b ∈ (t, 1) tal que U1 = ([t, b) × {1}) ∪ ((t, b) × {0}) ⊂ W .
Ahora, el conjunto V = (a, b) es un abierto en [0, 1]; por otra parte tene-
mos que t ∈ V y π−1(V ) ⊂ W . Por lo tanto, para todo t ∈ (0, 1) y todo
W ∈ τ(π−1(t), X) existe V ∈ τ(t, [0, 1]) tal que π−1(V ) ⊂ W . La prueba
de la misma propiedad en los puntos t = 0 y t = 1 es fácil por lo tanto la
omitiremos. Aśı podemos concluir que la función π es cerrada. El conjunto
π−1(z) consiste a lo mas de dos puntos para cada z ∈ X, por lo tanto π−1(z)
es compacto para todo z ∈ X. Aśı como la función π es continua, sobreyecti-
va, cerrada y tiene fibras compactas, podemos concluir que π es una función
perfecta; ahora como [0, 1] es compacto, concluimos que X es compacto. Es
claro que el espacio X es cero-dimensional homogéneo y primero numera-
ble. Además X no es metrizable, por lo tanto (G,T) es un grupo topológico
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que no es ω-balanceado. Ya vimos que X es un espacio cero-dimensional ho-
mogéneo, primero numerable Hausdorff y compacto. Si G fuera ω-balanceado
la compacidad de X implicaria que X es metrizable por el colorario A.39
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Capı́tulo 4
Conclusiones y futuras Direcciones

Tratar de caracterizar los grupos topológicos, en general, es una tarea
muy ambiciosa. En este trabajo tratamos de dar un estudio detallado de
dos clases, muy importantes, de grupos topológicos: Los ω-estrechos y los
ω-balanceados. Uno de nuestros objetivos fue estudiar detalladamente las
propiedades de los grupos ω-estrechos. A estudiar esta clase de grupos pudi-
mos ver que se comportaban muy bien bajo las operaciones más frecuentes
en grupos. Observamos que esta clase se conserva bajo imágenes através de
homomorfismos continuos, además, era cerrada bajo productos arbitrarios y
bajo subgrupos, como lo muestran más detalladamente las proposiciones 2.3,
2.4 y 2.5 .
Observamos también que si un grupo topológico G tiene celularidad numera-
ble, entonces es ω-estrecho; además, pudimos notar que el tener un subgrupo
H ω-estrecho de un grupo topológico G no implica que el grupo G sea ω-
estrecho, a menos que el subgrupo H sea denso en G.
Siguiendo este desarollo, logramos introducir otra clase muy importante de
grupos topológicos, los ω-balanceados. En esta clase de grupos pudimos notar
que se conservaban sus propiedades bajo la operación de tomar subgrupos;
además, pudimos obsevar que todo grupo ω-estrecho era ω-balanceado.
Aśı pudimos, después de trabajar sobre estas dos clases de grupos topológicos,
dar caracterizaciones sobre ellos, como lo muestra el Teorema de Guran 3.20
y el Teorema de Kats 3.19. Estos dos teoremas nos dicen que un grupo to-
pológico es ω-estrecho, respectivamente, ω-balanceado si y sólo si se puede
encajar como un subgrupo de un producto de grupos segundo-numerable,
respectivamente, primero-numerable.
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Estos teoremas fueron la piedra angular de nuestro trabajo.

Una continuación natural en el estudio de los grupos ω-estrechos y ω-
balanceados es el estudio de los grupos R-factorizables. Es por eso que éste
tema constituirá nuestro futuro trabajo de investigación; nos apoyaremos en
la teoŕıa y técnicas aprendidas en la realización de esta tesis para estudiar la
estabilidad de esta nueva clase de grupos topológicos.
Otra futura linea de investigación seria tratar de aplicar la teoŕıa de los gru-
pos ω-estrechos y ω-balanceados a una clase más débil de grupos como los
grupos paratopológicos, semitopológicos, etc.
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Apéndice A
Acciones de Grupos Topológicos sobre
Espacios Topológicos

En este apartado, introducimos conceptos básicos y resultados elementa-
les de acciones de grupos topológicos sobre espacios topológicos. Definiremos
algunos conceptos importantes como acciones de grupos, espacios de Du-
gundji, funciones de suavidad-cero, conexión, etc., y presentaremos algunos
teoremas de acciones de grupos topológicos sobre espacios topológicos. To-
das la demostraciones se omiten. En cambio, el lector encotrará la referencia
donde se demuestran los resultados mencionados. Todos los resultados se
encuentran en 4.

A.1. Espacios Dugundji y funciones de suavidad-

cero

Definición A.1. Un espacio compacto X es llamado Dugundji si para todo
espacio compacto cero-dimensional Z y toda función continua f : A → X,
donde A es un subconjunto cerrado de Z, existe una función g : Z → X que
extiende a f .

La siguiente proposición establece dos propiedades básicas de los espacios
de Dugudji.

Proposición A.2. La clase de los espacios de Dugundji tiene las siguientes
propiedades:
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a) todo espacio compacto metrizable es Dugundji;

b) el producto de una familia arbitraria de espacios Dugundji is Dugundji.

Combinando a) y b) en la proposición anterior, deducimos lo siguiente:

Corolario A.3. El producto de una familia arbitraria de espacios compactos
segundo-numerables es Dugundji.

Vamos, ahora, a establecer un hecho simple pero importante.

Teorema A.4 (R. Haydon). Todo espacio Dugundji es diádico.

Definición A.5. Una función continua f : X → Y es llamada de suavidad-
cero si para todo espacio compacto cero-dimensional Z, toda función continua
g : Z → Y y una función continua h : A → X de un subconjunto cerrado A
de Z que satisface g � A = f ◦ h, existe una función continua ϕ : Z → X que
extiende a h

Proposición A.6. Si f : X → Y es una función de suavidad-cero entre
espacios compactos X y Y , entonces f(X) = Y .

Una de las propiedades más importantes de las funciones de suavidad-cero
es la siguiente.

Proposición A.7. La composición de funciones de suavidad-cero entre es-
pacios compactos es una función de suavidad-cero.

Definición A.8. Una función continua f : X → Y tiene núcleo metrizable si
existe un espacio métrico compacto C y un encaje topológico i : X → Y ×C
tal que f = p ◦ i, donde p : Y × C → Y es la proyección.

Resulta que las funciones continuas abiertas con núcleo metrizable son de
suavidad-cero.

Teorema A.9. Sea f : X → Y una función continua, abierta y sobreyectiva
de un espacio compacto. Si f tiene núcleo metrizable, entonces f es de
suavidad-cero.

Definición A.10. Una función continua es llamada casi abierta si, para todo
subconjunto abierto U ⊂ X, existe un conjunto abierto V ⊂ Y tal que f(U)
es un subconjunto denso de V . Evidentemente, f es casi abierta si y sólo
si f(U) ⊂ Intycly(f(U)), para todo conjunto abierto U ⊂ X. Toda función
abierta es casi abierta, pero no viceversa.
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Proposición A.11. Supongamos que f : X → Y es una función continua
abierta y S es un subespacio denso de X. Entonces la función f � S : S → Y
es casi abierta.

Corolario A.12. Si S es un subespacio denso de un espacio producto X×Y .
Entonces la restricción a S de la proyección p : X × Y → X es una función
casi abierta de S a Y .

Lema A.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para una función
continua f : X → Y

a) f es casi abierta;

b) f−1(O) = f−1(O) se cumple para todo conjunto abierto O ⊂ Y .

Bajo algunas condiciones adicionales, las funciones casi abiertas llegan a
ser abiertas.

Definición A.14. Decimos que una función f : X → Y es localmente cerra-
da en un punto x ∈ X, si para todo conjunto abierto U ⊂ X, con x ∈ U ,
existe una vecindad N de x en X tal que N ⊂ U y f(N) es cerrada en Y .
Si f es localmente cerrada en todo punto de X, decimos que f es localmente
cerrada.

Proposición A.15. Toda función casi abierta localmente cerrada f : X → Y
es abierta.

Corolario A.16. Toda función casi abierta de un espacio localmente pseudo-
compacto Tychonoff X a un espacio regular Y , de pseudocaracter numerable,
es abierta.

Corolario A.17. Si X y Y son espacios Hausdorff. Si X es localmente
compacto, entonces toda función casi abierta de X a Y es abierta.

Corolario A.18. Toda función cerrada casi abierta es abierta. En particular,
las funciones casi abiertas entre espacios compactos Hausdorff son abiertas.
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A.2. Acciones continuas de grupos topológi-

cos sobre espacios

En está sección se establece el concepto de acción de un grupo sobre
un espacio topológico. Defininiremos este concepto en toda su generalidad y
estableceremos algunos hechos generales que se aplican en la siguiente sección
para el estudio de la estructura de los espacios Hausdorff compactos que
admiten una acción transitiva de un grupo topológico ω-estrecho.

Definición A.19. Sea X un conjunto no vaćıo, y G un grupo abstracto
con identidad e. Supongamos que una función θ : G × X → X satisface las
siguientes condiciones para todos g, h ∈ G y x ∈ X:

(A1) θ(e, x) = x;

(A2) θ(h, θ(g, x)) = θ(hg, x)

Entonces decimos que G actúa sobre X y que θ es una acción (izquierda) de
G sobre X. En la práctica, usualmente escribimos gx (o g ∗ x), en lugar de,
θ(g, x). Si θ es una acción de un grupo G sobre un conjunto X, todo elemento
g ∈ G determina una traslación θg de X, definida por, θg(x) = θ(g, x), para
cada x ∈ X o, equivalentemente, θg(x) = gx. Se sigue de (A1) y (A2) que θg
es una biyección de X, para cada g ∈ G. De hecho, θe es la función identidad
de X en śı mismo, y θhg = θh ◦ θg para cualesquiera g, h ∈ G. Por lo tanto,
(θg)

−1 = θg−1 , esto es, la función inversa de θg es θg−1 , lo cual implica que θg
es una biyección de X.

Definición A.20. Supongamos que H ⊂ G y A ⊂ X son conjuntos no
vaćıos, y que x ∈ X. Sea

HA = {ha : h ∈ H, a ∈ A} y Hx = {hx : h ∈ H}.

Decimos que A es H-invariante si HA ⊂ A. Por abreviar, los subconjuntos
G-invariantes de X son llamados invariantes. La órbita de un punto x ∈ X es
el conjunto Gx. Se sigue de (A1) y (A2) que Gx es un subconjunto invariante
de X que contiene a x. Claramente, todo subconjunto invariante A de X es
la unión de las órbitas de elementos de A.

Dados x, y ∈ X, escribimos x ∼ y si y está en la órbita de x bajo la acción
del grupo G. Vamos a demostrar que la relación binaria ∼ sobre X determina
la partición de X en las órbitas.
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Proposición A.21. La relación ∼ es una relación de equivalencia sobre X.
Las clases de equivalencia [x] de un elemento arbitrario x ∈ X, con respecto
a ∼, es la órbita Gx.

En la proposición anterior, podemos definir el conjunto cociente

X�G = {[x] : x ∈ X}

Llamado el conjunto de órbitas. La función natural cociente π : X → X�G
definida por π(x) = [x], para cada x ∈ X, es llamada la proyección orbital. Es
fácil verificar que un conjunto A ⊂ X es invariante si y sólo si A = π−1π(A).
Para todo x ∈ X, el conjunto

Gx = {g ∈ G : gx = x}

es llamado el estabilizador de x. Dos propiedades importantes del estabiliza-
dor están dadas en la siguiente proposición.

Proposición A.22. El estabilizador Gx de cualquier punto x ∈ X es un
subgrupo de G. Además, Ggx = gGxg

−1 para todo g ∈ G.

Corolario A.23. El estabilizador Gx es un subgrupo invariante de G si y
sólo si Gx = Gy, para todo y ∈ Gx.

Definición A.24. Una acción θ : G×X → X, es llamada:

Libre si Gx={e}, para cada x ∈ X, o, equivalentemente, la igualdad
gx = x sólo es válido para g = e. En otras palabras, la traslación θg de
X no tiene puntos fijos si g 6= e.

Eficaz, si
⋂
x∈X Gx = {e}.

Transitiva, si Gx = X para cada x ∈ X.

Definición A.25. Sea G un grupo topológico y X un espacio topológico.
Una acción θ de G sobre X es llamada continua si θ es continua como una
función de G×X en X. El espacio X es llamado un G-espacio.

Proposición A.26. Toda acción continua θ : G × X → X de un grupo
topológico G sobre un espacio X es una función abierta.
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Similarmente, en el caso de homomorfismos de grupos topológicos, la
continuidad de una acción θ de un grupo topológico G la podemos deducir
de la continuidad en la identidad de G.

Proposición A.27. La continuidad de una acción θ : G × X → X de un
grupo topológico G con identidad e sobre un espacio X es equivalente a la
continuidad de θ en los puntos del conjunto {e} ×X ⊂ G×X.

Proposición A.28. Si θ : G×X → X es una acción continua de un grupo
topológico G sobre un espacio X, entonces la proyección orbital π : X →
X�G es abierta.

Cuando G es un grupo compacto, la conclusión de la proposición anterior
se puede reforzar considerablemente.

Teorema A.29. Si un grupo topológico compacto H actúa continuamente
sobre un espacio Hausdorff, entonces la proyección órbital π : X → X�G es
una función perfecta y abierta.

Definición A.30. Si X y Y son G-espacios con acciones continuas θX : G×
X → X y θY : G × Y → Y . Una función continua f : X → Y es llamada
G-equivariante (o equivariante) si θY (g, f(x)) = f(θX(g, x)), esto es, gf(x) =
f(gx), para todo g ∈ G y todo x ∈ X.

Si η = {Xi : i ∈ I} es una familia de G-espacios, entonces el espa-
cio producto X =

∏
i∈I Xi tiene una estructura natural de un G-espacio.

Definimos la acción de G sobre X, tomando cualquier g ∈ G y cualquier
x = (xi)i∈I ∈ X, y haciendo gx = (gxi)i∈I . Aśı, G actúa sobre X coordenada
a coordenada.

Proposición A.31. La acción coordenada a coordenada de G sobre el pro-
ducto X =

∏
i∈I Xi de G-espacios es continua, esto es, X es un G-espacio.

A.3. Teoremas de Uspenskij’s sobre accio-

nes transitivas continuas de grupos ω-

estrechos sobre compactos

En esta sección, hacemos uso de las técnicas desarolladas en secciones
anteriores.
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Proposición A.32. Supongamos que un grupo topológico ω-estrecho G actúa
continuamente y transitivamente sobre un espacio Y con la propiedad de
Baire. Entonces, para cualquier y ∈ Y , la función θy : G → Y definida por
θy(g) = gy, para cada g ∈ G, es casi abierta.

Proposición A.33. Supongamos que un grupo topológico ω-estrecho G actúa
continuamente sobre un espacio métrico (X, d) por isometŕıas. Entonces la
órbita Gx es separable, para cada x ∈ X.

Definición A.34. Sea θX : G × X → X una acción continua de un grupo
topológico G sobre un espacio compacto X. Denotamos por C(X) al espacio
de todas las funciones continuas de valores reales sobre X dotado con la
topoloǵıa generada por sup-norm : ||f || = supx∈X |f(x)|, para cada f ∈
C(X).

Lema A.35. Si X es un espacio compacto y C(X) es el espacio de todas las
funciones continuas de valores reales sobre X con la métrica sup-norm. Si F
es un espacio separable de C(X) y ϕ es el producto diagonal de las funciones
en F , entonces la imagen ϕ(X) es compacta y metrizable.

El siguiente teorema es uno de los resultados principales de esta sección.

Teorema A.36 (V. V. Uspenskij). Si un espacio compacto X admite una
acción transitiva continua de un grupo topológico ω-estrecho G, entonces X
es Dugundji. En particular, X es diádico.

Teorema A.37 (V. V. Uspenskij). Si H es un subgrupo cerrado de un gru-
po topológico ω-balanceado. Entonces todo conjunto Gδ en el espacio cociente
G/H es Dugundji.

El siguiente teorema nos proporciona una gran variedad de ejemplos
naturales de grupos topológicos que no son ω-balanceados.

Teorema A.38. Supongamos que X es un espacio compacto homogéneo
cero-dimensional tal que el grupo Homeo(X) de todos los homeomorfismo
de X sobre śı mismo, con la topoloǵıa compacto-abierta, es ω-balanceado.
Entonces X es Dugundji.

Como un colorario tenemos lo siguiente.

Corolario A.39. Supongamos que X es un espacio compacto homogéneo
cero-dimensional con estrechez numerable tal que el grupo Homeo(X) de
todos los homeomorfismos de X sobre śı mismo, con la topoloǵıa compacto-
abierta, es ω-balanceado. Entonces X es metrizable.
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