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“Birds flying high
You know how I feel

Sun in the sky
You know how I feel
Reeds driftin’ on by
You know how I feel

It’s a new dawn
It’s a new day
It’s a new life

For me
And I’m feeling good...”

(Fragmento de la canción
“Feeling Good” versión de Muse)
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INTRODUCCIÓN

Desde la antigüedad, se han hecho observaciones al movimiento del los planetas para deter-
minar el comportamiento de los cuerpos celestes. La Mecánica Celeste se encarga de estudiar
el movimiento de los cuerpos celestes bajo las leyes físicas, el problema más sencillo de esta
área es el problema de Kepler o problema de los dos cuerpos.

El problema de los n cuerpos consiste en encontrar la trayectoria de varios cuerpos que
se mueven sujetos a las fuerzas que ejercen entre sí. La primera formulación matemática
apareció en el año de 1687 con la obra de Issac Newton titulada Philosophiae Naturalis
Principia Matematica [48], donde estudió el movimiento de la luna y dió un modelo para
la dinámica de los cuerpos celestes bajo la ley de gravitación.

En 1764, Leonhard Euler publica un trabajo sobre el problema de los tres cuerpos, en éste
Euler demuestra que si los tres cuerpos están inicialmente en una línea recta, de tal forma
que la razón de sus distancias satisfagan una fórmula que depende de las masas con veloci-
dades iniciales elegidas adecuadamente, entonces los cuerpos se moverán periódicamente
sobre una elipse. Los cuerpos siempre se mantendrán en línea recta.

Años después, Lagrange descubre una nueva familia de órbitas periódicas, donde los cuerpos
están posicionados sobre un triángulo equilátero para todo tiempo y con velocidades iniciales
dadas adecuadamente. Cada uno de los cuerpos se mueve en una órbita periódica.

En 1835, Lobachevsky propuso estudiar el problema de Kepler en el espacio hiperbólico
H3 definiendo una fuerza proporcional al inverso del área de la esfera con radio igual a la
distancia entre los dos cuerpos [46], de manera independiente Bolyai trabajo con la misma
idea. La importancia de sus estudios fue la conección que hicieron entre la geometría y las
leyes físicas.
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2 Introducción

Gracias a estos descubrimientos, en 1860 Paul Joseph Serret extendió la fuerza gravitacional
a la esfera S2 y resolvió el problema de Kepler en dicha superficie [57]. Aproximadamente
años después Ernst Schering hizo una revisión de la ley de gravitación de Lobachevsky’s,
quien obtuvo una expresión analítica para el potencial que usaremos en este trabajo, el
potencial cotangente [55].

En 1873, Rudolph Lipschitz trabajó el problema en S3 sin embargo usó un potencial
propocional a 1/ sin r

R
, donde r es la distancia entre los cuerpos y R es el radio de la

curvatura [45]. Lipschitz obtuvo una solución general en términos de funciones elípticas
[44].

Tiempo después, en 1902 Heinrich Liebmann mostró que las órbitas para el problema de
Kepler son cónicas en los espacios S3 y H3, además generalizó las tres leyes de Kepler
para superficies con curvatura K 6= 0. Un año después, Liebmann probó que el teorema de
Bertrand para S2 y H2, dicho teorema es de gran importancia ya que nos permite hacer
uso del potencial cotangente como una extensión del potencial gravitacional a superficies
con curvatura distinta de cero. Lamentablemente con el descubrimiento de la relatividad
se descontinuó por décadas el estudio del problema curvado de los n cuerpos hasta que
José Cariñena, Manuel Rañada y Mariano Santander retomaron el estudio en superficies
curvadas [8, 9]. Finalmente las ecuaciones de movimiento para el problema de los n cuer-
pos en superficies con curvatura K constante fueron obtenidas por Florin Diacu, Ernesto
Pérez Chavela y Manuel Santoprete [26], estudiaron los equilibrios relativos y soluciones
homográficas en las superficies S2 y H2.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar, entender y reproducir los resultados obtenidos
para el problema de los tres cuerpos en superficies curvadas usando el potencial cotangente
[22, 25, 52].

El estudio del problema de los n cuerpos en espacios con curvatura constante es equivalente
a estudiar el problema en la esfera, para curvatura positiva, o en la hoja superior del
hiperboloide para curvatura negativa. El manejo de las ecuaciones de movimiento para hallar
la dinámica de los cuerpos en estos espacios es bastante compleja, por lo que imponemos
una restricción sobre los cuerpos para encontrar una familia particular de soluciones. Sin
embargo, cuando hacemos uso de la proyección estereográfica logramos estudiar de manera
general los equilibrios relativos para superficies con curvatura positiva y negativa.

Este trabajo de tesis se organiza de la siguiente manera:

En el capítulo 1 planteamos el problema de los n cuerpos en superficies con curvatura K
constante, introducimos y argumentamos el uso del potencial cotangente. Obtenemos las
ecuaciones de movimiento para nuestro problema haciendo uso de la formulación Hamilto-
niana. Damos las primeras integrales y analizamos las singularidades de las ecuaciones de
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movimiento en las superficies con curvatura K > 0 y K < 0. Por último se da la definición
de los equilibrios relativos y las soluciones homográficas para cualquier superficie.

En los capítulos 2 y 4 estudiamos una familia particular de equilibrios relativos para el
problema de los n cuerpos en superficies curvadas, para K > 0 y K < 0 respectivamente.
Demostramos resultados importantes para la existencia equilibrios relativos Eulerianos y
Lagrangianos.

En los capítulos 3 y 5 analizamos únicamente el problema de los tres cuerpos. En estos
capítulos obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales que generan una familia particular
de soluciones homográficas y damos una clasificación de los mismos para K > 0 y K < 0
respectivamente.

Finalmente en el capítulo 6 estudiamos los equilibrios relativos en el modelo intrínseco
haciendo uso de la proyección estereográfica. Esto nos permite encontrar todas las familias
de equilibrios relativos en superficies con curvatura positiva.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES Y LAS ECUACIONES DE
MOVIMIENTO

En este capítulo definiremos lo qué es una superficie conexa y simplemente conexa con cur-
vatura K constante y mencionaremos varias de sus propiedades junto con algunos teoremas
de Geometría Diferencial que resultarán útiles al trabajar con este tipo de superficies.

También definiremos el potencial cotangente para construir las ecuaciones de movimiento
del problema de los n cuerpos restringido a superficies con curvatura K constante. Daremos
su formulación hamiltoniana, sus primeras integrales y analizaremos las singularidades del
sistema.

1.1. Geometría Diferencial

Para el problema que se plantea en este trabajo, tenemos n cuerpos en una superficie
conexa y simplemente conexa con curvatura constante K y, puesto que necesitamos la
diferenciabilidad en todos los puntos de la superficie, trabajaremos con superficies regulares.

Es por esto que partiremos de la definición de superficie regular. Utilizaremos la terminología
que viene en libro de Do Carmo [10].

Definición 1. Un subconjunto no vacío S ⊂ R3 es una superficie regular si para todo
punto p de S existen un abierto U ⊂ R2, un entorno V de p en S (con la topología relativa
de S ⊂ R3) y una aplicación X : U → R3, tales que

5



6 Capítulo 1. Preliminares y las ecuaciones de movimiento

1. X(U) = V es diferenciable en el sentido ordinario,

2. X : U → R3 es un homeomorfismo y

3. para todo q ∈ U , la diferencial dXq : R2 → R3 es inyectiva.

Como hemos venido mencionando, las superficies con las que trabajaremos son conexas y
simplemente conexas. Para aclarar estos conceptos necesitamos la siguiente definición.

Definición 2. Un espacio X es disconexo si existen subconjuntos abiertos U, V ⊂ X tales
que:

1. U 6= ∅ y V 6= ∅,

2. U ∩ V = ∅,

3. U ∪ V = X.

Un espacio X es llamado conexo si no es disconexo [65], mientras que una superficie es
llamada simplemente conexa si toda curva cerrada en la superficie puede contraerse a un
punto sin salir de ella.

Es fácil ver que la conexidad y la conexidad simple no son lo mismo, la conexidad simple
implica conexidad pero no viceversa, en la Figura 1.1 podemos ver algunos ejemplos de
superficies conexas y simplemente conexas.

Otra definición que usaremos en el presente trabajo es la de espacio tangente.

Definición 3. El espacio tangente a un punto p de una superficie S, denotado por TpS,
es el conjunto de vectores tangentes al punto p de todas las curvas en S que pasan por p.

Notemos que el espacio tangente a la superficie K es un espacio vectorial de dimensión
dos. Como las superficies que ocupamos en este trabajo son curvadas, nos es de primer
interés definir qué es una curva parametrizada diferenciable.

Definición 4. Una curva parametrizada diferenciable es una aplicación diferenciable γ :
(a, b) → R3. Además diremos que es regular si γ′(t) 6= 0 para todo t ∈ I.

Sea Γ : U ⊂ R2 → S una parametrización de una superficie regular S. Si γ(t) =
Γ(u(t), v(t)) es una curva en una superficie parametrizada Γ, la longitud de arco partiendo
de un punto γ(t0) hasta γ(t) está dada por
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conexo y
simplemente conexo

no conexo y
no simplemente conexo

conexo y
no simplemente conexo

Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos conexos y/o simplemente conexos

s =

∫ t

t0

||γ′(u)||du.

Por la regla de la cadena, tenemos que γ′ = Γuu
′ + Γvv

′. Entonces

||γ′||2 = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2, (1.1)

donde
E = ||Γu||2, F = Γu · Γv, G = ||Γv||2. (1.2)

La forma cuadrática definida por la ecuación (1.1) se denomina Primera Forma Funda-
mental de la superficie y a las funciones definidas en (1.2) les denominamos coeficientes
de la Primera Forma Fundamental.

Dada una parametrización Γ : U ⊂ R2 → S de una superficie regular S, un vector normal
unitario a un punto de Γ(U) está dado por

~N =
Γu × Γv

||Γu × Γv||
.
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La expresión
e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2,

donde
e = ~N · Γuu, f = ~N · Γuv, g = ~N · Γvv, (1.3)

es llamada Segunda Forma Fundamental de Γ y denominamos a las funciones (1.3) como
coeficientes de la Segunda Forma Fundamental.

Una curva parametrizada γ es llamada arco-parametrizada si γ′(t) es un vector unitario para
todo t ∈ (a, b). Si γ(t) = Γ(u(t), v(t)) es una curva arco-parametrizada en una superficie
parametrizada Γ, entonces γ′ es un vector unitario tangente a Γ. Además, como Γ′ es
perpendicular al vector normal unitario ~N de Γ, se sigue que γ′ está parametrizado por la
longitud de arco. Por otro lado, γ′′ es perpendicular a γ′ y, por lo tanto, tenemos que γ′′

es una combinación lineal de ~N y ~N × γ′. Es decir,

γ′′ = κn
~N + κg

~N × γ′, (1.4)

donde los escalares κn y κg son conocidos como curvatura normal y curvatura geodésica
de γ respectivamente.

Por la ecuación (1.4), los vectores ~N y ~N × γ′ son perpendiculares a γ′′, por lo cual

κn = γ′′ · ~N, κg = γ′′ · ( ~N × γ′),

y
κ2 = ||γ′′||2 = κ2

n + κ2
g,

de donde se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1. Si γ(t) = Γ(u(t), v(t)) es una curva arco-parametrizada sobre una super-
ficie parametrizada Γ, entonces la curvatura normal está dada por

κn = e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2.

Sean FI =

(
E F
F G

)
y FII =

(
e f
f g

)
las matrices asociadas a las formas fundamen-

tales, donde E, F y G son los coeficientes de la Primera Forma Fundamental, mientras que
e, f y g son los coeficientes de la Segunda Forma Fundamental dados por (1.2) y (1.3),
respectivamente. Con ayuda de estas matrices definiremos las curvaturas principales de una
superficie parametrizada.
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Definición 5. Las curvaturas principales de una superficie parametrizada son las raíces de
la ecuación

det(FII − kFI) =

∣∣∣∣
e− kE f − kF
f − kF g − kG

∣∣∣∣ = 0, (1.5)

y son denotadas por κ1 y κ2.

Las curvaturas principales κ1 y κ2 nos sirven para calcular la curvatura gaussiana de la
superficie como se muestra a continuación.

Definición 6. Sean κ1 y κ2 las curvaturas principales de una superficie parametrizada.
Entonces la curvatura gaussiana de una superficie parametrizada es

K = κ1κ2.

Para efectos de este trabajo nos fijaremos en superficies tales que la curvatura gaussiana
es constante. Estas superficies cumplen con el Teorema de Isometría Local o Teorema de
Minding [66] que citaremos a continuación.

Teorema 1 (Minding). Una superficie diferenciable con curvatura constante K es local-
mente isométrica:

al plano si K = 0,

a la esfera si K > 0,

al hiperboloide si K < 0.

1.2. Distancias

Por el Teorema de Minding, una superficie S con curvatura K > 0 es isomorfa a la esfera
de radio R = K−1/2, la cual denotaremos como S2

K. Por otra parte, cuando K < 0 la
superficie es isomorfa al hiperboloide que denotaremos como H2

K [50].

Debido a las isometrías que tenemos para K > 0 y K < 0, encontrar la distancia entre
cualesquiera dos puntos sobre la superficie es equivalente a encontrar la distancia entre
cualesquiera dos puntos sobre la esfera o sobre el hiperboloide, según corresponda.

Para definir las ecuaciones de las superficies necesitamos extender las definiciones de los
productos vectoriales usuales. Sean a = (ax, ay, az) y b = (bx, by, bz) dos vectores sobre la
superficie, definimos su producto interno como
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x y

z

qiqj
dK(qi,qj)

θ

b b

b

Figura 1.2: Distancia entre dos puntos de la esfera

x y

Figura 1.3: Hiperboloide de dos hojas
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a� b = axbx + ayby + σazbz, (1.6)

y su producto cruz como

a⊗ b = (aybz − azby, azbx − axbz, σ (axby − aybx)) , (1.7)

donde σ es una función de signo

σ =

{
+1 para K > 0

−1 para K < 0.
(1.8)

Sea qi = (xi, yi, zi) un punto sobre la superficie con curvatura K, definimos el operador
gradiente de la forma

∇̃qi
= (∂xi

, ∂yi , σ∂zi).

Usando la notación anterior, la ecuación de la esfera y del hiperboloide de dos hojas es:

qi � qi = x2
i + y2i + σz2i = K−1, Kqi � qi = 1. (1.9)

Por la simetría del hiperboloide tomaremos la parte superior del hiperboloide, esto es para
valores positivos en la variable z.

Debido a que estamos en superficies curvadas, la distancia no es la misma a la que conoce-
mos. Empezaremos definiendo la distancia en superficies con curvatura K > 0 o la esfera
S2
K. Sabemos que la distancia entre dos puntos qi y qj de la esfera S2

K se encuentra dada
por la longitud de arco

d+(qi,qj) = Rθ = K−1/2θ,

donde θ es el ángulo formado por el origen y los puntos qi y qj (ver Figura 1.2). Usando
la definición del producto punto qi � qj = |qi| |qj | cos θ y el hecho de ser |qi| = |qj | = R,
obtenemos el valor de θ en términos de sus coordenadas

d+(qi,qj) = K−1/2 cos−1 (Kqi � qj) , para K > 0, (1.10)

donde d+(qi,qj) es el camino de mínima longitud que une dos puntos de la superficie dada
y que llamaremos línea geodésica. Por otro lado, para una superficie con curvatura K < 0,
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la distancia entre dos puntos en el hiperboloide se calcula de manera análoga al de la esfera.
Por lo tanto, para cualesquiera dos puntos en el hiperboloide la distancia está dada por

d−(qi,qj) = (−K)−1/2 cosh−1 (Kqi � qj) , para K < 0. (1.11)

Finalmente la distancia dK(qi,qj) en superficies con curvatura K es

dK(qi,qj) =





K−1/2 cos−1 (Kqi � qj) para K > 0

|qj − qi| para K = 0

(−K)−1/2 cosh−1 (Kqi � qj) para K < 0.

(1.12)

Notemos que las distancias (1.10) y (1.11) difieren de la euclidiana debido a las curvaturas
de la superficies. Por esta razón las funciones trigonométricas que conocemos en el plano
son distintas [8], éstas se definen como

cosK(x) =

{
cosK1/2x, K > 0

cosh(−K)1/2x, K < 0,
(1.13)

sinK(x) =

{
K−1/2 sinK1/2x, K > 0

(−K)−1/2 sinh(−K)1/2x, K < 0,
(1.14)

por lo que la identidad fundamental se convierte en

1 = K sin2
K x+ cos2K x, (1.15)

mientras que las funciones tangente y cotangente conservan su definición usual:

tan x =
sinK x

cosK x
, cot x =

cosK x

sinK x
.

Estas funciones trigonométricas serán de utilidad para calcular la función de fuerza que
definiremos en la siguiente sección. A continuación calcularemos las ecuaciones de movimien-
to del problema de los n cuerpos para así estudiar su dinámica en las superficies con cur-
vatura K.
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1.3. Ecuaciones de movimiento

Para estudiar el movimientos de los cuerpos en las superficies con curvatura K es conve-
niente partir desde su versión clásica, es decir en superficies con curvatura K = 0. Este
problema ha sido ampliamente estudiado [34, 49, 61] y deseamos generalizar toda la teoría
a superficies curvadas.

Supongamos que tenemos n cuerpos con masas puntuales m1, . . . , mn en la superficie,
donde sus posiciones son q = (q1, . . . ,qn) y deseamos estudiar la dinámica de los cuerpos
bajo la ley gravitatoria. Recordemos que para el estudio clásico de este problema se utilizan
las ecuaciones de Newton que definen el movimiento de los cuerpos en el espacio, las cuales
se expresan en términos de la energía cinética de los cuerpos y del potencial newtoniano.
Para nuestro estudio necesitamos extender este potencial clásico a superficies curvadas,
permitiéndonos construir las ecuaciones de movimiento en dichas superficies.

La idea de extender el potencial de Newton a otras superficies surge alrededor de 1835
cuando Nikolai Lobachevski propuso estudiar el problema de Kepler en el hiperboloide H2

[46]. Autores como Paul Joseph Serret, Ernest Scherin, Rudolph Lipschitz, Wilhelm Killing
y Heinrich Liebmann continuaron trabajando en el problema para n = 2 conocido como el
problema de Kepler sobre S2, H2, S3 y H3 [40, 44, 45, 55, 56, 57]. Desafortunadamente,
con el descubrimiento de la Teoría de la Relatividad General se discontinuó la investigación
de este problema. En 2006, se retomó el interés de extender el potencial a otras superficies
con el trabajo de J. Cariñena, M.F. Rañada y M. Santander [8].

No existe una forma única de extender el potencial gravitatorio a una superficie con cur-
vatura constante K, un ejemplo sencillo sería tomar la distancia euclideana de cualesquiera
dos puntos de la superficies curvada para después restringirla a la esfera o al hiperboloide.
Pero Shchepetilov en [61] demostró que el potencial cotangente UK es el único potencial
que cumple las mismas propiedades que el potencial de Newton en S3 y H3. Por lo tanto,
usando el potencial cotangente UK, el problema de Kepler escrito en forma Hamiltoniana
es una función armónica, es decir satisface la ecuación de Laplace. Este potencial tam-
bién satisface el Teorema de Bertrand, el cual establece que todas las órbitas acotadas del
problema de Kepler son periódicas [34].

Además, el potencial cotangente es continuo con respecto a la curvatura, lo cual nos
permite recuperar la ley de gravitación universal para K = 0. Es por estas propiedades
que elegiremos el potencial cotangente para construir las ecuaciones de movimiento en
superficies con curvatura constante K.

Sea q = (q1,q2, . . . ,qn) la configuración del sistema, donde la posición de cada uno de
los cuerpos se encuentra dado por los vectores qi = (xi, yi, zi). Definimos el potencial
cotangente para el problema de los n cuerpos como la función −UK(q) dada por
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UK (q) =
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

mimj cotK (dK(qi,qj)) . (1.16)

Como deseamos expresar la función cotK (dK(qi,qj)) en términos de las posiciones de los
cuerpos, usaremos las distancias (1.10) y (1.11) para obtener explícitamente las funciones
cosK (dK(qi,qj)) y sinK (dK(qi,qj)). Para la primera se tiene

cosK(dK(qi,qj)) = Kqi � qj.

Estamos definiendo un potencial en el espacio R3, por lo que necesitamos los términos√
Kqi � qi = 1 y

√
Kqj � qj = 1 en el denominador para obtener la forma Hamiltoniana

de las ecuaciones de movimiento al momento de calcular el gradiente del potencial ∇UK.
Debido a esto, reemplazamos el uno del denominador como sigue

cosK(dK(qi,qj)) =
Kqi � qj√

Kqi � qi

√
Kqj � qj

,

y usando las ecuaciones (1.13-1.15) calculamos sinK(dK(qi,qj)) en términos de la posición
de los cuerpos qi y qj . De manera similar a la ecuación anterior, obtenemos

sinK(dK(qi,qj)) = (σK)−1/2


σ − σ

(
Kqi � qj√

Kqi � qi

√
Kqj � qj

)2


1/2

,

por lo tanto la función cotK (dK(qi,qj)) es de la forma

cotK(dK(qi,qj)) =
(σK)1/2

Kqi�qj√
Kqi�qi

√
Kqj�qj

[
σ(Kqi�qi)(Kqj�qj)−σ(Kqi�qj)2

(Kqi�qi)(Kqj�qj)

]1/2 . (1.17)

Es importante enfatizar que usaremos la ecuación anterior para calcular las ecuaciones de
movimiento en superficies curvadas. La forma reducida de la expresión anterior es

cotK (dK(qi,qj)) =
(σK)1/2 (Kqi � qj)[

σ (Kqi � qi) (Kqj � qj)− σ (Kqi � qj)
2]1/2 .

Notemos que los términos Kqi � qi y Kqj � qj son iguales a uno pero el cálculo del
gradiente del potencial difiere si usamos la ecuación (1.17) o la forma reducida. Además, si
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los cuerpos están sobre la superficie curvada satisfacen la ecuación anterior, en cambio la
ecuación (1.17) nos permite trabajar con los cuerpos que se encuentran en R3. Finalmente,
el potencial cotangente es

UK (q) =
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

mimj (σK)1/2
(Kqi�qj)√

Kqi�qi

√
Kqj�qj

[
σ(Kqi�qi)(Kqj�qj)−σ(Kqi�qj)2

(Kqi�qi)(Kqj�qj)

]1/2 , (1.18)

que en su forma reducida es

UK (q) = 1
2

∑n
i=1

∑n
j=1,j 6=i

mimj(σK)1/2(Kqi�qj)

[σ−σ(Kqi�qj)2(Kqi�qi)(Kqj�qj)]
1/2 . (1.19)

Este es el potencial que rige el movimiento de los cuerpos en espacios curvados, lo usaremos
para calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange restringidas a la superficie con curvatura K
y con ellas las ecuaciones de movimiento.

1.3.1. Fórmula de Euler

A continuación veremos que el potencial UK(q) es una función homogénea, esto nos servirá
para construir las ecuaciones de movimiento. Para ello, usaremos la caracterización de las
funciones homogéneas dada por la fórmula de Euler.

Definición 7. Una función F : Rm → R es homogénea de grado α ∈ R si, para todo
η ∈ R\0 y q ∈ Rm, tenemos

F (ηq) = ηαF (q).

El matemático Leonhard Euler demostró el siguiente teorema respecto a las funciones ho-
mogéneas de grado α [11].

Teorema 2 (Fórmula de Euler). Decimos que F : Rm → R es una función homogénea de
grado α si y solo si

q · ∇F (q) = αF (q), ∀q ∈ R3.
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En nuestra notación, la fórmula de Euler se reescribe de la siguiente manera

q� ∇̃F (q) = αF (q).

Es fácil ver que el potencial cotangente UK(q) satisface la definición de función homogénea
de grado cero; es decir

UK (ηq) = UK (q) = η0UK (q) , ∀η 6= 0,

y por el Teorema 2 tenemos

q� ∇̃UK (q) = 0. (1.20)

Además podemos expresar el potencial UK(q) como la suma de los potenciales de cada uno
de los cuerpos

UK (q) =
1

2

n∑

i=1

U i
K (qi) ,

donde el potencial para el i-ésimo cuerpo es

U i
K (qi) =

n∑

j=1,j 6=i

mimj (σK)1/2
(Kqi�qj)√

Kqi�qi

√
Kqj�qj

σ
[
(Kqi�qi)(Kqj�qj)−σ(Kqi�qj)

2

(Kqi�qi)(Kqj�qj)

]1/2 , (1.21)

y en la que cada U i
K (qi) también es una función homogénea de grado cero. De manera

similar usaremos la fórmula de Euler para obtener

qi � ∇̃U i
K (qi) = 0. (1.22)

Si igualamos las ecuaciones (1.20) y (1.22), tenemos la siguiente relación

∇̃UK (q) = ∇̃U i
K (qi) ,

por lo que

qi � ∇̃UK (q) = 0,
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o bien

qi � ∇̃qi
UK (q) = 0, para i = 1, . . . , n. (1.23)

Esta última relación se usará en la siguiente subsección y será de gran utilidad para establecer
las ecuaciones de movimiento en superficies curvadas.

1.3.2. Las ecuaciones de movimiento

Calcularemos las ecuaciones de movimiento que rigen la dinámica de los n cuerpos sobre la
superficie curvada usando la formulación Lagrangiana [2] y haremos uso de las ecuaciones
de Euler-Lagrange con constricciones. El Lagrangiano del sistema se define como

LK (q, q̇) = TK (q, q̇) + UK (q) ,

donde UK(q) es la energía potencial definida en la ecuación (1.19) y TK (q, q̇) es la energía
cinética dada por

TK (q, q̇) =
1

2

n∑

i=1

m−1
i (q̇i � q̇i) (Kqi � qi) . (1.24)

De manera análoga al potencial UK, necesitamos el término Kqi � qi = 1 en la definición
de TK para obtener la formulación Hamiltoniana del problema.

Las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange con constric-
ciones [34] se describen como

d

dt

(
∂LK

∂q̇i

)
− ∂LK

∂qi
− λi

K (t)
∂fi
∂qi

= 0, i = 1, . . . , n, (1.25)

donde
fi = qi � qi −K−1,

es la función que mantiene al i-ésimo cuerpo sobre la superficie y λi
K es el multiplicador

de Lagrange para dicho cuerpo. Notemos que, si el cuerpo con masa mi está sobre la
superficie (esto es Kqi�qi = 1), entonces la función de constricción es cero y por lo tanto
q̇i � qi = 0. Calculando el primer término de la ecuación (1.25) y tomando en cuenta las
relaciones anteriores tenemos que
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d

dt

(
∂LK

∂q̇i

)
= miq̈i (Kqi � qi) + 2mi (Kq̇i � qi) = miq̈i, i = 1, . . . , n. (1.26)

En la ecuación anterior, la igualdad Kqi �qi = 1 no afecta el cálculo de las ecuaciones de
movimiento. Sin embargo, es primordial mantener Kqi�qi cuando derivamos con respecto
a la variable qi, lo cual nos permitirá hacer simplificaciones. Calculando el segundo término
de la ecuación (1.25) obtenemos

∂LK

∂qi
= miK (q̇i � q̇i)qi + ∇̃qi

UK (q) , i = 1, . . . , n. (1.27)

Derivando la función fi con respecto a qi y sustituyendo las ecuaciones anteriores en (1.25),
resulta que la ecuación (1.25) es de la forma

miq̈i −miK (q̇i � q̇i)qi − ∇̃qi
UK (q)− 2λi

K (t)qi = 0, i = 1, 2, . . . , n. (1.28)

Posteriormente, para obtener las ecuaciones de movimiento para el i-ésimo cuerpo necesita-
mos expresar el multiplicador de Lagrange en términos de la posición (qi) y de la velocidad
(q̇i). Para esto calculamos la segunda derivada de fi dada por

f̈i = 2q̇i � q̇i + 2 (qi � q̈i) .

Debido a que el cuerpo qi está sobre la superficie se cumple f̈ i = 0. Por lo tanto tenemos
la siguiente relación

qi � q̈i = −q̇i � q̇i. (1.29)

Por otro lado, calculamos el producto punto de qi con la ecuación (1.28) y, usando el hecho
de que qi � qi = K−1 tenemos

mi (qi � q̈i)−mi (q̇i � q̇i)− qi � ∇̃qi
UK (q)− 2K−1λi

K = 0. (1.30)

Trabajando con la relación (1.29) en el primer término y la ecuación (1.23) que obtuvimos
en la subsección anterior, la expresión (1.30) toma la forma

−2mi (q̇i � q̇i) = 2K−1λi
K.



Capítulo 1. Preliminares y las ecuaciones de movimiento 19

Hemos obtenido el valor del multiplicador de Lagrange en términos de qi y de q̇i

λi
K = −Kmi (q̇i � q̇i)qi.

Finalmente, la ecuación de movimiento (1.28) para el problema de los n cuerpos en una
superficie con curvatura K constante es

miq̈i = ∇̃qi
UK (q)−miK (q̇i � q̇i)qi, i = 1, . . . , n, (1.31)

donde el gradiente con respecto al cuerpo qi se obtiene de la ecuación (1.21), y se encuentra
dado por

∇̃qi
UK (q) =

n∑

j=1,j 6=i

mimj(σK)1/2
(
σKqj−σ

K2qi�qj
Kqi�qi

qi

)

√
Kqi�qi

√
Kqj�qj

[
σ − σ

(
(Kqi�qj)√

Kqi�qi

√
Kqj�qj

)2
]3/2 , i = 1, . . . , n, (1.32)

o bien, en su forma reducida

∇̃qi
UK (q) =

∑

1≤i<j≤n

mimj (σK)3/2 [qj − (Kqi � qj)qi][
σ − σ (Kqi � qj)

2]3/2 , i = 1, . . . , n. (1.33)

En general se utilizará la forma (1.32) del gradiente, pues con ella podemos hacer uso de la
homogeneidad de la función. Cuando esto no sea necesario emplearemos la forma reducida
(1.33).

q̈i =
n∑

j=1,j 6=i

mj (σK)3/2 [qj − (Kqi � qj)qi]

[σ − σ(Kqi � qj)2]3/2
− (Kq̇i � q̇i)qi, i = 1, . . . , n. (1.34)

Así, a través de la formulación Lagrangiana, hemos obtenido el sistema de ecuaciones que de-
scriben el movimiento de los n cuerpos en superficies curvadas, con masas m1, m2, . . . , mn.
A continuación obtendremos la formulación Hamiltoniana de las mismas para reducir el or-
den del sistema de ecuaciones diferenciales.
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1.3.3. Formulación Hamiltoniana

La formulación Hamiltoniana sigue un enfoque similar a la Lagrangiana. La diferencia con-
siste en que el Hamiltoniano reduce a primer orden el sistema de ecuaciones (1.34). Las
ecuaciones de movimiento se escriben en función de un Hamiltoniano que depende de la
posición q y del momento p = q̇ de los cuerpos, y vienen dadas por

ṗi = −∂HK

∂qi

,

q̇i =
∂HK

∂pi
,

la función Hamiltoniana es la resta de la energía cinética TK y la energía potencial UK

dadas por (1.24) y (1.19), respectivamente:

HK(q,p) = TK(q,p)− UK(q,p). (1.35)

El sistema diferencial de primer orden se encuentra dado por




q̇i = m−1
i pi,

ṗi =

n∑

j=1,j 6=i

mimj (σK)3/2 [qj − (Kqi � qj)qi][
σ − σ (Kqi � qj)

2]3/2 −m−1
i K (pi � pi)qi,

qi � qi = K−1, qi � pi = 0, para i = 1, . . . , n.

(1.36)

Recordemos que el movimiento de los cuerpos se da sobre una superficie con curvatura K
constante; es decir (q,p) ∈ T∗(M2

K)
n donde T∗(M2

K)
n es el espacio fase de M2

K que se
define como

M2
K =

{
(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + σz2 = K−1

}
.

Además las ecuaciones qi � qi = K−1 y qi � pi = 0 mantienen los cuerpos sobre la
superficie y nos muestra que la posición de los vectores y su momento son ortogonales
para cada uno de los cuerpos. Notemos el sistema de 6N dimensiones se reduce a 4N
dimensiones.

En particular, denotamos las superficies con curvatura positiva como M2
+ = S2

K y para
superficies con curvatura negativa M2

− = HK. Dado que qi = (xi, yi, zi), las ecuaciones de
movimiento en términos de sus coordenadas se pueden escribir como
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



miẍi =
∂UK

∂xi
− σmiK (ẋ2

i + ẏ2i + σż2i ) xi,

miÿi =
∂UK

∂yi
− σmiK (ẋ2

i + ẏ2i + σż2i ) yi,

miz̈i =
∂UK

∂zi
− σmiK (ẋ2

i + ẏ2i + σż2i ) zi,

x2
i + y2i + σz2i = K−1,

xiẋi + yiẏi + σziżi = 0, para i = 1, . . . , n,

(1.37)

con los respectivos gradientes





ẍi =
n∑

j=1,j 6=i

mj |σK|3/2 [xj −K (xixj + yiyj + σzizj)xi][
σ − σK (xixj + yiyj + σzizj)

2]3/2 −K
(
ẋ2
i + ẏ2i + σż2i

)
xi,

ÿi =
n∑

j=1,j 6=i

mj |σK|3/2 [yj −K (xixj + yiyj + σzizj) yi][
σ − σK (xixj + yiyj + σzizj)

2]3/2 −K
(
ẋ2
i + ẏ2i + σż2i

)
yi,

z̈i =
n∑

j=1,j 6=i

mj |σK|3/2 [zj −K (xixj + yiyj + σzizj) zi][
σ − σK (xixj + yiyj + σzizj)

2]3/2 −K
(
ẋ2
i + ẏ2i + σż2i

)
zi,

x2
i + y2i + σz2i = K−1, xiẋi + yiẏi + σziżi = 0, para i = 1, . . . , n.

(1.38)

Notemos que el sistema de ecuaciones es bastante complejo, por lo que estamos interesados
en encontrar “constantes” o primeras integrales que nos permitan reducir el sistema.

1.3.4. Primeras integrales

En esta subsección determinaremos las primeras integrales de las ecuaciones de movimiento,
estas integrales juegan un papel importante en la Teoría de Ecuaciones Diferenciales ya que
nos permiten reducir el orden del sistema de ecuaciones. En el problema de los n cuerpos
en el espacio euclideano (K=0) sabemos que existen diez primeras integrales [68]. Una de
las primeras integrales de nuestro problema es la energía del sistema y está dada por el
Hamiltoniano.

H(q,p) = h, (1.39)

donde h es una constante de energía. Para comprobar este hecho hacemos el producto
punto de las ecuaciones (1.31) con q̇i
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n∑

i

miq̈i � q̇i = ∇̃qi
UK(q)� q̇i −

n∑

i

miK(q̇i � q̇i)qi � q̇i =
d

dt
UK(q(t)), (1.40)

integrando el primer término y último término de la ecuación anterior, obtenemos la integral
de energía (1.39).

Por otro lado definimos el momento angular como

n∑

i=1

qi ⊗ pi = c, (1.41)

donde c es un vector constante. La integral anterior se sigue de integrar la ecuación (1.40)
formada por el primer término de la ecuación (1.39) y el último de la ecuación (1.41)

n∑

i=1

miq̈i ⊗ qi =

n∑

i=1

n∑

j=1

mimj (σK)3/2 qi ⊗ qj

[σ − σ(Kqi � qj)2]3/2

−
n∑

i=1

[
n∑

j=1

mimj (σK)3/2 (qi � qj)

[σ − σ(Kqi � qj)2]3/2
−miK(q̇i � q̇i)

]
qi ⊗ qi

= 0.

Esta ecuación también se obtiene al realizar el producto cruz de qi con las ecuación de
movimiento(1.34). Notemos, en término de las componentes se tienen tres integrales en el
momento angular:

n∑

i=1

mi (yiżi − ẏizi) = czz, (1.42)

n∑

i=1

mi (xiżi − ẋizi) = cxz, (1.43)

n∑

i=1

mi (xiẏi − ẋiyi) = cxy. (1.44)

Por lo tanto, por las integrales de movimiento la dimensión del espacio fase de nuestro
problema se reduce a 4N − 4.
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1.3.5. Singularidades

En esta subsección analizaremos las singularidades de las ecuaciones de movimiento gener-
adas por el denominador del primer término de la ecuación (1.34). A los ceros en el denom-
inador los llamamos singularidades y estos surgen por la elección del potencial cotangente
UK. El término que contiene la ecuación (1.21) se indetermina cuando (Kqi � qj)

2 = 1,
o bien cuando

Kqi � qj = 1, Kqi � qj = −1, para algún i, j ∈ {1, 2, . . . , n},

o

K (xixj + yiyj + σzizj) = 1, K (xixj + yiyj + σzizj) = −1. (1.45)

Analizaremos las singularidades de la esfera y del hiperboloide por separado. Sean qi,qj ∈
R3 dos cuerpos sobre la superficie curvada donde qi = (xi, yi, zi). Para hallar las posi-
ciones que indeterminan las ecuaciones de movimiento en la esfera S2

K, debemos encontrar
la relación entre qi y qj usando las ecuaciones (1.45). Tomando la primera restricción
K (xixj + yiyj + zizj) = 1 y el hecho de que K(x2

i + y2i + z2i ) = 1 = K(x2
j + y2j + z2j )

tenemos
(xixj + yiyj + zizj)

2 = (x2
i + y2i + z2i )(x

2
j + y2j + z2j ).

La ecuación anterior es un caso especial en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, donde la
igualdad se tiene si qi y qj son proporcionales. Así, existe una constante τ 6= 0 tal que
xi = τxj , yi = τyj y zi = τzj .

Sustituyendo esto en la ecuación (1.45) y usando el hecho de que K(x2
i + y2i + z2i ) = 1

hallamos τ = 1, teniendo así xi = xj , yi = yj y zi = zj . Por lo tanto los cuerpos con masas
mi y mj colisionan como se muestra en la Figura 1.4 (a).

Para encontrar la otra singularidad el procedimiento es similar al anterior. Tomando la se-
gunda restricción K (xixj + yiyj + zizj) = −1 hallamos el valor de τ = −1. Las relaciones
entre las posiciones de los cuerpos son xi = −xj , yi = −yj y zi = −zj , y por lo tanto los
cuerpos con masas qi y qj son antipodales como se muestra en la Figura 1.4(b).



24 Capítulo 1. Preliminares y las ecuaciones de movimiento

x y

z

b b
qj = qi

(a) (b)

x y

z

b

b

qi

qj

Figura 1.4: Singularidades en la esfera

Hemos obtenido todas las singularidades para la esfera. Ahora, para las superficies con
curvatura constante K < 0 las singularidades del sistema ocurren cuando los cuerpos
satisfacen las ecuaciones (1.45). Reescribiéndolas, tenemos

xixj + yiyj −K−1 = zizj , xixj + yiyj +K−1 = zizj . (1.46)

Para la primera tenemos que cualesquiera dos cuerpos qi,qj ∈ H2
K satisfacen

K(x2
i + y2i − z2i ) = −1, K(x2

j + y2j − z2j ) = −1.

Reformulando las ecuaciones anteriores se sigue que

x2
i + y2i +K−1 = z2i , x2

j + y2j +K−1 = z2j ,

y, por lo tanto,

(
xixj + yiyj +K−1

)2
= (x2

i + y2i +K−1)(x2
j + y2j +K−1),

o bien, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(xi − τxj)
2 + (yi − τyj)

2 = 0.
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Figura 1.5: Singularidad en el hiperboloide

El valor de τ es 1, por lo que las relaciones entre las coordenadas de los cuerpos son xi = xj ,
yi = yj y zi = zj . Así, los cuerpos qi, qj colisionan en el hiperboloide como se muestra en
la Figura 1.5.

Para la segunda restricción (1.46), los cuerpos qi,qj satisfacen

K(x2
i + y2i − z2i ) = 1, K(x2

j + y2j − z2j ) = 1.

Reescribiendo, tenemos

x2
i + y2i = z2i −K−1, x2

j + y2j = z2j −K−1.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se satisface

(xixj + yiyj)
2 ≤ (x2

i + y2i )(x
2
j + y2j ),

o bien,

(
zizj +K−1

)2
=
(
z2i +K−1 −

(
z2j −K−1

))
,

obteniendo finalmente

(zi + zj)
2 ≤ 0.

La relación anterior se cumple si y solo si zi = −zj . Pero el valor de las coordenadas zi
y zj es positivo, por lo que con la condición xixj + yiyj = K−1 + zizj no obtenemos
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singularidades en el hiperboloide.

En resumen, para configuraciones que involucran colisiones (en S2
K y H2

K) o configura-
ciones donde los cuerpos son antipodales (solo en S2

K), las ecuaciones de movimiento se
indeterminan.

En conclusión, obtuvimos las ecuaciones de movimiento para el problema de los n cuer-
pos en una superficie con curvatura constante; calculamos sus primeras integrales y las
configuraciones donde el potencial UK se indetermina. En el siguiente capítulo usaremos
estas ecuaciones para estudiar el movimiento de los n cuerpos en superficies con curvatura
constante.

1.4. Equilibrios relativos y soluciones homográficas

Ya hemos establecido las ecuaciones de movimiento para superficies con curvatura K con-
stante. El objetivo de este trabajo es estudiar los equilibrios relativos y las soluciones ho-
mográficas en superficies con curvatura K > 0 y K < 0. Para ello empezaremos definiendo
ambos conceptos.

Definición 8. Un equilibrio relativo es una solución de las ecuaciones de movimiento
(1.38) donde la distancia mutua (1.12) entre las masas permanece constante durante todo
el movimiento.

Los equilibrios relativos varían dependiendo del valor de la curvatura de la superficie, por
lo que estudiaremos estas soluciones en superficies con curvatura positiva y negativa por
separado.

Por otro lado, definiremos las soluciones homográficas para el problema de los n cuerpos
en superficies curvadas como sigue

Definición 9. Una solución homográfica es una solución de las ecuaciones de movimiento
(1.38) donde la forma de la configuración nunca cambia para cualquier tiempo t.

En la definición anterior es preciso aclarar lo que queremos decir con “la forma de la con-
figuración nunca cambia”. Por ejemplo, para el caso de las soluciones homográficas de
Lagrange, la definición anterior implica que la distancia (medida sobre la respectiva línea
geodésica que contiene a cualesquiera par de cuerpos) es la mismma para todo tiempo t.
Dado que estamos trabajando en espacios con curvatura constante, no necesariamente las
configuraciones en cada instante permanecerán congruentes debido a que los ángulos entre
las aristas que forman las masas no se mantiene constante.
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El significa de la palabra homográfico no corresponde al movimiento de los cuerpos en las
superficies curvadas. El origen de homográficas proviene de la raíz etimológica griega homos
(igual) y g raphos (lo que está escrito). Para el caso de curvatura cero, correspondiente al
problema cásico newtoniano, esto se ha entendido como que las configuraciones en las
soluciones homográficas son congruentes para todo tiempo t [1], [68]. Por esta razón F.
Diacu [19] introduce el término de órbitas rotopulsadoras, argumentando que con este
concepto es claro diferenciar si se está trabajando con las órbitas homográficas en superficies
con curvatura cero o bien en superficies con curvatura distinta de cero.

A partir de este escrito otros autores como S. Kordlou, P. Tibboel y B. Thorn han utilizado
el nombre de órbitas rotopulsadoras en varios de sus artículos [19],[20],[63]. Los autores
introducieron este nuevo término “rotopulsadores” para extender el concepto de soluciones
homográficas en superficies curvadas, es decir que las soluciones admitan expansiones,
contracciones y rotaciones en las mismas.

Recordemos que el estudio de este tipo de órbitas en espacios curvados es resiente, el cual
inició con los autores Diacu F., Pérez-Chavela E. y Santoprete M. en su artículo ‘ ‘The
N -body problem in spaces of constant curvature” [25] y posteriormente continuaron otros
estudios usando el término de órbitas homográficas [13],[15],[16],[18],[22],[23],[25],[26].
Aunque para las superficies con curvatura K constante distinta de cero el término de
soluciones homográficas puede no ser el más apropiado para varias autores, nosotros man-
tendremos este nombre con el objetivo de que los lectores comprendan y reconozcan que
estamos extendiendo el estudio de las órbitas, que conocemos en el espacio euclideano,
sobre las superficies curvadas. Por lo tanto, “nuestras” soluciones homográficas y las solu-
ciones rotopulsadoras que aparecen en la literatura corresponden exáctamente al mismo
concepto.

De manera similar a los equilibrios relativos, las soluciones homográficas no son necesaria-
mente las mismas para ambas superficies, por lo tanto necesitamos hacer el análisis para
superficies con curvatura K > 0 y para K < 0.
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CAPÍTULO 2

EQUILIBRIOS RELATIVOS EN S2K

En el capítulo anterior definimos los equilibrios relativos para cualquier superficie, en este
capítulo supondremos que los cuerpos están sobre la esfera. En consecuencia para superficies
con curvatura K > 0, los equilibrios son aquellas soluciones del sistema de ecuaciones (1.37)
que permanecen invariantes ante cualquier isometría.

Recordemos que una isometría es un mapeo que preserva la distancia entre cualesquiera
dos puntos de la superficie. La esfera tiene un grupo de transformaciones tales que preserva
la métrica o la distancia, el grupo de rotaciones SO(3). Por otro lado, el Teorema del Eje
Principal de Euler establece que cualquier rotación en la esfera se puede expresar como una
rotación alrededor de un única dirección o eje de rotación [3]. Este teorema nos permite
fijar un eje de rotación, que sin pérdida de generalidad supondremos que es el eje z. Por lo
que estudiaremos aquellas configuraciones que giran alrededor del eje z.

Como los cuerpos se pueden localizar en cualquier parte de la esfera, estudiaremos una
familia particular de equilibrios relativos, para esto vamos a trabajar primeramente con con-
figuraciones donde restringiremos la posición de los cuerpos. Para las soluciones poligonales
estudiaremos aquellas configuraciones donde los cuerpos están en el mismo plano ortogonal
al eje de rotación situados en un polígono regular.

Daremos una definición formal de los puntos fijos del sistema y usaremos el hecho de que si
la configuración del sistema es un polígono regular y las masas de los cuerpos son iguales,
entonces la configuración es un punto fijo. Esto nos permitirá encontrar las condiciones
necesarias para la existencia de la familia de equilibrios relativos en la esfera S2

K.

29
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Además, para los equilibrios relativos obtendremos una relación entre las masas y la veloci-
dad angular de los cuerpos. Por último, para n = 3 daremos las condiciones necesarias para
la existencia de la familia de soluciones particulares.

Sea {G (A(t))} la familia de todas las rotaciones de S2
K compuesta por subgrupos de un

parámetro SO(3). Si A(t) es una matriz de rotación, entonces A(t) es de la forma:

A(t) =




cosωt sinωt 0
− sinωt cosωt 0

0 0 1


 . (2.1)

De acuerdo a la definición 8 y el Teorema del Eje Principal de Euler podemos definir
formalmente los equilibrios relativos para las superficies con curvatura K > 0.

Definición 10. Un equilibrio relativo en S2
K es una solución q(t) de las ecuaciones de

movimiento (1.34) invariante bajo el grupo de rotaciones G (A(t)). Es decir, para g(t) ∈
G(A(t)), la función w (t) = g(t)q (t) es una solución del sistema de ecuaciones (1.34).

Como mencionamos anteriormente, estudiaremos una familia particular de equilibrios re-
lativos, donde los cuerpos están en un mismo plano ortogonal al eje de rotación. Así, las
soluciones qi = (xi, yi, zi) son de la forma

xi = r cos (ωt+ αi) , yi = r sin (ωt+ αi) , zi = z, (2.2)

donde z es una constante, ω es la velocidad angular y el ángulo αi determina la posición
inicial del i-ésimo cuerpo.

Los puntos fijos son las soluciones más inmediatas del sistema de ecuaciones (1.34) y
estamos interesados en saber si dichos puntos son equilibrios relativos.

Definición 11. La solución del sistema (1.36) es un punto fijo si

∇̃qi
UK (q (t)) = 0, y pi (t) = 0, ∀t ∈ R, para i = 1, . . . , n. (2.3)

Los autores F. Diacu, E. Pérez-Chavela y M. Santoprete encontraron algunas familias de
puntos fijos (para mayor detalle ver [25]). A continuación citamos su resultado.

Teorema 3. Para el problema de los n cuerpos en S2
K, donde las masas son iguales y el

número de cuerpos es impar, supongamos que los cuerpos forman un polígono regular y
este, está inscrito en cualquier geodésica de la esfera. Entonces la configuración es un punto
fijo.
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Figura 2.1: El pentágono inscrito en el círculo geodésico es un punto fijo.

En consecuencia, cualquier polígono regular inscrito en una geodésica de la esfera S2
K es

un punto fijo del sistema como se puede apreciar en la Figura 2.1 para n = 5. Del teorema
anterior se sigue el siguiente resultado.

Corolario 1. Considere un número impar de cuerpos con masas iguales inscritos en un
círculo máximo de la esfera S2

K donde la configuración es un poígono regular, supongamos
que la solución generada para estas condiciones iniciales permanece invariante para cualquier
tiempo t. Entonces esta solución satisface ∇qi

UK(q(t)) = 0 con i = 1, . . . , n, para todo
t ∈ R.

A continuación mostraremos que los puntos fijos sobre las geodésicas de la esfera pueden
generar equilibrios relativos.

Teorema 4. Supongamos que para el problema de los n cuerpos en S2
K, donde las masas

de los cuerpos son iguales con n impar, los cuerpos están posicionados en el círculo máximo
formando un polígono regular. Entonces el polígono regular es un equilibrio relativo para
cualquier velocidad angular ω 6= 0.

Demostración.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que el polígono regular de n lados se encuentra en
el ecuador (en z = 0). Por el Teorema anterior sabemos que el polígono regular con n impar
es un punto fijo. En consecuencia las coordenadas para el i-ésimo cuerpo qi = (xi, yi, 0)
están dadas por
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xi = K−1/2 cos(ωt+ αi), yi = K−1/2 sin(ωt+ αi), (2.4)

donde αi = 2iπ/n. Como el polígono regular de n lados es un punto fijo se sigue que
∇̃qi

UK(q(t)) = 0 para cualquier t ∈ R. Usando la ecuación anterior y la solución q en el
tiempo t = 0 con ω 6= 0 concluimos que las ecuaciones de movimiento (1.37) se reducen a

{
ẍi = −K (ẋ2

i + ẏ2i )xi, i = 1, . . . , n,

ÿi = −K (ẋ2
i + ẏ2i ) yi, i = 1, . . . , n.

(2.5)

Calculando la primera y segunda derivada de (2.4) obtenemos

ẋi = −K−1/2ω sin(ωt+ αi),

ẍi = −K−1/2ω2 cos (ωt+ αi) ,

ẏi = K−1/2ω cos(ωt+ αi),

ÿi = −K−1/2ω2 sin (ωt+ αi) .

Además, observemos que

ẋ2
i + ẏ2i = K−1ω2.

Reescribiendo las segundas derivadas de las coordenadas xi, yi y usando la ecuación anterior
se sigue que las soluciones (2.4) satisfacen el sistema de ecuaciones de movimiento (2.5).

Así, hemos mostrado que la configuración q dada por (2.4) satisface las ecuaciones de
movimiento (1.37), esto significa que es un equilibrio relativo. �

Ya demostramos que si los cuerpos forman un polígono regular con n impar en el círculo
máximo y además las masas de los cuerpos son iguales, entonces al rotar la configuración
obtenemos un equilibrio relativo. El siguiente resultado nos muestra la relación entre los
equilibrios relativos y la velocidad angular de los cuerpos ω.

Teorema 5. Para el problema de los n cuerpos con masas iguales en S2
K, supongamos

que los cuerpos están en los vértices del polígono regular de n lados ortogonal al eje z.
Entonces, existen un valor positivo y un valor negativo de ω que generan equilibrios relativos,
exceptuando el caso para n par en z = 0.

Demostración.

La demostración se dividirá en dos casos: (i) cuando n es impar y (ii) cuando n es par.

Caso (i)
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Figura 2.2: Un ejemplo del etiquetado para el polígono regular n = 5.

Para simplificar la notación, etiquetaremos a cada uno de los cuerpos como qi, donde
i = −s, . . . ,−1, 0, 1, . . . , s−1, s. En la Figura 2.2 (a) se muestra un ejemplo del etiquetado
para el pentágono.

Además, los cuerpos están en los vértices de un polígono regular de n lados, por lo que el
valor de αi es

αi =
2π

2s+ 1
i, ∀i = −s, . . . , s.

Por hipótesis, las masas de los n cuerpos son iguales y, sin pérdida de generalidad, haremos
K = 1. Sustituimos en las ecuaciones de movimiento (1.38), con 2s+1 = n, una solución
de la forma qi = (xi, yi, zi), donde

xi = ri cos(ωt+ αi), yi = ri sin(ωt+ αi), zi = ±(1− r2i )
1/2. (2.6)

Consideremos el cuerpo de la posición q0. Realizando un poco de álgebra, obtenemos la
ecuación correspondiente a la coordenada z0.

s∑

j=−s,j 6=0

m(z − k0jz)

(1− k2
0j)

3/2
− r2ω2z = 0,
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donde k0j = x0xj + y0yj + z0zj = cosαj − z2 cosαj + z2. Para evitar perdernos en los
cálculos de las ecuaciones, supondremos que K = 1. Usando la paridad de la función coseno
k0(−j) = k0j y el hecho de que r2 + z2 = 1, la ecuación anterior es

s∑

j=1

2(1− cosαj)

(1− k2
0j)

3/2
=

ω2

m
. (2.7)

Para obtener las ecuaciones correspondientes a x0 y y0 se realiza el mismo procedimiento.

Sustituyendo (2.7) en la primera ecuación del sistema (1.38), se sigue que

(r2 − 1)ω2 cosωt =
s∑

j=−s,j 6=0

m[cos(ωt+ αj)− k0j cosωt]

(1− k2
0j)

3/2
.

Haciendo algunos cálculos sencillos, concluimos que

ω2

m
=

s∑

j=1

2

(1− cosαj)1/2(1− z2)3/2[2− (1− cosαj)(1− z2)]3/2
.

Hemos demostrado la ida, ahora probemos el regreso. Notemos que el lado derecho de la
ecuación anterior es positivo para cualquier valor fijo de z ∈ (−1, 1). Por lo tanto, existen
un valor positivo y uno negativo de ω que satisfacen la ecuación anterior.

En conclusión, el polígono regular con un número impar de cuerpos es un equilibrio relativo.

Caso (ii)

De manera similar al caso anterior, etiquetaremos los cuerpos como qi donde i = −s +
1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , s− 1, s. Un ejemplo del etiquetado para el hexágono se muestra en la
Figura 2.3 (b).

La posición de los cuerpos en un polígono regular con n par está determinado por el valor
de

αi =
2π

s
i, ∀i = −s+ 1, . . . , s− 1, s.

Sin pérdida de generalidad, sustituimos una solución de la forma (2.6) en las ecuaciones de
movimiento (1.38), donde s = n/2. Análogamente al caso impar, usaremos las ecuaciones
correspondientes para el cuerpo q0.
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Figura 2.3: Un ejemplo del etiquetado para el polígono regular n = 6,

De nuevo, utilizaremos la paridad de la función coseno para obtener la ecuación correspon-
diente a la coordenada z0:

s−1∑

j=1

2(1− cosαj)

(1− k2
0j)

3/2
+

2

(1− k2
0s)

3/2
=

ω2

m
.

Haciendo un poco de álgebra y el hecho de que sinαj = − sinα−j, obtenemos la ecuación
correspondiente a la coordenada x0, con esta ecuación tenemos la relación entre la velocidad
angular y la masa.

ω2

m
=

1

4z2|z|(1− z2)3/2

+

s−1∑

j=1

2

(1− cosαj)1/2(1− z2)3/2[2− (1− cosαj)(1− z2)]3/2
.

Notemos que el lado izquierdo de la ecuación anterior es positivo para cualquier valor de
z ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Así, existen un valor positivo y uno negativo de ω que satisfacen la
ecuación anterior.
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Figura 2.4: Equilibrios relativos Lagrangianos

Recordemos que estamos quitando el polígono regular en el ecuador, debido a que los puntos
del polígono son antipodales por ser n par y generan singularidades en las ecuaciones de
movimiento.

Así, hemos mostrado que el polígono regular de n lados inscrito en S2
K es un equilibrio

relativo, excepto para n par en el ecuador. �

A continuación estudiaremos dos tipos de soluciones para tres cuerpos en la esfera, las
soluciones Lagrangianas y las soluciones Eulerianas.

2.1. Equilibrios relativos Lagrangianos

En 1772, en su libro “Essay on the three-body problem” , el matemático y físico francés
Joseph Lagrange estudió el problema de los tres cuerpos con masas m1, m2 y m3 donde cada
uno está en los vértices de un triángulo equilátero. En un principio su trabajo fue teórico,
hasta que en el año de 1906, el astrónomo alemán Max Wolf descubrió una configuración
triangular que satisface las condiciones que Lagrange encontró. Una prueba de ello, son
los asteroides 588 y el 617 y, junto con el planeta Tierra y el Sol forman un triángulo
equilátero respectivamente. Estos trabajos se realizaron en el espacio euclideano, por lo que
en esta sección buscaremos este tipo de configuraciones y las condiciones para la existencia
de equilibrios relativos en superficies con curvatura constante.

Para el estudio de la familia de equilibrios relativos Lagrangianos, reescribiremos las ecua-
ciones de movimiento (1.34) para tres cuerpos en la esfera S2

K.
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q̈i =

3∑

j=1,j 6=i

mjK
3/2[qj − (Kqi � qj)qi]

[1− (Kqi � qj)2]3/2
− (Kq̇i � q̇i)qi, i = 1, 2, 3. (2.8)

En esta y la siguiente sección estudiaremos las soluciones particulares de equilibrios relativos
para n = 3, es decir para el problema de los tres cuerpos sobre S2

K. Comenzaremos con
el caso poligonal para n = 3, o bien para las soluciones Lagrangianas que definimos a
continuación.

Definición 12. Una solución q(t) de las ecuaciones (2.8) es una solución Lagrangiana si
las distancias geodésicas entre los tres cuerpos son iguales para cualquier tiempo t.

Por la definición 10, se sigue la definición formal para los equilibrios relativos Lagrangianos
en la esfera.

Definición 13. Una solución Lagrangiana de las ecuaciones de movimiento (2.8) se le
denomina equilibrio relativo Lagrangiano si la solución es invariante bajo la familia de
rotaciones {G(A(t))}, donde

A(t) =




cosαt − sinαt 0
sinαt cosαt 0
0 0 1


 . (2.9)

Recordemos que en este capítulo estamos estudiando una familia particular de configura-
ciones, los cuerpos se encuentran en el mismo plano ortogonal al eje z (ver Figura 2.4).
Debido a esto, los cuerpos de las soluciones Lagrangianas para el problema curvado de los
tres cuerpos están posicionados en los vértices de un triángulo equilátero. La configuración
del sistema se encuentra dado por:

q = (q1,q2,q3) , con qi = (xi, yi, zi) , i = 1, 2, 3.

x1 = r1 cosωt, y1 = r1 sinωt, z1 = z,

x2 = r2 cos (ωt+ 2π/3) , y2 = r2 sin (ωt+ 2π/3) , z2 = z,

x3 = r3 cos (ωt+ 4π/3) , y3 = r3 sin (ωt+ 4π/3) , z3 = z.

(2.10)

donde z =
√
K−1 − r2, la velocidad angular ω y el radio r := r1 = r2 = r3 no varían

con respecto al tiempo. El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema 5 para tres
cuerpos.
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Figura 2.5: a) Gráfica de la función f(z) con K = 1, b) equilibrios relativos correspondientes
a cada una de las líneas.

Corolario 2. Consideremos el problema de los tres cuerpos en la esfera con masas iguales
m := m1 = m2 = m3. Entonces, para cualquier valor de z ∈

(
−K−1/2,K−1/2

)
existen un

valor positivo y uno negativo de ω que generan equilibrios relativos Lagrangianos.
Además, si ω2/m ∈

(
8K3/2/

√
3,∞

)
∪
{
3K3/2

}
, existen dos valores de z que generan

equilibrios relativos Lagrangianos; si ω2/m = 8K3/2/
√
3, existen tres valores de z que

generan equilibrios relativos Lagrangianos y finalmente si ω2/m ∈
(
3K3/2, 8K3/2/

√
3
)
,

existen cuatro valores de z que generan equilibrios relativos Lagrangianos.

Demostración.

Usando el Teorema 5 para n = 3 mostramos la primera parte del resultado. Para demostrar
la segunda parte, usaremos la siguiente relación

Kqi � qj = 1− 3Kr2

2
, para i, j = 1, 2, 3.

Calculando las derivadas de las ecuaciones (2.10) y sustituyéndolas en el sistema (2.8)
obtenemos

ω2

m
=

8K3/2

√
3r3(4K− 3K2r2)3/2

.
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En términos de z = (K−1 − r2)1/2, la ecuación anterior es de la forma

ω2

m
=

8K3/2

√
3(1 + 2Kz2 − 3K2z4)3/2

.

Notemos que para cualquier valor de z ∈ (−K−1/2,K−1/2) existe un equilibrio relativo
Lagrangiano. A continuación estudiaremos la relación entre la velocidad angular ω y la
masa m. Sea

f(z) =
8K3/2

√
3(1 + 2Kz2 − 3K2z4)3/2

.

Observemos que la función f(z) es positiva en el intervalo z ∈ (−K−1/2,K−1/2) y tiende
al infinito cuando z → ±K−1/2. Además, valores muy pequeños de ω2/m no generan
equilibrios relativos Lagrangianos.

Por otro lado si la configuración se encuentra en el ecuador, es decir en el plano z = 0,
entonces se sigue la relación

ω2

m
=

8K3/2

√
3

.

La configuración es un equilibrio relativo Lagrangiano si se cumple la ecuación anterior.

En la Figura 2.5 graficamos la función f(z) para K = 1, notemos que existen dos valores
de z que satisfacen f(z) = 3 y para f(z) ∈ (8/

√
3,∞). Por otro lado para f(z) = 8/

√
3

existen tres valores de z y finalmente para la región f(z) ∈ [3, 8/
√
3] existen cuatro valores

de z. Además para valores muy pequeños de ω2/m, menores que tres, no existen equilibrios
relativos Lagrangianos.

Hemos mostrado los equilibrios relativos Lagrangianos para K = 1, para K 6= 0 el análisis
es similar. Con lo que queda terminada la demostración del teorema. �

El resultado anterior es de gran importancia ya que el valor de la relación entre la velocidad
angular ω y el valor de la masa m generan equilibrios relativos Lagrangianos en la esfera
S2
K.

En el siguiente resultado demostramos la relación de las masas de los cuerpos para la
existencia de equilibrios relativos Lagrangianos.
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Proposición 2. Para el problema de los tres cuerpos en S2
K, supongamos que los cuerpos

con masas m1, m2, m3 se encuentran inicialmente en los vértices de un triángulo equilátero
ortogonal al eje z. Entonces existen equilibrios relativos Lagrangianos si y solo si las masas
son iguales; es decir m1 = m2 = m3.

Demostración.

Para realizar la demostración, sustituimos las soluciones de la forma (2.10) en las ecuaciones
de movimiento (1.38). Las ecuaciones de movimiento para cada una de las coordenadas
son:

z̈1 = − z

3 + 9Kz2

[
3ω2

(
1 + 2Kz2 − 3K2z4

)
− 4

√
3K3/2 (m2 +m3)

(1 + 2Kz2 − 3K2z4)1/2

]
, (2.11)

z̈2 = − z

3 + 9Kz2

[
3ω2

(
1 + 2Kz2 − 3K2z4

)
− 4

√
3K3/2 (m1 +m3)

(1 + 2Kz2 − 3K2z4)1/2

]
, (2.12)

z̈3 = − z

3 + 9Kz2

[
3ω2

(
1 + 2Kz2 − 3K2z4

)
− 4

√
3K3/2 (m1 +m2)

(1 + 2Kz2 − 3K2z4)1/2

]
. (2.13)

Recordemos que la variable z := z1 = z2 = z3 es una constante, es decir z̈ = 0. Por lo
tanto, despejando (m2 +m3) de la ecuación (2.11) se sigue

(m2 +m3) =
3ω2 (1 + 2Kr2 − 3K2r4)

4
√
3K3/2

,

En conclusión, despejando los términos (m1 +m3) y (m1 +m2) de las ecuaciones (2.12)
y (2.13) respectivamente, obtenemos el siguiente sistema





m1 +m2 = γω2,

m2 +m3 = γω2,

m3 +m1 = γω2,

(2.14)
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donde γ =
√
3 (1 + 2Kz2 − 3K2z4) /4K3/2. Notemos que la única solución para el sistema

(2.14) es que se cumpla la siguiente expresión

m1 = m2 = m3 = γω2/2.

Por lo tanto, las masas de los cuerpos posicionados en un triángulo equilátero ortogonal
al eje z deben ser iguales para la existencia de equilibrios relativos Lagrangianos. Hemos
demostrado la ida.

La demostración del regreso es inmediata, suponemos que las masas son iguales m1 =
m2 = m3 y usando el Teorema 5 para n = 3 obtenemos la existencia de los equilibrios
relativos.

Por lo tanto, existen equilibrios relativos si las masas de los cuerpos son iguales. Recordemos
que los cuerpos están en el mismo plano ortogonal al eje z, de esto se sigue que las distancias
geodésicas son iguales. Hemos demostrado el Teorema. �

En el siguiente resultado encontramos la condiciones necesarias para que una solución
Lagrangiana dada, sea un equilibrio relativo Lagrangiano.

Teorema 6. Supongamos que tenemos tres cuerpos en S2
K con masas m1, m2 y m3 y

rotan en el mismo círculo ortogonal al eje z. Entonces existen soluciones Lagrangianas si
las masas son iguales; es decir m1 = m2 = m3.

Demostración.

Consideremos una solución Lagrangiana donde las masas de los tres cuerpos son m1, m2, y
m3 respectivamente, y supongamos que están en el mismo círculo; es decir r = r1 = r2 =
r3, por lo que la solución Lagrangiana es de la forma:

x1 = r cosωt, y1 = r sinωt, z1 =
(
K−1 − r2

)1/2
,

x2 = r cos (ωt+ a) , y2 = r sin (ωt+ a) , z2 =
(
K−1 − r2

)1/2
,

x3 = r cos (ωt+ b) , y3 = r sin (ωt+ b) , z3 =
(
K−1 − r2

)1/2
,

donde b > a > 0. Como los tres cuerpos forman un triángulo equilátero en el plano
ortogonal, entonces el ángulo que se forma entre el triángulo y el eje de rotación z es
constante. Para garantizar que la solución Lagrangiana existe necesitamos que el momento
angular sea cero o bien, sea un vector paralelo al eje z.

Por otro lado, si este vector gira alrededor del eje z, entonces viola las integrales del momen-
to angular. Debemos probar que las primeras dos componentes del vector

∑n
i=1miqi × q̇i

sean igual a cero. Es decir, para la primer componente tenemos
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m1rz1 cosωt+m2rz2 cos (ωt+ a) +m3rz3 cos (ωt+ b) = 0,

y para la segunda componente

m1rz1 sinωt+m2rz2 sin (ωt+ a) +m3rz3 sin (ωt+ b) = 0. (2.15)

Supongamos que ω 6= 0 en la ecuación anterior, entonces para el tiempo t = 0 se cumple

m2rz2 sin (a) = −m3rz3 sin (b) . (2.16)

Además, como los tres cuerpos están en los vértices del triángulo equilátero, entonces la
distancia de cada uno de sus lados es una constante la cual denotaremos como δ dada por

δ = q1 � q2 = q1 � q3 = q2 � q3.

Por lo tanto, la ecuación de movimiento para la coordenada ÿ1 es:

`r(r2 − 1)ω2 sinωt = m2r sin (ωt+ a) +m3r sin (ωtb) ,

donde ` es una constante distinta de cero y para el tiempo t = 0 se cumple

m2r sin a = −m3r sin b. (2.17)

Por la ecuación anterior y la ecuación (2.16) se sigue que z2 = z3. De manera similar se
puede demostrar que z1 = z2 = z3, por lo tanto los tres cuerpos están a la misma altura z.

Finalmente usando la Proposición 2, concluimos que las masas de los tres cuerpos son
iguales. �

Para terminar esta sección, concluimos que no existen equilibrios relativos Lagrangianos
si las masas de los cuerpos son distintas. En la siguiente sección trabajaremos con las
soluciones colineales de la esfera S2

K.
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2.2. Equilibrios relativos Eulerianos

Las soluciones colineales Eulerianas han sido estudiadas en el plano, por lo que es natural
preguntarnos sobre la existencia de estas configuraciones en S2

K. En la esfera, las soluciones
colineales son aquellas configuraciones donde los cuerpos están situados sobre la misma
línea geodésica.

Usaremos, sin pérdida de generalidad el Teorema del Eje Principal de Euler para rotar
adecuadamente la esfera, de tal forma que la masa m1 se encuentre en el Polo Norte y las
dos restantes se encuentran sobre la misma línea geodésica. (Ver Figura 2.6).

Definición 14. Una solución de las ecuaciones (2.8) es llamada Euleriana si los cuerpos
están sobre la misma línea geodésica.

Como hemos mencionado estudiaremos una familia particular de equilibrios relativos Eule-
rianos, donde los cuerpos con masas m2 y m3 se encuentran en el mismo plano xy y la
masa m1 está posicionada en el Polo Norte como se muestra en la Figura 2.6. Por lo tanto,
una solución Euleriana q = (q1,q2,q3) es de la forma

qi = (xi, yi, zi) i = 1, 2, 3.

x1 = 0, y1 = 0, z1 = K−1/2,

x2 = r cosωt, y2 = r sinωt, z2 = z,

x3 = −r cosωt, y3 = −r sinωt, z3 = z,

(2.18)

con z, r y ω constantes.

Por la Definición 10, la familia de equilibrios relativos Eulerianos en superficies con curvatura
K > 0 se definen como

Definición 15. Una solución Euleriana de las ecuaciones de movimiento (2.8) se le llama
equilibrio relativo Euleriano si la configuración del sistema es invariante bajo la familia de
rotaciones G(A(t)), donde A(t) se definió en (2.1).

El siguiente resultado nos muestra la relación entre la velocidad angular y la masa para
tener equilibrios relativos Eulerianos.
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Figura 2.6: Soluciones Eulerianas

Teorema 7. Consideremos el problema de los tres cuerpos en S2
K. Supongamos que las

masas de los cuerpos son iguales m := m1 = m2 = m3. Si fijamos el cuerpo con masa
m1 en (0, 0,K−1/2) y los cuerpos restantes equidistan del cuerpo con masa m1, entonces
para z ∈ (−K−1/2/2, 0)∪ (0,K−1/2) existen un valor positivo y un valor negativo de ω que
generan equilibrios relativos Eulerianos.

Demostración.

Revisaremos que una solución de la forma (2.18) satisface las ecuaciones de movimiento.
Realizando un poco de álgebra tenemos

Kq1 · q2 = Kq1 · q3 = (1−Kr2)1/2, Kq2 · q3 = 1− 2Kr2.

Derivando las ecuaciones (2.18) y sustituimos los cálculos en las ecuaciones de movimiento
(2.8) obtenemos la siguiente relación en términos de z:

ω2

m
=

K5/2

z(1 −K4z2)3/2
+

(Kz2 −K2z4)
1/2

4K1/2z4 (K1/2z − 1)
2
(K1/2z + 1)

2 . (2.19)

De forma similar que en el caso Lagrangiano analizaremos la siguiente función

f(z) =
K5/2

z(1 −K4z2)3/2
+

(Kz2 −K2z4)
1/2

4K1/2z4 (K1/2z − 1)
2
(K1/2z + 1)

2 . (2.20)
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Figura 2.7: Gráfica de la función f(z) con K = 1.

Observemos que f(z) es negativa en el intervalo z ∈ K−1/2(−1,−1/2) y positiva para
z ∈ K−1/2(−1/2, 1), como se observa en la Figura (2.7).

Además, la función evaluada en z = 0 se indetermina. Esto se debe a que los cuerpos
z2 y z3 son antipodales en el ecuador, dando lugar a singularidades en las ecuaciones de
movimiento. El signo de ω determina la dirección de la rotación de la solución Euleriana.

Hemos mostrado la relación entre la velocidad angular y la masa para obtener equilibrios
relativos en el intervalo z ∈ (K−1/2, 0) ∪ (0,K−1/2). �

Una consecuencia del resultado anterior, donde m1 = M y m2 = m3 = m es la relación

ω2

m
=

M

m

K5/2

z(1 −K4z2)3/2
+

(Kz2 −K2z4)
1/2

4K1/2z4 (K1/2z − 1)
2
(K1/2z + 1)

2 . (2.21)

Dado un equilibrio relativo, encontramos una expresión algebraica que relaciona la masa
o las masas de los cuerpos con su velocidad angular. Consecuentemente el valor de la
velocidad angular y las masas de los cuerpos son de importancia para encontrar equilibrios
relativos. Recordemos, que probamos la existencia de estas soluciones restringido a que los
tres cuerpos pertenecían al mismo plano o dos de ellos están en el plano ortogonal a z.

Ahora que tenemos una mejor noción del comportamiento de la familia particular de equi-
librios relativos, clasificaremos en el siguiente capítulo una familia particular de soluciones
homográficas.
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CAPÍTULO 3

SOLUCIONES HOMOGRÁFICAS EN S2K

Las soluciones homográficas en Mecánica Celeste son órbitas muy particulares, esto es,
cuando la forma de la configuración no cambia a lo largo del movimiento. En la esfera,
las soluciones homográficas siempre mantienen la misma configuración bajo rotaciones o
dilataciones. Como vimos en el capítulo anterior, si la solución es invariante ante rotaciones
entonces se le llama equilibrio relativo. En cambio si sólo es invariante bajo la expansión o
contracción de las posiciones de los cuerpos, entonces la solución es homotética.

Recordemos que estamos estudiando una familia particular de soluciones homográficas,
donde los cuerpos están en un mismo plano ortogonal al eje de rotación, esto para el caso
de las soluciones Lagrangianas. Y para las Eulerianas, la familia de soluciones homográficas
que estudiaremos son aquellas donde un cuerpo está en el Polo Norte y las dos restantes
en el mismo plano.

En este capítulo construiremos los sistemas de ecuaciones diferenciales para tres cuerpos,
que generan una familia de soluciones homográficas Lagrangianas y Eulerianas en superficies
curvadas. Además, mostraremos la existencia de las órbitas y la unicidad de las mismas.

En la subsección 1.3.2 obtuvimos las ecuaciones de movimiento (1.34) para n cuerpos.
Supongamos que tenemos tres cuerpos en la superficie curvada, la ecuación que define el
movimiento de los cuerpos es

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mjK
3/2[qj − (Kqi � qj)qi]

[1− (Kqi � qj)2]3/2
− (Kq̇i � q̇i)qi, i = 1, 2, 3. (3.1)

47
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La deducción del sistema de ecuaciones que generan órbitas Lagrangianas y Eulerianas en
superficies curvadas se obtendrá por separado.

3.1. Existencia y unicidad de las soluciones Lagran-
gianas

En esta sección definiremos la familia de soluciones homográficas Lagrangianas para el
problema de los tres cuerpos en superficies con curvatura K > 0 y mostraremos la existencia
local y unicidad para masas iguales y con ciertas condiciones.

De la Definición 9, se sigue la definición de la familia de soluciones homográficas Lagran-
gianas que estudiaremos en esta sección.

Definición 16. Una solución Lagrangiana de las ecuaciones de movimiento (2.8) es una
solución homográfica Lagrangiana si el triángulo equilátero se expande o contrae y gira
alrededor del eje z.

Antes de obtener el sistema de ecuaciones que generan las órbitas homográficas Lagran-
gianas, recordemos que los equilibrios relativos son soluciones invariantes bajo rotaciones.
En consecuencia, para generar soluciones homográficas Lagrangianas basta con variar el
término r con respecto al tiempo de las soluciones (2.10). Por lo tanto, las soluciones son
de la forma q = (q1,q2,q3), donde sus coordenadas están dadas por

qi = (xi, yi, zi) , i = 1, 2, 3.

x1 = r cosω, y1 = r sinω, z1 =
(
K−1 − σr2

)1/2
,

x2 = r cos (ω + 2π/3) , y2 = r sin (ω + 2π/3) , z2 =
(
K−1 − σr2

)1/2
,

x3 = r cos (ω + 4π/3) , y3 = r sin (ω + 4π/3) , z3 =
(
K−1 − σr2

)1/2
.

(3.2)

donde r = r(t) es la función del cambio de tamaño y ω = ω (t) es la función angular. El
siguiente teorema nos muestra la unicidad y la existencia de las soluciones homográficas
Lagrangianas.

Teorema 8. Para el problema de los tres cuerpos en una superficie con curvatura K
constante, supongamos que las masas de los cuerpos son iguales, es decir m1 = m2 =
m3 = m > 0. Entonces las soluciones homográficas Lagrangianas existen localmente y son
únicas para un conjunto dado de condiciones iniciales.
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Demostración.

Mostraremos que las ecuaciones de movimiento (2.8) tienen soluciones de la forma (3.1).
Para la demostración usaremos las siguiente identidades trigonométricas

2 cosx cos y = [cos (x+ y) + cos (x− y)],

2 sin x sin y = [cos (x− y)− cos (x+ y)],

además tenemos que para cada par i 6= j con i, j = 1, 2, 3, se cumple

Kqi � qj = 1− 3Kr2

2
, (3.3)

donde
x2
i + y2i + σz2i = K−1, xiẋi + yiẏi + ziżi = 0, para i = 1, 2, 3.

Derivando las ecuaciones (3.1) tenemos

ẋ1 = ṙ cosω − rω̇ sinω,

ẋ2 = ṙ cos

(
ω +

2π

3

)
− rω̇ sin

(
ω +

2π

3

)
,

ẋ3 = ṙ cos

(
ω +

4π

3

)
− rω̇ sin

(
ω +

4π

3

)
,

ẏ1 = ṙ sinω + rω̇ cosω,

ẏ2 = ṙ sin

(
ω +

2π

3

)
+ rω̇ cos

(
ω +

2π

3

)
,

ẏ3 = ṙ sin

(
ω +

4π

3

)
+ rω̇ cos

(
ω +

4π

3

)
,

ż1 = ż2 = ż3 = −σrṙ
(
σK−1 − σr2

)−1/2
,

Kq̇i � q̇i = Kr2ω̇2 +
Kṙ2

1−Kr2
, para i = 1, 2, 3.

Calculando la segunda derivada obtenemos



50 Capítulo 3. Soluciones homográficas en S2
K

ẍ1 =
(
r̈ − rω̇2

)
cosω − (rω̈ + 2ṙω̇) sinω,

ÿ1 =
(
r̈ − rω̇2

)
sinω + (rω̈ + 2ṙω̇) cosω,

ẍ2 =
(
r̈ − rω̇2

)
cos

(
ω +

2π

3

)
− (rω̈ + 2ṙω̇) sin

(
ω +

2π

3

)
,

ÿ2 =
(
r̈ − rω̇2

)
sin

(
ω +

2π

3

)
+ (rω̈ + 2ṙω̇) cos

(
ω +

2π

3

)
,

ẍ3 =
(
r̈ − rω̇2

)
cos

(
ω +

4π

3

)
− (rω̈ + 2ṙω̇) sin

(
ω +

4π

3

)
,

ÿ3 =
(
r̈ − rω̇2

)
sin

(
ω +

4π

3

)
+ (rω̈ + 2ṙω̇) cos

(
ω +

4π

3

)
,

z̈1 = z̈2 = z̈3 = −σrr̈
(
σK−1 − σr2

)−1/2 −K−1ṙ2
(
σK−1 − σr2

)−3/2
= 0.

Sustituyendo los cálculos anteriores en las ecuaciones de movimiento





miẍi = ∂UK

∂xi
−mi (ẋ

2
i + ẏ2i + ż2i )xi,

miÿi = ∂UK

∂yi
−mi (ẋ

2
i + ẏ2i + ż2i ) yi,

miz̈i = ∂UK

∂zi
−mi (ẋ

2
i + ẏ2i + ż2i ) zi,

(3.4)

obtenemos la siguiente relación para cada una de las componentes





ẍ1 : A cosω −B sinω,

ÿ1 : A sinω +B cosω,

ẍ2 : A cos
(
ω + 2π

3

)
− B sin

(
ω + 2π

3

)
,

ÿ2 : A sin
(
ω + 2π

3

)
+B cos

(
ω + 2π

3

)
,

ẍ3 : A cos
(
ω + 4π

3

)
− B sin

(
ω + 4π

3

)
,

ÿ3 : A sin
(
ω + 4π

3

)
+B cos

(
ω + 4π

3

)
,

z̈ : A = 0,

(3.5)

donde z̈ = z̈1 = z̈2 = z̈3 y

A := A (t) = r̈ − r
(
1−Kr2

)
ω̇2 +

Krṙ2

1−Kr2
+

24m (1−Kr2)

r2 (12− 9Kr2)3/2
,

B := B (t) = rω̈ + 2ṙω̇.

Observemos que el sistema de ecuaciones (3.5) que obtuvimos para cada una de las compo-
nentes son combinaciones lineales de las funciones seno y coseno. Debido al comportamiento
de estas funciones tenemos que el sistema sólo tiene solución si A = 0 y B = 0.
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Hagamos ν = ṙ y s = ω̇, entonces la existencia local y unicidad de las órbitas Lagrangianas
con masas iguales es equivalente a demostrar la existencia de soluciones del sistema





ṙ = ν,

ṡ = −2νs
r
,

ν̇ = r (1−Kr2) s2 − Krṙ2

1−Kr2
− 24m(1−Kr2)

r2(12−9Kr2)3/2
,

(3.6)

donde s = ω̇ y las condiciones iniciales del sistema son r(0) = r0, s(0) = s0 y ν(0) = ν0.
Por resultados clásicos de la teoría de ecuaciones diferenciales [38] se sigue la existencia y
unicidad del sistema (3.6).

Recordemos que en el Corolario 2 mostramos la existencia de equilibrios relativos La-
grangianos para ciertos valores de ω̇/m, por lo que estamos restringidos al valor de la
velocidad angular para obtener soluciones homográficas.

Hemos mostrado la existencia local y la unicidad de las soluciones homográficas Lagran-
gianas (3.5). �

En la siguiente sección haremos una clasificación de la familia de soluciones homográficas
Lagrangianas en superficies con curvatura K > 0.

3.2. Órbitas Lagrangianas

Para dar una clasificación analizaremos el sistema de ecuaciones diferenciales (3.6) que
generan soluciones homográficas Lagrangianas.

Recordemos que s = ω̇, por lo que es posible simplificar en una ecuación el sistema (3.6).
Combinando la primera y segunda ecuación llegamos a la expresión

ṡ = −2ṙs

r
,

usando el método de separación de variables obtenemos el valor de la velocidad angular

s = ω̇ =
c

r2
,

donde c es una constante de integración. Notemos que hemos reducido el sistema de
ecuaciones (3.6) en una ecuación, resultando el sistema
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


ṙ = ν,

ν̇ =
(1−Kr2)c2

r3
− Krν2

1−Kr2
− 24m(1−Kr2)

r2(12−9Kr2)3/2
,

(3.7)

donde c 6= 0. Probaremos un resultado útil para la clasificación de las soluciones Lagran-
gianas.

Lema 1. Supongamos que K > 0, m > 0 y c 6= 0,

a) si K1/2c2 −
(
8/
√
3
)
m < 0, entonces el sistema (3.7) tiene dos puntos fijos;

b) si K1/2c2 −
(
8/
√
3
)
m ≥ 0, entonces el sistema (3.7) tiene un punto fijo.

Demostración.

Para encontrar los puntos fijos del sistema (3.7) haremos ṙ = 0 y ν̇ = 0, por lo que debemos
encontrar las soluciones de la siguiente ecuación

(
1−Kr2

r2

)[
c2

r
− 24m

(12− 9Kr2)3/2

]
= 0. (3.8)

La expresión anterior nunca se indetermina debido a que los cuerpos están restringidos a
la esfera, es decir r ∈

(
0,K−1/2

]
. Igualando el primer término a cero obtenemos el primer

punto fijo (r0, ν0) = (K−1/2, 0). Por otra parte, si el segundo término es igual a cero,
entonces se debe satisfacer

c2
(
12− 9Kr2

)3/2
= 24mr,

y necesitamos obtener el valor de r de la ecuación anterior. Para ello quitamos la raíz
elevando al cuadrado toda la ecuación y desarrollamos el binomio al cubo, resultando el
polinomio

729c4K3r6 − 2916c4K2r4 + 144
(
27c4K+ 4m2

)
r2 − 1728c4 = 0.

Los puntos fijos del sistema (3.7) restantes son las raíces del polinomio anterior. Para
simplificar la notación hacemos el cambio de variable x = r2, teniendo así



Capítulo 3. Soluciones homográficas en S2
K 53

p (x) = 729c4K3x3 − 2916c4K2x2 + 144
(
27c4K+ 4m2

)
x− 1728c4. (3.9)

Para hallar el número de raíces reales del polinomio p(x) usaremos la regla de los signos de
Descartes, la cual relaciona el número de cambios de signo de los coeficientes del polinomio
con el número de raíces positivas de dicha ecuación. Desgraciadamente no nos da una
cantidad exacta de soluciones sino una cota.

Regla de los signos de Descartes. Sea p(x) un polinomio escrito en orden descendente
y con término independiente distinto de cero. Entonces

El número de raíces positivas de p(x) es igual al número de variaciones en el signo
de p(x) o es menor que ese número módulo dos.

El número de raíces negativas de p(x) es igual al número de variaciones en el signo
de p(−x) o es menor que ese número módulo dos [35].

Observemos que nuestro polinomio p(x) tiene tres cambios de signos, de tal manera que,
por la regla, p(x) tiene una o tres raíces reales positivas.

Para determinar el número exacto de raíces calcularemos la derivada del polinomio, la cual
es

p′ (x) = 2187c4K3x2 − 5832c4K2x+ 144
(
27c4K+ 4m2

)
.

Recordemos que si un polinomio q(x) tiene tres raíces reales positivas, entonces existen al
menos un mínimo y un máximo local. Si calculamos su derivada q′(x) observamos que tiene
dos raíces reales positivas y un máximo o un mínimo local (ver Figura 3.1).

Por otro lado, notemos que el discriminante de la derivada del polinomio D(p′(x)) =
−5038848c4K3m2 es un numero negativo, lo cual implica que p′(x) no tiene dos raíces
reales positivas.

Denotemos como r0 a la raíz positiva de p(x). Para determinar si r0 es un punto fijo del
sistema (3.7), se debe cumplir que 0 < r0 ≤ K−1/2. Del segundo término de la ecuación
(3.8) hacemos

g (r) =
c2

r
− 24m

(12− 9Kr2)3/2
. (3.10)
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Figura 3.1: La gráfica de un polinomio q(x) = x3 − 12x2 + 44x− 49 con tres raíces reales
positivas y su derivada.

Calculando los límites por los extremos de la función g(r) obtenemos:

ĺım
r→0

g (r) = +∞, ĺım
r→K−1/2

g(r) = K1/2c2 − 8m√
3
. (3.11)

La función g es decreciente, lo cual implica que puede cortar el eje r. Estamos interesados
en el intervalo r ∈ (0,K−1/2), por lo que basta analizar el segundo límite. Tenemos dos
casos.

(a) Si K1/2c2 − 8m√
3
> 0, entonces r0 > K−1/2. Es decir, la solución está fuera de la esfera

S2
K y por lo tanto no es un punto fijo del sistema (3.7).

(b) Si K1/2c2 − 8m√
3
< 0, entonces 0 < r0 < K−1/2. Por lo tanto (r0, 0) es un punto fijo

del sistema (3.7).

En la Figura 3.2 graficamos la función (3.10) para ciertos valores dados y encontramos los
puntos fijos para ambas desigualdades.

Por lo tanto hemos mostrado que si se tiene la desigualdad (a), el sistema tiene un solo
punto fijo (K−1/2). Si tenemos la desigualdad (b), entonces tenemos dos puntos fijos:
(K−1/2) y (r0, 0) para 0 < r0 < K−1/2.
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Figura 3.2: La gráfica de la función (3.10), para el caso (a) tomamos los valores K = 1, c =
1, m = 0.15 y para el caso (b) tomamos K = 1, c = 1, m = 2.

�

Encontramos los puntos fijos del sistema (3.7) y hemos demostrado algunos lemas útiles, a
continuación haremos una clasificación de la familia de soluciones que generan el sistema
de ecuaciones.

3.2.1. Clasificación de las soluciones Lagrangianas

Teorema 9. Para el problema de los tres cuerpos en S2
K con masas iguales existen cinco

clases de soluciones Lagrangianas:

i) órbitas Lagrangianas homotéticas que empiezan y terminan en colisión total para un
tiempo finito;

ii) equilibrios relativos Lagrangianos que se mueven sobre un círculo;

iii) órbitas cuasiperiódicas Lagrangianas homográficas;

iv) órbitas Lagrangianas homográficas no periódicas que van desde el ecuador hasta una
distancia máxima con velocidad cero para t = −∞ y regresan al ecuador con velocidad
cero para t = ∞. La distancia máxima depende de las condiciones iniciales.
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v) puntos fijos Lagrangianos donde los cuerpos están sobre el ecuador y las masas de los
mismos son iguales.

Demostración.

Para demostrar el inciso (i) usaremos el valor de la velocidad angular que obtuvimos de
nuestro sistema de ecuaciones (3.6), dado por

ω̇ =
c

r2
.

Recordemos que c es una constante, en particular si c = 0 se sigue que la velocidad angular
ω̇ es cero. Esto implica que los tres cuerpos colisionan en el Polo Norte (z = |K|−1/2).

Por otra parte, por el criterio de estabilidad de Lyapunov tenemos que un punto de equilibrio
implica que las soluciones de un problema con valores iniciales tiende al punto de equilibrio
cuando convergen uniformemente en el intervalo [0,+∞) a una solución constante [38].

En nuestro caso, la colisión ocurre en un tiempo finito, debido a que el punto de colisión no es
un punto de equilibrio. A estas órbitas las denominamos órbitas Lagrangianas homotéticas,
por lo tanto hemos demostrado la existencia de las órbitas de la clase (i).

La existencia de los equilibrios relativos Lagrangianos donde todas los cuerpos están en un
plano ortogonal al eje de rotación se probó en la sección 2.1, por lo que ya está demostrado
el inciso (ii). La clase de soluciones (v) es un caso particular del Teorema 4 para tres
cuerpos, en consecuencia los puntos fijos Lagrangianos situados en el ecuador generan un
equilibrio relativo.

Por la segunda ecuación del sistema (3.12), se tiene que ninguna de las órbitas puede cruzar
el ecuador. Esto se debe a que en r = K−1/2 se indetermina dicha ecuación.

Para el resto de la demostración asumiremos que la velocidad angular es distinta de cero.
El sistema diferencial que estudiaremos es el siguiente




ṙ = ν,

ν̇ =
(1−Kr2)c2

r3
− Krν2

1−Kr2
− 24m(1−Kr2)

r2(12−9Kr2)3/2
.

(3.12)

Analizaremos el flujo del sistema anterior para encontrar las órbitas restantes del teorema.
Para cada punto ν 6= 0, las pendientes del campo vectorial se encuentran dadas por la
función
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h (r, ν) =
dν

dr
=

c2 (1−Kr2)

νr3
− Krν

1−Kr2
− 24m (1−Kr2)

νr2 (12− 9Kr2)3/2
, (3.13)

notemos que h (r,−ν) = −h (r, ν), por lo que las pendientes del flujo son simétricas con
respecto al eje r en el intervalo r ∈ (0,K−1/2). El eje r no es un invariante del sistema
debido a que ṙ = ν y por la simetría del flujo tenemos que el flujo cruza perpendicularmente
el eje r excepto en los puntos fijos.

El lado derecho de la segunda ecuación del sistema (3.12) lo podemos reescribir como

G (r, ν) = g1 (r) g (r) + g2 (r, ν) , (3.14)

donde

g1 (r) =
1−Kr2

r2
, g2 (r, ν) = − Krν2

1 −Kr2
, g (r) =

c2

r
− 24m

(12− 9Kr2)3/2
.

El valor de g1(r) siempre es positivo, y g2(r, ν) < 0 para r ∈ (0,K−1/2).

Observemos que el sistema se indefine en los puntos r = 0 y r = K−1/2, por lo que el flujo
existe solo en los puntos (r, ν) que pertenecen a la banda

(
0,K−1/2

)
× R, y el punto fijo(

K−1/2, 0
)
.

Recordemos, en el Lema 1 mostramos la existencia de uno o dos puntos fijos, donde la exis-
tencia de los mismos dependen del valor de K−1/2c2−8m/

√
3. Por lo tanto, continuaremos

la demostración en dos casos.

Caso 1) Para un punto fijo

Para K−1/2c2 − 8m/
√
3 > 0, las ceroclinas del sistema diferencial (3.12) están dadas por

0 = ν, (3.15)

0 =
(1−Kr2) c2

r3
− Krν2

1−Kr2
− 24m (1−Kr2)

r2 (12− 9Kr2)3/2
= G(r, ν). (3.16)

Como ν = 0, basta analizar la función g(r). Anteriormente mostramos que g(r) es de-
creciente y no tiene raíces en el intervalo r ∈

(
0,K−1/2

)
, ver Figura 3.2. Por lo tanto

g (r) > 0, esto implica que flujo siempre cruza el eje real hacia arriba perpendicularmente.
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Figura 3.3: Ceroclinas de las soluciones Lagrangianas con un punto fijo.

Además, la función G(r, ν) es simétrica con respecto al eje r; esto es G(r, ν) = G(r,−ν).

Si r → 0, las pendientes del campo vectorial, dadas por (3.13), tienden a +∞, mientras
que si r → K−1/2, las pendientes del campo vectorial tienden a −∞. Es decir, en algún
punto las pendientes del campo vectorial son igual a cero.

Por otro lado, notemos que

∂

∂r
g1(r) = −2

r

(
K+

1−Kr2

r2

)
< 0, (3.17)

d

dr
g2 (r, ν) = −Kν2 (1 +Kr2)

(1−Kr2)2
< 0, (3.18)

y por lo tanto G también es una función decreciente. En la Figura 3.3 se muestra la gráfica
de las ceroclinas del sistema.

En el punto fijo (r0, ν0) = (K−1/2, 0) las órbitas tienen una velocidad inicial de cero para
un tiempo t = ∞, y las fuerzas de las mismas son tangentes a la recta r = K−1/2 y siempre
tienden hacia abajo. Después, cruzan la ceroclina (3.16) donde las pendientes del flujo se
hacen cero para posteriormente cruzar el eje r perpendicularmente hacia arriba.

Como la ceroclina (3.16) es simétrica el flujo se comporta simétricamente, por lo que regresa
al punto fijo con una velocidad final igual a cero para un tiempo t = +∞. En la Figura 3.4
podemos observar el flujo del campo vectorial.
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Figura 3.4: El flujo del sistema (3.7) con un punto fijo dando valores a las variables K =
1, c = 1, m = 0.15.

Las órbitas que obtenemos no son periódicas. Por lo tanto hemos mostrado la existencia
de las soluciones homográficas que van del punto fijo

(
K−1/2, 0

)
hasta una órbita máxima.

Para ciertas condiciones iniciales, es posible calcular la órbita máxima de la órbita que se
encuentra a una altura máxima que depende del valor de la curvatura K. Por lo tanto
hemos demostrado el inciso (iv) del teorema.

Recordemos que las líneas r = 0 y r = K−1/2 nos generan singularidades en el sistema,
excepto para el punto fijo, por lo que ninguna de nuestras órbitas puede empezar o terminar
en estas líneas.

Hemos terminado el análisis del flujo para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.12) con
un punto fijo. Ahora pasaremos al segundo caso.

Caso 2) Para dos puntos fijos.

Para el valor de K−1/2c2− 8n/
√
3 < 0 tenemos dos puntos fijos para el sistema (3.12), los

cuales son
(
K−1/2, 0

)
y (r0, 0) con 0 < r0 < K−1/2.

De manera similar al caso anterior analizaremos las ceroclinas del sistema dadas por (3.15
y 3.16).

En este caso las ceroclinas son un conjunto discontinuo formado por el punto fijo
(
K−1/2, 0

)

y una curva continua, simétrica con respecto al eje r.



60 Capítulo 3. Soluciones homográficas en S2
K

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

Figura 3.5: Ceroclina del sistema (3.12) para dos puntos fijos.

Para ν = 0, recuperamos de igual forma la función g(r) que es una función decreciente
pero tiene una raíz en el intervalo r0 ∈

(
0,K−1/2

)
por lo que g (x) > 0 para x ∈ (0, r0)

y g (x) < 0 para x ∈
(
r0,K

−1/2
)
. Entonces el flujo del sistema cruza el eje r hacia arriba

cuando r < r0 y hacia abajo para r > r0. (Ver Figura 3.5).

La función G (r, ν) definida en (3.14) conserva las propiedades que encontramos en el caso
anterior.

Haremos un análisis del punto fijo (r0, 0). La parte lineal del campo vectorial del sistema
(3.12) es

A(r, ν) =

(
0 1

∂G(r,ν)
∂r

0

)
.

Evaluándola en el punto de equilibrio (r0, 0) para 0 < r0 < K−1/2 tenemos

A(r0, 0) =

(
0 1

∂G(r0,0)
∂r

0

)
.

Derivando la función G(r, ν) y evaluándola en su punto fijo se tiene

∂G(r0, 0)

∂r
= g1(r0)

∂g(r0)

∂r
+ g(r0)

∂g1(r0)

∂r
.

La función g1(r0, 0) es positiva y decreciente (3.17). Demostramos en el Lema a que la
función g(r) es decreciente en el intervalo r0 ∈ (0,K−1/2). Por lo tanto ∂G(r0,0)

∂r
es negativo.
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Figura 3.6: El flujo del sistema (3.7) con dos puntos fijos y valores K = 1, c = 1, m = 1.5.

El discriminante de la matriz A se define como ∆ = TrA−4DetA. El valor del discriminante
es negativo y por lo tanto sus valores propios son imaginarios puros. Por la Teoría Cualitativa
de las Ecuaciones Diferenciales, el punto fijo puede ser un centro o una espiral para el sistema
lineal [38].

Las simetrías que tenemos en el sistema son:

h(r,−ν) = −h(r, ν), G(r,−ν) = G(r, ν),

donde la función h(r, ν) representa las pendientes del campo vectorial G(r, ν).

Las pendientes son antisimétricas con respecto al eje r, y el flujo con respecto a la ceroclina
es simétrico. Debido a la simetría del campo vectorial con respecto al eje r, alrededor del
punto fijo (r0, 0). Por lo tanto existen órbitas cerradas en el plano (r−ν), no olvidemos que el
sistema de ecuaciones diferenciales (3.6) que generan soluciones homográficas Lagrangianas
dependen de tres variables (r, ν, s) por lo que las órbitas cerradas en (r − ν) son órbitas
cuasiperiódicas por la ecuación ṡ = −2ṙs

r
del sistema (3.6).

Hemos demostrado la existencia de las órbitas homográficas Lagrangianas cuasiperiódicas
descritas en el inciso (iii), en la Figura 3.6 se muestran las órbitas cerradas en el plano
(r − ν).

Finalmente, el comportamiento asintótico de G (r, ν) cerca del punto fijo r = K−1/2 pro-
duce órbitas homográficas no periódicas, que se estudiaron en el caso anterior.

�
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A continuación obtendremos el sistema de ecuaciones diferenciales que generan soluciones
homográficas Eulerianas.

3.3. Existencia y unicidad de las soluciones Eule-
rianas

En esta sección construiremos el sistema de ecuaciones que generan las soluciones homo-
gráficas Eulerianas para el problema curvado de los tres cuerpos en una superficie curvada.
Mostraremos la existencia local y unicidad de este tipo de soluciones para masas iguales
con ciertas condiciones.

Denominaremos como una solución Euleriana homotética si la solución Euleriana se expande
o contrae. Recordemos que los equilibrios relativos Eulerianos los definimos en el capítulo
anterior, por lo que podemos definir las soluciones homográficas Eulerianas.

Definición 17. Decimos que una solución Euleriana es una solución homográfica Euleriana
si la configuración del sistema no cambia para cualquier tiempo t.

Representamos una solución homográfica Euleriana del problema de los tres cuerpos como:

q = (q1,q2,q3) , con qi = (xi, yi, zi) , i = 1, 2, 3. (3.19)

x1 = 0,

x2 = r cosω,

x3 = −r cosω,

y1 = 0,

y2 = r sinω,

y3 = −r sinω,

z1 = (σK)−1/2 ,

z2 = z,

z3 = z,

donde r = r (t) es la función del tamaño y ω = ω(t) la función angular. El siguiente
teorema nos muestra la unicidad y la existencia de las soluciones homográficas Eulerianas.

Teorema 10. Para el problema de los tres cuerpos en la superficie curvada, supongamos
que las masas son iguales, es decir m1 = m2 = m3 = m entonces las soluciones Eulerianas
homográficas existen localmente y son únicas para un conjunto de condiciones iniciales
dado.

Demostración.

Mostraremos si las ecuaciones de movimiento (2.8) admiten soluciones de la forma (3.19).
Realizando los cálculos tenemos que
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Kq1 � q2 = Kq1 � q3 =
(
1−Kr2

)1/2
, y Kq2 � q3 = 1− 2Kr2, (3.20)

donde

x2
i + y2i + σz2i = K−1, xiẋi + yiẏi + ziżi = 0, i = 1, 2, 3.

Derivando las ecuaciones (3.19) tenemos

ẋ1 = 0,

ẋ2 = ṙ cosω − rω̇ sinω,

ẋ3 = −ṙ cosω + rω̇ sinω,

ż1 = 0,

ẏ1 = 0,

ẏ2 = ṙ sinω + rω̇ cosω,

ẏ3 = −ṙ sinω − rω̇ cosω,

ż2 = ż3 = − σrṙ

(σK)−1/2 (1−Kr2)−1/2
,

Kq̇1 � q̇1 = 0,

Kq̇2 � q̇2 = Kq̇3 � q̇3 = Kr2ω̇2 +
Kṙ2

1−Kr2
,

calculando su segunda derivada obtenemos

ẍ1 = ÿ1 = z̈1 = 0,

ẍ2 =
(
r̈ − rω̇2

)
cosω − (rω̈ + 2ṙω̇) sinω,

ÿ2 =
(
r̈ − rω̇2

)
sinω + (rω̈ + 2ṙω̇) cosω,

ẍ3 = −
(
r̈ − rω̇2

)
cosω + (rω̈ + 2ṙω̇) sinω,

ÿ3 = −
(
r̈ − rω̇2

)
sinω − (rω̈ + 2ṙω̇) cosω.

z̈2 = z̈3 = −σrr̈
(
σK−1 − σr2

)−1/2 −K−1ṙ2
(
σK−1 − σr2

)−3/2
.

Sustituyendo los cálculos anteriores en las ecuaciones de movimiento





miẍi = ∂U1

∂xi
−mi (ẋ

2
i + ẏ2i + ż2i ) xi,

miÿi = ∂U1

∂yi
−mi (ẋ

2
i + ẏ2i + ż2i ) yi,

miz̈i = ∂U1

∂zi
−mi (ẋ

2
i + ẏ2i + ż2i ) zi,

(3.21)
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obtenemos la siguiente relación para cada una de las componentes





ẍ2, ẍ3 : C cosω −D sinω,

ÿ2, ÿ3 : C sinω +D cosω,

z̈2, z̈3 : C,

(3.22)

donde

C := C (t) = r̈ − r
(
1−Kr2

)
ω̇2 +

Krṙ2

1−Kr2
+

m (5− 4Kr2)

4r2 (1−Kr2)1/2
,

D := D (t) = rω̈ + 2ṙω̇.

El sistema de ecuaciones (3.22) está compuesto por una combinación lineal de las funciones
seno y coseno. Por la naturaleza de las mismas, la única solución del sistema es para C = 0
y B = 0.

La existencia y unicidad local de las órbitas homográficas Eulerianas con masas iguales es
equivalente a demostrar la existencia de las soluciones del sistema diferencial (3.22).





ṙ = ν,

ṡ = −2νs
r
,

ν̇ = r (1−Kr2) s2 − Krν2

1−Kr2
− m(5−4Kr2)

4r2(1−Kr2)1/2
,

(3.23)

donde s = ω̇ y sus condiciones iniciales son r(0) = r0, s(0) = s0 y ν(0) = ν0. Por resultados
clásicos de la teoría de ecuaciones diferenciales tenemos la existencia y la unicidad de las
soluciones (r, s, ν).

En el capítulo anterior mostramos que para ciertos valores de la velocidad angular no
existen equilibrios relativos Eulerianos, por lo que estamos restringidos al valor de ω para
tener soluciones homográficas Eulerianas. Por lo tanto hemos mostrado la existencia local
y unicidad de las órbitas homográficas Eulerianas.

�



Capítulo 3. Soluciones homográficas en S2
K 65

3.4. Órbitas Eulerianas

En la sección anterior mostramos la existencia de las soluciones homográficas Eulerianas.
Estamos interesados en saber qué tipo de órbitas generan el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales





ṙ = ν,

ṡ = −2νs
r
,

ν̇ = r (1−Kr2) s2 − Krν2

1−Kr2
− m(5−4Kr2)

4r2(1−Kr2)1/2
.

(3.24)

Para ello, usando las dos primeras ecuaciones del sistema obtenemos

ṡ = −2ṙs

r

mediante el método de separación de variables se tiene el valor de la velocidad angular

s =
c

r2
, (3.25)

donde c es constante de integración y s = ω̇. Si c 6= 0, el sistema (3.24) se reduce a




ṙ = ν,

ν̇ =
c2(1−Kr2)

r3
− Krν2

1−Kr2
− m(5−4Kr2)

4r2(1−Kr2)1/2
.

(3.26)

Probaremos el siguiente lema que nos será útil para dar una clasificación de las soluciones
Eulerianas.

Lema 2. Supongamos que K > 0, m,> 0 y c 6= 0. Entonces el sistema (3.26) solo tiene
un punto fijo (r0, 0) con 0 < r0 < K−1/2.

Demostración.

Para hallar los puntos fijos del sistema (3.26), hacemos ṙ = 0 y ν̇ = 0, por lo que debemos
encontrar los ceros de la siguiente función

u (r) =
c2 (1−Kr2)

r
− m (5− 4Kr2)

4 (1−Kr2)1/2
. (3.27)
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Lo anterior es equivalente a encontrar las raíces del polinomio

q (r) = 16K2
(
c4K+m2

)
r6 − 8K

(
6c4K+ 5m2

)
r4 +

(
48c4K+ 25m2

)
r2 − 16c4.

Para simplificar los cálculos hacemos x = r2

q (x) = 16K2
(
c4K+m2

)
x3 − 8K

(
6c4K+ 5m2

)
x2 +

(
48c4K+ 25m2

)
x− 16c4.

Queremos determinar el número de raíces positivas del polinomio q(x). Para ello usaremos
el discriminante del polinomio cúbico.

Definición 18. El discriminante ∆ de un polinomio cúbico x3 + ax2 + bx + c = 0 es

∆ = −4a3c + a2b2 + 18abc− 4b3 − 27c2.

El siguiente resultado nos permite saber el número de raíces reales e imaginarias para un
polinomio cúbico.

Teorema 11. Sea ∆ el discriminante del polinomio cúbico x3 + ax2 + bx + c = 0 con
coefiecientes reales. Entonces:

1. Si ∆ = 0, todas sus raíces son reales y al menos dos de ellas son iguales.

2. Si ∆ < 0, la ecuación tiene una raíz real y dos raíces imaginarias.

3. Si ∆ > 0, la ecuación tiene tres raíces reales simples [43].

Usaremos el Teorema anterior para el siguiente polinomio

q̄ (x) = x3 − 8K (6c4K+ 5m2)

16K2 (c4K+m2)
x2 +

(48c4K+ 25m2)

16K2 (c4K+m2)
x− 16c4

16K2 (c4K+m2)
.

El discriminante del polinomio q̄(x) es

∆ = −64K3
(
108c8m4K+ 125c4m6

)
,

donde K > 0 y m > 0. Por el Teorema anterior, el polinomio q̄(x) tiene una raíz real.
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El polinomio podría tener tres raíces reales si variamos continuamente los valores de K,
m, y c, resultando así raíces dobles. Sin embargo, por la existencia y unicidad del punto
(r0, 0) no es posible obtener raíces dobles. Finalmente tenemos que el punto fijo satisface
r0 < K−1/2 para m > 0, K > 0 y c 6= 0, y el comportamiento en los extremos del intervalo
r ∈ (0,K−1/2) son ĺımr→0 u (r) = +∞ y ĺımr→K−1/2 u (r) = −∞. Hemos completado la
demostración del lema. �

En la siguiente subsección daremos la clasificación de las soluciones Eulerianas en la esfera.

3.4.1. Clasificación de las soluciones Eulerianas

Teorema 12. Para el problema de los tres cuerpos en S2
K con masas iguales existen tres

clases de soluciones Eulerianas:

i) Órbitas Eulerianas homotéticas que empiezan o terminan en una colisión total en un
tiempo finito;

ii) Equilibrios relativos Eulerianos donde el cuerpo con masa m1 se encuentra fijo en uno
de los polos de S2

K, mientras que los cuerpos restantes se mueven sobre un círculo
paralelo al plano xy;

iii) Órbitas homográficas Eulerianas cuasiperiódicas.

Ninguna de las órbitas anteriores puede cruzar el ecuador, definido como el círculo máximo
ortogonal al eje z.

Demostración.

Para demostrar el inciso (i) utilizaremos el valor de la velocidad angular que obtuvimos por
separación de variables del sistema de ecuaciones (3.23), dado por

ω̇ =
c

r2
,

Si el valor de c = 0, entonces la velocidad angular ˙omega es cero, por lo que la órbita
es homotética con una colisión triple en el Polo Norte. De manera similar a las órbitas
Lagrangianas la colisión sucede en un tiempo finito, en caso de no ser así, por el criterio de
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estabilidad de Lyapunov el punto r = 0 tendría que ser un punto de equilibrio, pero no lo
es. Por lo tanto, hemos demostrado el primer tipo de órbitas.

La existencia de los equilibrios relativos Eulerianos se probó en la sección 2.2, teniendo así
el inciso (ii), que dependen del valor de ω.

Además, por la segunda ecuación del sistema (3.28), ninguna de las órbitas puede cruzar
el ecuador debido a que en el punto r = K−1/2 tendríamos singularidades antipodales.

Para el resto de la demostración asumiremos que c 6= 0. Analizaremos el flujo del sistema




ṙ = ν,

ν̇ =
c2(1−Kr2)

r3
− Krν2

1−Kr2
− m(5−4Kr2)

4r2(1−Kr2)1/2
= F (r, ν).

(3.28)

El flujo del sistema (3.28) se indetermina en los puntos r = 0 y r = K−1/2. Es decir, el flujo
está bien definido en la banda

(
0,K−1/2

)
× R. Las pendientes del mismo se encuentran

dadas por la función

w (r, ν) =
dν

dr
=

c2 (1−Kr2)

νr3
− Krν

1−Kr2
− m (5− 4Kr2)

4νr2 (1−Kr2)1/2
,

donde la función w (r,−ν) = −w (r, ν) es impar con respecto al eje r en el intervalo
r ∈ (0,K−1/2). El eje r no es invariante, debido a que ṙ = ν. Por lo tanto el flujo cruza
perpendicularmente el eje r, excepto en el punto fijo.

Además tenemos que si r → 0, las pendientes del sistema tienden a ∞, mientras que si
r → K−1/2, las pendientes del sistema tienden a −∞. Esto implica que en algún punto las
pendientes serán cero.

Reescribiendo el lado derecho de la segunda ecuación del sistema diferencial (3.28) tenemos

F (r, ν) = u (r) /r2 + g2 (r, ν) ,

donde g2 (r, ν) = − Krν2

1−Kr2
y u (r) se definió en (3.27).

Las ceroclinas del sistema diferencial se encuentran dadas por

0 = ν, (3.29)

0 =
c2 (1−Kr2)

r3
− Krν2

1−Kr2
− m (5− 4Kr2)

4r2 (1−Kr2)1/2
= F (r, ν). (3.30)
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Figura 3.7: Ceroclinas de las soluciones Eulerianas.

Como ν = 0, es suficiente con analizar la función u(r). En el Lema 2 mostramos que la
función u(r) corta el eje r en el punto fijo. Es decir, para x ∈ (0, r0) tenemos u(x) > 0,
y para x ∈ (r0, 0) la función u(x) es negativa. Esto implica que el flujo cruza al eje r
perpendicularmente hacia arriba cuando r < r0, y hacia abajo para r > r0 (ver Figura 3.7).

La función F (r, ν) no tiene singularidades en el intervalo r ∈
(
0,K−1/2

)
y además

F (r0, 0) = 0, por lo que la pendiente del flujo se anula.

Analizaremos el punto fijo (r0, 0) para 0 < r0 < K−1/2. La parte lineal del campo vectorial
del sistema (3.28) evaluada en el punto fijo es

B =

(
0 1

∂F (r0,0)
∂r

0

)
. (3.31)

Derivando la función F (r, ν) y evaluándola en su punto fijo

∂F (r0, 0)

∂r
=

1

r20

[
∂u(r0)

∂r
− u(r0)

r0

]
,

donde
∂u(r)

∂r
= −c2

(
1 +K1/2

r2

)
− mrK

2(Kr2 − 1)2
.

Notemos que u(r) es una función decreciente y u(r0) = 0. Por lo tanto ∂F (r0,0)
∂r

< 0. El
valor del discriminante ∆ = TrB − 4DetB es negativo, lo cual implica que los valores



70 Capítulo 3. Soluciones homográficas en S2
K

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

Figura 3.8: El flujo del sistema (3.26) tomando los valores K = 1, c = 1, m = 1.5 con un
punto fijo.

propios son imaginarios puros. En consecuencia, el punto fijo puede ser un centro o una
espiral para el sistema lineal.

Por otro lado tenemos

ĺım
r→0

F (r, ν) = +∞, ĺım
r→K−1/2

F (r, ν) = −∞, (3.32)

Además la función F no tiene singularidades en el intervalo r0 ∈ (0,K−1/2) y F (r0, 0) = 0.
Esto implica que el flujo entra del lado izquierdo de r0 para ν > 0, después cruza la ceroclina
y finalmente cruza el eje r del lado derecho del punto fijo. Por la simetría del campo
vectorial con respecto al eje r tenemos órbitas cerradas en el plano (r − ν). Recordemos
que el sistema de ecuaciones diferenciales depende de tres variables (r, ν, s), por lo que estas
órbitas corresponden a órbitas cuasiperiódicas. Por lo tanto hemos demostrado la existencia
de las órbitas homográficas Eulerianas del inciso (iii). En la Figura 3.8 se muestra el espacio
fase de las variables r y ν. �

Dimos una clasificación para una familia de soluciones homográficas Lagrangianas y Eule-
rianas en la esfera S2

K. Para las soluciones Lagrangianas los cuerpos están en un plano
ortogonal al eje de rotación z y para las soluciones Eulerianas, la masa m1 está en el Polo
Norte mientras que las dos restantes equidistan de la masa m1 y están en el mismo plano.

En los siguientes dos capítulo analizaremos las órbitas en superficies con curvatura K < 0.



CAPÍTULO 4

EQUILIBRIOS RELATIVOS EN H2
K

En los capítulos anteriores estudiamos una familia particular de equilibrios relativos y solu-
ciones homográficas en la esfera S2

K. Tomando lo anterior como base, en este capítulo
analizaremos el movimiento de las partículas en superficies con curvatura K < 0, es decir,
estudiaremos el comportamiento de los cuerpos en la hoja superior del hiperboloide H2

K

encajado en el espacio R2,1, el cual definiremos más adelante. Para tal efecto, es necesario
retomar la Definición 8 que nos habla sobre los equilibrios relativos. Recordemos que los
equilibrios relativos son soluciones q del sistema de ecuaciones (1.34), que permanecen
invariantes bajo el grupo de isometrías del hiperboloide.

Antes de empezar con el estudio de los equilibrios relativos en superficies con curvatura
K < 0, introduciremos algunas ideas básicas de la Geometría Hiperbólica para comprender
el movimiento de las partículas en el hiperboloide. Los modelos usuales de la Geometría
Hiperbólica, aparte del hiperboloide, son el disco de Poincaré y el semiplano superior de
Poincaré, estos modelos preservan los ángulos en el plano hiperbólico, otro de los modelos
es el disco de Klein-Beltrami, el cual no es conforme como los dos anteriores. Para el
estudio de los equilibrios relativos y las soluciones homográficas usaremos el modelo de Karl
Weiestrass, el cual algunos lo llaman esfera hiperbólica o pseudo esfera. Este modelo es
mucho más natural que los otros modelos, ya que es similar analíticamente al modelo de la
esfera S2

K.

El modelo de Weiestrass se construye a partir de una de las hojas del hiperboloide, cuya
ecuación es x2+y2−z2 = −K−1. El hiperboloide está encajado en el espacio de dimensión
tres de Minkowski R2,1 := (R3,�), donde la operación � es el producto de Lorentz de los
vectores a = (ax, ay, az) y b = (bx, by, bz) dado por

71
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a� b = axbx + ayby − azbz .

Esta superficie se puede pensar como una pseudo esfera de radio imaginario iR, cuya
relación con la curvatura es K−1 = (iR)2.

Por otra parte, una transformación lineal biyectiva T : R2,1 → R2,1 se dice isometría lineal o
transformación de Lorentz lineal del espacio de Minkowski si preserva la métrica de Lorentz,
es decir si preserva el producto � como sigue

T (a)� T (a) = a� a,

para cualquier a ∈ R2,1. El conjunto de estas transformaciones junto con el producto de
Lorentz forman un subgrupo del grupo de isometrías llamado Grupo de Lorentz. Este sub-
grupo de isometrías lineales es isomorfo al grupo ortogonal O(R2,1) = {A ∈ GL(3,R)|AtGA = G}
donde todas las matrices tienen determinante ±1 y G es la métrica de Minkowski. Por lo
tanto, el grupo de Lie SO(R2,1) es un subgrupo de O(R2,1), mientras que el conjunto
de todas las transformaciones que dejan invariante a H2

K, denotado por G(R2,1), tam-
bién es subgrupo de O(R2,1). En base a lo anterior definimos el subgrupo de Lorentz
Lor(R2,1) := G(R2,1) ∩ SO(R2,1).

Por resultados básicos de Geometría Diferencial y el Teorema del Eje Principal de Euler, las
isometrías en el hiperboloide se representan por medio de las matrices A1, A2, A3, es decir
cualquier isometría se puede representar en su forma canónica como [28], [37]

A1(θ) = P




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1


P−1, (4.1)

para la transformación elíptica, donde θ ∈ [0, 2π) y las matrices P, P−1 ∈ Lor(R2,1).
Mientras que las transformaciones hiperbólicas se representan como

A2(s) = P




1 0 0
0 cosh s sinh s
0 sinh s cosh s


P−1, (4.2)

para s ∈ R con P, P−1 ∈ Lor(R2,1) y finalmente, las transformaciones parabólicas en el
hiperboloide para t ∈ R las representamos

A3(t) = P




1 −t t
t 1− t2/2 t2/2
t −t2/2 1 + t2/2


P−1. (4.3)
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donde P ∈ Lor(R2,1). Por último, las geodésicas en H2
K son hipérbolas que se obtienen con

la intersección del hiperboloide y los planos que pasan por el origen del sistema coordenado.

A continuación estudiaremos los puntos fijos en el hiperboloide y definiremos los equi-
librios relativos elípticos, los hiperbólicos y los parabólicos en el hiperboloide. Además,
mostraremos que no existen equilibrios relativos de tipo parabólico. Recordemos que en
este trabajo nos hemos enfocado en equilibrios relativos Lagrangianos y Eulerianos, por
esta razón mostraremos resultados referentes a los mismos.

Definición 19. Un equilibrio relativo elíptico en H2
K es una solución q de las ecuaciones

de movimiento (1.34) invariante bajo la transformación A1(θ) para θ ∈ [0, 2π).

Definición 20. Un equilibrio relativo hiperbólico en H2
K es una solución q de las ecuaciones

de movimiento (1.34) invariante bajo la transformación A2(s), donde s ∈ R.

Definición 21. Un equilibrio relativo parabólico en H2
K es una solución q de las ecuaciones

de movimiento (1.34) invariante bajo la transformación A3(t) donde t ∈ R.

Los equilibrios relativos elípticos son transformaciones alrededor del eje z. A continuación,
siguiendo la estructura del capítulo 2, estudiaremos la existencia de los puntos fijos en el
hiperboloide. Recordemos que los puntos fijos son las soluciones más simples del sistema
de ecuaciones (1.34), la definición de los mismos se escribe a continuación.

Definición 22. La solución del sistema (1.36) es un punto fijo si

∇̃qi
UK (q (t)) = 0, y pi (t) = 0, ∀t ∈ R, para i = 1, . . . , n.

A diferencia de la esfera, en el hiperboloide no existen puntos fijos. Este hecho es enunciado
por el siguiente teorema en [25].

Teorema 13. Para el problema de los n cuerpos en H2
K con n ≥ 2. Ninguna configuración

corresponde a un punto fijo de las ecuaciones de movimiento (1.34).

A continuación estudiaremos la familia de equilibrios relativos hiperbólicos de tipo elíptico.
En este tipo de soluciones podemos encontrar soluciones Lagrangianas y Eulerianas.

4.1. Equilibrios relativos hiperbólicos de tipo elíptico

Como se vio en el capítulo 2, el estudio de los equilibrios relativos elípticos puede llegar a ser
bastante complejo. Por este motivo limitaremos la posición de los cuerpos para los equilibrios
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relativos hiperbólicos de tipo elíptico, esta restricción consiste en ubicar los cuerpos en el
mismo plano ortogonal al eje de rotación z.

Por lo tanto, un equilibrio relativo elíptico es una solución qi = (xi, yi, zi) de las ecuaciones
de movimiento para i = 1, . . . , n, y sus coordenadas se encuentran dadas por

xi = ri cos(ωt+ αi), yi = ri sin(ωt+ αi), zi = (r2i +K−1)2. (4.4)

donde ω, αi y ri son constantes para i = 1, . . . , n.

Es importante notar que en esta sección estudiamos una familia particular de equilibrios
relativos hiperbólicos de tipo elíptico.

A continuación mostraremos la relación que existe entre la velocidad y las masas de los
cuerpos. Esto con el objetivo de obtener la familia particular de equilibrios relativos elípticos.

Teorema 14. Para el problema de los n cuerpos con masas iguales en H2
K, supongamos

que los cuerpos están en los vértices del polígono regular de n lados ortogonal al eje z.
Entonces, existen un valor positivo y uno negativo de ω que generan equilibrios relativos
elípticos.

Demostración.

De manera similar a como se hizo en (5) para el caso de la esfera S2
K, la demostración se

dividirá en dos casos: (i) cuando n es impar y (ii) cuando n es par.

Caso (i)

Para simplificar la notación, etiquetaremos a cada uno de los cuerpos como qi, donde
i = −s, . . . ,−1, 0, 1, . . . , s− 1, s.

Además, los cuerpos están en los vértices de un polígono regular de n lados, por lo que el
valor de αi es

αi =
2π

2s+ 1
i, ∀i = −s, . . . , s.

Por hipótesis, las masas de los n cuerpos son iguales y, sin pérdida de generalidad, susti-
tuimos en las ecuaciones de movimiento (1.38), con 2s+ 1 = n, una solución de la forma
qi = (xi, yi, zi), donde

xi = ri cos(ωt+ αi), yi = ri sin(ωt+ αi), zi = ±(r2i + 1)1/2. (4.5)



Capítulo 4. Equilibrios relativos en H2
K 75

Consideremos el cuerpo de la posición q0. Realizando un poco de álgebra obtenemos la
ecuación correspondiente a la coordenada z0.

s∑

j=−s,j 6=0

m(z + c0jz)

(c20j − 1)3/2
− r2ω2z = 0,

donde c0j = −x0xj − y0yj − z0zj = cosαj − z2 cosαj + z2. Con el objetivo de simplificar
los cálculos de las ecuaciones, supondremos que K = −1. Usando la paridad de la función
coseno c0(−j) = c0j y el hecho de que r2 − z2 = −1, podemos re escribir la ecuación como

s∑

j=1

2(1− cosαj)

(c20j−1)
3/2

=
ω2

m
. (4.6)

Para obtener las ecuaciones correspondientes a x0 y y0 se realiza el mismo procedimiento.

Sustituyendo (4.6) en la primera ecuación del sistema (1.38), tenemos que

(r2 − 1)ω2 cosωt =

s∑

j=−s,j 6=0

m[cos(ωt+ αj) + c0j cosωt]

(c20j − 1)3/2
.

Resolviendo tenemos que

ω2

m
=

s∑

j=1

2

(1− cosαj)1/2(z2 − 1)3/2[2− (1− cosαj)(z2 − 1)]3/2
.

Es importante hacer notar que el lado derecho de la ecuación anterior es positivo para
cualquier valor fijo de z ∈ (−1, 1). Por lo tanto, existen un valor positivo y uno negativo
de ω que satisfacen la ecuación anterior.

En conclusión, el polígono regular con un número impar de cuerpos es un equilibrio relativo
elíptico.
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Caso (ii)

De manera similar al caso anterior, etiquetaremos los cuerpos como qi donde i = −s +
1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , s− 1, s.

La posición de los cuerpos en un polígono regular con n par está determinado por el valor
de

αi =
2π

s
i, ∀i = −s+ 1, . . . , s− 1, s.

Sin pérdida de generalidad, sustituimos una solución de la forma (4.5) en las ecuaciones
de movimiento (1.38), donde s = n/2. Análogamente al caso impar, usaremos las ecua-
ciones correspondientes para el cuerpo q0 y utilizaremos la coordenada z0. Con lo anterior
encontramos que

ω2

m
=

s−1∑

j=1

2(1− cosαj)

(c20j − 1)3/2
+

2

(c20s − 1)3/2
.

Para obtener la ecuación correspondiente a la coordenada x0 es necesario hacer álgebra, sin
dejar fuera el hecho de que sinαj = − sinα−j. Esta ecuación es de particular importancia
pues nos da la relación entre la velocidad angular y la masa.

ω2

m
=

1

4z2|z|(1− z2)3/2

+

s−1∑

j=1

2

(1− cosαj)1/2(z2 − 1)3/2[2− (1− cosαj)(z2 − 1)]3/2
.

Notemos que el lado izquierdo de la ecuación anterior es positivo para cualquier valor de
z ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Así, existen un valor positivo y uno negativo de ω que satisfacen la
ecuación anterior.

Ya demostrados ambos casos, podemos concluir que el polígono regular de n lados inscrito
en H2

K es un equilibrio relativo. �

Como hemos mencionado con anterioridad, existen configuraciones Lagrangianas y Eule-
rianas. Para probar la existencia de las mismas, es necesario extender nuestro estudio al
problema de los tres cuerpos.
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4.1.1. Equilibrios relativos elípticos Lagrangianos

De manera similar que en la esfera S2
K, estudiaremos los equilibrios relativos elípticos para

tres cuerpos en el hiperboloide, en particular cuando los cuerpos están en el mismo plano
ortogonal al eje de rotación. El sistema de ecuaciones que definen el movimiento de los
cuerpos es el siguiente

q̈i =

3∑

j=1,j 6=i

mjK
3/2[qj − (Kqi � qj)qi]

[1− (Kqi � qj)2]3/2
− (Kq̇i � q̇i)qi, i = 1, 2, 3. (4.7)

Recordemos que una solución Lagrangiana es una solución de las ecuaciones de movimiento
donde la distancia entre los tres cuerpos es la misma. A continuación encontraremos la
relación entre las masas y la velocidad angular para n = 3.

Corolario 3. Consideremos el problema de los tres cuerpos en H2
K con masas iguales

m := m1 = m2 = m3. Entonces, para cualquier valor de z > K−1/2 existen un valor
positivo y uno negativo de ω que generan equilibrios relativos elípticos Lagrangianos.
Además, si ω2/m > 0, existe un único valor de z > 0 que genera equilibrios relativos
elípticos Lagrangianos

Demostración.

Sustituimos en el sistema de ecuaciones (4.7) una solución qi de la forma

xi = r cos(ωt+ αi), yi = r sin(ωt+ αi), zi =
√
r2 +K−1, (4.8)

donde α1 = 0, α2 = 2π/3, α3 = 4π/3, con lo que obtenemos la siguiente expresión

ω2

m
=

8(−K)3/2

33/2(Kz2 − 1)2(3K2z4 − 1− 2Kz2)1/2
.

Es importante hacer notar que el lado derecho es positivo para cualquier valor de z > K−1/2,
tiende a infinito cuando z → K−1/2 y tiende a cero cuando z → 0. Utilizando la expresión
anterior, estudiaremos la relación entre la velocidad angular ω y la masa m. Sea

f(z) =
8(−K)3/2

33/2(Kz2 − 1)2(3K2z4 − 1− 2Kz2)1/2
.
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Figura 4.1: Gráfica de la función f(z) con K = −1.

Como la función f(z) es positiva para z ∈ [K−1/2,∞), ver Figura 4.1, existe un valor
positivo y uno negativo de ω que generan equilibrios relativos elípticos. �

A continuación demostramos la relación de las masas de los tres cuerpos para la existencia
de equilibrios relativos elípticos Lagrangianos.

Proposición 3. Para el problema de los tres cuerpos en H2
K, supongamos que los cuerpos

con masas m1, m2, m3 se encuentran inicialmente en los vértices de un triángulo equilátero,
en el plano z = constante para algún z > K−1/2. Entonces existen equilibrios relativos
elípticos si y solo si las masas son iguales; es decir m1 = m2 = m3.

Demostración.

Para realizar la demostración, sustituimos las soluciones de la forma (4.8) en las ecuaciones
de movimiento (4.7). Las ecuaciones de movimiento para cada una de las coordenadas son:

z̈1 =
z

9(1−Kz2)

[
9ω2

(
Kz2 − 1

)2
+

4
√
3(−K)3/2 (m2 +m3)

(3K2z4 − 2Kz2 − 1)1/2

]
, (4.9)

z̈2 =
z

9(1−Kz2)

[
9ω2

(
Kz2 − 1

)2
+

4
√
3(−K)3/2 (m1 +m3)

(3K2z4 − 2Kz2 − 1)1/2

]
, (4.10)

z̈3 =
z

9(1−Kz2)

[
9ω2

(
Kz2 − 1

)2
+

4
√
3(−K)3/2 (m1 +m2)

(3K2z4 − 2Kz2 − 1)1/2

]
. (4.11)
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Recordemos que la variable z := z1 = z2 = z3 es una constante, es decir z̈ = 0. Por lo
tanto, despejando (m2 +m3) de la ecuación (4.9) obtenemos

(m2 +m3) = −3
√
3ω2 (Kz2 − 1) (3K2z4 − 2Kz2 − 1)

1/2

4(−K)3/2
,

En conclusión, despejando los términos (m1 +m3) y (m1 +m2) de las ecuaciones (4.10)
y (4.11) respectivamente, obtenemos el siguiente sistema





m1 +m2 = γω2,

m2 +m3 = γω2,

m3 +m1 = γω2,

(4.12)

donde γ = 3
√
3 (Kz2 − 1) (3K2z4 − 2Kz2 − 1)

1/2
/4(−K)3/2. Notemos que la única solu-

ción para el sistema (2.14) es que se cumpla la siguiente expresión

m1 = m2 = m3 = γω2/2.

Por lo tanto, las masas de los tres cuerpos posicionados en un triángulo equilátero deben
ser iguales para que existan equilibrios relativos elípticos. Hemos demostrado la ida.

La demostración del regreso es inmediata, suponemos que las masas son iguales m1 =
m2 = m3 y usando el Teorema 14 para n = 3 obtenemos la existencia de los equilibrios
relativos elípticos.

Por lo tanto, existen equilibrios relativos elípticos si las masas de los cuerpos son iguales. �

El siguiente resultado nos muestra las condiciones necesarias para que una solución Lagran-
giana sea un equilibrio relativo elíptico Lagrangiano. La demostración del siguiente resultado
es la misma que la del Teorema 6, basta con reemplazar los signos correspondientes a la
métrica hiperbólica.

Teorema 15. Supongamos que tenemos tres cuerpos en H2
K donde las masas m1, m2 y

m3 rotan sobre el mismo círculo ortogonal al eje de rotación. Entonces existen soluciones
Lagrangianas si las masas son iguales, esto es m1 = m2 = m3.

Demostración.

Tomemos una solución Lagrangiana (4.4) donde los cuerpos con masas m1, m2 y m3 están
en el mismo plano ortogonal al eje z. Entonces r := r1 = r2 = r3 la solución Lagrangiana
es de la forma:
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x1 = r cosωt, y1 = r sinωt, z1 =
(
K−1 + r2

)1/2
,

x2 = r cos (ωt+ 2π/3) , y2 = r sin (ωt+ 2π/3) , z2 =
(
K−1 + r2

)1/2
,

x3 = r cos (ωt+ 4π/3) , y3 = r sin (ωt+ 4π/3) , z3 =
(
K−1 + r2

)1/2
.

Como los tres cuerpos están en la misma altura y forman un triángulo equilátero, se sigue
que el ángulo que forman los cuerpos entre sí y el eje de rotación z es constante. Por
otra parte, el momento angular de la solución Lagrangiana debe ser cero, en otras palabras,
paralelo al eje z. Pero si el momento angular gira alrededor de este eje se violan las integrales
del momento angular, es por este motivo que basta probar que las últimas dos componentes
del vector

∑n
i=1miqi × q̇i son cero.

m1rz1 sinωt+m2rz2 sin

(
ωt+

2π

3

)
+m3rz3 sin

(
ωt+

4π

3

)
= 0. (4.13)

Si el valor de ω es distinto de cero, en consecuencia para el tiempo t = 0 se tiene

m2rz2 sin

(
2π

3

)
= −m3rz3 sin

(
4π

3

)
. (4.14)

La configuración del sistema es un triángulo equilátero, por lo que la distancia entre cada
uno de los cuerpos es una constante, la cual denotaremos como δ y cuyo valor está dado
por

δ = q1 � q2 = q1 � q3 = q2 � q3.

Por lo tanto, la ecuación de movimiento para la coordenada ÿ1 es:

`r(r2 + 1)ω2 sinωt = m2r sin

(
ωt+

2π

3

)
+m3r sin

(
ωt

4π

3

)
,

donde ` es una constante distinta de cero y para t = 0 se cumple

m2r sin

(
2π

3

)
= −m3r sin

(
4π

3

)
. (4.15)

Usando la ecuación anterior y la ecuación (4.14) concluimos que z2 = z3. y, de manera
análoga z1 = z2 y z1 = z3. Con esto podemos afirmar que las masas m1, m2 y m3 están
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en la misma altura z y que por la Proposición 3, las masas de los tres cuerpos son iguales.
�

Ya hemos obtenido los resultados análogos a los equilibrios relativos Lagrangianos en la
esfera, a continuación estudiaremos los equilibrios relativos elípticos Eulerianos en el hiper-
boloide.

4.1.2. Equilibrios relativos elípticos Eulerianos

La familia particular de equilibrios relativos elípticos Eulerianos que estudiaremos en lo
que resta del capítulo son aquellas configuraciones donde la masa m1 está en el punto
(0, 0,K−1/2) y las masas restantes equidistan de la masa m1. En otras palabras las masas
m2 y m3 se encuentran el el mismo plano ortogonal al eje de rotación z.

El siguiente resultado nos muestra la existencia de los equilibrios relativos Eulerianos elípticos
y la relación con el valor de ω.

Teorema 16. Consideremos el problema de los tres cuerpos en H2
K. Supongamos que las

masas de los cuerpos son iguales m := m1 = m2 = m3. Si fijamos el cuerpo con masa m1

en (0, 0,K−1/2) y los cuerpos restantes equidistantes del cuerpo con masa m1, entonces
para z > K−1/2 existen un valor positivo y uno negativo de ω que generan equilibrios
relativos Eulerianos elípticos.

Demostración.

Sustituimos en la ecuación de movimiento (4.7) una solución de la forma

x1 = 0, y1 = 0, z1 = K−1/2,

x2 = r cosωt, y2 = r sinωt, z2 = z,

x3 = −r cosωt, y3 = −r sinωt, z3 = z,

(4.16)

donde z > K−1/2 y r > 0 son constantes que satisfacen z2 = r2 +K−1. Haciendo uso de
identidades trigonométricas obtenemos la siguiente ecuación algebraica

Kq1 · q2 = Kq1 · q3 = (1−Kr2)1/2, Kq2 · q3 = 1− 2Kr2.

Realizando las derivadas correspondientes de las ecuaciones (4.16), sustituimos los cálculos
en las ecuaciones de movimiento (4.7). Simplificando obtenemos la siguiente expresión en
términos de z:
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ω2

m
=

K5/2

z(1 +K4z2)3/2
+

(Kz2 −K2z4)
1/2

4K1/2z4 (K1/2z + 1)
2
(K1/2z − 1)

2 . (4.17)

Notemos que la parte derecha de la ecuación ω2/m es positiva para z > K−1/2, por lo
tanto existen un valor positivo y uno negativo de ω que generan equilibrios relativos elípticos
Eulerianos. El signo de ω determina el sentido de la rotación. �

Recordemos que sólo analizamos una familia particular de equilibrios relativos elípticos en
el hiperboloide, a continuación estudiaremos aquellas soluciones que son invariantes a las
rotaciones alrededor del eje x.

4.2. Equilibrios relativos hiperbólicos

En esta sección estudiaremos los equilibrios relativos hiperbólicos en H2
K, recordemos que

un equilibrio relativo hiperbólico es una solución q de las ecuaciones de movimiento. Debido
a que la transformación A2 deja invariante H2

K, las solución es de la forma qi = (xi, yi, zi),
para i = 1, . . . , n donde sus coordenadas son

xi = constante, yi = ri cosh(ωt+ αi), zi = ri sinh(ωt+ αi), (4.18)

para ω, αi constantes y ri = (K−1 + x2
i )

1/2 ≥ K−1 con i = 1, . . . , n.

A continuación mostraremos si los cuerpos están sobre la misma línea geodésica entonces
no existen equilibrios relativos hiperbólicos.

Teorema 17. A lo largo de una línea geodésica fija no existen equilibrios relativos hiper-
bólicos para el problema de los n cuerpos en H2

K.

Demostración.

Sin pérdida de generalidad, elegimos la línea geodésica x = 0, y mostremos que las ecua-
ciones de movimiento no tienen soluciones de la forma (4.18) equilibrios relativos hiperbóli-
cos. Sustituimos las expresiones

xi = 0, yi = sinh(ωt+ αi), zi = cosh(ωt+ αi),

en las ecuaciones de movimiento (4.7) y realizando algunos cálculo obtenemos la ecuación
de movimiento para la coordenada yi
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n∑

j 6=i,j=1

mj [sinh(ωt+ αj)− cosh(αi − αj) sinh(ωt+ αi)]

[sinh(αi − αj)]
3 = 0. (4.19)

Supongamos que αi > αj para j 6= i. Sea αmáx(i) el máximo de todos los αj para j 6= i,
entonces para t ∈ (−αmáx(i)/ω, αi/ω) se cumple

sinh(αt+ αj) < 0, sinh(αt+ αi) > 0, para j 6= i.

En consecuencia, la parte izquierda de la ecuación (4.19) es negativa en el intervalo
(−αmáx(i)/ω, αi/ω), por lo tanto esta ecuación no tiene sentido para todo valor de t ∈ R,
Usando este hecho, es necesario que se cumpla αmáx(i) ≥ αi para todo i = 1, . . . , n. Note-
mos que esta condición conlleva a que existe por lo menos una i y una j con i 6= j tales que
αi = αj y sinh(αi−αj)=0. La ecuación (4.19) se indetermina. Por lo tanto, las ecuaciones
de movimiento (4.7) no admiten soluciones de la forma (4.18). En conclusión, no existen
equilibrios relativos hiperbólicos sobre la línea geodésica x = 0.

�

A continuación mostramos una condición sobre la velocidad para generar equilibrios relativos
hiperbólicos en H2

K.

Teorema 18. Para el problema de los tres cuerpos en H2
K con masas iguales, existen un

valor positivo y uno negativo de ω que generan equilibrios relativos hiperbólicos Eulerianos.

Demostración.

Probaremos que una solución qi = (xi, yi, zi) para i = 1, . . . , 3, es un equilibrio relativo
hiperbólico del sistema de ecuaciones (4.7) de la forma

xi = constante, yi = ri cosh(ωt+ αi), zi = ri sinh(ωt+ αi), (4.20)

donde r = (K−1 + x2)1/2. Notemos que se cumple las siguientes expresiones

x1x2 + y1y2 − z1z2 = x1x3 + y1y3 − z1z3 = −r,

x2x3 + y2y3 − z2z3 = −2x2 −K−1,

ẋ2
1 + ẏ21 − ż21 = ω2, ẋ2

2 + ẏ22 − ż22 = ẋ2
3 + ẏ23 − ẏ23 = r2ω2.
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Sustituyendo las ecuaciones anteriores en las ecuaciones de movimiento (4.7) obtenemos la
siguiente expresión

ω2

m
=

4x2 + 5

4x2|x|(x2 +K−1)3/2
.

Hemos obtenido la relación entre la función angular y la masa para la existencia de equilibrios
relativos hiperbólicos. �

Ya para terminar, analizaremos la existencia de los equilibrios relativos parabólicos en H2
K.

4.3. Equilibrios relativos parabólicos

Un equilibrio relativo parabólico es una solución qi = (xi, yi, zi) de las ecuaciones de
movimiento para i = 1, . . . , n, de la forma

xi = ai − bit + cit,

yi = ai − bi(1− t2/2) + cit
2/2,

zi = ai − bit
2/2 + ci(1− t2/2),

(4.21)

donde ai, bi y ci son constantes para i = 1, . . . , n y satisfacen la expresión a2i + b2i − c2i =
−K−1.

A continuación probaremos que no existen equilibrios relativos parabólicos para el problema
de los n cuerpos en H2

K. A continuación mostramos el resultado.

Teorema 19. Para el problema de los n en H2
K no existen equilibrios relativos parabólicos.

Demostración.

Tomemos una solución qi = (xi, yi, zi) para i = 1, . . . , n, de la forma (4.21). Derivando
cada una de las coordenadas obtenemos

ẋi = −bi + ci, ẏi = ai + (ci − bi)t, ẋi = ai + (ci − bi)t.

Calculando el momento angular, notemos que la primer componente es

∑

i

miai(bi − ci)−
∑

i

mi(bi − ci)
2t.
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La primer componente del momento angular debe ser una constante, de la ecuación anterior
se sigue que bi = ci. Además, a2i + b2i − c2i = −K−1 y usando este hecho junto con la
igualdad anterior obtenemos a2i = −K−1. Finalmente hemos llegado a una contradicción
debido a que ai ∈ R. �

En conclusión, en este capítulo mostramos la existencia de una familia particular de equili-
brios relativos hiperbólicos de tipo elíptico. Por la semejanza del mismo con los equilibrios de
la esfera S2

K, encontramos las soluciones Eulerianas y Lagrangianas. Por otro lado, estudi-
amos los equilibrios relativos hiperbólicos y mostramos la relación entre la velocidad angular
y la masa. Por último, demostramos que en el problema de los n cuerpos en superficies con
curvatura K < 0 no existen equilibrios relativos hiperbólicos de tipo parabólico.
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CAPÍTULO 5

SOLUCIONES HOMOGRÁFICAS EN H2
K

Para el problema de los tres cuerpos estudiaremos la existencia de las soluciones homo-
gráficas en superficies con curvatura K negativa. De manera similar al caso de la esfera
S2
K, las soluciones homográficas son aquellas soluciones de las ecuaciones de movimiento

que mantienen la misma configuración para todo tiempo, sin embargo debido a que los
cuerpos se mueven en la hoja superior del hiperboloide H2

K encajado en el espacio R2,1 la
clasificación de las soluciones difieren a la clasificación que dimos en el capítulo 2.

Recordemos que existen varios tipos de equilibrios relativos en el hiperboloide, por lo tanto
analizaremos y clasificaremos por separado las soluciones homográficas elípticas y las solu-
ciones homográficas hiperbólicas. Debido a que no hay equilibrios relativos parabólicos, se
sigue que no existen soluciones homográficas parabólicas en H2

K.

La ecuación de movimiento para el problema de los tres cuerpos es de la forma

q̈i =

3∑

j=1,j 6=i

mjK
3/2[qj − (Kqi � qj)qi]

[1− (Kqi � qj)2]3/2
− (Kq̇i � q̇i)qi, i = 1, 2, 3. (5.1)

En el capítulo 3 obtuvimos el sistema de ecuaciones que generan soluciones homográficas
elípticas, por lo que basta dar la clasificación de sus soluciones. En el caso de las solu-
ciones homográficas hiperbólicas obtendremos el sistema de ecuaciones diferenciales que
las generan para dar la clasificación de sus soluciones.

87



88 Capítulo 5. Soluciones homográficas en H2
K

5.1. Soluciones homográficas elípticas

Como mencionamos anteriormente el sistema de ecuaciones que generan soluciones Lagran-
gianas y Eulerianas se calculó en el capítulo 3. Recordemos que estamos estudiando una
familia particular de soluciones homográficas de tipo elíptico y la restricción que impon-
dremos a los cuerpos, para las soluciones Lagrangianas, es que todos se encuentren a la
misma altura o en el mismo plano ortogonal al eje de rotación z. Mientras que para las
soluciones Eulerianas, posicionaremos el cuerpo con masa m1 en el punto (0, 0,K−1) y los
dos restantes en el mismo plano equidistante de la masa m1. En lo que resta de la sección
daremos una clasificación de las soluciones homográficas Lagrangianas y Eulerianas.

5.1.1. Órbitas Lagrangianas

Para el problema de los tres cuerpos en una superficie con curvatura K < 0, la familia parti-
cular de soluciones Lagrangianas que estamos estudiando son de la forma q = (q1,q2,q3),
donde qi = (xi, yi, zi) para i = 1, 2, 3, y sus coordenadas están dadas por

x1 = r cosω, y1 = r sinω, z1 =
(
K−1 + r2

)1/2
,

x2 = r cos (ω + 2π/3) , y2 = r sin (ω + 2π/3) , z2 =
(
K−1 + r2

)1/2
,

x3 = r cos (ω + 4π/3) , y3 = r sin (ω + 4π/3) , z3 =
(
K−1 + r2

)1/2
.

(5.2)

la variable r = r(t) es la función del cambio de tamaño mientras que ω = ω (t) es la
función angular. El sistema de ecuaciones que generan soluciones homográficas elípticas de
Lagrange es





ṙ = ν,

ṡ = −2νs
r
,

ν̇ = r (1−Kr2) s2 − Krṙ2

1−Kr2
− 24m(1−Kr2)

r2(12−9Kr2)3/2
,

(5.3)

donde s = ω̇, c 6= 0 y K < 0. Para simplificar, resolvemos la primera ecuación diferencial
del sistema (5.3) obteniendo

s = ω̇ =
c

r2
,
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donde c es una constante de integración. Por lo que hemos reducido el sistema (5.3) al
siguiente sistema 



ṙ = ν,

ν̇ =
(1−Kr2)c2

r3
− Krν2

1−Kr2
− 24m(1−Kr2)

r2(12−9Kr2)3/2
,

(5.4)

donde c 6= 0. Antes de continuar con el análisis del sistema, probaremos algunos lemas
importantes para la demostración del mismo.

Lema 3. Sea K < 0, m > 0 y c 6= 0,

a) si 27c4K+ 4m2 ≤ 0, entonces el sistema (5.4) no tiene puntos fijos;

b) si 27c4K+4m2 > 0, entonces el sistema (5.4) puede tener uno, dos o tres puntos fijos.

Demostración.

Para la demostración haremos ṙ = 0 y ν̇ = 0, obteniendo el siguiente polinomio

p(x) = 729c4K3x3 − 2916c4K2x2 + 144(27c4K+ 4m2)x− 1728c4. (5.5)

Las soluciones del polinomio anterior son los puntos fijos del sistema, por lo que analizaremos
los cambios de signos del polinomio (5.5). Sustituimos K = −|K| en el polinomio anterior
obteniendo

p(x) = −729c4|K|3x3 − 2916c4|K|2x2 + 144(−27c4|K|+ 4m2)x− 1728c4.

El término (−27c4|K|+ 4m2) determina el cambio de signo, por lo que si 27c4K+4m2 ≤ 0
se sigue que todos los coeficientes del polinomio p(x) son negativos. Además usando la ley
de Descartes, citada en el capítulo 3, concluimos que no existen raíces reales positivas ya
que no hay cambios de signo en p(x).

Para demostrar el segundo inciso, supongamos que 27c4K + 4m2 > 0 entonces las raíces
del polinomio p(x) son las mismas que del polinomio

p̄(x) = x3 − 4K−1x2 +
[
48K−1 + (64/81)c−4K−3m2

]
x− (64/27)K−3.
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Para hallar las raíces del polinomio p̄(x), recordemos que si α1, α2, α3 son las raíces del
polinomio cúbico P(x) = x3 + bx2 + cx+ d, entonces P(x) admite la factorización:

P(x) = (x− α1)(x− α2)(x− α3).

Efectuando la propiedad distributiva, reescribimos el polinomio anterior como

P(x) = x3 − (α1 + α2 + α3)x
2 + (α1α2 + α2α3 + α3a1)x− α1α2α3.

Sabemos que una de estas raíces siempre es un número real y tiene el signo de α1α2α3.
Como el término libre de p̄(x) es positivo, se sigue que una de sus raíces debe ser siempre
negativo e independiente al valor de los coeficientes K, c y m. Por lo tanto, el polinomio
p puede tener dos raíces positivas (incluyendo la posibilidad de una raíz doble), o bien,
ninguna de las raíces es positiva. Usando este hecho, el sistema puede tener dos, una, o
ninguna raíz para 27c4K+ 4m2 > 0, esto concluye la demostración. �

Lema 4. Sea K < 0, m > 0, c 6= 0, supongamos que (r∗, 0) es un punto fijo del sistema
(5.4). Entonces d

dr
g(r∗) = 0 si y solo si r∗ =

(
− 2

3K

)1/2 y además se cumple d2

dr2
g(r∗) > 0.

Demostración.

Sea (r∗, 0) un punto fijo del sistema (5.4), por la definición de punto fijo tenemos que
g(r∗) = 0, de esto se tiene la siguiente relación

c2

r2∗
=

24m

(12− 9Kr2∗)
3/2

. (5.6)

Por otro lado, la derivada de la función g(r) evaluada en el punto fijo es

d

dr
g(r∗) = −c2

r2∗
− 648Kmr∗

(12− 9Kr2∗)
5/2

.

Para demostrar la ida, supongamos que se cumple d
dr
g(r∗) = 0. Igualando el término c2/r2∗

de la ecuación anterior y de la ecuación (5.6), obtenemos la siguiente expresión

24m

(12− 9Kr2∗)
3/2

= − 648Kmr∗

(12− 9Kr2∗)
5/2

.
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Simplificamos la expresión anterior para obtener que el único valor del punto fijo es r∗ =(
− 2

3K

)1/2.

Para demostrar el regreso del lema, evaluamos la función g(r) en el punto fijo r∗ =(
− 2

3K

)1/2, obteniendo la siguiente expresión

9c2
√
−3K = 4m,

Notemos que la expresión no depende de la variable r, por lo tanto d
dr
g(r∗) es igual a cero.

Finalmente, resta demostrar que d2

dr2
g(r∗) > 0. Calculando la segunda derivada de g(r) y

evaluándola en el punto fijo, obtenemos

d2

dr2
g(r∗) = −8mK

9
√
2
.

Notemos que K < 0, por lo tanto d2

dr2
g(r∗) > 0. Hemos demostrado el lema. �

El siguiente lema nos permitirá estudiar la dinámica del campo vectorial en el hiperboloide.

Lema 5. Sea K < 0, m > 0, c 6= 0. Supongamos que (r∗, 0) es un punto fijo del sistema
(5.4). Si ∂

∂r
G(r∗, 0) = 0, entonces ∂2

∂r2
G(r∗, 0) > 0.

Demostración.

Recordemos que en el capítulo anterior definimos la función G(r, ν) como

G(r, ν) = g1(r)g(r) + g2(r, ν), (5.7)

donde

g1(r) =
1−Kr2

r2
, g2(r, ν) = − Krν2

1−Kr2
, g(r) =

c2

r
− 24m

(12− 9Kr2)3/2
. (5.8)

Supongamos que (r∗, 0) es un punto fijo del sistema (5.4). Entonces se cumple que
G(r∗, 0) = 0. Además, la función g2(r∗, 0) es igual a cero y g1(r∗) es positiva para cualquier
valor de r∗ excepto para r∗ = 0. Usando estos hechos en la ecuación (5.7) concluimos que
g(r∗) debe ser igual a cero.

Por otro lado, calculamos las derivadas de g1 y g2,
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∂

∂r
g1(r) = −2

r

(
K+

(1−Kr2)

r2

)
,

∂

∂r
g2(r, ν) = −Kν2(1 +Kr2)

(1−Kr2)2
,

y evaluando las ecuaciones anteriores en el punto fijo tenemos que ∂
∂r
g1(r∗) es distinta de

cero y ∂
∂r
g2(r∗, 0) = 0. Así, la derivada de la función G es:

∂

∂r
G(r, ν) = g(r)

d

dr
g1(r) + g1(r)

d

dr
g(r) +

∂

∂r
g2(r, ν).

Supongamos que ∂
∂r
G(r∗) = 0, entonces d

dr
g(r∗) = 0. Por otro lado, la segunda derivada

de la función G es:

∂2

∂r2
G(r, ν) = g(r)

d2

dr2
g1(r) + 2

d

dr
g1(r)

d

dr
g(r) +

∂2

∂r2
g2(r, ν) + g1(r)

d2

dr2
g(r).

Por el lema anterior, se sigue que si d
dr
g(r∗) = 0, entonces el valor del punto fijo es

r∗ =
(
− 2

3K

)1/2 y se cumple que d2

dr2
g(r∗) > 0. Evaluamos el punto fijo en la segunda

derivada, obteniendo
∂2

∂r2
G(r∗, 0) = g1(r∗)

d2

dr2
g(r∗).

Usando el hecho de que g1(r∗) > 0 y el Lema 4 concluimos que d2

dr2
g(r∗) > 0, por lo tanto

∂2

∂r2
G(r∗, 0) > 0.

�

A continuación daremos una clasificación de las soluciones Lagrangianas en superficies con
curvatura constante negativa.

Clasificación de las soluciones Lagrangianas

Teorema 20. Para el problema de los tres cuerpos en H2
K con masas iguales, existen ocho

clases de soluciones Lagrangianas:

órbitas Lagrangianas homotéticas que empiezan y terminan en colisión total para un
tiempo finito;

equilibrios relativos Lagrangianos que se mueven sobre un círculo paralelo al eje xy;
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órbitas cuasiperiódicas Lagrangianas que cambian de tamaño;

órbitas Lagrangianas que salen en t = −∞ de un equilibrio relativo s y en t = +∞
la órbita regresa al equilibrio relativo;

órbitas Lagrangianas que vienen desde el infinito para t = −∞ y llega a un equilibrio
relativo s en un tiempo t = +∞;

órbitas Lagrangianas que salen de un equilibrio relativo s en t = −∞ y escapan al
infinito para t = ∞ ;

órbitas Lagrangianas que vienen desde el infinito en un tiempo t = −∞ y simétrica-
mente regresan al infinito en un tiempo t = +∞, este tipo de órbitas nunca llega al
equilibrio relativo s ;

órbitas Lagrangianas que vienen desde el infinito en un tiempo t = −∞, llegan a una
posición muy cercana a la colisión total y regresan simétricamente al infinito en un
tiempo t = +∞. El número de órbitas mínimas de este tipo es mucho mas pequeño
que las órbitas descritas en (20).

Demostración.

Para las órbitas del inciso (20) usaremos el valor de la velocidad angular ω̇ del sistema de
ecuaciones (5.3)

ω̇ =
c

r2
,

donde c es una constante, en particular si c es igual a cero tenemos que la velocidad angular
ω̇ = 0, es decir los tres cuerpos colisionan en el punto (0, 0, |K|−1/2). La colisión sucede en
un tiempo finito ya que el punto de colisión no es un punto de equilibrio. Recordemos que,
por el criterio de estabilidad de Lyapunov, los puntos de equilibrio convergen uniformemente
cuando t está en el intervalo [0,∞). Por lo tanto hemos demostrado la existencia de las
órbitas descritas en el inciso (20).

Analizaremos el flujo del sistema (5.3) en su espacio fase (r, ν), de manera similar al capítulo
3, las pendientes del flujo están dadas por

h (r, ν) =
dν

dr
=

c2 (1−Kr2)

νr3
− Krν

1−Kr2
− 24m (1−Kr2)

νr2 (12− 9Kr2)3/2
, (5.9)
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Figura 5.1: Gráfica de las funciones g(r), g1(r) y g2(r, ν) donde K = −1, m = 1, c = 1 y
ν = 1.

donde la función h(r, ν) es simétrica con respecto al eje r y por la primera ecuación del
sistema (5.3) se sigue que el flujo cruza perpendicularmente para todo r excepto en los
puntos fijos. En el Lema 3 demostramos la existencia de dos, uno o ningún punto fijo, por
lo que estudiaremos el sistema para cada uno de los casos por separado.

Caso 1) Ningún punto fijo

Notemos que el sistema de ecuaciones (5.4) no tiene puntos fijos si la función g no tiene
raíces. Analizaremos el flujo G(r, ν) cuando r → 0, donde G(r, ν) se definió en (5.7), por
lo que basta analizar las funciones g, g1 y g2.
Las funciones g1, g2 y g son de la forma

g1(r) =
1−Kr2

r2
, g2(r, ν) = − Krν2

1−Kr2
, g(r) =

c2

r
− 24m

(12− 9Kr2)3/2
.

donde las funciones g1(r) y g2(r, ν) son siempre positivas y g → ∞ cuando r → 0, por lo
tanto g(r) > 0 para cualquier r > 0. En conclusión, el flujo G(r, ν) = g1g + g2 siempre es
positivo para r > 0, en la Figura 5.1 mostramos la gráfica de las funciones g, g1 y g2.

Observemos que h(r, ν) = G(r, ν)/ν, entonces para ν > 0 se sigue que h(r, ν) > 0 y para
ν < 0 la función h(r, ν) < 0. Es decir, el flujo viene desde infinito en un tiempo t = −∞,
cruza el eje r perpendicularmente hacia arriba y regresa simétricamente al infinito en un
tiempo t = ∞. Este tipo de órbitas corresponden a las definidas en el inciso (20) y (20),
en la Figura 5.2 se puede observar el comportamiento del flujo.
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Figura 5.2: Espacio fase del sistema (5.3) para K = −2, c = 1/3 y m = 1/2.

Caso 2) Dos puntos fijos

En este caso la función g(r) tiene dos raíces distintas, las cuales denotaremos como r1 y r2
donde r1 < r2. La función g(r) > 0 para r ∈ (0, r1)∪ (r2,∞) y g(r) < 0 para r ∈ (r1, r2),
por lo tanto el campo vectorial cruza el eje real hacia abajo entre r1 y r2, y hacia arriba
para r < r1 y r > r2.

Para determinar el comportamiento del flujo cerca del punto fijo (r1, 0), linealizaremos el
sistema (5.3). La parte lineal del campo vectorial es

A(r, ν) =

(
0 1

∂G(r,ν)
∂r

0

)
,

evaluándola en el punto de equilibrio (r1, 0) tenemos:

A(r1, 0) =

(
0 1

∂G(r1,0)
∂r

0

)
,

como G(r, 0) > 0 para r < r1 y G(r, 0) < 0 para r1 < r < r2 tenemos que:

∂G(r1, 0)

∂r
< 0, o bien

∂G(r1, 0)

∂r
= 0.
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Por otro lado, el Lema 5 nos dice que si ∂G
∂r
(r1, 0) = 0 entonces ∂2G

∂r2
(r1, 0) > 0, es decir la

función es convexa hacia arriba. Pero esto implica que en la función G no hay cambios de
signo y en consecuencia no tendríamos la existencia de la raíz r1. Por lo tanto ∂G

∂r
(r1, 0) < 0

y los valores propios del sistema lineal los obtenemos de la siguiente ecuación

∣∣∣∣
−λ 1

∂G(r1,0)
∂r

−λ

∣∣∣∣ = 0. (5.10)

Como el valor de ∂G
∂r
(r1, 0) es negativo se sigue que los valores propios son imaginarios y

por lo tanto el punto (r1, 0) no es un punto fijo del sistema (5.3). Para el sistema no lineal
el punto (r1, 0) puede ser una espirar o un centro, pero usando la simetría del sistema con
respecto al eje r y el hecho de que cerca del punto r1 el flujo cruza el eje perpendicularmente
hacia arriba del lado izquierdo de r1 y hacia abajo del lado derecho de r1 elimina cualquier
posibilidad de que el punto de equilibrio sea una espiral. Por lo tanto el punto (r1, 0) es un
centro.

De manera similar estudiaremos el sistema lineal para el punto (r2, 0), el sistema lineal para
el punto (r2, 0) es

A(r2, 0) =

(
0 1

∂G(r2,0)
∂r

0

)
.

La función G es negativa para r1 < r < r2 y es positiva para r > r2, por lo que su derivada
∂G
∂r
(r2, 0) puede ser positiva o igual a cero. Usando de nuevo el Lema 5 concluimos que

∂G
∂r
(r2, 0) > 0. Los valores propios para el punto fijo (r2, 0) se encuentran dados por

∣∣∣∣
−λ 1

∂G(r2,0)
∂r

−λ

∣∣∣∣ = 0.

Como ∂G
∂r
(r2, 0) > 0 entonces el punto fijo es hiperbólico, es decir tiene dos valores propios

λ1 > 0 y λ2 < 0. Por lo tanto el punto (r2, 0) es un punto silla para el sistema lineal.

Tomemos valores muy pequeños de ν > 0, las pendientes del campo vectorial decrecen de
−∞ a líneas con r = constante cuando ν → 0 y r1 < r < r2. Por otro lado, las pendientes
del campo vectorial decrecen de las mismas líneas pero con r > r2 a +∞ cuando ν crece.
Este comportamiento nos da una idea aproximada del comportamiento de los valores propios
λ1 y λ2 en el plano fase.

Las líneas son la forma ν = ηr para η > 0 y las pendientes del campo vectorial h(r, ν) se
encuentran dadas por la ecuación
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h(r, ηr) =
1−Kr2

ηr3

[
c2

r
− 24m (1−Kr2)

(12− 9Kr2)3/2

]
− Kηr2

1−Kr2

Notemos que cuando r → ∞, la pendiente h(r, νr) → ν, es decir el campo vectorial no
tiene pendientes negativas y por lo tanto van hacia infinito.

Tenemos que el punto (r1, 0) es un centro, el punto (r2, 0) es un punto silla y que el campo
vectorial no tiene órbitas límite cuando r → ∞, por lo tanto el espacio fase de las variables
(r − ν) se comporta como el de la Figura 5.3.

El comportamiento del flujo prueba la existencia de las siguientes órbitas

1. órbitas cerradas alrededor del punto fijo (r1, 0), recordemos que el sistema de ecua-
ciones diferenciales depende de tres variables (r, s, ν) por lo que obtenemos las órbitas
mencionadas en el inciso (20);

2. órbitas homotéticas al punto fijo (r1, 0) que corresponden a las mencionadas en el
inciso (20);

3. una órbita que tiende al punto fijo (r2, 0) que corresponden a las mencionadas en el
inciso (20);

4. órbitas que son expulsadas del punto fijo (r2, 0) que corresponden a las mencionadas
en el inciso (20);

5. órbitas que vienen desde el infinito en la dirección de la variedad estable del punto
silla y están dentro de ésta, cruzan el eje r por la derecha del punto r2 y regresan
simétricamente al infinito en dirección de la variedad inestable. Este tipo de órbitas
corresponde al inciso (20);

6. órbitas que vienen desde el infinito en la dirección de la variedad estable del punto
silla y están fuera de ésta, dan vuelta alrededor del lazo y regresan simétricamente al
infinito en dirección de la variedad inestable. Además tocan el eje r entre los puntos
r = 0 y r = r1, el tamaño mínimo se encuentra dado por los valores más pequeños de
K, m y c que corresponden a las órbitas descritas en el inciso (20). Estas soluciones
a las mencionadas en el inciso (20).
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Figura 5.3: Espacio fase del sistema (5.3) con dos puntos fijos para K = −0.3, c = .23 y
m = .12.

Éstas son todas las órbitas generadas cuando el sistema tiene dos puntos fijos.

Caso 3) Un punto fijo

Este caso ocurre cuando las dos raíces son dobles y las denotamos como (r0, 0). La función
g es positiva para cualquier punto excepto en el punto fijo. En consecuencia, cerca del
punto r0 la función g es decreciente para r < r0 y es creciente para r > r0, además el
eje r es tangente a la gráfica de g. Consecuentemente ∂G

∂r
(r0, 0) = 0 y los valores propios

obtenidos en la ecuación (5.10) son λ1 = λ2 = 0. Este es un caso degenerado, donde las
órbitas cercanas al punto fijo son asintóticamente atraídas al flujo (r0, 0). Como el flujo
fuera del punto fijo es similar al primer caso, la única diferencia es que las órbitas terminan
en (r0, 0), y otras se originan en este punto. Este tipo de órbitas están descritas en los
incisos (20) y (20).

Por lo tanto el teorema queda demostrado.

�

Hemos dado la clasificación de la familia particular de soluciones elípticas Lagrangianas
en el hiperboloide H2

K. A continuación estudiaremos las soluciones elípticas Eulerianas,
recordemos los cuerpos de este tipo de soluciones están sobre la misma línea geodésica.
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5.1.2. Órbitas Eulerianas

El sistema de ecuaciones diferenciales que generan la familia particular de soluciones elípticas
Eulerianas en el hiperboloide es el siguiente




ṙ = ν,

ν̇ =
c2(1−Kr2)

r3
− Krν2

1−Kr2
− m(5−4Kr2)

4r2(1−Kr2)1/2
= F (r, ν).

(5.11)

donde c 6= 0 y K < 0. Para dar una clasificación de la familia de soluciones Eulerianas que
estudiamos en el hiperboloide necesitamos demostrar dos lemas importantes.

Lema 6. Para el problema de los tres cuerpos en superficies con curvatura K < 0, el
polinomio q(x) tenemos que:

1. Si c4K+m2 ≤ 0, entonces q(x) no tiene raíces positivas.

2. Si c4K+m2 > 0, entonces q(x) tiene exactamente una raíz positiva.

Demostración.

Dividiremos la demostración en tres casos:

Caso 1) c4K+m2 = 0

El polinomio q(x) es de la forma 8Km2x2 + 23c4Kx − 16c4 donde no tiene ninguna raíz
positiva.

Caso 2) c4K+m2 < 0

Reescribiendo el polinomio q(x) tenemos que es de la forma 8Km2x2 + 23c4Kx − 16c4.
Observemos que el término de x2 siempre es negativo. Si c4K +m2 < 0, entonces no hay
cambios de signo en el polinomio y por la ley de los signos de Descartes concluimos que q
no tiene raíces reales positivas.



100 Capítulo 5. Soluciones homográficas en H2
K

Caso 3) c4K+m2 > 0

Reescribiendo el polinomio tenemos que

Si 6c4K + 5m2 < 0, entonces necesariamente 48c4K+ 25m2 < 0 y, por lo tanto, q
tiene una raíz positiva.

Si 6c4K + 5m2 > 0 y 48c4K + 25m2 < 0, entonces q tiene un cambio de signo y,
por lo tanto, tienen exactamente una raíz positiva.

48c4K+ 25m2 > 0, entonces todos los coeficientes son positivos excepto el término
libre y, por lo tanto, q tiene exactamente una raíz positiva.

Hemos probado los tres casos, por lo tanto terminamos la demostración.

�

Lema 7. Sean K < 0, m > 0 y c 6= 0. El sistema (5.11) no tiene puntos fijos. Entonces
no existen puntos fijos del sistema donde ∂

∂r
W (r∗, 0) = 0 donde

W (r, ν) =
u(r)

r2
+ g2(r, ν). (5.12)

Demostración.

Como u(r∗) = 0, ∂
∂
g2(r∗, 0) = 0 entonces

∂W

∂r
(r, ν) = −

(
2

r3

)
u(r) +

(
1

r2

)
d

dr
u(r) +

∂

∂r
g2(r, ν),

esto implica que W (r∗, 0) = 0 si y solo si d
dr
u(r∗) = 0. Por lo tanto resta probar que no

existe un punto fijo para d
dr
u(r∗) = 0. Para demostrar este hecho, notemos que

d

dr
u(r) = −c4(1 +Kr2)

r2
− Kmr(4Kr2 − 3)

4(1−Kr2)3/2
. (5.13)

De la definición de u(r) y la identidad u(r∗) = 0 tenemos



Capítulo 5. Soluciones homográficas en H2
K 101

(
1−Kr2∗

)1/2
=

mr∗ (5− 4Kr2∗)

4c2 (1−Kr2∗)
.

Reescribimos el término (1−Kr2)
3/2 como (1−Kr2) (1−Kr2)

1/2 y sustituimos en la
expresión (1−Kr2∗) de la ecuación (5.13) obteniendo

K (4Kr2∗ − 3)

5− 4Kr2∗
+

1 +Kr2∗
r2∗

= 0,

simplificando la ecuación anterior tenemos el valor r2∗ =
5
2K

< 0. Por lo tanto no existe un
punto fijo (r∗, 0) tal que d

dr
u(r∗) = 0.

�

Hemos demostrado dos lemas importantes que nos permitirán demostrar la existencia de la
familia de órbitas elípticas Eulerianas.

Clasificación de las soluciones Eulerianas

Teorema 21. Para el problema de los tres cuerpos en una superficie con curvatura con-
stante negativa con masas iguales existen cuatro clases de soluciones Eulerianas

i) órbitas Eulerianas homotéticas que empiezan o terminan en una colisión total en un
tiempo finito;

ii) equilibrios relativos Eulerianos donde el cuerpo con masa m1 se encuentra fija en el
vértice del hiperboloide mientras que los cuerpos restantes se mueven sobre un círculo
paralelo al plano xy;

iii) órbitas homográficas Eulerianas cuasiperiódicas, donde el cuerpo con masa m1 se en-
cuentra fija en el vértice del hiperboloide y la línea que une a los otros dos cuerpos
siempre es paralela al eje xy pero su coordenada z varía con respecto al tiempo;

iv) órbitas homográficas Eulerianas que vienen desde infinito en t = −∞, llegan a una
posición donde la configuración es mínima y después regresan al infinito en t = ∞.
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Figura 5.4: Espacio fase del sistema (5.3) con dos puntos fijos para K = −2, c = 2 y
m = 4.

Demostración:

El primer tipo de órbitas ocurre cuando c 6= 0, es decir, cuando los tres cuerpos colisionan
en el punto (0, 0,K−1/2) en un tiempo futuro o pasado. La colisión ocurre siempre en un
tiempo finito debido a que éste no es un punto de equilibrio, el argumento de que el tiempo
es finito es similar al que usamos en superficies con curvatura positiva.

El siguiente tipo de órbitas las demostramos en el capítulo anterior, por lo que probaremos
la existencia de las órbitas restantes. Para ello haremos un análisis del flujo que genera el
sistema de ecuaciones (5.11).

En el Lema 6 probamos que el sistema no tiene puntos fijos o bien tiene exactamente un
punto fijo, por lo que analizaremos cada uno de los casos por separado.

Caso 1) No hay puntos fijos

Como el sistema no tiene puntos fijo entonces la función u(r) no corta el eje r. Además
ĺımr→0 u(r) = +∞, por lo tanto u(r) > 0 para cualquier valor de r > 0. Usando este
resultado tenemos que u(r)/r2 > 0 para todo valor de r > 0.

Por otro lado ĺımr→0 g2(r, ν) = 0, esto implica que ĺımr→0W (r, ν) = +∞. Además el
sistema (5.11) no tiene puntos fijos, es decir el flujo W nunca es cero. En consecuencia
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Figura 5.5: Espacio fase del sistema (5.3) con dos puntos fijos para K = −2, c = 2 y
m = 6.2.

W (r, ν) > 0 para todo r > 0 y ν. Las pendientes del campo vectorial se encuentran dadas
por la función

h1(r, ν) =
W (r, ν)

ν
=

c2(1−Kr2)

νr3
− Krν

1−Kr2
− m(5 − 4Kr2)

4νr2(1−Kr2)1/2
,

donde h1(r, ν) es simétrica con respecto al eje r y corta perpendicularmente el eje r para
cada punto r > 0. El comportamiento del flujo en sus extremos es ĺımν→±∞W (r, ν) = +∞
y, para ν fijo, ĺımr→∞W (r, ν) = 0. En conclusión, el comportamiento del flujo es simple
como se muestra en la Figura 5.4. Este tipo de órbitas corresponden a las mencionadas en
el inciso (iv).

Caso 2) Un punto fijo

Como sólo hay un punto fijo, analizaremos el comportamiento del sistema alrededor del
punto fijo (r0, 0). Estudiaremos el comportamiento del flujo del sistema linealizado. El
sistema lineal del campo vectorial evaluada en el punto fijo (r0, 0) es

B(r0, 0) =

(
0 1

∂W (r0,0)
∂r

0

)
,
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donde los valores propios del sistema linealizado se encuentran dados por

∣∣∣∣
−λ 1

∂W (r0,0)
∂r

−λ

∣∣∣∣ = 0.

Para determinar el signo de ∂W (r0,0)
∂r

, calculemos el límite ĺımr→0W (r, ν) = +∞. Recorde-
mos que el sistema tiene un punto fijo por lo que W (r, 0) > 0 para 0 < r < r0. Por otro
lado, para mostrar que W (r, 0) < 0 para r > r0, haremos la demostración por contradic-
ción, es decir mostraremos que W (r, 0) > 0 para r > r0.

La igualdad W (r, 0) ≥ 0 se tiene para r = r0, donde los parámetros satisfacen la de-
sigualdad c4K + m2 > 0. Variando levemente los parámetros K < 0, m > 0 y c 6= 0,
obtenemos que la función W (r, 0) tiene dos ceros. Este hecho contradice el Lema 6, por lo
tanto W (r, 0) < 0 para r > r0.

Como la función W (r, 0) decrece alrededor del punto r0, entonces ∂
∂r
W (r0, 0). Pero por

el Lema 7, si ∂
∂r
W (r0, 0) 6= 0 entonces necesariamente se debe satisfacer ∂

∂r
W (r0, 0) <

0. Resolviendo el sistema linealizado obtenemos que los valores propios son puramente
imaginarios, esto implica que el punto fijo (r0, 0) del sistema (5.11) puede ser una espiral
o un centro. La simetría del flujo con respecto al eje r excluye la posibilidad de ser una
espiral, por lo tanto el punto fijo (r0, 0) es un centro.

En la Figura 5.5 podemos observar el comportamiento del flujo en el plano (r − ν), no
olvidemos que el sistema de ecuaciones diferenciales depende de las variables (r, s, ν) por
lo el sistema genera las órbitas cuasiperiódicas Eulerianas, mencionadas en el inciso (iii).

Para terminar el análisis del flujo del sistema (5.11) haremos uso de la ceroclina ν̇ = 0, la
cual se encuentra dada por

ν2 =
1−Kr2

Kr

[
c2 (1−Kr2)

r3
− m (5− 4K2)

4r2 (1−Kr2)1/2

]
. (5.14)

A lo largo de la curva, donde pasa el punto fijo (r0, 0), es simétrica con respecto al eje r

ĺım
r→∞

1−Kr2

Kr

[
c2 (1−Kr2)

r3
− m (5− 4K2)

4r2 (1−Kr2)1/2

]
= m (−K)1/2 +Kc2.

Recordemos que los parámetros deben satisfacer la desigualdad m2 +Kc4 > 0, la cual es
equivalente a
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[
m (−K)1/2 +Kc2

] [
m (−K)1/2 +Kc2

]
> 0.

Notemos que el segundo término del producto es positivo, por lo que el primer término
también debe ser positivo. En consecuencia, el límite calculado anteriormente es un número
positivo y la curva dada por la ecuación (5.14) está limitada por las líneas

ν =
[
m (−K)1/2 +Kc2

]1/2
, y ν = −

[
m (−K)1/2 +Kc2

]1/2
.

Dentro de la curva, la pendiente del campo vectorial es negativa para ν > 0. Fuera de ella,
la pendiente del campo vectorial es positiva para ν > 0, pero es negativa para ν < 0. Por lo
tanto las órbitas que se mantienen fuera de la ceroclina son ilimitadas. Este tipo de órbitas
corresponden a las soluciones descritas en el inciso (iv). Esto concluye la demostración del
teorema. �

Hemos dado una clasificación de la familia particular de órbitas elípticas Lagrangianas y de
las elípticas Eulerianas para el hiperboloide H2

K. A continuación obtendremos la sistema de
ecuaciones que generan órbitas homográficas de tipo hiperbólico y daremos una clasificación
de las mismas.

5.2. Soluciones homográficas hiperbólicas

En esta sección estudiaremos las soluciones homográficas hiperbólicas, recordemos que este
tipo de órbitas son soluciones de las ecuaciones de movimiento invariantes transformaciones
de la forma

A2(s) = P




1 0 0
0 cosh s sinh s
0 sinh s cosh s


P−1, (5.15)

donde s ∈ R. Recordemos que en el capítulo anterior demostramos la existencia de los
equilibrios relativos hiperbólicos. Usando la definición 9 tenemos que las soluciones homo-
gráficas hiperbólicas son aquellas soluciones donde los cuerpos están en la misma geodésica,
este tipo de soluciones las denominamos soluciones hiperbólicas de tipo Eulerianas.

En el capítulo anterior mostramos que existen órbitas hiperbólicas de tipo Eulerianas si las
masas de los cuerpos son iguales. Sin pérdida de generalidad, posicionaremos el cuerpo
con masa m1 en la línea geodésica que pasa por el punto (0, 0, |K|−1/2), mientras que los



106 Capítulo 5. Soluciones homográficas en H2
K

cuerpos restantes m2 y m3 equidistan del cuerpo m1 y están sobre la misma geodésica. Por
lo tanto, las soluciones hiperbólicas de tipo Euler son soluciones q = (q1,q2,q3), donde
qi = (xi, yi, zi) y sus coordenadas son de la forma

x1 = 0, y1 = |K|−1/2 sinhω, z1 = |K|−1/2 coshω,

x2 =
(
K−1 + r2

)1/2
, y2 = r sinhω, z2 = r coshω,

x3 = −
(
K−1 + r2

)1/2
, y3 = r sinhω, z3 = r coshω.

(5.16)

La variable r(t) es la función de tamaño mientras que ω(t) es la función angular. Además,
los cuerpos siempre están sobre la superficie del hiperboloide, en otras palabras, siempre
se satisface x2

i (t) + y2i (t) − z2i (t) = K−1 para i = 1, 2, 3. El siguiente resultado nos da la
existencia de este tipo de soluciones.

Teorema 22. Para el problema de los tres cuerpos con masas iguales, la única solución
homográfica hiperbólica Euleriana es una órbitas homotética Euleriana o es un equilibrio
relativo hiperbólico Euleriano.

Demostración.

Consideremos una solución de la forma (5.16). Por contradicción, supongamos que la solu-
ción no es homotética y realizando los cálculos tenemos que

Kq1 � q2 = Kq1 � q3 = |K|−1/2 r, y Kq2 � q3 = −1 − 2Kr2. (5.17)

Derivando las ecuaciones (5.16) tenemos

ẋ1 = 0, ẋ2 =− ẋ3 =
rr̈

(K−1 + r2)1/2
,

ẏ1 = |K|−1/2 ω̇ coshω, ẏ2 =ẏ3 = ṙ sinhω + rω̈ coshω,

ż1 = |K|−1/2 ω̇ sinhω, ż2 =ż3 = ṙ coshω + rω̈ sinhω.

Kq̇1 � q̇1 = −ω̇2,

Kq̇2 � q̇2 = Kq̇3 � q̇3 = Kr2ω̇2 − Kṙ2

1 +Kr2
,

calculando su segunda derivada obtenemos
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ẍ1 = 0,

ÿ1 = |K|−1/2 ω̇2 sinhω + |K|−1/2 ω̈ coshω,

z̈1 = |K|−1/2 ω̇2 coshω + |K|−1/2 ω̈ sinhω,

ẍ2 = −ẍ3 =
rr̈

(K−1 + r2)1/2
+

K−1ṙ2

(K−1 + r2)3/2
,

ÿ2 = ÿ3 =
(
r̈ + rω̇2

)
sinhω + (rω̈ + 2ṙω̇) coshω,

z̈2 = z̈3 =
(
r̈ + rω̇2

)
coshω + (rω̈ + 2ṙω̇) sinhω.

Sustituyendo los cálculos anteriores en las ecuaciones de movimiento obtenemos la siguiente
relación para cada una de las componentes





ÿ1 : |K|−1/2 ω̈ coshω,

z̈1 : |K|−1/2 ω̈ sinhω,

ẍ2, ẍ3 : E,

ÿ2, ÿ3 : E sinhω + F coshω,

z̈2, z̈3 : E coshω + F sinhω,

(5.18)

donde

E := E (t) = r̈ + r
(
1 +Kr2

)
ω̇2 − Krṙ2

1 +Kr2
+

m (1− 4Kr2)

4r2 |1 +Kr2|1/2
,

F := F (t) = rω̈ + 2ṙω̇.

Notemos que el sistema (5.18) es una combinación lineal de las funciones seno hiperbólico y
coseno hiperbólico, por lo tanto la existencia y unicidad local de estas órbitas es equivalente
a demostrar la existencia del siguiente sistema





ω̈ = 0,

ω̈ = −2ṙω̇
r
,

r̈ = −r (1 +Kr2) ω̇2 + Krṙ2

1+Kr2
− m(1−4Kr2)

4r2|1+Kr2|1/2 .

(5.19)

Integrando la primera ecuación obtenemos el valor de la función angular, esto es ω(t) =
at + b donde a y b son constantes, por lo que ω̇ = a. Suponiendo que la solución no es
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homotética entonces a es distinto de cero y usando la segunda ecuación del sistema anterior
obtenemos

ω̇(t) =
c

r2(t)
,

donde c es una constante de integración. Como a 6= 0 implica que r(t) es una constante, es
decir la solución es un equilibrio relativo. Este equilibrio relativo también satisface la tercera
ecuación

a2 = ω̇2 =
m(1− 4Kr)

4r3 |1 +Kr2|1/2
,

Por lo tanto cada solución homográfica hiperbólica Euleriana que no es una solución ho-
motética Euleriana es un equilibrio relativo hiperbólico Euleriano. �

Hemos analizado los equilibrios relativos y las soluciones homográficas en superficies con
curvatura K, para ello estudiamos la esfera S2

K encajada en R3 y la hoja superior del
hiperboloide H2

K encajado en el espacio R2,1. En el siguiente capítulo estudiaremos los
equilibrios relativos en el modelo intrínseco para K > 0.



CAPÍTULO 6

MODELO INTRÍNSECO PARA SUPERFICIES CON
CURVATURA K > 0

Hasta ahora hemos estudiado el problema de los n cuerpos en superficies 2-dimensionales
encajadas respectivamente en los espacios R3 y R2,1 donde analizamos una familia parti-
cular de equilibrios relativos y soluciones homográficas. En este capítulo haremos uso de
la proyección estereográfica para obtener las ecuaciones de movimiento, estudiaremos la
existencia de equilibrios relativos en superficies con curvatura K > 0. Este modelo nos per-
mitirá dar una caracterización para los equilibrios relativos en dicha superficie, en particular
para dos y tres cuerpos.

En la primera sección explicaremos brevemente la proyección estereográfica y en la se-
gunda obtendremos las ecuaciones de movimiento haciendo uso del potencial cotangente
UK. Demostraremos la equivalencia de las ecuaciones para ambos modelos y finalmente
estudiaremos la existencia de los equilibrios relativos Eulerianos y Lagrangianos.

6.1. Proyección Estereográfica

Para estudiar el problema de los n cuerpos en superficies con curvatura K > 0 usaremos
la proyección estereográfica. Antes de estudiar los equilibrios relativos en dicho espacio,
obtendremos las ecuaciones de la proyección estereográfica. Para evitar confunsiones con el
modelo anterior, usaremos R en lugar de K−1/2 para denotar el radio de la esfera S2

K.

109
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b

b
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P1

Q

Figura 6.1: Proyección Estereográfica

Sea N = (0, 0,R) el polo norte y P = (α, β, γ) un punto sobre la esfera S2
K, la línea recta

que une al punto P con el Polo Norte cruza el plano z = 0 en un único punto Q (ver
Figura 6.1). La ecuación de la recta es ` = {N+ t(P−N) : t ∈ R} y Q = (αt, βt), donde
el valor de t satisface la siguiente expresión

t =
R

R− γ
.

Por lo tanto, la transformación estereográfica para cualquier punto de la esfera S2
K al plano

z = 0 se encuentra dada por

Π : S2
K → R2

P = (α, β, γ) → Q =

(
Rα

R− γ
,

Rβ

R− γ

)
.

Para construir la transformación inversa de la proyección usaremos la recta que une el Polo
Norte de la esfera y el punto Q del plano z = 0, la ecuación de la recta se encuentrada
dada por L = {N+λ (Q−N) : λ ∈ R}. El punto de intersección de la recta L y la esfera
S2
K es el punto P y sus coordenadas son P = (λu, λy,R (1− λ)) para cualquier valor de
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λ ∈ R. Usando la ecuación de la esfera (1.9) obtenemos el valor de λ y por lo tanto la
ecuación de la transformación inversa.

Π−1 : R2 → S2
K

Q = (u, v) → P = (α, β, γ),
(6.1)

donde cada una de las coordenadas del punto P se encuentran dadas por

α =
2R2u

u2 + v2 +R2
, β =

2R2v

u2 + v2 +R2
, γ =

R(u2 + v2 −R2)

u2 + v2 +R2
. (6.2)

La proyección estereográfica es conforme, es decir, si dos curvas sobre la superficie de la
esfera se cortan con un determinado ángulo entonces las proyecciones de las dos curvas
mantendrán el mismo ángulo [42]. Debido a la proyección, la métrica del plano z = 0 es

ds2 =
4R4

(u2 + v2 +R2)2
(
du2 + dv2

)
. (6.3)

El plano z = 0 con la métrica anterior lo llamaremos el plano esférico R2
esf . A continuación

calcularemos las curvas geodésicas y los símbolos de Christoffel, estos conceptos se pueden
consultar en cualquier libro básico de Geometría Diferencial [10], [66]. Las curvas geodésicas
en esta superficie son

ü+ Γ1
11u̇

2 + 2Γ1
12u̇v̇ + Γ1

22v̇
2 = 0,

v̈ + Γ2
11u̇

2 + 2Γ2
12u̇v̇ + Γ2

22v̇
2 = 0,

(6.4)

donde Γi
mn son los símbolos de Christoffel para i,m, n = 1, 2. Para calcular los símbolos de

Christoffel usaremos λ, que llamaremos como el parámetro conforme asociado a la métrica
y se encuentra dado por

λ (u, v) =
4R4

(u2 + v2 +R2)2
,

el valor de los símbolos de Christoffel se encuentran dados por

Γ1
11 = Γ2

12 = −Γ1
22 =

1

2λ(u, v)

∂λ

∂u
=

−2u

u2 + v2 +R2
,

Γ2
22 = Γ1

12 = −Γ2
11 =

1

2λ(u, v)

∂λ

∂v
=

−2v

u2 + v2 +R2
.

(6.5)
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Finalmente, sustituimos los símbolos de Christoffel (6.5) en el sistema (6.4) obtenemos las
ecuaciones de las geodésicas

ü =
2

u2 + v2 +R2

(
uu̇2 + 2vu̇v̇ − uv̇2

)
,

v̈ =
2

u2 + v2 +R2

(
vv̇2 + 2uu̇v̇ − vu̇2

)
.

(6.6)

Siguiendo la misma metodología del primer capítulo, necesitamos obtener la distancia entre
dos puntos del plano R2

esf para calcular las ecuaciones de movimiento. Recordemos que
la proyección estereográfica es conforme es decir la transformación conserva los ángulos
orientados, por lo tanto la distancia entre dos puntos (1.10) es la misma para ambos
modelos. Para evitar confusiones, denotaremos como Qi = (xi, yi, zi) a los cuerpos que se
encuentran sobre la esfera S2

K y como qi = (ui, vi) a los cuerpos del plano esférico R2
esf .

Por lo tanto la distancia entre dos puntos en R2
esf es

dij = d+(qi,qj) = d(Qi,Qj) = R arc cos

(
Qi ·Qj

R2

)
. (6.7)

Usando la proyección estereográfica para los puntos Qi y Qj , junto con el hecho ‖qi‖2 =
u2
i + v2i obtenemos

cos

(
dij
R

)
=

Qi ·Qj

R2
=

4R2 (qi · qj) +
(
‖qi‖2 −R2

) (
‖qj‖2 −R2

)
(
‖qi‖2 +R2

) (
‖qj‖2 +R2

) ,

Para simplificar algunos cálculos, introduciremos la variable z = u + iv para identificar
el plano esférico R2

esf con el plano complejo extendido Ĉ = C ∪ {∞}. Notemos que
‖qi‖2 = |zi|2 y el producto punto de cualesquiera dos cuerpos es qi · qj = (ziz̄j + zj z̄i)/2,
por lo tanto la ecuación coseno y seno son de la forma

cos

(
dij
R

)
=

W1

W2
, sin

(
dij
R

)
=

1

W2

[
W 2

2 −W 2
1

]1/2
,

donde

W1 = 2R2 (ziz̄j + zj z̄i) +
(
|zi|2 −R2

) (
|zj |2 −R2

)
,

W2 =
(
|zi|2 +R2

) (
|zj|2 +R2

)
.
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Finalmente la función cotangente en el plano complejo extendido es

cot

(
dij
R

)
=

W1

[W 2
2 −W 2

1 ]
1/2

=
2R2 (zj z̄j + zj z̄i) +

(
|zi|2 −R2

) (
|zj |2 − R2

)

2R |zj − zk| |R2 + z̄jzk|
.

La métrica (6.3) del plano complejo extendido con las nuevas coordenadas se encuentra
dada por

ds2 =
4R4dzdz̄
(
R2 + |z|2

)2 . (6.8)

A partir de este momento denotaremos al plano complejo extendido con la métrica anterior
como el plano curvado M2

K. Ahora ya podemos establecer las ecuaciones de movimiento
y estudiar la dinámica de los cuerpos en esta superficie. A continuación estudiaremos las
singularidades del problema en este modelo.

6.2. Singularidades en el espacio M2
K.

Para el problema de los n cuerpos en el espacio M2
K, el conjunto de singularidades son

generados por el potencial cotagente y se encuentran dadas por las soluciones de la siguiente
ecuación

2R |zj − zi|
∣∣R2 + z̄jzi

∣∣ = 0. (6.9)

Si el término |zj − zi| = 0 entonces los cuerpos con posiciones zi, zj colisionan, en la
Figura 6.2 se muestra la colisión en el espacio M2

K y en la esfera S2
K. Por otro lado, si

|R2 + z̄jzi| = 0 y usando el hecho |zj |2 = zj z̄j obtenemos la relación

zi =
−R2

|zj|2
zj ,

En otras palabras, si las posiciones zi, zj satisfacen la expresión anterior entonces los
cuerpos con masas mi y mj son antipodales en la esfera S2

K,en la Figura 6.3 se muestra
esta singularidad en el espacio M2

K y en la esfera S2
K.
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M2
K S2

K

r1 = r2bb

x y

z

bbq1 = q2

Figura 6.2: Singularidad ∆+
ij en el espacio M2

K

M2
K S2

K

r1

r2

b

b
x y

z

b

b

q1

q2

Figura 6.3: Singularidad ∆−
ij en el espacio M2

K
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Para diferenciar los dos tipos de singularidades definimos los conjuntos

∆+
ij = {zi = zj} , ∆−

ij =

{
zi =

−R2

|zj |2
zj

}
, (6.10)

denominaremos como el conjunto colisión singular y el conjunto antipodal singular a los
conjuntos

∆+ =
⋃

ij

∆+
ij, ∆− =

⋃

ij

∆−
ij .

Finalmente, el conjunto singular total es ∆ := ∆+
⋃

∆−. A continuación obtendremos las
ecuaciones de movimiento para el problema de los n cuerpos en el espacio M2

K.

6.3. Ecuaciones de movimiento

En esta sección calcularemos las ecuaciones de movimiento para el problema de los n
cuerpos con masas m1, m2, . . . , mn en el espacio M2

K bajo la acción del Lagrangiano

LR (z, ż, z̄, ˙̄z) = TR (z, ż, z̄, ˙̄z) + UR (z, ż, z̄, ˙̄z) , (6.11)

donde z = (z1, z2, . . . , zn) son las posiciones de los n cuerpos y TR la energía cinética
definida como

TR (z, ż, z̄, ˙̄z) =
1

2

n∑

k=1

mkλ (zk, z̄k) |żk|2 . (6.12)

En el primer capítulo argumentamos el uso del potencial cotagente en superficies con cur-
vatura constante. A continuaciíon calcularemos el potencial cotagente para el espacio M2

K.

UR (z, ż, z̄, ˙̄z) =
1

R

n∑

j=1,j 6=k

mkmj cot

(
dkj
R

)

=
1

R

n∑

j=1,j 6=k

mkmj

2R2 (zj z̄k + zkz̄j) +
(
|zk|2 −R2

) (
|zj |2 −R2

)

2R |zj − zk| |R2 + z̄jzk|
.
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En el siguiente lema mostramos el cálculo de las ecuaciones de movimiento, que nos per-
mitirá estudiar la dinámica de los cuerpos en el espacio M2

K.

Lema 8. Sea

LR (z, ż, z̄, ˙̄z) =
1

2

n∑

k=1

mkλ (zk, z̄k) |żk|2 +
1

R

n∑

j=1,j 6=k

mkmj cot

(
dkj
R

)
, (6.13)

el Lagrangiano del problema de los n cuerpos en M2
K. El siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de segundo orden son las ecuaciones de movimiento del problema
curvado de los n cuerpos con curvatura positiva.

mkz̈k =
2mkz̄kż

2
k

R2 + |zk|2
+

2

λ (zk, z̄k)

∂UR (z, z̄)

∂z̄k
, k = 1, . . . , n, (6.14)

donde

∂UR (z, z̄)

∂z̄k
=

n∑

j=1,j 6=k

mkmj

(
R2 + |zk|2

) (
R2 + |zj |2

)
(R2 + z̄jzk) (zj − zk)

4R2 |zj − zk|3 |R2 + z̄jzk|3

=

n∑

j=1,j 6=k

mkmj

(
R2 + |zk|2

) (
R2 + |zj |2

)
(R2 + z̄jzk) (zj − zk)

4R2 |zj − zk| |R2 + z̄jzk| (z̄j − z̄k) (R2 + z̄kzj)
,

y el elemento conforme es

λ (zk, z̄k) =
4R4

(
R2 + |zk|2

)2 . (6.15)

Demostración.

Para obtener las ecuaciones de movimiento partiremos de la ecuación de Euler-Lagrange
para variable compleja.

d

dt

(
∂LR

∂ ˙̄zk

)
− ∂LR

∂z̄k
= 0, (6.16)

donde el potencial cotagente UR (z, z̄) = UR y el elemento conforme λ (zk, z̄k) = λ no
dependen de la variable żk, sustituyendo estos supuestos obtenemos
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∂LR

∂ ˙̄zk
=

∂TR

∂ ˙̄zk
=

∂

∂ ˙̄zk

(
1

2
mkλ |żk|2

)
=

1

2
mkλżk.

En consecuencia, el primer término de la ecuación (6.16) es de la forma

d

dt

(
∂LR

∂ ˙̄zk

)
=

1

2
mkżk

[
∂λ

∂zk
żk +

∂λ

∂z̄k
˙̄zk

]
+

1

2
mkλz̈k. (6.17)

Por otro lado, calculamos el segundo término de la ecuación (6.16) obteniendo

∂LR

∂z̄k
=

1

2
mk

∂λ

∂z̄k
|żk|2 +

∂UR

∂z̄k
. (6.18)

Sustituimos los cálculos anteriores en la ecuación (6.16) obteniendo así

(
1

2
mkżk

[
∂λ

∂zk
żk +

∂λ

∂z̄k
˙̄zk

]
+

1

2
mkλz̈k

)
−
(
1

2
mk

∂λ

∂z̄k
|żk|2 +

∂UR

∂z̄k

)
= 0,

derivamos el elemento conforme, simplificamos y reordenamos la ecuación anterior obte-
niendo la ecuación de movimiento para el cuerpo zk con masas mk.

mkz̈k =
2

λ

∂UR

∂z̄k
+

2mkż
2
k z̄k

R2 + |zk|2
. (6.19)

�

En el siguiente resultado, mostramos el comportamiento de los cuerpos cuando el potencial
cotagente es una constante o cero.

Teorema 23. Para el problema de los n cuerpos en M2
K, supongamos que el valor del

potencial cotagente UR es cero o una constante entonces el k-ésimo cuerpo se mueve sobre
su geodésica.
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Demostración.

Usando las ecuaciones de las geodésicas (6.6) para las variables u y v respectivamente.
Recordemos que hicimos un cambio de variable zk = uk + ivk, por lo tanto la ecuación de
la geodésica para el cuerpo zk es

z̈k
2

=
ük + iük

2
=

(uk − ivk) [u̇k + v̇k]
2

R2 + u2
k + v2k

, (6.20)

multiplicando por 2mk y expresamos la ecuación anterior en términos de la variable zk.

mkz̈k −
2mkz̄kżk

2

R2 + |zk|2
= 0. (6.21)

Por otro lado, en el lema anterior obtuvimos la ecuación de movimiento para el cuerpo zk
con masa mk.

mkz̈k −
2mkż

2
k z̄k

R2 + |zk|2
=

2

λ

∂UR

∂z̄k
.

Por hipótesis, el potencial cotangente UR es una constante o cero, por lo tanto la ecuación
de movimiento es de la forma

mkz̈k −
2mkż

2
k z̄k

R2 + |zk|2
= 0. (6.22)

Notemos que la ecuación anterior coincide con la ecuación de la geodésica (6.21) para la
partícula zk . En otras palabras, obtuvimos la ecuación movimiento con el simple cálculo
de la ecuación geodésica del cuerpo zk. En conclusión, cuando el potencial cotangente es
nulo o es una constante el cuerpo zk se mueve sobre su geodésica.

�

La ecuación de movimiento que obtuvimos en M2
K es equivalente a la ecuación que de-

scribe el movimiento de los cuerpos en la esfera S2
K. Recordemos que el objetivo principal

del capítulo es estudiar los equilibrios relativos, por lo que en el apéndice A probamos la
equivalencia de las ecuaciones de movimiento.

A continuación obtendremos la ecuación algebraica que genera equilibrios relativos en el
espacio M2

K usando el grupo de isometrías.
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6.4. Equilibrios relativos en M2
K

Haciendo uso de las isometrías a continuación estudiaremos la existencia de los equilibrios
relativos en M2

K. Llamamos grupo lineal general GL(2,C) el grupo de matrices invertibles
de 2 × 2 con entradas en los complejos y la multiplicación matricial usual. El grupo de
isometrías del espacio M2

K se encuentra dado por el cociente SU (2) \ {±I} donde el
subgrupo unitario especial está definido como

SU (2) =
{
A ∈ GL (2,C) | ĀTA = I

}
.

Sea A ∈ SU (2) con a, b ∈ C y se cumple |a|2 + |b|2 = 1, entonces la matriz A es de la
forma

A =

(
a b
−b̄ ā

)
,

notemos que a cada matriz A ∈ SU (2) \ {±I} se le asocia una única transformación de
Moebius dada por

fA : M2
K → M2

K

z → az + b

−b̄z + ā
. (6.23)

Por otro lado, el grupo SU (2) es un grupo de Lie [7] que a su vez se le asocia una álgebra
de Lie su(2) definida como

su (2) =
{
X ∈ M (2,C) |X̄T = −X, Tr (X) = 0

}
,

Para un mejor entendimiento definimos lo que es una álgebra de Lie.

Definición 23. Una álgebra de Lie es un par (A, [, ]) que consiste de un espacio vectorial
A sobre un campo F, junto con una operación binaria [·, ·] : A×A → A, (X, Y ) → [X, Y ],
llamada corchete de Lie, tal que para cualesquiera X, Y, Z ∈ A y a, b ∈ F, se cumplen las
siguientes propiedades:
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Antisimetría
[X, Y ] = −[Y,X ],

Linealidad
[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

La Identidad de Jacobi

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X ] + [[Z,X ], Y ] = 0.

Usando el hecho de que es un espacio vectorial se sigue que su(2) es una combinación
lineal de los elementos de su base. Una de las bases que generan el álgebra de Lie su(2)
está compuesta por las matrices complejas de Pauli, en consecuencia para estudiar el grupo
de isometrías de M2

K basta con analizar las matrices complejas de Pauli.
{
h1 =

1

2

(
0 1
−1 0

)
, h2 =

1

2

(
i 0
0 −i

)
, h3 =

1

2

(
0 i
i 0

)}
.

Hasta ahora conocemos toda la información del álgebra de Lie su(2), sin embargo estamos
interesados en la estructura del grupo SU(2). Consideremos el mapeo exponencial, el cual
nos permite capturar la información del álgebra de Lie al grupo de Lie,

exp : su (2) → SU (2) ,

aplicando la función exponencial a los subgrupos de un parámetro {th1}, {th2}, y {th3},
obtenemos los respectivos subgrupos en SU (2) de un parámetro. Para el primero {th1},
el subgrupo en SU(2) es

H1(t) = exp (th1) =
∞∑

n=0

(th1)
n

n!
= I + th1 +

t2h2
1

2!
+

t3h3
1

3!
+ · · · ,

o bien, en su forma matricial

H1(t) =

[ ∑∞
n=0

(−1)n

(2n)!

(
t
n

)2n ∑∞
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(
t
n

)2n+1

−
(∑∞

n=0
(−1)n

(2n+1)!

(
t
n

)2n+1
) ∑∞

n=0
(−1)n

(2n)!

(
t
n

)2n
]
,
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observemos que los elementos de la matriz son desarrollos en serie de la función coseno y
de la función seno, por lo tanto simplificando la matriz anterior obtenemos

H1 (t) = exp (th1) =

(
cos (t/2) sin (t/2)
− sin (t/2) cos (t/2)

)
.

Recordemos que a cada matriz en SU(2) le asociamos una transformación de Moebius
(6.23), por lo que definimos a la familia uno paramétrica como

fH1 (z) =
z cos (t/2) + sin (t/2)

−z sin (t/2) + cos (t/2)
.

El procedimiento es similar para la matriz {th2} por lo que H2 se encuentra dada por

H2 (t) = exp (th2) =

(
eit/2 0
0 e−it/2

)
,

donde la transformación de Moebius que actúa en la familia uno paramétrica es

fH2 (z) = eitz.

El cálculo de H3 es similar para el último subgrupo {th3}.

H3 (t) = exp (th3) =

(
cos (t/2) i sin (t/2)
i sin (t/2) cos (t/2)

)
,

cuya transformación de Moebius asociada a la matriz anterior es

fH3 (z) =
z cos (t/2) + i sin (t/2)

zi sin (t/2) + cos (t/2)
.

El grupo de rotaciones A (t) ∈ SO (3) es la matriz solución para el vector de Killing
LZ (x, y, z) = (y,−x, 0) donde la rotación del vector es alrededor del eje z y es invariante
para cualquier esfera centrada en el origen.

A(t) =




cos t sin t 0
− sin t cos t 0

0 0 1


 .

A continuación probaremos la equivalencia de los isomorfismos para ambos modelos.
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Proposición 4. Sea G : SU (2) \ {±I} → SO (3) el isomorfismo entre los grupos de
isometrías de la esfera S2

K, entonces G (H2 (t)) = A (t).

Demostración.

Usando las ecuaciones de la proyección estereográfica tenemos

Π(x, y, z) =

(
Rx

R− z
,

Ry

R− z

)
,

donde la rotación del vector tangente a (x, y, z) en la esfera S2
K es (y,−x, 0). La matriz

jacobiana de la transformación aplicada al vector tangente es

JΠ [LZ (x, y, z)]T =

(
R

R−z
0 Rx

(R−z)2

0 R
R−z

Ry

(R−z)2

)


y
−x
0


 =

( Ry
R−z

− Rx
R−z

)
.

Notemos que v = Ry
R−z

y u = Rx
R−z

, en notación compleja esto corresponde a v − iu =
−i (u+ iv) = −iz, obteniendo la siguiente ecuación diferencial

ż = −iz,

la cual genera el flujo ft (z) = e−itz y esta asociado al subgrupo de la transformación de
Moebius fH2 (t), por lo tanto G (H2 (t)) = A (t).

�

Ahora que hemos obtenido el grupo de isometrías de M2
K, podemos definir como en el

modelo anterior los equilibrios relativos en M2
K. Denotemos como Iso(M2

K) al grupo de
isometrías de M2

K y como {GM (t)} ∈ Iso(M2
K) a la familia de todas las rotaciones que

actúan en el espacio M2
R \∆.

Definición 24. Un equilibrio relativo en M2
K es una solución z (t) de las ecuaciones de

movimiento (6.22) invariante bajo el subgrupo GM (t). En otras palabras, para gM ∈ GM ,
la función w (t) = gM (t) z (t) es una solución de la ecuación de movimiento (6.22).

Por el Teorema del Eje Principal, para cualquier rotación en R3 elegimos un eje de rotación
fijo. En este caso, sin pérdida de generalidad, fijaremos al eje z como el eje de rotación. Los
subgrupos restantes representan rotaciones alrededor de los ejes x y y respectivamente.

A continuación obtendremos la ecuación de movimiento que genera todos los equilibrios
relativos del espacio M2

K. Usando la Proposición 4 y el hecho de que fijamos al eje z como
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eje de rotación, basta con analizar la segunda clase de transformaciones de Moebius, esto
es

wk (t) = fH2(zk(t)) = eitzk (t) . (6.24)

donde zk(t) es una solución de las ecuaciones de movimiento (6.14). Debido a que la
ecuación anterior es na solución de la ecuación de movimiento, calculamos sus respectivas
derivadas como se muestra a continuación

ẇk = (izk + żk) e
it,

ẅk = (z̈k + 2iżk − zk) e
it, (6.25)

dz̄k
dw̄k

= eit.

Sustituimos estos valores en la ecuación de movimiento (6.14) y expresándola en términos
de la variable zk obtenemos

mke
it

[
(z̈k + 2iżk − zk) =

2z̄k (izk + żk)
2

R2 + |zk|2
+

(
R2 + |zk|2

)2

2mkR4

∂UR

∂z̄k

]
,

usamos la ecuación de movimiento para zk (6.14) para eliminar algunos términos y factor-
izando llegamos a la siguiente expresión

[2iżk − zk]

[
1− 2 |zk|2

R2 + |zk|2

]
= 0,

donde la ecuación anterior tiene solución si y sólo si se cumple

1− 2 |zk|2

R2 + |zk|2
= 0, o bien, (6.26)

2iżk = zk. (6.27)

Simplificando la ecuación (6.26) obtenemos la relación R2 = |zk|2. Esto implica que una
condición necesaria y suficiente para obtener un equilibrio relativo en M2

K es que todas
las partículas se encuentren sobre el círculo geodésico. El siguiente resultado fue probado
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por Diacu, Pérez-Chavela y Santoprete en su artículo “The n-body problem in spaces of
constant curvature. Part I: Relative Equilibria” [25].

Proposición 5. Para el problema de los n cuerpos con masas arbitrarias, supongamos que
los cuerpos están sobre el círculo geodésico y la configuración del sistema es un punto fijo
(evitando las posiciones antipodales). Entonces la órbita generada por la acción de H2 (t)
es un equilibrio relativo en M2

K.

Demostración.

Recordemos que la ecuación de movimiento para el problema de los n cuerpos es

mkz̈k −
2mkz̄kż

2
k

R2 + |zk|2
=

2

λ

∂UR

∂z̄k
,

supongamos que los cuerpos se mueven sobre el círco geodésico, esto es es equivalente a la
condición (6.26). Además como los cuerpos se mueven sobre su geodésica tenemos, por el
Teorema 23, que el lado izquierdo de la ecuación de movimiento es cero, o bien la energía
potencial no actua a lo largo del círculo geodésico ∂UR

∂z̄k
= 0.

Por otro lado, la configuración es un punto fijo, lo cual implica que las velocidades de los
cuerpos son nulas. Usando la acción del subgrupo H2 concluimos que la configuración del
sistema es un equilibrio relativo. �

Para la segunda condición (6.27) obtenemos que |zk (t)| = rk, donde rk es un valor positivo
con rk 6= R y satisface la relación 0 ≤ rk < πR. Estamos interesados en estudiar la
existencia de equilibrios relativos cuando alguno de los cuerpos no se mueve sobre el círculo
geodésico. En el siguiente resultado damos una caracterización de todos los equilibrios
relativos salvo isometrías.

Teorema 24. Considere el problema de los n cuerpos en M2
K. La solución z (t) = (z1 (t) , · · · , zn (t))

de las ecuaciones de movimiento (6.22) es un equilibrio relativo si se satisface el siguiente
sistema de funciones racionales

2R6 (R2 − r2k) zk

(R2 + r2k)
4 = −

n∑

j=1,j 6=k

mj

(
R2 + r2j

)2
(zj − zk) (R

2 + zkz̄j)

|zj − zk|3 |R2 + z̄jzk|3
, (6.28)

donde |z`| = r` ∈ [0, πR).
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Demostración.

Para garantizar la existencia de equilibrios relativos en M2
K, los cuerpos se deben mover

sobre cualquier círculo r` 6= R centrado en el origen y que satisfaga la relación 0 ≤ r` < πR.
centrado en el origen del sistema coordenado. Derivando la condición (6.27) obtenemos

− 4z̈k = zk. (6.29)

Sustituimos la relación anterior en la ecuación de movimiento (6.14) y usando de nuevo la
condición (6.27) podemos eliminar las derivadas z̈k y żk de las ecuaciones de movimiento.
Finalmente obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

mkzk =
2mk |zk|2 zk
R2 + |zk|2

− 2
(
R2 + |zk|2

)2

R4

∂UR

∂z̄k
, (6.30)

realizando un poco de álgebra y usando el hecho de que |z`| = r` obtenemos una condición
necesaria para la existencia de equilibrios relativos en M2

K

mkR
4
(
R2 − |zk|2

)
zk

2
(
R2 + |zk|2

)3 = −
n∑

j=1,j 6=k

mkmj

(
R2 + |zk|2

) (
R2 + |zj|2

)2

4R2 |zj − zk| |R2 + z̄jzk| (z̄j − z̄k) (R2 + z̄kzj)
.

Recordemos que |z`| = r` y simplificando la ecuación anterior obtenemos finalmente una
condición necesaria para la existencia equilibrios relativos en M2

K.

2R6 (R2 − r2k) zk

(R2 + r2k)
4 = −

n∑

j=1,j 6=k

mj

(
R2 + r2j

)2
(zj − zk) (R

2 + zkz̄j)

|zj − zk|3 |R2 + z̄jzk|3
.

�

El resultado anterior es de gran importancia dado que eliminó la dependencia de la velocidad
y la aceleración de los cuerpos en la ecuación que genera equilibrios relativos en M2

K.
A diferencia de los capítulos anteriores, aquí estamos estudiando no sólo una familia de
soluciones sino todos los equilibrios relativos para n = 2 y n = 3.
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M2
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K
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r2

b

b x y

z

b

b

q1

q2

Figura 6.4: Representación del problema de dos cuerpos en M2
K y en S2

K

6.5. Equilibrios relativos para n = 2

El problema de los dos cuerpos en espacios con curvatura positiva ha sido estudiado por
varios autores [6, 8, 41, 59, 62], este se divide en dos casos. El primero de ellos es llamado
el problema de Kepler en espacios con curvatura positiva, donde suponen que uno de los
cuerpos se encuentra fijo en uno de los polos mientras que el segundo cuerpo se mueve
atraído por el primero.

En el otro caso, los cuerpos se mueven libremente sobre la superficie curvada, sin embargo el
centro de masa no es una primera integral por lo que el problema es no integrable [62, 67].
Por lo tanto, encontraremos los equilibrios relativos para un problema no integrable usando
la acción del subgrupo de un paramétro {H2(t)}t∈R.

Para un sistema de dos cuerpos en el espacio M2
K con masas m1, m2 > 0, el sistema de

ecuaciones algebraicas (6.28) se encuentra dado por

2R6 (R2 − r21) z1

(R2 + r21)
4 = −m2 (R

2 + r22)
2
(z2 − z1) (R

2 + z1z̄2)

|z2 − z1|3 |R2 + z̄2z1|3
, (6.31)

2R6 (R2 − r22) z2

(R2 + r22)
4 = −m1 (R

2 + r21)
2
(z1 − z2) (R

2 + z2z̄1)

|z1 − z2|3 |R2 + z̄1z2|3
, (6.32)

Realizando un poco de álgebra en las ecuaciones anteriores obtenemos el siguiente sistema
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2R6 (R2 − r21) z1 |z2 − z1|3 |R2 + z̄2z1|3

m2 (R2 + r22)
2
(R2 + r21)

4
(R2 + z1z̄2)

= (z1 − z2) ,

2R6 (R2 − r22) z2 |z1 − z2|3 |R2 + z̄1z2|3

m1 (R2 + r21)
2
(R2 + r22)

4
(R2 + z2z̄1)

= − (z1 − z2) .

Simplificamos las ecuaciones anteriores y evitando las singularidades obtenemos

(R2 + r22)
2
(R2 − r21)

(R2 − r22) (R
2 + r21)

2

m1

m2
= −z2R

2 + z1 |z2|2

z1R2 + z2 |z1|2
.

Como ya vimos, los cuerpos se mueven en círculo paralelos al plano x−y por lo que podemos
suponer que |zk| = rk, reescribimos la ecuación anterior como una ecuación polinomial de
la forma

0 =z1

[
m1

(
R2 + r22

)2 (
R2 − r21

)
R2 +m2

(
R2 − r22

) (
R2 + r21

)2
r22

]

+z2

[
m2

(
R2 − r22

) (
R2 + r21

)2
R2 +m1

(
R2 + r22

)2 (
R2 − r21

)
r21

]
. (6.33)

El polinomio anterior nos da la existencia de equilibrios relativos para dos cuerpos con
masas m1 y m2, donde los cuerpos están posicionados en los círculos con radio r1 y r2
respectivamente. En la Figura 6.6 mostramos dos cuerpos en el plano M2

K y la representación
de los mismos en la esfera S2

K.

6.5.1. Dos masas en el mismo círculo.

Ahora supongamos que los dos cuerpos se encuentran en la misma órbita circular con radio
r1 = r2 = r en el espacio M2

K, esto en la esfera es equivalente a que los cuerpos se
encuentren en el mismo plano ortogonal al eje de rotación z.

Teorema 25. Para el problema de los dos cuerpos en M2
K, supongamos que ambos cuerpos

se mueven en el mismo círculo con radio r 6= R. Entonces la configuración es un equilibrio
relativo si y sólo si los cuerpos con masas m1 y m2 son iguales y son antipodales en el
círculo (ver Figura 6.6).
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Demostración.

Usaremos la ecuación (6.33) y el hecho de que r := r1 = r2 obtenemos

0 =
(
R2 + r2

)2 (
R2 − r2

) {
z1
[
m1R

2 +m2r
2
]
+ z2

[
m2R

2 +m1r
2
]}

,

como r 6= R podemos simplifica la ecuación anterior obteniendo la siguiente expresión

0 = z1
[
m1R

2 +m2r
2
]
+ z2

[
m2R

2 +m1r
2
]
. (6.34)

Supongamos que las masas son iguales m1 = m2, se sigue que

z1m
[
R2 + r2

]
= −z2m

[
R2 + r2

]
,

lo cual implica que z1 = −z2, en otras palabras los cuerpos se encuentran en lados opuestos
del mismo círculo.

Por otro lado, despejamos la variable z2 de la ecuación (6.34) y calculando el módulo de
z2 obtenemos la siguiente relación

|z2|2 = z2z̄2 = z1z̄1
(m1R

2 +m2r
2)2

(m2R2 +m1r2)2
,

usando la condición |z1| = |z2| = r y simplificando tenemos

r = r

∣∣∣∣
m1R

2 +m2r
2

m2R2 +m1r2

∣∣∣∣ ,

como todos los valores son positivos, la ecuación anterior es equivalente a

m1

(
R2 − r2

)
= m2

(
R2 − r2

)
.

Dado que r 6= R se tiene que las masas de los dos cuerpos son iguales m1 = m2, por lo
tanto los cuerpos están en lados opuestos del círculo (ver Figuras 6.5 y 6.6).

�

Corolario 4. Para el problema de los dos cuerpos en M2
K, supongamos que el cuerpo con

masa m1 esta sobre el círculo geodésico de radio R. Entonces la configuración del sistema
no es un equilibrio relativo.
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Figura 6.5: Equilibrios relativos para n = 2 en el mismo círculo con masas iguales ubicadas
en el hemisferio Norte.
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Figura 6.6: Equilibrios relativos para n = 2 en el mismo círculo con masas iguales ubicadas
en el hemisferio Sur.



130 Capítulo 6. Modelo Intrínseco para superficies con curvatura K > 0

Demostración.

Usando la ecuación (6.33) y el hecho de que el cuerpo con masa m1 está sobre el círculo
geodésico, es decir r1 = R obtenemos

0 = 4m2R
4
(
R2 − r22

) [
z1r

2
2 + z2R

2
]
.

Simplificando la ecuación anterior obtenemos la relación entre las posiciones de los cuerpos
con masas m1 y m2.

z1 = −z2R
2

r22
, (6.35)

observemos que z1 y z2 pertenecen al conjunto de singularidades ∆− de las ecuaciones de
movimiento. Por lo tanto, no existen equilibrios relativos si uno de los cuerpos está en el
círculo geodésico.

�

Ya mostramos la existencia de equilibrios relativos cuando ambos cuerpos están en el mismo
círculo en M2

K o visto desde la esfera S2
K los cuerpos están en el mismo plano ortogonal al

eje de rotación.

6.5.2. Dos masas en distintos círculos

A continuación mostraremos la relación entre las masas cuando los cuerpos no se encuentran
en el mismo círculo en el espacio M2

K que generan equilibrios relativos degenerados, estos
equilibrios relativos corresponden a una bifurcación para el problema de los dos cuerpos.

Lema 9. Para el problema de los dos cuerpos en M2
K, una condición necesaria y suficiente

para la existencia de equilibrios relativos degenerados es que la relación de sus posiciones
sea la siguiente

z1 = ±
(
1±

√
2
)
R, z2 = ±

(
1±

√
2
)
R,

donde las masas deben de satisfacer alguna de las siguientes condiciones

m2 = m1, m2 =

(
2−

√
2
)2

(
2 +

√
2
)2m1, m2 =

(
2 +

√
2
)2

(
2−

√
2
)2m1.
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Demostración.

Sin pérdida de generalidad, fijemos la posición del cuerpo con masa m1 > 0 en el punto
z1 = r1 = α ∈ R. Para evitar confusiones con la notación, denotamos la posición del cuerpo
con masa m2 como |z2| = r2 = r y z2 = z. Aplicando estos supuestos en la ecuación (6.33)
obteniendo una ecuación algebraica para la variable z.

z = −m1 (R
2 − α2) (R2 + r2)

2
R2 +m2 (R

2 − r2) (R2 + α2)
2
r2

m1 (R2 − α2) (R2 + r2)2 α2 +m2 (R2 − r2) (R2 + α2)2R2
α, (6.36)

junto con el hecho de que el cuerpo con masa m1 está en el eje real se sigue que el cuerpo
con masa m2 también se encuentra en el eje real. Además, usando la condición |z| = r en
la ecuación anterior obtenemos

[
αr ±R2

] [
m1

(
R2 + r2

)2 (
R2 − α2

)
α−m2

(
R2 − r2

) (
R2 + α2

)2
r
]
= 0.

La ecuación tiene solución si

r = ±R2

α
, o bien, (6.37)

m1

(
R2 + r2

)2 (
R2 − α2

)
α−m2

(
R2 + α2

)2 (
R2 − r2

)
r = 0. (6.38)

Para obtener la posición del cuerpo con masa m2 tomemos la primera solución (6.37) y la
sustituimos en la ecuación (6.36), entonces el valor de z es

z = −R2

α
, (6.39)

pero z es antipodal al punto z1 = α definido en (6.10), en otras palabras la solución (6.37)
no genera equilibrios en M2

K.

Por lo tanto, para probar la existencia de los equilibrios relativos necesitamos encontrar las
soluciones reales de la ecuación (6.38). Sea

f (x) = m1α
(
R2 − α2

) (
R2 + x2

)2 −m2

(
R2 + α2

)2 (
R2x− x3

)
, (6.40)

una función real donde su derivada se encuentra dada por
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f ′ (x) = 4xm1α
(
R2 − α2

) (
R2 + x2

)
−m2

(
R2 + α2

)2 (
R2 − 3x2

)
. (6.41)

Empezaremos estudiando las raíces dobles de f(x), para ello resolveremos el sistema con-
formado por la función y su derivada como se muestra a continuación

4x
[
m1α (R2 − α2) (R2 + x2)

2 −m2 (R
2 + α2)

2
(R2x− x3)

]
= 0

(R2 + x2)
[
4xm1α (R2 − α2) (R2 + x2)−m2 (R

2 + α2)
2
(R2 − 3x2)

]
= 0

Como x = 0 no es raíz de f y el valor de (R2 + x2) nunca es cero, entonces el sistema es
equivalente a resolver

4x f(x) = 0,

(R2 + x2) f
′
(x) = 0.

Resolviendo el sistema obtenemos la ecuación
[
(R2 − 3x2)(R2 + x2)− 4x(R2x− x3)

]
= 0,

Usando la fórmula general encontramos las soluciones de la ecuación anterior para x

x = ±
√

3± 2
√
2R,

notemos además que tenemos la siguiente igualdad
(
3± 2

√
2
)
=
(
1±

√
2
)2

y por simetría
de la ecuación (6.38) se tienen los valores para α

x = ±
(
1±

√
2
)
R, α = ±

(
1±

√
2
)
R, (6.42)

donde z1 = x y z2 = α. Además la relación entre las masas se obtienen usando la ecuación
(6.40)

m2 = m1
α (R2 − x2) (R2 + α2)

2

x (R2 − α2) (R2 + x2)2
,

sustituyendo las soluciones (6.42) en la relación anterior obtenemos
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Figura 6.7: Equilibrios relativos para dos cuerpos con masas m2 = m1 y posiciones r1 =
−
(
1±

√
2
)
R, r2 =

(
1±

√
2
)
R.

m2 = m1

[
±
(
1±

√
2
)
R
] (

1±
√
2
) (

−1 ±
√
2
)2

[
±
(
1±

√
2
)
R
] (

1±
√
2
) (

−1 ±
√
2
)2 . (6.43)

Por lo tanto para obtener equilibrios relativos los cuerpos deben de satisfacer alguna de las
siguientes relaciones de masa

m2 = m1, m2 =

(
2−

√
2
)2

(
2 +

√
2
)2m1, m2 =

(
2 +

√
2
)2

(
2−

√
2
)2m1. (6.44)

Estas relaciones generan cuatro equilibrios relativos distintos. En la Figura (6.7) mostramos
cuando uno de los cuerpos está ubicado en el hemisferio Norte y otro en el hemisferio Sur,
y las masas son iguales m1 = m2. Los otros dos equilibrios relativos corresponden a las dos
últimas ecuaciones de (6.44), en las Figuras 6.8 y 6.9) se muestran las configuraciones. �

6.6. Equilibrios relativos para n = 3

Supongamos que tenemos tres cuerpos con masas m1, m2 y m3 interactuando en el espa-
cio M2

K, donde sus posiciones son z1, z2 y z3 respectivamente. El sistema de ecuaciones
algebraicas que generan equilibrios relativos en M2

K es:
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Figura 6.8: Equilibrios relativos para dos cuerpos con masas m2 = m1
(2+

√
2)

2

(2−
√
2)

2 y posiciones

r1 = −
(
1 +

√
2
)
R, r2 =

(
1−

√
2
)
R.
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Figura 6.9: Equilibrios relativos para dos cuerpos con masas m2 = m1
(2−

√
2)

2

(2+
√
2)

2 y posiciones

r1 = −
(
1−

√
2
)
R, r2 =

(
1 +

√
2
)
R.
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2R6 (R2 − r21) z1

(R2 + r21)
4 =− m2 (R

2 + r22)
2
(z2 − z1) (R

2 + z1z̄2)

|z2 − z1|3 |R2 + z̄2z1|3

− m3 (R
2 + r23)

2
(z3 − z1) (R

2 + z1z̄3)

|z3 − z1|3 |R2 + z̄3z1|3
,

(6.45)

2R6 (R2 − r22) z2

(R2 + r22)
4 =− m1 (R

2 + r21)
2
(z1 − z2) (R

2 + z2z̄1)

|z1 − z2|3 |R2 + z̄1z2|3

− m3 (R
2 + r23)

2
(z3 − z2) (R

2 + z2z̄3)

|z3 − z2|3 |R2 + z̄3z2|3
,

(6.46)

2R6 (R2 − r23) z3

(R2 + r23)
4 =− m1 (R

2 + r21)
2
(z1 − z3) (R

2 + z3z̄1)

|z1 − z3|3 |R2 + z̄1z3|3

− m2 (R
2 + r22)

2
(z2 − z3) (R

2 + z3z̄2)

|z2 − z3|3 |R2 + z̄2z3|3
,

(6.47)

Observemos que si el número de cuerpos aumenta, resolver el sistema de ecuaciones alge-
braicas se vuelve mucho mas complejo. Debido a esto analizaremos dos tipos de configura-
ciones específicas: los equilibrios relativos Eulerianos y los equilibrios relativos Lagrangianos.

6.6.1. Equilibrios relativos Eulerianos.

Consideremos el problema de los tres cuerpos posicionados en la misma línea geodésica
donde el cuerpo con masa m1 está en el origen z1 = 0 y los cuerpos con masas m2

y m3 están los círculos de radio r2 y r3 respectivamente. Recordemos que este tipo de
configuraciones son soluciones, en la Figura (6.10) mostramos la posición de los cuerpos
en el espacio M2

K y en S2
K.

Aplicando una rotación conveniente en M2
K asumimos, sin pérdida de generalidad, que los

cuerpos con masas m2 y m3 están sobre el eje real, es decir, z2 = a y z3 = −r donde
a, r ∈ R+. Reescribiendo el sistema de ecuaciones (6.45-6.47) obtenemos:

0 = −m2 (R
2 + a2)

2

a2
+

m3 (R
2 + r2)

2

r2
, (6.48)

2R6 (R2 − a2) a

(R2 + a2)4
=

m1

a2
− m3 (R

2 + r2)
2

(r + a)2 (R2 − ar)2
, (6.49)
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Figura 6.10: Equilibrios relativos Eulerianos en el hemisferio Sur

2R6 (R2 − r2) r

(R2 + r2)4
= −m1

r2
+

m2 (R
2 + a2)

2

(a+ r)2 (R2 − ar)2
, (6.50)

Usando el sistema de ecuaciones obtendremos las condiciones para la existencia de equili-
brios relativos Eulerianos en M2

K.

Teorema 26. Para el problema de los tres cuerpos en M2
K, supongamos que el cuerpo

con masa m1 = M está posicionado en el origen del sistema coordenado y las masas de
los cuerpos restantes son iguales m2 = m3 = m. Entonces existen equilibrios relativos si y
sólo si los cuerpos con masa m están en lugares opuestos del mismo círculo.

Demostración.

Supongamos que m2 = m3 = m entonces la ecuación (6.48) es de la forma

ar2 − r
(
a2 +R2

)
+ aR2 = 0,

las soluciones del polinomio son r = a o r = −R2/a. Por lo tanto, la posición del cuerpo
con masa m3 es z3 = −a, o bien z3 = −R2/a.

Observemos que el último valor para z3 es antipodal al cuerpo con masa m2 por lo que
genera una singularidad en las ecuaciones de movimiento. En conclusión, la única solución
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para z3 es z3 = r, en otras palabras existen equilibrios relativos Eulerianos si los cuerpos
con masas m2 = m3 = m están posicionados en lados opuestos del mismo círculo.

Por otro lado, supongamos que ambos cuerpos se encuentran en lados opuestos del mismo
círculo r = a, y usando el hecho de que a = |z3| = r en la ecuación (6.48) tenemos la
siguiente expresión

(m2 −m3)

[
(r2 +R2)

2

r2

]
= 0,

donde el segundo término siempre es positivo, esto implica que existen equilibrios relativos
Eulerianos si las masas m2 y m3 son iguales.

Además para que existan equilibrios relativos Eulerianos, obtendremos una condición en
términos de las masas, para ello sustituimos r = a y m1 = M en la ecuación (6.49),

2R6 (R2 − r2) r

(R2 + r2)4
=

M

r2
− m (R2 + r2)

2

4r2 (R2 − r2)2
, (6.51)

simplificando la ecuación anterior se tiene el siguiente polinomio

8R6r3
(
R2 − r2

)3 − 4M
(
R2 − r2

)2 (
R2 + r2

)4
+m

(
R2 + r2

)6
= 0. (6.52)

Despejamos la variable M de la ecuación anterior tenemos

M =
m (R2 + r2)

6
+ 8R6r3 (r2 −R2)

3

4 (r2 −R2)2 (R2 + r2)4
. (6.53)

La expresión anterior relaciona el valor la masa M con la posiciones y la masa de los cuerpos
restantes. �

Llamaremos a este tipo de órbicas como equilibrios relativos Eulerianos de tipo isósceles,
estos corresponden a la familia de equilibrios relativos que estudiamos en la sección 2.2 del
capítulo 2. Recodemos que en la esfera S2

K estudiamos una familia particular de equilibrios
relativos Eulerianos, en cambio en el espacio M2

K podemos estudiar todos los equilibrios
relativos Eulerianos, en otras palabras no sólo estudiamos una familia de equilibrios relativos.
A continuación estudiaremos la existencia de los equilibrios relativos Eulerianos cuando las
masas de los tres cuerpos son distintas.
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Teorema 27. Consideremos el problema de los tres cuerpos en M2
K donde las masas

m1, m2, m3 están ubicadas en la misma línea geodésica y el cuerpo con masa m1 está
posicionada en el origen. Entonces para dos valores a∗, b∗ ∈ [0,R] tales que para cada
a ∈ [0, a∗] y b ∈ [b∗,R], existen dos puntos r y r∗ tales que cuando los cuerpos con masas
m2, m3 están en los círculos de radio z2 = a y z3 = −r o bien z2 = b y z3 = −r∗. Esta
configuración correspondiente a un equilibrio relativo Euleriano y las masas satisfacen las
ecuaciones (6.49 y 6.50) del sistema.

Demostración.

De la ecuación (6.48) tenemos la siguiente expresión

r√
m3 (r2 +R2)

=
a√

m2 (a2 +R2)
, (6.54)

Haremos un análisis geométrico para encontrar los valores que satisfacen la ecuación ante-
rior. Consideremos la pareja de funciones f2(x) y f3(x) reales continuas.

f2 (x) =
1√
m2

x

R2 + x2
, f3 (x) =

1√
m3

x

R2 + x2
.

Notemos que si m3 < m2 entonces f3 (x) > f2 (x) para todo x > 0, en consecuencia el
conjunto f2([0,R]) está contenido en el conjunto f3([0,R]). Además se alcanza el valor
máximo de f2 y f3 en el punto x = R, fijémonos en el valor f2(R) = 1

2R
√
m2

. Como se

observa en la Figura 6.11, para cualquier valor de f2(a) ∈
(
0, 1

2R
√
m2

)
existen dos puntos

r < R y r∗ > R tales que se satisfacen las siguientes relaciones

f2(a) = f3(r), f2(a) = f3(r
∗). (6.55)

Para un valor fijo de a, resolvemos la ecuación (6.54) en términos de la variable a, obteniendo

r =

√
m2

m3
(a2 +R2)−

√
m2

m3
(a2 +R2)2 − 4a2R2

2a
,

r∗ =

√
m2

m3
(a2 +R2) +

√
m2

m3
(a2 +R2)2 − 4a2R2

2a
,

como 0 < m3 < m2, entonces r, r∗ ∈ R. Por lo tanto los cuerpos deben estar posicionados
en z1 = 0, z2 = a y z3 = r o z3 = r∗, además el cuerpos con masa m3 no es antipodal
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Figura 6.11: Gráfica de las funciones f2(x) y f3(x) para los valores R = 1, a = 0.5, m2 = 3
y m3 = 2.

al cuerpo con masa m2 por lo tanto la configuración mencionada es un equilibrio relativo
Euleriano.

Notemos que el equilibrio relativo Euleriano obtenido tiene masas distintas para un valor a
fijo. Sin embargo, no es claro que para todo z = a se pueda generar un equilibrio relativo.
Por lo tanto buscaremos las condiciones necesarias en a para que este valor genere equilibrios
relativos Eulerianos, multiplicando por m2 (a

2 +R2)
2 ambos lados de la ecuación (6.49) y

por −m3 (r
2 +R2)

2 la ecuación (6.50) obtenemos

R3

4

[
a (R2 − a2)m2

(R2 + a2)2
− r (R2 − r2)m3

(R2 + r2)2

]
+

m1

8R3

[
−m2 (a

2 +R2)
2

a2
+

m3 (r
2 +R2)

2

r2

]
= 0.

Imponiendo la relación (6.54) en la ecuación anterior obtenemos una expresión para las
masas y sus posiciones

m2
(R2 − a2) a

(R2 + a2)2
= m3

(R2 − r2) r

(R2 + r2)2
. (6.56)

De manera similar al caso anterior, definimos las siguientes funciones auxiliares
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Figura 6.12: Gráfica de las funciones g2(x) y g3(x) con valores R = 1, m2 = 3 y m3 = 2.

g2 (x) = m2
(x2 −R2) x

(R2 + x2)2
, g3 (x) = m3

(x2 −R2) x

(R2 + x2)2
,

Notemos que, si m3 < m2 entonces g3(x) < g2(x) para todo x ∈ (0,R].

Sea Λ el mínimo de la función g3 (x) en el intervalo (0,R] y por el Teorema del valor
intermedio existen dos puntos a∗, b∗ ∈ (0,R] tales que

g2 (a
∗) = Λ = g2 (b

∗) .

El conjunto g3([0,R]) está contenido en g2([0,R]) y ambas funciones desaparecen en los
puntos x = 0, x = R. Sea a ∈ [0, a∗] entonces existe un único punto r ∈ [0, a∗] tal que

m2
(a2 −R2) a

(R2 + a2)2
= g2 (a) = g3 (r) = m3

(r2 −R2) r

(R2 + r2)2
.

Hemos obtenido una solución para la ecuación (6.56) y usando el mismo argumento de-
mostramos que para cualquier b ∈ [b∗,R] existe r∗ ∈ [b,R] tal que g2 (b) = g3 (r

∗). En la
Figura 6.13 se pueden observar los equilibrios relativos que demostramos en este teorema.
�

Ya hemos encontrado todos los equilibrios relativos Eulerianos del espacio M2
K, a contin-

uación estudiaremos los equilibrios relativos Lagrangianos en M2
K.
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z2z3 z1 bbb z2z3 z1 bbb

Figura 6.13: Representación de los equilibrios relativos Eulerianos que satisfacen la ecuación
6.54. La línea punteada es el radio R = 1.5, a = 1 es un valor fijo dado y z3 = r o bien
z3 = r∗.

6.6.2. Equilibrios relativos Lagrangianos

Cuando estudiamos la familia particular de equilibrios relativos en la esfera S2
K en el capítulo

2 demostramos que si las masas están en los vértices de un triángulo entonces éstos generan
un equilibrio relativo Lagrangiano sólo si sus masas son iguales. Además, mostramos que
las masas tienen que rotar sobre el mismo círculo ortogonal al eje de rotación.

Debido a que las ecuaciones de movimiento son equivalentes en la esfera S2
K y en el espacio

M2
K (ver Apéndice A) entonces existen equilibrios relativos Lagrangianos si las masas son

iguales y están en el mismo plano ortogonal al eje de rotación. Por lo que para el espacio
M2

K, basta con analizar el caso donde las masas de los cuerpos son iguales y se mueven sobre
el mismo círculo. A continuación mostraremos que este hecho es una condición necesaria y
suficiente para la existencia de equilibrios relativos Lagrangianos.

Teorema 28. Para el problema de los tres cuerpos en M2
K, donde las masas m1, m2 y

m3 son iguales y además los cuerpos están en el mismo círculo de radio r. Entonces esta
configuración es un equilibrio relativo Lagrangiano si y sólo si los tres cuerpos forman un
triángulo equilátero en M2

K.

Demostración.

Supongamos que las masas son iguales y se encuentran posicionados en el círculo de radio
r. Sin pérdida de generalidad, ubicamos el cuerpo con masa m1 sobre el eje real, esto es
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Figura 6.14: Equilibrios relativos Lagrangianos

z1 = r y los cuerpos restantes están en el mismo círculo como se muestra en la Figura
6.14. Reescribiendo las ecuaciones de movimiento (6.45, 6.46, 6.47) obtenemos el sistema

2R6 (R2 − r2) r

m (R2 + r2)6
= − (z2 − r) (R2 + rz̄2)

|z2 − r|3 |R2 + rz̄2|3
− (z3 − r) (R2 + rz̄3)

|z3 − r|3 |R2 + rz̄3|3
, (6.57)

2R6 (R2 − r2) z2

m (R2 + r2)6
= − (r − z2) (R

2 + rz2)

|r − z2|3 |R2 + rz2|3
− (z3 − z2) (R

2 + z2z̄3)

|z3 − z2|3 |R2 + z̄3z2|3
, (6.58)

2R6 (R2 − r2) z3

m (R2 + r2)6
= − (r − z3) (R

2 + z3r)

|r − z3|3 |R2 + rz3|3
− (z2 − z3) (R

2 + z3z̄2)

|z2 − z3|3 |R2 + z̄2z3|3
, (6.59)

Como el cuerpo con masa m2 y m3 reescribimos su posición aprovechando el hecho que
estamos en el plano complejo, es decir z2 = reiθ2 y z3 = reiθ3 . Sustituyendo este cambio
de variable en el sistema de ecuaciones y separando la parte real de la compleja obtenemos
el siguiente sistema de dos ecuaciones

1− cos θ2
D12

+
1− cos (θ3 − θ2)

D23
=

2 (1− cos θ3)

D13
(6.60)

sin θ2
D12

+
sin (θ3 − θ2)

D23

= 0 (6.61)

donde



Capítulo 6. Modelo Intrínseco para superficies con curvatura K > 0 143

D12 = 83/2r3R3 (1− cos θ2)
3/2 (r4 +R4 + 2r2R2 cos θ2

)3/2
,

D13 = 83/2r3R3 (1− cos θ3)
3/2 (r4 +R4 + 2r2R2 cos θ3

)3/2
,

D23 = 83/2r3R3 [1− cos (θ2 − θ3)]
3/2 [r4 +R4 + 2r2R2 cos (θ2 − θ3)

]3/2
.

Tomando la ecuación (6.60) y la identidad sin2
(
θ
2

)
= (1− cos θ)/2 obtenemos la siguiente

expresión

[
sin2

(
θ3−θ2

2

)

sin2
(
θ2
2

)
]2 [

(r2 −R2)
4
+ r2R2 sin2

(
θ3−θ2

2

)

(r2 −R2)4 + r2R2 sin2
(
θ2
2

)
]3

=
1− sin2

(
θ3−θ2

2

)

1− sin2
(
θ2
2

) ,

aplicamos el cambio de variables u = sin2
(
θ3−θ2

2

)
y v = sin2

(
θ2
2

)
, simplificamos la ecuación

anterior

u2 (1− v)
[(
r2 −R2

)4
+ r2R2u

]3
= v2 (1− u)

[(
r2 −R2

)4
+ r2R2v

]3
.

Notemos que tiene solución real si y sólo si u = v, en otras palabras se cumple sin2
(
θ3−θ2

2

)
=

sin2
(
θ2
2

)
o θ3 = 2θ2. Sustituyendo estos valores en la ecuación (6.61) se tiene

1− cos θ2
1− cos 2θ2

=
(R4 + r4 + 2r2 cos 2θ2)

3

(R4 + r4 + 2r2 cos θ2)
3 .

Sea w = cos θ2 y s = cos 2θ2, aplicamos otro cambio de variable para la ecuación anterior,
obteniendo el polinomio

(1− w)
(
R4 + r4 + 2r2R2w

)3
= − (1− s)

(
R4 + r4 + 2r2R2s

)3
,

donde su única solución real es s = w, esto es cos θ2 = cos 2θ2. Por lo tanto

θ2 = 0,
2π

3
,
4π

3
, 2π.

Los valores θ2 = 0 y θ2 = 2π generan una singularidad en las ecuaciones de movimiento.
En consecuencia, los únicos valores posibles son:

θ2 =
2π

3
,
4π

3
.
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Notemos que si θ2 = 2π
3

y θ3 = 4π
3

, se satisface el sistema anterior y la configuración
corresponde a un triángulo equilátero en M2

K. �

Finalmente, encontramos todos los equilibrios relativos para n = 2 y n = 3 en M2
K, la

dificultad en el manejo de las ecuaciones aumenta considerablemente a medida que los
cuerpos crece. El uso de la proyección estereográfica nos permitió dar una caracterización
en términos de funciones racionales de los equilibrios relativos.

Notemos que en el espacio R3 sólo estudiamos una familia particular de equilibrios relativos,
mientras que en M2

K dimos una caracterización de todos los equilibrios relativos. El costo
de haber usado la proyección estereográfica es que la velocidad angular ω es la misma para
todos los cuerpos.



CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Planteamos el problema de los n cuerpos en superficies con curvatura Gaussiana K cons-
tante haciendo uso de resultados importantes de la Geometría Diferencial y el potencial
cotangente. Obtenemos las ecuaciones de movimiento de manera análoga al caso clásico
(K 6= 0) así como sus primeras integrales y singularidades.

Por la complejidad de las ecuaciones, empezamos estudiando solo una familia particular de
equilibrios relativos en la esfera y en el hiperboloide. Recordemos que en esta familia de
soluciones restringimos los cuerpos al mismo plano ortogonal al eje de rotación y junto con la
simetría de las superficies encontramos las relaciones entre las masas de los cuerpos y de la
velocidad angular. También obtenemoss la forma general de las ecuaciones algebraicas que
generan equilibrios relativos y finalmente damos las condiciones necesarias para la existencia
de equilibrios relativos para dos y tres cuerpos.

Ya que obtenemos las condiciones para generar equilibrios relativos, empezamos con el estu-
dio las soluciones homográficas, es decir aquellas soluciones cuya configuración permanece
similar a ella misma para todo tiempo, donde los cuerpos rotan alrededor de un eje y se
dilatan o se contraen. De manera similar a los equilibrios relativos estudiamos una familia
particular de soluciones homográficas en la esfera y en el hiperboloide. Finalmente damos
una clasificación completa de las mismas.

En el problema de los n cuerpos curvado, la manipulación algebraica de las ecuaciones
que generan todos equilibrios relativos es mucho más tediosa que estudiar solo una familia
particular de los mismos. Debido a esto, estudiamos el problema de los n cuerpos en el
modelo intrínseco haciendo uso de la proyección estereográfica. Esto nos permite encontrar
todos los equilibrios relativos en superficies con curvatura positiva. Trabajamos las ecua-
ciones de movimiento para obtener una clasificación de las soluciones homográficas en este
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modelo, desafortunadamente las ecuaciones que describen el movimiento en este modelo
son demasiado complejas para manipularlas de forma adecuada.

Usando la proyección estereográfica y teoría de grupos encontramos las ecuaciones alge-
braicas que satisfacen los equilibrios relativos para n = 2, 3, en otras palabras pasar al
modelo intrínseco nos permite eliminar la dependencia del tiempo en las posiciones y ve-
locidades cuando tenemos dos o tres cuerpos. Logramos encontrar otros equilibrios relativos,
bajo ciertas condiciones y simetrías, distintos a los estudiados en la esfera S2

K.

Finalmente para el estudio de los equilibrios relativos en superficies con curvatura negativa,
el análisis es similar al caso positivo. Este material se discutió y se trabajó con el asesor pero
decidimos no incluirlo en este trabajo. En lugar de obtener las ecuaciones de movimiento
en el plano complejo M2

K, se trabajan las ecuaciones en el disco de Poincaré o en la parte
superior del plano de Poincaré. Recordemos que en superficies negativas es necesario analizar
los equilibrios relativos de tipo elípticos y de tipo hiperbólico. Los detalles del mismo se
pueden consultar en el trabajo de los autores F. Diacu, E. Pérez Chavela y J. Reyes-Victoria
[23].

Notemos que para el estudio de los equilibrios relativos, empezamos obteniendo las ecua-
ciones en la esfera o en el hiperboloide, es decir en el espacio R3 y R2,1 respectivamente
para tener una primera noción del movimiento de los cuerpos en estas superficies. Después
pasamos al modelo intrínseco, el cual nos permite obtener equilibrios relativos adicionales
para dos y tres cuerpos. Recordemos que haciendo uso de la proyección estereográfica fuimos
capaces de pasar de la esfera al modelo intrínsico, y de hecho en el apéndice probabmos la
equivalencia de las ecuaciones de movimiento por lo que es posible saltar de un modelo a
otro para encontrar otro tipo de soluciones.

Hasta ahora hemos encontrado las soluciones más sencillas, es decir los equilibrios relativos
en el modelo intrínseco y una familia de soluciones homográficas; pero aún resta encontrar
otro tipo de familia o familias de soluciones periódicas en superficies encajadas en los
espacios R3 o R3,1, o bien en el modelo intrínseco.

Por otro lado, dado que el estudio de las órbitas en superficies curvadas es reciente, aún es
necesario explotar las herramientas que tenemos actualmente para analizar el movimiento
de los cuerpos en estas superficies. Ya se ha estudiado la estabilidad de las soluciones que
conocemos hasta ahora pero aún hay mucho trabajo por hacer. Uno de ellos sería estudiar
el problema 3 + 1, esto es estudiar la interación de los cuerpos donde tres de ellos tienen
masas finitas y el cuerpo restante una masa infinitesimal.



APÉNDICE A

EQUIVALENCIA DE LOS MODELOS S2K Y M2
K

Hemos obtenido las ecuaciones de movimiento para los espacios S2
K y M2

K, en este apéndice
probaremos la equivalencia de las ecuaciones para ambos espacios.

Las ecuaciones de movimiento (1.34) para el problema de los n cuerpos en la esfera S2
K se

obtuvieron en la sección 1.3 y en el último capítulo para el espacio M2
K.

Imponiendo la condición KQk ·Qk = 1 en la ecuación (1.32) tenemos

UK (Q) =

n∑

j=1,j 6=k

mkmjK
1/2 (KQk ·Qj)[

1− (KQk ·Qj)
2]1/2 , (A.1)

usando las ecuaciones de la proyección estereográfica, expresamos Qk ·Qj en términos de
las variables complejas zk y zj

Qk ·Qj =
2R4 (zkz̄j + zj z̄k) +R2

(
|zk|2 −R2

) (
|zj |2 −R2

)
(
|zk|2 +R2

) (
|zj |2 +R2

) .

Sustituyendo la ecuación anterior en el potencial y usando las ecuaciones de la proyección
estereográfica (6.1), reescribiremos la energía potencial como sigue
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K y M2

K

UK (Q) =
n∑

j=1,k 6=j

mkmj
1
R3

(
2R4(zk z̄j+zj z̄k)+R2(|zk|2−R2)(|zj |2−R2)

(|zk|2+R2)(|zj |2+R2)

)

1
R2

[
R4 − (Qk ·Qj)

2]1/2 ,

=
1

R

n∑

j=1,k 6=j

mkmj

2R2 (zkz̄j + zj z̄k) +
(
|zk|2 −R2

) (
|zj |2 −R2

)

2R |zj − zk| |R2 + z̄jzk|
,

por lo tanto UK (Q) = UR(z, z̄). Ahora mostraremos que los gradientes son iguales, el
gradiente del potencial (1.32) en variables complejas es:

∂UK (Q)

∂z̄k
=

n∑

j=1

∇Qj
UK (Q) · ∂Q

∂z̄k
, (A.2)

donde el término ∂Qj

∂z̄k
desaparece si j 6= k.

UK(Q) =

(
n∑

j=1,j 6=i

mkmjK
3/2 [Qj − (KQk ·Qj)Qk][
1− (KQk ·Qj)

2]3/2

)
· ∂Qk

∂z̄k
. (A.3)

Las coordenadas de la partícula Qk ∈ S2
K en términos de zk y z̄k son

Qj =

(
R2 (zj + z̄j)

zj z̄j +R2
,−i

R2 (zj − z̄j)

zj z̄k +R2
,
R (zj z̄j −R2)

zj z̄j +R2

)
, (A.4)

calculando ∂Qk

∂z̄k
tenemos

∂Qk

∂z̄k
=

R2

(
|zk|2 +R2

)2
(
−z2k +R2, i

(
z2k +R2

)
, 2Rzk

)
, (A.5)

Qj ·
∂Qk

∂z̄k
=

2R4
[(
|zj |2 − (zkz̄j + zj z̄k)−R2

)
zk +

(
|zk|2 +R2

)
zj
]

(
|zj |2 +R2

) (
|zk|2 +R2

) , (A.6)

de la última ecuación tenemos que Qk · ∂Qk

∂z̄k
= 0. Usando este hecho en la ecuación (A.3)

obtenemos

∂UK (Q)

∂z̄k
=

n∑

j=1,j 6=i

mkmjK
3/2

[
1− (KQi ·Qj)

2]3/2
(
Qj ·

∂Qk

∂z̄k

)
,
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En variable compleja la ecuación anterior es

∂UK (Q)

∂z̄k
=

n∑

j=1,j 6=k

mkmj

(
R2 + |zk|2

) (
R2 + |zj |2

)
(R2 + z̄jzk) (zj − zk)

4R2 |zj − zk| |R2 + z̄jzk| (z̄j − z̄k) (R2 + z̄kzj)
,

por lo tanto
∂UK (q)

∂z̄k
=

∂UR

∂z̄k
.

Hemos probado la equivalencia de los potenciales y de sus gradientes. Para terminar con la
demostración mostraremos que las energías cinéticas (1.24) y (6.12) son equivalentes.

Derivando la ecuación (A.4) obtenemos las coordenadas para la velocidad Q̇K

R2żk(R
2 − z̄2k) + ˙̄zk (R

2 − z̄2k)

(zkz̄k +R2)2
, −iR2[żk (R

2 + z̄2k)− ˙̄zk (R
2 + z2k)]

(zkz̄k +R2)2
,

R3 (żkz̄k + zk ˙̄zk)

(zkz̄k +R2)2
,

por lo que el producto punto es

Q̇k · Q̇k = λ |żk|2 .

Sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación de la energía cinética (1.24) tenemos

TK (q,p) =
1

2

n∑

k=1

m−1
i (pi · pi) (Kqi � qi)

=
1

2

n∑

k=1

mk
4R2żk ˙̄zk(

R2 + |żk|2
)2 |żk|

2 =
1

2

n∑

k=1

mkλ |żk|2 = TR (z, ż, z̄, ˙̄z) .

Notemos que las expresiones para la energía cinética son equivalentes, por lo tanto el sistema
de ecuaciones (1.34) y (6.14) describen la misma dinámica.

Hemos obtenido las ecuaciones de movimiento para el espacio M2
K y hemos probado que

los modelos son equivalentes. Notemos que disminuimos la dimensión de nuestro problema
en el espacio M2

K, esto nos permitirá encontrar otros tipos de equilibrios relativos distintos
a los que se encontraron en la esfera S2

K.
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