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“Birds flying high
You know how [ feel
Sun in the sky

You know how | feel
Reeds driftin’ on by
You know how [ feel
It's a new dawn

It's a new day

It's a new life

For me

And I'm feeling good..."”

(Fragmento de la cancién
“Feeling Good" version de Muse)
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INTRODUCCION

Desde la antigiiedad, se han hecho observaciones al movimiento del los planetas para deter-
minar el comportamiento de los cuerpos celestes. La Mecanica Celeste se encarga de estudiar
el movimiento de los cuerpos celestes bajo las leyes fisicas, el problema mas sencillo de esta
area es el problema de Kepler o problema de los dos cuerpos.

El problema de los n cuerpos consiste en encontrar la trayectoria de varios cuerpos que
se mueven sujetos a las fuerzas que ejercen entre si. La primera formulacién matematica
aparecié en el afio de 1687 con la obra de Issac Newton titulada Philosophiae Naturalis
Principia Matematica [48], donde estudi6é el movimiento de la luna y dié un modelo para
la dindmica de los cuerpos celestes bajo la ley de gravitacion.

En 1764, Leonhard Euler publica un trabajo sobre el problema de los tres cuerpos, en éste
Euler demuestra que si los tres cuerpos estan inicialmente en una linea recta, de tal forma
que la razén de sus distancias satisfagan una férmula que depende de las masas con veloci-
dades iniciales elegidas adecuadamente, entonces los cuerpos se moveran periédicamente
sobre una elipse. Los cuerpos siempre se mantendran en linea recta.

Afios después, Lagrange descubre una nueva familia de érbitas periddicas, donde los cuerpos
estan posicionados sobre un triangulo equilatero para todo tiempo y con velocidades iniciales
dadas adecuadamente. Cada uno de los cuerpos se mueve en una 6rbita periddica.

En 1835, Lobachevsky propuso estudiar el problema de Kepler en el espacio hiperbdlico
H? definiendo una fuerza proporcional al inverso del area de la esfera con radio igual a la
distancia entre los dos cuerpos [46], de manera independiente Bolyai trabajo con la misma
idea. La importancia de sus estudios fue la coneccién que hicieron entre la geometria y las
leyes fisicas.



2 Introduccién

Gracias a estos descubrimientos, en 1860 Paul Joseph Serret extendi6 la fuerza gravitacional
a la esfera S? y resolvié el problema de Kepler en dicha superficie [57]. Aproximadamente
afios después Ernst Schering hizo una revision de la ley de gravitacién de Lobachevsky's,
quien obtuvo una expresién analitica para el potencial que usaremos en este trabajo, el
potencial cotangente [55].

En 1873, Rudolph Lipschitz trabajé el problema en S? sin embargo usé un potencial
propocional a 1/sin %, donde r es la distancia entre los cuerpos y R es el radio de la
curvatura [45]. Lipschitz obtuvo una solucién general en términos de funciones elipticas
[44].

Tiempo después, en 1902 Heinrich Liebmann mostré que las érbitas para el problema de
Kepler son cénicas en los espacios S? y H?, ademas generalizé las tres leyes de Kepler
para superficies con curvatura K # 0. Un afio después, Liebmann probé que el teorema de
Bertrand para S? y H?, dicho teorema es de gran importancia ya que nos permite hacer
uso del potencial cotangente como una extensién del potencial gravitacional a superficies
con curvatura distinta de cero. Lamentablemente con el descubrimiento de la relatividad
se descontinué por décadas el estudio del problema curvado de los n cuerpos hasta que
José Carifiena, Manuel Rafiada y Mariano Santander retomaron el estudio en superficies
curvadas [8, 9]. Finalmente las ecuaciones de movimiento para el problema de los n cuer-
pos en superficies con curvatura K constante fueron obtenidas por Florin Diacu, Ernesto
Pérez Chavela y Manuel Santoprete [26], estudiaron los equilibrios relativos y soluciones
homograficas en las superficies S y H?Z.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar, entender y reproducir los resultados obtenidos
para el problema de los tres cuerpos en superficies curvadas usando el potencial cotangente
[22, 25, 52].

El estudio del problema de los n cuerpos en espacios con curvatura constante es equivalente
a estudiar el problema en la esfera, para curvatura positiva, o en la hoja superior del
hiperboloide para curvatura negativa. El manejo de las ecuaciones de movimiento para hallar
la dindmica de los cuerpos en estos espacios es bastante compleja, por lo que imponemos
una restriccién sobre los cuerpos para encontrar una familia particular de soluciones. Sin
embargo, cuando hacemos uso de la proyeccién estereografica logramos estudiar de manera
general los equilibrios relativos para superficies con curvatura positiva y negativa.

Este trabajo de tesis se organiza de la siguiente manera:

En el capitulo 1 planteamos el problema de los n cuerpos en superficies con curvatura K
constante, introducimos y argumentamos el uso del potencial cotangente. Obtenemos las
ecuaciones de movimiento para nuestro problema haciendo uso de la formulacién Hamilto-
niana. Damos las primeras integrales y analizamos las singularidades de las ecuaciones de
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movimiento en las superficies con curvatura K > 0y K < 0. Por altimo se da la definicién
de los equilibrios relativos y las soluciones homogréaficas para cualquier superficie.

En los capitulos 2 y 4 estudiamos una familia particular de equilibrios relativos para el
problema de los n cuerpos en superficies curvadas, para K > 0 y K < 0 respectivamente.
Demostramos resultados importantes para la existencia equilibrios relativos Eulerianos y
Lagrangianos.

En los capitulos 3 y 5 analizamos Gnicamente el problema de los tres cuerpos. En estos
capitulos obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales que generan una familia particular
de soluciones homograficas y damos una clasificacién de los mismos para K > 0y K < 0
respectivamente.

Finalmente en el capitulo 6 estudiamos los equilibrios relativos en el modelo intrinseco
haciendo uso de la proyeccidn estereografica. Esto nos permite encontrar todas las familias
de equilibrios relativos en superficies con curvatura positiva.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES Y LAS ECUACIONES DE
MOVIMIENTO

En este capitulo definiremos lo qué es una superficie conexa y simplemente conexa con cur-
vatura K constante y mencionaremos varias de sus propiedades junto con algunos teoremas
de Geometria Diferencial que resultaran atiles al trabajar con este tipo de superficies.

También definiremos el potencial cotangente para construir las ecuaciones de movimiento
del problema de los n cuerpos restringido a superficies con curvatura K constante. Daremos
su formulacién hamiltoniana, sus primeras integrales y analizaremos las singularidades del
sistema.

1.1. Geometria Diferencial

Para el problema que se plantea en este trabajo, tenemos n cuerpos en una superficie
conexa y simplemente conexa con curvatura constante K y, puesto que necesitamos la
diferenciabilidad en todos los puntos de la superficie, trabajaremos con superficies regulares.

Es por esto que partiremos de la definicién de superficie regular. Utilizaremos la terminologia
que viene en libro de Do Carmo [10].

Definiciéon 1. Un subconjunto no vacio S C R? es una superficie regular si para todo
punto p de S existen un abierto U C R?, un entorno V' de p en S (con la topologia relativa
de S C R?) y una aplicacién X : U — R3, tales que
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1. X(U) =V es diferenciable en el sentido ordinario,
2. X : U — R? es un homeomorfismo y

3. para todo q € U, la diferencial dX, : R* — R® es inyectiva.
Como hemos venido mencionando, las superficies con las que trabajaremos son conexas y
simplemente conexas. Para aclarar estos conceptos necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 2. Un espacio X es disconexo si existen subconjuntos abiertos U,V C X tales
que:

1L.U#0yV #0,
20NV =10,
3. 0uUV =2X.

Un espacio X es llamado conexo si no es disconexo [65], mientras que una superficie es
llamada simplemente conexa si toda curva cerrada en la superficie puede contraerse a un
punto sin salir de ella.

Es facil ver que la conexidad y la conexidad simple no son lo mismo, la conexidad simple
implica conexidad pero no viceversa, en la Figura 1.1 podemos ver algunos ejemplos de
superficies conexas y simplemente conexas.

Otra definicién que usaremos en el presente trabajo es la de espacio tangente.

Definicidn 3. El espacio tangente a un punto p de una superficie S, denotado por T,S,
es el conjunto de vectores tangentes al punto p de todas las curvas en S que pasan por p.

Notemos que el espacio tangente a la superficie K es un espacio vectorial de dimensién
dos. Como las superficies que ocupamos en este trabajo son curvadas, nos es de primer
interés definir qué es una curva parametrizada diferenciable.

Definiciéon 4. Una curva parametrizada diferenciable es una aplicacion diferenciable ~ :
(a,b) — R3. Ademdas diremos que es regular si '(t) # 0 para todo t € I.

Seal' : U C R? — S una parametrizacién de una superficie regular S. Si ~(t) =
[(u(t),v(t)) es una curva en una superficie parametrizada T', la longitud de arco partiendo
de un punto ~y(to) hasta y(t) esta dada por
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conexo y No conexo y conexo y
simplemente conexo no simplemente conexo  no simplemente conexo

Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos conexos y/o simplemente conexos

t
s= [ Iy @l
to

Por la regla de la cadena, tenemos que +' = I",u’ + I",v’. Entonces

IV[I? = B(u)* + 2Fu"v' + G()?, (1.1)

donde
E=|T,? F=T,-T,, G=|L> (1.2)

La forma cuadratica definida por la ecuacién (1.1) se denomina Primera Forma Funda-
mental de la superficie y a las funciones definidas en (1.2) les denominamos coeficientes
de la Primera Forma Fundamental.

Dada una parametrizacién I' : U C R? — S de una superficie regular S, un vector normal
unitario a un punto de I'(U) esta dado por

r,xT,

§ o TuxDv
T X L]
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La expresién
e(u)? 4+ 2fu'v + g(v')?,
donde
e=N Ty, [f=N-Tuw ¢g=N-Ty, (1.3)

es llamada Segunda Forma Fundamental de I' y denominamos a las funciones (1.3) como
coeficientes de la Segunda Forma Fundamental.

Una curva parametrizada ~ es llamada arco-parametrizada si /'(t) es un vector unitario para
todo t € (a,b). Si y(t) = I'(u(t),v(t)) es una curva arco-parametrizada en una superficie
parametrizada I', entonces +' es un vector unitario tangente a I". Ademas, como I es
perpendicular al vector normal unitario N deT, se sigue que 7' estd parametrizado por la
longitud de arco. Por otro lado, 4" es perpendicular a 7'y, por lo tanto, tenemos que ~”
es una combinacién lineal de N 'y N x +'. Es decir,

V" = ko N + KgN X 7/, (1.4)

donde los escalares &, y k, son conocidos como curvatura normal y curvatura geodésica
de 7 respectivamente.

Por la ecuacién (1.4), los vectores N y N x 7 son perpendiculares a 4", por lo cual

K = [P = 2+

de donde se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Siv(t) = I'(u(t),v(t)) es una curva arco-parametrizada sobre una super-
ficie parametrizada I", entonces la curvatura normal esta dada por

ki = e(u')? + 2fu'v + g(v')2.

E F
F G
tales, donde E, F' y GG son los coeficientes de la Primera Forma Fundamental, mientras que
e, fy g son los coeficientes de la Segunda Forma Fundamental dados por (1.2) y (1.3),
respectivamente. Con ayuda de estas matrices definiremos las curvaturas principales de una
superficie parametrizada.

Sean F; = ) y Fip = ( Jec ch ) las matrices asociadas a las formas fundamen-
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Definicion 5. Las curvaturas principales de una superficie parametrizada son las raices de

la ecuacién
e—kE f—FkKF |

det(F]]—/{ZF[): f—kF g—kG =

0, (1.5)

y son denotadas por k1 y Ks.

Las curvaturas principales 1 y ko nos sirven para calcular la curvatura gaussiana de la
superficie como se muestra a continuacién.

Definicion 6. Sean ki y ko las curvaturas principales de una superficie parametrizada.
Entonces la curvatura gaussiana de una superficie parametrizada es

K= KR1K29.

Para efectos de este trabajo nos fijaremos en superficies tales que la curvatura gaussiana
es constante. Estas superficies cumplen con el Teorema de Isometria Local o Teorema de
Minding [66] que citaremos a continuacién.

Teorema 1 (Minding). Una superficie diferenciable con curvatura constante K es local-
mente isométrica:

s al plano siK =0,
» a3 la esferasiK > 0,

» al hiperboloide si K < 0.

1.2. Distancias

Por el Teorema de Minding, una superficie S con curvatura K > 0 es isomorfa a la esfera
de radio R = K~%/2, la cual denotaremos como S%. Por otra parte, cuando K < 0 la
superficie es isomorfa al hiperboloide que denotaremos como H [50].

Debido a las isometrias que tenemos para K > 0 y K < 0, encontrar la distancia entre
cualesquiera dos puntos sobre la superficie es equivalente a encontrar la distancia entre
cualesquiera dos puntos sobre la esfera o sobre el hiperboloide, segiin corresponda.

Para definir las ecuaciones de las superficies necesitamos extender las definiciones de los
productos vectoriales usuales. Sean a = (a,, ay,a,) y b = (b;, by, b,) dos vectores sobre |a
superficie, definimos su producto interno como
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z
q, q;
dx(qi,q;)
\\ 7
\\ //
0

Figura 1.2: Distancia entre dos puntos de la esfera

Figura 1.3: Hiperboloide de dos hojas
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a®b=a.b, +ayb, + oab., (1.6)

y su producto cruz como

a®b = (ab, — a.by, ab, — azb,, o (azb, —ayb,)), (1.7)

donde o es una funcién de signo

1 K>0

—1 para K < 0.

Sea q; = (x;,y;, 2;) un punto sobre la superficie con curvatura K, definimos el operador
gradiente de la forma

6%‘ = (&Bz? ayw UaZi)'

Usando la notacién anterior, la ecuacién de la esfera y del hiperboloide de dos hojas es:

uOq=1;+y; +oz =K', Kqoqg, =1 (1.9)

Por la simetria del hiperboloide tomaremos la parte superior del hiperboloide, esto es para
valores positivos en la variable z.

Debido a que estamos en superficies curvadas, la distancia no es la misma a la que conoce-
mos. Empezaremos definiendo la distancia en superficies con curvatura K > 0 o la esfera
Sk. Sabemos que la distancia entre dos puntos q; y q; de la esfera S§ se encuentra dada
por la longitud de arco

d+(qi7 qj) = RO = K71/297
donde 6 es el angulo formado por el origen y los puntos q; y q; (ver Figura 1.2). Usando

la definicién del producto punto q; ® q; = |q;| |q;| cos 6 y el hecho de ser |q;| = |q,| = R,
obtenemos el valor de § en términos de sus coordenadas

di(q;,q5) = K2 cos™ (Kq; ® q;) para K >0, (1.10)

donde d(q;, q;) es el camino de minima longitud que une dos puntos de la superficie dada
y que llamaremos linea geodésica. Por otro lado, para una superficie con curvatura K < 0,
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la distancia entre dos puntos en el hiperboloide se calcula de manera analoga al de la esfera.
Por lo tanto, para cualesquiera dos puntos en el hiperboloide la distancia esta dada por

d_(qi,q;) = (—K) % cosh™* (Kq; © q;), para K < 0. (1.11)

Finalmente la distancia dk(q;, q;) en superficies con curvatura K es

K2 cos™ (Kq; ® q;) para K > 0

dx(9i,9;) = | la; — qil para K =0 (1.12)
(-K) "2 cosh™ (Kq; ®q;) para K < 0.

Notemos que las distancias (1.10) y (1.11) difieren de la euclidiana debido a las curvaturas
de la superficies. Por esta razén las funciones trigonométricas que conocemos en el plano
son distintas [8], éstas se definen como

cos K12z K >0

Ccos = ’ 1.13
x() {cosh(—K)l/Qx, K <0, (1.13)

K- 12sin K2z K>0
sing () = ’ 1.14
x(2) {(—K)—l/2 sinh(—K)"2z, K <0, (1.14)

por lo que la identidad fundamental se convierte en

1 = Ksing x + cosi , (1.15)

mientras que las funciones tangente y cotangente conservan su definicién usual:

sing T COSK &
tanx = , cotx = — .
COSK T sing

Estas funciones trigonométricas seran de utilidad para calcular la funcién de fuerza que
definiremos en la siguiente seccién. A continuacién calcularemos las ecuaciones de movimien-
to del problema de los n cuerpos para asi estudiar su dindmica en las superficies con cur-
vatura K.
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1.3. Ecuaciones de movimiento

Para estudiar el movimientos de los cuerpos en las superficies con curvatura K es conve-
niente partir desde su version clasica, es decir en superficies con curvatura K = 0. Este
problema ha sido ampliamente estudiado [34, 49, 61] y deseamos generalizar toda la teoria
a superficies curvadas.

Supongamos que tenemos n cuerpos con masas puntuales mq,...,m, en la superficie,
donde sus posiciones son q = (qy, ..., q,) y deseamos estudiar la dinamica de los cuerpos
bajo la ley gravitatoria. Recordemos que para el estudio clasico de este problema se utilizan
las ecuaciones de Newton que definen el movimiento de los cuerpos en el espacio, las cuales
se expresan en términos de la energia cinética de los cuerpos y del potencial newtoniano.
Para nuestro estudio necesitamos extender este potencial clasico a superficies curvadas,
permitiéndonos construir las ecuaciones de movimiento en dichas superficies.

La idea de extender el potencial de Newton a otras superficies surge alrededor de 1835
cuando Nikolai Lobachevski propuso estudiar el problema de Kepler en el hiperboloide H?
[46]. Autores como Paul Joseph Serret, Ernest Scherin, Rudolph Lipschitz, Wilhelm Killing
y Heinrich Liebmann continuaron trabajando en el problema para n = 2 conocido como el
problema de Kepler sobre S?, H?, S* y H® [40, 44, 45, 55, 56, 57]. Desafortunadamente,
con el descubrimiento de la Teoria de la Relatividad General se discontinué la investigacién
de este problema. En 2006, se retom¢ el interés de extender el potencial a otras superficies
con el trabajo de J. Carifiena, M.F. Rafiada y M. Santander [8].

No existe una forma anica de extender el potencial gravitatorio a una superficie con cur-
vatura constante K, un ejemplo sencillo seria tomar la distancia euclideana de cualesquiera
dos puntos de la superficies curvada para después restringirla a la esfera o al hiperboloide.
Pero Shchepetilov en [61] demostré que el potencial cotangente Uk es el Gnico potencial
que cumple las mismas propiedades que el potencial de Newton en S? y H?. Por lo tanto,
usando el potencial cotangente Uk, el problema de Kepler escrito en forma Hamiltoniana
es una funcién armonica, es decir satisface la ecuacién de Laplace. Este potencial tam-
bién satisface el Teorema de Bertrand, el cual establece que todas las érbitas acotadas del
problema de Kepler son periédicas [34].

Ademas, el potencial cotangente es continuo con respecto a la curvatura, lo cual nos
permite recuperar la ley de gravitacién universal para K = 0. Es por estas propiedades
que elegiremos el potencial cotangente para construir las ecuaciones de movimiento en
superficies con curvatura constante K.

Sea q = (q1,92, .. .,q,) la configuracién del sistema, donde la posicién de cada uno de
los cuerpos se encuentra dado por los vectores q; = (x;,¥;, ;). Definimos el potencial
cotangente para el problema de los n cuerpos como la funcién —Uk(q) dada por
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n

Uk (q) = L Z Z m;m; cotk (dx(q;,q;)) - (1.16)

i=1 j=1j#i

[\

Como deseamos expresar la funcién cotk (dk(q;,q;)) en términos de las posiciones de los
cuerpos, usaremos las distancias (1.10) y (1.11) para obtener explicitamente las funciones

cosk (dk(qi,q;)) vy sink (dk(q;, q;)). Para la primera se tiene

cosk (dk (s, q;)) = Ka; © q;.

Estamos definiendo un potencial en el espacio R?, por lo que necesitamos los términos
vKaq; ©q; =1y \/Kq; ® q; =1 en el denominador para obtener la forma Hamiltoniana

de las ecuaciones de movimiento al momento de calcular el gradiente del potencial VUk.
Debido a esto, reemplazamos el uno del denominador como sigue

_ Kq; © g,
VvKq; © q;/Kq; © q;’

cosk (dk (d:,9;))

y usando las ecuaciones (1.13-1.15) calculamos sink (dk (q;, q;)) en términos de la posicion
de los cuerpos q; y q;. De manera similar a la ecuacién anterior, obtenemos

97 1/2

: - Kq; ©® q;
sink (dk (i, q;)) = (0K) V2 ls—0 < S >

vKaq; © q:1/Kq; © q;
por lo tanto la funcién cotk (dk(q;, q;)) es de la forma

K)/2 Kqi©g;
(U ) VKaq;04i1/Kdq;0q;

0(Kaq,;0q;)(Kq;0q;)—0(Kq;0q;)?
(Ka;04q;)(Kag;0q;)

cotk (dk (q;, q;)) = 73 (1.17)

Es importante enfatizar que usaremos la ecuacién anterior para calcular las ecuaciones de
movimiento en superficies curvadas. La forma reducida de la expresién anterior es

(UK)1/2 (Kq; ©® q;) |
[0' (qu © qi) (qu ® qj) — 0 (qu o qj)2] 1/2

cotk (dx(qi,q;)) =

Notemos que los términos Kq; ® q; y Kq; ® q; son iguales a uno pero el calculo del
gradiente del potencial difiere si usamos la ecuacién (1.17) o la forma reducida. Ademas, si
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los cuerpos estan sobre la superficie curvada satisfacen la ecuacion anterior, en cambio la
ecuacién (1.17) nos permite trabajar con los cuerpos que se encuentran en R3. Finalmente,
el potencial cotangente es

noon Mym; (aK)l/2 (Kqi®q,)
1 B VKq:0qi/Ka;0q;

Uk (@)= 5 > Ea (118)

=1 =1 joti 0(Kq;0q;)(Kq;0q;)—0(Kq;©q;)?

’ (Ka;04q,)(Kaq;0q;)
que en su forma reducida es
1y n mim; (0 K)/?(Kq;0q;)

Uk (@) = 5 2im1 Dot ji [0—0(Kaqi®q;)2(Kaqi0q:)(Kq;0q;)]'/? (1.19)

Este es el potencial que rige el movimiento de los cuerpos en espacios curvados, lo usaremos
para calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange restringidas a la superficie con curvatura K
y con ellas las ecuaciones de movimiento.

1.3.1. Férmula de Euler

A continuacién veremos que el potencial Uk (q) es una funcién homogénea, esto nos servira
para construir las ecuaciones de movimiento. Para ello, usaremos la caracterizacién de las
funciones homogéneas dada por la férmula de Euler.

Definicion 7. Una funcién F' : R™ — R es homogénea de grado o« € R si, para todo
n € R\0 y q € R™, tenemos

F(na) =n"F(q).

El matematico Leonhard Euler demostré el siguiente teorema respecto a las funciones ho-
mogéneas de grado « [11].

Teorema 2 (Férmula de Euler). Decimos que F' : R™ — R es una funcién homogénea de
grado « si y solo si

q-VF(q) =aF(q), VqeR’
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En nuestra notacién, la formula de Euler se reescribe de la siguiente manera
q©® VF(q) =aF(q).

Es facil ver que el potencial cotangente Uk (q) satisface la definicion de funcién homogénea
de grado cero; es decir

Uk (nq) = Uk (q) =n’Uk (q),  Vn #0,

y por el Teorema 2 tenemos

q® VUk (q) = 0. (1.20)

Ademas podemos expresar el potencial Uk (q) como la suma de los potenciales de cada uno
de los cuerpos

n

Uk (@) = 5 3" Ui (@),

i=1
donde el potencial para el i-ésimo cuerpo es
n m: (cK 1/2 (Kai©q;)
i My (0 ) \/qu'@qi\/qu@qj
U (@) = > . (1.21)
j=1j%i O [(quOqz')(quOqg')*U(quOqg')
’ (Ka;®aq,)(Kag;0q;)

y en la que cada U} (q;) también es una funcién homogénea de grado cero. De manera
similar usaremos la férmula de Euler para obtener

a: © VUL (q;) = 0. (1.22)

Si igualamos las ecuaciones (1.20) y (1.22), tenemos la siguiente relacién
VUk (q) = VU (@)

por lo que
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o bien

qZ'@%quK (q) =0, para i=1,...,n. (1.23)

Esta altima relacién se usara en la siguiente subseccién y sera de gran utilidad para establecer
las ecuaciones de movimiento en superficies curvadas.

1.3.2. Las ecuaciones de movimiento

Calcularemos las ecuaciones de movimiento que rigen la dindmica de los n cuerpos sobre la
superficie curvada usando la formulacién Lagrangiana [2] y haremos uso de las ecuaciones
de Euler-Lagrange con constricciones. El Lagrangiano del sistema se define como

Lk (q,9) = Tk (q,9) + Uk (q)

donde Uk (q) es la energia potencial definida en la ecuacién (1.19) y Tk (q, q) es la energia
cinética dada por

o1
Tk (q,9) = 2 Zmi ! (4 ©q;) (Ka; © q) . (1.24)
i=1

De manera analoga al potencial Uk, necesitamos el término Kq; ® q; = 1 en la definicién
de Tk para obtener la formulacién Hamiltoniana del problema.

Las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange con constric-
ciones [34] se describen como

d(@LK> OLk @afi 0, i=1,....n (1.25)

@\ a6 ) v kWaq =
donde

fi=ai®q, — K,

es la funcién que mantiene al i-ésimo cuerpo sobre la superficie y Ay es el multiplicador
de Lagrange para dicho cuerpo. Notemos que, si el cuerpo con masa m,; esta sobre la
superficie (esto es Kq; ©®q; = 1), entonces la funcién de constriccion es cero y por lo tanto
q; ® q; = 0. Calculando el primer término de la ecuacién (1.25) y tomando en cuenta las
relaciones anteriores tenemos que
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4
dt

oL ; . . .
( a(f) =m;q; (Ka; © q;) +2m; (Kg; © q;) =miG;,  i=1,...,n.  (1.20)
En la ecuacion anterior, la igualdad Kq; ® q; = 1 no afecta el calculo de las ecuaciones de
movimiento. Sin embargo, es primordial mantener Kq; ® q; cuando derivamos con respecto
a la variable q;, lo cual nos permitira hacer simplificaciones. Calculando el segundo término
de la ecuacién (1.25) obtenemos

0Lk

8q' :miK (quqZ) qz-—l—ﬁquK (q), 1= 1,...,n. (1.27)

Derivando la funcién f; con respecto a q; y sustituyendo las ecuaciones anteriores en (1.25),
resulta que la ecuacion (1.25) es de la forma

mii; — miK (4 0 Q) @ — Vo Uk (@) — 2Nk (@i =0, i=1,2,...,n.  (1.28)

Posteriormente, para obtener las ecuaciones de movimiento para el i-ésimo cuerpo necesita-
mos expresar el multiplicador de Lagrange en términos de la posicién (q;) y de la velocidad
(¢;). Para esto calculamos la segunda derivada de f; dada por

[i=24,04+2(q;©4q).

Debido a que el cuerpo q; esta sobre la superficie se cumple f = 0. Por lo tanto tenemos
la siguiente relacion

QGO =—9 O q;. (1.29)

Por otro lado, calculamos el producto punto de q; con la ecuacién (1.28) y, usando el hecho
de que q; ® q; = K~! tenemos

m; (q; © &) —m; (@ O @) — 4 © Vg, Uk (q) — 2K\ = 0. (1.30)

Trabajando con la relacién (1.29) en el primer término y la ecuacién (1.23) que obtuvimos
en la subseccién anterior, la expresién (1.30) toma la forma
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Hemos obtenido el valor del multiplicador de Lagrange en términos de q; y de q;

M = —Km; (4; © q;) q.

Finalmente, la ecuacién de movimiento (1.28) para el problema de los n cuerpos en una
superficie con curvatura K constante es

donde el gradiente con respecto al cuerpo q; se obtiene de la ecuacién (1.21), y se encuentra
dado por

m;m; (UK)1/2 (O’qu —o I:i:_ig;j ql->
= - VKa;04q:4/Kaq;0q; .
V. Uk (q) = Z VKa,Ca, 572 i=1,...,n, (1.32)

. 2
j=1,5#i c—0o (Ka:0q;)
vKai0a;1/Ka;0q;

o bien, en su forma reducida

m;m,; (O’K)3/2 [, — (Ka; ® q;) qi]

37 , i=1,...,n. (1.33)

6% Uk (q) = Z

1<i<j<n [U — o0 (Kq;, ® %)2}

En general se utilizara la forma (1.32) del gradiente, pues con ella podemos hacer uso de Ia
homogeneidad de la funcién. Cuando esto no sea necesario emplearemos la forma reducida
(1.33).

/2
. m; (0K)*? [q; — (Kaq; © q;)qi] .. .

i = —Ki i), :1,..., . 1.34
’ jgj':#i [0 — o(Kq; © q;)**? (K4 © d)a ' n (1.34)

Asi, a través de la formulacion Lagrangiana, hemos obtenido el sistema de ecuaciones que de-
scriben el movimiento de los n cuerpos en superficies curvadas, con masas my, ma, ..., m,.
A continuacién obtendremos la formulaciéon Hamiltoniana de las mismas para reducir el or-
den del sistema de ecuaciones diferenciales.
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1.3.3. Formulacién Hamiltoniana

La formulacién Hamiltoniana sigue un enfoque similar a la Lagrangiana. La diferencia con-
siste en que el Hamiltoniano reduce a primer orden el sistema de ecuaciones (1.34). Las
ecuaciones de movimiento se escriben en funcién de un Hamiltoniano que depende de la
posicion q y del momento p = ¢ de los cuerpos, y vienen dadas por

. OHg
. oHk
q’i - apz )

la funcion Hamiltoniana es la resta de la energia cinética Tk y la energia potencial Uk
dadas por (1.24) y (1.19), respectivamente:

Hk(q,p) = Tk(q,p) — Uk(q, p). (1.35)

El sistema diferencial de primer orden se encuentra dado por

q =m; i,

. N mimy (oK) g — (Kg; 0q)q]

bi = Z 120 la 273/2 vl —m; 'K (p; ©pi) qi, (1.36)
j=Li#i [0 — 0 (Kaq; © q;)7]

00 =K' qop =0, parat=1,...,n.

Recordemos que el movimiento de los cuerpos se da sobre una superficie con curvatura K
constante; es decir (q,p) € T*(M%)" donde T*(M3 )" es el espacio fase de M que se
define como

Mg = {(z,y,2) e R*[2® +¢y° + 02> =K'} .

Ademas las ecuaciones q; ® q; = K™! y q; ® p; = 0 mantienen los cuerpos sobre la
superficie y nos muestra que la posicion de los vectores y su momento son ortogonales
para cada uno de los cuerpos. Notemos el sistema de 6/N dimensiones se reduce a 4N
dimensiones.

En particular, denotamos las superficies con curvatura positiva como M2 = Si vy para
superficies con curvatura negativa M?> = Hg. Dado que q; = (4, s, 2;), las ecuaciones de
movimiento en términos de sus coordenadas se pueden escribir como
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miT; = %lf.{ —om;K (%2 +yi2 + 023)1&‘7
m;3; = aaZK — omK (2?2 + §2 + 042) 2, (1.37)
24yl +oz =K

(| Zi%i + Yy + 022 =0, parai=1,...,n,

con los respectivos gradientes

n 3/2
R ] 7k S R T R L I
J=Li [0 — oK (wx; + yiy; + 02i2;)"]

- "L om |0K|3/2 ly; — K (wiz; + yiy; + 02i25) yil
Gi= )

— K (@ + 97 + 05) yi,

32
\ it o i K (252 + yiy; + 02:2)"]
5=y oK™ [z — K (i + yiy; + ZZ;/Z;‘) Al g (i2 + 92 + 022) 2,
j=1,j#i [O’ — oK (SL’Z'SL’J' + yly] —+ O'ZZ‘Zj) ]

\x% +yl+oz; =K' wid +ygi+ 024 =0, parai=1,...,n.
(1.38)

Notemos que el sistema de ecuaciones es bastante complejo, por lo que estamos interesados
en encontrar “constantes’ o primeras integrales que nos permitan reducir el sistema.

1.3.4. Primeras integrales

En esta subseccién determinaremos las primeras integrales de las ecuaciones de movimiento,
estas integrales juegan un papel importante en la Teoria de Ecuaciones Diferenciales ya que
nos permiten reducir el orden del sistema de ecuaciones. En el problema de los n cuerpos
en el espacio euclideano (K=0) sabemos que existen diez primeras integrales [68]. Una de
las primeras integrales de nuestro problema es la energia del sistema y esta dada por el
Hamiltoniano.

H(q,p) = h, (1.39)

donde h es una constante de energia. Para comprobar este hecho hacemos el producto
punto de las ecuaciones (1.31) con q;
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. . .= . . .. . d
> mid © G = Vo Uk (@) © 4 — ) miK(q © di)a; © 4 = —-Ux(a(t),  (1.40)

7
integrando el primer término y Gltimo término de la ecuacién anterior, obtenemos la integral

de energia (1.39).

Por otro lado definimos el momento angular como

ZQz‘ X Pp; =C, (1.41)
i=1

donde c es un vector constante. La integral anterior se sigue de integrar la ecuacién (1.40)
formada por el primer término de la ecuacién (1.39) y el altimo de la ecuacién (1.41)

- . K/ i ©qj
gmiqz'@?oli = ZZTZT;;{qQZ)];};

i=1 j=1

3/2
mym; (cK)”* (q; © q;) ) -
_§ E — —m;K(q;, O q;) | di ® q;
i=1 Lj=1 [0 — o(Kaq; © q;)*]*/2 (

= 0.

Esta ecuacion también se obtiene al realizar el producto cruz de q; con las ecuacién de
movimiento(1.34). Notemos, en término de las componentes se tienen tres integrales en el
momento angular:

Z my; (yzzz - yzzz) = Czz, (1-42)

i=1
Z m; (Izzz - $zzz) = Cgz, (1-43)

Z mi (Y — T3Y;) = Cay- (1.44)

Por lo tanto, por las integrales de movimiento la dimensién del espacio fase de nuestro
problema se reduce a 4N — 4.
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1.3.5. Singularidades

En esta subseccion analizaremos las singularidades de las ecuaciones de movimiento gener-
adas por el denominador del primer término de la ecuacién (1.34). A los ceros en el denom-
inador los llamamos singularidades y estos surgen por la eleccién del potencial cotangente
Uk. El término que contiene la ecuacién (1.21) se indetermina cuando (Kq; ® q;)* = 1,
o bien cuando

Kq,©q;=1, Kq;®q; =-1, paraalgini,je {1,2,...,n},

K (viz;+yy; +ozz;) =1, K(vx; +yy; +0zz2;) =—1 (1.45)

Analizaremos las singularidades de la esfera y del hiperboloide por separado. Sean q;, q; €
R3 dos cuerpos sobre la superficie curvada donde q; = (z;, ¥, 2;). Para hallar las posi-
ciones que indeterminan las ecuaciones de movimiento en la esfera S%, debemos encontrar
la relacién entre q; y q; usando las ecuaciones (1.45). Tomando la primera restriccién
K (ziz; 4+ yiy; + zi2;) = 1y el hecho de que K(2} + ¢y + 27) = 1 = K(22 + ¢ + 27)
tenemos

(wiz; + yay; + 2zi2)° = (@ +yf + 27) (25 + y7 + 25).

La ecuacién anterior es un caso especial en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, donde la
igualdad se tiene si q; y q; son proporcionales. Asi, existe una constante 7 # 0 tal que
Tr; = TZL‘j, Y; = Tyj Y 2 = TZj.

Sustituyendo esto en la ecuacién (1.45) y usando el hecho de que K(z? + y? + 22) = 1
hallamos 7 = 1, teniendo asi z; = z;, y; = y; ¥ 2z = 2;. Por lo tanto los cuerpos con masas
m; y m; colisionan como se muestra en la Figura 1.4 (a).

Para encontrar la otra singularidad el procedimiento es similar al anterior. Tomando la se-
gunda restriccion K (z;x; + y;y; + 2;2;) = —1 hallamos el valor de 7 = —1. Las relaciones
entre las posiciones de los cuerpos son z; = —z;, ¥; = —y; Y 2 = —%;, y por lo tanto los
cuerpos con masas q; y q; son antipodales como se muestra en la Figura 1.4(b).
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Figura 1.4: Singularidades en la esfera

Hemos obtenido todas las singularidades para la esfera. Ahora, para las superficies con
curvatura constante K < 0 las singularidades del sistema ocurren cuando los cuerpos
satisfacen las ecuaciones (1.45). Reescribiéndolas, tenemos

TiZ; + YiY; — K_l = ZiZj, TiZ; + YiY;j + K_l = ZiZj. (146)

Para la primera tenemos que cualesquiera dos cuerpos q;, q; € Hi satisfacen
2, .2 2\ 2, .2 2\ _
K(r; +y; —z)=-1, K(j+y; —z)=—1L
Reformulando las ecuaciones anteriores se sigue que

©+yl+ K =2 o4y + K =2,

)

y, por lo tanto,

(i + oy + K1) = (aF +97 + K )(ad +y7 + K,
o bien, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(x; — ij)2 + (y; — Tyj)2 =0.
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Figura 1.5: Singularidad en el hiperboloide

El valor de 7 es 1, por lo que las relaciones entre las coordenadas de los cuerpos son z; = z;,
Yi =Y; Yy % = zj. Asi, los cuerpos q;, q; colisionan en el hiperboloide como se muestra en

la Figura 1.5.

Para la segunda restriccion (1.46), los cuerpos q;, q; satisfacen

K@ +yl—2)=1, K(@l+y —2)=1
Reescribiendo, tenemos

2 2 _ 2 -1 2 2 _ 2 -1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se satisface

(wiwj + yay;)” < (2] +y7) (@] + 7)),

o bien,

(2 + K1) = (£ + K1 = (5 - K1),

obteniendo finalmente

(Zi + Zj)2 S 0.

La relacién anterior se cumple si y solo si z; = —z;. Pero el valor de las coordenadas z;
. i |
y z; es positivo, por lo que con la condicién z;z; + v;y; = K™ + 22; no obtenemos
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singularidades en el hiperboloide.

En resumen, para configuraciones que involucran colisiones (en Sk y H%) o configura-
ciones donde los cuerpos son antipodales (solo en S%), las ecuaciones de movimiento se
indeterminan.

En conclusion, obtuvimos las ecuaciones de movimiento para el problema de los n cuer-
pos en una superficie con curvatura constante; calculamos sus primeras integrales y las
configuraciones donde el potencial Uk se indetermina. En el siguiente capitulo usaremos
estas ecuaciones para estudiar el movimiento de los n cuerpos en superficies con curvatura
constante.

1.4. Equilibrios relativos y soluciones homograficas

Ya hemos establecido las ecuaciones de movimiento para superficies con curvatura K con-
stante. El objetivo de este trabajo es estudiar los equilibrios relativos y las soluciones ho-
mograficas en superficies con curvatura K > 0 y K < 0. Para ello empezaremos definiendo
ambos conceptos.

Definicion 8. Un equilibrio relativo es una solucién de las ecuaciones de movimiento
(1.38) donde la distancia mutua (1.12) entre las masas permanece constante durante todo
el movimiento.

Los equilibrios relativos varian dependiendo del valor de la curvatura de la superficie, por
lo que estudiaremos estas soluciones en superficies con curvatura positiva y negativa por
separado.

Por otro lado, definiremos las soluciones homograficas para el problema de los n cuerpos
en superficies curvadas como sigue

Definicién 9. Una solucién homografica es una solucién de las ecuaciones de movimiento
(1.38) donde la forma de la configuracién nunca cambia para cualquier tiempo t.

En la definicién anterior es preciso aclarar lo que queremos decir con “la forma de la con-
figuracién nunca cambia”. Por ejemplo, para el caso de las soluciones homograficas de
Lagrange, la definicién anterior implica que la distancia (medida sobre la respectiva linea
geodésica que contiene a cualesquiera par de cuerpos) es la mismma para todo tiempo t.
Dado que estamos trabajando en espacios con curvatura constante, no necesariamente las
configuraciones en cada instante permaneceran congruentes debido a que los angulos entre
las aristas que forman las masas no se mantiene constante.
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El significa de la palabra homografico no corresponde al movimiento de los cuerpos en las
superficies curvadas. El origen de homograficas proviene de la raiz etimolégica griega homos
(igual) y graphos (lo que esta escrito). Para el caso de curvatura cero, correspondiente al
problema casico newtoniano, esto se ha entendido como que las configuraciones en las
soluciones homograficas son congruentes para todo tiempo ¢ [1], [68]. Por esta razén F.
Diacu [19] introduce el término de drbitas rotopulsadoras, argumentando que con este
concepto es claro diferenciar si se esta trabajando con las 6rbitas homograficas en superficies
con curvatura cero o bien en superficies con curvatura distinta de cero.

A partir de este escrito otros autores como S. Kordlou, P. Tibboel y B. Thorn han utilizado
el nombre de drbitas rotopulsadoras en varios de sus articulos [19],[20],[63]. Los autores
introducieron este nuevo término “rotopulsadores’ para extender el concepto de soluciones
homograficas en superficies curvadas, es decir que las soluciones admitan expansiones,
contracciones y rotaciones en las mismas.

Recordemos que el estudio de este tipo de 6rbitas en espacios curvados es resiente, el cual
inicié con los autores Diacu F., Pérez-Chavela E. y Santoprete M. en su articulo “The
N-body problem in spaces of constant curvature” [25] y posteriormente continuaron otros
estudios usando el término de 6rbitas homograficas [13],[15],[16],[18],[22],[23].[25],[26].
Aunque para las superficies con curvatura K constante distinta de cero el término de
soluciones homograficas puede no ser el mas apropiado para varias autores, nosotros man-
tendremos este nombre con el objetivo de que los lectores comprendan y reconozcan que
estamos extendiendo el estudio de las érbitas, que conocemos en el espacio euclideano,
sobre las superficies curvadas. Por lo tanto, “nuestras’ soluciones homograficas y las solu-
ciones rotopulsadoras que aparecen en la literatura corresponden exactamente al mismo
concepto.

De manera similar a los equilibrios relativos, las soluciones homograficas no son necesaria-
mente las mismas para ambas superficies, por lo tanto necesitamos hacer el analisis para
superficies con curvatura K > 0 y para K < 0.
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CAPITULO 2

EQUILIBRIOS RELATIVOS EN S

En el capitulo anterior definimos los equilibrios relativos para cualquier superficie, en este
capitulo supondremos que los cuerpos estan sobre la esfera. En consecuencia para superficies
con curvatura K > 0, los equilibrios son aquellas soluciones del sistema de ecuaciones (1.37)
que permanecen invariantes ante cualquier isometria.

Recordemos que una isometria es un mapeo que preserva la distancia entre cualesquiera
dos puntos de la superficie. La esfera tiene un grupo de transformaciones tales que preserva
la métrica o la distancia, el grupo de rotaciones SO(3). Por otro lado, el Teorema del Eje
Principal de Euler establece que cualquier rotacion en la esfera se puede expresar como una
rotacién alrededor de un dnica direccién o eje de rotacién [3]. Este teorema nos permite
fijar un eje de rotacién, que sin pérdida de generalidad supondremos que es el eje z. Por lo
que estudiaremos aquellas configuraciones que giran alrededor del eje z.

Como los cuerpos se pueden localizar en cualquier parte de la esfera, estudiaremos una
familia particular de equilibrios relativos, para esto vamos a trabajar primeramente con con-
figuraciones donde restringiremos la posicién de los cuerpos. Para las soluciones poligonales
estudiaremos aquellas configuraciones donde los cuerpos estan en el mismo plano ortogonal
al eje de rotacién situados en un poligono regular.

Daremos una definicion formal de los puntos fijos del sistema y usaremos el hecho de que si
la configuracién del sistema es un poligono regular y las masas de los cuerpos son iguales,
entonces la configuracién es un punto fijo. Esto nos permitird encontrar las condiciones
necesarias para la existencia de la familia de equilibrios relativos en la esfera S%.

29
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Ademas, para los equilibrios relativos obtendremos una relacién entre las masas y la veloci-
dad angular de los cuerpos. Por altimo, para n = 3 daremos las condiciones necesarias para
la existencia de la familia de soluciones particulares.

Sea {G (A(t))} la familia de todas las rotaciones de S%. compuesta por subgrupos de un
parametro SO(3). Si A(t) es una matriz de rotacién, entonces A(t) es de la forma:

coswt sinwt 0
A(t)=| —sinwt coswt 0 |. (2.1)
0 0 1

De acuerdo a la definicion 8 y el Teorema del Eje Principal de Euler podemos definir
formalmente los equilibrios relativos para las superficies con curvatura K > 0.

Definicién 10. Un equilibrio relativo en S% es una solucién q(t) de las ecuaciones de
movimiento (1.34) invariante bajo el grupo de rotaciones G (A(t)). Es decir, para g(t) €
G(A(t)), la funcion w (t) = g(t)q (t) es una solucion del sistema de ecuaciones (1.34).

Como mencionamos anteriormente, estudiaremos una familia particular de equilibrios re-
lativos, donde los cuerpos estan en un mismo plano ortogonal al eje de rotacién. Asi, las
soluciones q; = (z;,y;, z;) son de la forma

r;=rcos (wt+«;), y; =rsin(wt+aq;), 2z =z, (2.2)

donde z es una constante, w es la velocidad angular y el angulo «; determina la posicién
inicial del i-ésimo cuerpo.

Los puntos fijos son las soluciones mas inmediatas del sistema de ecuaciones (1.34) y
estamos interesados en saber si dichos puntos son equilibrios relativos.

Definicion 11. La solucién del sistema (1.36) es un punto fijo si

VU (q(t) =0, y p;(t)=0, VteR, para i=1,...,n. (2.3)

Los autores F. Diacu, E. Pérez-Chavela y M. Santoprete encontraron algunas familias de
puntos fijos (para mayor detalle ver [25]). A continuacién citamos su resultado.

Teorema 3. Para el problema de los n cuerpos en S, donde las masas son iguales y el
namero de cuerpos es impar, supongamos que los cuerpos forman un poligono regular y
este, esta inscrito en cualquier geodésica de la esfera. Entonces la configuracion es un punto
fijo.
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Figura 2.1: El pentagono inscrito en el circulo geodésico es un punto fijo.

En consecuencia, cualquier poligono regular inscrito en una geodésica de la esfera S es
un punto fijo del sistema como se puede apreciar en la Figura 2.1 para n = 5. Del teorema
anterior se sigue el siguiente resultado.

Corolario 1. Considere un nimero impar de cuerpos con masas iguales inscritos en un
circulo maximo de la esfera Sk donde la configuracién es un poigono regular, supongamos
que la solucion generada para estas condiciones iniciales permanece invariante para cualquier
tiempo t. Entonces esta solucion satisface Vo, Uk (q(t)) = 0 coni = 1,...,n, para todo
teR.

A continuacién mostraremos que los puntos fijos sobre las geodésicas de la esfera pueden
generar equilibrios relativos.

Teorema 4. Supongamos que para el problema de los n cuerpos en S%, donde las masas
de los cuerpos son iguales con n impar, los cuerpos estan posicionados en el circulo maximo
formando un poligono regular. Entonces el poligono regular es un equilibrio relativo para
cualquier velocidad angular w # 0.

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que el poligono regular de n lados se encuentra en
el ecuador (en z = 0). Por el Teorema anterior sabemos que el poligono regular con n impar
es un punto fijo. En consecuencia las coordenadas para el i-ésimo cuerpo q; = (z;,¥;,0)
estan dadas por
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z; = K2 cos(wt + o), y; = K™% sin(wt + o), (2.4)

donde «; = 2im/n. Como el poligono regular de n lados es un punto fijo se sigue que
Vq:;Ux(q(t)) = 0 para cualquier ¢ € R. Usando la ecuacién anterior y la solucién q en el
tiempo ¢t = 0 con w # 0 concluimos que las ecuaciones de movimiento (1.37) se reducen a

P= K@ +y})x, i=1,...,n,

2.5
= —K (2 4+ 32y, i=1,....n (2.5)

Calculando la primera y segunda derivada de (2.4) obtenemos

= K VPwsin(wt + a;), g = K weos(wt + o),
iy = —K Y202 cos (wt + o), B = —K V20 sin (wt + ;) .

Ademas, observemos que

i? + g = K W

Reescribiendo las segundas derivadas de las coordenadas z;, y; y usando la ecuacién anterior
se sigue que las soluciones (2.4) satisfacen el sistema de ecuaciones de movimiento (2.5).

Asi, hemos mostrado que la configuraciéon q dada por (2.4) satisface las ecuaciones de
movimiento (1.37), esto significa que es un equilibrio relativo. |

Ya demostramos que si los cuerpos forman un poligono regular con n impar en el circulo
maximo y ademas las masas de los cuerpos son iguales, entonces al rotar la configuracion
obtenemos un equilibrio relativo. El siguiente resultado nos muestra la relacién entre los
equilibrios relativos y la velocidad angular de los cuerpos w.

Teorema 5. Para el problema de los n cuerpos con masas iguales en S%, supongamos
que los cuerpos estan en los vértices del poligono regular de n lados ortogonal al eje z.
Entonces, existen un valor positivo y un valor negativo de w que generan equilibrios relativos,
exceptuando el caso paran paren z = 0.

Demostracion.
La demostracién se dividira en dos casos: (i) cuando n es impar y (ii) cuando n es par.

Caso (i)
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Figura 2.2: Un ejemplo del etiquetado para el poligono regular n = 5.

Para simplificar la notacién, etiquetaremos a cada uno de los cuerpos como q;, donde
i=-—s,...,—1,0,1,...,s—1,s. En la Figura 2.2 (a) se muestra un ejemplo del etiquetado
para el pentagono.

Ademas, los cuerpos estan en los vértices de un poligono regular de n lados, por lo que el
valor de o; es

Por hipotesis, las masas de los n cuerpos son iguales vy, sin pérdida de generalidad, haremos
K = 1. Sustituimos en las ecuaciones de movimiento (1.38), con 2s+ 1 = n, una solucién
de la forma q; = (x4, yi, 2;), donde

x; = r;cos(wt + ), y; = risin(wt + ), z = £(1—r2)2, (2.6)

Consideremos el cuerpo de la posicién qg. Realizando un poco de algebra, obtenemos la
ecuacién correspondiente a la coordenada z.

~  m(z — ko;2) 2.2 _
Z (1= K2 )57 —r'wz =0,
j=—5,#0 J
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donde ko; = wox; + Yoy; + 202; = cosa; — 2% cos aj + z2. Para evitar perdernos en los
calculos de las ecuaciones, supondremos que K = 1. Usando la paridad de la funcién coseno
ko(—j) = koj y el hecho de que r? + 2% = 1, la ecuacién anterior es

S

2(1 —cosaj) w?
2 zeosay) W (2.7)
; (1 — kg;)> m

Para obtener las ecuaciones correspondientes a zq y yo se realiza el mismo procedimiento.

Sustituyendo (2.7) en la primera ecuacién del sistema (1.38), se sigue que

mlcos(wt + a;) — ko; cos wt]
Q=i

(r* — 1)w? coswt = Z

j=—5,j#0

Haciendo algunos calculos sencillos, concluimos que

2 S 2

mo (1 — cosa;)/2(1 — 22)3/2[2 — (1 — cos ay) (1 — 22)]3/2"

S

Hemos demostrado la ida, ahora probemos el regreso. Notemos que el lado derecho de la
ecuacioén anterior es positivo para cualquier valor fijo de z € (—1,1). Por lo tanto, existen
un valor positivo y uno negativo de w que satisfacen la ecuacién anterior.

En conclusién, el poligono regular con un nimero impar de cuerpos es un equilibrio relativo.
Caso (ii)

De manera similar al caso anterior, etiquetaremos los cuerpos como q; donde i = —s +

1,...,—1,0,1,...,8 —1,s. Un ejemplo del etiquetado para el hexagono se muestra en la
Figura 2.3 (b).

La posicién de los cuerpos en un poligono regular con n par esta determinado por el valor
de

2
0=  Yi=—s+1,....5—1,5s
S

Sin pérdida de generalidad, sustituimos una solucién de la forma (2.6) en las ecuaciones de
movimiento (1.38), donde s = n/2. Analogamente al caso impar, usaremos las ecuaciones
correspondientes para el cuerpo qg.
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Figura 2.3: Un ejemplo del etiquetado para el poligono regular n = 6,

De nuevo, utilizaremos la paridad de la funcién coseno para obtener la ecuacién correspon-
diente a la coordenada zj:

s—1

22 1 — cosa;) 2 w?

1— k)32 TORPE T

J=1

Haciendo un poco de algebra y el hecho de que sin ; = —sin a_;, obtenemos la ecuacién
correspondiente a la coordenada x, con esta ecuacién tenemos la relacién entre la velocidad
angular y la masa.

&
[\
—_

mo 422)2](1 — 22)3/2
2
i ; (1 —cosay)'/2(1 = 22)2[2 — (1 — cos a;) (1 — 2%) P/

Notemos que el lado izquierdo de la ecuacién anterior es positivo para cualquier valor de
€ (—1,0) U (0,1). Asi, existen un valor positivo y uno negativo de w que satisfacen la
ecuacién anterior.
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Figura 2.4: Equilibrios relativos Lagrangianos

Recordemos que estamos quitando el poligono regular en el ecuador, debido a que los puntos
del poligono son antipodales por ser n par y generan singularidades en las ecuaciones de
movimiento.

Asi, hemos mostrado que el poligono regular de n lados inscrito en Sk es un equilibrio
relativo, excepto para n par en el ecuador. |

A continuacién estudiaremos dos tipos de soluciones para tres cuerpos en la esfera, las
soluciones Lagrangianas y las soluciones Eulerianas.

2.1. Equilibrios relativos Lagrangianos

En 1772, en su libro “Essay on the three-body problem”, el matematico y fisico francés
Joseph Lagrange estudio el problema de los tres cuerpos con masas my, mo y ms donde cada
uno esta en los vértices de un tridngulo equilatero. En un principio su trabajo fue tedrico,
hasta que en el afio de 1906, el astrénomo aleman Max Wolf descubrié una configuracién
triangular que satisface las condiciones que Lagrange encontr6. Una prueba de ello, son
los asteroides 588 y el 617 y, junto con el planeta Tierra y el Sol forman un tridngulo
equilatero respectivamente. Estos trabajos se realizaron en el espacio euclideano, por lo que
en esta seccién buscaremos este tipo de configuraciones y las condiciones para la existencia
de equilibrios relativos en superficies con curvatura constante.

Para el estudio de la familia de equilibrios relativos Lagrangianos, reescribiremos las ecua-
ciones de movimiento (1.34) para tres cuerpos en la esfera S .
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3
. m;K3?[q; — (Kaq; ® q;)q;
G = Z J {J ( J) ]

2 Y]

=1,

En esta y la siguiente seccién estudiaremos las soluciones particulares de equilibrios relativos
para n = 3, es decir para el problema de los tres cuerpos sobre S%. Comenzaremos con
el caso poligonal para n = 3, o bien para las soluciones Lagrangianas que definimos a
continuacién.

Definicién 12. Una solucién q(t) de las ecuaciones (2.8) es una solucién Lagrangiana si
las distancias geodésicas entre los tres cuerpos son iguales para cualquier tiempo t.

Por la definicién 10, se sigue la definicion formal para los equilibrios relativos Lagrangianos
en la esfera.

Definicion 13. Una solucién Lagrangiana de las ecuaciones de movimiento (2.8) se le
denomina equilibrio relativo Lagrangiano si la solucién es invariante bajo la familia de
rotaciones {G(A(t))}, donde

cosat —sinat 0
A(t)=| sinat cosat 0 |. (2.9)
0 0 1

Recordemos que en este capitulo estamos estudiando una familia particular de configura-
ciones, los cuerpos se encuentran en el mismo plano ortogonal al eje z (ver Figura 2.4).
Debido a esto, los cuerpos de las soluciones Lagrangianas para el problema curvado de los
tres cuerpos estan posicionados en los vértices de un triangulo equilatero. La configuracién
del sistema se encuentra dado por:

q-= (Q17QZ>Q3>7 con  q; = (xiuyiwzi) ’ L= 17 273
T, = Ty Ccoswt, Y1 = 71 8in wt, 21 =z,
o = 1908 (Wt + 27/3), Yy = rosin (wt + 27/3), 2o = 2, (2.10)
x3 =rycos (wt+4mw/3), y3 =rgsin(wt+47/3), z3==2

donde z = vVK~1! — 2, la velocidad angular w y el radio r := r; = r5 = r3 no varian
con respecto al tiempo. El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema 5 para tres
cuerpos.
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Figura 2.5: a) Grafica de la funcién f(z) con K = 1, b) equilibrios relativos correspondientes
a cada una de las lineas.

Corolario 2. Consideremos el problema de los tres cuerpos en la esfera con masas iguales
m :=my = my = mg. Entonces, para cualquier valor de = € (—K~/%, K~'/?) existen un
valor positivo y uno negativo de w que generan equilibrios relativos Lagrangianos.
Ademis, si w?/m € (8K3/2/\/§, oo) U {3K3/2}, existen dos valores de z que generan
equilibrios relativos Lagrangianos; si w?/m = SK?3/2 / /3, existen tres valores de z que
generan equilibrios relativos Lagrangianos y finalmente si w?/m € (3K3/ 2 8K?/?/ \/§)
existen cuatro valores de z que generan equilibrios relativos Lagrangianos.

Demostracion.

Usando el Teorema 5 para n = 3 mostramos la primera parte del resultado. Para demostrar
la segunda parte, usaremos la siguiente relacion

3Kr?
2 b

Kq, ©q; =1~ parai,j =1,2,3.

Calculando las derivadas de las ecuaciones (2.10) y sustituyéndolas en el sistema (2.8)
obtenemos

w? 8K?/?

m 334K — 3K2r2)32
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En términos de z = (K~' — r2)1/2, |a ecuacién anterior es de la forma

8K3/2
V3(1 + 2K 22 — 3K224)3/2°

3|&

Notemos que para cualquier valor de z € (—K~/2 K~'/2) existe un equilibrio relativo
Lagrangiano. A continuacién estudiaremos la relacién entre la velocidad angular w y la
masa m. Sea

8K3/2
V3(1 4 2K 22 — 3K224)3/2°

f(z) =

Observemos que la funcién f(z) es positiva en el intervalo z € (—K~/2, K~1/2) y tiende
al infinito cuando z — +K~'/2. Ademas, valores muy pequefios de w?/m no generan
equilibrios relativos Lagrangianos.

Por otro lado si la configuracién se encuentra en el ecuador, es decir en el plano z = 0,
entonces se sigue la relacion

w?  8K3/?

mo /3

La configuracién es un equilibrio relativo Lagrangiano si se cumple la ecuacién anterior.

En la Figura 2.5 graficamos la funcién f(z) para K = 1, notemos que existen dos valores
de z que satisfacen f(z) = 3y para f(2) € (8/V/3,00). Por otro lado para f(z) = 8//3
existen tres valores de z y finalmente para la regién f(z) € [3,8/1/3] existen cuatro valores
de z. Ademas para valores muy pequefios de w?/m, menores que tres, no existen equilibrios
relativos Lagrangianos.

Hemos mostrado los equilibrios relativos Lagrangianos para K = 1, para K # 0 el analisis
es similar. Con lo que queda terminada la demostracién del teorema. |

El resultado anterior es de gran importancia ya que el valor de la relacién entre la velocidad

angular w y el valor de la masa m generan equilibrios relativos Lagrangianos en la esfera
2

SK-

En el siguiente resultado demostramos la relacion de las masas de los cuerpos para la
existencia de equilibrios relativos Lagrangianos.
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Proposiciéon 2. Para el problema de los tres cuerpos en S, supongamos que los cuerpos
con masas my, mg, M3 se encuentran inicialmente en los vértices de un triangulo equilatero
ortogonal al eje z. Entonces existen equilibrios relativos Lagrangianos si y solo si las masas
son iguales; es decir mi; = my = ms.

Demostracion.

Para realizar la demostracion, sustituimos las soluciones de la forma (2.10) en las ecuaciones
de movimiento (1.38). Las ecuaciones de movimiento para cada una de las coordenadas
son:

44/3K?3/?
5 = _% 3w? (1 + 2K2? — 3K%2*) — V3 (ma + m31) 51, (2.11)
3+ 9Kz (14 2Kz2? — 3K?24) /
P 4\/§K3/2 (m1 + mg)
s 3 2 1 2K 2 _3K2 4y 2.12
2T T3 0KS? [ w1+ 2K “) (1+2K22 — 3K2:4)'/2 | (212)

4\/§K3/2 (m1 —+ mg)
(1+2Kz2 — 3K224)"/?

: < 2 2 2_4

Recordemos que la variable z := 2; = 25 = 23 es una constante, es decir Z = 0. Por lo
tanto, despejando (mgy + ms3) de la ecuacién (2.11) se sigue

3w? (1 + 2Kr? — 3K?*r?)
4\/§K3/2 ’

(mg +mg) =

En conclusién, despejando los términos (m; + mg3) y (m1 + m2) de las ecuaciones (2.12)
y (2.13) respectivamente, obtenemos el siguiente sistema

my + my = yw?,
my + ms = yw?, (2.14)

ms +my = yw?,
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donde v = v/3 (1 4 2K2? — 3K?2%) /4K3/2. Notemos que la tnica solucién para el sistema
(2.14) es que se cumpla la siguiente expresion

my = my = mg = yw?/2.

Por lo tanto, las masas de los cuerpos posicionados en un tridngulo equilatero ortogonal
al eje z deben ser iguales para la existencia de equilibrios relativos Lagrangianos. Hemos
demostrado la ida.

La demostracién del regreso es inmediata, suponemos que las masas son iguales m; =
mo = m3 y usando el Teorema 5 para n = 3 obtenemos la existencia de los equilibrios
relativos.

Por lo tanto, existen equilibrios relativos si las masas de los cuerpos son iguales. Recordemos
que los cuerpos estan en el mismo plano ortogonal al eje z, de esto se sigue que las distancias
geodésicas son iguales. Hemos demostrado el Teorema. |

En el siguiente resultado encontramos la condiciones necesarias para que una solucién
Lagrangiana dada, sea un equilibrio relativo Lagrangiano.

Teorema 6. Supongamos que tenemos tres cuerpos en Si con masas my, ms y mz y
rotan en el mismo circulo ortogonal al eje z. Entonces existen soluciones Lagrangianas si
las masas son iguales; es decir m; = my = ms.

Demostracion.

Consideremos una solucién Lagrangiana donde las masas de los tres cuerpos son my, ma, y
mg3 respectivamente, y supongamos que estan en el mismo circulo; es decir r = r; =1y =
r3, por lo que la solucién Lagrangiana es de la forma:

T1 = T coswt, Y1 = rsinwt, 2 = (K_l . r2)1/27
X9 = T COS (Wt+a), Yo = Tsin(wt+a)7 29 = (Kfl . 7a2)1/27

xg =rcos(wt+b), ys=rsin(wt+b), z= (K" —r2)1/2,

donde b > a > 0. Como los tres cuerpos forman un tridngulo equilatero en el plano
ortogonal, entonces el angulo que se forma entre el tridngulo y el eje de rotacién z es
constante. Para garantizar que la solucién Lagrangiana existe necesitamos que el momento
angular sea cero o bien, sea un vector paralelo al eje z.

Por otro lado, si este vector gira alrededor del eje z, entonces viola las integrales del momen-
to angular. Debemos probar que las primeras dos componentes del vector Y " | m;q; X q;
sean igual a cero. Es decir, para la primer componente tenemos
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myrzy coswt + marzy cos (wt + a) + marzs cos (wt +b) = 0,

y para la segunda componente

myrzy sinwt + maorzg sin (wt + a) + mgrzs sin (wt 4+ b) = 0. (2.15)

Supongamos que w # 0 en la ecuacién anterior, entonces para el tiempo ¢t = 0 se cumple

MmaT 2y sin (a) = —mgrzgsin (). (2.16)

Ademas, como los tres cuerpos estan en los vértices del triangulo equilatero, entonces la
distancia de cada uno de sus lados es una constante la cual denotaremos como § dada por

0=q1 O =q1 ®gs =q2 © qs.

Por lo tanto, la ecuacién de movimiento para la coordenada ij; es:

0r(r? — 1)w? sinwt = myr sin (wt + a) + mgr sin (wtb) ,

donde ¢ es una constante distinta de cero y para el tiempo ¢ = 0 se cumple

Mot sina = —mgr sin b. (2.17)

Por la ecuacién anterior y la ecuacién (2.16) se sigue que zp = z3. De manera similar se
puede demostrar que z; = 2o = 23, por lo tanto los tres cuerpos estan a la misma altura z.

Finalmente usando la Proposicién 2, concluimos que las masas de los tres cuerpos son
iguales. |

Para terminar esta seccién, concluimos que no existen equilibrios relativos Lagrangianos
si las masas de los cuerpos son distintas. En la siguiente seccién trabajaremos con las
soluciones colineales de la esfera S%.
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2.2. Equilibrios relativos Eulerianos

Las soluciones colineales Eulerianas han sido estudiadas en el plano, por lo que es natural
preguntarnos sobre la existencia de estas configuraciones en S%. En la esfera, las soluciones
colineales son aquellas configuraciones donde los cuerpos estan situados sobre la misma
linea geodésica.

Usaremos, sin pérdida de generalidad el Teorema del Eje Principal de Euler para rotar
adecuadamente la esfera, de tal forma que la masa m; se encuentre en el Polo Norte y las
dos restantes se encuentran sobre la misma linea geodésica. (Ver Figura 2.6).

Definicién 14. Una solucion de las ecuaciones (2.8) es llamada Euleriana si los cuerpos
estan sobre la misma linea geodésica.

Como hemos mencionado estudiaremos una familia particular de equilibrios relativos Eule-
rianos, donde los cuerpos con masas my y mg3 se encuentran en el mismo plano zy y la
masa m; esta posicionada en el Polo Norte como se muestra en la Figura 2.6. Por lo tanto,
una solucién Euleriana q = (q1, g2, qs) es de la forma

q; = (xzvywzz) 1= 17 2a 3.

—-1/2
r1 =0, y1 =0, 2 =K /7
To =rcoswt, Yo =rsinwt, 2z =2z, (2.18)
T3 = —rcoswt, Y3 = —rsinwt, 23 =2z,

con z,r y w constantes.

Por la Definicién 10, la familia de equilibrios relativos Eulerianos en superficies con curvatura
K > 0 se definen como

Definicién 15. Una solucion Euleriana de las ecuaciones de movimiento (2.8) se le llama
equilibrio relativo Euleriano si la configuracién del sistema es invariante bajo la familia de
rotaciones G(A(t)), donde A(t) se definié en (2.1).

El siguiente resultado nos muestra la relaciéon entre la velocidad angular y la masa para
tener equilibrios relativos Eulerianos.
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Figura 2.6: Soluciones Eulerianas

Teorema 7. Consideremos el problema de los tres cuerpos en Si. Supongamos que las
masas de los cuerpos son iguales m := my; = my = mg3. Si fijamos el cuerpo con masa
my en (0,0,K=/2) y los cuerpos restantes equidistan del cuerpo con masa m,, entonces
para z € (~K~Y2/2,0)U (0, K~1/2) existen un valor positivo y un valor negativo de w que
generan equilibrios relativos Eulerianos.

Demostracion.

Revisaremos que una solucién de la forma (2.18) satisface las ecuaciones de movimiento.
Realizando un poco de algebra tenemos

Kaqi-q2=Kq;-q3 = (1— K?“Q)l/z, Kgy-gq3=1-— 2Kr?.

Derivando las ecuaciones (2.18) y sustituimos los calculos en las ecuaciones de movimiento
(2.8) obtenemos la siguiente relacién en términos de z:

w2 K>5/2 K22 — K242
— = - ( 5 ) 5. (2.19)
m o 2(1—=K1422)3/2  4K1/2,4 (K122 —1)% (K22 + 1)
De forma similar que en el caso Lagrangiano analizaremos la siguiente funcién
K5/2 K22 — K24 1/2
£(2) : ) (220)

= + :
21— K122 yK1/2,8 (K122 — 1) (K22 + 1)
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\ ~100F

Figura 2.7: Grafica de la funcién f(z) con K = 1.

Observemos que f(z) es negativa en el intervalo z € K~'/2(—1,—1/2) y positiva para
z € K71/2(—~1/2,1), como se observa en la Figura (2.7).

Ademas, la funcién evaluada en z = 0 se indetermina. Esto se debe a que los cuerpos
Z3 Y 23 son antipodales en el ecuador, dando lugar a singularidades en las ecuaciones de
movimiento. El signo de w determina la direccién de la rotacién de la solucion Euleriana.

Hemos mostrado la relacion entre la velocidad angular y la masa para obtener equilibrios
relativos en el intervalo z € (K~'/2,0) U (0, K~'/2). m

Una consecuencia del resultado anterior, donde m; = M y my = m3 = m es la relacién

W M K (K22 — K224

m mz(1 — K422)3/2 + 4K1/224 (K122 — 1)2 (K22 + 1)2'

(2.21)

Dado un equilibrio relativo, encontramos una expresion algebraica que relaciona la masa
o las masas de los cuerpos con su velocidad angular. Consecuentemente el valor de la
velocidad angular y las masas de los cuerpos son de importancia para encontrar equilibrios
relativos. Recordemos, que probamos la existencia de estas soluciones restringido a que los
tres cuerpos pertenecian al mismo plano o dos de ellos estan en el plano ortogonal a z.

Ahora que tenemos una mejor nocién del comportamiento de la familia particular de equi-
librios relativos, clasificaremos en el siguiente capitulo una familia particular de soluciones
homograficas.
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CAPITULO 3

SOLUCIONES HOMOGRAFICAS EN S%

Las soluciones homograficas en Mecanica Celeste son 6rbitas muy particulares, esto es,
cuando la forma de la configuracion no cambia a lo largo del movimiento. En la esfera,
las soluciones homograficas siempre mantienen la misma configuracién bajo rotaciones o
dilataciones. Como vimos en el capitulo anterior, si la solucién es invariante ante rotaciones
entonces se le llama equilibrio relativo. En cambio si sélo es invariante bajo la expansién o
contraccién de las posiciones de los cuerpos, entonces la solucién es homotética.

Recordemos que estamos estudiando una familia particular de soluciones homogréficas,
donde los cuerpos estan en un mismo plano ortogonal al eje de rotacién, esto para el caso
de las soluciones Lagrangianas. Y para las Eulerianas, la familia de soluciones homograficas
que estudiaremos son aquellas donde un cuerpo esta en el Polo Norte y las dos restantes
en el mismo plano.

En este capitulo construiremos los sistemas de ecuaciones diferenciales para tres cuerpos,
que generan una familia de soluciones homograficas Lagrangianasy Eulerianas en superficies
curvadas. Ademas, mostraremos la existencia de las érbitas y la unicidad de las mismas.

En la subseccion 1.3.2 obtuvimos las ecuaciones de movimiento (1.34) para n cuerpos.
Supongamos que tenemos tres cuerpos en la superficie curvada, la ecuacién que define el
movimiento de los cuerpos es

3 .
) m;K*?[q; — (Kq; © q;)q;
G = Z J [J ( J) ]

[1— (Kaq; © q )2

- (Kg ©q)a;, i=1,2,3. (3.1)

=1,

47
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La deduccién del sistema de ecuaciones que generan 6rbitas Lagrangianas y Eulerianas en
superficies curvadas se obtendra por separado.

3.1. Existencia y unicidad de las soluciones Lagran-
gianas

En esta seccién definiremos la familia de soluciones homograficas Lagrangianas para el
problema de los tres cuerpos en superficies con curvatura K > 0 y mostraremos la existencia
local y unicidad para masas iguales y con ciertas condiciones.

De la Definicién 9, se sigue la definicién de la familia de soluciones homograficas Lagran-
gianas que estudiaremos en esta seccién.

Definicion 16. Una solucién Lagrangiana de las ecuaciones de movimiento (2.8) es una
solucion homografica Lagrangiana si el triangulo equilitero se expande o contrae y gira
alrededor del eje =.

Antes de obtener el sistema de ecuaciones que generan las érbitas homograficas Lagran-
gianas, recordemos que los equilibrios relativos son soluciones invariantes bajo rotaciones.
En consecuencia, para generar soluciones homograficas Lagrangianas basta con variar el
término 7 con respecto al tiempo de las soluciones (2.10). Por lo tanto, las soluciones son
de la forma q = (q1, 42, q3), donde sus coordenadas estan dadas por

q; = (xhyia Z’L) ) 1= 17 273

T4 = rcosw, Y1 = rsinw, = (K™ ar2)1/2,
xo =rcos(w+2m/3), yo=rsin(w+21/3), 2= (K ' —or )1/2, (3.2)
xs =rcos(w+4m/3), ys=rsin(w+4n/3), 2= (K ' - )1/2.

donde 7 = r(¢) es la funcién del cambio de tamafio y w = w (t) es la funcién angular. El
siguiente teorema nos muestra la unicidad y la existencia de las soluciones homograficas
Lagrangianas.

Teorema 8. Para el problema de los tres cuerpos en una superficie con curvatura K
constante, supongamos que las masas de los cuerpos son iguales, es decir m; = my =
msz = m > 0. Entonces las soluciones homograficas Lagrangianas existen localmente y son
(nicas para un conjunto dado de condiciones iniciales.
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Demostracion.

Mostraremos que las ecuaciones de movimiento (2.8) tienen soluciones de la forma (3.1).
Para la demostracién usaremos las siguiente identidades trigonométricas

2cosxcosy = [cos(z+y)+ cos(z —y)],
2sinzsiny = [cos(x —y) — cos (z + y)],

ademas tenemos que para cada par i # j con ¢,j = 1,2,3, se cumple

3Kr?
2 b

Kq,©q; =1~ (3:3)

donde
xf + yf + 021-2 =K' xz+ yiyi + 22, =0, para 1 =1,2,3.

Derivando las ecuaciones (3.1) tenemos

T1=TCcosw — rwsinw,

. : 27 o 27

To=rcos|{w+— | —rwsm|w+ — |,
3 3

. : A o 4

T3 = T COS w+? —rwsin | w + ,

Y1 = T Sinw + 7w cos w,

)
)
o = 7'sin (w+ 2_”) o cos <w+ 27r)
)

3 3 )
) . 4m ) 4T
Y3 = 7SI w+? + rw cos w—|—§ )
b= == —ori (6K 1 —or?) 2,
K72
Kq@qi:Kr?w?Jrl_i;W, para i —1,2.3.

Calculando la segunda derivada obtenemos
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iy = (# — r&?) cosw — (rdd + 27) sinw,

i1 = (i — rd®) sinw + (ri + 27W) cos w,

. . 2m 2T

iy = (i — r&?) cos | w+ — | — (r& + 27) sin w+?

.. . 27
ygz(r—rw sm( 3)+ (rdd + 27w) cos(w%—;)

. . 47 47
IgZ(T—TC«) cos w+? (rd + 27w) sin w+?
ygz(r—rw sin +€ —|—7w+2rw COS w+?

3 = Zy = Z3 = —orf (O'K 1 )_ 72 O'K ! 07"2) 2 _

Sustituyendo los calculos anteriores en las ecuaciones de movimiento

mle = %ZK m; (I‘ + yz + Z ).131',
milj; = aaiK mi (&7 + 97 + ) vi, (3.4)
m;Z; :%—mi(%“‘yi +27) 2,

obtenemos la siguiente relacién para cada una de las componentes

I :Acosw — Bsinw,
1 Asinw 4+ Bcosw,
T :Acos(w—l—Q”)—Bsin( =)
go : Asin (w+ %) + Beos ( 2m (3.5)
T3 :Acos(w —) Bsm(

3 :Asm(w 4—) (

Z A=0,

\

dondefé:él:égzégy

Kri? N 24m (1 — Kr?)
1-Kr?  p2(12 - 9Kr2)*?’
B := B(t) =rd + 2rw.

A=A =F—r(1-Kr*)w* +

Observemos que el sistema de ecuaciones (3.5) que obtuvimos para cada una de las compo-
nentes son combinaciones lineales de las funciones seno y coseno. Debido al comportamiento
de estas funciones tenemos que el sistema sélo tiene solucién si A=0y B = 0.
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Hagamos v = 7y s = w, entonces la existencia local y unicidad de las 6rbitas Lagrangianas
con masas iguales es equivalente a demostrar la existencia de soluciones del sistema

ro=v,

§ =2 (3.6)
. Kri2 24m(1-Kr2

vo=r(1-Kr?)s® — 5 - r2(12(9Kr2)3)/2’

donde s = w y las condiciones iniciales del sistema son 7(0) = rg, s(0) = so y ¥(0) = vy.
Por resultados clasicos de la teoria de ecuaciones diferenciales [38] se sigue la existencia y
unicidad del sistema (3.6).

Recordemos que en el Corolario 2 mostramos la existencia de equilibrios relativos La-
grangianos para ciertos valores de w/m, por lo que estamos restringidos al valor de la
velocidad angular para obtener soluciones homograficas.

Hemos mostrado la existencia local y la unicidad de las soluciones homograficas Lagran-
gianas (3.5). |

En la siguiente secciéon haremos una clasificacion de la familia de soluciones homograficas
Lagrangianas en superficies con curvatura K > 0.

3.2. Orbitas Lagrangianas

Para dar una clasificacién analizaremos el sistema de ecuaciones diferenciales (3.6) que
generan soluciones homograficas Lagrangianas.

Recordemos que s = w, por lo que es posible simplificar en una ecuacién el sistema (3.6).

Combinando la primera y segunda ecuacién llegamos a la expresion

2rs
§$=——",
,

usando el método de separacion de variables obtenemos el valor de la velocidad angular

donde ¢ es una constante de integraciéon. Notemos que hemos reducido el sistema de
ecuaciones (3.6) en una ecuacién, resultando el sistema
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. - (1—Kr2>c2 Kru2 24m(1—K'r2) (37)
vo= 3 OI-Kr? 1"2(12—9K1ﬂ2)3/27

donde ¢ # 0. Probaremos un resultado atil para la clasificacién de las soluciones Lagran-
gianas.

Lema 1. Supongamos que K >0, m >0 yc #0,

a) si K'/2c¢? — (8/v/3) m < 0, entonces el sistema (3.7) tiene dos puntos fijos;

b) si K'2c* — (8/+/3) m > 0, entonces el sistema (3.7) tiene un punto fijo.

Demostracidn.

Para encontrar los puntos fijos del sistema (3.7) haremos 7 = 0y 7 = 0, por lo que debemos
encontrar las soluciones de la siguiente ecuacion

1 — Kr? c? 24m
_— — - =0. 3.8
( r? ) [T (12 - 9Kr2)3/2] (38)

La expresion anterior nunca se indetermina debido a que los cuerpos estan restringidos a
la esfera, es decir r € (O, K‘l/ﬂ. lgualando el primer término a cero obtenemos el primer
punto fijo (r0,0) = (K~'/2,0). Por otra parte, si el segundo término es igual a cero,
entonces se debe satisfacer

& (12 — 9K7’2)3/2 = 24mr,

y necesitamos obtener el valor de r de la ecuacién anterior. Para ello quitamos la raiz
elevando al cuadrado toda la ecuacién y desarrollamos el binomio al cubo, resultando el
polinomio

729¢*K?r® — 2916¢" K + 144 (27¢'K + 4m?) r? — 1728¢" = 0.

Los puntos fijos del sistema (3.7) restantes son las raices del polinomio anterior. Para
simplificar la notacién hacemos el cambio de variable z = 72, teniendo asi
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p(x) = 720" K3 — 2916¢'K?2? + 144 (27¢'K + 4m?) « — 1728¢%.  (3.9)

Para hallar el namero de raices reales del polinomio p(x) usaremos la regla de los signos de
Descartes, la cual relaciona el nimero de cambios de signo de los coeficientes del polinomio
con el nimero de raices positivas de dicha ecuacién. Desgraciadamente no nos da una
cantidad exacta de soluciones sino una cota.

Regla de los signos de Descartes. Sea p(z) un polinomio escrito en orden descendente
y con término independiente distinto de cero. Entonces

= El nimero de raices positivas de p(x) es igual al namero de variaciones en el signo
de p(x) o es menor que ese nimero médulo dos.

» El ndmero de raices negativas de p(x) es igual al namero de variaciones en el signo
de p(—x) o es menor que ese namero médulo dos [35].

Observemos que nuestro polinomio p(x) tiene tres cambios de signos, de tal manera que,
por la regla, p(x) tiene una o tres raices reales positivas.

Para determinar el niamero exacto de raices calcularemos la derivada del polinomio, la cual
es

P (z) = 2187¢'K*2” — 5832¢" K%z + 144 (27¢'K + 4m?) .

Recordemos que si un polinomio ¢(z) tiene tres raices reales positivas, entonces existen al
menos un minimo y un maximo local. Si calculamos su derivada ¢/(x) observamos que tiene
dos raices reales positivas y un maximo o un minimo local (ver Figura 3.1).

Por otro lado, notemos que el discriminante de la derivada del polinomio D(p/(z)) =
—5038848¢*K3m? es un numero negativo, lo cual implica que p'(z) no tiene dos raices
reales positivas.

Denotemos como 7y a la raiz positiva de p(x). Para determinar si 9 es un punto fijo del
sistema (3.7), se debe cumplir que 0 < ry < K~'/2. Del segundo término de la ecuacién
(3.8) hacemos

g(r)y=—-— (3.10)
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Figura 3.1: La grafica de un polinomio ¢(z) = * — 122% + 44x — 49 con tres raices reales
positivas y su derivada.

Calculando los limites por los extremos de la funcién g(r) obtenemos:

8
lim g (r) = 400, lim  g(r) = KY2¢2 — om

lim i 7 (3.11)

La funcién g es decreciente, lo cual implica que puede cortar el eje r. Estamos interesados
en el intervalo r € (0, K~'/2), por lo que basta analizar el segundo limite. Tenemos dos
Ccasos.

(a) Si K'/2¢? — 87";) > 0, entonces 7y > K~'/2. Es decir, la solucién esta fuera de la esfera
S% y por lo tanto no es un punto fijo del sistema (3.7).

(b) Si K'/2¢% — 87’%‘ < 0, entonces 0 < 1y < K~/2. Por lo tanto (r9,0) es un punto fijo
del sistema (3.7).

En la Figura 3.2 graficamos la funcién (3.10) para ciertos valores dados y encontramos los
puntos fijos para ambas desigualdades.

Por lo tanto hemos mostrado que si se tiene la desigualdad (a), el sistema tiene un solo
punto fijo (K~%/2). Si tenemos la desigualdad (b), entonces tenemos dos puntos fijos:
(K~2) y (19,0) para 0 < rg < K~1/2,
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Figura 3.2: La grafica de la funcién (3.10), para el caso (a) tomamos los valores K = 1,¢ =
1,m = 0.15y para el caso (b) tomamos K =1,¢=1,m = 2.

Encontramos los puntos fijos del sistema (3.7) y hemos demostrado algunos lemas dtiles, a
continuacién haremos una clasificaciéon de la familia de soluciones que generan el sistema
de ecuaciones.

3.2.1. Clasificacién de las soluciones Lagrangianas

Teorema 9. Para el problema de los tres cuerpos en S con masas iguales existen cinco
clases de soluciones Lagrangianas:

1) orbitas Lagrangianas homotéticas que empiezan y terminan en colision total para un
tiempo finito;

11) equilibrios relativos Lagrangianos que se mueven sobre un circulo;

111) orbitas cuasiperiédicas Lagrangianas homograficas;

V) drbitas Lagrangianas homograficas no periédicas que van desde el ecuador hasta una
distancia maxima con velocidad cero parat = —oo y regresan al ecuador con velocidad
cero parat = oo. La distancia maxima depende de las condiciones iniciales.
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V) puntos fijos Lagrangianos donde los cuerpos estan sobre el ecuador y las masas de los
mismos son iguales.

Demostracion.

Para demostrar el inciso (I) usaremos el valor de la velocidad angular que obtuvimos de
nuestro sistema de ecuaciones (3.6), dado por

Recordemos que ¢ es una constante, en particular si ¢ = 0 se sigue que la velocidad angular
& es cero. Esto implica que los tres cuerpos colisionan en el Polo Norte (z = |K|~/2).

Por otra parte, por el criterio de estabilidad de Lyapunov tenemos que un punto de equilibrio
implica que las soluciones de un problema con valores iniciales tiende al punto de equilibrio
cuando convergen uniformemente en el intervalo [0, 4+00) a una solucién constante [38].

En nuestro caso, la colisién ocurre en un tiempo finito, debido a que el punto de colisién no es
un punto de equilibrio. A estas 6rbitas las denominamos érbitas Lagrangianas homotéticas,
por lo tanto hemos demostrado la existencia de las érbitas de la clase (1).

La existencia de los equilibrios relativos Lagrangianos donde todas los cuerpos estan en un
plano ortogonal al eje de rotacién se probé en la seccion 2.1, por lo que ya esta demostrado
el inciso (11). La clase de soluciones (V) es un caso particular del Teorema 4 para tres
cuerpos, en consecuencia los puntos fijos Lagrangianos situados en el ecuador generan un
equilibrio relativo.

Por la segunda ecuacién del sistema (3.12), se tiene que ninguna de las érbitas puede cruzar
el ecuador. Esto se debe a que en r = K~/2 se indetermina dicha ecuacién.

Para el resto de la demostracién asumiremos que la velocidad angular es distinta de cero.
El sistema diferencial que estudiaremos es el siguiente

1-Kr?)c? 2 24m(1-Kr?2 (312)
Krv

v.= r3 T 1-Kr? 1"2(12—9Kr2)3/2 :

Analizaremos el flujo del sistema anterior para encontrar las érbitas restantes del teorema.
Para cada punto v # 0, las pendientes del campo vectorial se encuentran dadas por la
funcién
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d 2 (1 - Kr? K 24m (1 — Kr?
Wy~ UK Ky 2m(I-Ke) g,
dr vrd 1-Kr?  pr2(12 — 9K7“2)3/2
notemos que h (r,—v) = —h (r,v), por lo que las pendientes del flujo son simétricas con

respecto al eje 7 en el intervalo r € (0, K~'/2). El eje r no es un invariante del sistema
debido a que 7» = v y por la simetria del flujo tenemos que el flujo cruza perpendicularmente
el eje r excepto en los puntos fijos.

El lado derecho de la segunda ecuacién del sistema (3.12) lo podemos reescribir como

G(Tv V) =01 (T’)g(?“) +92 (7”7 V)a (314)
donde
()_1—K7ﬂ2 (r.0) = Kri? ()_02 24m
=" 2 E T TR VT (12 — 9Kr2)¥?

El valor de g, (r) siempre es positivo, y g»(r,v) < 0 para r € (0, K~1/2).

Observemos que el sistema se indefine en los puntos 7 = 0y = K=/, por lo que el flujo
existe solo en los puntos (r,v) que pertenecen a la banda (O,K_l/Q) x R, y el punto fijo
(K=1/2,0).

Recordemos, en el Lema 1 mostramos la existencia de uno o dos puntos fijos, donde la exis-
tencia de los mismos dependen del valor de K—1/2¢2 —8m/\/§. Por lo tanto, continuaremos
la demostracién en dos casos.

Caso 1) Para un punto fijo

Para K=1/2¢2 — 8m/+/3 > 0, las ceroclinas del sistema diferencial (3.12) estan dadas por

0 = v, (3.15)
(1-Kr?)c? Kriv? 24m (1 — Kr?)

0 = — — = G(r,v). 3.16
r3 1—-Kr?2 2 (12 — 9K7’2)3/2 (r,v) ( )

Como v = 0, basta analizar la funcién ¢(r). Anteriormente mostramos que ¢(r) es de-
creciente y no tiene raices en el intervalo r € (O,K_l/z), ver Figura 3.2. Por lo tanto
g (r) >0, esto implica que flujo siempre cruza el eje real hacia arriba perpendicularmente.
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Figura 3.3: Ceroclinas de las soluciones Lagrangianas con un punto fijo.

Ademas, la funcién G(r,v) es simétrica con respecto al eje 7; esto es G(r,v) = G(r, —v).

Si 7 — 0, las pendientes del campo vectorial, dadas por (3.13), tienden a 400, mientras
que si 7 — K~1/2, las pendientes del campo vectorial tienden a —oo. Es decir, en algtn
punto las pendientes del campo vectorial son igual a cero.

Por otro lado, notemos que

0 2 1—Kr?

Egl(r) = <K + T) <0, (3.17)
d Kv? (1 + Kr?)

- = _ 1
792 (r,v) 1K) <0, (3.18)

y por lo tanto GG también es una funcién decreciente. En la Figura 3.3 se muestra la grafica
de las ceroclinas del sistema.

En el punto fijo (ro,19) = (K~/2,0) las érbitas tienen una velocidad inicial de cero para
un tiempo ¢t = 00, y las fuerzas de las mismas son tangentes a la recta r = K~/2 y siempre
tienden hacia abajo. Después, cruzan la ceroclina (3.16) donde las pendientes del flujo se
hacen cero para posteriormente cruzar el eje r perpendicularmente hacia arriba.

Como la ceroclina (3.16) es simétrica el flujo se comporta simétricamente, por lo que regresa
al punto fijo con una velocidad final igual a cero para un tiempo ¢t = +o00. En la Figura 3.4
podemos observar el flujo del campo vectorial.
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Figura 3.4: El flujo del sistema (3.7) con un punto fijo dando valores a las variables K =
l,c=1,m=0.15.

Las érbitas que obtenemos no son periddicas. Por lo tanto hemos mostrado la existencia
de las soluciones homograficas que van del punto fijo (K‘l/Q, O) hasta una érbita maxima.
Para ciertas condiciones iniciales, es posible calcular la érbita maxima de la 6rbita que se
encuentra a una altura maxima que depende del valor de la curvatura K. Por lo tanto
hemos demostrado el inciso (Iv) del teorema.

Recordemos que las lineas 7 = 0 y » = K~'/2 nos generan singularidades en el sistema,

excepto para el punto fijo, por lo que ninguna de nuestras 6rbitas puede empezar o terminar
en estas lineas.

Hemos terminado el analisis del flujo para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.12) con
un punto fijo. Ahora pasaremos al segundo caso.

Caso 2) Para dos puntos fijos.

Para el valor de K~'/2¢2 — 8n/+/3 < 0 tenemos dos puntos fijos para el sistema (3.12), los
cuales son (K~'/2,0) y (r,0) con 0 < ry < K~/2,

De manera similar al caso anterior analizaremos las ceroclinas del sistema dadas por (3.15
y 3.16).

En este caso las ceroclinas son un conjunto discontinuo formado por el punto fijo (K‘1/2, O)
y una curva continua, simétrica con respecto al eje r.
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Figura 3.5: Ceroclina del sistema (3.12) para dos puntos fijos.

Para v = 0, recuperamos de igual forma la funcién g(r) que es una funcién decreciente
pero tiene una raiz en el intervalo 7y € (O,K‘1/2) por lo que g (z) > 0 para = € (0,79)
y g(x) <0 para z € (TO,K_l/Z). Entonces el flujo del sistema cruza el eje r hacia arriba
cuando 7 < rg y hacia abajo para r > ry. (Ver Figura 3.5).

La funcién G (r, v) definida en (3.14) conserva las propiedades que encontramos en el caso
anterior.

Haremos un analisis del punto fijo (79,0). La parte lineal del campo vectorial del sistema
(3.12) es
0 1
A(Tv V) = ( 0G(r,v) 0 ) .
or

Evaluandola en el punto de equilibrio (7, 0) para 0 < r; < K~'/2 tenemos

0 1
A(ro,0) = < 0G0 > :
or

Derivando la funcién G(r,v) y evaluandola en su punto fijo se tiene

7861%7“:, 0 = 91(7’0)898(:0) + g(ro)agg;TO)-

La funcién g¢1(rg,0) es positiva y decreciente (3.17). Demostramos en el Lema a que la

9G(ro,0 -
96(r0.0) og negativo.

funcion g(r) es decreciente en el intervalo 7y € (0, K*/2). Por lo tanto ==
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Figura 3.6: El flujo del sistema (3.7) con dos puntos fijos y valores K = 1, ¢ = 1, m = 1.5.

El discriminante de la matriz A se define como A = TrA—4 DetA. El valor del discriminante
es negativo y por lo tanto sus valores propios son imaginarios puros. Por la Teoria Cualitativa

de las Ecuaciones Diferenciales, el punto fijo puede ser un centro o una espiral para el sistema
lineal [38].

Las simetrias que tenemos en el sistema son:
h(r,—v) = —h(r,v), G(r,—v) = G(r,v),
donde la funcién h(r,v) representa las pendientes del campo vectorial G(r, v).

Las pendientes son antisimétricas con respecto al eje 7, y el flujo con respecto a la ceroclina
es simétrico. Debido a la simetria del campo vectorial con respecto al eje r, alrededor del
punto fijo (g, 0). Por lo tanto existen érbitas cerradas en el plano (r—v), no olvidemos que el
sistema de ecuaciones diferenciales (3.6) que generan soluciones homograficas Lagrangianas
dependen de tres variables (7, v, s) por lo que las 6rbitas cerradas en (r — v) son érbitas
cuasiperiédicas por la ecuacién § = —2 del sistema (3.6).

Hemos demostrado la existencia de las érbitas homograficas Lagrangianas cuasiperiédicas
descritas en el inciso (III), en la Figura 3.6 se muestran las érbitas cerradas en el plano

(r—v).

Finalmente, el comportamiento asintético de G (r, ) cerca del punto fijo r = K~'/2 pro-
duce érbitas homograficas no periédicas, que se estudiaron en el caso anterior.
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A continuacién obtendremos el sistema de ecuaciones diferenciales que generan soluciones
homograficas Eulerianas.

3.3. Existencia y unicidad de las soluciones Eule-
rianas

En esta seccién construiremos el sistema de ecuaciones que generan las soluciones homo-
graficas Eulerianas para el problema curvado de los tres cuerpos en una superficie curvada.
Mostraremos la existencia local y unicidad de este tipo de soluciones para masas iguales
con ciertas condiciones.

Denominaremos como una solucién Euleriana homotética si la solucién Euleriana se expande
o contrae. Recordemos que los equilibrios relativos Eulerianos los definimos en el capitulo
anterior, por lo que podemos definir las soluciones homogréaficas Eulerianas.

Definicion 17. Decimos que una solucién Euleriana es una solucién homografica Euleriana
si la configuracién del sistema no cambia para cualquier tiempo t.

Representamos una soluciéon homografica Euleriana del problema de los tres cuerpos como:

q= (q17q27q3) ) con q; = (xi,yi, zi)? L= 17 273 (319)
x1 =0, =0, 2 = (JK)fl/z,
Ty = T COSW, Yo = T SIN W, 2y = 2,
T3 = —TCoOSw, Y= —TsSinw, z3=2z,

donde r = r(t) es la funcién del tamafio y w = w(t) la funcién angular. El siguiente
teorema nos muestra la unicidad y la existencia de las soluciones homograficas Eulerianas.

Teorema 10. Para el problema de los tres cuerpos en la superficie curvada, supongamos
que las masas son iguales, es decir m; = my = mgz = m entonces las soluciones Eulerianas
homograficas existen localmente y son (nicas para un conjunto de condiciones iniciales

dado.
Demostracion.

Mostraremos si las ecuaciones de movimiento (2.8) admiten soluciones de la forma (3.19).
Realizando los calculos tenemos que
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Kgog=Kgog=(1-K?)" y Kgpogs=1-2K? (3.20)

donde

P4yl +oz =K md oy + 24 =0, i=1,23.

Derivando las ecuaciones (3.19) tenemos

. ‘120

512'1:0, y ,’, .

. . . Yo = rSINW + rw Cos w,

Tog = T COSW — TwSIN W, ] o )

. . . Y3 = —rsSilw — rw cosw,

T3 = —7T COSW + Tw SN W, )
orr

21 = OJ c2 = 23 = _<O_K)—1/2 (1 - KTQ)—1/27

Kq, ©q, =0,
K72

Ke¢ v — K . :K2.2 o
Q2 © Q2 a3 © g3 rw +1—Kr2’

calculando su segunda derivada obtenemos
T =1 =2 =0,

iy = (FF — rw®) cosw — (ré + 27w) sinw,

o = (i — r&®) sinw + (rid + 2rw) cos w,

iy = — (i — r&®) cosw + (ri + 2rw) sinw,
i3 = — (F — r?) sinw — (r& + 27) cos w.
.. . _ ~1/2 1. _ —3/2
Zo = Z3 = —UTT(O'K 1—07°2) / — K2 (O‘K 1—07“2) / )
Sustituyendo los calculos anteriores en las ecuaciones de movimiento
. U 2 c2 22
m;T; :T;—mi(ﬂfi"‘?/i"‘zi)xia
10} 2 | c2 22
mifi =Gk —mi (@7 + 97+ 2) yi, (3.21)

s _ U 2 2 52
m;z; —T;_mi(xi—i_yi—i_zi)zh
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obtenemos la siguiente relacién para cada una de las componentes

To,T3: Ccosw— Dsinw,
Yo, ¥y3 : Csinw + D cosw, (3.22)

22,23 : C,
donde

Krr? N m (5 — 4Kr?)
1-Kr?  42(1 — Kr2)/?

C:=C@t)=iF—r(1-Kr’)w*+
D := D (t) = ri> + 2.

El sistema de ecuaciones (3.22) esta compuesto por una combinacién lineal de las funciones
seno y coseno. Por la naturaleza de las mismas, la Gnica solucién del sistema es para C' =0
y B =0.

La existencia y unicidad local de las érbitas homograficas Eulerianas con masas iguales es
equivalente a demostrar la existencia de las soluciones del sistema diferencial (3.22).

T =,

§ =2 (3.23)
. 2 m(5—4Kr?
vo=r(l1-Kr?)s?— K — 4T2§1KT2)1)/2,

donde s = w y sus condiciones iniciales son 7(0) = r¢, s(0) = so y ¥(0) = 1. Por resultados
clasicos de la teoria de ecuaciones diferenciales tenemos la existencia y la unicidad de las
soluciones (7, s,v).

En el capitulo anterior mostramos que para ciertos valores de la velocidad angular no
existen equilibrios relativos Eulerianos, por lo que estamos restringidos al valor de w para
tener soluciones homograficas Eulerianas. Por lo tanto hemos mostrado la existencia local
y unicidad de las érbitas homograficas Eulerianas.
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3.4. Orbitas Eulerianas

En la seccién anterior mostramos la existencia de las soluciones homograficas Eulerianas.
Estamos interesados en saber qué tipo de 6rbitas generan el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales

r =v,

§ =2 (3.24)
. 2 m(5—4Kr?

vo=r(1-Kr?)s? - K — 4r2§1Kr2)1)/2.

Para ello, usando las dos primeras ecuaciones del sistema obtenemos
2rs
§=——
”

mediante el método de separacién de variables se tiene el valor de la velocidad angular

s=— (3.25)

donde ¢ es constante de integracion y s = w. Si ¢ # 0, el sistema (3.24) se reduce a

CQ(I—KTQ) Kru2 m<5—4K7"2) (326)

v o= r3 1-Kr?2 4T2(1,K7«2)1/2 :

Probaremos el siguiente lema que nos sera atil para dar una clasificacion de las soluciones
Eulerianas.

Lema 2. Supongamos que K > 0, m,> 0 y ¢ # 0. Entonces el sistema (3.26) solo tiene
un punto fijo (r9,0) con 0 < rp < K~1/2.

Demostracion.

Para hallar los puntos fijos del sistema (3.26), hacemos 7 = 0y i = 0, por lo que debemos
encontrar los ceros de la siguiente funcién

A(1-Kr?) - m(( - 4Kr?)
u(r) = . 1K) (3.27)
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Lo anterior es equivalente a encontrar las raices del polinomio

q(r) = 16K? (C4K + m2) r® — 8K (604K + 5m2) rt 4 (48C4K + 25m2) r? — 16¢%.

Para simplificar los calculos hacemos = = r?

q(r) = 16K? (C4K + m2) 7 — 8K (6C4K + 5m2) 7% + (4804K + 25m2) x — 16¢%.
Queremos determinar el nimero de raices positivas del polinomio ¢(z). Para ello usaremos
el discriminante del polinomio cabico.

Definicién 18. E/ discriminante A de un polinomio ciibico x® + ax? + bx + ¢ = 0 es

A = —4a’c + a®b* + 18abc — 4b° — 27¢%.
El siguiente resultado nos permite saber el namero de raices reales e imaginarias para un
polinomio cubico.

Teorema 11. Sea A el discriminante del polinomio cibico x* + ax® 4+ bx + ¢ = 0 con
coefiecientes reales. Entonces:

1. Si A =0, todas sus raices son reales y al menos dos de ellas son iguales.
2. Si A <0, la ecuacion tiene una raiz real y dos raices imaginarias.

3. Si A >0, la ecuacion tiene tres raices reales simples [43].

Usaremos el Teorema anterior para el siguiente polinomio

i (2) = 2° — 8K (6¢'K + 5m2)x2 N (48¢*K + 25m?) . 16¢*
T =T 716K (K + m?) " | 16K2 ('K + m2)"  16K2 (K + m?)’

El discriminante del polinomio g(z) es

A = —64K? (108¢*m*K + 125¢'m°) ,

donde K > 0y m > 0. Por el Teorema anterior, el polinomio g(x) tiene una raiz real.
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El polinomio podria tener tres raices reales si variamos continuamente los valores de K,
m, y ¢, resultando asi raices dobles. Sin embargo, por la existencia y unicidad del punto
(r0,0) no es posible obtener raices dobles. Finalmente tenemos que el punto fijo satisface
ro <K 2 param >0, K >0yc+#0,y el comportamiento en los extremos del intervalo
r € (0,K™2) son lim, ,ou (r) = +0o y lim, ,x-1/2u (r) = —co. Hemos completado la
demostracién del lema. |

En la siguiente subsecciéon daremos la clasificacién de las soluciones Eulerianas en la esfera.

3.4.1. Clasificacidn de las soluciones Eulerianas

Teorema 12. Para el problema de los tres cuerpos en Sk con masas iguales existen tres
clases de soluciones Eulerianas:

1) Orbitas Eulerianas homotéticas que empiezan o terminan en una colisién total en un
tiempo finito;

11) Equilibrios relativos Eulerianos donde el cuerpo con masa m; se encuentra fijo en uno
de los polos de S%, mientras que los cuerpos restantes se mueven sobre un circulo
paralelo al plano xy;

111) Orbitas homogréficas Eulerianas cuasiperiédicas.

Ninguna de las drbitas anteriores puede cruzar el ecuador, definido como el circulo maximo
ortogonal al eje z.

Demostracion.

Para demostrar el inciso (1) utilizaremos el valor de la velocidad angular que obtuvimos por
separacion de variables del sistema de ecuaciones (3.23), dado por

Si el valor de ¢ = 0, entonces la velocidad angular omega es cero, por lo que la érbita
es homotética con una colisién triple en el Polo Norte. De manera similar a las érbitas
Lagrangianas la colisién sucede en un tiempo finito, en caso de no ser asi, por el criterio de
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estabilidad de Lyapunov el punto » = 0 tendria que ser un punto de equilibrio, pero no lo
es. Por lo tanto, hemos demostrado el primer tipo de 6rbitas.

La existencia de los equilibrios relativos Eulerianos se probé en la seccién 2.2, teniendo asi
el inciso (11), que dependen del valor de w.

Ademas, por la segunda ecuacién del sistema (3.28), ninguna de las 6rbitas puede cruzar
el ecuador debido a que en el punto » = K~1/2 tendriamos singularidades antipodales.

Para el resto de la demostracién asumiremos que ¢ # 0. Analizaremos el flujo del sistema

) 2(1-Kr? 2 m(5—4Kr? (3.28)
v.o= ( r3 ) - IIEKT2 B 47"2((1—K7“2)1)/2 - F(T, V).

El flujo del sistema (3.28) se indetermina en los puntos r = 0y r = K~'/2. Es decir, el flujo

esta bien definido en la banda (O,Kfl/Q) x R. Las pendientes del mismo se encuentran
dadas por la funcién

dv (1 —-Kr?) Krv m (5 — 4Kr?)
w(r,v) =— = : - _ :
dr vrd 1-Kr? 42 (1 — KT2)1/2
donde la funcién w (r,—v) = —w (r,v) es impar con respecto al eje r en el intervalo

r € (0,K~/2). El eje r no es invariante, debido a que 7 = v. Por lo tanto el flujo cruza
perpendicularmente el eje 7, excepto en el punto fijo.

Ademas tenemos que si » — 0, las pendientes del sistema tienden a oo, mientras que si
r — K~1/2, las pendientes del sistema tienden a —oo. Esto implica que en algtn punto las
pendientes seran cero.

Reescribiendo el lado derecho de la segunda ecuacién del sistema diferencial (3.28) tenemos

Fr,v)=u(r)/r*+ g2 (r,v),

donde g, (r,v) = —ffﬂ’; y u (1) se definié en (3.27).

Las ceroclinas del sistema diferencial se encuentran dadas por

0 = v, (3.29)

0 = SV - - = F(r,v). (3.30)
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Figura 3.7: Ceroclinas de las soluciones Eulerianas.

Como v = 0, es suficiente con analizar la funcién u(r). En el Lema 2 mostramos que la
funcién u(r) corta el eje r en el punto fijo. Es decir, para x € (0,7y) tenemos u(z) > 0,
y para z € (rp,0) la funcién u(x) es negativa. Esto implica que el flujo cruza al eje r
perpendicularmente hacia arriba cuando r < g, y hacia abajo para r > r( (ver Figura 3.7).

La funcién F (r,v) no tiene singularidades en el intervalo r € (0, K™'/?) y ademas
F (rg,0) = 0, por lo que la pendiente del flujo se anula.

Analizaremos el punto fijo (rq,0) para 0 < ry < K~/2. La parte lineal del campo vectorial
del sistema (3.28) evaluada en el punto fijo es

0 1
B = ( OF(r00) | ) : (3.31)
or

Derivando la funcién F(r,v) y evaluandola en su punto fijo

OF(ro,0) 1 {311(7“0) B u(ro)} |

or o or o
donde
ou(r) 2 1+ K2\ K
or r? 2(Kr2 —1)%

Notemos que u(r) es una funcién decreciente y u(rg) = 0. Por lo tanto w < 0. El
valor del discriminante A = TrB — 4DetB es negativo, lo cual implica que los valores
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Figura 3.8: El flujo del sistema (3.26) tomando los valores K = 1,¢ = 1,m = 1.5 con un
punto fijo.

propios son imaginarios puros. En consecuencia, el punto fijo puede ser un centro o una
espiral para el sistema lineal.

Por otro lado tenemos

lim F(r,v) = +o0, lim F(r,v) = —o0, (3.32)

r—0 r—K-1/2

Ademis la funcién F no tiene singularidades en el intervalo ro € (0, K=/2) y F(r(,0) = 0.
Esto implica que el flujo entra del lado izquierdo de rq para v > 0, después cruza la ceroclina
y finalmente cruza el eje r del lado derecho del punto fijo. Por la simetria del campo
vectorial con respecto al eje r tenemos 6érbitas cerradas en el plano (r — v). Recordemos
que el sistema de ecuaciones diferenciales depende de tres variables (7, v, s), por lo que estas
6rbitas corresponden a 6rbitas cuasiperiédicas. Por lo tanto hemos demostrado la existencia
de las érbitas homograficas Eulerianas del inciso (111). En la Figura 3.8 se muestra el espacio
fase de las variables r y v. [

Dimos una clasificacién para una familia de soluciones homograficas Lagrangianas y Eule-
rianas en la esfera S%. Para las soluciones Lagrangianas los cuerpos estan en un plano
ortogonal al eje de rotacién z y para las soluciones Eulerianas, la masa m; esta en el Polo
Norte mientras que las dos restantes equidistan de la masa m; y estan en el mismo plano.

En los siguientes dos capitulo analizaremos las 6rbitas en superficies con curvatura K < 0.



CAPITULO 4

EQUILIBRIOS RELATIVOS EN Hi

En los capitulos anteriores estudiamos una familia particular de equilibrios relativos y solu-
ciones homograficas en la esfera S%{. Tomando lo anterior como base, en este capitulo
analizaremos el movimiento de las particulas en superficies con curvatura K < 0, es decir,
estudiaremos el comportamiento de los cuerpos en la hoja superior del hiperboloide H
encajado en el espacio R%!, el cual definiremos mas adelante. Para tal efecto, es necesario
retomar la Definicion 8 que nos habla sobre los equilibrios relativos. Recordemos que los
equilibrios relativos son soluciones q del sistema de ecuaciones (1.34), que permanecen
invariantes bajo el grupo de isometrias del hiperboloide.

Antes de empezar con el estudio de los equilibrios relativos en superficies con curvatura
K < 0, introduciremos algunas ideas basicas de la Geometria Hiperbélica para comprender
el movimiento de las particulas en el hiperboloide. Los modelos usuales de la Geometria
Hiperbdlica, aparte del hiperboloide, son el disco de Poincaré y el semiplano superior de
Poincaré, estos modelos preservan los angulos en el plano hiperbélico, otro de los modelos
es el disco de Klein-Beltrami, el cual no es conforme como los dos anteriores. Para el
estudio de los equilibrios relativos y las soluciones homograficas usaremos el modelo de Karl
Weiestrass, el cual algunos lo llaman esfera hiperbélica o pseudo esfera. Este modelo es
mucho mas natural que los otros modelos, ya que es similar analiticamente al modelo de la
esfera S%.

El modelo de Weiestrass se construye a partir de una de las hojas del hiperboloide, cuya
ecuacion es 2 +y? — 22 = —K . El hiperboloide esta encajado en el espacio de dimensién
tres de Minkowski R*! := (R3, ®), donde la operacién © es el producto de Lorentz de los
vectores a = (a, ay,a,) y b = (b;,b,,b.) dado por

71
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a®b=ayb, +ayb, —ab,.

Esta superficie se puede pensar como una pseudo esfera de radio imaginario iR, cuya
relacién con la curvatura es K™ = (iR)%.

Por otra parte, una transformacién lineal biyectiva 7' : R*! — R?! se dice isometria lineal o
transformacién de Lorentz lineal del espacio de Minkowski si preserva la métrica de Lorentz,
es decir si preserva el producto ® como sigue

T(a)oT(a)=aoa,

para cualquier a € R*!. El conjunto de estas transformaciones junto con el producto de
Lorentz forman un subgrupo del grupo de isometrias llamado Grupo de Lorentz. Este sub-
grupo de isometrias lineales es isomorfo al grupo ortogonal O(R*!) = {4 € GL(3,R)|A'GA = G}
donde todas las matrices tienen determinante +1 y GG es la métrica de Minkowski. Por lo
tanto, el grupo de Lie SO(R*!) es un subgrupo de O(R*!), mientras que el conjunto
de todas las transformaciones que dejan invariante a Hi, denotado por G(R?*%), tam-

bién es subgrupo de O(R*'). En base a lo anterior definimos el subgrupo de Lorentz
Lor(R?!) := G(R*!) N SO(R>1).

Por resultados basicos de Geometria Diferencial y el Teorema del Eje Principal de Euler, las
isometrias en el hiperboloide se representan por medio de las matrices Ay, Ay, Az, es decir
cualquier isometria se puede representar en su forma canénica como [28], [37]

cosf) —sinf 0
Ay(@) =P | sind cos® 0 | PP, (4.1)
0 0 1

para la transformacién eliptica, donde 6 € [0,27) y las matrices P, P! € Lor(R*!).
Mientras que las transformaciones hiperbdlicas se representan como

1 0 0
Ay(s)=P | 0 coshs sinhs | P71 (4.2)
0 sinhs coshs

para s € R con P, P! € Lor(R*!) y finalmente, las transformaciones parabdlicas en el
hiperboloide para ¢t € R las representamos

1 —t t
As()y=P | t 1-t3/2 t3/2 Pt (4.3)
t —t2/2  1+t%)2
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donde P € Lor(R*'). Por altimo, las geodésicas en H son hipérbolas que se obtienen con
la interseccién del hiperboloide y los planos que pasan por el origen del sistema coordenado.

A continuacién estudiaremos los puntos fijos en el hiperboloide y definiremos los equi-
librios relativos elipticos, los hiperbélicos y los parabélicos en el hiperboloide. Ademas,
mostraremos que no existen equilibrios relativos de tipo parabdlico. Recordemos que en
este trabajo nos hemos enfocado en equilibrios relativos Lagrangianos y Eulerianos, por
esta razén mostraremos resultados referentes a los mismos.

Definicion 19. Un equilibrio relativo eliptico en Hi es una solucién q de las ecuaciones
de movimiento (1.34) invariante bajo la transformacion A,(0) para 0 € [0, 27).

Definicion 20. Un equilibrio relativo hiperbdlico en Hi es una solucién q de las ecuaciones
de movimiento (1.34) invariante bajo la transformacion A (s), donde s € R.

Definicién 21. Un equilibrio relativo parabdlico en Hz es una solucién q de las ecuaciones
de movimiento (1.34) invariante bajo la transformacion As(t) donde t € R.

Los equilibrios relativos elipticos son transformaciones alrededor del eje z. A continuacion,
siguiendo la estructura del capitulo 2, estudiaremos la existencia de los puntos fijos en el
hiperboloide. Recordemos que los puntos fijos son las soluciones mas simples del sistema
de ecuaciones (1.34), la definicién de los mismos se escribe a continuacion.

Definicién 22. La solucién del sistema (1.36) es un punto fijo si

ValUk (@) =0, y pi(t)=0, VR, para i=1,...,n.

A diferencia de la esfera, en el hiperboloide no existen puntos fijos. Este hecho es enunciado
por el siguiente teorema en [25].

Teorema 13. Para el problema de los n cuerpos en Hi conn > 2. Ninguna configuracion
corresponde a un punto fijo de las ecuaciones de movimiento (1.34).

A continuacién estudiaremos la familia de equilibrios relativos hiperbélicos de tipo eliptico.
En este tipo de soluciones podemos encontrar soluciones Lagrangianas y Eulerianas.

4.1. Equilibrios relativos hiperbdélicos de tipo eliptico

Como se vio en el capitulo 2, el estudio de los equilibrios relativos elipticos puede llegar a ser
bastante complejo. Por este motivo limitaremos la posicién de los cuerpos para los equilibrios
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relativos hiperbdlicos de tipo eliptico, esta restriccion consiste en ubicar los cuerpos en el
mismo plano ortogonal al eje de rotacién z.

Por lo tanto, un equilibrio relativo eliptico es una solucién ¢; = (x;,y;, z;) de las ecuaciones
de movimiento para i = 1,...,n, y sus coordenadas se encuentran dadas por

x; = 1; cos(wt + ), y; = risin(wt + «;), zi=(r7 + K2 (4.4)

donde w, a; y r; son constantes parai=1,...,n.

Es importante notar que en esta secciéon estudiamos una familia particular de equilibrios
relativos hiperbélicos de tipo eliptico.

A continuacién mostraremos la relacién que existe entre la velocidad y las masas de los
cuerpos. Esto con el objetivo de obtener la familia particular de equilibrios relativos elipticos.

Teorema 14. Para el problema de los n cuerpos con masas iguales en HZ., supongamos
que los cuerpos estan en los vértices del poligono regular de n lados ortogonal al eje z.
Entonces, existen un valor positivo y uno negativo de w que generan equilibrios relativos
elipticos.

Demostracion.

De manera similar a como se hizo en (5) para el caso de la esfera S, la demostracién se
dividira en dos casos: (i) cuando n es impar y (ii) cuando n es par.

Caso (i)

Para simplificar la notacién, etiquetaremos a cada uno de los cuerpos como q;, donde
1=—=5,...,—1,0,1,...,5s —1,s.

Ademas, los cuerpos estan en los vértices de un poligono regular de n lados, por lo que el
valor de «; es

27

= —1, Vi=—s,...,8.
2s+1

(%)

Por hipétesis, las masas de los n cuerpos son iguales y, sin pérdida de generalidad, susti-
tuimos en las ecuaciones de movimiento (1.38), con 2s + 1 = n, una solucién de la forma
q; = (Imyz‘, Zz) donde

x; = 1 cos(wt + ), y; = risin(wt + ), z=+(r2 + 1)V (4.5)
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Consideremos el cuerpo de la posiciéon qg. Realizando un poco de algebra obtenemos la
ecuacién correspondiente a la coordenada z.

: m(z + co;2) 5 o
—— = — 1wz =0,
Z (ng — 1)3/2

j=—s5,j#0
donde co; = —zox; — Yoy; — 2025 = cosa; — z% cosaj + 2. Con el objetivo de simplificar
los célculos de las ecuaciones, supondremos que K = —1. Usando la paridad de la funcién
coseno co(—j) = Co; y €l hecho de que r? — 22 = —1, podemos re escribir la ecuacién como

iQ(l—cosaj) _ w_2 (4.6)

= (C(%j—1>3/2 m

Para obtener las ecuaciones correspondientes a g y yo se realiza el mismo procedimiento.

Sustituyendo (4.6) en la primera ecuacién del sistema (1.38), tenemos que

(r* — 1w’ coswt = i m[cos(wt + ;) + co; coswt]

p— (co; — 1)

Resolviendo tenemos que

S

2
(1 —cosa;)'/?(2? = 1)*2[2 — (1 — cos o) (2% — 1)]*/*

w2
m

=1

Es importante hacer notar que el lado derecho de la ecuacién anterior es positivo para
cualquier valor fijo de z € (—1,1). Por lo tanto, existen un valor positivo y uno negativo
de w que satisfacen la ecuacién anterior.

En conclusién, el poligono regular con un niamero impar de cuerpos es un equilibrio relativo
eliptico.
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Caso (ii)
De manera similar al caso anterior, etiquetaremos los cuerpos como q; donde i = —s +
1,...,—1,0,1,...,s —1,s.

La posicién de los cuerpos en un poligono regular con n par esta determinado por el valor

de

o = —1, Vi=—s+1,...,s—1,s.
s

Sin pérdida de generalidad, sustituimos una solucién de la forma (4.5) en las ecuaciones
de movimiento (1.38), donde s = n/2. Analogamente al caso impar, usaremos las ecua-
ciones correspondientes para el cuerpo qg y utilizaremos la coordenada z,. Con lo anterior
encontramos que

mo = (1) (G, — 1)

Para obtener la ecuaciéon correspondiente a la coordenada x es necesario hacer algebra, sin
dejar fuera el hecho de que sina; = —sina_;. Esta ecuacién es de particular importancia
pues nos da la relacion entre la velocidad angular y la masa.

2 1
m 422]z|(1 — 22)32

€

s—1
2
* ; (1 —cosa)V/2(22 — 1)3/2]2 — (1 — cos aj ) (22 — 1)]3/2°

Notemos que el lado izquierdo de la ecuacién anterior es positivo para cualquier valor de
z € (—1,0) U (0,1). Asi, existen un valor positivo y uno negativo de w que satisfacen la
ecuacién anterior.

Ya demostrados ambos casos, podemos concluir que el poligono regular de n lados inscrito
en HE es un equilibrio relativo. [

Como hemos mencionado con anterioridad, existen configuraciones Lagrangianas y Eule-
rianas. Para probar la existencia de las mismas, es necesario extender nuestro estudio al
problema de los tres cuerpos.
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4.1.1. Equilibrios relativos elipticos Lagrangianos

De manera similar que en la esfera S%, estudiaremos los equilibrios relativos elipticos para
tres cuerpos en el hiperboloide, en particular cuando los cuerpos estan en el mismo plano
ortogonal al eje de rotacién. El sistema de ecuaciones que definen el movimiento de los
cuerpos es el siguiente

3
. m;K*?[q; — (Kq; ® q;)q;
G = Z J [J ( J) ]

e o - Kaoda, =123 (@47)

=1,

Recordemos que una solucién Lagrangiana es una solucién de las ecuaciones de movimiento
donde la distancia entre los tres cuerpos es la misma. A continuacién encontraremos la
relacion entre las masas y la velocidad angular para n = 3.

Corolario 3. Consideremos el problema de los tres cuerpos en Hz con masas iguales
m = my = mo = mg. Entonces, para cualquier valor de = > K~/? existen un valor
positivo y uno negativo de w que generan equilibrios relativos elipticos Lagrangianos.
Ademds, si w?/m > 0, existe un dnico valor de = > 0 que genera equilibrios relativos
elipticos Lagrangianos

Demostracion.

Sustituimos en el sistema de ecuaciones (4.7) una solucién q; de la forma
x; = recos(wt + ay), y; = rsin(wt + a), 2z =Vr2+ K1, (4.8)
donde ay =0, ag = 27/3, a3 = 4w /3, con lo que obtenemos la siguiente expresion

2 B 8(_K)3/2
m 33/2(Kz2 — 1)2(3K2z4 — 1 — 2K22)1/2°

€

Es importante hacer notar que el lado derecho es positivo para cualquier valor de z > K~1/2,
tiende a infinito cuando z — K~'/2 y tiende a cero cuando z — 0. Utilizando la expresién

anterior, estudiaremos la relacién entre la velocidad angular w y la masa m. Sea

f(z) = e i
YT BR(K2 - 1)2(3K22 — 1 — 2K22)1/2
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Figura 4.1: Grafica de la funcién f(z) con K = —1.

Como la funcién f(z) es positiva para z € [K~'/2,00), ver Figura 4.1, existe un valor
positivo y uno negativo de w que generan equilibrios relativos elipticos. |

A continuaciéon demostramos la relacion de las masas de los tres cuerpos para la existencia
de equilibrios relativos elipticos Lagrangianos.

Proposiciéon 3. Para el problema de los tres cuerpos en HZ., supongamos que los cuerpos
con masas my, ms, ms se encuentran inicialmente en los vértices de un triangulo equilatero,
en el plano z = constante para algin z > K~'/2. Entonces existen equilibrios relativos
elipticos si y solo si las masas son iguales; es decir m; = mo = ms.

Demostracion.

Para realizar la demostracién, sustituimos las soluciones de la forma (4.8) en las ecuaciones
de movimiento (4.7). Las ecuaciones de movimiento para cada una de las coordenadas son:

.. z 2 4\/5(—];{)3/2 (m2 +m3)
=% ow? (K2 -1 4.9
7oK | (K== 1)+ (3K2z4 — 2Kz2 — 1)/ | (4:9)
) 2 [ s 4V3(-K)%2 (my +m3)-
=—" |9 (Kz* -1 4.10
2T 91— K2 i wHKS 1) (3K2z4 — 2K22 —1)'/% | (410)
. P [ 2 AVB(=K)¥2 (my +my) |
g =— [9w? (Kz? — 1 4.11
91K i W (K1) (3K2z4 — 2K22 — 1)'/? (4.11)
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Recordemos que la variable z := 2; = 25 = 23 es una constante, es decir Z = 0. Por lo
tanto, despejando (mgy + ms3) de la ecuacién (4.9) obtenemos

3v3w? (K22 — 1) (3K?2* — 2K 22 — 1)1/2
4(—K)3/2 ’

(m2 +m3) = —

En conclusién, despejando los términos (my + m3) y (my + ms) de las ecuaciones (4.10)
y (4.11) respectivamente, obtenemos el siguiente sistema

my + my = Yw?,
my +my = yw?, (4.12)

ms +mp = ’7("}2’

donde v = 3v/3 (K22 — 1) (3K22* — 2K 22 — 1)"/? /4(—K)*2. Notemos que la tnica solu-
cién para el sistema (2.14) es que se cumpla la siguiente expresion

my = my = mg = yw?/2.

Por lo tanto, las masas de los tres cuerpos posicionados en un tridngulo equilatero deben
ser iguales para que existan equilibrios relativos elipticos. Hemos demostrado la ida.

La demostracién del regreso es inmediata, suponemos que las masas son iguales m; =
mo = ms y usando el Teorema 14 para n = 3 obtenemos la existencia de los equilibrios
relativos elipticos.

Por lo tanto, existen equilibrios relativos elipticos si las masas de los cuerpos son iguales. B

El siguiente resultado nos muestra las condiciones necesarias para que una solucién Lagran-
giana sea un equilibrio relativo eliptico Lagrangiano. La demostracion del siguiente resultado
es la misma que la del Teorema 6, basta con reemplazar los signos correspondientes a la
métrica hiperbdlica.

Teorema 15. Supongamos que tenemos tres cuerpos en Hi donde las masas my, msy y
mg rotan sobre el mismo circulo ortogonal al eje de rotacion. Entonces existen soluciones
Lagrangianas si las masas son iguales, esto es m; = mgy = ms.

Demostracion.

Tomemos una solucién Lagrangiana (4.4) donde los cuerpos con masas my, msy y mg estan
en el mismo plano ortogonal al eje z. Entonces r := r; = r, = r3 la solucién Lagrangiana
es de la forma:
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x1 = 1 coswt, Y1 = rsinwt, z = (K +r )1/2
Ty =rcos (Wt +2m/3), yo=rsin(wt+27/3), 2= (K '+r )1/2
x5 =1 cos (wt +47/3), y3 =rsin(wt+47/3), 2= (K ' +7r )1/2

Como los tres cuerpos estan en la misma altura y forman un tridngulo equilatero, se sigue
que el angulo que forman los cuerpos entre si y el eje de rotacién z es constante. Por
otra parte, el momento angular de la solucién Lagrangiana debe ser cero, en otras palabras,
paralelo al eje z. Pero si el momento angular gira alrededor de este eje se violan las integrales
del momento angular, es por este motivo que basta probar que las altimas dos componentes
del vector > | m;q; X q; son cero.

. . 2m ) 4T
mqrzy Sin wt + meorze sin | wt + 3 + msrzgsin | wt + 5 )= 0. (4.13)

Si el valor de w es distinto de cero, en consecuencia para el tiempo ¢ = 0 se tiene

2 4
MaT 29 Sin (?ﬂ) = —Mmsrzg sin <§) . (4.14)

La configuracién del sistema es un tridngulo equilatero, por lo que la distancia entre cada
uno de los cuerpos es una constante, la cual denotaremos como ¢ y cuyo valor esta dado
por

0=q1Oqe=0q1 ®gs =q2 © qs.

Por lo tanto, la ecuacién de movimiento para la coordenada j; es:
27 4
Or(r? + 1)w? sin wt = myrsin (wt + ?) + marsin (wtg) :
donde ¢ es una constante distinta de cero y para t = 0 se cumple

2 4
M7 sin (g) = —mgrsin (g) . (4.15)

Usando la ecuacién anterior y la ecuacién (4.14) concluimos que z; = 23. y, de manera
analoga z; = 23 y 21 = 2z3. Con esto podemos afirmar que las masas m;, my y ms estan
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en la misma altura z y que por la Proposicién 3, las masas de los tres cuerpos son iguales.
[

Ya hemos obtenido los resultados analogos a los equilibrios relativos Lagrangianos en la
esfera, a continuacién estudiaremos los equilibrios relativos elipticos Eulerianos en el hiper-

boloide.

4.1.2. Equilibrios relativos elipticos Eulerianos

La familia particular de equilibrios relativos elipticos Eulerianos que estudiaremos en lo
que resta del capitulo son aquellas configuraciones donde la masa m; estd en el punto
(0,0, K~1/2) y las masas restantes equidistan de la masa m;. En otras palabras las masas
mso y ms se encuentran el el mismo plano ortogonal al eje de rotacion z.

El siguiente resultado nos muestra la existencia de los equilibrios relativos Eulerianos elipticos
y la relacién con el valor de w.

Teorema 16. Consideremos el problema de los tres cuerpos en Hi . Supongamos que las
masas de los cuerpos son iguales m := my = my = ms. Si fjamos el cuerpo con masa m;
en (0,0, K~/2) y los cuerpos restantes equidistantes del cuerpo con masa m,, entonces
para z > K~Y2 existen un valor positivo y uno negativo de w que generan equilibrios
relativos Eulerianos elipticos.

Demostracion.

Sustituimos en la ecuacién de movimiento (4.7) una solucién de la forma

—-1/2
1’1:0, y1:O, leK /,
Tog =rcoswt, Yy =rsinwt, 25 =z, (4.16)
T3 = —rcoswt, Y3 = —rsinwt, 23 =2z,

donde z > K~%2 y r > 0 son constantes que satisfacen 2> = 2 + K~'. Haciendo uso de
identidades trigonométricas obtenemos la siguiente ecuacién algebraica

Kqi-q:=Kq;-q3 = (1— Kr2)1/2, Kq,-qs =1 —2Kr?.

Realizando las derivadas correspondientes de las ecuaciones (4.16), sustituimos los calculos
en las ecuaciones de movimiento (4.7). Simplificando obtenemos la siguiente expresion en
términos de z:
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2 K?5/2 K22 — K24 1/2
wo_ S (K> 'Z) . (4.17)
m z(1+K422)32  4K1/224 (K122 + 1) (K122 — 1)

Notemos que la parte derecha de la ecuacién w?/m es positiva para z > K~'/2, por lo
tanto existen un valor positivo y uno negativo de w que generan equilibrios relativos elipticos
Eulerianos. El signo de w determina el sentido de la rotacién. |

Recordemos que sélo analizamos una familia particular de equilibrios relativos elipticos en
el hiperboloide, a continuacién estudiaremos aquellas soluciones que son invariantes a las
rotaciones alrededor del eje .

4.2. Equilibrios relativos hiperbdlicos

En esta seccién estudiaremos los equilibrios relativos hiperbélicos en HZ, recordemos que
un equilibrio relativo hiperbdlico es una solucién ¢ de las ecuaciones de movimiento. Debido
a que la transformacién A, deja invariante Hi, las solucién es de la forma ¢; = (x5, ys, 21),

para i = 1,...,n donde sus coordenadas son
x; = constante, y; = r; cosh(wt + o), z; = risinh(wt + ), (4.18)
para w, a; constantesy r; = (K™' +22)'/2 > K~lconi=1,...,n.

A continuacién mostraremos si los cuerpos estan sobre la misma linea geodésica entonces
no existen equilibrios relativos hiperbélicos.

Teorema 17. A lo largo de una linea geodésica fija no existen equilibrios relativos hiper-
bélicos para el problema de los n cuerpos en Hi.
Demostracion.

Sin pérdida de generalidad, elegimos la linea geodésica z = 0, y mostremos que las ecua-
ciones de movimiento no tienen soluciones de la forma (4.18) equilibrios relativos hiperbdli-
cos. Sustituimos las expresiones

x; =0, y; = sinh(wt + ay), z; = cosh(wt + «;),

en las ecuaciones de movimiento (4.7) y realizando algunos célculo obtenemos la ecuacién
de movimiento para la coordenada y;
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Zn: m; [sinh(wt + ;) — cosh(a; — a;) sinh(wt + ;)]

[sinh(a; — ;)] = 0. (4.19)

ji =1

Supongamos que a; > o para j 7# i. Sea amax() €l maximo de todos los a; para j # 1,
entonces para t € (—amax(i)/w, @ /w) se cumple

sinh(at + a;) <0, sinh(at +«;) >0, paraj #i.

En consecuencia, la parte izquierda de la ecuacién (4.19) es negativa en el intervalo
(—0umax(i)/w, o /w), por lo tanto esta ecuacién no tiene sentido para todo valor de ¢ € R,
Usando este hecho, es necesario que se cumpla cuyaxs) > ; para todo ¢ = 1,...,n. Note-
mos que esta condicion conlleva a que existe por lo menos una i y una j con i # j tales que
a; = a; y sinh(a; —a;)=0. La ecuacién (4.19) se indetermina. Por lo tanto, las ecuaciones
de movimiento (4.7) no admiten soluciones de la forma (4.18). En conclusién, no existen
equilibrios relativos hiperbdlicos sobre la linea geodésica x = 0.

A continuacién mostramos una condicién sobre la velocidad para generar equilibrios relativos
hiperbélicos en Hz,.

Teorema 18. Para el problema de los tres cuerpos en Hi. con masas iguales, existen un
valor positivo y uno negativo de w que generan equilibrios relativos hiperbdlicos Eulerianos.

Demostracion.
Probaremos que una solucién q; = (x;, s, 2;) para i = 1,...,3, es un equilibrio relativo

hiperbélico del sistema de ecuaciones (4.7) de la forma

x; = constante, y; = r; cosh(wt + o), z; = risinh(wt + «;), (4.20)

donde 7 = (K~! + 22)!/2. Notemos que se cumple las siguientes expresiones

T1T2 + Y1Y2 — 2122 = X1X3 + Y1Y3 — 2123 = —T,

ToTy + Yoz — zazz = —22° — K,

2, .2 .2 92 .2, .2 .2 .2, .2 .2 9 9
T +Y — 2 =W, Ty+ Yy — 2 =a53+Y;3 — Yz =1"w.
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Sustituyendo las ecuaciones anteriores en las ecuaciones de movimiento (4.7) obtenemos la
siguiente expresion

w? 422 +5

m dx?|z) (2 + K-1)3/2

Hemos obtenido la relacién entre la funcién angular y la masa para la existencia de equilibrios
relativos hiperbélicos. |

Ya para terminar, analizaremos la existencia de los equilibrios relativos parabélicos en Hz;.

4.3. Equilibrios relativos parabdlicos
Un equilibrio relativo parabdlico es una solucién ¢; = (x;,v;, 2;) de las ecuaciones de
movimiento para i = 1,...,n, de la forma

Ty = Q; — blt + Cit,
yi = a; — bi(1 —£7/2) + ¢;t* /2, (4.21)
Zi = Q; — bzt2/2 + Cz(l - t2/2),

donde a;, b; y ¢; son constantes para i = 1,...,n y satisfacen la expresién a? + b? — c? =

-K 1 i

A continuacién probaremos que no existen equilibrios relativos parabdlicos para el problema
de los n cuerpos en Hz. A continuacién mostramos el resultado.

Teorema 19. Para el problema de los n en Hi no existen equilibrios relativos parabdlicos.

Demostracion.

Tomemos una solucién q; = (x;,y;,2;) parai = 1,...,n, de la forma (4.21). Derivando
cada una de las coordenadas obtenemos

«7.71' = —bi + C;, yz = a; + (Ci — bz)t, J,’z = Qa; + (Ci — bz)t

Calculando el momento angular, notemos que la primer componente es

Z mzal(bl — Ci) — Z mz(bz — Ci)Zt.
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La primer componente del momento angular debe ser una constante, de la ecuacién anterior
se sigue que b; = ¢;. Ademas, a? + b7 — ¢ = —K™! y usando este hecho junto con la
igualdad anterior obtenemos a? = —K™~!. Finalmente hemos llegado a una contradiccién

debido a que a; € R. |

En conclusién, en este capitulo mostramos la existencia de una familia particular de equili-
brios relativos hiperbélicos de tipo eliptico. Por la semejanza del mismo con los equilibrios de
la esfera S%, encontramos las soluciones Eulerianas y Lagrangianas. Por otro lado, estudi-
amos los equilibrios relativos hiperbélicos y mostramos la relacion entre la velocidad angular
y la masa. Por altimo, demostramos que en el problema de los n cuerpos en superficies con
curvatura K < 0 no existen equilibrios relativos hiperbélicos de tipo parabdlico.
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CAPITULO b

SOLUCIONES HOMOGRAFICAS EN H%

Para el problema de los tres cuerpos estudiaremos la existencia de las soluciones homo-
graficas en superficies con curvatura K negativa. De manera similar al caso de la esfera
SZ . las soluciones homograficas son aquellas soluciones de las ecuaciones de movimiento
que mantienen la misma configuracién para todo tiempo, sin embargo debido a que los
cuerpos se mueven en la hoja superior del hiperboloide H encajado en el espacio R*! |a
clasificacion de las soluciones difieren a la clasificacion que dimos en el capitulo 2.

Recordemos que existen varios tipos de equilibrios relativos en el hiperboloide, por lo tanto
analizaremos y clasificaremos por separado las soluciones homograficas elipticas y las solu-
ciones homograficas hiperbdlicas. Debido a que no hay equilibrios relativos parabélicos, se
sigue que no existen soluciones homograficas parabélicas en Hz.

La ecuacién de movimiento para el problema de los tres cuerpos es de la forma

3
. m;K?*?[q; — (Kq; ® q;)q
a3 K = (Ka o a

[1— (Kaq; © q;)?/?

— (Kg; © q3)q;,  i=1,2,3. (5.1)
J=Lj#i

En el capitulo 3 obtuvimos el sistema de ecuaciones que generan soluciones homogréaficas
elipticas, por lo que basta dar la clasificacién de sus soluciones. En el caso de las solu-
ciones homograficas hiperbélicas obtendremos el sistema de ecuaciones diferenciales que
las generan para dar la clasificacién de sus soluciones.

87
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5.1. Soluciones homograficas elipticas

Como mencionamos anteriormente el sistema de ecuaciones que generan soluciones Lagran-
gianas y Eulerianas se calcul6 en el capitulo 3. Recordemos que estamos estudiando una
familia particular de soluciones homograficas de tipo eliptico y la restriccién que impon-
dremos a los cuerpos, para las soluciones Lagrangianas, es que todos se encuentren a la
misma altura o en el mismo plano ortogonal al eje de rotacién z. Mientras que para las
soluciones Eulerianas, posicionaremos el cuerpo con masa m; en el punto (0,0, K1) y los
dos restantes en el mismo plano equidistante de la masa m;. En lo que resta de la seccién
daremos una clasificacion de las soluciones homograficas Lagrangianas y Eulerianas.

5.1.1. Orbitas Lagrangianas

Para el problema de los tres cuerpos en una superficie con curvatura K < 0, la familia parti-
cular de soluciones Lagrangianas que estamos estudiando son de la forma q = (q1, q2,q3),
donde q; = (=, v:, z;) para i = 1,2, 3, y sus coordenadas estan dadas por

T1 = T Cosw, Y1 = 7 sinw, 21

(K™ +7%)"
Ty =rcos(w+2m/3), y2=rsin(w+27/3), =K'+ 7"2)1/2, (5.2)
x3 =rcos(w+4n/3), ys=rsin(w+4n/3), z23= (K’1+r2)1/2.

la variable » = r(t) es la funcién del cambio de tamafio mientras que w = w () es la
funcién angular. El sistema de ecuaciones que generan soluciones homograficas elipticas de
Lagrange es

T o=,

§ =2 — (5.3)
. Kri2 24m(1-Kr?

vo=r(1-Kr?)s® — 58 — P 2-oK2)

donde s = w, ¢ # 0 y K < 0. Para simplificar, resolvemos la primera ecuacién diferencial
del sistema (5.3) obteniendo
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donde ¢ es una constante de integracién. Por lo que hemos reducido el sistema (5.3) al
siguiente sistema

<.
I

v,
(1—Kr2)02 Kri2 24m<l—Kr2) (5 4)

r3 1-Kr? r2(12—9Kr2)3/2’

-
I

donde ¢ # 0. Antes de continuar con el analisis del sistema, probaremos algunos lemas
importantes para la demostracién del mismo.

Lema 3. Sea K <0, m >0 yc#0,

a) si 27¢"K + 4m?* < 0, entonces el sistema (5.4) no tiene puntos fijos;

b) si27¢*K +4m? > 0, entonces el sistema (5.4) puede tener uno, dos o tres puntos fijos.

Demostracion.

Para la demostracién haremos 7 = 0 y v = 0, obteniendo el siguiente polinomio

p(z) = 7296 K32® — 2916 K22? + 144(27¢* K 4 4m?)z — 1728 (5.5)

Las soluciones del polinomio anterior son los puntos fijos del sistema, por lo que analizaremos
los cambios de signos del polinomio (5.5). Sustituimos K = —|K]| en el polinomio anterior
obteniendo

p(z) = =729 K P2 — 2916 K |20? 4 144(—27¢H K| 4 4m?)z — 1728

El término (—27¢*|K| + 4m?) determina el cambio de signo, por lo que si 27¢*K +4m? < 0
se sigue que todos los coeficientes del polinomio p(z) son negativos. Ademas usando la ley
de Descartes, citada en el capitulo 3, concluimos que no existen raices reales positivas ya
que no hay cambios de signo en p(z).

Para demostrar el segundo inciso, supongamos que 27¢*K + 4m? > 0 entonces las raices
del polinomio p(z) son las mismas que del polinomio

plz) = 2° — 4K 2?4+ [48K ™" + (64/81)c K *m?| x — (64/27)K .
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Para hallar las raices del polinomio p(z), recordemos que si ay, g, g son las raices del
polinomio cubico P(z) = 2® + ba? + cx + d, entonces P(z) admite la factorizacién:

P(z)=(z —a)(z — ag)(x — az).
Efectuando la propiedad distributiva, reescribimos el polinomio anterior como

P(z) = 3 — (o + ag + ag)x2 + (a0 + apas + azar)r — ajanas.

Sabemos que una de estas raices siempre es un nimero real y tiene el signo de ajasas.
Como el término libre de p(x) es positivo, se sigue que una de sus raices debe ser siempre
negativo e independiente al valor de los coeficientes K, ¢ y m. Por lo tanto, el polinomio
p puede tener dos raices positivas (incluyendo la posibilidad de una raiz doble), o bien,
ninguna de las raices es positiva. Usando este hecho, el sistema puede tener dos, una, o
ninguna raiz para 27¢*K + 4m? > 0, esto concluye la demostracion. |

Lema 4. Sea K <0, m > 0, ¢ # 0, supongamos que (r,,0) es un punto fijo del sistema

(5.4). Entonces <Lg(r,) = 0 si y solo si r, = (—%)1/2 y ademas se cumple %g(r*) > 0.

Demostracidn.

Sea (r4,0) un punto fijo del sistema (5.4), por la definicién de punto fijo tenemos que
g(r.) =0, de esto se tiene la siguiente relacién

2 24
- AL (5.6)
2 (12 — 9Kr2)3/?

Por otro lado, la derivada de la funcién g(r) evaluada en el punto fijo es

d c? 648Kmr,
2 (12— 9Kr2)*?*

Para demostrar la ida, supongamos que se cumple & g(r,) = 0. Igualando el término ¢?/r?
de la ecuacién anterior y de la ecuacién (5.6), obtenemos la siguiente expresion

24m 648K mr,

(12— 9Kr2)*? (12 — 9Kr2)*?’
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Simplificamos la expresién anterior para obtener que el Gnico valor del punto fijo es r, =
2 1/2

(=5%)

Para demostrar el regreso del lema, evaluamos la funcién g(r) en el punto fijo r, =

1/2 : .. .
(—%) / , obteniendo la siguiente expresién

9¢*v —3K = 4m,

Notemos que la expresion no depende de la variable r, por lo tanto d%g(r*) es igual a cero.

Finalmente, resta demostrar que %g(r*) > (. Calculando la segunda derivada de g(r) y
evaluandola en el punto fijo, obtenemos

d_2(r)__8mK
TR Vo

Notemos que K < 0, por lo tanto %g(r*) > 0. Hemos demostrado el lema. |

El siguiente lema nos permitira estudiar la dinamica del campo vectorial en el hiperboloide.

Lema 5. Sea K <0, m >0, ¢ # 0. Supongamos que (r,0) es un punto fijo del sistema
« 2

(5.4). Si ZG(r.,0) =0, entonces 25G(r,,0) > 0.

Demostracion.

Recordemos que en el capitulo anterior definimos la funcién G(r,v) como

G(Tv V) = gl(T)g(T) +92(T, V)a (57)
donde
1 —Kr? Kri? c? 24m
g (r) = T2 g2(r,v) = 1K g(r) = P 12— 9Kr2)3/2. (5.8)

Supongamos que (7,,0) es un punto fijo del sistema (5.4). Entonces se cumple que
G(r,0) = 0. Ademas, la funcién go(r., 0) es igual a cero 'y g, (r.) es positiva para cualquier
valor de r, excepto para 7, = 0. Usando estos hechos en la ecuacién (5.7) concluimos que
g(r) debe ser igual a cero.

Por otro lado, calculamos las derivadas de ¢; y ¢s,
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0 2 (1 —-Kr?) 0 Kv?(1 + Kr?)

a.. =— (K + ’ a. ) = 5

87"gl(r) r ( r2 0rg2(r ) (1 —Kr2)?

y evaluando las ecuaciones anteriores en el punto fijo tenemos que %gl(r*) es distinta de
cero y %gz(r*,()) = 0. Asi, la derivada de la funcién G es:

0 d d 0

EG(T’ v) = 9(7“)%91 (r) + 91(7“)59(7“) + 592(7@ V).

Supongamos que %G(r*) = 0, entonces dilrg(r*) = 0. Por otro lado, la segunda derivada
de la funcién G es:

0? d? d d 0? d>

wG(Ta v) = Q(T)ng (r) + 2591(7)%9(7) + Wgz(h v) + 91(7“)@9(7“)-
Por el lema anterior, se sigue que si Lg(r,) = 0, entonces el valor del punto fijo es
r, = (—3%{)1/2 y se cumple que Cg‘l—;g(r*) > 0. Evaluamos el punto fijo en la segunda

derivada, obteniendo
0? d?
wG(T*ao) = 91(7‘*)W9(7“*)'

Usando el hecho de que g1(7) > 0y el Lema 4 concluimos que %g(r*) > 0, por lo tanto
2 G(r.,0) > 0.
|

A continuacién daremos una clasificacién de las soluciones Lagrangianas en superficies con
curvatura constante negativa.

Clasificacién de las soluciones Lagrangianas

Teorema 20. Para el problema de los tres cuerpos en H, con masas iguales, existen ocho
clases de soluciones Lagrangianas:

» Orbitas Lagrangianas homotéticas que empiezan y terminan en colision total para un
tiempo finito;

» equilibrios relativos Lagrangianos que se mueven sobre un circulo paralelo al eje xy;
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» Orbitas cuasiperiédicas Lagrangianas que cambian de tamaiio;

» Orbitas Lagrangianas que salen en t = —oo de un equilibrio relativos y ent = +oo
la orbita regresa al equilibrio relativo,

» Orbitas Lagrangianas que vienen desde el infinito parat = —oo y llega a un equilibrio
relativo s en un tiempo t = +00;

» Orbitas Lagrangianas que salen de un equilibrio relativo s en t = —oo y escapan al
infinito parat = oo ;

» Orbitas Lagrangianas que vienen desde el infinito en un tiempo t = —oo y simétrica-
mente regresan al infinito en un tiempo t = 400, este tipo de drbitas nunca llega al
equilibrio relativo s ;

» Orbitas Lagrangianas que vienen desde el infinito en un tiempot = —oo, llegan a una
posicion muy cercana a la colision total y regresan simétricamente al infinito en un
tiempo t = +oo. El ndmero de érbitas minimas de este tipo es mucho mas pequefio
que las drbitas descritas en (20).

Demostracion.

Para las érbitas del inciso (20) usaremos el valor de la velocidad angular w del sistema de
ecuaciones (5.3)

donde ¢ es una constante, en particular si ¢ es igual a cero tenemos que la velocidad angular
& = 0, es decir los tres cuerpos colisionan en el punto (0, 0, |K|~/2). La colisién sucede en
un tiempo finito ya que el punto de colisién no es un punto de equilibrio. Recordemos que,
por el criterio de estabilidad de Lyapunov, los puntos de equilibrio convergen uniformemente
cuando ¢ esta en el intervalo [0, 00). Por lo tanto hemos demostrado la existencia de las
6rbitas descritas en el inciso (20).

Analizaremos el flujo del sistema (5.3) en su espacio fase (r, /), de manera similar al capitulo
3, las pendientes del flujo estan dadas por

d 2(1 - Kr? K 24m (1 — Kr?
h(raV):—V:C ( 7")_ il — m( T) ’ (59)
dr vrd 1-Kr*  pr2(12 - 9K r2)/2
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Figura 5.1: Grafica de las funciones g(r), g1(r) y g2(r,v) donde K= -1, m=1,¢c=1y
v=1.

donde la funcién h(r,v) es simétrica con respecto al eje r y por la primera ecuacién del
sistema (5.3) se sigue que el flujo cruza perpendicularmente para todo r excepto en los
puntos fijos. En el Lema 3 demostramos la existencia de dos, uno o ningin punto fijo, por
lo que estudiaremos el sistema para cada uno de los casos por separado.

Caso 1) Ningan punto fijo

Notemos que el sistema de ecuaciones (5.4) no tiene puntos fijos si la funcién g no tiene
raices. Analizaremos el flujo G(r,v) cuando r — 0, donde G(r,v) se definié en (5.7), por
lo que basta analizar las funciones g, g1 y ¢.

Las funciones g1, g2 y g son de la forma

(r) 1 — Kr? (r,v) Kri? (r) c? 24m
r)= ——— ry)=——— ¢g(r)= — — .
g 2 920 K2 r (12 — 9Kr2)3/2

donde las funciones ¢1(r) y g2(r, ) son siempre positivas y g — oo cuando r — 0, por lo
tanto g(r) > 0 para cualquier » > 0. En conclusién, el flujo G(r,v) = g19 + g» siempre es
positivo para r > 0, en la Figura 5.1 mostramos la grafica de las funciones ¢, g1 y ¢».

Observemos que h(r,v) = G(r,v)/v, entonces para v > 0 se sigue que h(r,v) > 0y para
v < 0 la funcién h(r,v) < 0. Es decir, el flujo viene desde infinito en un tiempo ¢ = —o0,
cruza el eje r perpendicularmente hacia arriba y regresa simétricamente al infinito en un
tiempo ¢ = co. Este tipo de drbitas corresponden a las definidas en el inciso (20) y (20),
en la Figura 5.2 se puede observar el comportamiento del flujo.
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10—

Figura 5.2: Espacio fase del sistema (5.3) para K = -2, ¢c=1/3ym =1/2.

Caso 2) Dos puntos fijos

En este caso la funcién g(r) tiene dos raices distintas, las cuales denotaremos como 71 y 7o
donde r; < ry. La funcién g(r) > 0 para r € (0,71) U (rg,00) y g(r) < 0 para r € (ry,73),
por lo tanto el campo vectorial cruza el eje real hacia abajo entre 1 y 75, y hacia arriba
parar <ryyr>rnrp.

Para determinar el comportamiento del flujo cerca del punto fijo (r1,0), linealizaremos el
sistema (5.3). La parte lineal del campo vectorial es

0 1
A(r,v) = < aGrv) ) )

or

evaluandola en el punto de equilibrio (r,0) tenemos:

0 1
A(r1,0) = < 260 ) :

or

como G(r,0) > 0 parar <7,y G(r,0) <0 para r; < r < ry tenemos que:

8G(r1, 0)
or

8G(r1, O)

or =0

<0, o bien



96 Capitulo 5. Soluciones homograficas en Hi

Por otro lado, el Lema 5 nos dice que si 2%(r,0) = 0 entonces 29

= 53 (r1,0) > 0, es decir la
funcién es convexa hacia arriba. Pero esto implica que en la funcién GG no hay cambios de
signo y en consecuencia no tendriamos la existencia de la raiz ;. Por lo tanto %—f(rl, 0) <0

y los valores propios del sistema lineal los obtenemos de la siguiente ecuacion

-A 1
0G0 _y ' =0. (5.10)
or

Como el valor de ,—(7’1, 0) es negativo se sigue que los valores propios son imaginarios y
por lo tanto el punto (r1,0) no es un punto fijo del sistema (5.3). Para el sistema no lineal
el punto (r1,0) puede ser una espirar o un centro, pero usando la simetria del sistema con
respecto al eje r y el hecho de que cerca del punto r; el flujo cruza el eje perpendicularmente
hacia arriba del lado izquierdo de 7; y hacia abajo del lado derecho de r; elimina cualquier
posibilidad de que el punto de equilibrio sea una espiral. Por lo tanto el punto (r,0) es un
centro.

De manera similar estudiaremos el sistema lineal para el punto (79, 0), el sistema lineal para

el punto (r9,0) es
0 1
A(rg,0) = ( 2G(r20) ) :
or

La funcién G es negativa para 1y < r < ry y es positiva para r > ry, por lo que su derivada
53 @ (ry,0) puede ser positiva o igual a cero. Usando de nuevo el Lema 5 concluimos que
G(rg, 0) > 0. Los valores propios para el punto fijo (r2,0) se encuentran dados por

- 1 '
9G(r2,0) = 0.
af —A
Como %—G<T2, 0) > 0 entonces el punto fijo es hiperbdlico, es decir tiene dos valores propios

A1 >0y Ay < 0. Por lo tanto el punto (r2,0) es un punto silla para el sistema lineal.

Tomemos valores muy pequefios de v > 0, las pendientes del campo vectorial decrecen de
—0o0 a lineas con r = constante cuando v — 0y r; < r < ry. Por otro lado, las pendientes
del campo vectorial decrecen de las mismas lineas pero con r» > r5 a +00 cuando v crece.
Este comportamiento nos da una idea aproximada del comportamiento de los valores propios
A1y Ao en el plano fase.

Las lineas son la forma v = nr para n > 0 y las pendientes del campo vectorial h(r,v) se
encuentran dadas por la ecuacién
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h(r ) 1-Kr? [ 24m (1 — Kr?) Knr?
ronr) = ——m— | — — -
Y v (12— 9K 1-Kr?

Notemos que cuando r — oo, la pendiente h(r,vr) — v, es decir el campo vectorial no
tiene pendientes negativas y por lo tanto van hacia infinito.

Tenemos que el punto (r1,0) es un centro, el punto (r2,0) es un punto silla y que el campo
vectorial no tiene érbitas limite cuando r — 0o, por lo tanto el espacio fase de las variables
(r — v) se comporta como el de la Figura 5.3.

El comportamiento del flujo prueba la existencia de las siguientes érbitas

1. orbitas cerradas alrededor del punto fijo (71,0), recordemos que el sistema de ecua-
ciones diferenciales depende de tres variables (7, s, ) por lo que obtenemos las 6rbitas
mencionadas en el inciso (20);

2. orbitas homotéticas al punto fijo (r1,0) que corresponden a las mencionadas en el
inciso (20);

3. una orbita que tiende al punto fijo (r2,0) que corresponden a las mencionadas en el
inciso (20);

4. orbitas que son expulsadas del punto fijo (72, 0) que corresponden a las mencionadas
en el inciso (20);

5. orbitas que vienen desde el infinito en la direccién de la variedad estable del punto
silla y estan dentro de ésta, cruzan el eje r por la derecha del punto 75 y regresan
simétricamente al infinito en direccion de la variedad inestable. Este tipo de 6rbitas
corresponde al inciso (20);

6. orbitas que vienen desde el infinito en la direccién de la variedad estable del punto
silla y estan fuera de ésta, dan vuelta alrededor del lazo y regresan simétricamente al
infinito en direccién de la variedad inestable. Ademas tocan el eje r entre los puntos
r =0y r =r, el tamafio minimo se encuentra dado por los valores mas pequefios de
K, m y ¢ que corresponden a las érbitas descritas en el inciso (20). Estas soluciones
a las mencionadas en el inciso (20).
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Figura 5.3: Espacio fase del sistema (5.3) con dos puntos fijos para K = —0.3, ¢ = .23 y
m = .12.

Estas son todas las érbitas generadas cuando el sistema tiene dos puntos fijos.

Caso 3) Un punto fijo

Este caso ocurre cuando las dos raices son dobles y las denotamos como (7, 0). La funcién
g es positiva para cualquier punto excepto en el punto fijo. En consecuencia, cerca del
punto 7 la funcién g es decreciente para r < rq y es creciente para r > ry, ademas el
eje r es tangente a la grafica de g. Consecuentemente %—f(ro,()) = 0y los valores propios
obtenidos en la ecuacién (5.10) son A\; = Ay = 0. Este es un caso degenerado, donde las
érbitas cercanas al punto fijo son asintéticamente atraidas al flujo (rg,0). Como el flujo
fuera del punto fijo es similar al primer caso, la tnica diferencia es que las érbitas terminan
en (r9,0), y otras se originan en este punto. Este tipo de 6rbitas estan descritas en los
incisos (20) y (20).

Por lo tanto el teorema queda demostrado.
[ |

Hemos dado la clasificacién de la familia particular de soluciones elipticas Lagrangianas
en el hiperboloide H. A continuacién estudiaremos las soluciones elipticas Eulerianas,
recordemos los cuerpos de este tipo de soluciones estan sobre la misma linea geodésica.
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5.1.2. Orbitas Eulerianas

El sistema de ecuaciones diferenciales que generan la familia particular de soluciones elipticas
Eulerianas en el hiperboloide es el siguiente

A(1-Kr?) g2 m(5-4Kr?) — F(r,v). (5.11)

v = r3 T1I-Kr? 4T2(1,K7«2)1/2

donde ¢ # 0 y K < 0. Para dar una clasificacién de la familia de soluciones Eulerianas que
estudiamos en el hiperboloide necesitamos demostrar dos lemas importantes.

Lema 6. Para el problema de los tres cuerpos en superficies con curvatura K < 0, el
polinomio q(x) tenemos que:

1. Si K +m? <0, entonces q(x) no tiene raices positivas.

2. Sic*K +m? > 0, entonces q(x) tiene exactamente una raiz positiva.

Demostracion.

Dividiremos la demostracién en tres casos:

Caso 1) ¢!K +m? =0

El polinomio ¢(z) es de la forma 8Km?2z? + 23¢*Kx — 16¢* donde no tiene ninguna raiz
positiva.

Caso 2) 'K +m? <0

Reescribiendo el polinomio ¢(z) tenemos que es de la forma 8Km?z? + 23¢*Kz — 16¢*.
Observemos que el término de 22 siempre es negativo. Si ¢*K + m? < 0, entonces no hay
cambios de signo en el polinomio y por la ley de los signos de Descartes concluimos que ¢
no tiene raices reales positivas.
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Caso 3) 'K +m? > 0

Reescribiendo el polinomio tenemos que

» Si 6¢*K + 5m? < 0, entonces necesariamente 48¢*K + 25m? < 0y, por lo tanto, ¢
tiene una raiz positiva.

» Si 6¢*K + 5m? > 0y 48¢*K + 25m? < 0, entonces ¢ tiene un cambio de signo vy,
por lo tanto, tienen exactamente una raiz positiva.

» 48¢*K + 25m? > 0, entonces todos los coeficientes son positivos excepto el término
libre y, por lo tanto, ¢ tiene exactamente una raiz positiva.

Hemos probado los tres casos, por lo tanto terminamos la demostracion.

Lema 7. Sean K <0, m > 0 yc # 0. El sistema (5.11) no tiene puntos fijos. Entonces

no existen puntos fijos del sistema donde %W(r*, 0) = 0 donde

u(r)

W(r,v) = 7 + ga(r, V). (5.12)

Demostracion.

Como u(r,) =0, ggg(r*, 0) = 0 entonces

MW 1) = - (E) ul(r) + (i) L tr) + L),

esto implica que W (r,,0) = 0 si y solo si d%u(r*) = 0. Por lo tanto resta probar que no
existe un punto fijo para %u(r*) = (. Para demostrar este hecho, notemos que

d c'(1+Kr?) Kmr(dKr? —3)

)= 2 11— K22

(5.13)

De la definicién de u(r) y la identidad u(r,) = 0 tenemos
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12 mr. (5 —4Kr?)
42 (1—-Kr?)

(1 — Krz)

*

Reescribimos el término (1 — Kr2)*? como (1 — Kr?) (1 — Kr?)"? y sustituimos en la
expresion (1 — Kr?) de la ecuacién (5.13) obteniendo

K (4Kr? — 3) N 1+ Kr?
5 —4Kr? r2

=0,

simplificando la ecuacion anterior tenemos el valor 12 = 3> < 0. Por lo tanto no existe un
punto fijo (r.,0) tal que Lu(r,) = 0.

Hemos demostrado dos lemas importantes que nos permitiran demostrar la existencia de la
familia de érbitas elipticas Eulerianas.

Clasificacidn de las soluciones Eulerianas

Teorema 21. Para el problema de los tres cuerpos en una superficie con curvatura con-
stante negativa con masas iguales existen cuatro clases de soluciones Eulerianas

1) 6rbitas Eulerianas homotéticas que empiezan o terminan en una colisién total en un
tiempo finito;

11) equilibrios relativos Eulerianos donde el cuerpo con masa m, se encuentra fija en el
vértice del hiperboloide mientras que los cuerpos restantes se mueven sobre un circulo
paralelo al plano xy;

111) 6rbitas homograficas Eulerianas cuasiperiédicas, donde el cuerpo con masa my se en-
cuentra fija en el vértice del hiperboloide y la linea que une a los otros dos cuerpos
siempre es paralela al eje xy pero su coordenada z varia con respecto al tiempo;

1V) rbitas homograficas Eulerianas que vienen desde infinito en t = —oo, llegan a una
posicion donde la configuracién es minima y después regresan al infinito en t = oc.
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Figura 5.4: Espacio fase del sistema (5.3) con dos puntos fijos para K = =2, ¢ = 2y
m =4.

Demostracion:

El primer tipo de 6rbitas ocurre cuando ¢ # 0, es decir, cuando los tres cuerpos colisionan
en el punto (0,0, K~/2) en un tiempo futuro o pasado. La colisién ocurre siempre en un
tiempo finito debido a que éste no es un punto de equilibrio, el argumento de que el tiempo
es finito es similar al que usamos en superficies con curvatura positiva.

El siguiente tipo de 6rbitas las demostramos en el capitulo anterior, por lo que probaremos
la existencia de las 6rbitas restantes. Para ello haremos un anélisis del flujo que genera el
sistema de ecuaciones (5.11).

En el Lema 6 probamos que el sistema no tiene puntos fijos o bien tiene exactamente un
punto fijo, por lo que analizaremos cada uno de los casos por separado.

Caso 1) No hay puntos fijos

Como el sistema no tiene puntos fijo entonces la funcién u(r) no corta el eje 7. Ademas
lim, o u(r) = 400, por lo tanto u(r) > 0 para cualquier valor de r > 0. Usando este
resultado tenemos que u(r)/r? > 0 para todo valor de r > 0.

Por otro lado lim,_,o g2(r,v) = 0, esto implica que lim,_,o W (r,rv) = 400. Ademas el
sistema (5.11) no tiene puntos fijos, es decir el flujo W nunca es cero. En consecuencia
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N
T

Figura 5.5: Espacio fase del sistema (5.3) con dos puntos fijos para K = -2, ¢ = 2y
m = 6.2.

W (r,v) > 0 para todo r > 0 y v. Las pendientes del campo vectorial se encuentran dadas
por la funcién

ha(r.v) W(r,v) (1 —Kr?) Krv m(5 — 4Kr?)
rv) = = —
o v vrs 1-Kr2  4ur?(l — Kr2)V/2’

donde hy(r,v) es simétrica con respecto al eje r y corta perpendicularmente el eje r para
cada punto r > 0. El comportamiento del flujo en sus extremos es lim,_, ., W (r,v) = +00
y, para v fijo, lim,_,,, W(r,v) = 0. En conclusién, el comportamiento del flujo es simple
como se muestra en la Figura 5.4. Este tipo de 6rbitas corresponden a las mencionadas en
el inciso (1v).

Caso 2) Un punto fijo

Como sélo hay un punto fijo, analizaremos el comportamiento del sistema alrededor del
punto fijo (rg,0). Estudiaremos el comportamiento del flujo del sistema linealizado. El
sistema lineal del campo vectorial evaluada en el punto fijo (79, 0) es

0 1
B(rg,0) = ( W(ro0) > ;
or
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donde los valores propios del sistema linealizado se encuentran dados por

. 1 ‘
OW (r0,0) = 0.
87'0 —A

, , AW (ro,0 T
Para determinar el signo de %, calculemos el limite lim, o W (r, v) = +00. Recorde-

mos que el sistema tiene un punto fijo por lo que W (r,0) > 0 para 0 < r < rq. Por otro
lado, para mostrar que W (r,0) < 0 para r > 1, haremos la demostracién por contradic-
cién, es decir mostraremos que W (r,0) > 0 para r > ry.

La igualdad W (r,0) > 0 se tiene para r = ry, donde los parametros satisfacen la de-
sigualdad ¢*K + m? > 0. Variando levemente los parametros K < 0, m > 0y ¢ # 0,
obtenemos que la funcién W (r,0) tiene dos ceros. Este hecho contradice el Lema 6, por lo
tanto W (r,0) < 0 para r > 7.

Como la funcién W (r,0) decrece alrededor del punto o, entonces ZW (rq,0). Pero por
el Lema 7, si 2W (ry,0) # 0 entonces necesariamente se debe satisfacer 2 W (rg,0) <
0. Resolviendo el sistema linealizado obtenemos que los valores propios son puramente
imaginarios, esto implica que el punto fijo (19, 0) del sistema (5.11) puede ser una espiral
o un centro. La simetria del flujo con respecto al eje r excluye la posibilidad de ser una

espiral, por lo tanto el punto fijo (r9,0) es un centro.

En la Figura 5.5 podemos observar el comportamiento del flujo en el plano (r — v), no
olvidemos que el sistema de ecuaciones diferenciales depende de las variables (r, s, ) por
lo el sistema genera las 6rbitas cuasiperiddicas Eulerianas, mencionadas en el inciso (111).

Para terminar el analisis del flujo del sistema (5.11) haremos uso de la ceroclina v = 0, la
cual se encuentra dada por

2 _ 1-Kr? | (1 -Kr?) m (5 — 4K?)

— 5.14
Kr r3 4r?2 (1 — K7‘2)1/2 ( )

v

A lo largo de la curva, donde pasa el punto fijo (rg,0), es simétrica con respecto al eje r

1-Kr? |c2(1—Kr? 5 — 4K?
lfim g Ll r) __md ) = m(-K)"? + K&
roco  Kr r 4r2 (1 — K7’2)1/2

Recordemos que los parametros deben satisfacer la desigualdad m? + Kc* > 0, la cual es
equivalente a
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[m (—K)"? + Kcz} [m (—K)'"? + K| > 0.

Notemos que el segundo término del producto es positivo, por lo que el primer término
también debe ser positivo. En consecuencia, el limite calculado anteriormente es un namero
positivo y la curva dada por la ecuacién (5.14) esta limitada por las lineas

1/2 1/2
v= m(—K)1/2+Kc2] .y V:—[m(—K)1/2+K02] :

Dentro de la curva, la pendiente del campo vectorial es negativa para v > 0. Fuera de ella,
la pendiente del campo vectorial es positiva para v > 0, pero es negativa para v < 0. Por lo
tanto las 6rbitas que se mantienen fuera de la ceroclina son ilimitadas. Este tipo de 6rbitas
corresponden a las soluciones descritas en el inciso (1V). Esto concluye la demostracién del
teorema. |

Hemos dado una clasificacion de la familia particular de érbitas elipticas Lagrangianas y de
las elipticas Eulerianas para el hiperboloide HZ . A continuacién obtendremos la sistema de
ecuaciones que generan érbitas homograficas de tipo hiperbélico y daremos una clasificacién
de las mismas.

5.2. Soluciones homograficas hiperbdlicas

En esta seccién estudiaremos las soluciones homograficas hiperbdlicas, recordemos que este
tipo de orbitas son soluciones de las ecuaciones de movimiento invariantes transformaciones
de la forma

1 0 0
Ay(s)=P | 0 coshs sinhs | P!, (5.15)
0 sinhs coshs

donde s € R. Recordemos que en el capitulo anterior demostramos la existencia de los
equilibrios relativos hiperbélicos. Usando la definicién 9 tenemos que las soluciones homo-
graficas hiperbdlicas son aquellas soluciones donde los cuerpos estan en la misma geodésica,
este tipo de soluciones las denominamos soluciones hiperbélicas de tipo Eulerianas.

En el capitulo anterior mostramos que existen 6rbitas hiperbdlicas de tipo Eulerianas si las
masas de los cuerpos son iguales. Sin pérdida de generalidad, posicionaremos el cuerpo
con masa m; en la linea geodésica que pasa por el punto (0,0, |K|~'/2), mientras que los
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cuerpos restantes mo y ms equidistan del cuerpo m; y estan sobre la misma geodésica. Por
lo tanto, las soluciones hiperbdlicas de tipo Euler son soluciones q = (qi,qs,qs3), donde
q; = (x4, Yi, 2i) y sus coordenadas son de la forma

x1 =0, y1 = |K|7?sinhw, 2 = |K|"/?coshw,
zo = (K™ + 7"2)1/2 , Yy =rsinhw, 29 = rcoshw, (5.16)
T3 = — (K_1 + 7‘2)1/2 , Y3 =rsinhw, z3 = rcoshw.

La variable r(t) es la funcién de tamafio mientras que w(t) es la funcién angular. Ademas,
los cuerpos siempre estan sobre la superficie del hiperboloide, en otras palabras, siempre
se satisface z2(t) + y2(t) — 22(t) = K~! para ¢ = 1,2, 3. El siguiente resultado nos da la

(2
existencia de este tipo de soluciones.

Teorema 22. Para el problema de los tres cuerpos con masas iguales, la tnica solucién
homografica hiperbdlica Euleriana es una drbitas homotética Euleriana o es un equilibrio
relativo hiperbdlico Euleriano.

Demostracion.

Consideremos una solucién de la forma (5.16). Por contradiccién, supongamos que la solu-
cién no es homotética y realizando los calculos tenemos que

Kqi©q=Kq ©q3 = ]K]il/Q r, y Kq®qs=—-1-2Kr? (5.17)

Derivando las ecuaciones (5.16) tenemos

v
(K-1+ 7"2)1/27

U = ]K]_l/choshw, Yo =y3 = 7 sinh w + & cosh w,

i =0, Gy = — i3 =

: —1/2 . . L : .
% = K| 2 sinhw, Zp =3 = # coshw —+ 7 sinh w.

qu © ql = _wza
K7?

K¢ v — K¢ . :KQ.Q_
qQ2 © Q2 a3 © qs3 YT TR

calculando su segunda derivada obtenemos
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i’l == 0,
i = K| & sinhw + |K| ™% & cosh w,

Z = |K\_1/2 &2 coshw + |K| ™% & sinh w,

rT . K172
(K1 +72)' 2 (K14 2)%?
Yo = Yz = (r + mz) sinhw + (r@ + 27w) cosh w,

By = —iy

Zy = Z3 = (i + rw?) coshw + (ré + 27w) sinhw.

Sustituyendo los calculos anteriores en las ecuaciones de movimiento obtenemos la siguiente
relacién para cada una de las componentes

(i) ; |K|71/2C[;coshw,
% K72 G sinhw,
B, iy 1 B, (5.18)

iio, 43 @ Esinhw + F coshw,

Z9,%23 : Ecoshw + F'sinhw,

donde

Krr? N m (1 — 4Kr?)
1+ Kr2 4T2|1—|—K7’2|1/2’

E:=E(t)=7+r(1+Kr*)w?
F:=F(t) =rd+ 2rw.

Notemos que el sistema (5.18) es una combinacién lineal de las funciones seno hiperbélico y
coseno hiperbdlico, por lo tanto la existencia y unicidad local de estas érbitas es equivalente
a demostrar la existencia del siguiente sistema

w = 07

0 _%‘Tw’ ( ) (5.19)
. . Krr2 m(1-4Kr?
iPo=—r(1+Kr?)w?+ K2 4214 Kr2|V/2

Integrando la primera ecuacién obtenemos el valor de la funcién angular, esto es w(t) =
at + b donde a y b son constantes, por lo que w = a. Suponiendo que la solucién no es
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homotética entonces a es distinto de cero y usando la segunda ecuacién del sistema anterior
obtenemos

donde ¢ es una constante de integracion. Como a # 0 implica que () es una constante, es
decir la solucién es un equilibrio relativo. Este equilibrio relativo también satisface la tercera
ecuacion

. m(l — 4Kr
£ - UKD
4r3 |1 + Kr?|

Por lo tanto cada solucién homografica hiperbélica Euleriana que no es una solucién ho-
motética Euleriana es un equilibrio relativo hiperbélico Euleriano. |

Hemos analizado los equilibrios relativos y las soluciones homograficas en superficies con
curvatura K, para ello estudiamos la esfera Sk encajada en R3 y la hoja superior del
hiperboloide H% encajado en el espacio R*!. En el siguiente capitulo estudiaremos los
equilibrios relativos en el modelo intrinseco para K > 0.



CAPITULO 6

MODELO INTRINSECO PARA SUPERFICIES CON
CURVATURA K > 0

Hasta ahora hemos estudiado el problema de los n cuerpos en superficies 2-dimensionales
encajadas respectivamente en los espacios R y R?*! donde analizamos una familia parti-
cular de equilibrios relativos y soluciones homogréaficas. En este capitulo haremos uso de
la proyeccién estereografica para obtener las ecuaciones de movimiento, estudiaremos la
existencia de equilibrios relativos en superficies con curvatura K > 0. Este modelo nos per-
mitira dar una caracterizacién para los equilibrios relativos en dicha superficie, en particular
para dos y tres cuerpos.

En la primera seccién explicaremos brevemente la proyeccion estereografica y en la se-
gunda obtendremos las ecuaciones de movimiento haciendo uso del potencial cotangente
Ux. Demostraremos la equivalencia de las ecuaciones para ambos modelos y finalmente
estudiaremos la existencia de los equilibrios relativos Eulerianos y Lagrangianos.

6.1. Proyeccion Estereografica

Para estudiar el problema de los n cuerpos en superficies con curvatura K > 0 usaremos
la proyeccién estereografica. Antes de estudiar los equilibrios relativos en dicho espacio,
obtendremos las ecuaciones de la proyeccion estereografica. Para evitar confunsiones con el
modelo anterior, usaremos R. en lugar de K~'/2 para denotar el radio de la esfera S% .

109
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Figura 6.1: Proyeccién Estereografica

Sea N = (0,0,R) el polo norte y P = (c, 3,7) un punto sobre la esfera S%, la linea recta
que une al punto P con el Polo Norte cruza el plano z = 0 en un anico punto Q (ver
Figura 6.1). La ecuacién de larectaes { = {N+¢(P—N):t € R} y Q = (at, ft), donde
el valor de ¢ satisface la siguiente expresion

Por lo tanto, la transformacién estereogréfica para cualquier punto de la esfera S% al plano
z = 0 se encuentra dada por

I:S§ — R?

Pz(a,ﬁ,v)%Qz(

Ra Rp
R-7"R~- v) '

Para construir la transformacién inversa de la proyeccién usaremos la recta que une el Polo
Norte de la esfera y el punto Q del plano z = 0, la ecuacién de la recta se encuentrada
dada por L = {N+X(Q — N) : A € R}. El punto de interseccién de la recta L y la esfera
S% es el punto P y sus coordenadas son P = (\u, Ay, R (1 — \)) para cualquier valor de
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A € R. Usando la ecuacién de la esfera (1.9) obtenemos el valor de A y por lo tanto la
ecuacion de la transformacion inversa.

I :R*— S
K (6.1)
Q = (U7U) — P = (Ck,ﬁ,’}/),
donde cada una de las coordenadas del punto P se encuentran dadas por
2Ry 2R%v R(u? +v* — R?
O=Ts 2 2 P=—"7 2 = <2 2 2)' (6.2)
u*+v2+ R u*+v2+ R u*+v2+ R

La proyeccién estereografica es conforme, es decir, si dos curvas sobre la superficie de la
esfera se cortan con un determinado angulo entonces las proyecciones de las dos curvas
mantendran el mismo angulo [42]. Debido a la proyeccién, la métrica del plano z = 0 es

AR?
(u? + 2?2 + R2)’

ds® = (du® + dv?) . (6.3)

El plano z = 0 con la métrica anterior lo llamaremos el plano esférico RZ, ;. A continuacion
calcularemos las curvas geodésicas y los simbolos de Christoffel, estos conceptos se pueden
consultar en cualquier libro basico de Geometria Diferencial [10], [66]. Las curvas geodésicas
en esta superficie son

il + T1,0° 4 201,00 + [yy0* = 0,

6.4
i 4 T2,0% 4 205,00 + Tay® = 0, (6.4)

donde T son los simbolos de Christoffel para i,m,n = 1, 2. Para calcular los simbolos de
Christoffel usaremos \, que llamaremos como el parametro conforme asociado a la métrica
y se encuentra dado por

4R!
(u? + 0?2 + R2)%

A (u,v) =

el valor de los simbolos de Christoffel se encuentran dados por

1 O\ —2u
rt=-m_-_nrnt__-__- ~“-__ -7
1 12 27 9\(u,v) Ou u?+ v+ R2 (65)
1 oA —2v '

r2,=rL=-rr=——"-=___ -
22 12 Mo (u,v) Ov w2 + 02+ R2
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Finalmente, sustituimos los simbolos de Christoffel (6.5) en el sistema (6.4) obtenemos las
ecuaciones de las geodésicas

. 2 .9 .. 2

u:ﬁ(uu +21)uv—uv),
2 .9 .. .9

=gy e (W 2udd —vi).

Siguiendo la misma metodologia del primer capitulo, necesitamos obtener la distancia entre
dos puntos del plano stf para calcular las ecuaciones de movimiento. Recordemos que
la proyeccién estereografica es conforme es decir la transformacién conserva los angulos
orientados, por lo tanto la distancia entre dos puntos (1.10) es la misma para ambos
modelos. Para evitar confusiones, denotaremos como Q; = (z;,y;, z;) a los cuerpos que se
encuentran sobre la esfera S% y como q; = (u;, v;) a los cuerpos del plano esférico Rgsf.

Por lo tanto la distancia entre dos puntos en RZ_; es

(6.7)

dij = d(qi,q;) = d(Q;, Q;) = Rarccos <Qi : Qj) .

R2

Usando la proyeccién estereografica para los puntos Q; y Q;, junto con el hecho HqZH2 =
u? + v? obtenemos

R - - )

cos <%> - Qi-Q; AR (q; - q;) + (HCIzH2 — R2) (qu”2 _ RQ)
R (laell* + R2) (flas]* + R?)

Para simplificar algunos calculos, introduciremos la variable z = u + iv para identificar
el plano esférico stf con el plano complejo extendido C = C U {oo}. Notemos que

2 . — _
|la:||” = |zi|* y el producto punto de cualesquiera dos cuerpos es q; - q; = (2;Z; + 2;2i)/2,
por lo tanto la ecuacién coseno y seno son de la forma

d;; W . [ di 1 1/2
cos <EJ) = W;’ sin (ﬁ) =W, (W3 — W7 &

donde

Wi = 2R? (2% + %) + (la]* — R?) (|5 - R?),
W2 = (|Zi|2 + R2) (‘Zj|2 —|—R2) .
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Finalmente la funcién cotangente en el plano complejo extendido es

or (B _ W, 2R (%% + 4%) + (|a)? — R?) (|3° - R?)
R/ wp—wy' 2R |z — 2] R+ 2 |

La métrica (6.3) del plano complejo extendido con las nuevas coordenadas se encuentra

dada por

AR dzdz
ds? = —— Z0% (6.8)

(R2+ \z|2)2'

A partir de este momento denotaremos al plano complejo extendido con la métrica anterior
como el plano curvado M. Ahora ya podemos establecer las ecuaciones de movimiento
y estudiar la dindmica de los cuerpos en esta superficie. A continuacién estudiaremos las
singularidades del problema en este modelo.

6.2. Singularidades en el espacio M.

Para el problema de los n cuerpos en el espacio M%, el conjunto de singularidades son
generados por el potencial cotagente y se encuentran dadas por las soluciones de la siguiente
ecuacion

Si el término |z; — 2| = 0 entonces los cuerpos con posiciones z;, z; colisionan, en la

Figura 6.2 se muestra la colisién en el espacio Mk y en la esfera S%. Por otro lado, si
_ 2 — - 2

|R? + z;z;] = 0 y usando el hecho |z;|” = z;2; obtenemos la relacién

—R?
Z; = —sza
|21

En otras palabras, si las posiciones z;, z; satisfacen la expresion anterior entonces los
cuerpos con masas m; y m; son antipodales en la esfera Sk en la Figura 6.3 se muestra
esta singularidad en el espacio M y en la esfera S%.
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M

SN

KJ/

Figura 6.2: Singularidad A} en el espacio M
M

v

/ // \

7’2\.’/ J
S~

Figura 6.3: Singularidad A;; en el espacio M
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Para diferenciar los dos tipos de singularidades definimos los conjuntos

—R?
Af ={z =z}, A =82=—52 ¢, (6.10)

Y PR

denominaremos como el conjunto colisién singular y el conjunto antipodal singular a los
conjuntos

At = UA;, A= UA;j.
1] 1]

Finalmente, el conjunto singular total es A := A™|JA~. A continuacién obtendremos las
ecuaciones de movimiento para el problema de los n cuerpos en el espacio M.

6.3. Ecuaciones de movimiento

En esta seccién calcularemos las ecuaciones de movimiento para el problema de los n

CUerpos con masas mq, Mo, . .., m, en el espacio Mk bajo la accién del Lagrangiano
Lr(z,2,2,2) =Tr (2,2,2,2) + Ur (2, %, 2, 2) , (6.11)
donde z = (z1,29,...,2,) son las posiciones de los n cuerpos y Tg la energia cinética

definida como

N RN 1
Tr(2,2,2,2) = 3 ka/\(zk,zk) EN (6.12)
k=1

En el primer capitulo argumentamos el uso del potencial cotagente en superficies con cur-
vatura constante. A continuaciion calcularemos el potencial cotagente para el espacio M.

Ur(z,2,2,2) =

=l

n d .

z mym; cot (ﬁ>

= R

J=L#k

1 Xn: m m,QRQ (2% + z%) + (|2l = B?) (]5]" - R?)
e IR |z; — 2| |R2 + 2,2 ‘
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En el siguiente lema mostramos el calculo de las ecuaciones de movimiento, que nos per-
mitird estudiar la dindmica de los cuerpos en el espacio M.

Lema 8. Sea
(525 = 5 md e a) P+ o 3 mam, ot (% (6.13)
R\~ <, <, 2k:1 k ks ~k k Rj:1j7ék k1ltg R ) :

el Lagrangiano del problema de los n cuerpos en M. El siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden son las ecuaciones de movimiento del problema
curvado de los n cuerpos con curvatura positiva.

.. kazkz,% 2 8UR (Z, 5)
Mz = , k=1,...,n, 6.14
k<k R2 + ‘Zk‘Q )\(Zk,gk) aZk ( )
donde
OUr (2, %) — En: Mg (R2 + |Zk|2) (R2 + |zj|2) (R? + z;21) (25 — 21)

= 3 _ .3
Oz Pyt 4R? |z; — zi|” IR? + Zj2

zn: mgm; (R2 + |Zk‘2) (R2 + |Zj’2) (R2 + ijk) (Zj — Zk)
4R2 ’Zj — Zk| |R2 + Ejzk] (2]' — ik) (R2 + Zij)

j=1j#k
y el elemento conforme es
4R?

(6.15)

Demostracion.

Para obtener las ecuaciones de movimiento partiremos de la ecuacién de Euler-Lagrange
para variable compleja.

d (OLg\ OLm
dt ( 0%, ) T on (6.16)

donde el potencial cotagente Ur (z,Z) = Ugr y el elemento conforme A (zx, zx) = A no
dependen de la variable zj, sustituyendo estos supuestos obtenemos
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0z, 0z 0%

En consecuencia, el primer término de la ecuacién (6.16) es de la forma

d (OLr 1 . [O)N. o\ . 1 .
B el P R RTAN N . 1
o < 95, ) kazk L%k Z. + FEN zk} + ka)\zk (6.17)

Por otro lado, calculamos el segundo término de la ecuacién (6.16) obteniendo

- = —mk—|2k| + = (618)
%k %k

Sustituimos los calculos anteriores en la ecuacién (6.16) obteniendo asi

Lz [ 22+ Pl i s - lmQ]Z\Q%——aUR =0
2 Rk 8zkk 8fkk 2 k K 2 k@zk F Zk -

derivamos el elemento conforme, simplificamos y reordenamos la ecuacién anterior obte-
niendo la ecuacién de movimiento para el cuerpo z;, con masas my.

2 8UR kaziik

A9z | R2 + |zk|2.

(6.19)

myZy =

En el siguiente resultado, mostramos el comportamiento de los cuerpos cuando el potencial
cotagente es una constante o cero.

Teorema 23. Para el problema de los n cuerpos en Mz, supongamos que el valor del
potencial cotagente U es cero o una constante entonces el k-ésimo cuerpo se mueve sobre
su geodésica.
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Demostracion.

Usando las ecuaciones de las geodésicas (6.6) para las variables u y v respectivamente.
Recordemos que hicimos un cambio de variable z;, = u;, + vy, por lo tanto la ecuacién de
la geodésica para el cuerpo z; es

B i iy (up — i) [ + o) (6.20)
2 2 R?2+u? +0vf '

multiplicando por 2my, y expresamos la ecuacién anterior en términos de la variable z.

kaZkaQ

My Zg —

Por otro lado, en el lema anterior obtuvimos la ecuacién de movimiento para el cuerpo 2z
con masa my,.
kaé’sz 2 OURr
2 —_— _ .
R2? + |z A Oz,

Mz —

Por hipétesis, el potencial cotangente Ur es una constante o cero, por lo tanto la ecuacién
de movimiento es de la forma

2 12_
M — — k) (6.22)
R? + ‘Zkl

Notemos que la ecuacién anterior coincide con la ecuacién de la geodésica (6.21) para la
particula z;, . En otras palabras, obtuvimos la ecuacién movimiento con el simple célculo
de la ecuacién geodésica del cuerpo z,. En conclusién, cuando el potencial cotangente es
nulo o es una constante el cuerpo z;, se mueve sobre su geodésica.

La ecuacién de movimiento que obtuvimos en M% es equivalente a la ecuacién que de-
scribe el movimiento de los cuerpos en la esfera Si.. Recordemos que el objetivo principal
del capitulo es estudiar los equilibrios relativos, por lo que en el apéndice A probamos la
equivalencia de las ecuaciones de movimiento.

A continuacién obtendremos la ecuacién algebraica que genera equilibrios relativos en el
espacio M usando el grupo de isometrias.
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6.4. Equilibrios relativos en M

Haciendo uso de las isometrias a continuacién estudiaremos la existencia de los equilibrios
relativos en M. Llamamos grupo lineal general GL(2,C) el grupo de matrices invertibles
de 2 x 2 con entradas en los complejos y la multiplicaciéon matricial usual. El grupo de
isometrias del espacio M% se encuentra dado por el cociente SU (2) \ {£/} donde el
subgrupo unitario especial esta definido como

SU(2)={AeGL(2,C)|ATA=1}.

Sea A € SU(2) con a,b € Cy se cumple |a|* + |b]° = 1, entonces la matriz A es de la

forma
a b
A‘(—B a)’

notemos que a cada matriz A € SU (2) \ {&1} se le asocia una Gnica transformacién de
Moebius dada por

fAIM%{ — M%(
az+b

_ 6.23
—bz+a ( )

z

Por otro lado, el grupo SU (2) es un grupo de Lie [7] que a su vez se le asocia una algebra
de Lie su(2) definida como

su(2)={XeM(2C)|X"=-X,Tr(X)=0},

Para un mejor entendimiento definimos lo que es una algebra de Lie.

Definicién 23. Una algebra de Lie es un par (A, [,]) que consiste de un espacio vectorial
A sobre un campo I, junto con una operacion binaria [-,-] : AxA— A, (X,Y) = [X,Y],
llamada corchete de Lie, tal que para cualesquiera X,Y,7Z € A y a,b € F, se cumplen las
siguientes propiedades:
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» Antisimetria
(X, Y] = -]V, X],

» [inealidad
[aX +b0Y, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z],

n [ a Identidad de Jacobi

HXvY]vZ] + HK Z]aX] + [[Z’X]’Y] = 0.

Usando el hecho de que es un espacio vectorial se sigue que su(2) es una combinacién
lineal de los elementos de su base. Una de las bases que generan el algebra de Lie su(2)
esta compuesta por las matrices complejas de Pauli, en consecuencia para estudiar el grupo
de isometrias de Mk basta con analizar las matrices complejas de Pauli.

1/ 0 1 1/ 0 10 i
{h1_§<—10)’h2_§(0—¢)’h3_5<¢0>}'

Hasta ahora conocemos toda la informacién del algebra de Lie su(2), sin embargo estamos
interesados en la estructura del grupo SU(2). Consideremos el mapeo exponencial, el cual
nos permite capturar la informacién del algebra de Lie al grupo de Lie,

exp : su(2) = SU (2),

aplicando la funcién exponencial a los subgrupos de un parametro {thi}, {tha}, y {ths},
obtenemos los respectivos subgrupos en SU (2) de un parametro. Para el primero {th;},
el subgrupo en SU(2) es

> th t2h?  t3h}
Z DY SRR L WL S

H,(t) = exp (thy) = 5 3

n=0
o bien, en su forma matricial
oo (=1)" [t\2n oo (=)™ /¢\2n+l
ano (2n)! (E) Zn:(] (2n+1)! (ﬁ)

Hy(t) = [ o (—1)n n+1 0o (— )n 2 ;
- <Zn=0 (gn—l‘,—)l)! (%) ! > Zn:O ((27?)' (%)
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observemos que los elementos de la matriz son desarrollos en serie de la funcién coseno y
de la funcién seno, por lo tanto simplificando la matriz anterior obtenemos

cos (t/2) sin(t/2)
Hi (t) = exp (thy) = ( —sin (t/2) cos(t/2) > '

Recordemos que a cada matriz en SU(2) le asociamos una transformacién de Moebius
(6.23), por lo que definimos a la familia uno paramétrica como

zcos (t/2) +sin (t/2)
—zsin (t/2) 4 cos (t/2)

fH1 (Z) =

El procedimiento es similar para la matriz {ths} por lo que Hs se encuentra dada por

eit/Q 0
H, (t) = exXp (th2> = 0 e~ it/2 )

donde la transformacién de Moebius que actta en la familia uno paramétrica es

fu, (2) = €'z
El calculo de Hj es similar para el dltimo subgrupo {ths}.

cos (t/2) isin(t/2)
Hs (t) = exp (ths) = ( isin (t/2) cos(t/2) > ’

cuya transformacién de Moebius asociada a la matriz anterior es

_ zcos (t/2) +isin (t/2)
Fiy (2) = zisin (t/2) + cos (t/2)

El grupo de rotaciones A (t) € SO (3) es la matriz solucién para el vector de Killing
Ly (x,y,z) = (y, —x,0) donde la rotacién del vector es alrededor del eje z y es invariante
para cualquier esfera centrada en el origen.

cost sint O
A(t)=| —sint cost 0
0 0 1

A continuacién probaremos la equivalencia de los isomorfismos para ambos modelos.



122 Capitulo 6. Modelo Intrinseco para superficies con curvatura K > 0

Proposicion 4. Sea G : SU (2) \ {£I} — SO (3) el isomorfismo entre los grupos de
isometrias de la esfera Sk, entonces G (H, (1)) = A(t).
Demostracion.

Usando las ecuaciones de la proyeccién estereografica tenemos

Rz Ry
(z,y,2) = <ﬁ> ﬁ) ’

donde la rotacién del vector tangente a (x,y, z) en la esfera Sk es (y, —x,0). La matriz
jacobiana de la transformacién aplicada al vector tangente es

. R 0 2 y Ry

R-—z (R-2)

o

O

o Ry o Rz ., . . _
themosl que v ~ R y_ u = Rz’ gn notaC|on. com_pIeJa gsto corresponde a v — ju =
—i (u +iv) = —iz, obteniendo la siguiente ecuacién diferencial

z = —iz,

la cual genera el flujo f; (2) = ez y esta asociado al subgrupo de la transformacién de
Moebius fp, (t), por lo tanto G (Hs (t)) = A(t).

Ahora que hemos obtenido el grupo de isometrias de M2, podemos definir como en el
modelo anterior los equilibrios relativos en M. Denotemos como Iso(Mi) al grupo de
isometrias de Mk y como {G), (t)} € Iso(Mi) a la familia de todas las rotaciones que
actdan en el espacio M% \ A.

Definicién 24. Un equilibrio relativo en M es una solucién z (t) de las ecuaciones de
movimiento (6.22) invariante bajo el subgrupo G (t). En otras palabras, para g\ € Gy,
la funcion w (t) = gar (t) z (t) es una solucion de la ecuacion de movimiento (6.22).

Por el Teorema del Eje Principal, para cualquier rotacién en R? elegimos un eje de rotacién
fijo. En este caso, sin pérdida de generalidad, fijaremos al eje z como el eje de rotacién. Los
subgrupos restantes representan rotaciones alrededor de los ejes = y y respectivamente.

A continuacién obtendremos la ecuacién de movimiento que genera todos los equilibrios
relativos del espacio M. Usando la Proposicién 4 y el hecho de que fijamos al eje z como
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eje de rotacion, basta con analizar la segunda clase de transformaciones de Moebius, esto
es

donde zj(t) es una solucién de las ecuaciones de movimiento (6.14). Debido a que la
ecuacion anterior es na solucion de la ecuacién de movimiento, calculamos sus respectivas
derivadas como se muestra a continuacion

wy = (iz, + 2) €,

W = (3 + 2% — 2) e, (6.25)
dz .
il a—
dwy,

Sustituimos estos valores en la ecuacién de movimiento (6.14) y expresandola en términos
de la variable z;, obtenemos

2Zk (izk + Z"k)2 (R2 + |Zk|2)2 OUr
R2 + |2 2mgRY 0% |

usamos la ecuaciéon de movimiento para z;, (6.14) para eliminar algunos términos y factor-
izando llegamos a la siguiente expresién

2 2
2%, — 2] [1— AZ —0,
R? + [

donde la ecuacién anterior tiene solucién si y sélo si se cumple

2 |2 .
- —F =0, o bien, (6.26)
R? + |Zk|
202, = 2. (6.27)

. L .. ., 2 . .
Simplificando la ecuacién (6.26) obtenemos la relacién R? = |z;|”. Esto implica que una
condicién necesaria y suficiente para obtener un equilibrio relativo en M es que todas
las particulas se encuentren sobre el circulo geodésico. El siguiente resultado fue probado
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por Diacu, Pérez-Chavela y Santoprete en su articulo “ The n-body problem in spaces of
constant curvature. Part I: Relative Equilibria” [25].

Proposicion 5. Para el problema de los n cuerpos con masas arbitrarias, supongamos que
los cuerpos estan sobre el circulo geodésico y la configuracién del sistema es un punto fijo
(evitando las posiciones antipodales). Entonces la drbita generada por la accién de Ho (t)
es un equilibrio relativo en M, .

Demostracion.

Recordemos que la ecuaciéon de movimiento para el problema de los n cuerpos es

kaékz,% . 28UR
R+ %2 A 0%

My Zg —

supongamos que los cuerpos se mueven sobre el circo geodésico, esto es es equivalente a la

condicién (6.26). Ademas como los cuerpos se mueven sobre su geodésica tenemos, por el

Teorema 23, que el lado izquierdo de la ecuacién de movimiento es cero, o bien la energia
OUr __

potencial no actua a lo largo del circulo geodésico 722 =
2k

Por otro lado, la configuracién es un punto fijo, lo cual implica que las velocidades de los
cuerpos son nulas. Usando la accién del subgrupo H, concluimos que la configuracion del
sistema es un equilibrio relativo. |

Para la segunda condicién (6.27) obtenemos que |z, (t)| = 7, donde 7 es un valor positivo
con 1, # R vy satisface la relacion 0 < r, < wR. Estamos interesados en estudiar la
existencia de equilibrios relativos cuando alguno de los cuerpos no se mueve sobre el circulo
geodésico. En el siguiente resultado damos una caracterizaciéon de todos los equilibrios
relativos salvo isometrias.

Teorema 24. Considere el problema de losn cuerpos en Mk . La solucion z (t) = (z1 (1), , 2z, (£))
de las ecuaciones de movimiento (6.22) es un equilibrio relativo si se satisface el siguiente
sistema de funciones racionales

2RC (R —12) 2z, B Z": m; (R? + 7’]2»)2 (2 — z) (R® + 2¢2))

- : (6.28)
(R2 +13)* 12 — 2’ R + 22,

i=1j#k

donde |z| = r, € [0,7R).
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Demostracion.

Para garantizar la existencia de equilibrios relativos en Mz, los cuerpos se deben mover
sobre cualquier circulo r, # R centrado en el origen y que satisfaga la relacion 0 < r, < 7R.
centrado en el origen del sistema coordenado. Derivando la condicién (6.27) obtenemos

Sustituimos la relacién anterior en la ecuacién de movimiento (6.14) y usando de nuevo la
condicién (6.27) podemos eliminar las derivadas Z; y 2 de las ecuaciones de movimiento.
Finalmente obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

2
ka |Zk|22’k _ 2 (R2 + |Zk’2) 8UR

6.30
R2 1 [ R' 0% (6.30)

Mgz =

realizando un poco de algebra y usando el hecho de que |z,| = r;, obtenemos una condicién
necesaria para la existencia de equilibrios relativos en M

mR* (R? — \zkIQ) 2 i mem; (R? + \%\2) (R*+ \%"2)2
2 (R + |%[%)” 7 AR |z = | [R2 2| (2 — 2) (R? A+ 22)

Recordemos que |z, = r, y simplificando la ecuacién anterior obtenemos finalmente una
condicién necesaria para la existencia equilibrios relativos en M.

2RS(R? —13) 2, B z": mj (R2 + 7’]2)2 (z; — 21) (R? + 2.25)

1 3 _ 3
(R2+r3) Pl |z; — zi|” IR? + Zj 2]

El resultado anterior es de gran importancia dado que eliminé la dependencia de la velocidad
y la aceleracién de los cuerpos en la ecuacién que genera equilibrios relativos en M.
A diferencia de los capitulos anteriores, aqui estamos estudiando no sélo una familia de
soluciones sino todos los equilibrios relativos paran =2y n = 3.
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z
M
vl
///7\

Figura 6.4: Representacion del problema de dos cuerpos en M y en S%
6.5. Equilibrios relativos para n =2

El problema de los dos cuerpos en espacios con curvatura positiva ha sido estudiado por
varios autores [6, 8, 41, 59, 62], este se divide en dos casos. El primero de ellos es llamado
el problema de Kepler en espacios con curvatura positiva, donde suponen que uno de los
cuerpos se encuentra fijo en uno de los polos mientras que el segundo cuerpo se mueve
atraido por el primero.

En el otro caso, los cuerpos se mueven libremente sobre la superficie curvada, sin embargo el
centro de masa no es una primera integral por lo que el problema es no integrable [62, 67].
Por lo tanto, encontraremos los equilibrios relativos para un problema no integrable usando
la accién del subgrupo de un paramétro { Hy(t) }icr.

Para un sistema de dos cuerpos en el espacio M con masas my, my > 0, el sistema de
ecuaciones algebraicas (6.28) se encuentra dado por

2RO(R*—71) 21 ma(R2+72)" (20— 21) (R2+ 215)

— ) (6.31)
(R2 + r2)* |20 — 21> |R2 4 202 °

2R6 (R2 — T%) Z9 _ _m1 (R2 + T%)2 (21 — ZQ) (RQ + 2221) (6 32)
(R2 +r2)* |21 — 2* |R2 4 2125 ’ '

Realizando un poco de algebra en las ecuaciones anteriores obtenemos el siguiente sistema
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2R® (R — 12) 21 |25 — 21|° [R? + 22| ( )
- 21 — R2),
ms (R2 +72)° (R2 +r2)* (R2 + 215,)
2RC (R? — 12 — 2 |R? + Z12|°
( r3) 22 |21 — 2| R + 2129 — (=)

my (R2+712)° (R2 +r2)" (R + 27))

~—

Simplificamos las ecuaciones anteriores y evitando las singularidades obtenemos

(R? + T%)Q (R* —1?) m_ _ZQR2 + 21 |2
(R?—r3) R2+7)"ms 2R+ 2|zl

Como ya vimos, los cuerpos se mueven en circulo paralelos al plano x—y por lo que podemos
suponer que |z;| = 7, reescribimos la ecuacién anterior como una ecuacién polinomial de
la forma

0== [mi (R?+13)° (R? = 1) R? - ma (R? = 1) (R? + 1) 13

25 [ma (R = 13) (R +78) R+ my (R? +13)° (R? = 1%) 73] (6.33)

El polinomio anterior nos da la existencia de equilibrios relativos para dos cuerpos con
masas m; y ms, donde los cuerpos estan posicionados en los circulos con radio 71 y 79
respectivamente. En la Figura 6.6 mostramos dos cuerpos en el plano M% y |a representacién
de los mismos en la esfera S%.

6.5.1. Dos masas en el mismo circulo.

Ahora supongamos que los dos cuerpos se encuentran en la misma 6rbita circular con radio
. = 19 = 1 en el espacio M%, esto en la esfera es equivalente a que los cuerpos se
encuentren en el mismo plano ortogonal al eje de rotacién z.

Teorema 25. Para el problema de los dos cuerpos en M%., supongamos que ambos cuerpos
se mueven en el mismo circulo con radio r # R.. Entonces la configuracién es un equilibrio
relativo si y sélo si los cuerpos con masas my y msy son iguales y son antipodales en el
circulo (ver Figura 6.6).
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Demostracion.

Usaremos la ecuacién (6.33) y el hecho de que r := r; = ry obtenemos
0= (R2 + 7"2)2 (R2 — r2) {zl [m1R2 + mgrﬂ + 25 [mQRQ + mlrz] } ,

como 7 # R podemos simplifica la ecuacién anterior obteniendo la siguiente expresion

0=2 [m1R2 + m27“2} + 29 [m2R2 + m1r2] ) (6.34)

Supongamos que las masas son iguales m; = mao, se sigue que

am [R? 4+ r?] = —zm [R* + 7],

lo cual implica que z; = —z5, en otras palabras los cuerpos se encuentran en lados opuestos
del mismo circulo.

Por otro lado, despejamos la variable z; de la ecuacién (6.34) y calculando el médulo de
25 obtenemos la siguiente relacion

R L el e

usando la condicién |z1| = |z2| = r y simplificando tenemos

m1R2 + m27’2

m2R2 -+ m17“2 ’

como todos los valores son positivos, la ecuacién anterior es equivalente a

my (R2 — 7’2) = My (R2 — r2) .
Dado que r # R se tiene que las masas de los dos cuerpos son iguales m; = mo, por lo
tanto los cuerpos estan en lados opuestos del circulo (ver Figuras 6.5y 6.6).

Corolario 4. Para el problema de los dos cuerpos en M., supongamos que el cuerpo con
masa m; esta sobre el circulo geodésico de radio R. Entonces la configuracion del sistema
no es un equilibrio relativo.
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Figura 6.5: Equilibrios relativos para n = 2 en el mismo circulo con masas iguales ubicadas
en el hemisferio Norte.

1

|~

S
g

T2

Figura 6.6: Equilibrios relativos para n = 2 en el mismo circulo con masas iguales ubicadas
en el hemisferio Sur.
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Demostracion.

Usando la ecuacién (6.33) y el hecho de que el cuerpo con masa m; esta sobre el circulo
geodésico, es decir r; = R obtenemos

= 4m,R* (R2 — r%) [zlrg + 22R2] .

Simplificando la ecuacién anterior obtenemos la relacion entre las posiciones de los cuerpos
con masas my y meo.

Z9 R2

2 )
)

(6.35)

21 =

observemos que z; y 2z pertenecen al conjunto de singularidades A~ de las ecuaciones de
movimiento. Por lo tanto, no existen equilibrios relativos si uno de los cuerpos esta en el
circulo geodésico.

Ya mostramos la existencia de equilibrios relativos cuando ambos cuerpos estan en el mismo
circulo en M o visto desde la esfera S los cuerpos estan en el mismo plano ortogonal al
eje de rotacién.

6.5.2. Dos masas en distintos circulos

A continuacién mostraremos la relacién entre las masas cuando los cuerpos no se encuentran
en el mismo circulo en el espacio M que generan equilibrios relativos degenerados, estos
equilibrios relativos corresponden a una bifurcacién para el problema de los dos cuerpos.

Lema 9. Para el problema de los dos cuerpos en M, una condicién necesaria y suficiente
para la existencia de equilibrios relativos degenerados es que la relacion de sus posiciones
sea la siguiente

zlzi<1i\/§>R, 22:i<1i\/§>R,
donde las masas deben de satisfacer alguna de las siguientes condiciones
(2-v2)° (2+v3)°

Mg = My, My = —— 5 M, Mo = ——— =5 M1.

(2+v2)

=S
~—
—~
N}
|
9
~—
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Demostracion.

Sin pérdida de generalidad, fijemos la posiciéon del cuerpo con masa m; > 0 en el punto
21 = r1 = « € R. Para evitar confusiones con la notacién, denotamos la posicién del cuerpo
con masa mgy Como |zp| = 19 =1y 29 = z. Aplicando estos supuestos en la ecuacién (6.33)
obteniendo una ecuacién algebraica para la variable z.

m; (R? — a?) (R +12)° R2 + my (R? — 12) (R? + a?)”r?
my (R? — a?) (R? +72)* a2 + my (R? — r?) (R? + 0?)* R?

a, (6.36)

z=—

junto con el hecho de que el cuerpo con masa m; esta en el eje real se sigue que el cuerpo
con masa my también se encuentra en el eje real. Ademas, usando la condicién |z| = en
la ecuacién anterior obtenemos

[ar + RQ} [ml (R2 + r2)2 (R2 — ozz) a — Mo (R2 — 7"2) (R2 + 0z2)2 r} =0.

La ecuacién tiene solucién si

r= E, o bien, (6.37)

my (R + 7"2)2 (R*—a’)a—my (R* + a2)2 (R*—r*)r=0. (6.38)

Para obtener la posicion del cuerpo con masa my tomemos la primera solucién (6.37) y la
sustituimos en la ecuacién (6.36), entonces el valor de z es

R2
p=—— (6.39)

«

pero z es antipodal al punto z; = « definido en (6.10), en otras palabras la solucién (6.37)
no genera equilibrios en M.

Por lo tanto, para probar la existencia de los equilibrios relativos necesitamos encontrar las
soluciones reales de la ecuacién (6.38). Sea

f(z) =mia (R* —o?) (R*+ x2)2 —ms (R* + a2)2 (R*z — 2%), (6.40)

una funcién real donde su derivada se encuentra dada por
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[ (z) =dzmia (R? — o) (R*+ 2%) —my (R* + oz2)2 (R* — 32%). (6.41)

Empezaremos estudiando las raices dobles de f(x), para ello resolveremos el sistema con-
formado por la funcién y su derivada como se muestra a continuacién

4 [mla (R2—a?) (R2+22)? —my (R24+ a2’ (R2Zz — %) = 0
(R? + 2?) [4xm1a (R2 — 0a?) (R +22) —my (R2+ 02’ (R2—322)| = 0

Como z = 0 no es raiz de f y el valor de (R* + 2%) nunca es cero, entonces el sistema es
equivalente a resolver

4z f(x) = 0,
(R2+22) f(z) = O.

Resolviendo el sistema obtenemos la ecuacién

[(R? — 32%)(R* + 2°) — da(R%z — 2%)] =0,

Usando la férmula general encontramos las soluciones de la ecuacién anterior para x

r==+1/3+ 2V2R,

notemos ademas que tenemos la siguiente igualdad (3 +2v2) = (1 + \/5)2 y por simetria
de la ecuacién (6.38) se tienen los valores para «

xzi(li\@)R, a:i<1i\/§>R, (6.42)

donde z; = x y 25 = . Ademas la relacién entre las masas se obtienen usando la ecuacion
(6.40)

sustituyendo las soluciones (6.42) en la relacién anterior obtenemos
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Figura 6.7: Equilibrios relativos para dos cuerpos con masas my = m; y posiciones r; =

~(1£V2)R, o= (1+£V2)R.

£ (1= V)R] (15 v2) (-1 VD)’

. (6.43)
(1= VIR (1£v2) (1)

mo = M

Por lo tanto para obtener equilibrios relativos los cuerpos deben de satisfacer alguna de las
siguientes relaciones de masa

-

Mo =M1, Mo = —""—5M1, M2=

(2+v2)

3

@+v2) ﬁ)le. (6.44)
V2

\V)
—~
\)
|

Estas relaciones generan cuatro equilibrios relativos distintos. En la Figura (6.7) mostramos
cuando uno de los cuerpos esta ubicado en el hemisferio Norte y otro en el hemisferio Sur,
y las masas son iguales m; = ms. Los otros dos equilibrios relativos corresponden a las dos
altimas ecuaciones de (6.44), en las Figuras 6.8 y 6.9) se muestran las configuraciones. B

6.6. Equilibrios relativos para n =3

Supongamos que tenemos tres cuerpos con masas m;, mso y ms interactuando en el espa-
cio M%, donde sus posiciones son z;, 2, y 23 respectivamente. El sistema de ecuaciones
algebraicas que generan equilibrios relativos en M es:
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Figura 6.8: Equilibrios relativos para dos cuerpos con masas my = my

n=-(1+v2)R, rn=(1-V2)R.

Figura 6.9: Equilibrios relativos para dos cuerpos con masas my = m

le_(l_ﬁ>R'T2:(1+\/§)R'

(2+v2)°

G2y

(2-va)

y posiciones

y posiciones
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2R6 (R2 — T%) 21 . mo (R2 + 7’%)2 (ZQ - 21) <R2 + 2122)

(R2 +r2)* |20 — 21> |R2 + 221 °

) (6.45)
_ ms (R2 + T‘g) (23 — 21) <R2 + 2123>
|Zg — 21|3 |R2 + 5321’3 ’
2R6 (R2 — T%) Z9 _ my (R2 + T%)Q (Zl — 22) (R2 + 2221>
(R2 +13)" |21 — 22]° |R2 + 212 (6.46)
- ms(R2+73)° (25 — 20) (R2 + 225)
|23 _22|3|R2+2322’3 ’
2RC(R?—13) 25 mi (R2+1])" (21— 2) (R + 271)
(R2 + T§)4 |Zl — 2’3|3 |].:{,2 + 212’3|3 (6 47)

meo (R2 + 7‘%)2 (2’2 — 23) (R2 + Zgig)
|22 — 23" [R? + Zy25]"

Y

Observemos que si el namero de cuerpos aumenta, resolver el sistema de ecuaciones alge-
braicas se vuelve mucho mas complejo. Debido a esto analizaremos dos tipos de configura-
ciones especificas: los equilibrios relativos Eulerianos y los equilibrios relativos Lagrangianos.

6.6.1. Equilibrios relativos Eulerianos.

Consideremos el problema de los tres cuerpos posicionados en la misma linea geodésica
donde el cuerpo con masa m; estd en el origen z; = 0 y los cuerpos con masas My
y mgz estan los circulos de radio r, y 73 respectivamente. Recordemos que este tipo de
configuraciones son soluciones, en la Figura (6.10) mostramos la posicién de los cuerpos
en el espacio M y en S%.

Aplicando una rotacién conveniente en M% asumimos, sin pérdida de generalidad, que los
cuerpos con masas my y mg estan sobre el eje real, es decir, 2o = a y z3 = —r donde
a,r € R*. Reescribiendo el sistema de ecuaciones (6.45-6.47) obtenemos:

my (R? + a?)? L e (R? +12)°
2 Y

(6.48)

a? r

2R6(R2—a2)a:@_ mg(R2+r2)2 (6.49)
(R? + a2)* a>  (r+a)®(R2?—ar)” '
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Figura 6.10: Equilibrios relativos Eulerianos en el hemisferio Sur

2RO(R* —r?)r  my my (R? + a2)?
(R2 4 r2)* 2 (a+71)* (R2 —ar)’

, (6.50)

Usando el sistema de ecuaciones obtendremos las condiciones para la existencia de equili-
brios relativos Eulerianos en M.

Teorema 26. Para el problema de los tres cuerpos en M, supongamos que el cuerpo
con masa m; = M esta posicionado en el origen del sistema coordenado y las masas de
los cuerpos restantes son iguales mo = ms = m. Entonces existen equilibrios relativos si y
sélo si los cuerpos con masa m estan en lugares opuestos del mismo circulo.

Demostracion.

Supongamos que my = m3 = m entonces la ecuacién (6.48) es de la forma

ar? —r (a2 + Rz) +aR* =0,
las soluciones del polinomio son r = a o 7 = —R?/a. Por lo tanto, la posicién del cuerpo
con masa mj3 es z3 = —a, o bien 23 = —R?/a.

Observemos que el altimo valor para z3 es antipodal al cuerpo con masa my por lo que
genera una singularidad en las ecuaciones de movimiento. En conclusién, la anica solucién
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para z3 es 23 = r, en otras palabras existen equilibrios relativos Eulerianos si los cuerpos
con masas my = ms3 = m estan posicionados en lados opuestos del mismo circulo.

Por otro lado, supongamos que ambos cuerpos se encuentran en lados opuestos del mismo
circulo r = a, y usando el hecho de que a = |23] = r en la ecuacién (6.48) tenemos la
siguiente expresion

(r + R?)’

(mg - Wl3) 12 = 07

donde el segundo término siempre es positivo, esto implica que existen equilibrios relativos
Eulerianos si las masas my y ms son iguales.

Ademas para que existan equilibrios relativos Eulerianos, obtendremos una condicién en
términos de las masas, para ello sustituimos » = a 'y m; = M en la ecuacién (6.49),

2R (R* —r?)r M m (R? + r2)2

=— — : 6.51
(R2 + 7"2)4 2 4r2 (R2 — 7“2)2 (6.51)

simplificando la ecuacién anterior se tiene el siguiente polinomio
8RO (R2 — 12)* —4M (R? — 1) (R2+ )" + m (R + )" = 0. (6.52)

Despejamos la variable M de la ecuacién anterior tenemos

R2 2\6 SR6y3 2_R23
M:m( +7°)+2 e (r i ) (6.53)
4(r? —R2)* (R2 +12)

La expresion anterior relaciona el valor la masa M con la posiciones y la masa de los cuerpos
restantes. [}

Llamaremos a este tipo de dérbicas como equilibrios relativos Eulerianos de tipo isésceles,
estos corresponden a la familia de equilibrios relativos que estudiamos en la seccién 2.2 del
capitulo 2. Recodemos que en la esfera Sk estudiamos una familia particular de equilibrios
relativos Eulerianos, en cambio en el espacio M¥ podemos estudiar todos los equilibrios
relativos Eulerianos, en otras palabras no sélo estudiamos una familia de equilibrios relativos.
A continuacién estudiaremos la existencia de los equilibrios relativos Eulerianos cuando las
masas de los tres cuerpos son distintas.
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Teorema 27. Consideremos el problema de los tres cuerpos en M donde las masas
my, My, M3 estan ubicadas en la misma linea geodésica y el cuerpo con masa m; esta
posicionada en el origen. Entonces para dos valores a*,b* € [0, R] tales que para cada
a € [0,a*] yb € [b*,R], existen dos puntos r y r* tales que cuando los cuerpos con masas
meo, ma estan en los circulos de radio zo = a y z3 = —r o bien zo = b y z3 = —r*. Esta
configuracién correspondiente a un equilibrio relativo Euleriano y las masas satisfacen las
ecuaciones (6.49 y 6.50) del sistema.

Demostracion.

De la ecuacién (6.48) tenemos la siguiente expresion

r a

= 6.54

vms (r2+R2?) /may(a® +R?)’ (6.54)

Haremos un analisis geométrico para encontrar los valores que satisfacen la ecuacién ante-
rior. Consideremos la pareja de funciones fo(z) y f3(z) reales continuas.

o) = = fle) = =

T)=———— T)=—=5——.

2 Jma R2 + 227 7° vms R2 + 22

Notemos que si m3 < my entonces f3(x) > fo (z) para todo x > 0, en consecuencia el
conjunto f>([0,R]) esta contenido en el conjunto f3([0, R]). Ademas se alcanza el valor

maximo de fo y f3 en el punto x = R, fijémonos en el valor f5(R) = QR\I/nTQ' Como se

observa en la Figura 6.11, para cualquier valor de f,(a) € (O, %) existen dos puntos

r < Ry r* > R tales que se satisfacen las siguientes relaciones

fala) = fs(r),  fala) = f3(r"). (6.55)

Para un valor fijo de a, resolvemos la ecuacién (6.54) en términos de la variable a, obteniendo

R s

r= ,

2a
J22 (a® + R?) + /22 (a® + R?)” - 4a°R?
" 2a ’

como 0 < mg < msg, entonces 7, r* € R. Por lo tanto los cuerpos deben estar posicionados
enz; =0, 20 =ayz3=ro0 23 =r* ademas el cuerpos con masa m3 no es antipodal
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1
2RVm,

fa(a)

Figura 6.11: Grafica de las funciones f(x) y f3(x) para los valores R =1, a = 0.5, my = 3
y mg = 2.

al cuerpo con masa my por lo tanto la configuraciéon mencionada es un equilibrio relativo
Euleriano.

Notemos que el equilibrio relativo Euleriano obtenido tiene masas distintas para un valor a
fijo. Sin embargo, no es claro que para todo z = a se pueda generar un equilibrio relativo.
Por lo tanto buscaremos las condiciones necesarias en a para que este valor genere equilibrios
relativos Eulerianos, multiplicando por m; (a2 + R2)* ambos lados de la ecuacion (6.49) y
por —ms (r2 + R2)? la ecuacién (6.50) obtenemos

R’ [a(R* —a®)my 1 (R*—1?)my

- +

1| Ry (R2 + 12)°
ma _m2 (a2 + R2)2 X ms (7'2 + R2)2 0
8R3 a? 72 -

Imponiendo la relacién (6.54) en la ecuacién anterior obtenemos una expresién para las
masas y sus posiciones

(R*—d%)a (R —7r?)r

5 = Mg————. (6.56)
(R? 4 a?) (R? 4 12)

mao

De manera similar al caso anterior, definimos las siguientes funciones auxiliares
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92(a)

(2 =Rz (2 —R?)x
T (R2 + 22)?

Notemos que, si m3 < mgy entonces g3(z) < go(z) para todo = € (0, RJ.

Sea A el minimo de la funcién g3 (z) en el intervalo (0,R] y por el Teorema del valor
intermedio existen dos puntos a*, b* € (0, R] tales que

g2 (a*)=A=go(b").

El conjunto ¢3([0, R]) esta contenido en g2([0, R]) y ambas funciones desaparecen en los
puntos x = 0, x = R.. Sea a € [0, a*] entonces existe un Gnico punto r € [0, a*] tal que

(r* —=R*)r
m 72-
(75 r7)

Hemos obtenido una solucién para la ecuacién (6.56) y usando el mismo argumento de-
mostramos que para cualquier b € [b*, R| existe r* € [b, R] tal que g2 (b) = g3 (r*). En la
Figura 6.13 se pueden observar los equilibrios relativos que demostramos en este teorema.
[

Ya hemos encontrado todos los equilibrios relativos Eulerianos del espacio M%, a contin-
uacién estudiaremos los equilibrios relativos Lagrangianos en M.
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Figura 6.13: Representacion de los equilibrios relativos Eulerianos que satisfacen la ecuacién
6.54. La linea punteada es el radio R = 1.5, a = 1 es un valor fijo dado y z3 = r o bien
23 = 1¥.

6.6.2. Equilibrios relativos Lagrangianos

Cuando estudiamos la familia particular de equilibrios relativos en la esfera S en el capitulo
2 demostramos que si las masas estan en los vértices de un tridngulo entonces éstos generan
un equilibrio relativo Lagrangiano sélo si sus masas son iguales. Ademas, mostramos que
las masas tienen que rotar sobre el mismo circulo ortogonal al eje de rotacion.

Debido a que las ecuaciones de movimiento son equivalentes en la esfera Sk y en el espacio
M3 (ver Apéndice A) entonces existen equilibrios relativos Lagrangianos si las masas son
iguales y estan en el mismo plano ortogonal al eje de rotacién. Por lo que para el espacio
M2, basta con analizar el caso donde las masas de los cuerpos son iguales y se mueven sobre
el mismo circulo. A continuacién mostraremos que este hecho es una condicién necesaria y
suficiente para la existencia de equilibrios relativos Lagrangianos.

Teorema 28. Para el problema de los tres cuerpos en Mz, donde las masas m, my y
ms son iguales y ademas los cuerpos estan en el mismo circulo de radio r. Entonces esta
configuracion es un equilibrio relativo Lagrangiano si y sélo si los tres cuerpos forman un
triangulo equilatero en M.

Demostracion.

Supongamos que las masas son iguales y se encuentran posicionados en el circulo de radio
r. Sin pérdida de generalidad, ubicamos el cuerpo con masa m; sobre el eje real, esto es
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Figura 6.14: Equilibrios relativos Lagrangianos

z1 = r y los cuerpos restantes estan en el mismo circulo como se muestra en la Figura
6.14. Reescribiendo las ecuaciones de movimiento (6.45, 6.46, 6.47) obtenemos el sistema

2R (R? —r?)r (1) (R? +1z) (23 — 1) (R*+1Zz3)

__ _ , 6.57
m (R? 4 12)° |22 —r\3\R2+7‘22|3 |23—7"!3|R2+7’53\3 (6:57)

2RO (R? —1?) 29 _ (r —23) (R* +r2) (= 2) (R? + 2923) (6.58)
m (R2 +7r2)° Ir— 2 [R2+ 72> |23 — 2)* |R2 + 232> '

2RO (R? —1?) 23 _ (r — 23) (R% + 237) (20 — 23) (R% + 2323) (6.59)

m (R2 + 7"2)6 a lr — 23|3 IR2 + T23|3 - |20 — 23|3 IR? + 2223|37

Como el cuerpo con masa msy y mg reescribimos su posicién aprovechando el hecho que
estamos en el plano complejo, es decir 2o = re'® y z3 = re'®. Sustituyendo este cambio
de variable en el sistema de ecuaciones y separando la parte real de la compleja obtenemos
el siguiente sistema de dos ecuaciones

1 — cos by N 1 — cos (05 — 6s) 2 (1 — cosfs)

= = 6.60

D12 D23 D13 ( )
sin (92 sin (‘93 — 82)

+ = 0 6.61

D12 D23 ( )

donde



Capitulo 6. Modelo Intrinseco para superficies con curvatura K > 0 143

Dy = 87/2°R3 (1 — cos 92)3/2 (7“4 + R* + 2r°R? cos 92)3/2 ,
Dy = 82°R3 (1 — cos 93)3/2 (7‘4 + R* + 2r°R? cos 93)3/2 ,

Doy = 82rR3[1 — cos (6, — 65)]*/* [ + R + 2r*R? cos (6 — 93)}3/2 :

Tomando la ecuacién (6.60) y la identidad sin® () = (1 — cos 6)/2 obtenemos la siguiente
expresion

sin2 (93;92> 2 (r2 _ R2)4 + r2R2 sin? (93;62) 3 B 1 — sin2 (93;92)
sin® ( (r2 — R2)4 + r2R2sin? (92) B 2

aplicamos el cambio de variables u = sin® (M) y v = sin? (

2
anterior

02

3), simplificamos la ecuacién

u? (1 — ) |:(T2 — R2)4 + 7“21:{2143 =v* (1 —u) [(7‘2 — R2)4 + T2R2v]3

Notemos que tiene solucién real si y sélo si u = v, en otras palabras se cumple sin? (@) =

sin” (2) o 03 = 26,. Sustituyendo estos valores en la ecuacién (6.61) se tiene

1—costh  (R"4 1"+ 2r%cos 292)3
1 — cos 20, (R* + r* + 272 cos 92)3 .

Sea w = cosfy y s = cos 205, aplicamos otro cambio de variable para la ecuacién anterior,
obteniendo el polinomio

(1-—w) (R +r'+ 2r2R2w)3 =—(1-s)(R*"+r"+ 2r2R23)3 :

donde su nica solucidn real es s = w, esto es cos #, = cos 205. Por lo tanto

21 4w

6y =0, 1
2 7373

, 2m.

Los valores ; = 0 y 05 = 27 generan una singularidad en las ecuaciones de movimiento.
En consecuencia, los tGnicos valores posibles son:
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Notemos que si 0y = 2?” y 03 = %’r, se satisface el sistema anterior y la configuracion
corresponde a un tridngulo equilatero en M. |

Finalmente, encontramos todos los equilibrios relativos para n = 2 y n = 3 en M%, la
dificultad en el manejo de las ecuaciones aumenta considerablemente a medida que los
cuerpos crece. El uso de la proyeccion estereografica nos permitié dar una caracterizacién
en términos de funciones racionales de los equilibrios relativos.

Notemos que en el espacio R? sélo estudiamos una familia particular de equilibrios relativos,
mientras que en M dimos una caracterizacion de todos los equilibrios relativos. El costo
de haber usado la proyeccién estereografica es que la velocidad angular w es la misma para
todos los cuerpos.



CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Planteamos el problema de los n cuerpos en superficies con curvatura Gaussiana K cons-
tante haciendo uso de resultados importantes de la Geometria Diferencial y el potencial
cotangente. Obtenemos las ecuaciones de movimiento de manera analoga al caso clasico
(K # 0) asi como sus primeras integrales y singularidades.

Por la complejidad de las ecuaciones, empezamos estudiando solo una familia particular de
equilibrios relativos en la esfera y en el hiperboloide. Recordemos que en esta familia de
soluciones restringimos los cuerpos al mismo plano ortogonal al eje de rotacién y junto con la
simetria de las superficies encontramos las relaciones entre las masas de los cuerpos y de la
velocidad angular. También obtenemoss la forma general de las ecuaciones algebraicas que
generan equilibrios relativos y finalmente damos las condiciones necesarias para la existencia
de equilibrios relativos para dos y tres cuerpos.

Ya que obtenemos las condiciones para generar equilibrios relativos, empezamos con el estu-
dio las soluciones homograficas, es decir aquellas soluciones cuya configuracién permanece
similar a ella misma para todo tiempo, donde los cuerpos rotan alrededor de un eje y se
dilatan o se contraen. De manera similar a los equilibrios relativos estudiamos una familia
particular de soluciones homogréaficas en la esfera y en el hiperboloide. Finalmente damos
una clasificacién completa de las mismas.

En el problema de los n cuerpos curvado, la manipulacién algebraica de las ecuaciones
que generan todos equilibrios relativos es mucho mas tediosa que estudiar solo una familia
particular de los mismos. Debido a esto, estudiamos el problema de los n cuerpos en el
modelo intrinseco haciendo uso de la proyeccidn estereografica. Esto nos permite encontrar
todos los equilibrios relativos en superficies con curvatura positiva. Trabajamos las ecua-
ciones de movimiento para obtener una clasificacién de las soluciones homograficas en este
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modelo, desafortunadamente las ecuaciones que describen el movimiento en este modelo
son demasiado complejas para manipularlas de forma adecuada.

Usando la proyeccién estereografica y teoria de grupos encontramos las ecuaciones alge-
braicas que satisfacen los equilibrios relativos para n = 2,3, en otras palabras pasar al
modelo intrinseco nos permite eliminar la dependencia del tiempo en las posiciones y ve-
locidades cuando tenemos dos o tres cuerpos. Logramos encontrar otros equilibrios relativos,
bajo ciertas condiciones y simetrias, distintos a los estudiados en la esfera S%.

Finalmente para el estudio de los equilibrios relativos en superficies con curvatura negativa,
el analisis es similar al caso positivo. Este material se discuti6 y se trabajé con el asesor pero
decidimos no incluirlo en este trabajo. En lugar de obtener las ecuaciones de movimiento
en el plano complejo M%, se trabajan las ecuaciones en el disco de Poincaré o en la parte
superior del plano de Poincaré. Recordemos que en superficies negativas es necesario analizar
los equilibrios relativos de tipo elipticos y de tipo hiperbdlico. Los detalles del mismo se
pueden consultar en el trabajo de los autores F. Diacu, E. Pérez Chavela y J. Reyes-Victoria
[23].

Notemos que para el estudio de los equilibrios relativos, empezamos obteniendo las ecua-
ciones en la esfera o en el hiperboloide, es decir en el espacio R? y R%*! respectivamente
para tener una primera nocién del movimiento de los cuerpos en estas superficies. Después
pasamos al modelo intrinseco, el cual nos permite obtener equilibrios relativos adicionales
para dos y tres cuerpos. Recordemos que haciendo uso de la proyeccion estereografica fuimos
capaces de pasar de la esfera al modelo intrinsico, y de hecho en el apéndice probabmos la
equivalencia de las ecuaciones de movimiento por lo que es posible saltar de un modelo a
otro para encontrar otro tipo de soluciones.

Hasta ahora hemos encontrado las soluciones mas sencillas, es decir los equilibrios relativos
en el modelo intrinseco y una familia de soluciones homograficas; pero aln resta encontrar
otro tipo de familia o familias de soluciones periédicas en superficies encajadas en los
espacios R? o R*!, o bien en el modelo intrinseco.

Por otro lado, dado que el estudio de las érbitas en superficies curvadas es reciente, aln es
necesario explotar las herramientas que tenemos actualmente para analizar el movimiento
de los cuerpos en estas superficies. Ya se ha estudiado la estabilidad de las soluciones que
conocemos hasta ahora pero atin hay mucho trabajo por hacer. Uno de ellos seria estudiar
el problema 3 4 1, esto es estudiar la interacion de los cuerpos donde tres de ellos tienen
masas finitas y el cuerpo restante una masa infinitesimal.



APENDICE A

EQUIVALENCIA DE LOS MODELOS S§ Y Mz

Hemos obtenido las ecuaciones de movimiento para los espacios S% y M, en este apéndice
probaremos la equivalencia de las ecuaciones para ambos espacios.

Las ecuaciones de movimiento (1.34) para el problema de los n cuerpos en la esfera Sk se
obtuvieron en la seccién 1.3 y en el altimo capitulo para el espacio M.

Imponiendo la condicién KQy - Qi = 1 en la ecuacién (1.32) tenemos
mpm; K'? (KQy - Q;)

Uk (Q) = =), Al
@ j;ﬂc [1—(KQk'Qj)2]/ A

usando las ecuaciones de la proyeccion estereografica, expresamos Qy, - Q; en términos de
las variables complejas 2 y z;

2R,4 (zkij + ijk’) + R2 <|2k|2 - RQ) (|Zj|2 — RQ)

Q- Qj = (|Zk|2 +R2) (|Zj|2 +R2)

Sustituyendo la ecuacién anterior en el potencial y usando las ecuaciones de la proyeccién
estereografica (6.1), reescribiremos la energia potencial como sigue
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1 2R4(zk2j+zj2k)+R2(\Zk|2—R2)<|Zj‘2_R2)
n_ Mk R3 (Iza>+R2) (|z; P+R2)
Uk (Q) = Z LR 911/2 ’
jzl,k# re [R*— (Qi- Q)]

_ Z — 2R2 (212 + 2;21) + (’%’2 - RQ) <|Zj|2 - R2)
_ R 2R |z; — 2| |R? + Z; 2 ’

por lo tanto Uk (Q) = Ur(z, z). Ahora mostraremos que los gradientes son iguales, el
gradiente del potencial (1.32) en variables complejas es:

Uk (Q 0Q
V.U — A2
sz Z Qi K 62k7 ( )
donde el términ
- mkm'K3/2 [Q‘ - (KQk : Q‘) Qk} 0Qx
Uk(Q) = ( > ’ ’ ey e (A3)
=L [1— (KQi- Q)]
Las coordenadas de la particula Qi € S& en términos de 2, y z son
Q= R’ (2 + ) —¢R2 (2 — %) R(z% —R?) (A4)
J ngj + R2 ’ ijkz + R2 ’ ijj + R2 ’ .
calculando %%: tenemos
0 R?
Qe _ (—22+ R%i (2 + R?) ,2Rz) (A5)

0z - (’Zk’2+R2)2

0Qr 2R [(|z° — (2% + %) —R*) & + (la]' + R?) 2]
0Zk (\zj|2+R2) (|zk|2+R2)

de la altima ecuacién tenemos que Qy - %% = 0. Usando este hecho en la ecuacién (A.3)
obtenemos

Qj ' ) (A6)

azk B =1, |:1 _ (KQz . Q])2] 3/2 J 82}9 )
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En variable compleja la ecuacién anterior es

aUK (Q) _ Zn: mkmj (R2 + |Zk|2) (R2 + |Zj|2) (RQ + ijk) (Zj — Zk)

por lo tanto

Hemos probado la equivalencia de los potenciales y de sus gradientes. Para terminar con la
demostracién mostraremos que las energias cinéticas (1.24) y (6.12) son equivalentes.

Derivando la ecuacién (A.4) obtenemos las coordenadas para la velocidad Qg

R%%(R? — 22) + 2z (R* — 22) iR?[Z, (R* + 22) — 2, (R? + 2})]
(zrzr + R2)? ’ a (zrzr + R2)?
R3 (21.2k + 212k)
(22, + R2)?

9

)
por lo que el producto punto es

Q- Qi = M|

Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién de la energia cinética (1.24) tenemos

Tk (q,p) = %mel (i - pi) (Kai © qi)

Notemos que las expresiones para la energia cinética son equivalentes, por lo tanto el sistema
de ecuaciones (1.34) y (6.14) describen la misma dinamica.

Hemos obtenido las ecuaciones de movimiento para el espacio M y hemos probado que
los modelos son equivalentes. Notemos que disminuimos la dimensién de nuestro problema
en el espacio M%, esto nos permitira encontrar otros tipos de equilibrios relativos distintos
a los que se encontraron en la esfera Sk.
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