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Resumen

En el presente trabajo se estudié de manera tedrica como es que se ven afectadas las
distintas propiedades correspondientes a los &tomos de capa cerrada He, Be, Ne, Mg y Ar
cuando cada uno de ellos se encuentra restringido espacialmente (confinado). Para logar
ese proposito, el confinamiento fue impuesto centrando al d&tomo dentro de una esfera
de pared penetrable y radio R.; en este contexto, el término pared pentrable se refiere a
que ni la funcién de onda ni la densidad electrénica son canceladas en la superficie de
confinamiento. Los calculos de estructura electrénica fueron realizados dentro de la teoria
de funcionales de la densidad en su forma mds exitosa, conocida como el método de
Kohn-Sham implementado en el c6digo MEXICA-C. La funcién de onda fue construida
a partir de un conjunto de funciones de base disefiado dentro del método Hartree-Fock;
este conjunto contiene el comportamiento asint6tico correcto en la region r > R..

Los funcionales considerados en este estudio para modelar el intercambio y la correla-
cién son Dirac, PW92 (correspondientes a la aproximacién LDA), Becke88 y LYP (corres-
pondientes a la aproximaciéon GGA). Los elementos de matriz inherentes al método de
Kohn-Sham debidos al potencial de intercambio y correlacién asi como las correspondie-
netes energias de intercambio y correlacion fueron evaluadas numéricamente a partir de
la construccién de una malla radial tipo Froese-Fischer y una interpolacién de Lagrange
de segundo orden.

Los efectos debidos al confinamiento en la energia orbital y la energia total, asi co-
mo cada una de sus diferentes contribuciones (energia cinética, energia potencial nticleo-
electrén, electrén-electrén y energia de intercambio) son discutidos cuando se utilizan
dos funcionales tinicamente de intercambio (Dirac y Becke88). Estos resultados fueron
constrastados con aquellos obtenidos por el método Hartree-Fock (el cual contiene lo
que se denomina el intercambio exacto) con la finalidad de analizar el desempefio que
tienen ambos funcionales. Posteriormente, en este estudio es incluida la contribucién de-
bida a la correlacién electrénica y nuevamente se discuten los efectos provocados por el

confinamiento sobre las energias orbital y total.
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Capitulo 1

Introduccion

La estructura electrénica correspondiente a los electrones que conforman un atomo
resulta ser fundamental en la comprensién de sus propiedades (tales como el potencial de
ionizacién o la finidad electronica) y por supuesto de su reactividad, modelar de manera
tedrica como se ve afectada cuando un dtomo se encuentra restringido espacialmente
(confinado) resulta ser crucial puesto que, de esta manera se tiene una descripcién més
precisa del sistema atémico de interés. En la naturaleza lo que pudiera denominarse como
atomo libre es ficticio, no existe un dtomo completamente aislado que no experimente
alguna fuerza o interaccién de algun tipo, en lugar de eso, es posible encontrar sistemas
sujetos a restricciones espaciales, por ejemplo, cualquiera de los &tomos que componen
un metal sélido como la plata, oro, cobre, etc.

Otros casos en los que es posible hallar &tomos e incluso moléculas restringidos es-
pacialmente es cuando éstos se encuentran inmersos dentro de cavidades formadas por
zeolitas (Bedioui, 1995) o rodeados por determinada cantidad de moléculas de agua for-
mando una especie de jaula dando lugar a lo que se denomina un clatrato (Mao y col,,
2002). Inclusive en afios recientes ha sido posible insertar &tomos sintéticamente dentro
de una estructura con forma de balén de fatbol compuesta por atomos de carbono deno-
minada fulereno (Saunders y col., 1996).

Todas las situaciones expuestas previamente han sido abordadas utilizando diferen-
tes modelos para imponer de menera aproximada las restricciones espaciales en las que
se encuentra sujeto un dtomo. Asimismo, distintos modelos teéricos disefiados para mo-
delar el confinamiento también han sido utilizados en el estudio de solutos confinados
por solventes continuos (Garcia, Zorrilla y Ferndndez, 2013) y en el andlisis del compor-

tamiento y descripcion de atomos sometidos a altas presiones (Gorecki y Byers-Brown,
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1988). Es por eso que ya desde hace varios afios el estudio de sistemas confinados ha
estado recibiendo un enorme interés en ramas tanto de la quimica como de la fisica.

Un sistema confinado muy interesante y ampliamente estudiado por su posible exten-
sién y aplicacién a la medicina moderna, es aquel donde el dtomo de helio estd inmerso
dentro de un fulereno. Este sistema ha sido modelado usando un potencial esféricamen-
te simétrico y la contribucién por parte del fulereno se ha propuesto como (Connerade

y col., 1999; Dolmatov, 2009)

—Uy a<r<a+A,
Ufulereno(r) = (11)

0 otro.

donde a y a + A corresponden al radio interno y externo del fulereno respectivamente,
Up es un potencial constante y por lo tanto Ufyiereno(r) tiene forma de cascarén esférico
de grosor A.

Otra propuesta para modelar el potencial impuesto por el fulereno es la siguien-
te (Nascimento y col., 2011; Cortes-Santiago, Vargas y Garza, 2012; Baltenkov, Manson
y Msezane, 2015):

Ufutereno(r) = —Upe™ "=/, (12)

en este caso el potencial tiene la forma de una gaussiana invertida y los pardmetros d y
R corresponden al grosor medio (A/2) y al radio interno del fulereno respectivamente,
siendo este tiltimo obtenido experimentalmente. De acuerdo con lo anterior, se hace evi-
dente que el mismo potencial puede ser modelado de diferentes maneras, en particular,
la ecuacion (1.2) es la propuesta més aceptada para modelar al potencial del fulereno

(Baltenkov, Manson y Msezane, 2015).



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Modelo de pared impenetrable (potencial infinito)

El modelo de pared impenetrable fue uno de los primeros modelos en intentar descri-
bir los efectos debidos al confinamiento en 4tomos, consiste en centar a un dtomo dentro
de una esfera de pared rigida y radio R., denominado radio de confinamiento; en este
contexto, el término pared rigida también denominada pared impenetrable hace refe-
rencia al uso de un potencial v(r) el cual cumple con la condicién de ser v(r > R;) = oo;
de esta manera, la funcién de onda (V) o densidad electrénica es cancelada en la superfi-
cie de esta esfera (Groot y Seldam, 1946; Michels, Boer y Bijl, 1937). Existen basicamente
dos maneras de obtener la funcién de onda o la densidad electrénica bajo estas condicio-

nes a la frontera:

1. Utilizar una funcién de corte en el conjunto de funciones de base para imponer tal

confinamiento (Ludefia, 1978; Garza y col., 2012; Young, Vargas y Garza, 2016).

2. Imponer el comportamiento en la funcién de onda para la solucién numérica de la
ecuacién radial (Garza, Vargas y Vela, 1998; Connerade y Dolmatov, 1998; Young,

Vargas y Garza, 2016).

Si bien es cierto que la implementacion de paredes rigidas (potencial infinito) ha permi-
tido tener una visién acerca del comportamiento electrénico de d&tomos bajo restricciones
espaciales, vale la pena mencionar que también ha tenido éxito en la descripcién cualita-
tiva de ciertas propiedades atémicas como lo son la energia total y la energia orbital en
funcién del radio de confinamiento.

En la Tabla 2.1 se muestran algunos resultados de energia total (ET) y energia orbital;

en particular la energia del orbital atémico mds alto ocupado (HOMO por sus siglas en
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inglés Highest Occupied Molecular Orbital), ambas energias en funcién del radio de confina-
miento correspondientes al &tomo de nedn, calculadas a partir del método Hartree-Fock
(HF) (Ludefia, 1978) y Teoria de Funcionales de la Densidad (DFT por sus siglas en inglés
Density Functional Theory) (Garza, Vargas y Vela, 1998). Para el caso de los calculos DFT se
tomo en cuenta tinicamente la contribucién debida al intercambio utilizando el funcional

de Dirac y la correccién a la autointeraccion. De acuerdo con estos resultados, es posible

Rc (u.a.) ET (u.a.) HOMO (u.a.)
HF DFT HF DFT

1 -102.943 -101.512 | 4.641 4.639

15 -123.310 -122.041 | 0.803 0.802

2 -127.231 -126.079 | -0.255 -0.265

2.5 -128.160 -127.076 | -0.608 -0.629

3 -128.415 -127.357 | -0.739 -0.764

35 -128.495 -127.445 | -0.792 -0.764

4 -128.523 -127.474 | -0.817 -0.837

4.5 -128.547 -127.485 | -0.829 -0.845

TABLA 2.1: Energia total (ET) y energia orbital (HOMO) en funcién de R,
calculadas a partir de HF y DFT (utilizando el funcional de intercambio de
Dirac) correspondientes al 4tomo de neén.

apreciar que tanto HF como DFT predicen que ambas energias aumentan al disminuir el
radio de confinamiento; es decir, se hacen cada vez menos profundas. Sin embargo para
el caso de la energfa total, HF y DFT predicen un aumento muy stbito de esta cantidad en
la regién de 1 < R, < 2. Merece la pena notar que el funcional de Dirac con la correcciéon
debida a la autointeraccién tiende a subestimar la energia total, pues a cualquier radio de
confinamiento, este funcional predice una ET siempre por encima de la respuesta genera-
da por el método HF. Curiosamente, a determinados radios de confinamiento, se observa
un comportamiento completamente opuesto para el caso de la energia orbital; ya que,
ahora la respuesta del funcional sobreestima esta cantidad con respecto a la respuesta del
método HF.

Uno de los efectos particulares predicho por el modelo de pared impenetrable en la
estructura electrénica del 4tomo confinado, es el cruzamiento entre diferentes niveles de
energia; en consecuencia, el llenado de los orbitales ocupados y desocupados es distinto
de aquel observado en dtomos libres. Un ejemplo de este comportamiento se puede apre-
ciar en la Figura 2.1 (Guerra y col., 2009). En esta figura se muestran algunas energias

orbitales del 4tomo de calcio en funcion del radio de confinamiento. Evidentemente a
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FIGURA 2.1: Energias orbitales 3p (linea sélida), 3d (linea punteada) y 4s
(linea discontinua) en funcién de R. correspondientes al &tomo de calcio.

grandes regiones de confinamiento, el orbital 4s es el orbital més estable; sin embargo, a
medida que el radio de confinamiento disminuye hay un cruzamiento entre el orbital 4s
y el orbital 3d en el intervalo de 4.5 a 5 u.a. Con este nuevo llenado orbital, este modelo
predice una transicion electrénica tal que los orbitales d son mas estables que los orbita-
les s y por lo tanto este &tomo empieza a exhibir un comportamiento mas caracteristico
de un metal de transicién que de un metal alcalinoterreo.

Aunado con lo anterior, otro de los efectos presente en este modelo surge al analizar

la estructura de capas del 4tomo confinado ya sea utilizando la funcién de distribuciéon

100 100 E
Na f Na
r
w0 F 0
= e
a a
t 2
- e
1 1
at a1
a1 1 10 o1 1 10
R(a.u) R(a.u)

FIGURA 2.2: Funcién de distribucién radial RDF (izquierda) y funcién de
potencial electrostatico local promedio ALEPF (derecha) correspondientes
al atomo de sodio confinado por un potencial infinito.

radial (RDF por sus siglas en inglés Radial Distribution Function) o la funcién de potencial
electrostético local promedio (ALEPF por sus siglas en ingés Average Local Electrostatic

Potential Function). En la Figura 2.2 se muestra la estructura de capas el 4tomo de sodio a
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diferentes radios de confinamiento obtenida a partir de célculos DFT (Garza y col., 2000).

En ambos gréficos es posible apreciar como a medida que el radio de confinamiento es
reducido, las capas externas colapsan y los correspondientes puntos maximos en ALEPF
desaparecen, esto significa que los electrones estan enlazados por la caja esférica de pared

impenetrable y no por la fuerza coulémbica debida a la interaccién nticleo-electron.

En principio, los efectos previamente mencionados deben tener un impacto en la reac-

tividad del 4tomo confinado, principalmente en sus propiedades quimicas como el po-

tencial de ionizacién o la afinidad electrénica. En la Figura 2.3 se reporta el potencial

a + - ’-:_'_'_'J.'-—-_-"_'-'_ - ..__'_"_":__;r:'._.'_;
/z/’ 3 4 5 [ r
."f
i/
51 /
||l|l
f
< /
3 /
4901 |
."
/
II:
=15 1§
f
|
=20
Rc (a.u.)
FIGURA 2.3: Potencial de ionizacién en funcién de R, correspondiente al
atomo de kriptén.

de ionizacién del 4tomo de kriptén en funcién del radio de confinamiento (Garza y col.,

2005). En esta figura se aprecia como a medida que disminuye el radio de confinamien-
to, el potencial de ionizacién disminuye también e incluso tiende a valores negativos lo
cual indica que el 4tomo prefiere estar ionizado; sin embargo, se sabe que el proceso de

ionizacién como tal, en principio no puede ocurrir debido las caracteristicas del confima-

miento.
Desafortunadamente, la descripciéon cuantitativa predicha por el modelo de pared
impenetrable en las propiedades anteriormente expuestas resulta ser poco precisa de-

bido a que éste modelo tiende a sobreestimarlas, principalmente a radios pequefios de

confinamiento (Gorecki y Byers-Brown, 1988).
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2.2. Modelo de pared penetrable (potencial finito)

Una alternativa al modelo de pared impenetrable consiste en el uso de un potencial
finito (pared penetrable), esta aproximacién parece ser mds realista ya que el potencial
de interaccién de un electrén con los dtomos de los alrededores esta muy lejos de ser in-
finito; por lo tanto, se le permite a la funcién de onda extenderse a través de los atomos
circundantes que componen el confinamiento los cuales estan siendo modelados como un
promedio utilizando el potencial finito. El potencial modelo maés utilizado en la descrip-
cién de un dtomo confinado dentro de una caja esférica de paredes penetrables consiste

en un potencial Coulémbico dentro de la caja y un potencial constante fuera de ella; es

decir,
—% r < R,
u(r) = (2.1)
Uy r > Rca

siendo R, el radio de confinamiento, Z el ntimero atémico y U, un potencial constante
(0 £ Uy < o). Este potencial modelo ha permitido reproducir valores experimentales del
atomo de hidrégeno y del helio sometido a altas presiones (Gorecki y Byers-Brown, 1988).
Vale la pena notar que este potencial es una generalizacion al caso de pared impenetrable;
ya que, si Uy — oo se tiene el caso de pared impenetrable. Algunas de las propiedades
atémicas que han sido exploradas con este modelo son la energia total, energia orbital y
la polarizabilidad entre otras.

En la Tabla 2.2 se muestra la energia total (ET reportada en Rydbergs) obtenida al

Rc (u.a.) ET

1.0 -0.2500
1.2592 | -0.5102
2.0498 | -0.8734
25184 | -0.9426
3.1541 | -0.9803
3.4520 | -0.9881
4.0888 | -0.9960
57782 | -0.9998

TABLA 2.2: Energfa total correspondiente al &tomo de hidrégeno dentro de
una caja de radio R, y Uy = 0,0 u.a.

resolver la ecuacién de Schrodinger de manera analitica para el &tomo de hidrégeno con-

finado dentro de una caja esférica de pared penetrable (Ley-Koo y Rubinstein, 1979), es
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decir, sujeto al potencial (2.1). Merece la pena notar que la tendencia de la energia total es
muy parecida a la tendencia que sigue esta misma propiedad cuando se utiliza el modelo
de pared impenetrable; sin embargo, en este caso no se observan cambios tan abruptos
de esta cantidad a radios de confinamiento pequefios.

Aunque el modelo de pared penetrable ha tenido éxito en la descripcién cuantitativa
de ciertas propiedades, su implementaciéon en dtomos multielectrénicos no es sencilla,
independientemente, del método empleado para la obtencién de la funcién de onda (nu-
mérico o utilizando un conjunto de funciones de base), esto se debe principalmente a
que, a diferencia del caso de pared impenetrable, la funcién de onda no es cancelada en
la superficie de la caja esférica de confinamiento ni fuera de ella; el potencial v(r) dentro
y fuera de la caja es distinto y por ende la funcién de onda en estas regiones también lo es;
ademads, se sabe que tanto la funcién de onda como su derivada deben ser continuas; es
decir, para este caso la funcion de onda dentro y fuera de la caja debe ser igual en r = R...

No obstante, Rodriguez-Bautista y colaboradores (Rodriguez-Bautista y col., 2015)
empleando el método Hartree-Fock en el contexto de la aproximacién de Roothaan han
propuesto un conjunto de funciones de base que permite obtener la estructura electr6-
nica de dtomos bajo la influencia del potencial externo definido por la ecuacién (2.1).
Sin embargo, el método Hartree-Fock no incluye contribuciones debidas a la correlacién
electrénica y consecuentemente la descripciéon de dtomos multielectrénicos no es com-
pleta. Por lo tanto, es preciso utilizar un método que si incluya contribuciones debidas
a la correlacién electrénica, como una alternativa se tiene la Teoria de Funcionales de la
Densidad (DFT). Hasta el momento, el estudio de sistemas confinados utilizando DFT
ha sido abordado para el caso de pared impenetrable (Garza, Vargas y Vela, 1998; Garza
y col., 2005) y en este contexto, no ha sido reportada una metodologia para el caso de

dtomos confinados por paredes penetrables (potenciales finitos).
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2.3. Obijetivos

2.3.1. Objetivo general

Resolver las ecuaciones de Kohn-Sham en el contexto de la aproximacion de Roothaan

para atomos confinados por paredes penetrables.

2.3.2. Objetivos especificos

= Tomando al 4tomo libre como referencia, comparar los efectos debidos al confina-

miento en propiedades tales como:

e Energia total
Asi como cada una de sus diferentes contribuciones
o Energia cinética
o Energia coulémbica de interaccion electrén-electrén y nticleo-electrén
o Energia de intercambio

o Energia de correlacién
e Energia orbital
= Analizar el desempefio que tienen las diferentes aproximaciones al funcional de

intercambio en la descripciéon de dtomos confinados tomando como referencia el

método Hartree-Fock.
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Capitulo 3

Marco teodrico

3.1. Teoria de Funcionales de la Densidad

La teorfa de funcionales de la densidad (DFT) establece que la energia del estado fun-
damental Ey de un sistema de N electrones interactuando entre si, sujetos a un potencial

externo v(r) es un funcional de la densidad electrénica p(r); es decir,
Ey = Elp), (3.1)
ademas, la densidad electrénica debe satisfacer la siguiente relacion:

/ p(r)dr = N. (3.2)

Los primeros en proponer una dependencia funcional de la energia del estado fundamen-
tal con respecto a la densidad electrénica fueron Thomas y Fermi en el afio 1927, para ello
estos autores modelaron a los electrones de un dtomo como un gas de particulas no in-
teractuantes distribuido de manera uniforme. Aunque esta propuesta era elegante por
su sencillez, carecfa de precisién en comparacién con otros métodos y fue considerada
un modelo muy simplificado pero poco relevante; por lo tanto, este modelo en el que la
densidad electrénica es la variable fundamental quedé en el olvido.

No obstante, en 1964 la situacion cambié con la contribucién de Hohenberg y Kohn
puesto que establecieron los fundamentos matematicos necesarios que dieron sustento
a la teoria de funcionales de la densidad, mostraron que el modelo de Thomas y Fermi
puede ser considerado como una aproximacion a esta teoria y demostraron que la densi-

dad electrénica determina N y v(r) y con ello es posible especificar todas las propiedades
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del estado fundamental del sistema de interés, de manera que:
Elp] = T[p] + Veelp] + Vaelpl, (3.3)

siendo T'[p] la contribucién debida a la energia cinética de los electrones, Vy,e[p] y Vee[p]
corresponden a la interaccion de los electrones con el potencial externo (potencial debido
a los nucleos) y a la interaccién entre los electrones, respectivamente. V,,.[p] es la tinica

contribucién que depende explicitamente del potencial externo y estd definida como

Vaelp] = /drv(r)p(r), (3.4)

T[p] y Veelp] al no depender explicitamente de v(r) constituyen el denominado funcional

universal de Hohenberg y Kohn F'i i [p] tal que
Fuklpl = Tlp] + Veelpl, (3.5)

por lo tanto la ecuacién (3.3) puede ser reescrita de la siguiente manera

Elol = Fulo] + / dro(r)p(r), (3.6)

esta tltima relacion constituye el caballito de batalla de la DFT. En principio esta teoria
ofrece la posibilidad de obtener la energia exacta del estado fundamental de cualquier
sistema, sin embargo, el gran inconveniente surge debido a que se desconoce la forma

exacta de Fyx|[p].

3.2. El método de Kohn-Sham

Kohn y Sham propusieron un método alternativo para aproximar Fyx[p], primera-
mente toman como sistema de referencia aquel compuesto de particulas que no interac-
tuan entre si (independientes) para modelar a los electrones y por tanto su funciéon de
onda esta representada por un determinante de Slater, las expresiones para la densidad

electrénica y la energia cinética asociadas a éste sistema de referencia quedan como sigue:
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o) = - [ dexi i) 67)

1 2

N
Ts = Z <X1
=1

donde x;(x) corresponde al i-ésimo orbital de espin y x representa cuatro coordenadas;

xi> , (3.8)

tres espaciales r(z, y, z) y una de espin w. Cabe sefialar que la energia cinética del sistema
de referencia 7 no representa a la energia cinética del sistema real T'[p|; es decir, T # T'[p]
por lo tanto

Tlp] — T, = AT # 0. (3.9)

La segunda propuesta en este método consiste en asumir que el Ve.[p] estd compuesto de
dos contribuciones, una de tipo coulémbico V. debida a la repulsién entre los electro-

nes y otra de cardcter no coulémbico V2°~%; es decir,
V;ze [P] — V;ceoul + Veréo—coul’ (310)

donde
/
Veceoul _ J[P} _ 1//drdr’p(r)p(r). (311)
2 |r — r/|

Sustituyedo (3.9) y (3.10) en (3.5) se tiene:
Fy = AT + T + VEoul 4 yno—coul (3.12)
haciendo AT + Ve’;o’c‘ml = E,.[p], el funcional universal queda
Frpx =T, + J[p] + Ezc[p), (3.13)

siendo E,.[p] el funcional de intercambio y correlacién. Sustituyendo (3.13) en (3.6) se

obtiene una expresion para la energia total del estado fundamental del sistema de interés

Exs = Ts + Jlp(r)] + Erelp(r)] + / drv(r)p(r), (3.14)
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Los orbitales de espin que minimizan la ecuacion (3.14) deben satisfacer

! 5Ezc
[—;V2 + /dr’f(—rz/| + 5p(r) +ou(r) | xi(x) = &xi(x), (3.15)

El principal problema de este método radica en que hasta el momento se desconoce la for-
ma exacta del funcional E,.[p|; sin embargo, se han propuesto direfentes aproximaciones

para modelar esta cantidad (Parr y Yang, 1994).

3.3. Aproximaciones al funcional de intercambio y correlacion

3.3.1. Aproximacién de la Densidad Local

Como primera alternativa para la elucidacién del funcional de energia de intercam-
bio y correlacién surge la aproximacion de la densidad local (LDA por sus siglas en in-
glés Local Density Approximation) propuesta por Kohn y Sham en 1965. Esta aproximacién
consiste en tomar como sistema de referencia un gas de electrones homogéneo (el mismo
empleado en el modelo de Thomas y Fermi), de modo que la densidad electronica p(r)

varfa de forma extremadamente lenta con la posicién, entonces E,.[p| estd dada por

B = [ p)esc(o)i. (3.16)

donde £,.(p) corresponde a la energfa de intercambio y correlacién por particula de un
gas de electrones uniforme; en consecuencia, el potencial de intercambio y correlaciéon

llega a ser
LDA

La funcién e,.(p) se puede dividir en dos contribuciones, una debida exclusivamente al

intercambio y la otra debida tinicamente a la correlacién,

Ezc<p) = 51:(/)) + Ec(p>7 (318)

siendo €, (p) determinada de manera exacta por Dirac para el gas de electrones homogé-

neoy £.(p) obtenida de forma aproximada.
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Hasta este punto es evidente que la LDA es aplicable tinicamente a sistemas con den-
sidades que varfan muy lentamente con la posicién; de modo que, en principio se espe-
raria que su aplicacién a sistemas cuya densidad no es homogénea tales como atomos o
moléculas resulte ser errénea. Sin embargo, esta aproximacion ha prevalecido debido al

éxito que ha tenido en su aplicacién en d&tomos y moléculas.

3.3.2. Aproximacion del Gradiente Generalizado

Otra de las aproximaciones a la energia de intercambio y correlacién consiste en pro-
poner a €;. como una funcién que depende no sélo de la densidad electrénica p(r) sino
tambien de su gradiente Vp(r); en consecuencia el integrando de la ecuacién (3.16) queda

de la siguiente forma:

EGGAY) = / p(0)ese(p(r), Vp(r))dr. (3.19)

Una vez elegida una aproximacién al funcional de intercambio y correlacién, se tienen to-
dos lo elementos necesarios para poner en marcha el método de Kohn-Sham. Definiendo

al potencial efectivo de Kohn-Sham como

ef . / p(I'/) 5E:rc
v g(r) = /dr Fy— + 5p(r) + vu(r), (3.20)

la ecuacién (3.15) se puede escribir de una forma mds compacta,
Lo = 3.21
D) + Ug(r)| xi(x) = €xi(x). (3.21)

Para la solucién de las ecuaciones de Kohn-Sham, los orbitales de espin son propuestos
como un producto de una parte espacial ¢)(r) y la contribucién del espin o(w) = a(w) o

B(w). Simplificando un poco mads la notacién, se define un operador f(r) tal que

flr) = —%VQ + ol (r), (3.22)
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de manera que la ecuacién (3.21) toma la forma

f(r)xi(x) = exi(x), (3.23)

para el caso de espin restringido esta tltima relacién se convierte en (Parr y Yang, 1994)
f(r)vi(r) = eii(r). (3.24)

3.4. Laaproximaciéon de Roothaan

Dentro de la aproximacién de Roothaan, los orbitales son escritos como una combi-

nacién lineal de £ funciones de base ¢,, (Szabo y Ostlund, 1996)
k
r) = Citu(r), (3.25)
pn=1

donde el conjunto {¢, } representa un conjunto finito de funciones conocidas. Sustituyen-

do la ecuacién (3.25) en la ecuacién (3.24) las ecuaciones de Kohn-Sham toman la forma

k k
I‘) Z Cui¢u(r> =& Z Cl/i(z)V(r), (3.26)
v=1 v=1

aplicando por la izquierda [ dr¢j,(r) a la ecuacién anterior se tiene

Zcm/drgb,u —Ezzcw/drd)y QSU( ) (327)

en general el conjunto de funciones de base {¢,} no es ortogonal, en consecuencia los

elementos de matriz

S = [ drdi0)o o). (3.29)

Ky = [ drgi )1 w)n(e), (329)
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forman las matrices S (matriz de traslape) y K (matriz de Kohn-Sham) respectivamente.

Sustituyendo las ecuaciones (3.28) y (3.29) en la ecuacion (3.27) se tiene:

k k
Z CuiKuu =€ Z CViSuua (330)
v=1 v=1

estas son las ecuaciones de Roothaan las cuales pueden ser escritas de una manera mas

compacta como un problema de valores propios generalizado:

KC = SCe. (3.31)

3.5. Funciones de base apropiadas para paredes penetrables

Para un confinamiento donde el d4tomo se encuentra restringido por una caja esférica
con paredes penetrables; es decir, un potencial finito representado por la ecuacién (2.1),
la forma apropiada de representar una funcién dentro del conjunto de funciones de base

es:

d)ﬂ(r) = leuamu (Q>fu(r)’ (332)

donde Y}, 1, (2) es la contribucién debida a la parte angular denominada arménico es-
férico (siendo ! = 0,1,...,n — 1 el niimero cudntico secundario o de momento angular,
n el niimero cudntico principal y m = 0,£1,£2, ..., [ el nimero cudntico magnético) y
fu(r) es la contribucién debida a la parte radial. Recientemente, Rodriguez-Bautista y co-
laboradores han propuesto un conjunto de funciones de base cuya forma es la siguiente

(Rodriguez-Bautista y col., 2015)

f~(r)= N;r”“’le’@” r < Re,
fulr) = (3.33)
fr(r)= ler*lﬂflefaﬂ r> Re.

con f~(r)y f*(r) correspondiendo a las soluciones dentro y fuera de la caja, respectiva-
mente.
Los exponentes ( y a son parametros a optimizar para cada pareja de R. y Uy, en los

que se encuentre confinado el d&tomo.
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La continuidad de las soluciones y su primera derivada en r = R, es asegurada im-

poniendo las condiciones:

f~(r=R.) = f*(r=R), (3.34)
1 df- 1 dft
oAy T dr | (439

De la primera condicién se obtiene una relacion entre las constantes de normalizacién
_ —( _
Ny = Nt R, () Re(Gumen) (3.36)

y de la segunda condicién es obtenida una relacién entre los exponentes

N+l
R,

oy =y — (3.37)
de modo que; en principio, es necesario optimizar inicamente un exponente y calcular
una constante de normalizacién por cada funcién de base.

En este conjunto de funciones de base, es evidente que la forma de las funciones es
similar a la de los orbitales tipo Slater (STO por sus siglas en inglés Slater Type Orbital),
la principal diferencia estd presente cuando r» > R, donde la funcién exponencial esta

pesada por r~lu—1

, este factor asegura que el comportamiento asintético sea el adecuado,
por ende, este nuevo conjunto de base serd referido como STO-m (Orbital Tipo Slater

modificado).
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Detalles computacionales

En el contexto de el método de Kohn-Sham, los funcionales empleados en este estudio

como aproximacion a la energia de intercambio y correlacién son los siguientes:
= Dirac (Dirac, 1930) (intercambio)
= PWO92 (Perdew y Wang, 1992) (correlacion)
Dirac + PW92 (DPW) correspondientes a la aproximacién LDA y
= Becke88 (Becke, 1988) (intercambio)
= LYP (Lee, Yang y Parr, 1988) (correlacion)

Becke88 + LYP (BLYP) correspondientes a la aproximacién GGA.
Los elementos de la matriz de Kohn-Sham correspondientes al potencial de inter-
cambio y de correlacién fueron evaluados numéricamente sobre una malla radial tipo

Froese-Fischer (Fischer, 1977) definida como:

0 i =0,
Ty = (4.1)

zexp (G5 —5) 1 <1 <450.

esta malla tiene la caracteristica de ser muy densa en valores de r; pequefios y en esta tesis
fue disefiada para pasar siempre por r = R, para satisfacer las condiciones a la frontera

expuestas previamente.
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4.1.1. Construcciéon de la malla

A modo de ilustrar como se genera la malla, en la Figura 4.1 se presenta un diagrama
de flujo que muestra de manera esquematica el procedimiento de construccién.

Primeramente, los datos de entrada son Z y R,, se asigna el valor de cero a la variable
Y y el valor de cero al primer punto de la malla el cual corresponde a ¢ = 0; es decir:
r[0] = 0. A continuacién comienza la ejecucion de un bucle (ciclo recursivo) donde el
primer valor de prueba es i = 1, este bucle se ejecutara afiadiendole a ¢ una unidad hasta
que ¢ alcance su valor maximo que es 450.

En el cuerpo del bucle se encuentra la ecuacién de la malla (4.1), donde se inserta el
correspondiente valor de ¢ de prueba y el resultado p; es almacenado en un arreglo r[i].
También empiezan una serie de sentencias condicionales, la primera es, si se sigue cum-
pliendo la condicién de Y = 0, la segunda si p; > R, y la tercera si i de prueba es par. Es
con esta serie de sentencias que se asegura que la malla pase exactamente por R, la pri-
mera se cumple al inicio de la construccién de la malla pues desde el principio se asigné
a la variable Y el valor de 0, esto conduce a la segunda sentencia la cual sera verdadera
hasta que p; sea mayor que R., justo en ese momento se activa la tercera sentencia don-
de, si i de prueba es par, a p; se le asigna el valor de R, y este resultado se guarda en el
correspondiente arreglo r[i]. Si ¢ de prueba es impar, entonces se hace una reasignacion,
donde a i de prueba se le afiade una unidad, esto genera una nueva ¢ de prueba; es decir,
i =1+ 1, seguidamente se le asigna el valor de R, a r[i], para el caso del punto previo a
r[i — 1] se le asigna el valor de (r[i] + r[i — 2]). En cualquiera de los dos casos se hace
una reasignacion de la variable Y, asighandole ahora el valor de 1. Una vez hecho esto,
se incrementa ¢ en una unidad generando una nueva ¢ de prueba; sin embargo, ahora la
sentencia Y = 0 es falsa, de modo que el bucle sigue su curso generando un nuevo valor
de p; y guardandolo en el arreglo r[i] hasta que 7 alcanza su valor maximo.

Una vez construida la malla radial, se procedio a llevar a cabo una integracién numé-
rica para la obtenciéon de la energia de intercambio y correlacién, para ello se utiliz6 el

método de interpolacién de Lagrange con un polinomio de segundo orden.
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Inicio
Z, R,
Y =0,
rli = 0] = 0.
v
Increment‘ar ( Salida del bucle
en una unidad
- T=D
rli] = p1
Si
No
p1> R ? No . .
Si
i = ¢+ 1
NO T[Z] = Rc '
rli — 1] = 5 (r[i] + rli — 2])
Si
T[Z] = Rc ’

FIGURA 4.1: Diagrama de flujo correspondiente a la construccién de la ma-
lla radial tipo Froese-Fishcher.
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4.1.2. Método de Interpolacién de Lagrange

El método de interpolaciéon de Lagrange consiste en la construccién un polinomio
de grado n que pase a través de n + 1 puntos (xo, f(x0)), (z1, f(z1)), ..., (Tn, f(2r)), con

la finalidad de ajustarse a una determinada funcién f(z) (véase Figura 4.2 ). Para ello,

FIGURA 4.2: Linea continua correspondiente a la funcién f(z) = ze™%, li-
nea discontinua correspondiente a un polinomio interpolador de Lagran-
ge que pasa por los puntos (0.5, 0.3032), (1, 0.3678), (1.5, 0.3346).

primeramente es necesario construir, para cada £ = 0,1,2,...,n, un polinomio de grado
n, el cual serd denotado como L,, ;.(x), con la propiedad de que L,, i(z;) = 0 cuando i # k
Y L g(z) = 1.

Para satisfacer L,, j,(z;) = 0 para cada i # k, el numerador de L,, ;(x) debe contener

el término

(r —xo)(x —21)...(x —xp_1) (T — Tpg1)...(x — xp) (4.2)

Para satisfacer L,, ;(z;) = 1, el denominador de L,, ;(x) debe ser la relacién previa eva-

luada en z = x. Asi

(r —z0)(x — 1) (¥ — 1) (® — TR11)-.. (T — )
(xp — z0) () — 1) (T) — Tp—1)(Tf — Tpa1)---(Tk — Tp)’

Lo (x) = (4.3)

por ende, el polinomio de interpolaciéon de Lagrange de grado n esta dado por (Faires
y Burden, 2002)

n

Py(z) = f(20)Lno(x) + .. + f(2n)Lno(x) = > flar) Lnp(@). (4.4)

k=0
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Para el caso de la construccién de un polinomio de interpolacién de Lagrange de grado

2 que pase por los puntos (zo, f(z0)), (z1, f(x1)), (x2, f(x2)) se tiene:

(x —z1)(x — 22)

B 2 = (x — z0)(x — x2) 2) = (x —z0)(x — 21)
Laol@) = (w0 — 1) (20 — wz)’LQ’l( )= (w1 — o) (21 — $2)’L2’2( )= (w2 — o) (22 — 1)
(4.5)
por lo tanto
_ @-zm)l@—29) (@ —zo)(z —a2) . (@ —zo)(w —21)
Pale) = (zo — @1)(wo — wz)f( o)+ (z1 — m0) (w1 — @2) () + (z2 — mo) (w2 — :m)f( 2)-
(4.6)

Debido a que se procederd a integrar este polinomio, resulta adecuado reescribirlo de
una manera mds conveniente. Es sencillo demostrar que, después de realizar una serie de

manipulaciones algebraicas, la ecuacion (4.6) puede ser reescrita de la siguiente manera:

Py(z) = ax® +bx + ¢ 4.7)

donde

. (z1 — @2) f(w0) + (z2 — w0) f (1) + (20 — x1)f(f132)’ (4.8)

(zo — 21) (w0 — w2) (21 — 22)

5 (f(21) = f(x2)) + 23 (f(22) — f(w0)) + 23(f (w0) — f (1))

b= (0 — 21)(x0 — 22)(w1 — 2)

; (4.9)

o 23 (f(z2)z1 — flz1)z2) + 23 (f(20)22 — f(22)20) + 23(f(21) W0 — f(wo)l‘l)’ (4.10)

(xo — 1) (w0 — 2) (21 — 22)

con estas definiciones, la integral de P»(z) queda de la siguiente forma

r=r2 a b
/ Py(x)dx = g(mg —zd) + i(x% — 22) + c(z9 — x0). (4.11)

=xq

Merece la pena mencionar que para el caso en el que z1 = (z2 + z9)/2, la ecuacién (4.11)
se reduce a la regla de Simpson (Faires y Burden, 2002), por lo tanto, esta regla puede ser
vista como un caso particular del método de interpolacién de Lagrange en la que los tres
puntos son equidistantes uno de otro. Las ecuaciones (4.8 - 4.11) fueron programadas en

el codigo MEXICA-C para la obtencién de la energia de intercambio y correlacién.
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4.2. Energia Total para el caso de atomos libres

Con la finalidad de verificar que la implementacién del método de Kohn-Sham en el
c6digo MEXICA-C es adecuada, en la Tabla 4.1 se reporta la energia total correspondiente
a cinco 4tomos de capa cerrada calculada utilizando el paquete computacional NWChem

con la base aug-cc-pVQZ y los funcionales de intercambio Dirac y Becke88.

TABLA 4.1: Energia total en unidades atémicas para dtomos libres de capa
cerrada calculada usando el paquete computacional NWChem con la base

aug-cc-pVQZ.
Atomo aug-cc-pVQZ
HF Dirac Becke88
He -2.86154 -2.72350 -2.86323
Be -14.57298  -14.22323  -14.56630

Ne -128.54469 -127.48814 -128.58753
Mg -199.61424 -198.24429 -199.62995
Ar -526.81692 -524.51367 -526.79722

Asimismo, en la Tabla 4.2 se reporta la misma energia calculada para los mismos ato-
mos a las mismas condiciones utilizando los mismos funcionales generada a partir del

c6digo MEXICA-C con la base STO-m.

TABLA 4.2: Energfa total en unidades atémicas para dtomos libres de capa
cerrada calculada usando el c6digo MEXICA-C con la base STO-m

Atomo STO-m
HF Dirac Becke88
He -2.86168 -2.72369 -2.86338
Be -14.57302  -14.22342  -14.56635

Ne -128.54710 -127.49135 -128.59007
Mg -199.61464 -198.24954 -199.63194
Ar -526.81751 -524.51896 -526.79974

En ambas tablas, los resultados obtenidos con el método Hartree-Fock (HF) también
son reportados con el propésito de compararlos con los resultados obtenidos a partir de
los funcionales de intercambio Dirac y Becke88. Es evidente que los resultados generados
con la base STO-m estan en un muy buen acuerdo con respecto a los resultados obtenidos
con la base aug-cc-pVQZ; esto, por supuesto da confianza de que la implementacién del

método de Kohn-Sham hecha en el c6édigo MEXICA-C es correcta. En general, tomando
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el método Hartre-Fock como referencia, se aprecia que el funcional de Dirac subestima la
energia total y el funcional Becke88 la sobreestima.

Merece la pena mencionar que el método Hartree-Fock es variacional y la contribu-
cién a la energia total debido al intercambio surge de manera natural en este método; sin
embargo, los funcionales al ser una aproximacion para modelar el intercambio no satis-
facen el principio variacional y por lo tanto, pueden dar energias mds profundas que las
predichas por Hartree-Fock, este comportamiendo es evidente en los resultados predi-
chos por el funcional Becke88. Es de esperarse que este comportamiento para el caso de

atomos libres prevalezca también para &tomos confinados.

TABLA 4.3: Energia total en unidades atémicas para atomos libres de capa
cerrada obtenida usando el paquete computacional NWChem con la base
aug-cc-pVQZ y el coédigo MEXICA-C con la base STO-m

Atomo aug-cc-pVQZ STO-m
DPW92 BLYP DPW92 BLYP
He -2.83431 -2.90691 -2.83450 -2.90691
Be -14.44641  -14.66145 | -14.44660 -14.66115
Ne -128.2273  -128.97044 | -128.23053 -128.97159
Mg | -199.13093 -200.09059 | -199.13605 -200.09090
Ar -525.93604 -527.54847 | -525.94133 -527.54825

La inclusién de la correlacion electrénica en el c6digo MEXICA-C también presentd
un muy buen acuerdo con los resultados generados con el paquete computacional NW-
Chem (véase Tabla 4.3). Con estos resultados se pone de manifiesto que la implementa-
cién del método de Kohn-Sham en el c6digo MEXICA-C es correcta. A continuacion se

presentan los resultados para el caso de dtomos confinados por paredes penetrables.

4.3. Atomos confinados por paredes penetrables: una compara-

cion a nivel tinicamente de intercambio

En esta seccién se examinardn los resultados obtenidos a partir de la implementa-
cién del método de Kohn-Sham hecha en el c6digo MEXICA-C empleando el conjunto
de funciones de base STO-m para el caso de dtomos confinados por paredes penetra-
bles. Los funcionales de intercambio utilizados para llevar a cabo la comparacién con

respecto al método Hartree-Fock (HF) son Dirac y Becke88. Las propiedades a considerar
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en esta comparacion son la energia total y sus diferentes contribuciones: energia cinética,
coulémbica electrén-electrén, potencial nticleo-electrén y energia de intercambio; asimis-
mo, se analizard como difiere la energia del orbital atémico més alto ocupado (HOMO
por sus siglas en inglés highest occupied molecular orbital) a medida que el tamafio de la caja
cambia y se visualizara como se ve afectada la estructura de capas utilizando la funcién

de distribucién radial (RDF).

4.3.1. Energia Total

A continuacién se muestran inicamente los resultados correspondientes al d&tomo de
magnesio, cabe sefialar que de las propiedades consideradas en este estudio para cada
dtomo, todas siguen la misma tendencia.
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FIGURA 4.3: Energia total relativa al d4tomo libre, obtenida utilizando HF

(asterisco) y los funcionales Dirac (puntos) y Becke88 (cuadrados), en fun-

cién de R, para el &tomo de magnesio confinado por un potencial finito
Uy = 0,0 u.a. izquierda y Uy = 0,5 u. a. derecha

En la Figura 4.3 se muestra el cambio en la energia total del a&tomo confinado toman-
do la energfa total del a&tomo libre como referencia en funcién del radio de confinamiento
para dos potenciales finitos distintos. Debido a que se estd graficando la diferencia de
energia, se observa que a valores de R, grandes, esta diferencia tiende a ser cero. Sin
embargo, contrario a este comportamiento, esta diferencia de energia se ve incrementa-
da cuando el radio de confinamiento es reducido. De estos resultados, merece la pena

mencionar que:

= Un comportamiento similar se observa para el caso de dtomos confinados por una

pared impenetrable.
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= Ambos funcionales de intercambio siguen la misma tendencia que HF; no obstante,
es evidente que ambos funcionales subestiman la diferencia de energia con respecto

a HF, este comportamiento es mas evidente para el caso de potencial Uy = 0,0 u.a.

Con estos resultados, es de esperarse que la tendencia predicha por los funcionales de in-
tercambio en las diferentes contribuciones a la energia total tales como la energia cinética,

energia de intercambio, etc. sigan la misma tendencia que la predicha por HE.

4.3.2. Energia Cinética

En la Figura 4.4 se muestra el cambio en la energia cinética electrénica del atomo
confinado tomando como referencia la energia cinética del d&tomo libre en funcién del

radio de confinamiento para dos potenciales finitos distintos.
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FIGURA 4.4: Energia cinética relativa al d&tomo libre, obtenida utilizando
HF (asterisco) y los funcionales Dirac (puntos) y Becke88 (cuadrados), en
funcién de R, para el &tomo de magnesio confinado por un potencial finito
Up = 0,0 n.a. izquierda y Uy = 0,5 u. a. derecha
Se observa para el caso de Uy = 0,0 u.a. que HF predice un aumento en el cambio de
la energfa cinética a medida que el radio de confinamiento disminuye; pero, en R, = 2,0
u.a. se aprecia una disminucién repentina del cambio de energia cinética; este comporta-
miento es un tanto inesperado pues la energia cinética obtenida a partir del modelo de
pared impenetrable siempre va en aumento a medida que disminuye R..
Merece la pena mencionar que otra cantidad utilizada en el estudio de dtomos confi-
nados por paredes penetrables que sigue una tendencia muy parecida; es decir, aumenta
a medida que R, disminuye y a regiones de R, muy pequefias empieza a disminuir es la

entropia de Shannon en el espacio de momentos (Aquino, Flores-Riveros y Rivas-Silva,

2013) ; sin embargo, el calculo de esta cantidad va mads alld de la pendiente de este trabajo.
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Contrario al comportamiento mostrado por HF, los funcionales predicen todo el tiem-
po un aumento en el cambio de la energfa cinética a medida que el radio de confimamien-
to disminuye.

Para el caso de Uy = 0,5 u.a. se aprecia una mejor correspondencia por parte de los
funcionales con respecto a HF, tanto los funcionales como HF predicen un aumento en
el cambio de la energia cinética a medida que el radio de confinamiento disminuye. En
este caso la respuesta que tienen HF y ambos funcionales en la energia cinética sigue una
tendencia andloga al comportamiento de la energfa cinética obtenida a partir del modelo

de pared impenetrable.

4.3.3. Energia Coulémbica electrén-electrén y nticleo electrén

En la Figura 4.5 se reporta el cambio en la energia coulémbica debida a la interaccion
electron-electrén (e-e) relativa al atomo libre en funcién de R.. Del igual manera, en la
Figura 4.6 se muestra el cambio en la energia potencial de interaccién nticleo-electron
(n-e) en funcién de R..
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FIGURA 4.5: Energia coulémbica de interaccion electrén-electron relativa

al atomo libre, obtenida utilizando HF (asterisco) y los funcionales Dirac

(puntos) y Becke88 (cuadrados), en funcién de R, para el atomo de mag-

nesio confinado por un potencial finito Uy = 0,0 u.a. izquierda y Uy = 0,5
u. a. derecha

Para el caso de la energia de interaccién e-e y el potencial Uy = 0,0 u.a. HF predice un
ligero aumento de esta cantidad en la regiéon 4 < R, < 10, contrario a esta tendencia, en
esta misma region los funcionales muestran una ligera disminucién de esta cantidad; no
obstante, en la regién 2 < R, < 4, tanto HF como los funcionales predicen una disminu-

cién de la energia de interaccién e-e a medida que el radio de confinamiento disminuye.
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FIGURA 4.6: Energia potencial de interaccién nticleo-electrén relativa al

atomo libre, obtenida utilizando HF (asterisco) y los funcionales Dirac

(puntos) y Becke88 (cuadrados), en funcién de R, para el dtomo de mag-

nesio confinado por un potencial finito Uy = 0,0 u.a. izquierda 'y Uy = 0,5
u. a. derecha

Para el caso de la energia de interaccién e-e y potencial Uy = 0,5 u.a se observa una
mejor correspondencia entre los funcionales con HF, se hace més evidente la presencia de
un maximo en R, = 3 u.a. y a partir de este punto, nuevamente se observa una disminu-
cién de esta cantidad a medida que R, decrece también.

Ambos resultados mencionados previamente son muy importantes debido a que nues-
tro modelo sugiere que para radios de confinamiento pequetios la distribucién de carga
se ve alterada de tal manera que se reduce la energfa de interaccion e-e.

Curiosamente hay un efecto muy peliculiar el cual se puede apreciar en ambos pares
de gréficos, por ejemplo, a barrera de potencial Uy = 0,5 u.a. en R, = 3,0 u.a. se observa
un maximo en el cambio de la energia coulémbica e-e, mientras que, en ese mismo pun-
to para el caso del cambio en la energia coulémbica n-e se observa un minimo; es decir,
exactamente a medida que la energia de interaccion e-e aumenta, la energia de interac-
cién n-e disminuye y viceversa, si una de estas dos propiedades disminuye, la otra se ve
aumentada.

Este efecto estd asociado con el apantallamiento que experimentan los electrones de
valencia debido a los electrones de las capas més internas (electrones intermedios); es
decir, en la region 3 < R. < 10 a medida que el radio de confinamiento disminuye la dis-
tribucion de carga por unidad de volumen correspondiente a los electrones intermedios

se empieza a hacer mds densa y esto genera una atenuacién en la energia de interaccién
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del ntcleo con los electrones de valencia, de modo que el cambio en la energia coulémbi-
ca n-e presenta una disminucién. Sin embargo, a medida que el radio de confinamiento
contintdia decreciendo, el cambio en la energia de interaccién e-e disminuye también, esto
sugiere que la distribuciéon de carga por unidad de volumen se empieza a hacer menos
densa y esto a su vez disminuye el efecto pantalla que experimentan los electrones mas

externos de modo que el cambio en la energia coulémbica n-e aumenta.

4.3.4. Energia de Intercambio

De manera analoga a la energia total, en la Figura 4.7 se ha hecho un gréfico de la
diferencia de energia de intercambio del d4tomo confinado tomando como referencia la
energia de intercambio del 4tomo libre con la finalidad de apreciar la tendencia predicha

por HF y los funcionales Dirac y Becke88. La Figura 4.7 muestra el cambio en la energia
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FIGURA 4.7: Energia de intercambio relativa al 4tomo libre, obtenida uti-

lizando HF (asterisco) y los funcionales Dirac (puntos) y Becke88 (cuadra-

dos), en funcién de R, para el &tomo de magnesio confinado por un poten-

cial finito Uy = 0,0 u.a. izquierda y Uy = 0,5 u. a. derecha

de intercambio en funcién del radio de confinamiento, para el caso de potencial Uy =
0,0u.a. Hartree-Fock predice que el cambio en la energia de intercambio permanece casi
invariante a medida que se pasa de R, = 10u.a. (dtomo libre) a R, = 4u.a. pero, en este
punto a medida que contintia disminuyendo el radio de confinamiento, el cambio en la
energia de intercambio empieza a aumentar. Los funcionales al igual que HF predicen
que el cambio en la energia de intercambio permanece casi invariante en el intervalo de
R. = 10u.a. a R, = 4u.a. pero, en este caso, a medida que contintia dismuyendo el radio

de confinamiento; es decir, a partir de R. = 4u.a. a R. = 2u.a. el cambio en la energia

de intercambio disminuye también, este comportamiento predicho por los funcionales es
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completamente inesperado, ya que muestran una tendencia completamente opuesta a la
predicha por HF en esta regién.

Para el caso de Uy = 0,5u.a. HF predice que el cambio en la energia de intercambio
permanece casi invariante en la regién de 6 < R. < 10, a medida que contintia dismi-
nuyendo el radio de confinamiento HF predice que la energia de intercambio disminuye
también hasta llegar a un minimo en R, = 3u.a. en este punto, a medida que continua
disminuyendo el radio de confinamiento la energia de intercambio empieza a aumen-
tar. Los funcionales predicen un comportamiento en la energia de intercambio completa-
mente distinto al predicho por HF en la regién 2 < R. < 5 puesto que no se observa la
presencia de un minimo y la energia de intercambio disminuye al disminuir el radio de
confinamiento.

Vale la pena notar que en ambos casos de barrera de potencial Uy = 0,0 y 0,5u.a.
los dos funcionales tienen tendencias muy similares; es decir, su comportamiento casi no
cambia pues predicen siempre una disminucion de la energia de intercambio a medida
que el radio de confinamiento decrece; ademas, estos resultados muestran que los fun-
cionales de intercambio Dirac y Becke88 son incapaces de reproducir el comportamiento

exhibido por el método Haetree-Fock para d4tomos confinados por potenciales finitos.

4.3.5. Energia Orbital

Es bien sabido que el potencial de intercambio v, (r) basado en las aproximaciones
LDA y GGA exhibe un comportamiento asintético erréneo, ya que no cumple con la
siguiente relacién,

lim v, (r) — 1 (4.12)

r—00 T

este comportamiento es la principal causa de predecir energias orbitales altas, en parti-
cular la energia del orbital mas alto ocupado ez (HOMO por sus siglas en inglés Highest
Occupied Molecular Orbital). En general para dtomos y moléculas libres (no confinados)
eILLIDA’GGA > efF' . Sin embargo, en este trabajo, el comportamiento de la energia HOMO
es explorado para atomos restringidos espacialmente por un potencial donde la densi-

dad electrénica empieza a ser cancelada en regiones donde el limite asintético no esta

necesariamente incluido.
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de R, para el 4tomo de magnesio confinado por dos potenciales finitos. Para el caso de

Energia Orbital (u.a.)

En la Figura 4.8 se reportan los resultados correspondientes a la energia € en funciéon
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FIGURA 4.8: ej obtenida a partir de método HF (asterisco) y los funciona-

les Dirac (puntos) y Becke88 (cuadrados) en funcién de R, para el dtomo

de magnesio confinado por un potencial finito Uy = 0,0 u.a. izquierda y
Uy = 0,5 u. a. derecha

barrera de potencial Uy = 0,0 u.a. se aprecia que HF predice un incremento en la energia
orbital a medida que disminuye el radio de confinamiento. Los funcionales, como era
de esperarse partiendo del dtomo libre (R, = 10u.a.) subestiman la energia orbital con
respecto a HF, en la region 4 < R. < 10 se observa como a medida que disminuye el
radio de confinamiento la energia orbital disminuye también, curiosamente al pasar de
R, = 4u.a. a R, = 3u.a. la energia orbital aumenta ligeramente y vuelve a disminuir y
de hecho se observa la presencia de un minimo en R. = 3u.a. ademads es posible apreciar
una tendencia completamente inesperada por parte de ambos funcionales puesto que en
la regién 2 < R. < 3 pasan de subestimar la energia ey a sobreestimarla con respecto a
HF; es decir, 2 > eIDij’BeCke.

Para el caso de barrera de potencial Uy = 0,5 u.a. la energia ey predicha por HF
mantiene la misma tendencia que el caso previo. De manera sorpresiva, en este caso la

Dirac,Becke

respuesta de los funcionales en le energia €, tiene una mejor correspondencia

con €. Sin embargo, en la regién 2 < R. < 2,5 nuevamente se observa que eZf >

Dirac,Becke
6H .

En R, =2u.a.y Uy = 0,0 u.a. HF predice una energia orbital e;y = —0,0197 u.a. (muy
proxima al valor de Up) esto indica que uno de los electrones de la capa més externa aun-

que sigue ligado se empieza a deslocalizar y con ello la densidad de la distribucién de
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carga por unidad de volumen disminuye provocando de manera simultanea: una dismi-
nucién repentina de la energia cinética (véase Figura 4.4 izquierda), una disminucién de
la energia de interaccién coulémbica e-e (véase Figura 4.5 izquierda) y un aumento del

potencial de interaccién n-e. (véase Figura 4.6 izquierda).

4.3.6. Estructura de Capas

A continuacién se presenta la respuesta que tiene la estructura de capas del dtomo de
magnesio cuando se encuentra confinado por una caja esférica de radio R. y un potencial
finito Uj.

Para visualizar la estructura de capas se utilizé la funcién de distribucién radial (RDF)
definida como:

RDF(r) = 4mr?p(r) (4.13)

La funcién de distribucién radial es proporcional a la probabilidad de encontrar un elec-
trén en una capa esférica delgada a la distancia r del ntcleo.

El conjunto de orbitales correspondientes a un ntimero cuantico principal dado, n,
constituye una capa. Las capas n = 1,2, 3, ... son las capas K, L, M,..., respectivamente.
Cada méaximo corresponde a una de las capas del d4tomo, por ejemplo, para el dtomo de
magnesio libre (no confinado) de acuerdo con su configuracion electrénica 1s22s%2p%3s?
presenta tinicamente 3 capas.

En la figura 4.9 se muestra la estructura de capas del &tomo de magnesio obtenida
utilizando el método Hartree-Fock y los funcionales de intercambio Dirac y Becke88. Para
el caso de barrera de potencial Uy = 0,0 u.a. HF predice el colapso de la capa mas externa
cuando el &tomo de Mg se encuentra dentro de una caja de radio R, = 2 u.a. esto significa
que los electrones de la capa mds externa (3s%) estan ligados al 4&tomo por la esféra de
confinamiento y no por la interaccién ntcleo-electrén. Contrario a este comportamiento,
los funcionales nunca predicen un colapso de la capa mas externa. Sin embargo, para el
caso de barrera de potencial Uy = 0,5 u.a. la respuesta de los funcionales en la RDF tiene
una mejor correspondencia con la respuesta de HE.

Merece la pena notar que el comportamiento de la estructura de capas utilizando una
pared penetrable o una pared impenetrable cambia de manera muy dréstica. Para el ca-

so del uso de pared impenetrable, se observa que la RDF decae de manera muy subita
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a medida que r aumenta (véase figura 2.2) ademds se observa la desapacion de varias
capas a medida que el radio de confinamiento disminuye; mientras que, para el caso de
pared penetrable, la RDF decae de manera mucho més suave y para el caso expuesto en
los resultados previos tnicamente se observa la desaparicién de una capa, este compor-
tamiento por supuesto se debe a las diferentes condiciones a la frontera impuestas tanto

en la funcién de onda como en la densidad electrénica.

14 - : - - 14
12 4 12 H
10 HF 1 10 HF
8 Uo=0.0u.a. 4 8 Uo=0.5ua.
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[a} o
4 [
3 6
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2 2
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FIGURA 4.9: Funcién de distribucién radial (RDF) correspondiente al 4to-
mo de magnésio confinado por una esféra de radio R, = 2.0 u.a. (rojo), 3.5
u.a. (verde) y 10.0 u.a. (azul)
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4.4. Atomos confinados por paredes penetrables: la inclusién de

la correlacidon electronica

Hasta este punto, s6lo se ha tomado en cuenta la contribucién energética debida al
intercambio y ha sido evidente que los funcionales Dirac y Becke88 tienen una respuesta
completamente distinta al la obtenida con el método Hartree-Fock. Ahora ademds del

intercambio se incluye la contribucién debida a la correlacién.

4.4.1. Energia de Intercambio y Correlacién

En las Tablas 4.4 y 4.5 se reportan: la energia de intercambio (£;), energia de corre-
lacién (E;) y energia de intercambio y correlaciéon (£;.) correspondientes al d&tomo de

magnesio dentro de una caja de radio R, y barrera de potencial U.

TABLA 4.4: Energifas de intercambio, correlacién e intercambio-correlacién

reportadas en unidades atémicas correspondientes al &tomo de magnesio

confinado por dos potenciales finitos Uy = 0,0 y 0,5 u.a. Estos resultados
corresponden al funcional de intercambio-correlacién DPW

R.u.a. Uyp =0,0u.a. Uy =0,5u.a.

E; E. E; E; E. E;
2.0 -14.6963 -0.8958 -15.5922 | -14.8315 -0.9072 -15.7388
2.5 -14.6557 -0.8953 -15.5510 | -14.7713 -0.9057 -15.6770
3.0 -14.6280 -0.8938 -15.5219 | -14.7154 -0.9022 -15.6175
3.5 -14.6101 -0.8925 -15.5025 | -14.6743 -0.8990 -15.5733
5.0 -14.5712 -0.8880 -15.4593 | -14.6047 -0.8923 -15.4970
6.0 -14.5653 -0.8874 -15.4527 | -14.5831 -0.8898 -15.4730
8.0 -14.5647 -0.8873 -15.4521 | -14.5682 -0.8879 -15.4561
10.0 -14.5643 -0.8873 -15.4516 | -14.5650 -0.8874 -15.4524

De ambas tablas, se puede apreciar que la respuesta en el intercambio predicha por
los funcionales DPW y BLYP mantiene la tendencia de disminuir a medida que el radio

de confinamiento disminuye también.

Ademas se observa que la contribucién de la correlacién electrénica es muy pequefia
comparada con la energia de intercambio y también tiende a disminuir conforme el R,
se reduce; sin embargo, los cambios que experimenta la correlaciéon son muy pequefios

comparados con el intercambio. Para el caso de la energia de intercambio predicha por el
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TABLA 4.5: Energias de intercambio, correlacién e intercambio-correlacién

reportadas en unidades atémicas correspondientes al &tomo de magnesio

confinado por dos potenciales finitos Uy = 0,0 y 0,5 u.a. Estos resultados
corresponden al funcional de intercambio-correlacion BLYP

R.u.a. Uy =0,0u.a. Uy =0,5u.a.

E; E. Eic E; E. E;
2.0 -16.1188 -0.4673 -16.5861 | -16.2582 -0.4752 -16.7333
2.5 -16.0797 -0.4666 -16.5462 | -16.1967 -0.4725 -16.6692
3.0 -16.0511 -0.4645 -16.5157 | -16.1402 -0.4693 -16.6094
3.5 -16.0337 -0.4629 -16.4965 | -16.0981 -0.4667 -16.5648
6.0 -15.9873 -0.4595 -16.4468 | -16.0061 -0.4611 -16.4672
8.0 -15.9869 -0.4595 -16.4463 | -15.9906 -0.4598 -16.4504
10.0 -15.9863 -0.4594 -16.4458 | -15.9872 -0.4595 -16.4467

funcional DPW con barrera de potencial Uy = 0,0 u.a. al pasar de R, = 10 a R, = 2 u.a.
esta cantidad ha disminuido 0.13204 u.a. (82.8563 Kcal/mol), mientras que la energfa de
correlaciéon ha disminuido 0.00853 u.a. (5.3526 Kcal/mol).

Desafortunadamente, hasta estos momentos no hay resultados basados en funcién de

onda con los cuales poder hacer una comparacién.
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Conclusiones

La implementacion del método de Kohn-Sham en el c6digo MEXICA-C para el es-
tudio de dtomos confinados por paredes penetrables fue examinada utilizando cuatro
funcionales, dos de intercambio y dos de intercambio y correlaciéon. Los resultados ob-
tenidos por los funcionales tinicamente de intercambio fueron contrastados con aquellos
obtenidos por el método Hartree-Fock.

El conjunto de funciones de base utilizado en esta implementacion satisface las co-
rrespondientes condiciones a la frontera inherentes al modelo de pared penetrable y con-
tienen el comportamiento asintético correcto en la regioén r > R..

Dos mallas fueron examinadas para la integracién numérica de los emelentos de ma-
triz correspondientes a los potenciales de intercambio y correlacién, una tipo Froese Fis-
cher y otra igualmente espaciada, el criterio utilizado para la eleccién de una de las dos se
baso en integrar numéricamente a la densidad electrénica de manera que cumpliera con
la ecuacion (3.2), por supuesto la malla tipo Froese-Fischer mostro un mejor desempefio
pues requeria 450 puntos para cumplir esta condicién mientras que la malla igualmente
espaciada requeria de al menos 1000 puntos.

Cinco dtomos de capa cerrada fueron confinados por dos potenciales finitos distintos;
sin embargo, en este trabajo sélo se presentan los resultados correspondientes al &tomo
de magnesio, pues el resto de los &tomos exhibia la misma tendencia en cada una de las
propiedades analizadas en este estudio.

De acuerdo con los resultados expuestos en este trabajo, es posible apreciar que el
desempefio de los funcionales de intercambio Dirac y Becke88 en la descripcion de la
energia de intercambio en funcién del radio de confinamiento es deficiente, debido a que,

ambos funcionales generan una respuesta cuya tendencia es completamente distinta de
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la mostrada por el método Hartree-Fock a radios de confinamiento pequerios.

La energia del orbital atémico més alto ocupado (HOMO) mostré un comportamiento
inesperado, mientras que esta energia orbital en el método HF crece a medida que el radio
de confinamiento disminuye, los funcionales de intercambio utilizados en este estudio
predicen energias orbitales méds profundas en determinadas regiones de confinamiento
con respecto al d&tomo libre, y para radios de confinamiento pequefios esta energia orbital
llega a ser menor que la obtenida por HE.

Se concluye que los efectos debidos al confinamiento en las propiedades descritas por
el método HF compaginan de manera muy adecuada unos con otros; ya que, para el caso
de Uy = 0,0 u.a. a radios pequefios de confinamiento se aprecia una energia orbital muy
proxima a Uy, esto implica que, aunque el electron este ligado empieza a estar desloca-
lizado (se empieza a desparramar y a pasar al medio), la densidad de la distribucién de
carga por unidad de volumen disminuye llevando a una correspondiente disminucién
de la energia cinética electrénica y la energia de interaccién e-e de manera que el apan-
tallamiento experimentado por los electrones mas externos disminuye dando lugar a un
aumento de la energia de interaccion n-e.

La correlacién tiene un comportamiento analogo a la energia de intercambio; sin em-
bargo, cambia en menor medida que ésta y su contribucién a la energia total es muy pe-
queiia, de manera que la energia de intercambio contribuye en mayor medida a la energia
total que la energia de correlacion. Desafortunadamente no hay referencias para concluir

si el efecto del confinamiento en la correlaciéon esta descrito de manera adecuada.

Perspectivas

= Implementar mas funcionales de intercambio y correlacién en el c6digo MEXICA-C

y analizar su desempefio en la descripcion de sistemas atémicos confinados.

= Tomando como referencia la densidad electrénica generada por el método Hartree-
Fock, implementar el método de Zhao-Morrison-Parr (ZMP) (Zhao, Morrison y Parr,
1994) para la busqueda del potencial efectivo de Kohn-Sham para atomos confina-

dos por potenciales finitos.
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Abstract The solution of the Kohn—Sham equations in
the Roothaan’s context is presented for atoms confined by
penetrable walls. A new basis set is employed in this work,
which was designed within the Hartree—Fock approach to
ensure a correct decay on the electron density. Exchange-
correlation functionals from local density and general-
ized gradient approximation are considered in the imple-
mentation of the Kohn—-Sham method. The confinement
effects on energies (total and orbital) and on the exchange
potential are discussed when two exchange-only func-
tionals are compared with the Hartree—-Fock method, for
closed-shell atoms confined by finite potentials. Clearly,
the wrong asymptotic behavior exhibited by the exchange-
only Kohn—Sham potentials, considered in this work, has a
large impact on orbital energies when several confinements
are tested. In fact, such exchange potentials predict orbital
energies which are drastically different than those predicted
by the Hartree—Fock method. These differences are not
restricted just to absolute values, also the trend observed
for exchange and orbital energies is quite different than that
predicted by Hartree—Fock. Effects of the correlation con-
tribution are also discussed on total and orbital energies,
which show same trends than those obtained by exchange-
only functionals. Unfortunately, there are no implementa-
tions of correlated methods based on the wave-function for
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this kind of problems, and consequently our results for cor-
relation energy cannot be compared with a reference. With
this implementation there is one possibility to test the per-
formance of approximate exchange-correlation functionals,
in addition to the sets commonly used in the design of new
functionals.

Keywords Confined atoms - Roothaan’s approach -
Penetrable walls - Correct asymptotic behavior

1 Introduction

Effects on the electronic structure of atoms restricted spa-
tially are usually studied by collocating one atom at the
center of a sphere, and a potential is imposed on the sphere
surface [1-12]. The idea about this model is related to sim-
ulate confinement effects on atoms restricted under well-
defined boundaries. In principle, this model could be useful
to simulate the electronic structure of atoms within cavi-
ties as those found in zeolites, fullerenes, quantum dots,
clathrates or in the implicit solvent approach [13—19]. By
using this model, only the electrons provided by the atom
contribute to the electronic structure and the electrons from
the cavity are modeled within the external potential. For
many-electron atoms, Hartree—Fock, Kohn—Sham or Monte
Carlo methods have been carried out mainly by using tech-
niques that cancel the wave-function or the electron density
on the sphere surface, which corresponds to the impenetra-
ble walls case [3, 7, 9, 11]. It is evident that such a solu-
tion is related to a reduced number of applications where
the electron density cannot penetrate to the potential walls.
One more realistic model is obtained when a finite potential
allows to the electron density explore classically forbidden
regions [20, 21].

@ Springer
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We can mention one report from Gorecki and Byers-
Brown where the helium atom is confined by a finite
potential defined as [5]

;
v(r) = { UO

where Z represents the nuclear charge and Up a constant
potential. For this two-electron system, Gorecki and
Byers-Brown solved the Hartree—Fock equations in order
to estimate the pressure exerted on the helium atom [5].
The results obtained by these authors are impressive,
since they reproduced experimental values of the pres-
sure exerted on the helium atom. This report shows that
the model of confinement imposed by a finite potential
could be useful to study the electronic structure of atoms
under pressure. However, the effort on this direction to
solve the Hartree—Fock (HF) equations for many-electron
atoms was not considered for several years. Recently, Rod-
riguez-Bautista et al. [22] have proposed a new basis set
to incorporate the correct asymptotic behavior on the basis
set used to represent Hartree—Fock orbitals. With this new
basis set, several important effects have been observed,
in particular, the delocalization of the electron density is
one important effect when an atom is under pressure [22].
However, the HF method does not include correlation
contributions and consequently the description of many-
electron atoms is not complete. It is well-known that the
Kohn—Sham (KS) approach is one method that provides
the ground-state electron density [23]. In addition, the
solution of the KS equations requires one computational
effort similar to that used by the HF method; in fact, many
of the algorithms implemented in the HF method are simi-
lar to those used within the KS method. Thus, the aim of
this report is the solution of the KS equations by using the
Roothaan’s approach with a basis set built with the cor-
rect asymptotic behavior to deal with many-electron atoms
confined by finite potentials.

One direct application of our code is the estimation
of regions where one atom is ionized due to confinement
effects. This topic has been addressed in several articles
[24-26], but the confinement imposed by impenetrable
walls is the model used in such reports. It is well-known
that the model of rigid walls does not allow the escape
of electrons and consequently the atom cannot be ion-
ized. With the implementation of HF and KS approaches
to study confined atoms by penetrable walls, it is possible
explore changes on orbital energies when an atom is under
this kind of confinements and compare the performance of
some exchange-correlation functionals. For this purpose,
we will use as reference the HF theory, where the Koop-
man’s theorem predicts reasonable ionization potentials
[27]. Tts results will be contrasted with those obtained by
four exchange-correlation functionals, two defined within

r <R, )
r Z RC’

@ Springer

the local density approximation (LDA) and two developed
in the generalized gradient approximation (GGA) [28, 29].

2 Numerical details

The Kohn-Sham method is based on a reference system
built with non-interacting particles [23]. The total energy in
this method is obtained from

Exs = Ts + J1p] + Exe + / drv(r)p(D), )

where T represents the kinetic energy associated to the ref-

erence system
Xi>, (3)

the electrostatic energy provided by the electron density,
p(r), is given by

,P(r)p(r) )p(r/)
// rdr r—r| "’ @

The exchage-correlation contributions, plus one part of the
kinetic energy, are contained in the Ex. functional and the
electron-external potential, v(r), interaction is represented
by the last term of Eq. 2.

The wave-function of the reference system is repre-
sented by one Slater determinant, which is build with a set
of spin-orbitals, { x;(x)}. In this case, x represents four coor-
dinates; r (x, y, z) and  (spin). The spin-orbitals that mini-
mize Eq. 2 must satisfy

N

T = Z<X,-

i=1

_lvz
2

1 p(r) SExc
——_v? / . — vy
( Vi far L ey v(r)) )
®)

and the electron density is written as
N

pr) =" / doox; (%) xi (x). ©6)
i=1

For the solution of KS equations, the spin-orbitals are
proposed as x (x) = ¥ (r)o (w), with 0 = «, 8. This report
is based on the Roothaan’s approach, where

K
Yir) =) cl (), %

with {¢;(r)} as the basis set, and the coefficients c,, of this
linear combination are obtained from the solution of the
generalized eigenvalue problem

FC = SCe. ®)
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The external potential represented in Eq. 1 is spherically
symmetric; thus, a natural way for the basis set is

G () = Yy, m, ($2)fu(r). )

Very recently, Rodriguez-Bautista et al. [22] have proposed
the basis set

“(r) =N rwle=tu r <R,
)= { et Z Nt e 1 (10
to solve the Hartree—Fock equations for atoms confined by
the potential defined in Eq. 1. This proposal deserves sev-
eral comments. Clearly, this basis set is quite similar to
Slater Type Orbitals (STO), the main difference is present
for r > R, where the exponential function is weighted by
r~=1 This factor ensures the correct asymptotic behavior
on the basis set in the presence of a finite potential. Thus,
we have STOs with the correct asymptotic behavior for
atoms confined by finite potentials; this basis set will be
referred as STO-CAB (STO with correct asymptotic behav-
ior for confined atoms). The definition of this new basis set
requires the restrictions

fT(r=R)=f"(r=Ro), (11)
and

1 df- 1t
F ? r=R. B F ? r=RC' (12)

Evidently, these restrictions must be considered in the
implementation of the Roothaan’s approach. Finally, the
exponents, {¢;}, involved in the STO-CAB have a differ-
ent meaning than those used in the STO and consequently
they must be optimized for each confinement radii, which
involves an important computational effort.

We have implemented in the MEXICA-C code [30] the
STO-CAB basis set for the HF method [22]. In this work,
the KS approach has been hooked in this code, as a natu-
ral extension to analyze the electron structure of confined
atoms. For this purpose, several exchange-correlation func-
tionals have been considered. Thus, the exchange-correla-
tion energy and the corresponding Fock matrix elements
are evaluated numerically over one radial grid defined as

0 i=0,
T e (5 -5) 1=is4s0 (3)

This grid has the same expression than that used in the
Froese-Fisher grid [31], although by comparing with the
original one it is clear that in our case we have a dense grid.
In addition, for the STO-CAB basis set, the grid defined
in Eq. 13 has been designed to touch always r = R, in
order to satisfy the boundary conditions. One Lagrange

interpolation of second order [32] was used to compute
numerically the integrals involved in the evaluation of the
Fock matrix and for the evaluation of the exchange-corre-
lation energy.

The optimization of the exponents in the basis set is
one important issue involved in the Roothaan’s approach,
mainly for confined atoms where the exponents for many
confinement regions differ appreciably from free atoms
[30, 33, 34], therefore the basis set exponents used in the
STO-CAB basis set must be optimized for each confine-
ment radius, which is an enormous task. In this work we
have used the tempered basis set approach to optimize the
basis set exponents [35]. Such an approach allows a large
number of functions in the basis set avoiding linear depend-
ence problems, as it has been proved for large confinements
on the helium atom [34]. In this study, the exponents have
been optimized for the HF method and they are used to
solve the KS equations by testing four exchange-correla-
tion functionals: Dirac, Becke88, PW92(LDA) and LYP
[36—39]. The main idea of this work is the implementation
of the KS approach in the MEXICA-C code and check the
performance of two exchange-only functionals on confined
atoms by penetrable walls and contrasting their results with
those obtained by the HF method. For this purpose, we ana-
lyze the exchange energy, exchange potential, the highest
occupied molecular orbital (HOMO) energy, some density
moments and the Fermi hole. Furthermore, we present the
impact of the correlation contribution on some properties.
For this goal, five closed-shell atoms are considered (He,
Be, Ne, Mg and Ar) and two entries for Ug in Eq. 1; 0.0 and
0.5 a.u.

3 Results
3.1 Total energy

As a test to check the implementation of the exchange-
correlation functionals in the MEXICA-C code, the total
energy of the atoms considered in this work is reported
in Tables 1 and 2, when Dirac, Becke88, Dirac+PW92
(DPW) and Becke88+LYP (BLYP) functionals are used
and the atoms are free (non-confined). In this table, the
results obtained by the STO-CAB functions are contrasted
with those obtained using the aug-cc-pVQZ basis set [40],
and the NWChem suite code [41]. HF results are also
reported in Table 1, in order to compare these results with
those obtained by Dirac and Becke88 exchange functionals.

From Tables 1 and 2, we see that our implementation
is in good agreement with regard to results obtained by
NWChem with the aug-cc-pVQZ basis set. Naturally, these
results give us confidence of the KS implementation done
in the MEXICA-C code. In Table 1 there is an important

@ Springer



207 Page 4 of 10

Theor Chem Acc (2016) 135:207

Table 1 Total energy in

_ X Atom Aug-cc-pVQZ STO-CAB

atomic units for some closed-

shell atoms obtained by using HF Dirac Becke88 HF Dirac BeckeS88

Gaussian functions (aug-

cc-pVQZ) and STO-CAB He —2.86154 —2.72350 —2.86323 —2.86168 —2.72369 —2.86338

functions Be —14.57298 —14.22323 —14.56630 —14.57302 —14.22342 —14.56635
Ne —128.54469 —127.48814 —128.58753 —128.54710 —127.49135 —128.59007
Mg —199.61424 —198.24429 —199.62995 —199.61464 —198.24954 —199.63194
Ar —526.81692 —524.51367 —526.79722 —526.81751 —524.51896 —526.79974

Exchange-only comparison

Table 2 Total energy in atomic units for some closed-shell atoms
obtained by using Gaussian functions (aug-cc-pVQZ) and STO-CAB
functions

Atom  Aug-cc-pVQZ STO-CABF

DPW BLYP DPW BLYP
He —2.83431 —2.90691 —2.83450 —2.90691
Be —14.44641 —14.66145 —14.44660 —14.66115
Ne —128.2273 —128.97044  —128.23053  —128.97159
Mg —199.13093  —200.09059 —199.13605 —200.09090
Ar —525.93604  —527.54847  —525.94133  —527.54825

result that has been pointed out several times; approxi-
mated exchange-correlation functionals do not satisfy the
variational principle [42-45]. This fact is related to the
N-representability problem in density-functional-theory
[46], and this is evidenced when Becke88 total energy is
compared with those results predicted by the HF theory,
which is based on the variational principle. If this behavior
is presented for free atoms then we must expect a similar
behavior for confined systems.

For atoms confined by penetrable walls, we have found
a similar behavior for total energy among the atoms con-
sidered in this work. For example, the total energy behav-
ior for He and Be confined by Uy = 0.5 a.u. is depicted in
Fig. 1. The energy difference between confined and non-
confined atom is plotted in this figure, for that reason when
R. is large, this energy difference goes to zero. Contrary to
this behavior, this energy difference is increased when the
confinement radius is reduced. It is worth noting that such a
behavior is similar in atoms confined by impenetrable walls
[3, 7, 30]. One result to be noted in this plot is the response
obtained by Dirac and Becke88 exchange functionals,
where it is evident that both functionals underestimate the
energy difference with respect to HF (see Fig. 1a). In addi-
tion, this response is bigger for atoms with high polarizabil-
ity, like Be and Mg, than for atoms with low polarizabilty,
like He, Ne and Ar. The N-representability problem men-
tioned for free atoms is also presented for confined atoms.
For example, for Mg with R, = 3.0 a.u. and Uy = 0.5 a.u.,
the total energy from Becke88 is —199.28936 a.u., whereas
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that HF predicts —199.17378 a.u. Thus, the Becke88
exchange-only functional gives 3.15 eV below of the HF
estimation.

In general, we have found that the inclusion of correla-
tion effects do not change the energy differences behavior
as a function of R, (see Fig. 1b), although total energies
between exchange-correlation and exchange-only are dif-
ferent; always the total energy obtained by exchange-cor-
relation functionals is lower than that obtained by using
exchange-only functionals for any confinement radius.

3.2 Energy contributions

The exchange energy behavior for the atoms considered in
this work present a similar behavior between themselves.
As one example, the exchange energy for the helium atom
confined by two finite potentials is reported in Table 3. For
both penetrable walls, the exchange energy obtained by
Dirac and Becke88 functionals is contrasted with the exact
exchange obtained with HF orbitals.

The exchange energy (XE) obtained by the HF method
exhibits an interesting behavior. When the atom starts to
be confined the XE is increased in an important way when
the barrier height is bigger, for example, at R, = 2.0 a.u.
this quantity presents an increment above of the 4.8 %
for Uy = 0.5 a.u. and for Uy = 0.0 a.u. the increment is of
1.2 %, with respect to the free atom. However, for small
confinement radii the XE suffers a dramatic decrement.
From Table 3, for R, = 0.7 a.u. the XE has been reduced
in 24.5 % for Uy = 0.5 a.u. and 38.7 % for Uy = 0.0 a.u.
The most important result obtained from this table is that
the behavior exhibited by the HF method is not repro-
duced by Dirac and Becke88 exchange functionals, since
for both functionals the exchange energy is increased in
regions where HF predicts a different behavior. This result
is observed for all atoms considered in this work. The Mg
atom is another example where this result is evident, as this
is appreciated in Fig. 2. For this atom, clearly Dirac and
Becke88 exchange functionals present a failure to repro-
duce the behavior exhibited by the exact exchange, not
only the numerical result since the general trend is also
incorrect.
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Table 3 Exchange energy,

; . ! i Atom Uy=0.0 a.u. Uy=0.5 au.

in atomic units, for helium

atom confined by two finite HF Dirac Becke88 HF Dirac Becke88

potentials, Uy = 0.0 a.u. and

U,=05 au. 0.7 —0.6291 —1.0294 —1.2150 —0.7747 —1.1131 —1.3074
0.8 —0.7523 —1.0070 —1.1859 —0.8991 —1.0882 —1.2762
1 —0.9036 —0.9577 —1.1288 —1.0358 —1.0357 —1.2143
2 —1.0386 —0.8596 —1.0224 —1.0752 —0.8999 —1.0638
3 —1.0295 —0.8530 —1.0162 —1.0365 —0.8636 —1.0264
4 —1.0263 —0.8529 —1.0161 —1.0274 —0.8550 —1.0180
5 —1.0258 —0.8528 —1.0161 —1.0260 —0.8532 —1.0164
10 —1.0258 —0.8528 —1.0161 —1.0258 —0.8528 —1.0161

Table 4 Exchange, cqrrelation R, Uy = 0.0 a.u. Uy = 0.5 a.u.

and exchange-correlation

energies, in atomic units, for Exchange Correlation Ex.-correl. Exchange Correlation Ex.-correl.

Mg atom confined by two finite

potentials, Uy = 0.0 a.u. and 2.0 —16.1188 —0.4673 —16.5861 —16.2582 —0.4752 —16.7333

Up=0.5au. 2.5 ~16.0797 —0.4666 —16.5462 —16.1967 —0.4725 —16.6692
3.0 —16.0511 —0.4645 —16.5157 —16.1402 —0.4693 —16.6094
35 —16.0337 —0.4629 —16.4965 —16.0981 —0.4667 —16.5648
6.0 —15.9873 —0.4595 —16.4468 —16.0061 —0.4611 —16.4672
8.0 —15.9869 —0.4595 —16.4463 —15.9906 —0.4598 —16.4504
10.0 —15.9863 —0.4594 —16.4458 —15.9872 —0.4595 —16.4467

These result correspond to BLYP exchange-correlation functional

The results presented for He and Mg are similar to those
presented by all atoms considered in this work. Thus, we
conclude that Dirac and Becke88 exchange potentials are
unable to reproduce the behavior exhibited by the exact
exchange obtained by the HF method for atoms confined
by penetrable walls.

With DPW and BLYP exchange-correlation function-
als, we explore the correlation contribution. As one exam-
ple, the exchange-correlation contributions, from BLYP, for
Mg atom are presented in Table 4, where we are reporting
results obtained for Uy = 0.0 and Uy = 0.5 a.u. For both
potentials the exchange energy is increased, as it was dis-
cussed above with an exchange-only functional, when R,
is reduced. In addition, the correlation energy predicted
by LYP show the same behavior than that observed for
the exchange energy, although with different rate. This
behavior on exchange and correlation is mapped on the full
exchange-correlation results. Same results are observed
for the set of atoms considered in this work. Therefore,
exchange-correlation functionals predict bigger contribu-
tions for confined atoms than for free atoms. This result
is quite different with respect to HF method and at this
moment we cannot compare with a correlated method
based on the wave-function, since there are not reported
implementations of these methods for atoms confined by
penetrable walls.

3.3 Orbital energies and exchange potentials

The wrong asymptotic behavior is one of the most important
issues presented by approximate Kohn—Sham potentials.
For LDA and GGA potentials, it is well-known that their
asymptotic behavior is the responsible to predict high occu-
pied orbital energies [47—49], in particular, for the highest
occupied molecular orbital [50-52]. Usually, for atoms or
molecules, the HOMO energy (ey) exhibits the inequality

e]];D AGGA el¥. The main reason of this inequality is that
lim vy > —— (14)
r—00 r

is not satisfied for LDA and GGA potentials. We must bear
in mind that this conclusion has been pointed out for sys-
tems where there are no spatial restrictions. Now, in this
work the HOMO energy behavior is explored for atoms spa-
tially restricted by one potential where the electron density
starts to be cancelled in regions where the asymptotic limit
is not necessarily included.

The HOMO energy as a function of R, for the Mg atom
confined by two finite potentials is reported in Table 5. Let
us discuss exchange-only results. From this table, it is evi-
dent that for R, = 10.0 a.u., elff < eBecked8  (Dirac_qq j¢
has been observed for free atoms. For impenetrable and
penetrable walls, it is recognized that always GEF goes up

@ Springer



207 Page 6 of 10

Theor Chem Acc (2016) 135:207

Table 5 HOMO energy, in atomic units, for Mg atom confined by two finite potentials, U, = 0.0 a.u. and U, = 0.5 a.u.

R, Uy=0.0au. Uy=05au
HF Dirac Becke88 PWLS BLYP HF Dirac Becke88 PWLS BLYP
1.5 0.0021 —0.0541 —0.0632 —0.0935 —0.0868 0.5024 —0.4834 —0.4804 —0.4736 —0.4740
2.0 —0.0197 —0.1412 —0.1487 —0.1787 —0.1716 —0.3527 —0.2288 —0.2198 —0.1856 —0.1922
2.5 —0.1041 —0.1934 —0.2010 —0.2314 —0.2236 —0.1308 —0.1103 —0.1001 —0.0669 —0.0738
3.0 —0.1631 —0.1997 —0.2073 —0.2360 —0.2285 —0.0114 —0.0343 —0.0244 —0.0085 —0.0013
3.5 —0.1972 —0.1770 —0.1855 —0.2151 —0.2072 —0.0985 —0.0153 —0.0251 —0.0571 —0.0504
6.0 —0.2467 —0.1515 —0.1582 —0.1832 —0.1759 —0.2344 —0.1199 —0.1273 —0.1571 —0.1484
8.0 —0.2520 —0.1420 —0.1487 —0.1756 —0.1677 —0.2495 —0.1370 —0.1439 —0.1719 —0.1637
10.0 —0.2529 —0.1421 —0.1489 —0.1755 —0.1677 —0.2524 —0.1410 —0.1478 —0.1749 —0.1669
2 0.1
(a)
X X
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N ﬁ]
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2(b) Fig. 2 Exchange energy change, in atomic units, obtained using Har-
tree—Fock (asterisk), Dirac (black points) and Becke (blank squares)
16 methods, as a function of the confinement radius R, for Mg atom con-
- fined by a finite potential with Uy = 0.5 a.u. The free atom is the ref-
3 15 erence in this energy difference
© .
3 |
g 0.8 @ .
wi \ % epecke < eDirc o HF - for both values of Up. This result
0.4 . @ has important implications on the ionization potential (/)
& © exhibited by atomic systems. It is well-known that Koop-
bl . T - , . . . . .
0 0 1 5 3 mans’ theorem gives reasonable estimations of ionization
Re (a.u.) potentials through the relation / = —ey [27]. From Table 5,

Fig. 1 Total energy difference, in atomic units, obtained using Har-
tree—Fock (asterisk), LDA (black points) and GGA (blank squares)
methods, as a function of the confinement radius R, for He (con-
nected points) and Be (non-connected points) atoms confined by a
finite potential with Uy = 0.5 a.u. The free atom is the reference used
in this energy differrence. a Exchange-only calculations. b Exchange-
correlation calculations

when the confinement radius is reduced [3, 22, 25, 30].
For atoms and barrier heights considered in this study, this
behavior is also obtained for Dirac and Becke88 potentials,
as this is corroborated in Table 5. However, the increments
observed for ey show different rates between HF and Dirac
or Becke88 potentials. In fact, for some confinement radii,

@ Springer

it is observed that in the region R. € [1.5,2.0] a.u. the
HOMO energy is not bound anymore since Uy = 0.0 a.u.
This result suggests that the confinement induces the ion-
ization on this atom. From the same table, clearly within
this region Dirac and Becke88 potentials provide ey < 0.
Thus, contrary to the HF response, Dirac and Becke88
potentials predict a neutral Mg atom for such confinements
instead of a cation. For Uy = 0.5 a.u., when R, < 2.5 a.u.
all methods considered in this study predict eg > 0, for
this region the corresponding electron is still trapped by
the external potential and the atom is neutral, except for HF
with R. = 1.5 a.u. From this table, there is no a doubt that
eI]_B’ICCke < egimc < Eﬁ[F_ Therefore, the confinement imposed
by a finite potential induces, for some confinement radii,

deeper egs than EEF .
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When a correlation potential is included in the KS equa-
tions, the orbital energy ep, for small confinement radii,
exhibits lower values with regard to exchange-only poten-
tials and consequently a bigger deviation is observed when
they are contrasted with respect to HF. Evidently, corre-
lation methods based on the wave-function are required
for confined atoms in order to check the performance of
exchange-correlation functionals.

The Fermi hole is another quantity used in this work to
show the differences between HF and KS exchange-only
functionals. In this article, the Fermi hole is evaluated for
closed-shell systems from the definition [53]

N/2

ey 2 JPUNT SPE
Arir) =~ ;W,(rm [i(r2)]

N/2
+ ) YD E) ) Y |-

i3 i)

as)

In Fig. 3, A(ry; rp) is presented for the Be atom under
two confinement radii, R, = 30.0 and R, = 1.985 a.u. The
first one represents the free atom, and the second one is
related to the confinement where efif ~ 0. In these plots,
just HF and Becke88 methods are compared since Dirac
results are quite similar to those obtained by Becke88.
For large confinement radii, there are small differences
between App(ry;rp) and the corresponding Fermi hole
obtained from KS. However, for confinements imposed by
a small R, the differences are enhanced for large values of
[r; — r3|. Thus, for these regions the non-locality exhibited
by A(ry; rp) is not recovered by the exchange-only func-
tionals tested in this work.

In this work, an exchange-only comparison is made
between HF and KS. By using HF as reference, Dirac
and Becke88 functionals predict a different behavior for
exchange and orbital energies, indicating that these func-
tionals fail to predict correctly the electron structure of
atoms confined by penetrable walls. It is important to men-
tion that such discrepancies cannot be detected in free
atoms.

The behavior presented by HF or KS orbitals is com-
manded by the corresponding exchange potential. Dirac
exchange potential obtained for R. =0.7183 au. and
R. = oo with Uy = 0.0 a.u. is depicted in Fig. 4 for Ne. For
this atom, small confinement radii are necessary to obtain
an important response on total and orbital energies. For
R:. = 0.7183 a.u. the exchange potential shows deviations
with respect to the free atom, mainly for r < 10.0 a.u., as
this is appreciated from Fig. 4. The biggest differences
observed in this comparison deserve special attention
since for a small confinement radius (solid line) the Dirac
potential is deeper than that observed for the free atom. In

10 T T T T T T
(a)
10°

10

10°

A(rq;rp) (a.u.)

10

10

10 T
(b)
10

10

10

A(rq;rp) (a.u.)

10

5 L L L L L =
-2 -1 0 1 2 3 4 5

ry-ry (a.u.)

10

Fig.3 Fermi hole, in atomic units, obtained using Hartree—Fock
(dotted line) and Becke88 exchange-only functional (solid line),
for Be atom. a R, = 30.0 a.u.,, b R. = 1.985 a.u. In both cases
U=0.0au and|r;| =2.0a.u.

0.001 0.01 0.1 1 10
r(a.u.)

Fig. 4 Exchange potential, in atomic units, obtained using Dirac
functional for two confinement radii (R. = 0.7183 a.u., solid line and
R. = 30.0 a.u., dashed line) for Ne atom confined by a finite potential
with Uy = 0.0 a.u.

addition, the structure (maxima and minima) of the Dirac
potential in a free atom is changed when the atom is sub-
mitted to small confinements. In Fig. 5, the Dirac exchange
potential is reported for the Ar atom, where the small con-
finement radius produces a deeper potential, like in Fig. 4.

@ Springer



207 Page 8 of 10

Theor Chem Acc (2016) 135:207

rv, (a.u.)

n n n

0.001 0.01 0.1 1 10
r(a.u.)

Fig. 5 Exchange potential, in atomic units, obtained using Dirac
functional for two confinement radii (R, = 2.0 a.u., solid line and
R. = 60.0 a.u., dashed line) for Ar atom confined by a finite potential
with Uy = 0.0 a.u.

The results obtained for ey between KS and HF suggest
that the potential obtained by Dirac or Becke88 function-
als is wrong since such potentials must give higher ey for
small confinement radii. Thus, plots in Figs. 4 and 5 must
be modified when the correct exchange potential is con-
sidered. Inclusion of the correlation contribution does not
affect in an important way to the KS potential, with respect
to an exchange-only potential. We conclude that essential
exchange-only deficiencies observed for LDA and GGA, in
confined atoms, cannot be corrected by LDA or GGA cor-
relation functionals.

3.4 Moments of the electron density

. . Dirac,Beck
From the previous section, clearly ey ¢ < eHF for

small confinement radii or eglraC’BeCke > efiF for large R,

and consequently this result should be mapped on some
moments of the electron density, for this reason (r—1), (r)
and (r?) have been evaluated for each confinement radii.
Dirac and Becke88 exchange functionals give similar
results between themselves for (+—1) and (r). However, for
(r?), these exchange functionals give values with important
differences. For this reason, we report results only related
to this moment of the density.

Two systems are considered to show the difference
between (rz)Ks and (rZ)HF, one compact atom (Ar) and
one polarizable (Mg). In Fig. 6, this difference is presented
for several confinement radii, with Uy = 0.0 a.u., for the
mentioned atoms. As we expected, a large response was
obtained for Mg, and for Ar the response was small when
these atoms are submitted under confinement. The result
to be mentioned is that Dirac and Becke88 functionals pre-
dict (%) quite similar between themselves and they differ
from HF for some confinement regions. For free atoms,
KS overestimates this quantity for Ar, and it gives an
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Fig. 6 (rks — (r})yr as a function of the confinement radius, R,
for Ar and Mg atoms confined by a finite potential (Up = 0.0 a.u.).
Two exchange-only functionals are used; Dirac (dashed line) and
Becke88 (solid line)

underestimation for Mg, with respect to HF results, inde-
pendently if Dirac or Becke88 functionals is used. With
respect to confinement effects on (r?), for both atoms of
Fig. 6 it is clear that the differences, with respect to HF,
are more evident for small confinement radii. In particu-
lar, when Mg is almost ionized there are large differences
between HF and KS, since in this region HF predicts large
values for (r2). Such a result has sense because the HOMO
is delocalized. However, contrary to this behavior, KS pre-
dicts a localized HOMO and consequently (r*Yks < (r3)ur.
This effect was observed also for Be.

The discrepancies between LDA and GGA exchange-
only functionals with HF results are not alleviated if cor-
relation functionals are considered in the solution of the
KS equations. We found differences among exchange-only
and exchange-correlation results for (r?) around 1 %, with
smaller values for this quantity when the correlation contri-
bution is included in the KS potential.

4 Conclusions

The implementation of the Kohn—Sham approach on the
MEXICA-C code, to study atoms confined by penetrable
walls, was tested with four exchange-correlation function-
als. Results from exchange-only functionals were con-
trasted with those obtained by the Hartree—Fock method.
The basis set used in this implementation satisfies the cor-
responding boundary conditions and contains the correct
asymptotic behavior. In order to check this implementa-
tion, the results obtained for free atoms coincide with
those obtained by widely used codes as NWChem with a
large basis set. Five closed-shell atoms were confined by
two different finite potentials and the performance exhib-
ited by Dirac and Becke exchange functionals is totally
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wrong with respect to Hartree—Fock results. In particular,
the exchange energy behavior differs appreciably from the
exact exchange for small confinement radii. In addition, the
highest occupied molecular orbital shows an unexpected
behavior, whereas this orbital energy in the Hartree—Fock
model grows up when the atom is confined, the exchange
functionals tested in this work predict for some confine-
ment regions deeper orbital energies with respect to the
free atom, and for small R, this orbital energy is lower than
that obtained from Hartree—Fock. The correlation contribu-
tion to the total energy and KS potential gives same trends
than those observed for exchange-only functionals. Unfor-
tunately, there are no references to conclude if the results
obtained for this small piece of the total energy is correctly
described for confined atoms by correlation functionals.
Evidently, additional exchange and correlation function-
als must be implemented in the MEXICA-C code in order
to check their performance for atoms confined by this kind
of spatial restrictions and to carry out a systematic study
of exchange and correlation contributions under these cir-
cumstances. This effort is priority in our group and soon
we will present results on this direction. In our opinion, this
type of confinement opens one possibility to test exchange-
correlation functionals, in addition to the sets of atoms and
molecules considered in the design of new functionals.
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