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Introduccion

De acuerdo a Mirés (2000), en los dltimos afios, los mercados financieros de capitales y deriva-
dos han experimentado un enorme auge, hasta el punto de convertirse en una de las industrias de
mayor crecimiento y prosperidad. Este periodo de apogeo ha impulsado un estricto estudio de
estos mercados mediante modelos matematicos. Uno de los grandes problemas en las finanzas
modernas es el de valuar (poner precio) a los, cada vez mds numerosos y sofisticados, productos
financieros: futuros, derivados, opciones, swaps, etc. La moderna teoria de la valuacién de acti-
vos comienza con la publicacion de la famosa formula de valuacion de Black y Scholes (1973).
Esta elegante féormula cambio para siempre la forma en la que, tanto los tedricos académicos
como los profesionales de los mercados, entienden la valuacién de derivados. Desde su presen-
tacion, ha sido estudiada, analizada y contrastada en los mercados reales de opciones y futuros
de todo el mundo. De hecho, pocas teorias han sufrido y resistido una revisién empirica tan
rigurosa. La teoria de Black-Scholes ha salido airosa de este escrutinio no sélo por su flexibi-
lidad y grado de aplicacién sino porque la mayor parte de las ideas de las modernas teorias de
valuacion ya se encuentran originalmente en ella. El modelo de Black-Scholes ha servido de
base para numerosas generalizaciones y extensiones por parte de académicos y de profesiona-
les de las finanzas. Sin duda, la espectacular expansion de los productos financieros derivados

esta intrinsecamente unida a este formidable modelo.

Sin embargo, como el ambiente donde se desarrolla el proceso financiero puede cambiar cons-

tantemente de “bueno” a “malo”, de “malo” a “normal”, etc. y los valores de las acciones pueden

estar afectados por este ambiente cambiante, siguiendo este sentido Jansen et al (2009) proponen

modelar este ambiente cambiante mediante una cadena de Markov, con el espacio de estados
»

dado por “bueno”, “normal”, “malo”, etc. Lo mas importante del modelo de Markov de Black-

Scholes es estimar apropiadamente los parametros de la matriz de transicion. Este problema
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no estd aun razonablemente resuelto. Por otro lado, Zuchini y McDonald (2009) introducen los
modelos ocultos de Markov para analizar series de tiempo usando la programacién R. Con base
en esto, Tuyen (2010) usa los modelos ocultos de Markov, para encontrar el modelo de Markov
que mejor se ajusta a los datos historicos de la bolsa de valores de Vietnam del Norte. Siguiendo
esta idea, en esta tesis consideraremos los modelos ocultos de Markov para estimar los precios
de las acciones, y a diferencia de Tuyen (2010), aqui se considera que la tasa de interés también

depende de los estados del proceso de Markov.

La tesis consta de 4 capitulos, en el capitulo uno se hace una revision de los procesos estocdsti-
cos y del movimiento Browniano. En el Capitulo 2 se estudia los modelos ocultos de Markov, y
se presentan sus 3 problemas basicos y los respectivos algoritmos. En el Capitulo 3 se estudia el
modelo de Black-Scholes, y se presenta su extension, el modelo de Markov de Black-Scholes.
Por ultimo en el Capitulo 4 se desarrolla una aplicacion de los modelos ocultos de Markov, co-
mo un modelo financiero de Markov, utilizando las tasas de interés interbancaria de equilibrio
(THE) a 28 dias del banco de México y los precios de las acciones de la bolsa mexicana de

valores.




Capitulo 1
Conceptos Basicos de procesos estocasticos

En este capitulo se presentan algunos conceptos importantes necesarios para el desarrollo de
esta tesis. La informacion presentada se fundamenta en los libros de Ross (2009) y Karlin

(1975).

Definicion 1.1. Un proceso estocastico {X, : t € T'}, el cual se denota por X;, es una coleccion
de variables aleatorias con respecto al pardmetro T. Los valores posibles que tome el proceso
X; le llamaremos espacio de estados y es denotado por 1. Si I es numerable le llamaremos pro-
ceso con estados discretos. Cuando T es numerable, diremos que X; es un proceso estocdstico
a tiempo discreto y si T = [0,0) entonces diremos que X, es un proceso estocdstico a tiempo

continuo.

Los elementos principales que distinguen los procesos estocdsticos son: el espacio de estados
1, el espacio de parametros T y las relaciones de dependencia entre las variables aleatorias, las

cuales abreviaremos como v.a.

1.1. Procesos de Markov

Definicion 1.2. Un proceso de Markov es un proceso estocdstico X;, en el cual dado el presen-
te, el futuro del proceso no depende de su pasado. Matemdticamente, un proceso es de Markov

si
P<a <Xl S b | th :'leXtZ :x27""th :xn) :P(a <Xt S b | th :‘xn)

3
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siempre que t] <ty < ...<t, <t.
Sea A un intervalo en R, la funcién
PX;€A|X;=x), t>s5,

es llamada la funcién de probabilidad de transicion. Cuando el proceso de Markov tiene un
espacio de estados finito o numerable es llamado Cadena de Markov. Un proceso de Markov
para el cual las relaciones {X;,# € [0,0)} son funciones continuas es conocido como proceso de
difusion. El proceso de Poisson es una cadena de Markov a tiempo continuo y el movimiento

Browniano es un proceso de difusion.

Una cadena de Markov a tiempo discreto X;, es un proceso estocdstico cuyo espacio de estados
es un conjunto finito o numerable, y para el cual 7 = {0, 1,2,...}, en donde la probabilidad de

que una v.a. X, esté en el estado j, dado que X, estd en el estado i es llamada la probabilidad

n.n+1
P

de transicion de un paso y es denotada por P; 7 esdecir:

1 . .
PZ'JH = P(Xnt1 = j|Xn =1).

Cuando las probabilidades de transicién de un paso son independientes del tiempo, es decir del
valor de n, decimos que el Proceso de Markov tiene probabilidades de transicion estaciona-

. . n+1 .
rias u homogéneas; en este caso tenemos que Plrj”hL = P;j. Nos referimos a P = [P;j] como la

matriz de probabilidades de transicion del proceso:

Po Por P Po3
Py Pii Py Pi3
Py Py Py Py

Py Pi1 Py Pj

Las propiedades de esta matriz son:

i) P;j>0, i,j=0,1,2,..

i) Y Pj=1, i=0,1,2,..
Jj=0
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Para el resto de este trabajo consideraremos cadenas de Markov con espacio de estados finito,
I ={1,2,...,m}. Para que una cadena de Markov esté completamente definida, es necesario

especificar la distribucion de probabilidad del estado inicial Xy, es decir un vector

p = (Pl,Pz,---,Pm>,

tal que
PzZO ’ ViEI,
Ypi = L
icl

Para toda i, p; representa la probabilidad inicial de empezar en i:

pi=PXo=1i).

1.1.1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Definimos ahora las probabilidades de transicidn de n pasos Pl’Jl como la probabilidad de que un

proceso en el estado i esté en el estado j después de n transiciones adicionales. Es decir,
Pi=P{Xy=j| Xk =i}, n>0,i,j>0.

Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov proporcionan un método para calcular estas probabi-

lidades de transicion de n pasos. Estas ecuaciones son
n—+m __ 1 DI ..
P = ZPikijv Vn,m > 0,Vi, j.
k=0
Formalmente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Si la matriz de probabilidades de transicion de un paso de una cadena de Markov

es P = [P,;], entonces

PIM =Y PRPl, n,m > 0,Vi, ). (1.1)
k=0
Donde definimos
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Demostracion.
P = P(Xyn=i|Xo=i)

= ZP{Xn+m:j;Xn:k|X0:i}
k=0

= ZPHﬂm:ﬂ&:h%:ﬁH&:kaﬂ}
k=0

= YRR
k=0
]
Si suponemos que P") denota la matriz de probabilidades de transicién de n pasos F/;, entonces

la ecuacioén (1.1) afirma que

ptm) _ pn) pim)
donde el punto representa la multiplicacion de matrices. Por induccion se puede demostrar que
P =p". (1.2)

La probabilidad de que el proceso empiece en el estado i al tiempo 7 es:

Si suponemos que p(n) = (p1(n), p2(n),..., pm(n)) entonces se puede resolver en notacién ma-

tricial que p(n) =p-P".

1.1.2. Clasificacion de Estados de una Cadena de Markov

Definicion 1.3. Una matriz de transicion P es regular si existe un entero positivo k, tal que

todos los elementos de la matriz P¥) son estrictamente positivos.

De la relaciéon (1.2), P es regular si y s6lo si existe un entero k > 0 tal que todos los elementos

de la k—ésima potencia de P son estrictamente positivos.

Definicion 1.4. El estado j se dice que es accesible desde el estado i (escribimos i — j), si para

algiin entero n > 0, F; > 0.
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Definicion 1.5. Dos estados iy j se dice que estdn comunicados siy sélo sii— jy j— i, 0 si

Jj =1. Escribimos i <> J.
El concepto de comunicacion es una relacion de equivalencia.

Definicion 1.6. Decimos que una cadena de Markov es irreducible si la relacion de equivalen-
cia induce una sola clase. En otras palabras un proceso es irreducible si todos los estados se

comunican entre si.

Definicion 1.7. Definimos el periodo del estado i, escribiendo d(i), como el mdximo comiin

divisor del conjunto de todos los enteros n > 1 para el cual

=

P.(."

u

> 0.
Si Plgn) = 0 para toda n > 1 definimos d(i) = 0.

Definicion 1.8. Si d(i) > 1, el estado i se dice que es periddico con periodo d(i). Si d(i) = 1,

entonces el estado i es aperiddico.

Observacion: Si P es regular, entonces todos los estados son aperiodicos, ver Janssen y Manca

(2006), pp. 109.

Definicion 1.9. Una cadena de Markov cuyos estados son todos aperiddicos es conocida como

Cadena de Markov Aperiddica.

Definicion 1.10. Un estado i se dice que es esencial si y sélo si se comunica con cada estado

que conduce a j; de lo contario se dice que es no esencial.

Claramente, si P es regular, la cadena de Markov es irreducible y aperiddica, ver Janssen y Man-
ca (2006), pp. 109. Tal cadena de Markov se dice que es ergodica. En otras palabras tenemos

la siguiente definicion.

Definicion 1.11. Una cadena de Markov se dice que es una cadena de Markov ergodica si
desde un estado, se puede llegar a cualquier otro estado (no necesariamente en un paso), es

decir, EIkENtalquePl-’;>O Vi, jel.
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Definicion 1.12. Considere un estado i arbitrario pero fijo. Definimos para cada niimero entero

n>1,
N P(Xy =i, Xy £i,v=1,2,...n—1]Xo=i).

En otras palabras f}; es la probabilidad que comenzando desde el estado i, el primer retorno
al estado i ocurre en la n—ésima transicion. Decimos que el estado i es recurrente si y solo si

Y. fii =1, en caso contrario diremos que es transitorio.

Teorema 1.2. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov ergddica, entonces el
limite 1im,,_,o. p;(n) = m; existe independientemente de la distribucion inicial p= (p1, p2, .-, Pm)
v {m} es la vinica solucion del sistema
T = Yic1 Tipij
Yiermi=1

Cualquier conjunto {m;} que satisface las ecuaciones anteriores recibe el nombre de distribu-

(1.3)

cion estacionaria.

Demostracion. Primero demostraremos la segunda parte.

Supongamos que el siguiente limite existe
r}g&lopj(n):ﬂj? Jjel, (1.4)

empezando con Xy = i.

Abhora, por la Ley de la probabilidad total tenemos
pjin+1) = PXyy1=])
= Y P(Xup1=j.Xn=k)
kel
kel

= Y p(n)pij- (1.5)

kel
Suponiendo que podemos cambiar limites con sumas finitas, de la ecuacién (1.5) tenemos

lim pj(n+1) = lim }" pi(n)pi

e kel

= ) lim pi(n)py
kel

= Zﬂ:kpkj-

kel
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Asi, por la ecuacion (1.4)
= Z Tk Dk j-
kel
Ahora, como
ZP J (n) =1,
jel
tenemos
an = Z lim p;(n)
jel jert e
= lim Z pj(n)
ne el
= lim1
n—oo
= 1.
Asi,
Z T = 1.
Jel
Por lo tanto, {m;} cumple el sistema de ecuaciones (1.3).
El siguiente resultado
lim p{") = ; (1.6)

n—oo

es conocido como resultado ergddico, ya que la ecuacién (1.6) es independiente del estado

inicial i.
Para una distribucioén inicial p tenemos
. 1z ' (n)
lim pi(n) = lim ¥ p;pj;,
Jjel
pues

pi(n) = P(X,=i)
Jjel
— ZP(Xn:i]XOZJ)P(XO:j)
Jjel

= ZP%)Pj-

jel
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Luego, por la ecuacién (1.6)

lim pi(n) =} lim P,
Jjel

n—oo
= Z Tipj
jel

= Y. pj
Jjel
= m-1

= .

Por lo tanto lim,,_,. p;(n) = m;, es decir el limite existe independientemente de la distribucién

inicial p. u

1.2. Proceso de Movimiento Browniano

El proceso de movimiento Browniano, a veces llamado el proceso de Winer, es uno de los
procesos estocdsticos mas utiles en la teoria de la probabilidad aplicada. Tiene su origen en la
fisica como una forma de modelar el movimiento Browniano. Este proceso se ha utilizado de
forma beneficiosa en dreas tales como las pruebas estadisticas de bondad de ajuste, el andlisis

de los niveles de precios en el mercado de valores, y la mecédnica cudntica.

Definicion 1.13. Un proceso estocdstico W = {W,,t > 0} se dice que es un proceso de movi-

miento Browniano o proceso de Wiener con media | y varianza 62 si:

= W se adapta a la filtracion bdsica'

n W tiene incrementos estacionarios e independientes;

» Para todo s,t,(0 < s < t),W, — Wj tiene una distribucion normal N(W(t —s), 62(t —s));

Ig] proceso estocdstico X es adaptado a la filtracién f si, para toda ¢, la v.a. X; es .%; - medible. Es decir, V¢ € T:
X '(B)={w:X,(w)€BY€ %, VBEX.

Se dice que X es adaptado a la filtracién bdsica cuando se trabaja en un espacio de probabilidad bésico completo

filtrado (Q,.7,P,(F, t € [0,))).
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» P(Wy =x) =1, para algiin x € R.

Cuando u =0, o =1y x =0, el proceso es llamado movimiento browniano estandar.
Vamos ahora a dar las propiedades mas importantes del movimiento Browniano estdndar.

Propiedad 1. Si W es un movimiento browniano, entonces existe una modificacion de W, el
proceso W, tal que W™ tiene trayectorias continuas casi seguramente.

Propiedad 2. Si W es un movimiento browniano estdndar, entonces W es una martingala.”
Propiedad 3. Si W es un movimiento browniano estdndar, entonces el proceso Q donde Q =
(W2 —1t, t €[0,0)) es una martingala.

Propiedad 4. Si W es un movimiento browniano estdndar, entonces para casi todo w, la tra-

yectoria w — W;(w) no es de variacion acotada en todo intervalo cerrado [a,b).

Esto explica por qué es necesario para los modelos de finanzas y de seguros definir un nuevo
tipo de integral, llamado integral estocéstica o de Itd, si queremos integrar con respecto a W.

Debemos, a menos que se indique lo contrario, suponer a lo largo de esta tesis que trabajamos

con un movimiento Browniano estandar.

Veamos ahora una aplicacion del movimiento Browniano a las finanzas.

Variacion del precio de las acciones

Sea §; el precio de una determinada accidn observada al término del i-ésimo dia. Es comin
definir el retorno del precio de esta accion como

_Si—Sim

R;
Si—1

(1.7)

Observemos que este retorno corresponde al incremento del dia i-ésimo (positivo o negativo)

respecto del precio de la accién del dia anterior S;_;. Vamos a presentar un modelo que se

2Sea X un proceso estocdstico real definido en un espacio de probabilidad completo (Q,.%, P). El proceso X

es llamado una martingala si:
1. V¢ >0,3E(X,),

2. s<t=E(X: | Xy) =X, casi seguramente.
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puede catalogar de ingenuo, pero sin lugar a duda nos ayudard a aclarar conceptos del cdlculo

estocdstico. Supongamos que la sucesion {R;, i =0, 1,...} admite la siguiente estructura
Ri=p+¢g, (1.8)

donde u es el retorno esperado y las variables & son independientes y se distribuyen segun
una distribucién normal N(0,6?); de manera tal que las R; son independientes e identicamente
distribuidas segtn una distribucién normal N (i, 62). Considerando las ecuaciones (1.7) y (1.8),
se sigue que:

Si—Si—1

=u+on;,
S H-+0omn

donde 7; son i.i.d. segln una distribucién normal N (0, 1), de manera que
Si—Sis1=uSi1+0oS;1m;, i=0,1,.... (1.9)

Observemos que esta ecuacion en diferencias finitas actia en el espacio de tiempo discreto
{0,1,2,...}. Extendamos nuestro espacio de tiempo a [0, ), y efectuemos una particién, siem-
pre discreta, de manera de proponer un modelo levemente mds general, y que en cualquier caso
cuando la particién coincida con el conjunto {0,1,2,...} nos resulte la ecuacién (1.9). Para

0=t <t <---<t, <---,hagamos
St — Sy, = USy (Zi - tifl) +0S8, , (Vsz - ‘/Vti—l) (1.10)

donde {W;; t > 0} es un movimiento browniano.

Sila particion 0 =1y <t < --- <t, < --- es tal que t; —t;_1 = At, entonces si At = 1 la ecua-
cion (1.10) es en esencia la ecuacion (1.9). Se puede demostrar, mediante técnicas avanzadas
del célculo estocastico, que toda vez que esta particion sea mds fina, es decir cuando Ar — 0,
entonces el proceso Sy, definido por la ecuacion (1.10) converge (en distribucién) a un proceso

de difusion S;, que satisface la ecuacion diferencial estocdstica
dS; = uS;dt + oS;dWw. (1.11)

Obtener la trayectoria de la evolucion del precio de la accidn S;, significa resolver la integracion

estocdstica de [ S;dW.
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La solucién de la ecuacién (1.11) es

62
S, =8g - et (1.12)

.. . .. .. . 2
Esto significa que g—(f) tiene una distribucién lognormal® con pardmetros (1 — % )t; 6%t).

La v.a. no negativa X tiene una distribucion lognormal con pardmetros i, o- la cual puede ser escrita como

X < LN(u,0)- sila v.a. logX tiene una distribucién normal con parametros i, 6.
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1.2. PROCESO DE MOVIMIENTO BROWNIANO




Capitulo 2

Modelos Ocultos de Markov

En este capitulo estudiaremos los modelos ocultos de Markov, los cuales son un autémata! de

estados finitos capaz de producir a su salida una secuencia de simbolos observados.

Definicion 2.1. Un Modelo Oculto de Markov (HMM), ver Figura 2.1, es un autémata es-
tocdstico finito. Se puede resumir como una especie de doble proceso estocdstico con los si-

guientes aspectos:

» El primer proceso estocdstico es un proceso de Markov con un conjunto finito de estados,
donde cada uno de estos estd asociado con una distribucion de probabilidad multidimen-
sional. Las transiciones entre los diferentes estados estan estadisticamente organizadas

por un conjunto de probabilidades conocidas como probabilidades de transicion.

» El segundo proceso estocdstico, es un conjunto de posibles resultados observables en
el tiempo cuya funcion de distribucion depende de cada estado del primer proceso es-
tocdstico, esto es, cada estado del primer proceso estocdstico nos genera una funcion de

distribucion de probabilidades para la variable observable.

» FEl investigador solo tiene informacion de las variables observables del segundo proce-
so estocdstico porque los estados del primer proceso estocdstico son desconocidos; o

permanecen “ocultos”, de ahi el nombre de “Modelo Oculto de Markov”.

'Un autémata es un modelo matematico para una maquina de estado finito. Una maquina de estado finito es una
méquina que, dada una entrada de simbolos, “salta” a través de una serie de estados de acuerdo a una funcién de

transicion. Esta funcién de transicion dice al autémata a qué estado cambiar dado determinado estado y simbolo.

15
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Los elementos que constituyen un Modelo Oculto de Markov son cinco:

1. Un conjunto de m estados, definido por
I={L,b,....I,}. (2.1)

Los estados deben estar conectados entre si, de forma que cualquiera de ellos pueda ser

alcanzable desde al menos otro de los estados.

2. Un conjunto de n simbolos observables,

V= {vl,...,vn}.
Si las observaciones son continuas entonces V es un intervalo.

3. Una matriz de probabilidades de transicién, P = [p;;|. Esta matriz es cuadrada de dimen-
sién m y cada elemento p;; corresponde a la probabilidad de transicion del estado /; al

estado /;, por comodidad escribiremos el estado /; como i y el estado I; como j
pij=PXi=j[X-1=10) 1<ij<m, (2.2)

donde X; indica el estado en el que se encuentra el modelo en el instante ¢. Las probabili-
dades de transicion deben satisfacer las restricciones estocasticas normales, p;; > 0, 1 <

i,j<myY ,pij=1,1<i<m. Porelpunto 1, esta matriz de transicién P, es ergddica.

4. Un conjunto de pardmetros B = {b;(k)}, donde b (k) es la probabilidad de que el simbolo

v sea emitido en el estado ;.
bjlk)=P(Or=w|X;=j), 1<j<m, 1<k<n (2.3)

donde v; denota el k—ésimo simbolo observado, y O; representa la observacion en el

instante de tiempo ¢. Estas probabilidades deben satisfacer:

Si las observaciones son discretas utilizaremos distribuciones de probabilidad, y si son

continuas usaremos funciones de densidad de probabilidad.
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--h'.‘ B B P23 - h s

Figura 2.1: Ejemplo de un HMM. Cada estado /; genera una funcion de distribucion para los

observables O;.

5. Un conjunto de probabilidades para los estados en el tiempo inicial p = {p;}, donde p; es

la probabilidad de que en el tiempo ¢ = 0 se esté en el estado i:
pi:P(X():i), 1<i<m, 2.4)
y satisface las condiciones:

m
0<pi<l, 1<i<m; Y pi=1L
=1

Un HMM queda definido completamente al especificar los tres elementos: p, Py B, que iden-

tifican al modelo. El modelo se identifica con la letra A:
A = (p,P,B). (2.5

En la figura (2.1) se esquematiza un modelo oculto de Markov con cuatro estados {/,1», 13, I1 },
los estados se caracterizan por los ovalos, las flechas que salen de estos ovalos indican cuales
son los estados que estan comunicados a un paso; aqui se ve que las probabilidades de transicion
que son positivas son pi1, P12, P22, P23, P33, P34 Y Pa4. Los histogramas representan la funcién
de probabilidad de los observables, cada estado genera una distinta funcién de probabilidad re-
presentada por los histogramas mostrados. Finalmente 1o que observamos son las realizaciones

de 0/,0:11,0:12,0;43.
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En el caso de que las observaciones O; sean variables aaleatorias discretas, tenemos:

P(O;=v) = Y PX,=i)P(O,=v| X =i)
i€l
= Y pi(t)bi(k), (2.6)

il

debido a que p;(r) = P(X; =i) parat =0,1,2,...,n e i € I. Notemos que p(¢t) = pP’, de ahi que
P(O, =vy) =pP'B(k)1, (2.7)

en el cual p(z) es el vector renglén de elementos p;(t) y 1" es el vector columna de elementos 1.
B(k) es la matriz diagonal con i—ésimo elemento en la diagonal b;(k). Asi, tenemos la funcién

de verosimilitud como sigue:
L, =pB(v{)PB(v2)---PB(v,)1'. (2.8)
La modelacién estocéstica de un HMM consiste de dos pasos:

= El primer paso es definir la arquitectura del modelo.

= El segundo paso es definir el algoritmo de aprendizaje y de operacion.

La tarea del algoritmo de aprendizaje es encontrar el mejor conjunto de estados de transicién y
las probabilidades de observacién. Por lo tanto, se da una secuencia de salida o un conjunto de

estas secuencias.
Vamos a presentar un ejemplo para aclarar el concepto de los modelos ocultos de Markov.

Ejemplo 1. El ejemplo se presenta en dos casos. En el primer caso el proceso de Markov no se
encuentra oculto; en el segundo caso se considera oculto el proceso de Markov y solo se tienen

los datos observables.
Primer caso: dos procesos estocdsticos, el primero es un proceso de Markov.

Considere que se tiene cuatro urnas con bolas de los siguientes colores:
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Color de bola ] )
Azul | Amarillo | Verde | Rojo
Urna
1 2 4 1 5
2 3 1 4 6
3 5 2 3 2
4 4 3 0 2

Urna 1 Urna 3 Urna 4
P(azul) = 2/12 P(azul) = 3/14 P(azul) = 5/12 P(azul) = 4/9
P(amar) =4/12 P(amar) =1/14 P(amar) =2/12 P(amar) =3/9
P(verd) = 1/12 P(verd) = 4/14 P(verd) = 3/12 P(verd) = 0/9
P(rojo) = 5/12 P(rojo) = 6/14 P(rojo) = 2/12 P(rojo) = 2/9

Figura 2.2: 4 urnas con bolas de 4 colores.

Una persona selecciona una urna al azar sucesivamente y de la urna seleccionada se extrae una
bola, anota el color y la regresa, y pasa a la siguiente urna. La seleccion de la urna en el tiempo
t = 1 es con igual probabilidad, p; = }1 = (.25, esta es la probabilidad inicial. La seleccion
de las urnas subsecuentes se hace en el tiempo ¢, t = 2,3,4,... y depende del color de la bola

seleccionada de la urna en el tiempo ¢ — 1, con la siguiente regla.

Color de la bola seleccionada de la urna en el paso t — 1 | Urna seleccionada en el paso ¢

Azul Urna 1
Amarillo Urna 2
Verde Urna 3

Rojo Urna 4
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De esta manera, la seleccion de la urna en el paso #, solo depende del color de la bola seleccio-
nada de la urna en el paso ¢t — 1, esto es, las urnas son los estados en un proceso de Markov y

las probabilidades de transicion de la urna i a la urna j = 1,2, 3,4; son dadas por

Delaurnaialaurna 1:
# de bolas azules en la urna i

= Total de bolas en la urna i

Delaurnaialaurna?2:

# de bolas amarillas en la urna i

Pp = ,
Total de bolas en la urna i
De laurnai alaurna 3:
o #de bolas verdes en la urna i
3 Total de bolas en la urna i
De laurna i ala urna 4:
p #de bolas rojas en la urna i
i4 =

Total de bolas en laurnai

De esta manera, la matriz de transicion es

~

Il
cin Sl E o
ot 5o Bl e
wio B e
e 5o Flor o

El segundo proceso estocdstico, Oy, es generado por la urna seleccionada en el tiempo ¢. Este
proceso genera una sucesion de variables aleatorias O1, 0,03, ..., normales cuyos parametros

dependen de la urna seleccionada en el paso .

Con este experimento se tienen dos procesos estocdsticos relacionados, uno que nos describe el
numero de la urna seleccionada en el tiempo ¢, y que corresponde a un proceso de Markov con
probabilidad de transicion dado por p;; y que denotaremos como: Xi,X5,X3,..., y el segundo

nos describe las variables O1, 03, 03, etc. que tienen las siguientes funciones de probabilidad

condicionadas al valor de X;:
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01X, =1 ~ N(3,1);
O:|X; =2 ~ N(6,1);
O/X; =3 ~ N(9,1);
O/X; =4 ~ N(12,1).

Segundo caso:

Considere que hay k urnas con bolas de k colores, los colores los identificaremos como color 1 =
c1, color 2 = c»,..., color k = ci. A estas urnas estd conectado un mecanismo autdbnomo que se-
lecciona las urnas sucesivamente. En el tiempo # = 1 la urna seleccionada es con igual probabi-
lidad, esto es, p; = % La seleccion de las subsecuentes urnas dependen de la urna seleccionada
en el paso anterior. Es decir, de la urna seleccionada en el paso #, el mecanismo elige una bola,
detecta su color y la regresa a la urna. La seleccion de la urna en el paso # + 1 depende del color
de la bola seleccionada en el paso 7, mediante la siguiente regla:

Si la bola extraida de la urna en el paso ¢ es del color j, entonces la urna seleccionada en el paso
t+1 es landmero j, j =1,2,... k. De esta manera, la probabilidad de pasar de la urna i a la

urna j es

~_ #debolasdel color jenlaurnai
pij= #de bolas en la urna i '

Se desconoce el nimero &, y que urnas son seleccionadas en cada tiempo t = 1,2,. ... El proceso
de seleccion de las urnas se mantiene oculto. Lo unico que observamos es una sucesion de

variables aleatorias O1, 0>, O3, ... con distribucidén condicionado al estado X; dado por
OiX, =i ~ N(u;,0?).

El problema es estimar el nimero k, y la matriz de transicién P = (p;;) conociendo solo los

valores O;.

Ejemplo 2. Suponga que el proceso de Markov tiene tres estados, X;—1 2 3, y la probabilidad

de transicién entre estos tres estados es p;j = P(X;41 = j |X; = i), en consecuencia la matriz de
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transicion es

P11 P12 P13
P= pb21 P22 p23
P31 P32 P33

Si el proceso de Markov estd en el estado i, esto es X; = i, el segundo proceso estocastico ocurre

de acuerdo a la funcién normal, O;|X; =i ~ N(3i,1).

Esto es,

= SiX; =1 entonces O; ~ N(3,1)
= SiX; =2 entonces O; ~ N(6,1)

= Si X; =3 entonces O; ~ N(9,1)

Veamos una posible realizacion de este proceso.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
X; 2 1 1 3 1 2 3 1 3 2 2 1 1 3
O, 521|226 | 264 |11.67|2.65|3.72|7.69|3.10| 859 | 5.13 | 7.55| 450 | 1.83 | 8.45
t 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
X; 3 1 2 3 2 1 1 2 1 2 3 1 2 3
O | 875|238 |664| 7.82 | 446|172 |4.86 | 647 | 1.78 | 6.39 | 798 | 452 | 6.50 | 8.90

Si agrupamos las observaciones de acuerdo a cada estado, se pueden ver las tres distribuciones.

las observaciones de cada estado
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2.1. Tres Problemas Basicos de los HMMs

En esta seccidon vamos a analizar los tres problemas bésicos de los modelos ocultos de Markov:

m Problema de evaluacion,
= Problema de decodificacién y

= Problema de aprendizaje.

2.1.1. Problema de Evaluacion y el Algoritmo Forward-Backward

El problema se describe asi: Dado el modelo A = (p,P,B) y una sucesién de observables O =
01,03, ...,0r, se debe calcular eficientemente P(O | A ). Esta probabilidad puede ser calculada
por el uso de argumentos probabilisticos simples. Existe un método de cédlculo con complejidad

considerablemente baja que utiliza la variable auxiliar
04(i) = P(01,07,....,0;,X, =i | L), 2.9)
oy (i) se llama variable forward, y O, 0, ..., Or es la sucesion parcial de observables.

Proposicion 2.1. Dada o;(t) la variable forward ya definida, se satisface la relacion recursiva

m

0411 0,+IZ Dpij, 1<j<m, 1<1<T-1 (2.10)

con oy (j)=p;bj(01), 1 < j<m.
Demostracion. Tenemos que

o+1(j) = P(01,02,...,0:,0p11,Xe11=j | 1)
= P(Ot+] ’017027"‘7017Xt+1 :j,l)P(Ol,Oz,...,Ot,Xt_i_] :j,ﬁ/),

por la propiedad de Markov y por la ley de probabilidad total se sigue que

m
0 11(j) = P(Orr1 | Xep1 = j,A) Y P(01,02,..., 0, X, = i, X, 11 = j, ),
=1

~
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luego

=

OCt_H(j) = b; (0;...1) P(X,_H =] ‘ 01,07,...,0,, X, = i,l)P(Ol,Oz,...,Ot,Xt = ‘ 7L)

N
I
_

=

= bj(0r41),

A
+

P(Xt+1 —] ‘X[ —l A,) (01,02,...,0;,)([ — l | A«),

N
I
_

finalmente, por la ecuacion (2.9)

Q41(J) =bj(01+1) ) au(i)pij.

&=

1

1

]

La variable forward en el tiempo final T, ar(i), 1 <i < m se puede calcular utilizando esta

formula de recursion.

Proposicion 2.2. Sea or (i) la variable forward en el tiempo final T, entonces P(O | A ) es igual

a:

P(O|A) = i 2.11)

Demostracion.

P(O|A) = P(01,0s,...,07 | 1)

m

= ZP(01;027"'70T7XT :l| 2’)
i=1
m

= OCT(i).
i=1

1=

]

Este método se conoce comiinmente como algoritmo forward. De igual manera, se puede cal-

cular la probabilidad P(O | A) usando una variable backward f3,(i) definida de manera similar.
ﬁl(i>:P(0l+170l+25'“70T ’Xl:l7)'> (2.12)

B:(i) es la probabilidad de la sucesion parcial de observables O, 1,0;2,...,Or dado que el

estado actual es i. (i) también se puede calcular eficientemente mediante el uso de la recursi-
vidad.
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Proposicion 2.3. Sea B;(i) la variable backward, antes definida, entonces se tiene que

ZB,+1 Npibj(Or1), 1<i<m 1<t<T-1 (2.13)

donde Br(i)=1,1<i<m

Demostracion. Por definicion (ecuacion (2.12)), tenemos
Bt(l) = P(0t+170t+27 s Or | X = iul)a

y por la ley de probabilidad total se tiene

m
Bi(i) = Y P(O111,0142,....07.Xip1 = j | X, =i, )
J=1

m

= Y P(Oy1| 02,07, X1 = j, Xy =1,1)
=
P(Ot+27"'>0T7Xt+1 = .] ’ Xi = i7;l‘>7

la observacion O, 1 depende solo del estado X, y es independiente de los estados anteriores

a X;11 y de los observables; y nuevamente por la probabilidad condicional se sigue que

m
ﬁz(i) = ZP(OHI |Xt+1 :jal)P<0t+2>'--70T |Xt+1 =], X = i77L)

=1
PXiy1=j|Xi=1i,4)
= ilbj(OtH)ﬁtH () pij-
=
0
Proposicion 2.4. Dada o4 (i) y B(i) antes definidas, entonces se tiene que
a()B (i) =P(O.X, =i|2), 1<i<m, 1<t<T. (2.14)

Demostracion. Haciendo uso de la probabilidad condicional tenemos
P(O,Xt:l|l) = P(O],Oz,...,OI,Ot_‘_],...,OT,Xt:i’l)
= P(O¢41,--,07 | O1,...,0;, X, = i,A)P(O1,...,0:, X, =i | L)
= P(0t+17~'-70T |X,=l,7t)06t(l)
= o (D) (i)
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Asi que hay dos maneras de calcular P(O | A), ya sea utilizando la variable forward o la variable

backward,
m m
P(O|A)=) P(O.X,=i|A) :Z (2.15)
i=1 i=1
La ecuacion (2.15) puede ser muy util, especialmente en derivar las formulas para la formacion

basada en el gradiente.

2.1.2. El Problema de Decodificacion y el Algoritmo de Viterbi

Este problema se describe asi: se debe encontrar la sucesion de estados X1, ..., X7 mds probable

dada la sucesi6n de observables O = Oy, 0,,...,O7 y el modelo A = (p, P, B).

Primero hay que definir el significado de “sucesion de estados mas probable”. En un primer en-
foque, se quiere encontrar el estado mas probable X; y luego se concatena con las subsecuentes
X;+1 mas probable, pero, debido a que este enfoque a veces no da como resultado una sucesion
de estados significativa, se utiliza otro método, conocido comtinmente como el algoritmo de
Viterbi. Usando el algoritmo de Viterbi, toda la sucesién de estados con méxima probabilidad

es encontrada.

Este algoritmo utiliza el término & (i) que se define como una variable auxiliar tal que propor-
ciona la més alta probabilidad de la sucesion parcial de observables y de estados hasta el tiempo

t, dado que el estado X; es igual a i; esto es
5,(i): max P(X],Xz,...,Xt_l,X,:i,01,02,...,0, ‘/l) (2.16)
Xl 7X27"’7Xt—1
Proposicion 2.5. Sea & (i), definido anteriormente, entonces
5,+1(j):bj(0,+1)[1r£1ix 5t(i)pij]7 1<i<m,1<t<T-1 2.17)
<i<m
con 61(j)=p;jbj(01),1 < j<m.

Demostracion. Primero analizemos el calculo de & (i) p;;.

5t(i)pij = leé}? IP(XI,...,X,,hXt = i,O],...,Ol | )u) P(Xt+1 = ] | Xt = i,)u),
ey Xi—
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como la maximizacién no incluye los estados de los momentos 7 y ¢ + 1, tenemos

5l(i)pij = leé))(( 1[P(X1,...,Xt,1,Xt = i,Ol,...,Ot | A)P(Xt+1 :j |Xt = i,l)] .
ey Xy

Por otro lado, por la definicion de probabilidad condicional, se tiene para
P(X1,....Xi—1,X; =1,01,...,04, 1)
P()
P(X1,..,X;—1,01,..,0; | Xs = i, A)P(X; = i,A)
P(2)
= P(X1,..Xi-1,01,....,0; | Xy = i,A)P(X; =i | A).

P(X17"'7XZ—I7XI - i, 01,...,01‘ | A«)

Entonces
P(X],...,Xt_l,Xt - i,Ol,...,O[ | A’)P(Xl-i-l - ] |Xt - l,l)
- P(X],...,Xt_],O],...,Oz ‘Xt - l,l)P(X[ - l | A)P(Xt_i_] - _] | X[ - l‘,l),

como X; ;| solamente depende de X; y del modelo, pero no de los estados anteriores y menos de

las observaciones, se tiene que
P(X17"'7Xl‘717017"'70t |Xl‘ — l,l)P(Xt - l | A’)P(XZ+1 — ] ‘ Xt — l,l)
= P(X], ...,thl,XtdFl — j,O], "'70t |Xt = l,A)P(Xt = l | A{)
Por la definicién de probabilidad condicional, tenemos

P(Xl, "'7X[—15Xl‘+1 — j,Ol, ...70[ ‘X[ — l,A)P(X[ — l ’ A;)
P()(l7 ...,X[_I,X[+1 — j,Ol,...,Ot,X[ — l,l)P(X[ — l | ),)

P(Xt - l,l)
. P(X],...,Xt_l,Xt+] = j,O],...,Ot,Xt = l | l)P(A{)P(X[ = l | A{)
B P(X; =1i,A)

= P(X17'~'7X1717Xt - i7Xl‘+1 = j7017"'70t | A‘)
Por lo tanto,

&(i)p,'j = leé))(( IP(XI;--th—I;Xt = i,X,_H :j,Ol,...,Oz ‘ 7L)
yere g —

Ahora, como se debe tomar max<;<,, 0 (i) p;; esto indica que el estado en el momento ¢, tam-
bién debe maximizarse, es decir, forma parte de la mejor secuencia de estados que termina, en

este caso, en el estado j, y por lo tanto:

ax O (i)pii = A PXi,....X—1,X,X,01=Jj,01,...,0; | A).
lfg?gn l(l)plj X17..I.I,1}%)_(],X, (X1 =1, &, X141 = ], U1 i | A)
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Finalmente como
bj(Or11) = P(Ori1 | Xii1 = j, ),

Y usando el hecho de que la maximizacién no incluye el estado del momento 7 4 1, se tiene que

510000 | max 8.0

= max [P(Ot+1 |Xt+1 = j,)L)P(Xl,...,Xt,Xt+1 = j7017"'70t | A)],
Xl?"'athl7Xf

pero por la definicidon de probabilidad condicional, se tiene que para

P(Xl,...,X,_l,Xt,X,_H =j,01,...,0; ’ ).)
P(X],...,X,_l,X[,XH_l :j,Ol,...,Ot,}L)
P(A)
P(X1,...X:—1,X%,01,...,0; | Xiy1 = j,A)P(Xs11 = j,A)
P(A)
= P(Xl,...,X,fl,X,,Ol,...,Ot ’Xt+1 Zj,ﬂ,)P(XhLl 2]‘ QL)

Luego, ya que O,y depende solo de X;+1 y del modelo

P(OH—I |Xt—|—1 :j?A)P(Xla"'7Xt—17Xt7Xl+1 :jaolv"th | 2')
= P(OH—I ’XH—I :j;l)P(le---»Xt—hXt,Oh---;Ot ’XH—I :j7l)P(Xt+l :]"/U

nuevamente por la definicién de probabilidad condicional

P<0t+1 |Xl+1 :j?A)P(le"le‘*l?XhOlu"'7Ol |Xl+1 :jva‘)P(Xl*l»l :.] | A‘)

= P(Xla-'~7Xt—17Xt7017"'70t701‘+1 |XH—1 :.jaz‘)P<Xt+1 =] ’ 2’)
PXi,....X—1,X,01,...,0:,0 Xii1=J,A
_ ( 1y ey Ap—1,4¢, U1, 7_1‘7 t+1,A+1 Js )P(Xt+1:j|l)
P(Xt—i-l_],l)

P(Xla---aXl‘flaXhOl?"'701‘70[+17Xt+1 :.] | A‘)P()‘)

= ; PX;i1=j|A
P = jA) e =714
= P(Xla'“vXt—hXhXH-l :j7017"'70t70t+1 ’A’)
Por lo tanto
bj(01+1) |:1r£lag§n6t(l)plj:| = Xl,ul‘.l}}?;)fl’XIP(Xh'-'7Xt717Xt7Xl+1 :jvolv"'70t701+l |A')
= 6t+l<j)'
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Asi que, la sucesion de estados que maximiza la probabilidad P(Xy,...,Xr,01,...,O7 | A) es
aquella que maximiza 7 (j), 1 < j < m.
Por lo que, se satisface la siguiente relacion

max  P(X,Xa,....Xr,01,...,0r | A) = max 6r(j).

X1,X2,.., X1 1<j<m

Puesto que el objetivo es identificar la sucesion de estados que maximiza la probabilidad, se
debe almacenar para cada tiempo ¢ y estado i, los argumentos de la sucesion X1, X>, ..., X7 que

dan el valor & (i), con este objetivo se define la variable ¢, (j) = arg{maxi<i<, 6 (i)pi;j}.

Siempre se tiene un apuntador al estado ganador en el proceso de obtencion del mdximo. Este
resulta en el estado j*, donde j* = arg{max< j<, Or(j)}. Partimos de este estado y rastreamos

la sucesion de estados como el puntero que indica cada estado.

Este algoritmo es muy usado para reconocimiento de voz, biologia molecular, fonemas, pala-
bras, codificadores, entre otros. A cada secuencia de estados le corresponde una secuencia de

etiquetas de clasificacion, es decir, palabras, caracteres, fonemas, sufijos.

2.1.3. El Problema de Aprendizaje

En este problema nos hacemos la siguiente pregunta, ;Cémo podemos ajustar los pardmetros
del HMM de manera que un determinado conjunto de observaciones esté representado por el

modelo de la mejor manera para el uso previsto?

Dependiendo de la aplicacion, la cantidad que debe optimizarse durante el proceso de aprendi-
zaje difiere. Por lo que hay varios criterios de optimizacién para el aprendizaje. En la literatura,
podemos encontrar dos principales criterios de optimizacion: Méxima Verosimilitud (ML por

sus siglas en inglés) y Maxima Informacion Mutua (MMI por sus siglas en ingl€s).

Describiremos el criterio de médxima verosimilitud ya que es el que se ocuparé en esta tesis.

Criterio de Maxima Verosimilitud

Dado el HMM A,, de clase w, tratamos de maximizar la probabilidad de una determinada su-

cesion de observaciones 0", la pertenencia a una determinada clase w, que corresponden a los
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parametros del modelo A,,. Matemadticamente, esta probabilidad se puede expresar como
LlOt — P(OW ’ AIW)- (2.18)

Quitaremos el subindice y superindice w porque consideramos una sola clase w a la vez, la MLL

puede darse como

El modelo A = (p,P,B) que maximiza L;, no puede ser resuelto analiticamente. Usando un
procedimiento iterativo, como el de Baum-Welch o un método basado en el gradiente, podemos

maximizarlo localmente eligiendo los pardmetros apropiados del modelo.

Algoritmo de Baum-Welch

El algoritmo de Baum-Welch es tambien conocido como algoritmo Forward-Backward. Este
método se puede derivar como se conoce en la literatura mediante el uso simple de argumentos

de conteo de ocurrencia o utilizando el calculo para maximizar la cantidad auxiliar

Q(A,A) =) P(X | 0,A)log[P(0,X,2)] (2.20)
X

sobre A.

Adicionalmente a las variables forward y backward, tenemos que definir dos variables auxiliares

mds. La primera de estas variables es
ét(l7]):P<Xt:l>Xt+l :]|07;L)7 (2.21)

la cual puede escribirse como

P(X, = i,XtH = ij | )“)

,j) = 2.22
Proposicion 2.6. Sea & (i, j) definida anteriormente, entonces se satisface la ecuacion
oy (i) pii b (O
5[(l7‘]) _ l(l)pljﬁl+1(]) ]( f+1) (2.23)

I X0 () piiBre1 (1)bj(Or1)
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Demostracion. Tenemos de la ecuacion (2.22)

o PX,=iX=j,01,...0r | A
ét(ly‘]): ( t t+1 J 1 T| )
P(01,...,0r [ A)

Trabajemos primero con el numerador de la ecuacién (2.24), y apliquemos la propiedad de

Markov

(2.24)

P(X; =i, X1 =j,01,..,07 | A)

= PO | X, =i, X141 = J,01,...,01,0p42, ...,07, 1)
P(X,=i,Xi41=j,01,....,0;,012,....07 | 1)

= P(Oy41 | X411 = ))PX; =i,X,41 = J,01,...,0;,0p42,...,07 | 1)

= bj(011)P(Or12,..,07 | X; = i, X131 = J, 01, ..., 01, A)
PX,=i,Xi11=j,01,..,0; | 1)

= bj(01:1)P(Or12,...,07 | Xes1 = j,A)P(X 11 = j | Xi =i,01,...,01, 1)
P(X;=i,01,..,0; | 1)

= bj(0+1)Br1(H)PXis1 = j | X =i)P(O1,...,00, X, =i | A)

= bj(Or1)Br+1(j)pijou(i). (2.25)

Ahora trabajemos con el denominador de la ecuacion (2.24), por la ley de la probabilidad total

tenemos
m m
P(O1,..,0r | A) =Y. ) P(Oy,..,00,X =i, X1 =j| L),
i=1j=1
por la ecuacion (2.25) se sigue
m m
P(Oy,...,0r | A) =Y Z ()pijBr1(j)bj(Or11). (2.26)

i=1j=1
Sustituyendo la ecuacion (2.25) y (2.26) en la ecuacion (2.24) tenemos

£ j) = —— % OPiiBLi(1)b;(0r1)
o T X 0 (D)piBi1 ()b (Or1)

La segunda variable es la probabilidad a posteriori

W) =P(X,=i| O,1). 2.27)
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Proposicion 2.7. Sea ¥, (i) definida anteriormente, entonces

. 0y (i) B (i)
W) = o (2.28)
z Yo (i) (i)
Demostracion. De la ecuacion (2.27) tenemos
= 2.29
Observe el numerador de la ecuacién (2.29)
P(X,=i,0|A) = P(X;=1i,01,...,0;,0:11,...,07 | X)
= P(0t+17---;0T |X[ = i,O],...,O[,A)P(X[ = i,O],...,O[ | A’)
- P(0t+1,,OT‘X[:l,A)P(Ol,.,Ot,X[:l‘l>

Ahora, trabajando con el denominador de la ecuacién (2.29), y aplicando la ley de probabilidad

total y la probabilidad condicional tenemos

P(O|A) = P(Oy,...,07|A)

= ) P(O1,....,07, X, =i| A)
i=1

P(Ol+17"'70T |Xl‘ — i,O],...,Ot,A)P(Xt — i,O],...,Ot | 2/)

I

~
._.

I

N
I
—_

P(0t+17"'70T |Xl = iaz‘>P(017"'70t7Xt =1 ’ 2’)

I
Ms

o (i) By (7). (2.31)

N
I
—_

Sustituyendo la ecuacién (2.30) y (2.31) en la ecuacidn (2.29) se tiene
ity oc,( )Bz( )
Proposicion 2.8. Dadas las variables v, (i) y & (i, j) antes definidas, se satisface la relacion

=Y &(@,j), 1<i<m, 1<t<T. (2.32)
=1
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Demostracion. En efecto,

gt(lv.]) :P(Xt = i7Xl+l :]‘ Oal)

(ngE
AN
&
I
s

P(Xi =i,X11=j]0,1)

~
I
_

~
I

— P(X,=i|0,])

|
N{
—

~.
~—

O

Para maximizar P(O | 1), ahora podemos describir el proceso de aprendizaje de Baum-Welch.
El proceso de aprendizaje de Baum-Welch supone que existe un modelo inicial A = (p,P,B) y
para este modelo se calculan los términos o (i) y B;(i). Luego se calculan los términos & (i, j)
y %(i). Enseguida se calculan las siguientes ecuaciones que se conocen como férmulas de re-

estimacion y se utilizan para actualizar los pardmetros del HMM:

p,=n(), 1<i<m, (2.33)

<i<m, 1< j<m, (2.34)

- Zthlo:v %(])
bj(k) = ===~
1) Y v ()

Como existen parametros desconocidos en el HMM, para estimarlos se usa el algoritmo EM,

. 1<j<m, 1<k<n. (2.35)

que se estudia en la siguiente seccion.

Algoritmo EM

El algoritmo EM es un método iterativo para realizar la estimaciéon de maxima verosimilitud
cuando faltan algunos de los datos, y aprovecha el hecho de que los datos completos de la log-
verosimilitud puede ser sencilla para maximizar atn cuando la probabilidad de que los datos

observados no lo es. Por “datos completos de la log-verosimilitud”(CDLL) nos referimos a la
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log-verosimilitud de los pardmetros de interes 6, basado tanto en los datos observados y los

datos faltantes.
El algoritmo puede ser descrito informalmente como sigue.

Elegir valores iniciales para los pardmetros 6 que desea calcular. A continuacién, se repiten los

siguientes pasos:

= Paso E. Calcular las esperanzas condicionales de los datos que faltan, dadas las observa-
ciones y dadas las estimaciones actuales de 6. Mdas precisamente, calcular las esperanzas
condicionales de las funciones de los datos que faltan que aparecen en los datos completos

de log-verosimilitud.

= Paso M. Maximizar, con respecto a 0, los datos completos de log-verosimilitud con las
funciones de los datos que faltan reemplazados en el mismo por parte de sus esperanzas

condicionales.

Estos dos pasos son repetidos hasta que se satisface algtn criterio de convergencia, por ejemplo,
hasta que el cambio resultante en 8 es menor que algin umbral. El valor resultante de 6 es
entonces un punto estacionario de la probabilidad de los datos observados. En algunos casos,
el punto estacionario alcanzado puede ser un méaximo local (a diferencia del global) o un punto

silla.




Capitulo 3

Modelo de Black-Scholes

En 1973 Fisher Black, Myron Scholes y Robert Merton lograron uno de los mayores avances
en la valuacién de opciones hasta ese momento, conocido como el modelo de Black-Scholes,
que ha tenido una gran influencia en la manera en que los agentes valuin y cubren opciones. Ha
sido también un punto de referencia para el desarrollo y éxito de la ingenieria financiera desde

entonces.

En este capitulo desarrollaremos el modelo de Black-Scholes. Empezaremos dando los concep-

tos necesarios para el desarrollo del mismo.

Definicion 3.1. Un activo es cualquier posesion que pueda producir beneficios economicos.

Un portafolio es un conjunto de activos, que pueden ser acciones, derivados, bonos, etc.

En la realidad existen costos para realizar operaciones financieras. Estos costos de transaccion
pueden depender de una transaccion de un activo subyacente o un derivado, de una compra o

una venta, etc.

Definicion 3.2. La tasa de interés libre de riesgo es aquella generada por una inversion “se-

gura’.

Los primeros instrumentos derivados bésicos se denominan opciones vanilla y se definen como:

Definicion 3.3. Una opcion call (respectivamente opcion put) es un contrato que da derecho a

comprar(respectivamente vender) un activo financiero, llamado activo subyacente, a un precio

35
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fijo, llamado precio de ejercicio, en el final del tiempo de contrato, llamado tiempo de madurez

0 tiempo de ejercicio, tambien previsto en el contrato.

Si una opcidn se puede ejercer antes del tiempo de madurez se dice que es de tipo Americano;
en caso que la opcidn solo se pueda ejercer en el tiempo de madurez es una opcién de tipo

Europeo.

Usaremos la siguiente notacion: K para el precio de ejercicio, T para el tiempo de madurez y S

para el valor del activo subyacente a madurar.

Nos enfocaremos en una opcién de compra Europea y vamos a representar por C la prima de la

opcion call, la cual es la estimacién del costo de la opcidn.

Vamos a cubrir el problema principal para las opciones vanilla, es decir, la fijacién de precios
de estos productos opcionales. Dentro de un marco de teoria econdmica-financiera se tiene que

dar el valor de la prima C en funcion de la madurez T y el valor S del activo en el momento 0.

En terminos mas generales, como el titular de una opcién puede vender su opcién en el mercado
de opciones en cualquier momento ¢, 0 < ¢t < T, también es necesario darle el valor justo de la
opcion en el momento ¢ sabiendo que el activo subyacente tiene, en este momento, el valor de

S = S(t), y el valor justo de mercado esta representada por
C(S,7) (3.1)
donde
T=T—t (3.2)

representa la madurez calculada en el tiempo ?.
A veces, también es til representar el valor call como una funcion del tiempo C(S,1).

Para discutir este problema de precios, es absolutamente necesario dar hipétesis sobre el proceso

estocastico
S=(8(1),0<tr<T). (3.3)

En cuanto al marco de la teoria econdmico-financiero, se adopta el supuesto de mercado efi-

ciente.
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Definicion 3.4. Un mercado eficiente es cuando toda la informacion disponible en el momento

t estd al alcance de los inversores y se refleja en los valores de los activos.

De acuerdo a esta definicion, en un mercado eficiente las transacciones que tienen una alta

rentabilidad anormal no son posibles y se satisfacen los siguentes supuestos:

1. Ausencia de costos de transaccidn;

2. posibilidad de ventas en corto;

3. disponibilidad de toda la informacién a todos los agentes econémicos;
4. perfecta divisibilidad de los activos;

5. mercado financiero en tiempo continuo.

Definicion 3.5. Un bono cupon cero es un titulo emitido por una entidad que no paga intereses
durante su vida, sino que lo hace integramente en el momento en el que se amortiza el capital.

En compensacion, su precio, muy sensible al tipo de interés, es inferior a su valor nominal.

Ademas, el mercado se ha completado, lo que significa que existe bonos cupdn cero y sin riesgo

para todos los vencimientos posibles.

Tengamos en cuenta que la palabra “informacioén”que se usa en el punto 3 puede tener diferentes
interpretaciones: débil, semi-fuerte o fuerte, dependiendo si se basa en los precios del pasado,
en toda la informacién publica, o finalmente, en toda la informacion posible que el agente pueda

encontrar.

Segin Fama (1965), las suposiciones eficientes justifican el modelo de “‘caminata aleatoria” en
tiempo discreto, diciendo que si R;(s) representa el incremento de un activo i entre s y s+ 1,

tenemos
AR,'(S) = U;+ Si(s), (3.4)

siendo y; una constante y &(s) una sucesion de v.a. no correlacionadas de media 0, a veces

llamadas errores.
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Aunque la hipétesis de la eficiencia parece ser natural, algunos estudios empiricos muestran
que este no es siempre el caso, en particular, ya que algunos agentes pueden tener acceso a

informacion privilegiada, en principio, prohibido por el control de autoridad legal.

No obstante, estos agentes deben usar la informacion correspondiente, se notard rapidamente

esos mercados y se restaurard el equilibrio entre los agentes.

Esta posibilidad, también llamada caso de la informacion asimétrica, fue estudiada por Spencer,

Akerlof y Stiglitz, quienes se les concedié el Premio Nobel de Economia en 2001.

Los modelos de informacién asimétrica siempre deben ser modelados a corto plazo que recha-
zan la hipétesis de ausencia de arbitraje (AOA), es decir, ganar dinero sin ningin tipo de
inversion.

Para completar, notemos que ahora es posible construir modelos sin el supuesto AOA pero
haciendo suposiciones sobre la evolucion de los activos de tiempo y una eleccion de posibles

escenarios, por lo que el inversor puede predecir lo que ocurrira si se producen estos escenarios.

Definicion 3.6. Se llama funcion de pago de un derivado, activo o portafolio al resultado final

de la inversion.

La funcién de pago de una opcion call es max{Sy — K,0} ya que si S > K se ejerce a K y se
vende a S7, lo que da una ganancia de ST — K. En el otro caso la opcion no se ejerce y la funcion

de pago es cero.

Otro concepto de suma importancia en finanzas es el concepto de volatilidad.

Definicion 3.7. Se llama volatilidad a una medida de la frecuencia e intensidad de los cambios
del precio de un activo o de un tipo. Se puede medir de muchas maneras pero, a efectos de
valuar una opcion o instrumento que contenga una opcion incorporada, la volatilidad se mide
normalmente como desviacion tipica del porcentaje anual de cambio cuando ese porcentaje
cambia continuamente. La volatilidad se puede estimar a partir de datos histéricos para con-
seguir una volatilidad historica o se puede extraer del precio de una opcion con el uso de un
modelo apropiado para la determinacion del precio de opciones para obtener una volatilidad

implicita.
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3.1. Ecuacion de Black-Scholes

Black y Scholes utilizaron un modelo de tiempo continuo para el activo subyacente introducido

por Samuelson (1965). En esta seccién deduciremos la ecuacién de Black-Scholes.

Consideremos un espacio completo de probabilidad filtrado, el proceso estocéstico
S =(S(t), 1 >0) (3.5)

ahora representara la evolucion temporal del activo subyacente.

La suposicion bésica es que la dindmica estocdstica del proceso S estd dada por

dS = uSdt+oSdw,
S(0) = So,

donde el proceso W = (W(z), t € [0,T]) es un proceso Browniano estandar y dW representa
la componente de incertidumbre de la variacion instantanea del precio. Este modelo representa
el precio de un activo con “riesgo”. Cabe recalcar que el precio tanto de un derivado como del
subyacente tiene este término estocéstico de riesgo o incertidumbre. Nos proponemos eliminar

la componente estocdstica determinada por dW.

Consideremos la funcién V(S,¢) que representa el valor de una opcidn a través del tiempo ¢ con
precio inicial So > 0, para los efectos de la deduccion no importa si esta opcidn es call o put. En
este caso se construye un portafolio de la siguiente manera, lo que se denomina una estrategia

de cobertura:
T=(—-A1),

donde —A son las unidades del activo subyacente y 1 es el derivado.

El valor del portafolio lo determinamos como un producto interno de R2, de esta manera:
N=n-(S,V)=(—-A1)(S,V)=—-AS+V.

Luego, tomando diferencias instantdneas de tiempo en ambos lados de la ecuacion anterior

tenemos:

dIl = —AdS+dV. (3.6)
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Aplicando el Lema de Itd (ecuacién (1.12)), tenemos

A% oV 19%V
33 = (80,20)dS + —— FY (So,fo)dﬁL58—S2(507t0)(d5)2~ (3.7

Considerando que dS = uSdt + cSdW vy sustituyendo la ecuacién (3.7) en la ecuacion (3.6) se

dv(S,t) =

tiene

oV oV 19%V
dIl = —A(uSdt + oSdw) +a—(uSdt+GSdW) —{—a—dt—{— 5 852(

de esta ecuacion y los resultados del lema de Itd, agrupamos los términos que tienen dW y

uSdt + cSdw)?,

procuramos que se cancelen (para eso estd la A, que es la variable de la ecuacién cuyo valor

cumple dicha cancelacién), resulta entonces

_ A% oV 1 ,,9%Vv 9V
dH_GS(a—S—A)dW+< SaS+— S St ,LLAS)dt. (3.8)
Tomando
av
A= 55

y sustituyendo en la ecuacién (3.8) tenemos

B A1 av 12282V v av

_ (1209 OV
_( St ) (3.9)

Por la hipétesis de no arbitraje, como P es un portafolio libre de riesgo tenemos que su retorno

es igual al de un bono de tasa r cuya férmula esta dada por:
dIl
™= rdt = dI1 =TIlrdt. (3.10)

Igualando la ecuacién (3.9) y la ecuacioén (3.10) tenemos

1 02V oV
Hrdtz( 028?42 = >dt.

08?2 ot

Cancelando dt y sustituyendo [I = —AS+V = ——S +V, nos queda
2A% 1 5 0%V 9V
—=Sr+Vr=-0"8"=5 + -
st 957 o

Finalmente, despejando rV, llegamos a la ecuacion de Black-Scholes:

av. dv 1 0’V
rV=rS—+—=—+-0855 (3.11)

as  dr 2 08?%"
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3.1.1. Solucion de la ecuacion de Black-Scholes

Vamos a obtener la solucion de la ecuacidon de Black-Scholes para calcular el valor de la opcion
Call Europea sobre un activo de precio S con precio de ejercicio K y tiempo de madurez 7. En

este caso llamaremos V = C, la ecuacion (3.11) queda entonces como

aC

| ,0d%C  aC
152629°C 1 6%C 00
o T2% 0 gz T =Y

con las condiciones de frontera
C(0,1) =0, C(S,t)~SsiS— o

ya que cuando el precio del activo es nulo, también debe serlo el de la opcidn (es claro que
no se va a ejercer). Y cuando el precio tiende a infinito, S — K se va a aproximar a S. También

recordemos la condicién final, es decir la funcién de pago de la opcién
C(S,T) = max{S—K,0}.

Con todo lo anterior, podemos describir el modelo de la siguiente manera:

(

9C 4 162822€C 1 1S9 —rC =0, S € (0,%), 1 €[0,T)
C(S,T) =max{S—K,0}, S € (0,00)
C(0,t)=0,1€10,T)
C(S,t)S,t€[0,T),S— oo

(3.12)

\
Nos concentraremos en las dos primeras ecuaciones de (3.12), pues posteriormente veremos
que las ultimas dos, que describen el comportamiento de C en los bordes, también se van a

satisfacer. Entonces nuestro modelo queda como sigue:

% 1 Lo222C 4 1SIE - 1C =0, S€ (0,), 1€ [0.T)
C(S,T) =max{S—K,0}, S € (0,00)

(3.13)

Para resolver esta ecuacion, hagamos primero los siguientes cambios de variables

S 1 C(S,t
x:lnE, T(I)ZEGZ(T—I), v(x,T)= (K,)’
es decir
27(t
s—ke, =720 c(s.0) = Kv(x ).
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Calculando las derivadas parciales concernientes a la primer ecuacion de (3.13) tenemos

oC 1 ov

= = —5621(%, (3.14)
oC Kov

22C K v  d%v

s @(‘5*@) G-10

Como ¢(T) =0, también tenemos una condicidn inicial para v a partir de la condicidn final de
C:

C(S,T) =Kv(x,0) = max{Ke* —K,0} = v(x,0) =max{e'—1,0}

que resulta una condicidn inicial. Sustituyendo las ecuaciones (3.14-3.16) en el modelo (3.13)

tenemos

128v122K_8v d%v Kov\ _
2 Ka 3° S s\ ox T on s S dx rkvix,7) =0,

lo cual, simplificando nos da

1 28v I ,0v 1 ,0°v  dv

~0 G —rv.
A TR M T
Luego el modelo (3.13) queda como
d d 92
3029 = 262a¥+262()¥+ra —rv, x€R, 1€[0,Tc?/2)

v(x,0) = max{e* — 1,0}, x € R,
y si llamamos K = % el modelo queda como

v _ 2V (K- 1) —Kv, xR, T€[0,T02/2)

(3.17)
v(x,0) = max{e* — 1,0}, x € R,

Hagamos un dltimo cambio de variables. Proponemos
v(x,T) = e % (x, 1)

con a y b pardmetros a determinar. Las derivadas parciales de v resultan

ov du
7y aeax—&—b’l:u_'_eax—i-b’c_’
ox ox
ov u
DA beax+b‘cu+eax+br_
o1 o1’
0%v

2
2 _ax+bt ax+bt du ax+bt J-u
3z a‘e u+2ae P +e 92
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sustituyéndolas en la primera ecuacién de (3.17) y simplificando el término e***% tenemos

0%u

du du du
bu—i—a——a u—|—2aa 52 5 + (K — 1)<au—|—ax>—Ku.

Como a y b eran arbitrarios elegimos a y b de tal manera que se anulen los coeficientes que

multiplican a u y a , es decir
b=d’+(K—1)a—K, y 0=2a+(K—1).

Al resolver el sistema de ecuaciones, resultan

K—1 K+1)?2
a=—-———y b:—%.

Con esta eleccion de pardmetros la primera ecuacién de (3.17) queda

8u_82u
at  ox2’

cuya condicion inicial resulta

u(x,0) = v(x,O)e%(K_l)x
= max{e* —1, O}e%(K*I)x

_ max{ez (K+1)x e%(Kfl)x’O}’

con lo cual, tenemos el modelo

gu— 2 xeR, 1€[0,76%/2)
T . (3.18)
u(x,0) = uo(x) = max{e2 K+D¥ —o3(K=Dx 01 x ¢ R,

Esta es la ecuacion del calor cuya solucidn se encuentra determinada por

(x— 5)2
u(x,7) 7 ds

~ e

que es la convolucién entre la condicidn inicial y la soluciéon fundamental de la ecuacién del

calor. Evaluemos esta integral haciendo el cambio

S =wV2T+x,
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con lo que resulta

1 o]
u(x,t) = —/ uo(wv2r+x)e_%wzdw

V2 J-
_ ;ﬂ/_mmax{e%(l(—t—l)(wm—kx) %(K 1)(wv/27+x) 0}6 2w dw.

Para eliminar el méaximo, haremos uso de lo siguiente:

o3 (K+1)s _ 5 (K=1)s >0
T(K+1)s > o3 (K—1)s
K+1 _K-1

>
2 Y=

& 5>0,

e

por lo cual el integrando no serd nulo cuando wv/27+x > 0, es decir, si

por lo que la integral resulta

(x T T(K+1)(wv2T+x) fjwz / ZK 1)(wxﬁ+x)e Tw? dw.

\/27r / %4
Llamaremos A y A; a cada una de las integrales anteriores. Haremos los célculos para la pri-

mera pues seran analogos los de la segunda.

Sacando del integrando el término que no depende de w y juntando los exponentes tenemos

A = §K+1 w2 +x)e 2w dw

\/27r/_
_ 1 62(K+1)x/oo o KHwVT—4w?

2T =

Completando los cuadrados en el exponente se tiene

Ay = A AEeDx [T dEr P b k)RR
V21 —

Sacamos el término que no depende de w y sea

w.

1
P :W—E(KH)\/z_r
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con lo cual, haciendo el cambio de variable nos queda

1 1 * 1,2
Ay = or (K+Dx+i(K+1)%e _/ o740
b V2 (KDY P

Si definimos

1
dy = \/iz_r+§(1<+1)\/2r, (3.19)
la integral resulta
1 1,2
A = en(KHDxHi(K+1)? / o307
! \/27r d P

e%(K+1)x+4(K+1) TN(dl)

donde N(+) es la funcién de probabilidad de la distribucién normal estandar

ezs

N(d1) /
=
El célculo para A; es idéntico al de A}, reemplazando (K — 1) por (K + 1) en todo el andlisis.

Es decir, resulta
Ay = e%(K—l)x—l—%(K—l)er(dz)
con

X 1
dy=—=+=-(K—-1)V27,
2= =+ 5 (K= 1)V
asi que tenemos una férmula explicita para u(x, T) dada por
u(x, T) _ e%(K—l—l)x-i—%(K—i—l)zTN(dl) _ e%(K—l)x-Q—%(K—l)sz(dz).
Ahora volvemos a cambiar las variables para obtener una expresién para C(S,¢). En primer

lugar teniamos que
v(x,T) = e*%(K*I)X*%‘(KH)ZTu(x, 7),
sustituyendo u(x, T) tenemos
v(x,1) = e—%(K—l)x—%(l(—&—l)%(e%(K—O—l)x—}—%(K—}—l)zTN(dl) o3 (K=t (K—1)? "N (dy))

= &N(d)) —eX"N(d>).
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Usando los cambios de variable dados en un principio

1 t 2
x:ln%, T(I)ZEGZ<T—I), v(xar):C(IS; )7 K:G_l;7
tenemos
t _2r1 _
C(Ii’ ) Ny e BTNy,

luego, simplificando la ecuacién anterior, tenemos la férmula de Black-Scholes:
C(S,t) = SN(dy) — Ke "T=)N(dy), (3.20)

y por otro lado

- K —. (3.21)

Analogamente,

(3.22)

Por lo tanto el modelo de Black-Scholes queda como sigue:

C(S,t) = SN(d)—Ke "TIN(dy),
Ins+(r+1c?)(T 1)

dy = :
! ovT —t
d = d—ovT—t

donde N(-) es la funcién de distribucién acumulativa de una distribucién normal estdndar.

Antes de pasar a la extension de Markov del Modelo de Black-Scholes veremos un tema que
serd de gran importancia en la demostracion del teorema de la siguiente seccion. Cabe men-
cionar que el tema que acontinuacion estudiaremos es una extension de Markov del modelo

binomial o también conocido como modelo CRR (Cox-Ross-Rubinstein).
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3.1.2. Extension de Markov del modelo binomial de multiples periodos

Consideraremos un modelo de miltiples periodos en el intervalo [0,n], donde n es un nimero

entero mayor a 1, siempre bajo la suposicion de ausencia de arbitraje.

Para obtener resultados utiles, se puede seguir la presentacion fundamental del modelo CRR,
ver[2], adaptado al entorno de Markov, de tal manera que se puedan encontrar resultados ma-

nejables:

1. Conociendo todos los estados X, ..., X,

Comenzaremos con un modelo a tiempo discreto con n periodos y supondremos que,

X0, .-, Xy con Xo =1, X, = j y S(0) = Sp son conocidos.

Supondremos que el valor del activo S(n) al tiempo n esta dado por:

S(n) = Vxox, -+ Vx,_1x,50

donde Vy,x, ., define un movimiento ascendente con parametro u;; > 1 0 un movimiento

descendente con pardmetro d;; < 1, con probabilidad dada por

u;j con probabilidad g;;,
VXn—]Xn .
d;j con probabilidad 1 — g;;.

S(3) = ujuiuiSo

S(3) = ujuidiSo

S(3) = uididiSo

$(3) = dididiSo

0 1 2 3

Figura 3.1: Modelo de multiples periodos.
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Mads aun, supongamos que, para cada n, las v.a. Vy,x,,...,Vx, ,x, son condicionalmente

independientes dadas Xy, ..., Xj.

Ademds se tiene la hipotesis estdndar d;; < r;; < u;j, donde r;; es la tasa de interés libre

de riesgo.

Si la v.a. M, representa el nimero total de movimientos ascendentes sobre [0, 7], el valor

del activo al tiempo n esta dado por:
S(n) = (uij)* (dij)"~*""So,

luego

S(n
ln% =M,In (u,-j) + (n —Mn)ln (d,j)
Dado Xy = jo, .-, X = ju,S(0) = S, la distribucién condicional de M,, es una distribucién

binomial con pardmetros (n,¢;;). Entonces se sigue que

S
E (ln% | X0 = jos s Xn = jn,S(0) = SO) = n(gijIn(uij) +
(1 —gij)In(dij)) (3.23)

S(n : : uij 2
Var (ln% ’X() = ]0,...,Xn = ]n,S(O) ZS()) = n |:ql'j(1 —qij)(lnj) (324)
1

La probabilidad neutral al riesgo! sobre los n perfodos, esta dada por

L
qgij, = — 5 >

uijy, — dijy

pues

d," < rij<u,~j
=0 < rij—dij<ul~j—d,~j
rij—d;

L <1,

=0 < :
Lt,‘j—d,']

ISe define la medida de probabilidad condicional neutral al riesgo como

~ _ rX()Xl _dX()Xl
CIXOX1 - u —d .
XoX1 XoXi
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es claro que, bajo nuestras suposiciones, para cada n, dado Xy, ..., X;;,S(0) = Sp con Xy =
i, X, = Jj, tenemos un modelo CRR. Luego, obtenemos el valor del call europeo con precio
de ejercicio y madurez n como el valor presente de la esperanza de la ““ ganancia” en el
tiempo n bajo la medida de riesgo neutral, es decir:

v =\ k L

1 n
C(S0,0 | Xo=i,X1,... X, = j) = (") ay;(1 = Gij)" *max{u,d!;*So — k,0}.
ij k=0

De aqui se obtiene la siguiente expresion (ver Cox y Rubinstein):

SoB(biiin,g.;) — *-B(b;iin,gi;), sibii <n,

C(So,n | Xo=i,X1,... Xn=J) = (bijns @ij) = Bbijins i), 5i bij (3.25)
0 si b,‘j >n,

donde B(x;m, ) es el valor de la funcién de distribucién binomial complementaria con

parametros complementarios m, ¢ en el punto x y

1n(k/dlano) 1
| In(uij/dij) ’
~ u. j

qgj = #Qij-

ij

El resultado anterior puede ser visto como la extension a tiempo discreto de la férmula de

Black-Scholes dado el entorno:
Xo=1,....X, = J,5(0) = Sp.

2. Conociendo Xy =i

Si solo conocemos el estado inicial del entorno Xy = i, es claro que el valor del call

esta dado por

Ci(So,n) =) pE}”Cij(So,n) (3.26)
j=1
(n)

donde [pi] ] =P"y Cij(So,n) esta dado por la ecuacion (3.25).

3. Conociendo X,, = j

El uso de la férmula de Bayes proporciona el siguiente resultado,
P(XO =1,X, = .])
P(X, = j)
pip))
= —4 (3.27)

k=0 Pkpl(!;')

PXo=1i|X,=])
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por lo cual, el valor del call dado X,, = j, representado por C/(Sp, ), esta dado por
C/(So,n) =Y ——Cii(Son). (3.28)
! m n

4. Sin tener conocimiento del entorno

Si no tenemos conocimiento alguno sobre el estado inicial del entorno pero conocemos

su distribucién de probabilidad dada por

P(X():i) = pi, Viel,
P(Xl‘X():i) = Dij, Vi,jel,

el valor del call denotado por C(Sy,n) esta dado por

C(So,n) Zp, (So,n), (3.29)

0 por

C(So,n) Z Zpkpk, C/(So,n). (3.30)

3.2. La extension de Markov del modelo de Black-Scholes

En esta seccidn, se presenta una nueva extension de la ecuacion de Black-Scholes (1973) en las
finanzas estocdsticas con la introduccion de un entorno aleatorio econdémico y financiero usando

procesos de Markov, que se deben a Janssen y Manca (1999).

La construccion de este modelo se inicia desde el modelo tradicional de Cox, Ross, Rubinstein
(CRR) de un periodo para obtener un nuevo modelo a tiempo continuo que satisface la hipotesis

de ausencia de arbitraje.

Una de las principales aplicaciones potenciales de este modelo se refiere a la posibilidad de
obtener una nueva forma de utilizar la férmula de Black-Scholes con informacion relacionada
con el entorno econdémico y financiero, en particular en relacion con la volatilidad del activo

subyacente.

Considere el modelo de Black-Scholes para la evolucién de un activo que tiene valor conocido

S(0) = Sy al tiempo 0 y valor aleatorio S; al tiempo ¢. El entorno econémico y financiero se
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define con las v.a. Xp, X; que representan el estado del entorno al tiempo O y al tiempo z, res-
pectivamente. Estas v.a. toman sus valores en el espacio de estados I = {1,2,...,m}, las cuales

estan definidas en el espacio de probabilidad por:

P(Xo=1i) = pi, Vi€l (3.31)
PX;=j|Xo=1i) = pij,» Vi,jel. (3.32)

Introducimos las siguientes funciones rx, x,, Ox,x, de Xo,X;, las cuales son las v.a. de tasa de
interés sin riesgo y volatilidad del activo respectivamente, con estado Xy al tiempo 0 y X; al
tiempo 7. Entonces tendremos las matrices r = [r;;|, 6 = [0;;]. Para utilizar la notacion cldsica

de Black y Scholes, se puede definir la intensidad de la tasa de interés instantanea p;; con

pij = log(l —I—rij).

Teorema 3.1. [Janssen y Manca 2009] Bajo la suposicion de que la cadena de Markov de
matriz de transicion P del proceso de entorno es ergodica y dado que el estado inicial del
entorno es i € 1 y el estado del entorno al tiempo t es j € I, la tasa sin riesgo esta dada por
pij y la volatilidad anual por G;j, entonces tenemos los siguientes resultados concernientes al

precio del call Europeo al tiempo 0 con precio de ejercicio K y tiempo de madurez t:

a) Conociendo los estados Xy = i, X; = J, el valor del call estd dado por

Cl'j(S(),l‘) = S()N(dijl)—Ke_pile(dijz),
: lOgS (pz] G_izj>t]a

o/t 2

dijp = diji— oVt

diji =

b) Conociendo el estado Xy = i, el valor del call representado por Ci(So,t) esta dado por

SO7 Z 77"] ij SO7
Jjel

c¢) Conociendo el estado X; = j, el valor del call representado por C/(Sy,t) esta dado por

SO, ZP: ij SO7

iel
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d) Sin conocer el entorno de ningiin estado, el valor del call representado por C(Sy,t) esta
dado por

SO, Zpl S(),

i€l

o por

507 an SO?
J€El

Demostracion. a) Para demostrar esta parte consideraremos un modelo discreto de la cadena
de Markov limite de multiples periodos, con n periodos, donde cada periodo tiene longitud A

de modo que tenemos observaciones equidistantes al tiempo 0, h, 2h, ..., nhconn = |t/h].

Ademads asumiremos que en el modelo de tiempo discreto aproximado, el proceso del en-
torno es una cadena de Markov ergédica homogénea definida por las relaciones (3.31) y
(3.32) y que, para cada n, dados Xp, ..., X,;, S(0) = Sp con Xp = i, X,, = J, elegimos, en cada

subintervalo [kh, (k+ 1)h], los siguientes pardmetros ascendentes y descendentes:

G]\/_ d;

JkoJk+1

— ¢ Vi, (3.33)

Ujejsr =€
Djeier = 5 + Eaj - (3.34)
dependiendo por lo tanto de las dos matrices no negativas m X m;
[kij), o]
De las relaciones (3.23) y (3.24), se sigue que, para toda n:

S(n . .
E (ln% ’X() :](),...,Xn :]n,S<O) S()) ,u,Jt,

2.2

S it
Var (lnﬂ | Xo = jo, s Xp = jn,S(0) = So) =0/t — Hij
So n

Nuestro condicionamiento implica que podemos seguir el razonamiento de Cox y Rubins-

tein, ver Janssen y Manca (2010), tenemos por el teorema central del limite, cuando n — oo:

S()
In S_ONN<.ul]t7 z])

donde i es el entorno del estado inicial observado a¢t = 0y j el entorno del estado al tiempo

t.
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En cuanto a las tasas de interés sin riesgo, podemos suponer que, para toda i y j, existe
v;j > 1 tal que la nueva tasa de retorno para todos los periodos (kh, (k+ 1)h), denotada por

Fij, para n — oo, satisface la siguiente condicion:
(1—|—I’ij)n—> (1—1—?,']')[. (3.35)

Ahora supongamos que C;;(So,n) representa el valor de una opcion call Europea al tiempo

0, con madurez n y precio de ejercicio K cuando el estado inicial es i y en el tiempo n es j.

Usando la misma técnica de la demostracion de la formula de Black-Scholes dada por Cox
y Rubinstein pero con pardmetros que dependen de todos los entornos de los estados i y j,

obtenemos bajo las condiciones (3.33)-(3.35), para ¢ fijo:

Cij(S(),n) —)Cij(S(),l‘)

donde:
Cij(So.t) = SoN(dij,.1) —Kr;'N(dij, 2), (3.36)
ln SO
dij 1 + 5O 1, (3.37)
7 Gl,\/ Y
dij,o = dut,l—cfij\/f. (3.38)

Este resultado da el valor del call al tiempo O con i como el entorno de estado inicial y j

como el entorno del estado observado al tiempo ¢, representado ahora por X;.

Si queremos usar la notacion tradicional en el marco de Black y Scholes, podemos definir la

intensidad de las tasas de interés instantaneas p;; tal que:
ri j= ep ij
de modo que, la férmulas (3.36)-(3.38) se convierten en:

Cijt(‘go?t) = SON(dijf ) Ke~ pijt N(dljt )

o>

0,

S
d; i = In—+
ool zj\/_[ (pl] 2

dijy2 = dij,1— 0Vt
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b) Para esta parte consideremos la ecuacion (3.26)
" ()
Ci(So,n) = Y p;; Cij(So,n).
j=1

Ahora supongamos que n — oo y cambiando el limite con la suma finita, se tiene

lim Ci(So.n) = lim Y pi"'Cyj(So,n)

n—-yoo n—-oo 4
J:
o (n)
— Znh_r>noopij Cij(S(),l’l)
]:

Por la suposicién de ergocidad sobre el entorno de la cadena de matriz P, podemos usar la

ecuacion (1.6); y por el resultado a), tenemos

507 an ij SO,
Jel

¢) Consideremos la ecuacién (3.28),
(n)
i PiD;;
—J()Cz (So0,1).
i=1 Y40 Py

C/(Sp,n) =

Procediendo como en el resultado b) tenemos

(n)
m DiD;:;
o Cii(S0:m)
i=1 ) 0 PkPy

m )
= Z lim L()CU(SO, n)

n—-po0

=1 Yio PkPy;
(n)

lim, DiPi;

lim C/(Sp,n) = lim

n—-oo n—-oo !

I
Ms

() h_rI>1mCl]<SO7 )
11imy, o0 Y40 0 PkPyj "

DiTti

— e ( )CLJ(SO7 )
lzk ohmn—wopkpkj

m pln.]

= Y P Ci(Sot
;Zkzopk”j K )

I-; Zk:() Dk l]( )

= Y piCij(So.1)
i=1

i

3
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Por lo tanto,

S07 Zpl ij SOv

iel

d) Para esta tltima parte consideraremos las ecuaciones (3.29) y (3.30),

C(So,n) = Zpl (So,n) (3.39)

C(So.n) = ), Zpkpkj C/(So,n). (3.40)
j: :

Utilizando los resultados b) y ¢), y procediendo de manera andloga tenemos para la ecuacion

(3.39)

m
lim C(Sp,n) = lim Y piCi(So,n)
n %}

n—-oo :
i=1

m

= Znhm piCi(So,n)
i=1

= Zpl SO;

Por lo tanto
C(S()a [) - Z Pz SOa

Ahora para la ecuacién (3.39), tenemos

m m
lim C(So,n) = lim Y'Y pip(VCi(So,n)

n—-p o0 n—)oojzlkzl

3

I
M=

lim_pipy; lim C/(So.n)

n—-

~

I
—_
~

I
—_

pitiCY (S, 1)

I
™M=
s

3

= JTjC'i(So,t).

~.
I
—_

Por lo tanto

m
C(So,t) = ) miC/(So,1).
j=1
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El problema principal del modelo de Markov de Black-Scholes es estimar los parametros de las
matrices P, o = [0;;] y p = pij.

Este modelo proporciona la posibilidad de tomar en cuenta las previsiones realizadas por los
inversionistas de manera tal como para incorporarlos en su propia valuaciéon de opciones y
también se puede utilizar para los modelos con crisis financiera, asi como para la construccion

de escenarios, y en particular en el caso de estrés en un enfoque de tipo VaR.




Capitulo 4

Modelo financiero de Markov usando

Modelos Ocultos de Markov

Jansen et al (2009) consideraron que el ambiente en donde se desarrolla el proceso financiero
se realiza en un ambiente que cambia de manera aleatoria de bueno a malo, de malo a bueno, de
bueno a regular, etc.. Entonces, este autor propone modelar este ambiente cambiante por medio
de una cadena de Markov. De este modelo lo més complicado es estimar apropiadamente los
pardmetros del modelo de Markov, en este sentido Tuyen (2010) propone utilizar los modelos
ocultos de Markov para identificar los parametros del modelo de Markov en la extension de
Markov del modelo de Black-Scholes. Tuyen aplic6 este método a los datos de la bolsa de
valores de VietNam del norte para determinar los precios de las acciones. En este capitulo se
aplica la misma metodologia propuesta por Tuyen a los datos de la bolsa mexicana de valores.
A diferencia de Tuyen, aqui también consideraremos que las tasas de interés son afectadas por

los estados de la cadena de Markov.

En el proceso financiero se desconoce todo acerca del modelo de Markov oculto, lo més basi-
co en el proceso financiero es que se desconoce el nimero de estados existentes, por lo que,
determinar el nimero de estados mds probables dadas las variables observables, sera el primer
paso a seguir. Para esto, se resuelve el problema de evaluacion, esto es, se realiza el algoritmo
Forward-Backward, con este algoritmo se resuelve el problema de aprendizaje, esto es, se rea-
liza el algoritmo EM, usando los valores de m igual a m = 2,3,4,5,6,..., y posteriormente, se

elige el mejor valor de m con base en los criterios AIC y BIC, los cuales se definen mediante

57
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Datos Financieros Modelo Oculto Maodelo de Markow Valores de la
Histaricos de Markov de Black-Scholes Opcidn Call

Modelo de
Regresian Lineal

Datos Histaricos
de Tasas de Interés

Figura 4.1: Operacion del modelo financiero de Markov usando HMM

las férmulas:
AIC=2k—In(L) y BIC= —=2In(L)+kIn(n)

donde k es el nimero de pardmetros en el modelo estadistico, L es el mdximo valor de la funcién

de verosimilitud para el modelo estimado y n es el nimero de datos para la muestra.

Para cada valor de m, el algoritmo recursivo se alimenta con datos iniciales para los valores del

vector p, de la matriz de transicion P, y de los pardmetros de las variables u; y Giz.

En particular, la matriz de transicion inicial es igual a la matriz cuyos elementos son todos
iguales a 1, ya que esta matriz es ergédica y el teorema 3.1 pide que dicha matriz sea asi, el
g m> yadq g y -1 pide q )

programa realizado al proponer una matriz ergdédica nos devuelve otra matriz ergddica.

Posteriormente, ya con un valor de m seleccionado se resuelve el problema de decodificacion

realizando el algoritmo de Viterbi.

4.1. Algoritmo

La operacion del modelo se ilustra en la figura 4.1.

El proceso para estimar los parametros ocultos del proceso de Markov suponiendo que el ndme-

ro de estados es m, sigue los pasos:
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= Entran los datos historicos y el valor de m.

e Entran los valores iniciales propuestos de los parametros de la distribucion de los

observables {u;,c;}7 |,

e entran los valores iniciales propuestos de la distribucion inicial p = {p1, p2, ..., pm }
y

e entran los valores iniciales propuestos de la matriz de transicién P = [p;;].
= Se realiza el algoritmo Forward-Backward.
= Se realiza el algoritmo EM.

= Una vez que se realiza este algoritmo para m = 2,3, ... se elige la m que presenta mejores

valores de AIC y BIC, y se obtienen los nuevos valores de {u;, 0;}/" |, py P.

= Con la matriz P obtenida, se estima la distribucién limite 7;, i = 1,2,...,m de la cadena

de Markov.

= Usando el algoritmo de Viterbi se encuentra la sucesién de estados {jo, ji,..., jn} mds

probable correspondiente a la sucesién de observaciones {0g, 01, ...,0,}.

Para obtener los precios de las acciones con la extension de Markov del modelo de Black-
Scholes, ademas de la matriz de transicion P, la distribucién limite 7; y la distribucion inicial p;
se requiere también la matriz de volatilidad o = [0;;] y la matriz de tasa de interés libre de riesgo
P = pij» que no son obtenidas del proceso HMM. Tuyen (2010), en su articulo propone un nuevo
método de obtencion de estas matrices. De la sucesién de estados {jo, j1, .-, jn}, Obtenida del
algoritmo se dividen los datos histdricos {0g,01,...,0,} en m grupos G1,G»,...,G,, cada uno
correspondiente a los m estados de la cadena de Markov. Para o;;, se calcula la desviacion

estandar del conjunto G; UG ;. Asi se obtiene la matriz o = [g;;].

Para la matriz p, suponemos que la tasa de interés r es estable en el tiempo. Para estimar r;;, se
propone usar un modelo de regresion lineal. Primero, se usa un modelo de regresion lineal para
estimar los pardametros fy, B; en la relacion r; = B10; + By + €. Luego se calcula r; = By i; + Bo

. . . ri+r; , . .
paratodai=1,...,m. Finalmente, se estima r;; = rj; = =—5-. Asf se tiene la matriz [pijl-
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Para la distribucion inicial p, como el tiempo ¢t = 0 se puede tomar en cualquier momento en el

futuro, se supone que p; = m; paratodai=1,...,m.

4.2. Resultados

Para aplicar el método se utilizarén datos histéricos diarios de acciones de la Bolsa Mexicana de
Valores (http.://mx.investing.com/equities/bolsa-mexicana-de-valores-a-historical-data) y datos
de las tasas de interés interbancaria de equilibrio (TIIE) a 28 dias, del Banco de México. Para
probar si el tamafio de la muestra afecta a los resultados, consideramos dos ventanas de tiempo,
la primera va del dos de enero del dos mil trece, al treinta de enero del dos mil quince, con
un total de 523 datos, la segunda ventana de tiempo fue del dieciocho de julio al diecisiete de
octubre del dos mil catorce, con un total de 65 datos. Los valores iniciales utilizados para la
aplicacion fueron los siguientes: para los 523 datos el valor de m seleccionado fue 5, y los datos
iniciales fueron: u = (25,26.1,27,27.7,28.4); o = (1,2,3,4,5) y los elementos del vector p
y de la matriz P son igual a 0.2. Mientras que para los 65 datos m fue igual a 3 y los valores
iniciales fueron: u = (25.5,27,28.9); o = (1,2,3) y los elementos del vector p y de la matriz
P son igual a 1/3.

Los resultados obtenidos se presentan en las dos secciones siguientes.

4.2.1. Resultados con los datos en la primera ventana de tiempo

En la figura 4.2 se muestra la grifica del precio de las acciones (observaciones) y la grafica de

las tasas de interés.

En el cuadro 4.1 se presentan los valores de los criterios AIC y BIC asociados a los modelos

obtenidos mediante el algoritmo EM para los distintos valores de m.

m=72 m=3 m=4 m=2>5 m==6
AIC | 2036.827 | 1809.249 | 1535.716 | 1359.201 | 1333.392
BIC | 2058.125 | 1856.104 | 1616.648 | 1482.728 | 1508.035

Cuadro 4.1: AIC y BIC
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Figura 4.2: Gréfica de datos hitéricos y tasas de interés.

Obsérvese que el AIC menor ocurrié cuando m = 6, mientras que el BIC menor ocurrié cuando
m =5, en este sentido los dos criterios nos indican un nimero diferente, sin embargo, al revisar
el histograma de los datos, vemos como se manifiestan 5 distintas distribuciones normales, que
estaran relacionadas con los estados del proceso de Markov. Por lo que decidimos considerar 5

estados en el proceso de Markov para seguir con el andlisis, ver figura 4.3.
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Figura 4.3: Histograma de los datos historicos diarios de la bolsa mexicana de valores. Se puede
ver las 5 distribuciones normales. Las tres primeras distribuciones tienen mayor probabilidad

de ocurrir, las dos ultimas tienen una frecuencia menor.

En el cuadro 4.2 se muestran los pardmetros obtenidos para las distribuciones Normales. Estos

parametros se obtuvieron con el algoritmo EM desarrollado en el capitulo 2.

Parametros | Estado 1 | Estado 2 | Estado 3 | Estado 4 | Estado 5
u 25.6814 | 28.2444 | 30.3843 | 32.0240 | 34.4754
o 1.0259 0.7238 0.2865 0.5999 1.0313

Cuadro 4.2: Parametros de las distribuciones Normales.

La matriz de transicién P se estim6 con el algoritmo forward-bacward y el algoritmo EM, ambos

presentados en el capitulo 2. La estimacién resultante fue la siguiente

0.9920 0.0079 0.0000 0.0000 0.0000
0.0142 0.9787 0.0070 0.0000 0.0000
P=1 0.0000 0.0300 0.8787 0.0911 0.0000
0.0000 0.0000 0.0080 0.9117 0.0202
0.0000 0.0000 0.0000 0.0386 0.9613
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estd matriz puede ayudar a los inversionistas a tomar decisiones al predecir los cambios en el

mercado de valores. Estd matriz es regular y su distribucion limite es:
= < 0.152221 0.085758 0.020803 0.240395 0.500821 )

La matriz 6 = [0;;]. Para estimar esta matriz, se utiliza la sucesién de estados mds probable
que se obtuvo con el algoritmo de Viterbi. Dividimos los datos histéricos {og,01,...,0,} en
m grupos Gi,Gy,...,Gy,, correspondientes a m estados de la cadena de Markov. Para o;;, se

calculd la desviacion estandar del conjunto G; U G . Luego la matriz estimada es

0.020411 0.019124 0.023132 0.026276 0.029353
0.016977 0.013639 0.015095 0.019145 0.021493
o= 0.020121 0.012874 0.011282 0.016128 0.018474
0.021971 0.015513 0.014546 0.016570 0.018067
0.025584 0.017922 0.016766 0.017035 0.018178

Caso r calculado con regresion lineal

Siguiendo el articulo de Tuyen L. (2010) se obtuvo una ecuacion lineal de primer orden para las

tasas de interés r en funcién de los precios histéricos O, la relacion obtenida es

r=0.001058 «* O+ 0.007407.

Con la que se calcula las tasas de interés para cada uno de los 5 estados. Se obtuvo que r; es

igual a:
< 0.034577 0.037289 0.039553 0.041288 0.043881 )
La matriz [r;j] se estimé de la siguente manera r;j = rj; = "534

0.034577 0.035933 0.037065 0.037933 0.039229
0.035933 0.037289 0.038421 0.039288 0.040585
r=| 0.037065 0.038421 0.039553 0.040420 0.041717
0.037933 0.039288 0.040420 0.041288 0.042585
0.039229 0.040585 0.041717 0.042585 0.043881
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Al usar la relacién p;; = log (14 r;;), se obtiene la matriz [p;;].

[pij] =

0.033993
0.035303
0.036395
0.037231
0.038480

0.035303 0.036395 0.037231

0.036611
0.037701
0.038536
0.039783

0.037701
0.038791
0.039625
0.040871

0.038536
0.039625
0.040458
0.041703

Con los datos obtenidos de o;; y p;j, se aplicé el modelo de Markov de Black-Scholes para

S(0) =24.8, K =29.8 y t = 6 meses. Con estos datos se obtuvieron los siguientes resultados:

Al conocer el estado inicial Xo =i y el estado final X,, = j, los valores de la opcién C;;(So,?)

para los diferentes estados se muestra en el cuadro 4.3.

0.038480
0.039783
0.040871
0.041703
0.042946

i—J

Cij(So,1)

i—j

Cij(Sovt>

i—J

Cij(So,1)

1—1

0.778571

2—1

0.839512

3—1

1.016377

1—2

0.881368

2—2

0.935326

3—=2

1.064389

1—3

1.074157

2—13

1.088693

3—3

1.198017

1 —4

1.222410

24

1.243888

34

1.343160

1—5

1.411234

2—5

1.425028

3—5

1.524189

4—1

1.140977

5—1

1.341597

4 =2

1.198190

5—2

1.381227

4—3

1.329935

5—3

1.509239

44

1.454580

5—4

1.620390

4—5

1.627682

5—5

1.790584

Cuadro 4.3: Valores de la opcion call conociendo el estado 1 y el estado j.

Si se conoce el estado inicial Xy =i y se desconoce el estado final X,, = j, los valores de la

opcion call C;(Sy,t) se muestran en el cuadro 4.4.
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i —? | Ci(So,1)
1—?1|1.217084
2 —7?11.243362
3 —? 1| 1.357154
4 —7 | 1.468955
5—7? 1 1.640366

Cuadro 4.4: Valores de la opcion call sin conocimiento del estado j.
Cuando se conoce el estado final X,, = j y se desconoce el estado inicial Xy = i, los valores de

la opcién call C/(Sy,t) se muestran en el cuadro 4.5.

72— j | C/(So,t)
71| 1.157841
? 2| 1.216306
? =3 | 1.357367
74| 1.481893
75| 1.656786

Cuadro 4.5: Valores de la opcion call sin conocimiento del estado i.

Cuando no se conoce tanto el estado inicial Xy como el estado final X,,, se obtuvo que el valor

de la opcion call es

C(So,t) = 1.494789.

Caso r calculado con promedios en los estados

Si consideramos que las tasas de interés no necesariamente satisfacen un modelo de regresion

lineal con los precios de las acciones, pero que si son afectadas por los cambios en los estados

del proceso de Markov. Entonces, como se hizo para los datos de la variable observable, los da-

tos de las tasas de interés {ro,ry,...,r,} se separan en m grupos G, G, ..., G, correspondientes
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a los m estados de la cadena de Markov, y con los datos que quedaron en cada grupo se obtiene

un promedio, este promedio se utiliza como tasa de interés del grupo correspondiente.

Los promedios r; son iguales a

(0.036433 0.033653 0.041129 0.042725 0.044238>

0.036433
0.035043
r= | 0.038781
0.039579
0.040335

0.035043
0.033653
0.037391
0.038189
0.038946

. s D ri+r;
La matriz [r;;] se estimo6 con la férmula r;; = rj; = —5-

0.038781
0.037391
0.041129
0.041927
0.042684

0.039579
0.038189
0.041927
0.042725
0.043481

Al usar la relacién p;; = log (14 r;;), se obtiene la matriz [p;;].

0.035785
0.034443
lpijl = | 0.038048
0.038816
0.039543

0.034443
0.033099
0.036709
0.037478
0.038206

0.038048
0.036709
0.040306
0.041072
0.041798

0.038816
0.037478
0.041072
0.041838
0.042563

. De donde se obtiene la matriz

0.040335
0.038946
0.042684
0.043481
0.044238

0.039543
0.038206
0.041798
0.042563
0.043287

Con estos nuevos datos se aplic6 el modelo de Markov de Black-Scholes para S(0) =24.8, K =

29.8 y t = 6 meses. Con estos datos se obtuvieron los siguientes resultados:

Al conocer el estado inicial Xo =i y el estado final X,, = j, los valores de la opcion C;;(So,?)

para los diferentes estados se muestra en el cuadro 4.6.
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i—j

Cij(So,t)

i—j

Cij(So,1)

i—j

Cij(So,t)

1—1

0.957094

2—1

0.749279

3—1

1.201241

1—2

0.794181

2—=2

0.544141

32

0.937818

1—3

1.251193

2—3

0.967617

3—+13

1.405812

1—4

1.390413

24

1.120100

34

1.531517

1—5

1.523632

2—5

1.241323

3—=5

1.643080

4—1

1.318656

5—1

1.458992

472

1.066473

5—2

1.187319

4—3

1.522319

5—3

1.630782

4 —4

1.635215

5—4

1.733688

4—5

1.739685

5—5

1.835432

Cuadro 4.6: Valores de la opcion call conociendo el estado 1 y el estado j.

Si se conoce el estado inicial Xy =i y se desconoce el estado final X, = j, los valores de la

opcion call C;(Sp, ) se muestran en el cuadro 4.7.

Cuadro 4.7: Valores de la opcion call sin conocimiento del estado j.

i —7?

Ci(S07t)

1 —=?

1.337144

2 —?

1.071799

3 =7

1.483585

4 =7

1.588226

5—=?

1.693833

Cuando se conoce el estado final X;, = j y se desconoce el estado inicial Xy = i, los valores de

la opcion call C/(Sp,t) se muestran en el cuadro 4.8.
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72— j | C/(So,t)
? 1| 1.282631
? —2 | 1.038076
? =3 | 1.485375
? — 4 | 1.600936
? =5 | 1.710001

Cuadro 4.8: Valores de la opcion call sin conocimiento del estado i.

Cuando no se conoce el estado inicial Xy ni el estado final X,,, se obtuvo que el valor de la opcion

call es

C(So,t) = 1.556431.

Ahora, con los mismos valores de S(0), K y ¢, se aplicé el modelo de Black-Scholes, con lo cual

se obtuvo:
C(S,t) =3.2079717.

Recordemos que para aplicar el modelo de Black-Scholes se debe conocer la tasa de interés
anual y la volatilidad, por lo cual con los datos histéricos de la Bolsa Mexicana de Valores,
se calculd la volatilidad histdrica, la cual fue de 12.6495 %; y para la tasa de interés anual se

considerd una tasa de 3.2950 %.

Podemos observar que la tasa de interés que se considero para calcular el valor de la opcién con
el modelo de Black-Scholes es del mismo orden que los valores que se obtuvieron para p;; con
el metédo presentado en esta tesis; sin embargo la volatilidad si difiere mucho. Esta puede ser

la razén por la que los precios calculados de las acciones difieren tanto.

4.2.2. Resultados con los datos en la segunda ventana de tiempo

En la figura 4.4 se muestra la grifica del precio de las acciones (observaciones) y la grafica de

las tasas de interés.
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Figura 4.4: Gréfica de datos hitéricos y tasas de interés.

En el cuadro 4.9 se presentan los valores de los criterios AIC y BIC asociados a los modelos

obtenidos mediante el algoritmo EM para los distintos valores de m.

m=2 m=3 m=4 m=>5 m==6
AIC | 77.30705 | 63.54448 | 70.75265 | 84.83684 | 85.12092
BIC | 88.17899 | 87.46274 | 112.066 | 147.8941 | 174.2708

Cuadro 4.9: AIC y BIC

Obsérvese que el AIC y el BIC menor ocurrié cuando m = 3, al revisar el histograma de los

datos, vemos como se manifiestan 3 distintas distribuciones normales, que estaran relacionadas

con los estados del proceso de Markov. Por lo que decidimos considerar 3 estados en el proceso

de Markov para seguir con el andlisis, ver figura 4.5.
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Figura 4.5: Histograma de los datos histéricos diarios de la bolsa mexicana de valores. Se puede

ver las 3 distribuciones normales. La segunda distribucion tienen mayor probabilidad de ocurrir.

En el cuadro 4.10 se muestran los pardmetros obtenidos para las distribuciones Normales. Estos

parametros se obtuvieron con el algoritmo EM desarrollado en el capitulo 2.

Parametros | Estado 1 | Estado 2 | Estado 3
u 27.3988 | 28.0473 | 29.1331
o 0.1788 0.2849 0.3078

Cuadro 4.10: Parametros de las distribuciones Normales

La matriz de transicion P se estimé con el algoritmo forward-bacward y el algoritmo EM, ambos

presentados en el capitulo 2. La estimacién resultante fue la siguiente

0.9212 0.0787 0.0000
P= 0.0386 0.9230 0.0382
0.0000 0.0410 0.9589

esta matriz puede ayudar a los inversionistas a tomar decisiones al predecir los cambios en el

mercado de valores. Esta matriz es regular y su distribucion limite es:

= ( 0.2017804 0.4119248 0.3862948 )
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Solo mostraremos los resultados de la matriz 6 = [0;;] y la matriz [p;;], ya que anteriormente

se ha explicado el método para obtenerlas con 523 datos.

Matriz o = [0;}]

0.008099 0.010522 0.015552
o= 0011797 0.011867 0.014341
0.016379 0.013947 0.012728

Caso r calculado con regresion lineal

Haciendo regresion lineal:

r = —(3.268E — 05+ 0)+ 3.386239E — 02.
rp = ( 0.032966 0.032945 0.032909 )
Matriz [I‘,‘j]
0.032966 0.032956 0.032938
r=1| 0.032956 0.032945 0.032927
0.032938 0.032927 0.032909
Matriz [p,]]

0.032434 0.032424 0.032407
[pijl = | 0.032424 0.032414 0.032397
0.032407 0.032397 0.032379

En este caso se aplicé el modelo de Markov de Black-Scholes para S(0) =28.4, K =32yt =6

meses. Se obtuvieron los siguientes resultados.

Cuando se conoce el estado inicial Xo =i y el estado final X, = j, C;;(So,?) se muestra en el

cuadro 4.11.
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i—Jj | Cij(Sost) | i—=Jj | Cij(Sost) | i—=J | Cij(So,t)
I —112.059008 || 2—1 | 2.058525 || 3—1 | 2.067710
1 —2 (2057736 | 2—2 | 2.056977 | 3 —2 | 2.057655
1 —3]2.064211 | 2—3 | 2.058664 | 3 — 3 | 2.052621

Cuadro 4.11: Valores de la opcién call conociendo el estado iy el estado j.

Si se conoce el estado i y se desconoce el estado j, los valores de la opcion call, C;(So,?), se

muestran en el cuadro 4.12.

i—? | Ci(So,1)
1 =7 | 2.060494
27 | 2.057941
357 | 2.057739

Cuadro 4.12: Valores de la opcidn call sin conocimiento del estado j.

Si se conoce el estado j y se desconoce el estado i, los valores de la opcién call, C/(Sp,t), se

muestran en el cuadro 4.13.

?—j | C/(So,t)
712062171
? =2 | 2.057392
? =3 | 2.057449

Cuadro 4.13: Valores de la opcion call sin conocimiento del estado i.

Si no se conocen ninguno de los dos estados, se obtuvo

C(So,1) = 2.058378.
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Caso r calculado con promedios en los estados

Si consideramos que las tasas de interés no necesariamente satisfacen un modelo de regresion
lineal con los precios de las acciones, pero que si son afectadas por los cambios en los estados
del proceso de Markov. Entonces, como se hizo para los datos de la variable observable, los da-
tos de las tasas de interés {rg,r1,...,r,} se separan en m grupos G, G, ...,G,, correspondientes
a los m estados de la cadena de Markov, y con los datos que quedaron en cada grupo se obtiene

un promedio, este promedio se utiliza como tasa de interés del grupo correspondiente.

Los promedios r; son iguales a:

ri = ( 0.033006 0.032930 0.032905 )

. . , , ri+r; . .
La matriz [r; j] se estimo con la formula r;; = rj; = —5-*. De donde se obtiene la matriz

0.033006 0.032968 0.032956
r=| 0.032968 0.032930 0.032918
0.032956 0.032918 0.032905

Al usar la relacién p;; = log (1 +r;;), se obtiene la matriz [p;;].

0.032473 0.032436 0.032424
lpijl = | 0.032436 0.032400 0.032388
0.032424 0.032388 0.032376

Se aplico nuevamente el modelo de Markov de Black-Scholes para S(0) =28.4, K=32yr=6

meses. Se obtuvieron los siguientes resultados.

Cuando se conoce el estado Xo =i y el estado X,, = j, C;;(So,) se muestra en el cuadro 4.14.

i—j | Cij(Sost) | i—=Jj | Cij(Sost) || i—=Jj | Cij(Sost)
1 —112.065069 | 2—1|2.060415 || 3 —1 | 2.070341
1 —212.059631 || 2—2|2.054722 || 3 —2 | 2.056230
1 —3|2.066861 || 2—3|2.057242 || 3 —3 | 2.051999

Cuadro 4.14: Valores de la opcion call conociendo el estado i y el estado j.
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Si se conoce el estado i y se desconoce el estado j, los valores de la opcion call, C;(So,?), se

muestran en el cuadro 4.15.

i —=? | Ci(So,1)
1 —7|2.063521
2 —7? | 2.056844
3 —7?1|2.057443

Cuadro 4.15: Valores de la opcion call sin conocimiento del estado j.

Si se conoce el estado j y se desconoce el estado i, los valores de la opcién call, C/ (So,1), se

muestran en el cuadro 4.16.

27— j | CI(So,t)
? 1 2.065189
? =2 | 2.056295
? =3 | 2057158

Cuadro 4.16: Valores de la opcion call sin conocimiento del estado 1.

Si no se conocen ninguno de los dos estados, se obtuvo

C(So,1) = 2.058423.

Con los mismos valores de S(0), K y 7, se aplicé el modelo de Black-Scholes, con lo cual se

obtuvo:

C(S,t) = 3.81915.

Se considero una tasa de interés anual de 3.2975 % y la volatilidad historica calculada fue de

9.7944 %.
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4.2.3. Comparacion de precios futuros calculados con los métodos revisa-

dos

En esta seccion se presenta los célculos de C(Sp, ) para distintos valores de ¢, calculados con el
método de Black-Scholes, y con la extension de Markov de Black-Sholes, para hacer la com-
paracién, tinicamente se considerd el caso donde se desconocen el estado inicial Xy y el estado
X, ya que es el inico caso en que se obtiene un solo valor. Para los célculos con la extension
de Markov se considerd la tasa de interés obtenida con regresion lineal y con promedios en los

estados. El tiempo estd medido en meses.

En el cuadro 4.17 se muestran los resultados obtenidos de la primera ventana de tiempo (523

datos). Por M-B-S nos referimos al modelo de Markov de Black-Scholes.

Tiempo | Black-Scholes | M-B-S (regresion) | M-B-S (promedios)
1 mes 0.192858 4.368e-9 5.304e-9
3 meses 1.327904 0.014837 0.016907
6 meses 3.207977 1.494789 1.556431
12 meses 6.693199 6.432508 6.542614
24 meses 12.23925 13.46978 13.6040
100 meses 23.70811 24.25829 24.28272

Cuadro 4.17: Calculo de C(Sy, ) para t en meses, con los distintos metodos para los 523 datos.

En el cuadro 4.18 se muestran los resultados obtenidos de la segunda ventana de tiempo (65

datos).
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Tiempo | Black-Scholes | M-B-S (regresion) | M-B-S (promedios)
1 mes 0.301300 4.49¢-10 4.52e-10
3 meses 1.660593 0.058446 0.058441
6 meses 3.81915 2.058378 2.058423
12 meses 7.832234 6.709523 6.709601
24 meses 14.24668 13.6976 13.6977
100 meses 27.21759 27.14741 27.14744

Cuadro 4.18: Calculo de C(Sy,) para ¢t en meses, con los distintos metodos para los 65 datos.

Se observa en ambos casos que conforme aumenta el tiempo, los precios estimados de las ac-

ciones tienden a ser similares. La razon de este resultado puede deberse a que conforme mas

tiempo pasa, los estados del proceso de Markov influyen menos en los precios de las acciones.

La razén de este hecho creemos que deberia ser investigado con més detalle para identificar sus

causas.
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Conclusiones

Dado que a los inversionistas les interesa conocer los posibles valores de una accién en un
tiempo futuro, se han desarrollado métodos que permiten determinarlos, uno de estos métodos
es la formula de Black-Scholes. En este sentido, Tuyen (2010) propone utilizar los modelos
ocultos de Markov para determinar los pardimetros asociados a los posibles estados de la ex-
tension de Markov del modelo de Black-Scholes para conocer el precio de las acciones en un
tiempo futuro. Este autor baso su investigacion en considerar que el ambiente econdmico donde
se desarrollan los productos financieros es cambiante, los cambios se pueden catalogar como
» » o«

“bueno”, “regular”, “malo”, etc., y que pasar de una situacion a otra se puede modelar usando

una cadena de Markov.

Es importante sefialar que si el modelo propuesto por Janssen y Manca (2006) seguido por
Tuyen (2010) se ajusta satisfactoriamente a la realidad, entonces con este modelo se deberia

estimar con mayor precision los precios de las acciones.

En esta tesis se retomo la propuesta de Tuyen, y se hizo una aplicaciéon de su modelo a datos
histéricos diarios de la bolsa mexicana de valores (BMV) (http://mx.investing.com/equities/bolsa-
mexicana-de-valores-a-historical-data), y tasas de interés interbancaria de equilibrio (TIIE) a
28 dias, del Banco de México. Consideramos que seria interesante probar el modelo con los
precios de algunas acciones en particular y usando distintas tasas de interés, sin embargo no

tuvimos disponibilidad de datos de este tipo.

Para sondear el efecto del tamafio de la muestra en los resultados finales, se prob6 el modelo con
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dos ventanas de tiempo: primero se tomaron 523 datos, correspondientes del dos de enero del
dos mil trece al treinta de enero del dos mil quince, se hizo el mismo analisis con 65 datos, del
dieciocho de julio del dos mil catorce al diecisiete de octubre del dos mil catorce. El resultado
mads sobresaliente de esta comparacion es que con 65 datos se identificaron tres estados, y con
523 datos se identificaron cinco estados. Estos resultados nos hacen creer que con més datos se
determina mejor el nimero de estados del ambiente econdmico. Quedaria pendiente determinar

si esta creencia es cierta o falsa.

Los valores calculados con la féormula de Black-Scholes y la extension de Markov de Black-
Scholes, en el tiempo t = 6 meses, difieren. Una posibilidad es que en la extensién de Markov de
Black-Scholes, la volatilidad y las tasas de interés se suponen variables aleatorias, pero también
podria deberse a que la volatilidad en la formula de Black-Scholes es mayor, casi 10 veces
mayor, que los mismos valores que la extension de Markov de Black-Scholes. La diferencia en
la volatilidad se debe a que los datos dentro de cada estado son mds homogéneos, y su variacién
es menor que la variacion con todos los datos juntos. Se espera en un trabajo futuro determinar

la razdén de este hecho observado.

Se hizo un estudio comparativo de la férmula de Black-Scholes y la extension de Markov de
Black-Sholes, en el caso que se desconoce los estados en el tiempo inicial y en el tiempo n,
se presentaron los calculos de C(Sy,?) para distintos valores de ¢, calculados con el método
de Black-Scholes, tnicamente se considerd el caso donde se desconocen el estado inicial X
y el estado en n, X,, ya que es el Unico caso en que se obtiene un solo valor y es posible
hacer la comparacién. Para los célculos con la extension de Markov se considerd la tasa de
interés obtenida con regresion lineal y con promedios en los estados. El tiempo esta medido en
meses. Se puede observar que conforme aumenta el valor de ¢, los valores obtenidos con los tres

métodos parecen converger en un valor similar, queda pendiente investigar porque ocurre esto.

En resumen, la metodologia de los modelos ocultos de Markov permite encontrar el nimero de
estados mds probables dados los datos observados. Se obtiene la secuencia mas probable de esos
estados y las estimaciones tanto del modelo de Markov, como de las distribuciones asociadas a

las observaciones.




Programas en R

En esta seccion se presentan los programas realizados en R y utilizados para resolver la valua-
cion de opciones aplicando el algoritmo antes presentado, solo se presentan los programas que

realizan los tres problemas bésicos de los HMM.

Programa para encontrar las probabilidades foward-backward.

norm.HMM. lalphabeta <-function(x,m,mu,sigma,gamma,delta=NULL)
{

if (is.null(delta))delta <-solve(t(diag(m)-gamma +1),rep(1,m))
n <- length(x)

lalpha <- lbeta <-matrix(NA ,m,n)

allprobs <- matrix(0,n,m)

for (i in 1:length(x))

{

for (j in 1:length(mu))
{
allprobs[i, jl=dnorm(x[i] ,mulj],sigmalj])
}

}

foo <- deltax*allprobs[1,]
sumfoo <- sum(foo)
lscale <- log(sumfoo)
foo <- foo/sumfoo

lalpha [,1] <- log(foo)+lscale
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for (i in 2:n)
{
foo <- foo %*) gammaxallprobs[i,]
sumfoo <- sum(foo)
lscale <- 1lscalet+log(sumfoo)
foo <- foo/sumfoo
lalphal,i] <- log(foo)+lscale
}

lbetal[,n] <- rep(0,m)

foo <- rep (1/m,m)

lscale <- log(m)

for (i in (n-1) :1)
{
foo <- gamma %*%( allprobs[i+1,]*foo)
lbetal[,i] <- log(foo)+lscale
sumfoo <- sum(foo)
foo <- foo/sumfoo
lscale <- lscale+log(sumfoo)
}

list(la=lalpha ,lb=lbeta)

}

Programa para resolver el algoritmo de viterbi.

norm.HMM.viterbi <-function(x,m,mu,sigma ,gamma ,delta=NULL ,...)
{
if(is.null(delta))delta <-solve(t(diag(m)-gamma +1),rep(1,m))
n <- length(x)
normprobs <- matrix(0,n,m)
for (i in 1:length(x))
{
for (j in 1:m)
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{
normprobs [i, j]=dnorm(x[i] ,mulj],sigmalj])
}
}

xi <- matrix(0,n,m)
foo <- delta*normprobs([1,]
xi[1,] <- foo/sum(foo)
for (i in 2:n)
{
foo <- apply(xi[i-1,]*gamma ,2,max)*normprobs/[i,]
xi[i,] <- foo/sum(foo)
}
iv <-numeric(n)
iv[n] <-which.max(xi[n,])
for (i in (n-1) :1)
iv[i] <- which.max(gammal,iv[i+1]]* xi[i,])
iv

b

Programa para estimar los parametros del HMM.

norm.HMM.EM <- function(x,m,mu,sigma,gamma,delta,maxiter=10000,tol=1e-6,...

{
mu.next <- mu
sigma.next <- sigma
gamma.next <- gamma
delta.next <- delta
for (iter in 1: maxiter)
{
lallprobs <- matrix(NA,length(x),length(mu))
for (i in 1:length(x))
{
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for (j in 1:length(mu))

{
lallprobs[i, jl=log(dnorm(x[i] ,mu[j],sigmaljl))
}
}
fb <- norm.HMM.lalphabeta(x,m,mu,sigma,gamma,delta=delta)
la <- fb$la
1b <- fb$lb

n<-length (x)
¢ <- max(la[,n])
11k <- c+log(sum(exp(lal,n]-c)))
for (j in 1:m)
{
for (k in 1:m)
{
gamma.next[j,k] <- gammal[j,k]*sum(exp(lalj ,1:(n-1)]1+
lallprobs [2:n,k]+1b[k,2:n]-11k))
}
mu.next[j] <- sum(exp(lalj,]+1b[j,]1-11k)*x)/sum(exp(lalj,]l+1b[j,]1-11k))
sigma.next[j] <- sqrt(sum(exp(lalj,]+1b[j,]-11k)*(x-(sum(exp(lalj,]+
1b[j,]1-11k) *x) /sum(exp(lalj,]+1b[j,1-11k))))"2) /sum(exp(lalj,]+
1b[j,1-11k)))
}
gamma.next <- gamma.next/apply(gamma.next ,1,sum)
delta.next <- exp(la[,1]+1b[,1]-11k)
delta.next <- delta.next/sum(delta.next)
crit <- sum(abs(mu -mu.next))+sum(abs(gamma -gamma.next))+
sum(abs(delta -delta.next))+ sum(abs(sigma-sigma.next))
if (crit < tol)
{

np <- mxm+m-1
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AIC <- -2*(11lk -np)
BIC <- -2*1llk+np*log(n)
return(list (mu=mu,sigma=sigma ,gamma=gamma ,delta=delta ,mllk=-11k ,

AIC=AIC ,BIC=BIC))

mu <- mu.next
sigma <- sigma.next
gamma <- gamma.next
delta <- delta.next
}
print(paste ("No convergence after",maxiter ," iterations "))

NA
+

Para elaborar los programas de esta tesis se contacto a Luc Try Tuyen, autor del articulo en
el cual basamos nuestra investigacion. Luc Try Tuyen nos ayudd y aconsej6 sobre la elabo-
racion de los programas y la interpretacion de los mismos. Sus consejos fueron muy ttiles e

interesantes.
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