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Prélogo.

Dada una familia de sistemas dindmicos o semidindmicos, se entiende, por
bifurcacién un cambio cualitativo en el retrato fase cuando un pardmetro al-
canza o rebasa un cierto valor critico. De manera mds especifica, llamamos
bifurcacién de un conjunto invariante (en particular, punto de equilibrio) al
caso donde tal cambio es acompanado por la separacién del conjunto invariante
en dos 0 més de tales conjuntos (o puntos de equilibrio). De manera intuitiva,
se dice que el conjunto invariante o punto de equilibrio se escinde(divide o sep-
ara) bajo el cambio del pardmetro. En 1942 E. Hopf publicé un articulo famoso
sobre este fenomeno. Alla se relacioné el surgimiento de soluciones periédicas
con ciertos cambios en el comportamiento de la parte lineal del sistema bajo
un cambio de un pardmetro. Los trabajos posteriores a los de Hopf usualmente
siguieron (y siguen) tomando como principio un cambio en el espectro de la
parte lineal del sistema, esto es suficiente si el Teorema de Hartman-Grobman se
cumple, que tipicamente es acompanado por un cambio ( “ganancia o pérdida”)
de estabilidad. Debido a esto surge la pregunta: Cuando un cambio de esta-
bilidad da lugar a una bifurcacién, independientemente de que tal cambio se
refleje 0 no en un cambio cualitativo en el espectro de la parte lineal. En 1976
Marchetti et al., en un articulo, dieron un paso en esta direccién donde de-
mostraron que una bifurcacién surge cuando hay transicién de la estabilidad
asintética a la inestabilidad completa (sin que las érbitas bifurcantes sean nece-
sariamente periédicas). Posteriormente, en otras investigaciones, las hip6tesis
mencionadas fueron debilitadas sucesivamente. El tema tratado en este trabajo
de tesis cae dentro de este contexto. Las investigaciones mencionadas tienen
como conclusién principal que en general el surgimiento de bifurcacion no de-
pende de las propiedades de las partes lineales de los sistemas, donde pueden
ocurrir aquellos atin cuando estas no cambian.

Concretamente, en el presente trabajo se trata de probar la existencia de una
bifurcacion bajo hipétesis tanto para valores criticos del pardmetro como ex-
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v Prélogo

tracriticos. Tales hipdtesis son mds débiles que las consideradas en investiga-
ciones anteriores. Para el valor critico del pardmetro, esta condicién es la es-
tabilidad con respecto al sistema extendido definido sobre el espacio producto,
estado-parametro, propiedad llamada estabilidad A—total. Esto cubre los casos
de atraccién uniforme critica y estabilidad total critica como casos especiales.
Para los valores extracriticos del pardmetro la condicién de inestabilidad com-
pleta es debilitada a la negacién de la equi-atraccién débil. El contexto de este
trabajo es el de familias de sistemas dindmicos o semidindmicos definidos en
espacios métricos, que dependen de un pardmetro, el cual puede variar en gen-
eral también en un espacio métrico.




Introduccion.

Con el articulo de Marchetti et al. [6], un nuevo punto de vista se intro-
dujo en la teorfa de bifurcacién (comprendido en el sentido de la bifurcacién
de Hopf y sus generalizaciones). Mientras que en la teorfa tradicional la ex-
istencia de bifurcaciones se basa en el comportamiento de los eigenvalores de
la parte lineal de una familia de sistemas bajo un cambio de un pardmetro,
en el 4rticulo mencionado, asi como también siguiendo la misma linea gen-
eral ([1],[2],[3],[4],[13],[15], resumido en [11]), se demuestra la misma propiedad
bajo la suposicién de ciertos cambios en el comportamiento dindmico cuando
un pardmetro alcanza o sobrepasa algtn valor critico. Existen ejemplos donde
la ocurrencia de una bifurcacién puede probarse atn cuando los eigenvalores
de la parte lineal no cambien en lo absoluto. Esto prueba que el espectro de la
parte lineal de un sistema no es realmente esencial para la presencia de una bi-
furcacién. En otras palabras, el criterio basado en la parte lineal da condiciones
suficientes pero no necesarias.

Més explicitamente, en [6] se supone (limitandonos a lo escencial) que para
cierto valor \y del pardmetro A, un punto de equilibrio o un conjunto compacto
M, es asintéticamente estable (o atractor estable) y que para otros ciertos val-
ores de \, acumuldndose en Ay, M es completamente inestable ( 0 un repulsor o
“asint6ticamente estable en el sentido negativo del tiempo”). Estas condiciones
también se cumplen en el caso clésico de Hopf (en realidad, para sistemas bidi-
mensionales, al cual sin embargo, los casos de dimensién mayor puede reducirse
por técnicas de variedad central) pero ellos no necesitan reflejarse en las partes
lineales de los sistemas. La principal herramienta metodoldgica usada en [6],
v en el articulo posterior [13], fue un principio de persistencia de estabilidad
asintética: si un sistema con un atractor estable es sometido a una perturbacion
suficientemente pequena, el nuevo sistema presenta un atractor estable en una
vecindad arbitrariamente pequena del atractor original. Esto fue probado por
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VI Introduciéon

primera vez, y en su forma més general, en [9].

Por otra parte, en [13], la condicién de inestabilidad completa para valores
extracriticos de A (i.e. A # Ao, donde Ay corresponde al valor del pardmetro del
sistema no perturbado) fue reemplazado por varias condiciones mas débiles,
una de las cuales fue que M no debe ser un atractor o atractor débil. En [2], la
estabilidad asintética de M para el valor critico A = Ay fue reemplazada por la
condicion més débil de estabilidad bajo perturbaciones sostenidas (o estabilidad
total).

En el presente trabajo uno de nuestros propdsitos es probar la existencia de
una bifurcacién bajo hipdtesis tanto para valores del pardmetro criticos como
extracriticos, las cuales son més débiles que las hipdtesis consideradas en con-
tribuciones previas. Para el valor critico del parametro, esta condicién es la es-
tabilidad con respecto al sistema extendido definido sobre el espacio producto,
estado-parametro. Esta propiedad la llamamos, adoptando la terminologia in-
troducida en [7], estabilidad A—total. Esto cubre los casos de atraccién uni-
forme critica y estabilidad total critica, como casos especiales. Para valores
extracriticos del pardmetro la condicién de inestabilidad completa es debili-
tada a la negacion de la equi-atraccién débil. Se presenta un nuevo método de
demostracién, en el cual el principio de persistencia de estabilidad asintética
usado previamente es reemplazado por la explotacién de las propiedades de los
conjuntos limites de conjuntos (como esta desarrollado en [5]).

El concepto de bifurcacién que aparece en la literatura (por ejemplo en [6])
resulta demasiado general para describir lo que, intuitivamente, se concibe como
bifurcacién: permite una cantidad demasiado grande de conjuntos invariantes,
como lo ilustra el ejemplo 3.5 de este trabajo. De hecho las hipétesis (mds
restrictivas) de los trabajos previos (como [6]) implican bifurcaciones en un
sentido mas estricto que el reflejado por las definiciones.
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CAPITULO 1

Preliminares.

Considérese una _familia de sistemas (semi-)dindmicos [o (semi-)grupos de
transformaciones continuas| que consisten de un espacio fase (o espacio estado)
X, escala de tiempo T, el espacio pardmetro A 'y una funcién continua

Fs X nDx N—oX,

Aqui X es un espacio métrico con métrica d, T' un (semi-)grupo topolégico
ordenado, en particular el (semi-)grupo aditivo R (R*) y A un espacio métrico,
con métrica p. La imagen de (z,t,\) € X x T x A, bajo F' se denotaré por
Fi(z), 0 més brevemente por (zt)x.

Para cada A € A, la restriccion de F a X x T x {A} serd denotada por Py,

La tripleta (X, T, F) constituye un sistema (semi-)dindmico: :

Fro:XxT-=X.

Denotaremos este sistema simplemente por F). La familia de sistemas serd de-
sotada por (X, T, A, F) o si no hay duda, por Fy.

Se requiere que entre el (semi-)grupo T’y cada uno de los mapeos F) se
cumplan los siguientes axiomas: ‘

1)[Axioma de identidad]

Fi)=z (AehzeX)




2 Preliminares.

11) [(Axioma de(semi-)grupo]

Fu(F(a)) = Fpt(z),  (AeMzeXihheT).

Denotamos por 7} (z) la A-semidrbita positiva con punto inicial z:

7 (@) = {F{(@)ls > 0} = {(zs)x | s > 0}.

También, fijamos un cierto valor del pardmetro Ao € A, considerando Fj,
como no perturbado y Fx, A # Ao, como perturbado con respecto a F,.

Denotamos la e—vecindad (¢ > 0) de un punto = € X, del conjunto SeX,;
0 Ao, por Be(z) , B:(S) o B:(Xo) respectivamente:

B.(z) := {z' € X | d(z,2') <&},
B.(5) :={z'€ X | d(#,5) <€},
BE(AO) = {A €A l p(>‘s )‘0) < E}:

donde
d(«, §) := inf{d(z,2") | z € §}.

La cerradura de un conjunto M seré denotado por M.

En el presente trabajo supondremos que existe un conjunto compacto no
vaclo M C X el cual es positivamente invariante bajo Fi,, 0 positivamente
\o-invariante, es decir

M) =0 (@) [z € M} = M.

En muchos de los casos M consiste de un solo punto de equilibrio o punto
de reposo (en el sentido de la definicién 2.13 posterior).

La familia de sistemas (X, T, A, F) puede también interpretarse como un
solo sistema (semi-)dindmico (X, T, F), o simplemente por F, sobre el espacio
producto

X :=XxA,




donde F : X x T — X, con la propiedad especial de que & = (z,)\), t € T
implica .
FY(3) = (F{(2),)) (teT).

La semiérbita positiva comenzando en Z = (z, \) entonces esta dada por

¥1(2) =7(2) x (A}

La distancia entre dos puntos &1 = (z1,\1) y 2 = (22, A2) de X se define
como

(&), %) = d((z1,\1), (22, X2)) = méx{d(z1, 22), p(A1, X2) }-

Demostremos que (X, d) es un espacio métrico.

1) d(&,52) > 0.
Sabemos que d(z1,25) > 0y p(A1, A2) > 0; entonces méx{d(z1, 22), p(A1, A)} >
0, por lo tanto d(z,2,) > 0.

2) (conmutatividad) B
d(fl,.'fg) = méx{d(zl,zg),p()q,)\g)} = méx{d(xg,:cl),p(/\z,)q)} = d(iz,fil),
pues d y p son conmutativas.

3) (desigualdad del tridngulo). Como sabemos que d(zy,3) < d(z1,22) +
d(z,23) y p(A1, A3) € p(A1, A2) + p(A2, As) y usando el hecho de que en general
méx(a + b, ¢ + d) < méx(a, ¢) + max(b, d) pues max(a,c) > a y mix(a,c) > c,
méx(b,d) > b y max(b,d) > d por lo que max(a,c) + méx(b,d) > (a +b) y
méx(a, ¢) + méx(b, d) > (c,d), entonces se tiene que
&(:il; 5"3) = mé'x{d(xly 33)1 p(Aly /\3)}
< méx{d(z1,23) + (w2, 23), p(\1, A2) + p(Aa, As)}
< méx{(d(z1, @), p(A1, Ao) } + méx{d(z2, 73), p(Aa, As) }
= d(&), %) + d(7, 5y),
por lo tanto (X, d) es un espacio métrico. g

_ La e-vecindad de puntos & y conjuntos S en X, denotados por B.(%) y
B.(S), respectivamente, se definen analogamente como en X

B.(%) = {7 € X | d(#,7) < ¢},
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B.(S) := {7 € X | d(z,5) <&},

donde o . .
d(y, S) = inf{d(Z,9) | Z € S}.

En particular, o
B.(M) = B:(M) x B.()),

donde M = M x {Xo}.

Los filtros de vecindades de M, A y M se denotarén por V, Ny V, respec-
tivamente.




—
CAPITULO 2

Estabilidad y Atraccion.

2.1. Estabilidad
El conjunto M se llama A\g—estable si y solo si
(Ve>0)(3>0) AL (Bs(M)) € B.(M).
La estabilidad de M [ con respecto al sistema F | se define andlogamente:

(Ye>0)(36>0)  F*(Bs(M)) C B.(M),

o explicitamente,

(Ve > 0)(36 > 0)(VA € Bs(\o))  {(Bs(M)) C B.(M).  (2.1)

Definicién 2.1.- El conjunto M es A-totalmente estable si y solo si (2.1) se
cumple.

2.2. Atraccién

Denotemos por Ly () el conjunto limite positivo (o w—limite) de x con re-
specto al sistema F), (en el sentido de la Definicién 2.15 posterior).

Definicién 2.2.- Un conjunto compacto M es llamado A\—atractor débil si
+ sdlo si, existe una vecindad Uy de M tal que

(Vzely)  Li(z)NM #0. (2.2)

5




6 Estabilidad y Atraccién.

El conjunto de todos los puntos = con esta propiedad es llamada la region
de A—atraccién débil de M y serd denotada por AY(M). Si, en lugar de (2.2),
la condicién més fuerte

VzelUy) O#Lf(z)cM (2.3)

se cumple, M es llamado un A—atractor, y el conjunto de todos los puntos que
satisfacen la relacién de inclusién en (2.3) es llamada la regién de A—atraccién
de M y sera denotada por Ay(M).

La region de A\—atraccion de M x A" AM x A*), la definimos como el
conjunto de todos los puntos (z,A) € X tales que z satisface (2.3) y A € A,
Andlogamente se define la region de A\—atraccion débil, A®.

El supremo de todos los niimeros r tales que B,(M) C A%(M) ser4 llamado
radio de atraccion débil de M denotado por r{(M). El radio de atraccién de
M, r5(M), se define de manera similar.

Definicién 2.3.- Sea A* un subconjunto de A. Una familia de conjuntos
{My | X € A"} es llamada una familia de equiatractores débiles con respecto a
A si y solo si existe un > 0 tal que r¥(M,) > 7 se cumple para todo A € A*.
En particular, si todo M), coincide con M, llamamos a M equiatractor débil con
respecto al conjunto A*.

Una familia de equiatractores se define andlogamente.

Ejemplo 2.4.- Considere la familia de ecuaciones

% =z(z? - \),

cligiendo X = R, M = M, = {0}, A = R*, \g = 0. Aqui M es un atractor
para todo A > 0, pero no es un equiatractor, porque las regiones de atraccion
se encogen a M cuando A tiende a A (para A = A, M no es ni atractor ni
atractor débil, ver figura 2.1).

Ejemplo 2.5.- Ahora considere la familia de ecuaciones

definiendo X =R, M = My = {0}, A = R*, Ay = 0. M es un atractor global
para todo A > 0, asf M es obviamente un equiatractor con respecto a (0, 00)
(Para A = \o(= 0), M no es ni atractor ni atractor débil, ver figura 2.2).




2.2 Atraccién

X

Figura 2.1: Ilustracién del encogimiento de las regiones de atraccién cuando

A—)Ao.
X 4

2 2

- Figura 2.2: Ejemplo de una familia de equiatractores [ con respecto a A* =
(0, 00)].




Estabilidad y Atraccion.

Ejemplo 2.6.- Considere la familia de ecuaciones

dz +
T=--))  (eRr)
donde la familia de conjuntos M) = {\} es una familia de equiatractores con

respecto a Rt.

/

Figura 2.3: Ilustracién de una familia de equiatractores

La siguiente proposicién expresa el concepto de equiatraccién (débil) en el
contexto del sistema asociado sobre el espacio producto (X, T, F).

Proposicién 2.7.- El conjunto M es un equiatractor (débil) con respecto al
conjunto A* si y solo si la regidn de atraccidn (débil) de M x A*, con respecto
al sistema F sobre el espacio producto X, contiene un conjunto de la forma
U=U x A*, donde U es una vecindad de M.

La prueba es obvia, porque AM x A7) = Y{Ax(M) x D} | A e A}y
similarmente para A“. La proposicién puede ser ficilmente extendida a familias
de equiatractores (débiles).

Observacién 2.8.- El sistema F no admite atractores o atractores débiles
(porque A es constante a lo largo de soluciones por lo cual las soluciones de
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F no se pueden acercar a M ). Sin embargo, podemos hablar de regiones de
atraccién (débil), aunque ellas no sean vecindades de los conjuntos respectivos.

2.3. Conceptos Concernientes a Sistemas Semi-
dinamicos.

La terminologfa introducida en esta seccién es tomada del libro 8], con la
excepcion de la Definicion 2.21.

Sea (X, T, F) un sistema semidindmico.

Definicién 2.9.- Una funcién ¢ : I — X, donde I es un intervalo no vacio
de R, es llamada una solucidn del sistema semidinamico (X,T,F) siy solosi
tel, seR*, yt+selimplican

F*(4(t) = @(t + 9)-

El intervalo I es el dominio de ¢ y serd denotado por D(¢). Siz € Xy
D(¢) = R, la solucién (tinica) ¢ con ¢(0) = z es llamada el movimiento posi-
tivo a través de z; su rango es denotado por v*(z) de acuerdo con la notacién
introducida en el Capitulo 1. Cualquier solucion con z en su rango es llamada
una solucidn a través de .

Definicién 2.10.- Una solucién ¢ es llamada una extensién de una solucién

6 siy solo si D(@) D D(@) y ¢ = ¢ sobre D(¢). Una solucién ¢ es llamada
mazimal si para cualquier extension ¢ de ¢ tenemos D(¢) = D(9).

Proposicién 2.11.- ([8], Cap. I, Teorema 4.4) Para cada z € X eziste una
solucion mazimal a través de .

Demostracion. Sea $una solucién a través de z, tal que D(¢) = R*. Pro-
haremos como extender esta solucién a una solucion maximal. Para ello, defi-
namos un conjunto parcialmente ordenado de la siguiente manera. Considere-
mos la coleccién de todas las soluciones a través de z, definiendo la relacién
transitiva y reflexiva (preorden) <, de tal forma que ¢ < ¥ siy solo si 1 es una
extensién de ¢. Ahora, supongamos que {¢s}ger es una cadena (conjunto total-
mente ordenado por <) de soluciones a través de z. Sea I = U{D(¢p) : f € 6
v definimos

¢:1—-X,

por
#(t) = dp(t),  t€D(dp):
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Notemos que ¢(t) esta bien definida y que realmente es una solucién a través
de z, con D(¢) = I. Asi, ¢ es una cota superior para la familia {¢s}ger. Por el
lema de Zorn, se tiene que ¢ admite una extensién maximal a travésdez. [

Definicién 2.12.- Una solucién maximal se llama principal si y solo si su
dominio es R.

Definicién 2.13.- El punto z es llamado critico, o un punto de equilibrio o
punto de reposo si y solo si y*(z) = {z}.

Definicién 2.14.- Una drbita a través de z es el rango de una solucién
maximal a través de z. Una 6rbita es llamada principal si la correspondiente
solucién es principal.

Definicién 2.15.- Un conjunto M C X se llama positivamente invariante,
siy solo si para cadaz € X, y*(z) C M se cumple. (Esta definicién obviamente
implica la definicién de invariancia positiva de un conjunto la cual aparece en
el Capitulo 1.) El conjunto M es invariante si M y X \ M son ambos positiva-
mente invariantes.

Proposicién 2.16.- (8], Cap. II, Lema 2.4). La cerradura de un conjunto
positivamente invariante es positivamente invariante. La unién e interseccion
de conjuntos positivamente invariantes son positivamente invariantes.

Demostracion: Sea M un conjunto positivamente invariante y sea & € M.
Entonces existe una sucesién {z,} en M tal que z, — z. Como M es positiva-
mente invariante, tenemos que para cada t € R*, z,t € M para cada n. Como
zat — zt, tenemos zt € M, por lo que M es positivamente invariante.

Sea A = |JM,, donde cada M, es positivamente invariante. Sea z € A,
entonces x € M; para algin i, entonces y*(zt) € M;, pues M; es positivamente
invariante, por lo tanto zt € A, para todo ¢ € R*, pues M; C A, por lo tanto
A es positivamente invariante.

Ahora sea B = (| M,; si z € B entonces x € M; para cada i entonces 2t €
M, para todo i, t € R, lo cual implica zt € B, entonces B es también positiva-
mente invariante. O

Definicién 2.17.- Para z € X el conjunto H*(z) := 7*(z), es llamado la
envolvente o la cerradura de la semidrbita positiva. Si H*(z) es compacto, el
correspondiente movimiento positivo es llamado compacto.

Definicién 2.18.- Un conjunto M C X es llamado débilmente invariante,
si y solo si para cada punto = € X existe una orbita a través de z la cual es un




2.3 Conceptos Concernientes a Sistemas Semi-dinamicos.

subconjunto de M.

Debido a la Proposicién 2.11, invariancia implica invariancia débil, la cual
implica invariancia positiva.

Definicién 2.19- Si 0 # S C X, definimos el conjunto limite positivo (o
w-limite) L*(S) de S como el conjunto de los limites de todas las sucesiones
convergentes de la forma F*(z;), donde 24 € Sy t; — 0. Si S consiste de un
solo punto z, este concepto se reduce a la nocién usual de conjunto limite de
un punto z.

Definicién 2.20.- El conjunto E C X atrae el conjunto A C X uniforme-
mente si y solo si para cada & > 0 existe 7 > 0 tal que FI"*)(A) C B.(E).

Definicién 2.21.- El sistema (X, T, Fy) (A € A) es asintdticamente com-
pacto (abreviado AC) sobre un conjunto W C X si y solo si para cada par de
sucesiones z, C W, t, C T tal que ¢, — 0o, la sucesién (Fi(25))nen admite
una subsucesién convergente.

Proposicién 2.22.- Sea (X,R*,F) un semigrupo continuo o sistema
semidindmico de clase AC sobre algin conjunto W C X, y suponiendo que
§ C X, v*(S) € W. Entonces L*(S) es no vacio, positivamente invariante,
compacto y atrae S uniformemente.

Demostracion:

i)L*(S) # 0.
De la definicién 2.19, tenemos que el conjunto S debe ser distinto del conjunto
vacio. Sea x € S, por hipotesfs, y*(z) C W. Por otro lado, los conjuntos limites,
L*(z),z€ S

L*(z) = {y € X/F'(z) = y,t, — 0},

son no vacios, debido a la propiedad AC sobre W. Tomamos las sucesiones
T, = x (constante), ty = t, — 0o, entonces F'»(z) admite una subsucesién
convergente, por lo cual L¥(z) es distinto del vacio, para cada z € S. Con lo
que concluimos que L*(S) # 0.

ii)L*(S) es positivamente invariante.

Sea y € L*(S), por la propiedad AC, todos los movimientos 7*(z) son relati-
vamente compactos, para z € S. Sean &, t, sucesiones en S y R* respectiva-
mente, donde ¢, — oo, tales que

Tatn = (F*™(2,)) = 3.
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(Esta sucesion reemplaza a la red (rt,) considerada en la demostracién del teo-
rema 3.5, Cap II de [8], con lo que se prueba la invariancia positiva de L*(S)).
iii) L*(S) compacto.

Esta propiedad es inmediata usando la propiedad AC del sistema.

iv) L*(S) atrae S uniformemente.

Supongamos que L*(S) no atrae S uniformemente. Elegimos una sucesién z,
de S y una sucesién t, de R* tal que ¢, — oo y d(F**(z,), L*(S)) > € > 0,
para algiin €. Por la propiedad AC, el conjunto { F'*(z,)} posee una subsucesién
convergente cuyo limite tiene distancia mayor o igual que € de L*(S), por lo
que la distancia entre L*(S) y {F'"(z,)} es cero, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto L*(S) atrae S uniformemente.(]

Cuando uno de los conceptos definidos aqui es aplicado a un sistema es-
pecifico F), se agrega el prefijo A—.




CAPITULO 3

Bifurcacion

Definicién 3.1.- Un conjunto compacto Ap-invariante M se dice que sufre
una bifurcacion critica (o bifurcacion vertical) en g si es invariante y aislado
de conjuntos cerrados débilmente invariantes para algunos valores de A acu-
muldndose en )¢, y cada vecindad de M contiene un conjunto cerrado débil-
mente \g-invariante disjunto de M.

[Un conjunto M es débilmente invariante si por cada uno de sus puntos
existe una orbita maximal, (i.e., la cual no puede ser extendida) contenida
en el conjunto. En el caso de un sistema dinamico, el concepto se reduce a
la invariancia- M es aislado de conjuntos cerrados débilmente invariantes si
existe una vecindad U de M la cual no contiene un subconjunto cerrado débil-
mente invariante de U que no este contenido en M. |

Definicién 3.2.- Dada una familia de sistemas (semi-)dinémicos, (X, T, A, F),
con las notaciones del Capitulo 1, y suponiendo que existe un conjunto com-
pacto, conexo (no vacio) M C X, el cual es positivamente \o—invariante. Sea
A* un subconjunto de A con Ag como un punto de acumulacién. Decimos que
M sufre una bifurcacidn extracritica en Ao con respecto al conjunto A*, si para
cualquier par de vecindades U de M y N de o, y algin A € NN A", A # Ao
existen dos conjuntos compactos no vacios débilmente A-invariantes My y M,
tales que M, C U, M:\ cUy M:\ N M, = 0, y si, ademas, no haya bifurcacién
critica para A # \g en cierta vecindad de Ag.

Esta definicién es una variante de la de "bifurcacién”en [6]. Sélo se han
agregado las hipétesis de conexidad del conjunto M y que no haya bifurcacion
critica en cierta vecindad de Ag.

Ademéds se ha optado por denominarla como ”bifurcacion extracritica”para
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evitar confusiones con otros posibles conceptos de bifurcacion, como los que
aparecen en las siguietes situaciones comentadas por el Dr. Santiago Lépez de
Medrano Sanchez.

El primer ejemplo es el siguiente: Dado un sistema con un conjunto in-
variante compacto M, donde M es la unién de dos componentes conexas y
considerando la familia constante formada por ese sistema (para todos los val-
ores del parametro A € R), de acuerdo a la definicién de bifurcacién de [6], se
tendria una bifurcacién , pero en realidad no se bifurca nada, es por ello que
en la definicién 3.2 se incluye la hip6tesis de que M debe ser conexo.

Pasemos ahora a la siguiente situacién. Se puede tener un sistema con un
conjunto invariante compacto y conexo, por ejemplo un punto critico y que
mediante una perturbacién el conjunto cambie su topologia sin dejar de ser
conexo, o, simplemente desaparezca, esto representaria un cambio cualitativo
que se podria considerar una "bifurcacién” del sistema. Pero esto no seria una
bifurcacién extracritica de acuerdo a la definicién 3.2.

Otro ejemplo serfa el de un sistema con un centro (A = Ag), que con una per-
turbacién se convierta en un punto atractor (A # Ag). Esta situacién queda
fuera de la definicién 3.2, por tratarse de una bifurcacién critica.

Si AesRoR* (en general un conjunto ordenado), la bifurcacién extracritica
es llamada subcritica, o ultracritica, dependiendo si el conjunto A* sea una semi-
vecindad a la izquierda o a la derecha de A.

Definicién 3.3.- Un conjunto C' C X es una A—contraccion (A € A) si y sélo
si F}(C) esta contenido en el interior de C, para cada t > 0.

Teorema 3.4- Dada una familia continua de sistemas (semi-)dindmicos
(X, T, A, F), admitiendo un conjunto compacto M C X, el cual es (positiva-
mente) \g—invariante, y suponiendo que las siguientes condiciones se cumplen.

1. Cada sistema F, (X € A) es asintdticamente compacto sobre cierta vecin-
dad W de M.

2. El conjunto M := M x {\o} es estable bajo €l sistema asociado (X,T,F)
definido sobre el espacio producto X . Esta condicién es expresada también di-
ciendo que M es A — totalmente estable.

3. Para cierto conjunto A* C A con Ay como un punto de acumulacién,
no eziste ninguna familia {M,} de equiatractores débiles (en el sentido de la
definicion 2.3) con respecto a ninguna interseccidn Ay = Bs(Ao) N A*,6 > 0
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con la propiedad de que la distancia mazimal de My a M tiende a cero cuando
A\ — Xo. En particular, en el caso de que M sea positivamente A\-invariante para
todo A € A, M no es un equiatractor (débil) con respecto a ningun conjunto Aj.

Entonces M sufre una bifurcacién en Ao con respecto al conjunto A*. Si mds
aun, para cada € > 0 y A € A*, X # Ao pero suficientemente cercano @ Ao,
B.(M) contiene un conjunto A—contractivo Cy., entonces los conjuntos My y
M; pueden escogerse de tal forma que uno de ellos es X-asintdticamente estable

(6]-

Esta tltima condicién se cumple en los dos casos donde M es Ag-asintética-
mente estable o Ag-totalmente estable [2], porque en estos casos cada vecin-
dad de M contiene conjuntos M-asintGticamente estables [9],(16], respectiva-
mente [10], para A cercano a Ao, y estos tienen sistemas de vecindades A-
contractivas. Que la condicién no implica ninguno de los dos casos, cuando
M es \o—totalmente estable o \g—asintéticamente estable, se ilustra con el
ejemplo 2 = Az(z? — \). Ver figura 3.1.

X

>y

Figura 3.1:

Que no es redundante, se prueba con la siguiente familia de sistemas en
R.Consideremos el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 3.5.- Considere la familia de ecuaciones

dz [ Ngzsin®’(r/z), (z#0)
dt { 0, (z=0)

conz € R, M = {0}, A =R. Para \ = 0 todos los puntos € R son de reposo.
Para A > 0,

z,=4n'neN

son puntos de reposo (ver figura 3.3). Este ejemplo cae dentro de la definicién
3.1. Eligiendo M = {0}, A = R, Ag = 0, se pueden escoger como conjuntos M y
My, los que consisten del origen en el caso de M, y, por ejemplo puntos de reposo
) = [3]7". Este satisface las condiciones (1), (2), (3) pero no contiene puntos
0 conjuntos asintéticamente estables para cualquier valor de A(como se puede
ver en la figura). Se puede escoger por ejemplo, My = {0}, M} = {[3]7*}.Ver
figura 3.2.

Va2

1/3
1/4]

Figura 3.2: Ilustracion de una familia de ecuaciones que no contiene conjuntos

AS.

En el siguiente ejemplo la bifurcacién es obvia, pero este representa un caso
donde no se satisfacen las hipétesis de cualquiera de los resultados previos mien-
tras que aquellas del teorema precedente se cumplen.
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Ejemplo 3.6.- Considere la familia de ecuaciones
dx
dt
definiendo X = A =A* =R, M = {0}, \g = 0 (Ver figura 3.3). Obviamente, es
suficiente considerar solamente valores no negativos de . Las condiciones 1 y
2 ciertamente se cumplen. Ademds, las regiones de A—atraccién de M) := {)\?}
(las cuales coinciden con aquellas de atraccion débil) son (0,00), aqui {M,}
no es una familia de equiatractores(débiles) con respecto a ninguna vecindad
de Ao [el radio de atraccién de My (sec. 2) siendo A%], y M no es un atractor
(débil). Asf las hipétesis del teorema se cumplen. Por otro lado, M} = M no es
ni \p—asintGticamente estable (y no siempre totalmente estable, una condicién
usada en [2]) ni tampoco completamente inestable para A # 0 (como en el
caso de [6] tampoco falla al ser un atractor(débil) para A > 0, una condicién
usada en [13], corolario 4.16). Finalmente, el Teorema 4.13 de tal articulo no
se aplica en el caso presente, porque este supone que el conjunto en cuestion
es un Ag—atractor. En otras palabras, el ejemplo muestra que ninguna de las
condiciones suficientes previamente usadas para la existencia de una
bifurcacién extracritica son necesarias.

= =\z%(z - )?),

Los conjuntos My y M} son {0} y {X*} respectivamente, siendo este tltimo
asintticamente estable para A # 0.

Prueba del teorema. Dadas las vecindades U € Vyy y N € N, y sea W la
vecindad que figura en la condicién 1. Escogemos £ > 0 tal que B.(A\g) C N y

B.(M)cUNW (3.1)

se cumple. Usando la condicién 2, en la forma (2.1) encontramos un &’ € (0, ¢)
tal que

(WX € Ba(h))  5(Be(M)) C Ba(M). (3.2)

Después escogemos un £” € (0,¢’). Aplicando la condicién 2 nuevamente, en-
contramos & € (0,¢”) tal que

(VA€ Bs(Xo)) 1 (Bs(M)) C Ber(M). (33)

Ahora definimos los conjuntos My, A € Aj = Bs(Ag) N A*, como sigue:

M, = L;(BJA(M))v (3'4)
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> v

Figura 3.3:

donde &) := p(A, Ag). Los conjuntos limite son no vacios y tienen las propiedades
establecidas en la Proposicién 2.22 porque de (3.1) y la condicién 1, en par-
ticular son compactos y débilmente invariantes. Méds aun, (3.1), (3.3) y (3.4)
implican

(V)\ € BJ()\())) M, c B.(M) cU. (3.5)

(Notemos que dy < d.)

A continuacién fijamos un nimero n € (0,&’ — €”). Debido a la condicién
3, la familia {M,|X € A;} no puede ser una familia de equiatractores (débiles).
En efecto, ya que ), — 0 como A — Ay, la condicién 2 implica que la distancia
maximal de M, a M tiende a cero. En consecuencia existe un A € Aj tal que,
con la notacién introducida en el Capitulo 2,

V(M) <, (3.6)

implicando, por (3.5), la existencia de un punto

7 € Bu(M) (3.7)
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con la propiedad
L} (z) N My = 0. (3.8)
El correspondiente conjunto M} se define ahora como sigue:
M, = LY (z»)- (3.9)
Entonces (3.1),(3.2) y (3.7) dan
M, cU. (3.10)

Nuevamente, la condicién 1, (3.1) y la Proposicién 2.22 garantizan que M} es no
vacio, compacto y débilmente invariante. Mds aun, por (3.8) y (3.9), My y M;}
son disjuntos. Ya que las familias {M,} y {M}} incluyen elementos contenidos
en vecindades arbitrariamente pequeiias U por (3.5) y (3.10), y los correspon-
dientes valores \ estdn contenidos en vecindades arbitrariamente pequefias N,
la parte del teorema, en lo que se refiere a la existencia de la bifurcacién, se
sigue.

Para probar la existencia de conjuntos asintGticamente estables contando con
conjuntos contractivos, tomamos, para las mismas ¢, &', £” y § como en la prueba
precedente, y A suficientemente cercano a )\, para garantizar la existencia
de un conjunto A—contractivo Cy.» en B.v(M). Definimos My = L*(Cyn).
Segiin la Proposicién 2.22, M, atrae C).» A—uniformemente (i.e. uniforme-
mente con respecto al sistema F)); ademds, Cy.» siendo una vecindad de
M,, atraccién A—uniforme implica estabilidad \—asintética de My. Ya que
My C Cyer C Bo(M), la condicién (3.5) se cumple (reemplazando 4, si es
necesario, por un nimero més pequefio). De aqui la prueba se sigue como antes.

a

Un ejemplo con las mismas caracteristicas que el ejemplo 3.4 donde, sin em-
bargo, la existencia de una bifurcacién es menos obvia, es el siguiente.

Ejemplo 3.7.- Considere la familia de ecuaciones diferenciales

% = A?(A® — zcosmz — 2°)

con X =R, A=R*y M = {0}. Para valores grandes de |z|,

dx 5
Fi =z°(140(1)),
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probando que la ecuacién define un sistema semidinamico sobre X.

Para A = 0 el origen es estable pero no totalmente estable, ni tampoco es un
atractor (débil) o repulsor para valores positivos pequefios de A. En efecto, %
es estrictamente positiva para A > 0, z # 0, pequefio, y estrictamente negativa
para z = ), a condicién de que 0 < A < 1/2. Esto implica que para cualquier
A € A*:=(0,1/2), el intervalo 0 < & < A contiene un conjunto A—asintética-
mente estable M}, que tiene las propiedades especificadas en el teorema. El
otro conjunto A—invariante, My, es el origen, obviamente disjunto de M;.




st e s R s e e e N N Sy )
CAPITULO 4

Conexiones entre Estabilidad A-total y
otros Tipos de Estabilidad

4.1. Atraccién Uniforme.
En lo que sigue, haremos para F), la siguiente suposicién concerniente a

la dependencia continua respecto a valores iniciales, uniforme sobre conjuntos
acotados:

(Ve > 0)(VT > 0)(vA > 0)(35 > 0)(Vt € [0, T])(Vz € Bs(M))

d(z,2') < 0 = d(Fy (z), F},(2') < e.

Esta condicién obviamente implica la suposicién 1.1 de [14] la cual difiere de
(4.1) solamente en el sentido de que z € By(M) es reemplazado por F 0Tl(z) c
By(M).

Nuestro propésito es probar que la atraccién uniforme implica estabilidad
A—total, aplicando el teorema 3.4 de [14] (pag. 297). El marco de este teorema

es el siguiente:

Un sistema semidinamico dado sobre un espacio métrico X, junto con dos
subconjuntos positivamente invariantes Y y M de X (Y teniendo interior
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vacio), donde Y es cerrado y M es compacto, y M C Y. Entonces el sis-
tema semidindmico definido sobre X induce un sistema semidingmico sobre un
subespacio (¥, d) [ d es la métrica inducida sobre Y .

El conjunto M es llamado un Y —atractor uniforme si y solo si es un atrac-
tor uniforme con respecto al sistema inducido sobre Y.

Y es llamado estable localmente cercano a M si y solo si
(3U € V)(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € Bs(M))

FOT(z) c U = FOT)(z) c B,(Y).

En otras palabras, una semiérbita positiva comenzando en U NB;s(M), mientras
permanezca en U, no puede salir de B.(Y).

El teorema 3.4 de [14] establece que si M, es un Y -atractor uniforme y Y
es estable localmente cercano a My, entonces M, es estable. Este resultado es
probado bajo la Suposicién 1.1 mencionada antes. (Denotamos aqui el conjunto
M de [14] por M para evitar confusién con la notacién usado en este trabajo.)

Para aplicar este resultado a nuestro presente contexto, identificamos el es-
pacio estado de [14] con el espacio producto X=Xx A, el subespacio Y con el
subespacio X x {Ao} de X, y el conjunto M; con M = M x {N}. (La métrica
sobre X fue definida en el Capitulo 1.) Entonces la atraccién Y —uniforme de
M se reduce a la Ag—atraccién uniforme de M (i.e. atraccién uniforme con
respecto al sistema F),). La estabilidad local, por otro lado, se cumple au-
tomdticamente, porque \ es constante a lo largo de las érbitas para el sistema
sobre el espacio producto. Finalmente, la estabilidad de M, es equivalente a la
estabilidad A—total de M. Esta es una consecuencia inmediata de las defini-
ciones correspondientes.

Entonces el teorema 3.4 de [14] da el siguiente.

Teorema 4.1.- Si M es un \g—atractor uniforme, entonces M es A—totalmente
estable.

Corolario 4.2.- Si la condicién 2 del Teorema 3.4 es reemplazada por M
siendo un Ao—atractor uniforme, y F, satisface la condicién de continuidad
(4.1), la conclusidn del teorema mencionado permanece vdlida. Este también
se cumple en la forma mds fuerte si uno de los conguntos resultando invari-
ante siendo asintdticamente estable, porque bajo bifurcaciones suficientemente
pequenas existe un conjunto asintdticamente estable arbitrariamente cercano al
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conjunto invariante M del sistema no perturbado([6],[9],[13]).

4.2. Estabilidad Total.

Consideremos la ecuacién diferencial

dx
d_t = (:t:), (42)

donde f denota una funcién continua de un espacio lineal normado X sobre
si mismo, z una funcién de clase C? de R+ sobre X. Suponemos que el ori-
gen o del espacio X sea un punto de equilibrio de (42), f(0) = 0. La funcién
[ esta sujeta a pequefias perturbaciones las cuales pueden interpretarse como
pequenias desviaciones del modelo matemaético del objeto del mundo-real a ser
modelado. Junto con (4.2) consideramos por lo tanto una familia de ecuaciones
“perturbadas”,

= (). (43)

suponiendo que las funciones g tienen la misma propiedad que f y que las solu-
ciones de las ecuaciones (4.2) y (4.3) forman sistemas semidinamicos (X,R*, Fy)
¥ (X,R*, F,), respectivamente, con F; siendo la solucién de la ecuacién (4.2)
satisfaciendo la condicién inicial F}’(w) =z, y F, andlogamente. Denotamos
por G el conjunto de todas las funciones g en la familia de ecuaciones (4.3). Se
supone que f € G.

La distancia entre las funciones f y g con respecto a la e—vecindad del ori-
gen o se define como

pe(fi9) = sup{ll f(z) = g(@) || : |lzl<e), (4.4)

siendo ¢ algin niimero positivo fijo. El correspondiente espacio métrico sera
denotado por (G, p.).

Definicién 4.3.- El punto de equilibrio o de (4.2) es estable G — totalmente
si y solo si

(Ve > 0)(38 > 0)(Vg € Glp.(f, 9) < 6)
7, (Bs(0)) C B (o),
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donde ;" denota la semiérbita positiva con respecto a (4.3).

Para relacionar este concepto con estabilidad A-total (definicién 2.1) es nece-
sario introducir una métrica tnica pen G. Para este fin fijamos algin niimero
positivo &y y denotamos Pey POr p. Entonces la definicién 2.1 puede aplicarse
a la familia de sistemas {(X, R*,F)) | g € G}, donde G est4 dotada con la
métrica p. En el caso presente, A es (G.p), does f, Aes 9,y M es {o}. Para
evitar una ambiguedad de términos, nos referiremos al concepto definido por
(2.1) en el caso presente como estabilidad (G, p) — total.

Nuestro objetivo inmediato es probar que estabilidad G-total implica es-
tabilidad (G, p)-total, para aplicar el Teorema 4.3. En efecto, si o es estable
G—totalmente, entonces para cada € > 0, el cual podemos suponer que sea
més pequerio que &, existe un § > 0 tal que la condicién de la definicién 4.3
se cumple. Ya que p, es una funcién no decreciente de ¢, ¢ < €0, Y P = pey,
tenemos

{9€Gln(f9)<d}cigeq| p=(f,9) < 6}.

De esta relacién, comparando las definiciones relevantes, obtenemos la sigu-
iente

Proposicién 4.4.- Si el estado de equilibrio o de la ecuacidn (4.2) es es-
table G-totalmente en el sentido de la definicion 4.3, entonces este es estable
(G, p)—totalmente, lo cual es equivalente, en la interpretacion presente, a la
estabilidad A—total del Capitulo 2.

Esta proposicién, junto con el Teorema 3.4, dan el siguiente

Corolario 4.5.-Bajo las mismas hipétesis de la Proposicién 4.4 y del Teo-
rema 3.4, el punto de equilibrio o de la ecuacidn (4.2) sufre una bifurcacién con
respecto a la familia de ecuaciones (4.3).

Aqui, bifurcacién de o con respecto a la familia de ecuaciones (4.3) se en-
tiende como sigue: existe un nimero € > 0 tal que, para cualquier par de
vecindades U de o y N de f, en el sentido de la métrica p,,, definida por (4.9),
con & = g, y alguna g € GN N, g # [, existen dos conjuntos compactos,
débilmente invariantes, no vacfos My y Mj, tales que M, c UM, cUy
MynM; =0.

Observacién 4.6.-E] concepto de estabilidad total usado aqui es aparente-
mente més débil que el usual, el cual permite perturbaciones dependientes del
tiempo. Por lo tanto, nuestro resultado se cumple también si las perturbaciones
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comprendidas en este sentido mds amplio.

En particular, el Corolario 4.5 contiene el resultado principal del articulo
de Bertotti et al., [2] el cual establece que si la solucién trivial de una familia
de ecuaciones diferenciales es totalmente estable para el valor 4 = 0 de un
pardmetro y y completamente inestable para y > 0, entonces surge una familia
de conjuntos asintéticamente estables bifurcantes. La estabilidad asintética de
conjuntos bifurcantes se sigue del hecho de que un conjunto totalmente estable
posee vecindades asintéticamente estables arbitrariamente pequefias [10], y bajo
perturbaciones suficientemente pequefias surgen conjuntos asintéticamente es-
tables arbitrariamente cercanos a uno del sistema no perturbado [6],[9], [16].
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CAPITULO 5

Ejemplo de un Sistema de Ecuaciones
Diferenciales Parciales.

En el presente capitulo damos un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales, el cual fue propuesto por el Dr. Juan Hector Arredondo Ruiz, y verifi-
camos que el sistema satisface las hipétesis del teorema 3.4.

PROBLEMA EN LA FRONTERA COMO PROBLEMA DE CAUCHY.

Problema General de Cauchy - Consideremos la ecuacién diferencial gen-
eral

W= Aw, (5.1)
donde A es un operador actuando en un espacio lineal normado X, y w denota
una funcién diferenciable de R* en X. Supongamos que la ecuacién (5.1) junto
con la condicién inicial

w(0) = wp; (52)
posea una solucién (con dominio R*) que es tnica.
Si estas condiciones valen para todo wy € X, las soluciones del problema de
Cauchy, (5.1) con (5.2), con w, variando en X , constituyen un semigrupo de
transformaciones de X sobre X, o sistema semidindmico sobre X .
Para formalizar este, introducimos la funcién de R+ x X sobre X definida por

F*(wo) = w(t), (5.3)

donde w(-) denota la solucién de (5.1) con (5.2).

La funcién F obviamente satisface los axiomas (I) y (II) del Capitulo 1 [reem-
plazando F) por F.

Para aplicar lo anterior consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales, acoplado, que dependen del pardmetro \,

Ut = Uz +u— K(u,z,)),(0 <z < 7)(X > 0), (5.4)
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Uy = Vg — A0+ uf(u), (5.5)

donde f se supone que es una funcién continua acotada en R,y
K(u,z,X) := u(u® - \sin?z)%e". (5.6)

Consideramos condiciones de Dirichlet en la frontera,

u(0,t) = u(m,t) =0, (5.7)
(t>0)
v(0,t) = v(m,t) =0, (5.8)
y condiciones iniciales
u(z,0) = p(z), (5.9)
(0O<z <),
v(y,0) = ¥(y), (5.10)

con @, € L*(0, ).

El problema est4 bien planteado para X =H x Y, donde H = {y € L2(0, )},
Y = {¢ € L*(0,7)}, donde L*(0,7) es el espacio real de funciones Lebesgue
medibles cuadrado integrables, denotando el producto escalar en este espacio
por

()= [ elewialis, 611
por simplicidad, en la mayorfa de los casos, denotaremos a L(0, 7) por L2.
La norma en L? es .

et = ([ 16ta) P as) 6512

con ¢ € L2, es decir )
/ | p(z) |? dz < 0.
0

El espacio A de pardmetros para este caso, es el conjunto [0, 00).

Probaremos que con estas hipétesis el sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales, satisface las condiciones del Teorema 3.4, primero demostraremos la sigu-
iente desigualdad.

Paso 1.- Para A > 0, afirmamos que se cumple la siguiente desigualdad

ld 11’2 s
5%/0 udx—/o uwdr
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= / (e + u)dz — / u?(u? — N2 sin® x)2e'“2dx <0." (513
0 0
Suponiendo que para t > 0, u € D(A), donde
D(A) == {p € L? | ¢, ', absolutamente continuas, ¢" € L?, ¢(0) = p(r) = 0},

con A el operador autoadjunto sobre L2(0,7)

d?
A—EE+I.

Aqui I es el operador identidad. Este operador tiene un conjunto ortonormal
de eigenvectores dados por {\/g sen kz }§ ,, con el correspondiente conjunto de

eigenvalores {—k% + 1}72,.

Demostracién: Para verificar la desigualdad (5.13), consideremos en general
cualquier elemento ¢ € D(A), escribimos a tal elemento en su desarrollo en

serie de Fourier ”
o= Z o sinn,

n=1

entonces

d? > ) 20 )
Ap = (—dx2 + I)( E pnsinnz) = E ¢n(1 —n?)sinnz. (5.14)
n=1 n

=1

Usando el producto interno en I? calculamos (¢, Ap) para ¢ € D(A),

(61 A0) = [ Y= )nda <0

donde hemos usado el hecho de que (sinnz, sinkz) =  si k = n, y (sinnz, sin k)=

0 si k # n. Con esto demostramos la desigualdad (5.13).00

Notemos que u € D(A) sit > 0y en consecuencia

/(:u(um +u)dz = (u, Au).

Ademés, en la ecuacién (5.1), para cada ), (¢,%), hacemos w := (u,v). En la
ecuacién (5.5) tenemos que v, = Vg, 8i A = 0.

A continuacién vamos a verificar que las hipétesis del teorema 3.4 se cumplen.
En el contexto actual definimos el sistema semidindmico, para cada A > 0,
como

F;(‘P: V) = (“("t)»v('»t))(»\;so,w)7
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donde (u,v)(x,,y) denota la solucién del sistema de ecuaciones (5.4)-(5.10),
para una combinacion fija de A, ¢, y 1, ademds usaremos la signiente notacién
u(z) == u(z,t) y u(-t) :=ut.

Consideremos los siguientes conjuntos como subespacios de X como sigue;

Ho=Hx{0}, Vo=1{0}x.

El subespacio ), es A—invariante, para A > 0, mientras que H, no lo es. El
conjunto M del teorema, es tomado como el origen o del espacio X, 0 := (o, 0)
¥ Ao =10

Para confirmar la condicién 1 del teorema 3.2 (compacidad asintética local),
hacemos primero la siguiente estimacién.

Paso 2.- La solucién de (5.4)-(5.7)-(5.9) esta dada por

t
ut =€y + / e (K (u?, -, \)ds, (5.15)
0

Demostracién: Para obtener (5.15) se aplica el método de variacién de pardmet-
ros como en las ecuaciones diferenciales ordinarias. Para verificar que (5.15)
satisface (5.4)-(5.7)-(5.9), lo haremos en forma directa, usando que para ¢ €
L2(0,7)

ety = Ee‘('kz“)gok sin kz, 30 (5.16)
k=1

Notemos que "4 es un semigrupo sobre R* generado por A y de (5.14) obten-
emos

d
—ep = Aethp,  t>0.

dt
Derivando (5.15) con respecto a t, tenemos
out 0 4 " )A
LIS “AK (4.
pn 31![6 <,0+/Oe (K (u®,-,N)ds

op O [t
=i gAE g = [ / K (W, -, A ds]
@ a0 T, (K, )

t
= [C‘Aso + / AR (s, A))ds] + KN
0

= Au(z,t) + K(u', -, ))
_
e
= Ugp T U — K(utv 5 ’\)a

+u— K@U, \)
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por lo tanto (5.15) satisface (5.4). Haciendo = = 0 en (5.15) obtenemos la
condicién de frontera (5.7). De la misma forma, si en (5.15) tomamos ¢ = 0 se
tiene la condicién inicial (5.9).00

Ahora consideremos la siguiente sucesién

g . 2

U =
"o

(u(t),sennz), (5.17)

entonces por la identidad de Parseval

o0
m
3 ()’ =l ul?, (5.18)
n=1
que es la relacién que existe entre los coeficientes de Fourier y la funcién.

Paso 3.- Paran > 2 se cumple la siguiente igualdad

2 2 2, [*
un = —(u,sennz) = =(e"*p, sennz) + —(/ et Ku(s)ds, sen nz)
™ ™ s 0

2 2 i
= (e, e(“"2+1)‘sennz)+—/ (Ku(s), =" +D=5) son ) ds,
™ ™ Jo

Demostracién: Para probar esta igualdad, usaremos el hecho que la familia de
semigrupos {e‘4} satisface

o0
—he
ey = Z e "), sennz.

n=1

Tenemos para el primer término

[ o]
(e, sennz) = (Z et(l_-iz)cpj sen jz, sennz)
s

1
T OO
—42 .
= Ze‘(l 7); sen jz sen nzdz
g A

o0

= (Z ¢; sen jz, e!"") sen ng)
j=1

1-n?)

= (p,e") sennz),

y para el segundo término

t s t
( / e Ku(s)ds, sen nz) = / ( / """ Ku(s)ds) sen nadz
0 0 0
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t T
= / ( / Ku(s)e 90" sen nzdzds
o Jo

= /0 l(K u(s), e")9) sen nz)ds,
que es exactamente el segundo término.[]
El paso siguiente es probar la acotacién uniforme.
Paso 4.- La sucesién de funciones u")(z, ;) es uniformemente acotada.

Demostracién: Aplicando la desigualdad de Bunyakovski-Schwarz obten-
emos, usando (5.6)

2 t
| tn(t) |< €740t | g | /= sup | (@)(s) flze x / e (5.19)
T ogs<t 0

e o | +C sup || u g2 —
0<s<t .

3 1
< el n2+1)t | on | +C " 0 ”L* 5 _
ne—1
Ahora consideremos para nuestro caso t; — 00y {(;}32; en un conjunto aco-

tado de L*(0,7), digamos, W := {|| ¢ | < M < oo}, ¢; € W. Consideremos la
sucesién ul?)(z,t;), con su respectiva serie de Fourier

o0
ul)(z,1;) = Z u¥(t;) sen kz.
k=1

Usando (5.18) obtenemos

| u0(z,t;) I< sup | u(z,45) < Mz < 00,z €[0,7],
izl

donde M, es una constante positiva y u; es la solucién de (5.4),(5.7),(5.9), con
condiciones iniciales ¢;, lo cual significa que ¢ es reemplazada por ¢;. De lo
anterior concluimos que la sucesién de funciones u)(z, ;) es uniformemente
acotada.l]

Ahora provemos la equicontinuidad de la sucesién de soluciones.

Paso 5.- La sucesién de soluciones es equicontinua.
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Demostracion: Para probar esto consideremos

o0
| w9 (2, t;) — uD(z Z ) sen kz' — Zuw ) sen kz"
k=1
o
Z|u1) ) || senkz’ — senkz” |
k=1
N
Z] 9)(¢.) || sen ka’ —senkr”|+22|u i) |
k=1 k>N
N 00
Z | ) (t;) || sinka'—sin kz" | +2 (Z R | u) ||L2)
k=1 k>N
i ( ) & (3
. sinkz’ —sinkz” | +2 —+-=c¢
gl )l |+ (g;p) 2ede

Esta ultima desigualdad resulta de la continuidad de un nimero finito de fun-
ciones seno, con lo cual se demuestra la equicontinuidad de la familia de fun-
ciones {uY)(z,t;)}.0

Por el teorema de Arzeld-Ascoli, esta familia tiene una subsucesién {u}
uniformemente convergente en z € [0, 7], implicando la convergencia respectiva
en L?(0, 7). Haciendo un analisis similar para la solucién de (5.5), (5.8), (5.10),
podemos probar que v;,(-,t;,) tiene una subsucesién convergente en L*(0, 7)),
siempre que {¢;, }{, permanezca acotado un conjunto de L(0,7). Aquf v,
es la solucién respectiva con ¢ reemplazada por ¥;,. Por lo tanto el sistema
semidinamico es AC sobre conjuntos acotados.

El siguiente paso es probar la condicién 2 del teorema, es decir, o es A—totalmente
estable, lo cual significa que

(Ve > 0)(3' > 0)(YA € B(N))

7 (B«(M)) C B (M), M=o.

Para este fin usamos el Corolario 3.5 de [14], el cual establece que Si M es
un Y —atractor uniforme y Y es uniformemente estable, entonces M es es-
table. Tomamos el espacio de estados X del Corolario como X = X x A,
M= {o} x{0} C X,y paraY el conjunto Vo=V, x {0}. De (5.5),(5.8), (5.10)

¥ (5.13) obtenemos directamente que M es un Y, —atractor uniforme y que ),
por (5.13) es uniformemente estable. Las hipétesis del corolario se satisfacen,

e
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por lo que M es estable, o equivalentemente, M = {0} es A—totalmente es-
table.(Alternativamente, se puede usar el Corolario 3.8 de [12].)

En cuanto a la condicién 3 del teorema, notemos que M siendo invariante,
es suficiente probar que no es equi-atractor (débil) con respecto a ningun con-
junto Aj = Bs(o) N A%, para cualquier § > 0 y cualquier conjunto A*, como
se especifica en el teorema. Esta es una consecuencia inmediata del hecho que
el sistema semidindmico definido por (5.4)-(5.7) tiene puntos de equilibrio en
+Asenzw.

En conclusién, se sigue que, para A > 0, existen conjuntos invariantes los cuales
proyectan sobre {+Asenz} x {0} C X. Dado que se satisfacen las hipdtesis del
teorema 3.2, cocluimos que el sistema de ecuaciones diferenciales parciales ex-
hibe bifurcacién extracritica.




Conclusiones.

En el presente trabajo se desarrolla un estudio de la teoria de bifurcaciones
en sistemas dindmicos y semidindmicos en espacios generales.

El concepto de bifurcacién adoptada en la tesis, es una variante de la que
aparece en [6]. La hemos denominado "bifurcacién extracritica”para diferen-
ciarla de otras ideas intuitivas de bifurcacién que existen. Algunos autores en
trabajos anteriores, en particular en [6], en realidad no corresponde a la idea
intuitiva, en el sentido de que permite una cantidad demasiado grande de con-
juntos invariantes, como se ilustra en el ejemplo 3.5.

Como las hipétesis son més restrictivas en los trabajos previos, implican
tipos de bifurcaciones en un sentido més estricto que el reflejado por las defini-
ciones; un paso en esta direccién estd contenido en la tiltima parte del Teo-
rema 3.2, donde se exije que uno de los conjuntos bifurcantes sea un conjunto
asintéticamente estable.

Uno de los problemas que quedarfan por considerar en estudios futuros es el

siguiente: Dar una definicién nueva de bifurcacién mas restrictiva, y encontrar
las condiciones necesarias y suficientes para que dicha bifurcacién exista.

35
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