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Introduccion

Uno de los modelos mas relevantes en la literatura de los procesos estocasticos es el proceso
de exclusién introducido por T. Liggett en [33] y retomado por él mismo en [34]. El estu-
dio de la interaccién de particulas en un sistema, dio lugar a modelos como el del votante
y los procesos de contacto y exclusién; el proceso de exclusion modela el movimiento de
particulas en un sistema; pero, a diferencia de los otros modelos en este se conserva siem-
pre al numero inicial de particulas. Por otra parte, uno de los objetos mas estudiados
en probabilidad cudntica son los semigrupos dindmicos cudnticos (de aqui en adelante
abreviados como qds por sus siglas en inglés y como gms si son qds con la propiedad de
markov). La versién cuédntica del semigrupo de exclusién en el caso de volumen finito, fue
derivada con el método del limite estocéstico, por L. Accardi y S. Kozyrev en [3]. Més
tarde, fue extendida al caso de volumen infinito por R. Quezada y L. Pantaleén en [39]
y [40]. La versién cudntica del semigrupo de Exclusion Asimétrica ha sido profusamente
estudiada por los mismos autores junto con de J. Garcia et.al., en articulos tales como [26]
y [27).

En este trabajo se retoma al semigrupo cudntico de Exclusiéon Asimétrica y se reescribe
de una manera conveniente; una vez hecho esto, se presentan versiones de algunos de los
resultados presentes en los trabajos antes citados. Gran parte de este trabajo se centra
en el estudio de la dindmica en el espacio de una particula, que es en donde se presentan
algunos resultado nuevos.

La aportacién de este trabajo es la de proponer un método mediante el cual se puede cons-
truir un estado invariante diagonal fuera de equilibrio; los detalles de dicha construccién

se encuentran el Capitulo 4. En el Capitulo 5 se demuestra que la forma de Dirichlet para
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el semigrupo cudntico de Exclusién Asimétrica en el nivel uno y con respecto al estado
diagonal fuera de equilibrio construido en el Capitulo 4, coincide con la forma de Dirichlet
con respecto a un estado diagonal en equilibrio.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente forma:

En el primer capitulo se hace una revisién de los preliminares necesarios para el desarrollo
de este trabajo, definiciones y resultados fundamentales como los teoremas de Krauss y
Lindblad, Gorini, Kossakowski y Sudarshan, las diferentes nociones de equilibrio y resulta-
dos relativos a estos tépicos; para cada uno de los teoremas se da una referencia en donde
encontrar las demostraciones. En el segundo capitulo se presenta al semigrupo cuantico
de Exclusion Asimétrica junto con la reelaboracién de algunos resultados ya conocidos;
contiene ademas, algunos resultado nuevos relativos a la dindmica en el espacio de una
particula y que aparecen en [30].

En el tercer capitulo y parte central de este trabajo, se exponen a detalle los principales re-
sultados en [30], iniciando con una discusién heuristica sobre como se establecen hipdtesis
bajo las cuales es posible construir estados invariantes fuera de equilibrio para el qms de
Exclusién Asimétrica cuando se restringe la dindmica al espacio de una particula. Los re-
sultados principales estan contenidos en los Teoremas 3.0.5, 3.0.6, 3.0.7 y 3.0.8. Se finaliza
el capitulo con un ejemplo explicito.

En el Capitulo 4 se calcula la forma de Dirichlet para el qms de Exclusién Asimétrica
con respecto al estado invariante diagonal fuera de equilibrio construido en el Capitulo 3.

Finalmente, se hace una perspectiva de trabajos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Semigrupos dindmicos cuanticos

Sea h un espacio de Hilbert complejo y separable; se usaran letras latinas mintdsculas como
u,v,..., para denotar los elementos de h; (u, v) es el producto interno de u, v y |lul| es la
norma de u. Sea B(h) el dlgebra de los operadores lineales y acotados en h; a,b, x,y, z, . ..
denotaran a los elementos de B(h) y ||z||oc a la norma de = € B(h); el elemento identidad

en B(h) sera denotado por I.

Sea B, (h) el cono de los operadores positivo definidos en h. Dados x,y € B(h) autoad-

juntos, se dice x < y si y —x € B(h)+. Li(h) designard el espacio de los operadores de

traza finita en h. o, p,... denotardn a los elementos de Li(h) y ||o||1 a la norma de o en
Lyi(h).
Dados dos operadores z,y € B(h), se denotara al conmutador de x,y como [z,y] = zy—yz.

El bien conocido Teorema de Schatten (véase [38]) afirma que (Li(h))*, el espacio dual
de Li(h), es isométricamente isomorfo a B(h). Mds precisamente, cualquier funcional
definida sobre Ly(h), f : Li(h) — C, estd representada por un inico elemento x € B(h)
en el siguiente sentido: f(p) = tr(zp), donde tr(o) es la traza del elemento o € Li(h). La
norma de la funcional f es exactamente ||| oo -

Debido al Teorema de Schatten, B(h) tiene la llamada topologia débil* o topologia ultra
débil y L1 (h) tiene la topologia débil. La topologia débil* se define como la menor topologia

7
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en B(h) que hace continuas a todas las funcionales lineales definidas sobre B(h), de la
forma g, : B(h) = C, g,(x) = tr(pzx), con p € Li(h), fijo. En otras palabras, una red
en B(h), {z;}, converge en la topologia débil* a algin x en B(h), si y sdlo si tr(px;) —
tr(pz) para todo p € Li(h). Se denotard esta convergencia por medio de w*limz; = x ¢
w*x; = x. En el caso de la topologia débil, se trata de la menor topologia enZLl(h) que
hace continuas a todas las funcionales lineales definidas en Li(h), que son de la forma
fz: Li(h) = C, fi(p) =tr(pz) con x € B(h). La convergencia de redes, en esta topologia,
se caracteriza de la siguiente forma: una red en L1(h), {pi}, converge en la topologia débil
a algin p € Li(h) si y solo sitr(p;z) — tr(px) para todo x € B(h); esta convergencia se
denotard por wlim p; = p.

Hay otras dos tolpologz’as en B(h) que juegan un papel importante: la topologia débil (o
w-topologia) y la topologia fuerte (o s-topologia). La primera, a pesar del nombre, no debe
confundirse con la topologia débil en Li(h), pues estd definida en B(h) y la convergencia
de redes se caracteriza asi: wlimz; = x si y solo si (u,x;v) — (u,zv), para cualesquiera
u,v € h. La topologia fuerte pzuede pensarse como la topologia de convergencia puntual
dado que una red en B(h), {x;}, converge a x en esta topologia, (lo cual se denotard por

slimz; = x) si y sdlo si xju — xu, para todo u € h.
(2

Definicién. 1.1.1. Un semigrupo dindmico cudntico (qds por sus iniciales en inglés)
sobre B(h) es una familia de transformaciones, T = {T¢}t>0, de B(h) en si mismo, con
la propiedad de semigrupo y ultra débil continua en el tiempo, i.e., para todo t,s > 0 y
x € B(h)

Tivs =T o Ts, To(z) =2, y w* lim Ty (x) = z,

t—0

en la que cada T; es
1. Lineal.

2. Completamente Positivo (CP), i.e., para cualquier par de sucesiones finitas {x;}1'_{,
{yj}j=1 en B(h)

>y Tz s)y; € B(h)+. (1.1)

3,j=1

3. Normal, i.e., continuo en la topologia débil".
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4. Submarkoviano, i.e, T{(I) < I.
Convencion: Los operadores de B(h) en si mismos, serdan llamados superoperadores.

Definicién. 1.1.2. El generador infinitesimal de un qds, T, es el superoperador
L : Dom(L) — B(h), donde

Dom(L) = {z € B(h) : w*lim Tiw—o existe},
t—0
v . Tix—x
L(z)=w %m(l) — — para todax € Dom(L). (1.2)
—>

Definicién. 1.1.3. Un qds, T, se dice que es

1. Conservativo, unital, preserva la identidad o que es Markoviano si T¢(I) = I para

toda t > 0.
2. Uniformemente continuo si

lim sup ||7i(z) — | =0.
207 |z oo=1

Si un qds es Markoviano se dira simplemente que es un semigrupo cuantico de Markov y
se abreviara como qms por sus iniciales en inglés. El generador infinitesimal de un qds que
es uniformemente continuo es un superoperador acotado en B(h). Este es un resultado
bien conocido de la teoria general de semigrupos en espacios de Banach, pero, para qds
uniformemente continuos y conservativos Lindblad, Gorini, Kossakowski y Sudarshan en
1976 (ver [35] y [25]), probaron un resultado que describe la estructura exacta del genera-
dor infinitesimal. El generador infinitesimal, en este caso, no es completamente positivo
como cada 7T; en el semigrupo, sino que es condicionalmente completamente positivo en el

siguiente sentido,

Definicién. 1.1.4. Un operador lineal L : B(h) — B(h), es condicionalmente comple-
tamente positivo (CCP), si para cualquier sucesion finita en B(h), ai,...,an y cualquier
sucesion finita en h, uy,...,u, tales que

‘21 ajuj =0, se tiene que

j=

n

> {us, L(afag)uz) > 0. (1.3)

3,j=1



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

El primero de los siguientes dos teoremas caracteriza todos los superoperadores normales
y CP definidos de B(h) en si mismo; el segundo resultado proporciona la descripcién
completa del generador infinitesimal de un qds uniformemente continuo. Se indicard en

que referencias se pueden encontrar las demostraciones.

Teorema. 1.1.5. (Krauss 1971) Sea ® : B(h) — B(h) un superoperador normal (es
decir, continuo en la topologia débil*) y CP, en el sentido de (1.1). Entonces, existe una

sucesion en B(h), {L¢ : £ =1,2,...,} tal que
O(x) =Y LjzLy (1.4)
k=1

donde la serie converge en la topologia fuerte.
Para la demostracién, véase [38], Proposicién 29.8, p. 255 ¢ [31].

Teorema. 1.1.6. (Gorini, Kossakowsi, Sudarshan, Lindblad 1976) Sea T un qds

uniformemente continuo. Entonces

1. El generador infinitesimal L, es acotado, normal, CCP, L(x*) = (L(x))* para todo
xeBh) yL(I)<O.

2. L puede expresarse en la Forma de Lindblad, es decir, hay una sucesion en B(h),
{G,L1,Ly,---} tal que G genera a un semigrupo de contracciones uniformemente

continuo en h y

L(x) = Z LizLy + G*z + zG (1.5)
k=1

donde la serie converge en la topologia fuerte de B(h).

3. Reciprocamente, cualquier L con la estructura (1.5) y L(I) < 0 genera a un qds

uniformemente continuo.
4. T es conservativo si y solo si L(I) = 0.

Para la demostracién, véase [38], Teorema 30.12, p. 267 6 [11] Teorema 4.1.1, p. 68.
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1.1.1 Generadores no acotados

Los qds involucrados en la mayoria de las aplicaciones no son uniformemente continuos
por lo que sus generadores infinitesimales s6lo son densamente definidos y no acotados.
Durante los tltimos afios se ha desarrollado una teoria poderosa sobre la existencia de qds
cuyo generador infinitesimal £ tiene, hablando a grandes rasgos, una estructura similar a
(1.5) pero con algunos (o todos) de los L, G no acotados. En forma mds precisa, se asocia
con cada x € B(h) una forma sesquilineal no acotada y densamente definida L(x)[u,v];
u,v € Dom(G),

Z Lyu,xLiv) + (Gu, zv) + (u, zGv), (1.6)
k=1

donde

i) G es el generador de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones en h al

que se denotard por {W; }>o.
ii) D GYC N D Li).
ii) Dom(G) C i) om(Ly)

iii) Para cada u € Dom(G), se tiene la estimacién

0< Y || Lgull* < —2Re(Gu, ). (1.7)
k=1

La condicién (1.7) equivale a L(I)[u,u] < 0 para u € Dom(G) y es necesaria para que la
propiedad submarkoviana se cumpla. Tipicamente, se considera que los operadores Lj son
no acotados (incluso son no cerrables). Las condiciones i)-iii) se conocen como Hipdtesis
A y son suficientes para construir el llamado qds minimal (véase [13]), {T;™"}i>0 que es

soluciéon a la ecuacion de Lindblad,

d in in in

(T o) = £ (7)) o], T () =, (19)
con u,v € Dom(G), = € B(h).

La ecuacién de Lindblad (1.8) recuerda a la ecuacién diferencial del semigrupo, pero,

para resolverla no se usa la teorfa de Hille-Yosida (véase [6]), sino un método iterativo
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introducido por A.M. Chebotarev (véase [11] y sus referencias). El procedimiento esta
inspirado en el método de K.L. Chung para resolver la ecuacién hacia atras de Kolmogorov-
Feller (véase [9] 6 [20]). Se presenta un bosquejo de la construccién del qds minimal.
Primero, se demuestra que (véase [13], Proposicién 3.18, p. 46 6 [11], Proposicién 4.3.1,

p. 74) la ecuacién de Lindblad (1.8) es equivalente a la siguiente ecuacién integral

(u, T ™ (z)v) = (u, Wz W) —i—/o O (T (2)) [Wieru, Wy—rvldr (1.9)
donde
O(x)[u,v] = Y (Lpu, zLyv). (1.10)
k>1

El método iterativo consiste en dar para z € B(h) y t > 0, la siguiente sucesién de
operadores, 7,"(z); n=10,1...

T () := Wi aW, (1.11)

y una vez que 7;*(x) ha sido definido, se define 7, ! (z) por medio de su forma sesquilineal:

Sean u,v € Dom(G), entonces
(u, TP (2)o) 1= (0, T ()o) + /0 & (T7(2) Wirw, Weoldr.  (112)

Se puede demostrar que, para cada x en B(h)y4 y t > 0, los operadores 7,"(z); n =0,1...
son acotados y satisfacen las desigualdades 0 < 7;%(x) < 7;""(z) < ||lz||I. Por lo tanto,

el siguiente limite existe

T (x) := w* lim T(z).

n—oo

En particular 0 < 7™ (I) < I; asi, T,;™" es submarkoviano.

A T/ se le llama, la solucion minimal a la ecuacion de Lindblad (1.8) y debe su nombre a
la siguiente propiedad: Si {S;}¢>0; St : B(h) — B(h) es una familia ultra-débil continua de
superoperadores completamente positivos que es solucién de (1.8) entonces para cualquier
x € B(h), y para toda t > 0, se tiene 7,""(x) < Sy(x).

Una de las razones por la que es muy importante que 7,"" sea conservativo es la si-

guiente: si 7" es conservativo, entonces es la tnica solucién a (1.8) (véase [13] para la
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demostracion).

Si en (1.7) se sustituye la desigualdad por igualdad, i.e.
> ILgul* = —2Re(Gu, u), (1.13)
k=1

se tiene la llamada Hipdtesis AA (véase [13]).

Se denotard al resolvente de G en A € C, por R(\;G) := (A — G)~ L.

Definicién. 1.1.7. (Hipétesis C) Sean {G, L1, Lo, -} operadores en B(h) que satis-
facen la Hipdtesis AA. Los operadores satisfacen la Hipdtesis C, si existe un operador

positivo y auto-adjunto C y una variedad lineal D con las siguientes propiedades
1. D estd contenido en Dom(QG).
2. D es un dominio esencial para O3,

3. D es un dominio invariante para los operadores {W}+>0 y la variedad lineal R(\; G)(D)

estd contenida en Dom(C%) para toda A > 0.

4. La variedad lineal Li(R(\; G)(D)) estd contenida en Dom(C%) para toda k > 1y
para toda A > 0.

5. Existe una constante b > 0 tal que para toda uw € R(\; G)(D) y para algin A > 0

2 Re (C2u, C2Gu) + Y (O3 Lyu, C2 Lyu) < b]|C2ul?. (1.14)
k>1

El siguiente teorema es el 3.40 en [13].

Teorema. 1.1.8. Supdngase que los operadores {G, L1, Lo, -} satisfacen la Hipdtesis

AA y que existe un operador positivo y auto-adjunto ¢ en h tal que

1. El dominio de d)% contiene al dominio de G y para todo uw € Dom(G), se tiene

—2 Re (u, Gu) = Z(Lku,Lku> = <¢%u, ng%u)

k>1
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2. Existe un operador positivo y auto-adjunto C que satisface la Hipotesis C, y tal que
el dominio de C estd contenido en el dominio de ¢ y para todo uw € Dom(C) se tiene
que

<¢%u,¢%u> < <C%u,C%u).
Entonces el qds minimal es Markowv.

1.1.2 Estados cuanticos invariantes
El semigrupo predual, Ty : L1(h) — L1(h), existe y se caracteriza por

tr(zTw(o)) = tr(Ti(x)o) paratodat >0, z € B(h), o € Li(h).

Definicién. 1.1.9. Un estado cudntico o, es un elemento en Li(h) N B(h)y4 con

tr(o) = 1. Un estado cudntico o es
1. Invariante para el semigrupo {Tu}i>0, st Tw(0) = o para toda t > 0.
2. Fiel, si o es inyectivo.
3. Normal, si conmuta con su adjunto.

De aqui en adelante se referird a un estado cuantico, simplemente como estado.

Se tiene el siguiente resultado también conocido como Teorema Ergddico, demostrado en
[22], [32].
Teorema. 1.1.10. Para cualquier qds {T¢}t>0, con estado invariante fiel p, el limite

t

1
w* lim — [ Ts(x)ds

t—oo t Jo

existe para cada x € B(h). Equivalentemente,

t—o00

1 t
w lim / Tes(o)ds
tJo

existe para cada o € Ly(h). Este ultimo limite es un estado invariante.
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Definicion. 1.1.11. Sean o, p estados, con p invariante; se dice que o estd en el dominio

de atraccion de p, si

lim tr(zTw (o)) = tr(zp) para todo x € B(h).

t—o00
En otras palabras
o i Tale) =
Definicién. 1.1.12. Se dice que x € B(h)1 es armonico, (subarmdnico, superarmonico)

st Te(x) = x, (Te(x) >z, Ti(x) < x) respectivamente.

Teorema. 1.1.13. Sea L el generador infinitesimal del un gms uniformemente continuo
en B(h) y p cualquier estado normal en B(h). Entonces existe un operador acotado au-
toadjunto H € B(h) y una sucesion de operadores {Lj}i>1 en B(h) que satisfacen lo

siguiente
1. tr(pLy) = 0 para toda k.

2. Y LiLy es fuertemente convergente.
k
3. 80> |k < ooy ol + D cpLy =0 entonces ¢, = 0 para toda k.
k k
4. L(z) =i[H,z] — 13 (L Lyx — 2L}z Ly, + xL}Ly) para todo x € B(h).
k

Ademds, H' otro operador autoadjunto y {L}}r>1 otra sucesion de operadores en B(h)
satisfacen 1 — 4 si y sélo si las longitudes de las sucesiones {Ly}p>1 y {Lj}k>1 son

iguales y para algin escalar o y una matriz unitaria U = {u;;}; se tiene que

H =al + H, L, = Zukij para cada k. (1.15)
J
Para la demostracién véase [38]. En adelante se supondré que p es invariante.

La siguientes definiciones son la 4.1 y 4.2 en [14].

Definicién. 1.1.14. Toda representacion de L que satisfaga los puntos 1 — 4 del Teorema
(1.1.13), serd llamada una representacion especial respecto al estado p y por medio de los

operadores H y {Lj}r>1.
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De manera breve, sera llamada una representacion especial.

Definicion. 1.1.15. Toda representacion especial de L serd llamada privilegiada si H

conmuta con p y sus operadores { Ly }y>1 satisfacen pLy = ApLgp con A\, > 0.

1.2 Balance detallado cuantico

Una caracterizacion del equilibrio en los qms se da a través del llamado 6-balance detallado

cudntico cuya definicén se reproduce de [14].

Definicién. 1.2.1. Sea 6 € [0,1] fijo. Se dice que un gms T : B(h) — B(h) admite
semigrupo 0-dual respecto al estado p si existe un semigrupo uniformemente continuo

{T Y0 en B(h) tal que
tr(p = Te(@)p") = tr(p'p Te(w) (1.16)
para todo x,y € B(h), t > 0.

Definicién. 1.2.2. Un gms {T;}+>0 satisface la condicion de 0-balance detallado cudntico
(0-QDB) respecto al estado normal, invariante y fiel p, si su generador L y el generador

L del semigrupo 0-dual satisfacen la igualdad

L(z) — L(z) = 2i[K, z] (1.17)
para todo x € B(h) y K operador auto-adjunto.
El siguiente teorema es el 5.1 en [14] y en el mismo se puede ver la demostracién.

Teorema. 1.2.3. Un gms T satisface la condicion de 0-QDB si y sélo si existe una

representacion privilegiada de L por medio de los operadores H, L k > 1 tales que
1. H=K+¢, c€eR.

_1
2. N\, 2Ly = > ugiL; para algin A\, > 0y (ugj)k; operador unitario.
J

El siguiente es el Teorema 8 en [1].
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Teorema. 1.2.4. Dada una representacion especial de L, entonces lo siguiente es equiv-

alente

1. Eziste una sucesion de pesos positivos {qi}r>1 y operadores H vy {L;ﬂ}kzl de una

(posiblemente otra) representacion especial de L tales que
(L — L)(z) = —2[K, z] + II(z), (1.18)
donde K es un operador acotado y auto-adjunto, y

M(z) =Y (g — VL7 xLy. (1.19)
k

2. L es un generador acotado, los operadores H y { Ly }r>1 producen una representacion
privilegiada de L, H' Y {L;C}k-zl los correspondientes operadores en la representacion

privilegiada de L y existe una sucesion de pesos positivos {qi}r>1 y operadores H"

Y {Lg}kzl de una (posiblemente otra) representacion especial de L tales que

~ 1,
Ly = q} Ly, para toda k > 1.

Si la diferencia entre los generadores infinitesimales de los semigrupos predual y directo
respectivamente, puede expresarse como en (1.18) entonces se dice que el qms satisface la

condicién de balance detallado pesado (véase Definicién 5 en [1]).
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Capitulo 2
Estados invariantes de equilibrio

Este capitulo esta basado en los trabajos [39], [26], [27] v [42]; sin embargo, es una rees-
critura de la forma del generador infinitesimal la que le confiere una presentacién distinta
a algunos de los resultados en los trabajos arriba citados. Ademads, se presentan algunos

de los resultados contenidos en [30].

2.1 El semigrupo cuantico de Exclusion Asimétrica

El generador infinitesimal GKSL del qms de Exclusién Asimétrica actia en B(h) donde
h = ®fezd hi, by = C? y ¢ = {|0)},cze la sucesién estabilizante. Sea Z9, cada r €
Z% es llamado sitio y su norma es |r| := sup|ri|; dada un funcién 7 : 7% — {0,1} se
denotara indistintamente 7n(r) o n, al Valorz de n en el sitio 7; Supp(n) = {r € 79 :
ne = 1}, In| = #Supp(n); S = {n : Z¢ — {0,1} : |n| < o<}, todo elemento de S
es llamado configuracién. Dado un ordenamiento de Z% = (rg,r;...), se estable una
correspondencia uno a uno entre Z% y Z,, en la que se identifica a cada elemento de Z¢
con su subindice en la ordenacién, con 79 = 0y |[rn|oo < |Fntiloo. Del mismo modo, se
identifica al soporte de una configuracion n con el conjunto de indices de los sitios en
Supp(n) ie., si Supp(n) = {ry,...,m,} = {li,...,lx}. Para cada n € S se denotard
) = 1oty -1 0 ) = 11irg) @ 111r2) @ -+ Q [1ry) @i 10)- Sno = {m = In| = n} es

el conjunto de las configuraciones de tamano n, 5 = {|n) : n € S}, B = {|n) : n € Sn}

19
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y Vy := Span By; V;, seréd llamado el espacio de n particulas. P, la proyeccién ortogonal
sobre V,, y A,, := P,B(h)P, serd nombrada el dlgebra hereditaria de V,,. Por simplicidad
se denotard 7 en lugar de |n), de tal modo que & y § son el mismo conjunto. Dada n € S
definimos 7,s(1) = n(l) si l ¢ {r,s} 6 1 —n(l) sil € {r,s} y al operador Cys : h — h;
Crsn = (1 —ns)nenrs. Obsérvese que (1 —ns)n, = 1 siy sélo sir € Supp(n) y s ¢ Supp(n)
y que Crg = C%..

El generador formal GKSL del qms de Exclusién Asimétrica es

£(z)[n,&] = (x)[n,&] + (Gn, z§) + (n, 2GE) (2.1)

donde
Z Z2a+ CrxChrs + Z 2a,,CrxCg (2.2)

r s>r s<r
es la parte completamente positiva de L, affs son numeros estrictamente positivos y

G = =3 ¢(n)|n)(n| operador de multiplicaciéon donde

nes
=2z = mme D (= nom);
T 8>T s<r
zE =ak + zbi y b nimeros reales. Sea F': § — R la funcién asociada con el operador

de multiplicacién <I>(I ) y cuya accién sobre una configuracién 7 es

donde los conjuntos I f{ y I';, estdn definidos por

F; ={(r,s) €Zy XZy :s>r, (1 —ng)n, =1}
L i={(r,s) €Zy xZy 15 <71, (1 —ns)n = 1} (2.3)

Sea L el generador infinitesimal del qms de Exclusién Asimétrica, para © € Dom(L) =

{z € B(h) : £(z) € B(h)} L se puede reexpresar en la forma de Lindblad como

=> (O LfraLl +> LrzL;,) + G'x + 2G, (2.4)

r s>r s<r
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donde L, = \/2a/5Crs si s > 1, Ly, = \/2a;5Crs sis <r. Conx = Y wpe|n)(¢]
n.€€S

L(z) = Z { Z (220/;;3?7)7557‘5(1 —ns)mr(1 — &§5)&rt

n,EES T s>r

> 205,06, (1= ns)me(1 — €)&) — (c() + c(€))zye Fm) (€. (2.5)

s<r

Por otra parte, es facil ver que G = —iH — % (X LFLf, + Y Ly Ly,), donde H =

T s>r s<r

S (k1 —ns)n — s;b;s(l —ns)nr) Hm)(nl y que

neS r s>r

L(x)=1i[H, z]— 5 Z (Z(mL;rs L, — 2L Lt + LTXLT 2)+
r s>r
> (@Lyf Ly, — 2L, aL,, + L L)) (2.6)

s<r

Se asumira que

D lEh+ ) Izl < oo, (2.7)

s>r s<r
para todo r fijo, lo cual asegura la existencia del semigrupo dindmico cudntico minimal
(véase [39]); obsérvese también, que el operador G puede ser no acotado, ya que la funcién
¢(n) puede ser no acotada. El édlgebra hereditaria A, es invariante bajo la accién del
semigrupo generado por L (véase [39]); cuando se restringe £ a A, se dice que se estd
tratando con la dindmica en el nivel n. Es facil ver que la accién del semigrupo predual

L, en un elemento

p=">_ p(n, (2.8)

n,£€S
en DomL, C Li(h) es

Li(p) = Z { Z (22%—;“777'5757“8)(1 = n)ns(1 = &)+

n,EES T s>r

Z 2a7;p(nrsa Ers)(l - 777”)775(1 - 57“)58) - (C(Tl) + @)P(Ua 5)}’77> <€’7 (29)

s<r

donde p(n,&) = (n,p€) y p(n) = p(n,n).
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2.2 Estados invariantes de equilibrio en el nivel uno

En este nivel, todo elemento n € S; es de la forma n = 1,, la funcién indicadora del tinico
elemento r € Supp(n). Como punto de partida, se supondra la existencia de un estado fiel

e invariante p. En este nivel
p= Zp 1) (1, |+Zp Lr, 15)[ 1) (L], (2.10)
donde el conjunto I' estd definido por
I':i={(r,s) € Zy x Zy : 7 # s}. (2.11)

Obsérvese que en el nivel uno, Crs = |15)(1,|. Sea x = > 1) (1r] + D zrs|1;)(1s] un
r r

elemento arbitrario en Aj; un calculo directo muestra que

=> (D 2af (s — 2 1) (Lo + ) 207, (w5 — ) [10) (1)

r s>r s<r

Asi mismo, de forma directa se puede obtener que
G+ 2G == mra(c(ly) + c(1))1)(Ls| = 2) ", Re c(1,)[1,)(1,]. (2.13)
r r

Obsérvese que en este caso, el generador es del tipo no degenerado i.e., los proyectores en

la descomposicién espectral de H son uno dimensional (véase [8]).

2.2.1 Conservatividad

Hasta ahora, se ha referido libremente al modelo de estudio como qms de Exclusién
Asimétrica; sin embargo, para llevar dicho apelativo debe probarse primero la conser-

vatividad del qds. Esta seccién, basada en [30] estd dedicada a ello.

Proposicién. 2.2.1. Los operadores G y LE, r # s, del qds de Exclusion Asimétrica

satisfacen la Hipdtesis AA (1.13).

rSs’
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Demostracién. Ya que para todo r # s, los operadores L,ﬂfs son acotados, su dominio es

todo h, asi que Dom(G) C Dom(LL,) para todo 7 # s. Con u = 135 (u, Gu) + (Gu,u) =

—2Re (1) = —2(Z>:ta;§ + ga,;) vy (X (L, Liu) + Y (Lyyu, Low)) = 3245 +
S S

r o s>r s<r s>T

> 2a,,. O

s<r

+.

—; 1 # s satisfacen la Hipdtesis AA, se tiene asegurada la

Puesto que los operadores Gy L
existencia del qds minimal (véase Ref. [13]). Por otra parte, en el nivel n = 1 la funcién
F asociada al operador ®([), actia en una configuracién 1, como
F(l) = (3_ais +D_ar).
s>t s<t

La siguiente proposicién (basada en los Teoremas 4.4 y 4.5 en [8]), da condiciones bajo las

cuales el qds de Exclusién Asimétrica en el nivel n = 1 es conservativo.

Proposicién. 2.2.2. Sea A = my operador de multiplicacion tal que f : Sy — R satisface
f(l)a;, = af,f(ls) si s >r, f > F; Sea D = Span 1 y supdngase que Dom(G) C
Dom(®2) y que eziste b € RY tal que para toda r, 2(3 (ag, — afy) + X (af, — ary)) <0,
entonces el qds de Exclusion Asimélrica es conservat;;or: =

Demostracién. Para probar la conservatividad, se verificarda que bajo los supuestos da-
dos, se satisfacen las condiciones dadas en (1.1.8). Primero, obsérvese que Dom(G) =
{fu e Vi S|, u)e(1)]? < oo}, Dom(®) = {u € Vi : 3|14, u)F(14)]? < oo}, Dom(A) =
{u e :tz|<1t,u>f(1t)|2 < oo}; asi que D C DO’I;L(G). Para verificar que G, LZ;
r # s satisf;cen la Hipétesis C (1.1.7); sea D = Span 31, claramente D C Dom(G),
D C Dom(A) C Dom(A%). Se probard que D es un dominio esencial para AZ; sea el
par (u,Au) con u € Dom(A), se mostrard que existe una sucesién (v, Av,) con v, € D
tal que (vp,Avy) — (u,Au). Sea v, := Y (14, u)l; donde By, := {r € Z; : |r| < n},

teB,
por lo tanto v, — u y ||[Au — AvnH2 =1 > <1t,u>f(1t)1t||2 = > |<11t,u>|2(f(1,5))2 —
t¢ By, té By n—00

0. Sea {W;}i>o el semigrupo generado por G, ya que Wyu = e Mty W (D) C D,
LE(R()\;G)(D)) C D para toda r # s, A > 0. Con u = 1;

2Re (A2u, AZGu) + > (Y (AZLfu, ASLiu) + Y (AL u, A3 L u)) =

T s>r s<r
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—2f(1 Zats—{—Zats (ZQag;f(ls)—l-ZZa,;f(ls)) =

s>t s<t s>t s<t
2f(1)> (a5, )+ (af; ) < bf(1y). (2.14)
s>r s<r
Ya que f > F
(@2u, B2u) < (A2u, A2u), (2.15)

con lo que se tiene la demostracion. Para un u general se tiene el mismo resultado debido

a la linealidad y la independencia lineal de {1, : r € Z, }. O

El qms de Exclusién Asimétrica en el nivel uno es genérico en el sentido de [8]; una prueba
de la conservatividad de esta clase de semigrupos cudnticos, se da en los Teoremas 4.4 y

4.5 en el mismo articulo.

2.2.2 Condiciones sobre el estado invariante

El siguiente resultado es el Teorema 3.1 en [30] y muestra que un estado invariante fiel

tiene que ser necesariamente diagonal.
Teorema. 2.2.3. Sea p un estado invariante y fiel en el nivel n = 1, entonces

1. p es diagonal respecto a la base {1, : v € Z+} y para cada v € Z+

g(a;p(ls) —atp(1,)) < oco.

2. Los operadores de Krauss L, de L, satisfacen la siguiente relacion

donde \ps = (}5

p(Ls)
p(lr) "
Demostracion. 1. Se probard que p(1,,15) = 0 para toda r # s. Ya que p es un

estado invariante, p € Dom(L,) y L«(p) = 0. Dada la linealidad

= X L1 + 3 o1 1)L (111D (2.17)
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donde, y de acuerdo a (2.9), L.(|1r,)(1s]) =

Z Zars — 17(8)) 13 (1) (1 = L5 (8)) Lo () [(Lrg ) s ) {(Lsg )|+

T s>r

Zars - To 11"0(7‘)(1_ 180(5))180(T)‘(lm)m><(180)r5|)_

(c(1rg) + c(Ls))1rg) (L5, (2.18)

ya que (1 —1,,(s)) 1 (r) - (1 —15,(s))1s,(r) = 1siysblosirg =so =1y s ¢ {ro,So}-

Como consecuencia de (2.17) y (2.18), un cdlculo directo muestra que L.(p) =

Z 220’1"5/) ‘1 1 ’+Z2arsp ><18|)_

Z Zzarsp ‘1 1 ’+Z2arsp ><1T|)_
D (e(1y) + e(15)p(Lr, 15) 1) (L5 (2.19)
Iy

aplicando el cambio de variables (r,s) — (s,7) en el primer renglén, la anterior

ecuacién es igual a L. (p) =

23" (3 (amn(ls) — afp(1) + 3 (ahp(Ly) = apup(1:))) 1) (L]~

r s>r s<r

> (e(1y) + (L) p(Ly, Lo) 12 ) (L. (2.20)

r

Dada la independencia lineal de {|1,)(14| : r, s € Z4 }, la ecuacién (2.20) implica que

Z(as_rp(l ) - a’rsp + Z srp - a;sp(lr) =0 (221)

s>r s<r

para todar € Z, y —(e(1,)+¢(15))p(1,, 15) = 0 para toda r # s. Ya que Re (¢(1,)+
( )) Z aros + Z aros + Z asos + Z a<;08 > O entonces (0(17’0) + 0(180)) 7é 0

s$>10 s<ro $>50 s<80
y por lo tanto p(1,,15) = 0, i.e. p es diagonal respecto a {1, : € Z;}. Obsérvese
que (2.21) implica que para toda r, > (ag.p(1s) — afp(1,)) < oco.
s>r
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2.
LE = pvV/20511,) (1] = p(15) V2055 |15)( (1) LE, (2.22)
y
Lizp = V2a55|15) (1 p = p(1,)V/ 2a55] 1) (1r) Ly, (2:23)
1s)p(1y 1s
por lo tanto pLf, = %Lﬁ = gglrgL,st

O]

Se sabe ya que p es un operador diagonal por lo que conmuta con el operador diagonal H;
de esta observacion y el punto 2 del teorema anterior, se sigue que la representacion de £
es privilegiada (refiérase a la Definicién (1.1.15)). De (2.20) y la diagonalidad del estado
invariante, se tiene que (2.21) es una condicién necesaria sobre los valores propios de p

para que L.(p) = 0. Por otra parte, una condicién suficiente para esto ultimo es que
p(ls)ag,. = al,p(1,) para s > 7. (2.24)

Se llamara a tal condicién balance detallado infinitesimal.

La siguiente proposiciéon muestra la equivalencia entre la condicién de balance detallado
infinitesimal (2.24) y condicién de 8-QDB para 6 € [0,1] (1.17), y es la Proposicién 3.1
en [30].

Proposicion. 2.2.4. Sea p un estado invariante y fiel en el nivel n = 1 para el gms de
Exclusion Asimétrica; los valores propios de p satisfacen la condicion de balance detallado
infinitesimal si y sélo si para todo 0 € [0,1] el gms de Exclusion Asimétrica satisface la

condicion de 0-Q DB con respecto a p.

Demostracién. Como primer paso, se calcula al generador infinitesimal de semigrupo
f-dual. Se sabe que L(z) = p~ 1L, (p*Pxp?)p~? (véase Proposicién 3.2 de Ref. [14]),
six = ZxT\l Y (1] + E:UTS\I ) (15| entonces

Pl :Ep = ZJJTP( r)|1r><1r| + ;xrspl_e(lr)pa(ls)|1T><1S| y

L ( Zxrp L (11r)(Lr]) +Z$rsp 0 1) 0(15>£*(’17’><15’)- (2:25)
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De (2.18), un célculo directo muestra que

Z 22 Qg 7’ |1 1 ‘+Z2 Qg 1” S><18’)_

r s>r s<r

23 " a,Re c(1,)|1,) 1\—2%5 c(1))]1,) (1] (2.26)

Ahora, utilizando el cambio de variables (r,s) — (s,r) en el primer renglén y por la

condicién de balance detallado infinitesimal (2.24),

=3 (" 20 (s — )L (L] + D 205 (s — 2) (1) (1)) —

T s>r s<r

Z:crs (1)) 1) (L. (2.27)

Por (2.12), (2.13); (£ — £)(z) = G*z + 2G — 2G* — Gz = [(G* — G),z], y ya que
G = —iH — fEL*Lk, se sigue que (£ — L£)(x) = 2i[H,x] i.e. se cumple la condicién
de 0-QDB para todo 6 €10,1].

Ahora, si el qms de Exclusién Asimétrica satisface la condicién de 6-QDB para todo

6 € [0,1], en particular satisface la condicién de 0-QDB. Se verificaran las condi-

ciones del Teorema (1 2.3). Claramente ¢ = 0; ahora, para s > r, L* = \/2a;5C%, =
+ —
V2 V2 cr a”Lsr, entonces

/72%7 sr —
+
AL = _ Jedoars (2.28)
p(ls)asr ™

De aqui que la condicién (2) de (1.2.3), se satisface si y sélo si

P(lr)aj:s ; S

Borllrs Gfrs =srys>r

p(1s)asr f Y

U ’ = p(1r)ars - rr_ (229)
TS,T S == afrs =srys<r’
p(1s )asr f Y
0 o0.C.

luego (u,, /),y s operador unitario si y sélo si % =1sis>r. O
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Con el propésito de dar simplicidad a la nomenclatura, de aqui en adelante se denotara

noo+
a
H = L param<n y H":=1 paran <m. (2.30)
t=m 41t

La siguiente proposicion es la 3.2 en [30].

Proposicion. 2.2.5. Sea p un estado invariante y fiel para el gms de Fxclusion Asimétrica
en el nivel uno, y que satisface la condicion de balance detallado infinitesimal. Entonces

S H: ! < 00, y la forma explicita de los valores propios de p es,
s>r

p(1r) = (L+ Y H 4 ™) (2:31)

Demostracién. Sea r un sitio fijo. Como p es un estado entonces 1 = > p(15) = p(1,)+

SEZy
+
Y p(1s) + > p(1s). Un empleo repetido de (2.24) produce p(1l,42) = ZC“T“ p(l41) =
s>r s<r r42r41

HI*1p(1,). De manera general, para s > 7, p(ls) = H: 1p(1,) y para s < r, p(ls) =
(H:=H~1p(1,). Por lo tanto

L=p(L)(1+> H7'+Y (HH™). (2.32)

s>r s<r

De este modo, y para cada r, se tiene que > HS ™! < oo y (2.31). d
s>r

2.3 Estados invariantes de equilibrio en el nivel n

Sean los conjuntos
Cct = {(777T7 3) 18> (1 - 778)777“ - 1}7
C™ = {(777T7 5) s <, (1 - 778)771“ = 1})
CE={(n,rs) € Ct: ne8,}. (2.33)

Una condicién suficiente para que un estado diagonal o = > o (n)|n)(n| en el dominio de
"
L, sea invariante, se deduce facilmente de (2.9), ya que en un estado diagonal o, L.(0) =

SO 20k 0t = n)ns + > 2a5,0(nrs) (1 = ne)ns) — 2Re c(n) Hm)(nl. (2.34)

nes T s>r s<r
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Aplicando el cambio de variables (r,s) — (s,7) y la definicién (2.33) en (2.34)

—22 nrs _a U ’77 77|+2Z nrs —aq;U(Tl))|77><77|‘ (2'35)

De lo anterior se observa que una condicién suficiente para que L.(c) = 0, es

_l’_
o(nrs) = a—a(n) cuando s > 7, (1 —mns)n =1, (2.36)

Asr

condicién que al nivel n =1 es (2.24).
Las dos siguientes proposiciones estdn basadas en los trabajos [39] y [42], la primera de
ellas da un método para construir un estado invariante en el nivel n a partir de la existencia

de un estado invariante en el nivel n = 1 y al que se denotard por p;.

Proposicién. 2.3.1. Sea p1 un estado invariante y fiel en el niveln = 1; sea o : {0,1} —

[0,1] definida por a,(x) = % Para cadan € S, sea

= 1] er(()), (2.37)

T‘GZ+

entonces
1. p(n) > 0 para todan € S.

2. p= > pm)n)(n| es un estado invariante.

nes
Demostracién. 1. Ya que
Pl(lr)n(r) p1(1r) 1
p(n) = = ]I 11 (2.38)
T€Ly L+ (L) re Supp(n) L+ pi(ly) r¢ Supp(n) L+ pi(ly)

y el primer producto tiene una cantidad finita de factores, es suficiente probar que

el segundo producto es positivo. Se sabe que II m > 0 si y solo si
r¢ Supp(n)

> log(14p1(1,)) < oco; ademas w — 1siysélosipi(l,) — 0.

r¢ Supp(n) |r|—o00 |7|—o0
Como Y pi(1,) =1, se sigue que  [] m > 0.
r r¢ Supp(n)
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2. Para probar que p es un estado, se mostrard que > p(n) = 1. Para ello se sigue a
nes

a [34] y [42]. Por cada sitio r € Z4, «, es una medida de probabilidad en {0,1};
considérese la medida producto P de las a,s, la cual es una medida definida en la
o-algebra cilindrica C de {0,1}%+, de aqui que p(n) dada por (2.37) es la medida de

n C {0, 1}Z+, la que, claramente pertenece a C, y

P(S)=> pln) > 0. (2.39)
nes
Se probara que S es un evento cola con respecto a una sucesién de variables aleatorias

independientes, con esto y la ley 0-1 de Kolmogorov, se concluird que

> p(n) =1. (2.40)
nes
Sea 7, : {0,1}%*+ — {0,1} la proyeccién sobre el sitio n i.e. m,n = n(n). En-
tonces {m,}°°, es una sucesién de variables aleatorias independientes definidas en
({0,1}%2+.C,P),y S = l%lrggfﬁgl(O). De aqui que S sea un evento cola con respecto
a{mn}ozo
Ahora, se probard que el estado es invariante, verificando que p satisface (2.36).

Obsérvese que p(n,s) =

I pi(le) 1 1,1 g1 (2.41)

1+ p1(1y) L+pi(l) 14+p1(1) 1T+ p1(1s)
tESupp(1rs) t&Supp(1rs)
t#£r,s t#r,s
y que p(n) =
H pl(lt) . H 1 . pl(lT)n(r) . pl(ls)n(S) . (2 42)
1+ p1(1e) L+pi(l) 1+pi(l) 14+p(Ls)
teSupp(n) t¢ Supp(n)
t#r,s t#r,s
. : P (AN af | p (1))
dado lo anterior, es suficiente probar que TFpr(T) @) = ar 14pi(L)

p1(1)1(®)
1+p1(1s)

siempre que s > r y (1 —ns)n, = 1; pero bajo tal condicién, la tltima
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ecuacién se reduce a p1(ls) = %pl(h), que es la condicién de balance detallado
infinitesimal (2.24).
O

Proposicién. 2.3.2. En el nivel n, el gms de Ezxclusion Asimétrica satisface la condicion

de 0-QD B con respecto al estado invariante y fiel dado en la proposicion anterior.

Demostracion. Para probarlo, es suficiente con mostrar que las partes completamente
positivas de £ y £ son iguales, ya que de este modo (£ — £)(z) = 2i[H,z]. Primero,
obsérvese que pLEn = pv/2a75(1 = no)mies = p(nes) LiEn y L pn = p(n) Lin, por (2.36)

pL, = ars LELfp sis>r, pL., = a—fL;sp sis <. (2.43)

Qsr sr

rs)3 2L+, de lo cual se

ST

Porotraparte,paras>rL;;*:(a ) 2L, yparas <r L_*= (%

as'f‘

sigue que
+* a’v_"'—s % — a:; % Qgp as_r % —
pLys = (T) pLg = (QT) oF L (j) L_,p paras>r (2.44)
ST ST TS TS

1
y pLyf = (Zi’) 2L} p para s < r; por lo tanto

tr(px Lt yL}) = tr(Lf pxLi}y) = tr(pL, xL,y) paras>r (2.45)
y
tr(pzLySyLy,) = tr(pL s Liy). (2.46)
(2.45),(2.46) implican que tr(pzd_ (> LiFyLY + > LyfyLy,)) =
roos>r s<r
tr(p> (Y LyFaLy+ > LiraL}.)y), como y € B(h) es arbitrario, se sigue que ® = ®. [

r o s>r s<r
2.3.1 Una condicién suficiente para la existencia de estado invariante

El siguiente teorema es una reelaboracién del Teorema 3.1 en [27].

Teorema. 2.3.3. Para cada ro € Zy, sea h(ro) = > af .+ > a,, Sea p, =

s$>70 s<T0
3> pn(M)N)(n| un estado diagonal en el nivel n tal que sus valores propios satisfacen
LIS
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(2.36), y supdngase que
> afipa(n) + Y arspn(n) < oo, (2.47)
o Cn

entonces pn es un estado invariante para el gms de Exclusion Asimétrica.
Demostracién. Se probard que en L;(h)
pn = lim pk y lim £, (pF) =0. (2.48)
k—o00 k—o00

Y ya que L, es un operador cerrado, se concluye que p, € Dom(Ly) y Li(pn) = 0. Sea

keN, By :={reZy:|r| <k}, Sk:={neS,:Supp(n) C By} y pk = Ekpn(n)lnﬂn!-
nESY

Debido a la Proposicién 3.32 en Ref. [13] p¥ € Dom(L.,). Obsérvese que #S* < oo ya que
#DBy, < 00; By, C Bri1y U2 By = Zy, de lo cual se sigue que SkcSktly U,‘i"zlSﬁ = Sn;
por lo tanto p, > pktl > pF v

llon = oIy = tr(lon — pE) = tr(pn —pf) = Y puln) =0 (2.49)
nESH\Sk
cuando k — oo ya que Y. pn(n) = 1. Para probar el segundo limite considérese la
neSy

siguiente particién de los conjuntos C:*

Dl:gl: = {(7777'7 3) € C7:1t : kvnrs §é Sk}7
By i={(n,r,5) € Cif :n ¢ Sk, mys € SEY,
Fk :{(7777"78)66%' S 777"568}
Gy, ={(n,rs) € CE:n¢ Sk n.s ¢ Sk}
De (2.35), se tiene que L,(pF) =
2> (agpk(nes) — adoon () In) (] + 2 (adph(1rs) — arspk () In) (nl- (2.51)
cr Crn

Nétese que pE(n) = 0sin ¢ SFy pk(n) = pu(n) sin € Sk, por lo que la suma sobre Gf
es cero al igual que la suma sobre FF. esto tltimo debido a (2.36); la anterior ecuacién se

reduce a L, (pf) =

Z g Pk (nrs) + Z at Pl (nes) Z afph(m) =D arplh(m) ) (nl, (2.52)
Dy
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debido a la desigualdad del tridngulo

1L4(Pf)I11 < 2( Zasmn rs) + Zasrpn rs) +Zarspn n+ > anpi(n).  (2.53)
p=

Si (n,7,s) € I, entonces n ¢ Sk v n,s € S, lo cual implica que r ¢ Supp(n,s), s €
Supp(nys) C By y {r, s} A Supp(nrs) = Supp(n) ¢ Bg. i.e. |r| > k. Por lo tanto, y ya que
pn(nrs) <1

agpn(nrs)1 - (1,7, 8) Z ay; (2.54)
[1|>k

de manera similar, si (n,7,s) € D} entonces |s| >k y
afopn()1ps (nr8) < D af. (2.55)
[l|>k
Si (n,r,8) € E,j entonces n ¢ Sk y n,s € S¥, lo que implica que r ¢ Supp(n,s), s €
Supp(nys) € Br y {r,s} & Supp(nes) = Supp(n) ¢ By. ie. |r| > k, lo cual es una
contradiccién ya que s > r; lo mismo sucede si (1,7, s) € D, . De aqui, se tiene que para
toda (n,r,s) € Cp
0< a;‘;pn(nm)lEk— (n,7,8) + afspn(n)1 D (n,7,5) Z ag + Z ay; =0 (2.56)
[l|>k [l|>k

cuando k — oo. Por otra parte, para toda (n,7,s) € C,

0< Q;Pn(nrs)lEk— (n,r,s) + aﬁpn(n)lD; (n,r,s) < a;ﬂn(WS) + aﬁpn(n), (2.57)

lo cual no depende de k; nétese que (2.36) ocurre si y sélo si al.p(nys) = a,zp(n), s < r,

(1 —ns)n, = 1; sumando sobre toda (n,7,s) € C:F
> afpn(n) + > arypn(n) < oo (2.58)
c Cn

de donde se sigue que el lado derecho de (2.53) se va a cero cuando k& — oo, debido al

Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue. O

En el nivel n = 1, la ecuacién (2.36) se lee como,

DD IVBIERE ) EH (2.5

r S>r r s<r
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Proposicién. 2.3.4. sup (Y2, + Y 2a;,,) < 0o si y sdlo si para toda k € N, ®(I;) es
r€ly s>T s<r

un operador acotado en Vi := Span By, donde I, = es la identidad en V.

Demostracién. Obsérvese que ®(I;) = > F(n)|n)(n|. Se empieza por probar la sufi-

nESk
ciencia.
®(1;) = > F(1,)|1,)(1,| es un operador acotado y por lo tanto,
r€ly
oo > sup F(1,) = sup (Z2ajs + ZQCL;S). (2.60)
r€L+ r€Llt Sp s<r

Para probar la necesidad. Sea k € Ny n € S, entonces F(n) =

> Y 2al+ ) Y 2a,< ) F(1,). (2.61)

reSupp(n) s>r,s¢Supp(n) reSupp(n) s<r,s¢Supp(n) r€Supp(n)

Por lo tanto

|1®(Ix)]| = sup F(n) < sup Y F(1,) < sup (sup F(1,))(#Supp(n)) =

nESk neSkrESuppﬁﬁ nESK T1€L4+
k- sup F(1,) = k- sup (ZQCL:TS + Z2a;s) < 0. (2.62)
r€L+ r€L+ oSp s<r

O]

2.4 Dominio de atraccion de los estados invariantes

Con un estado invariante p en toda la dindmica, se construye uno en el nivel n al que se
denotard por p,. Obsérvese que para cadan > 1y r # s, P, la proyeccién ortogonal sobre
Vi, v los operadores de Krauss L, conmutan. Por una parte, sobre una configuracién
nesS, PoLsn=
{ 247 Porys si(1=no)yy =1 { 2a7ss  si(1—n)m =1, [n|=n
0 Si(l—nn, =0 0 si(l—n) =06y #n.

Por otra parte L,sP,n =

Lysnes st =n _ 2aris77rs silnl =n, (L —ns)n, =1
0 sifpl#n 0 si(1—ns)n. = 06|n| # n.
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Proposicién. 2.4.1. Sea {T;}+>0 el semigrupo cudntico minimal del gms de Exclusion

Asimétrica, entonces
1. P, Ti{(x)P, = T{(P,xPy).

2. Si p un estado invariante en toda la dindmica y

P,pP,
tr(pPn)’

Pn =
entonces py, es un estado invariante en el nivel n.

Demostracién. 1. Se probaré que se se satisface P, 7% (z) P, = T,*(P,zP,), para cada
iteraciéon del proceso constructivo del semigrupo cuantico minimal. Se procedera por
induccién sobre k; para k = 0 y de (1.11), T2(z) := W;zW;, donde {W;};>¢ es el

semigrupo generado por G, luego
P, T ()P, = P,W;aW, P, = W} P, aP,W; = T,” (P P,),

ya que Py, G y el semigrupo que genera, son operadores diagonales respecto a la base
{n: n € S}, y por tanto conmutan. Ahora, supéngase que para u,v € Dom(G),
x € B(h) y algin k, se satisface

<u, Pnﬁk(a:)an> = <u, ﬁk(anPn)v>
y se probard se satisface para k + 1. De (1.9),

<u,Pn7;k+1(x)Pn > = <Pnu,7;k+1(x)an;> _

(P, T2 () Pav) + /O 5 (@) Wi Prs, Wi Pyl (2.63)

Ahora, de (1.10) y la hipétesis de induccién, el integrando en (2.63) es igual a

3 <LfESWt_TPnu, ﬁk(x)Wt_Tan> = <LﬂtsWt_Tu,Pn7'Tk(x)PnWt_Tv> -
r#s r#s

3 <LfSWt_Tu,7;’“(anPn)Wt_Tv> - (tk(anPn)) (Wi, Wo_yv].  (2.64)
r#s
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De (2.64) se sigue que (2.63) es igual a

(u, P, T2 (z) Py + /0 t ) (TT’f(anPn)) (Wi_ru, Wy vldr =

<u, 7;k+1(anPn)v> )

Pinn) _ tT‘(an) _

2. Claramente p,, es positivo, tr( 1 y para todo = € B(h),

tr(pPn)/ — tr(pPn) —
P,pP,
(TG opy ) = tr<;Pn)”(MP”p Fr)z) = tr(;Pn)tr(p PT@)Pn) =
1 1 P,pP,
mtr([ﬂ?(ﬂlﬂ%)) = mtr(ﬁt(p)anPn) = tr((tr(an))x)’ (2.65)

lo cual muestra que es un estado invariante.

La siguiente proposicién esta basada en [29].
Proposicion. 2.4.2. Se satisface lo siguiente:
1. En cada nivel hay un dnico estado invariante para el gms de Fxclusion Asimétrica.

2. Todo estado invariante diagonal es una combinacion lineal convexa de estados in-

variantes p, definidos en la proposicion anterior.

Demostracién. Lo primero afirmacion se satisface dada la irreducibilidad de la dindmica
en cada nivel (véase [19]); se denotard por p, a ese inico estado invariante en su respectivo

nivel. Sea ¢ un estado invariante diagonal. Se mostrara que
oo
o= tr(cPy)pn. (2.66)
n=1

Dado que p conmuta con las P, y que P,oP,, = tr(cP,)pn, se sigue que

(o.9] o o
o= Z P,o = Z P,oP, = Z tr(oPy)pn.- (2.67)
n=1 n=1 n=1
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Definicion. 2.4.3. Dado un estado invariante p su dominio de atraccion es

1 t
A(p):={o € S(h): tliglo 7/ Tes(0)ds = p en la topologia débil de Ly(h)}, (2.68)

donde S(h) es el conjunto de estados en B(h).

La siguiente proposicién (Corolario 2.1 en [29]) caracteriza al dominio de atraccién de un

estado invariante.

Proposicién. 2.4.4. Sea p un estado invariante diagonal. Entonces A(p) = {o € S(h) :
tr(ocP,) =tr(pP,)Vn}.

Demostracién. Sea o € A(p), debido a la markovianidad de T;, T, preserva la traza, de
donde se sigue que tr(cP,) = tr(Tw«(o)P,), de este modo
I I
tr(oP,) = lim — [ tr(T.s(o)P,)ds = lim tr(t/ (Tes(o)dsPy) = tr(pP,),  (2.69)
0

t—oo ¢ Jq t—o00

debido a la continuidad. Por otra parte, si tr(cP,) = tr(pP,) para toda n
1 1
i [ Ttorts = fim [ Tto S P =

1 1
tllglot/o zn:ﬁs(an)ds:tlggot/O zn:PnaPnds—p. (2.70)
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Capitulo 3

Algunos estados invariantes fuera

de equilibrio en el nivel uno

Este capitulo contiene los principales resultados en [30].

Se inicia esta seccién con una discusion heuristica sobre como se establecen hipdtesis bajo
las cuales es posible construir estados invariantes fuera de equilibrio para el qms de Ex-
clusién Asimétrica. De la prueba del Teorema (2.2.3), se desprende que la condicién (2.21)
sobre los valores propios de p es necesaria para que L,(p) = 0, mientras que la condicién
(2.24) es solo suficiente para ello, ya que (2.24) implica la anulacién de cada témino en el
lado izquierdo de (2.21). En esta seccién se propone una forma de construir una solucién
a (2.21) sin que se cumpla la condicién (2.24); una vez hecho esto, se prueba que, en
efecto, se tiene a un estado invariante fuera de equilibrio. Los resultados principales estan
contenidos en los Teoremas 3.0.5, 3.0.6, 3.0.7 y 3.0.8. El capitulo finaliza con un ejemplo

explicito.

De (2.12) y (2.26), ecuacién en la que no se ha empleado la hipdtesis de balance detallado

infinitesimal (2.24), se puede facilmente obtener que

(L —L)(z) = 2i[H, z]+

ST 20 (af, a;pﬁjg) + 3 2 (ar, - af,

s
r s>r P s<r

p(1s)
p(lr))}’1r><1r|- (3.1)

39
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Obsérvese que 5|1,)(1,| = |15)(1.|*x|1s) (1|, de este modo se puede reescribir (3.1) como
- 1, .
(£ —L)(x) =2i[H,2] + ) Y 2(af, — as_rzglg)|1s><1r’ 2[1s) (1r [+
T s>r r
Ls)
2am — ot LIy 1y 1 a1 (1, 3.2
2.2 o)) L) (Ll L) (1 (3.2

es decir, el qms de Exclusién Asimétrica satisface la condicién de balance detallado pesado
(véase Definicién 5 en [1]).

Para construir un estado invariante fuera de equilibrio, se proponen escalares estrictamente
positivos af, que satisfagan (2.21) y que al mismo tiempo al menos uno de los coeficientes
de los operadores |15)(1,|*z|1s) (1| en (3.2), sea diferente de cero.

Se da la siguiente terminologia: Para s < r, la expresién (af.p(1s) —a,,p(1,)) serd llamada
corriente hacia arriba de s a r,y (a.,p(l,) — at.p(1ls)) corriente hacia abajo de r a s.
Obsérvese que, para s < r la corriente hacia arriba de s a r es uno de los sumandos
que conforman el coeficiente del operador |1,)(1,| en la ecuacién (2.20), y su negativo, la
corriente hacia abajo de 1 a s, es uno de los sumandos que conforman el coeficiente de
|15)(14| en la misma ecuacién.

Sean sg, s1, Tg, S sitios fijos, con 0 < sy < rg. Supdngase que la corriente hacia arriba de

so a ro es diferente de cero, i.e.

oo P(Lsg) = o P(Lry) = d # 0. (3-3)

La maneras més simple de compensar (3.3) en (2.21) es proponiendo que los valores propios
de p satisfagan alguno de los dos siguientes casos:

Caso (I): Sup6ngase que
e 0 <sp<s1 <.

e La condicién de balance detallado infinitesimal (2.24) es vélida para todos los pares

(r,s) diferentes de (s, s1), (s0,70) ¥ (51,70)-
e Se tiene que

aj;’l"op(]‘sl) - a%slp(er) = _d7 a;sap(lsl) - a’;t)slp(]‘&so) = d (34)
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Caso (II): Supéngase que
e 0 <59 <19< 89.

e La condicién de balance detallado infinitesimal (2.24) es vélida para todos los pares
(r, s) diferentes de (so,70), (S0, S2) ¥ (70, S2).
e Se tiene que

as_grop<152) - a;%st(lTo) = _dv as_gsop(152) - a;_OSQP(lSo) =d. (3'5)

Es evidente que (3.3) junto con las hipétesis del Caso (I) implican que

1. Se satisface la condicién necesaria (2.21) para toda r € Z4, ya que cada término en
(2.21) es igual a cero excepto aquellos en los que r = sg, s1 0 T9; en estos casos, y si

por ejemplo, = s¢ entonces el lado izquierdo de (2.21) es igual a

D (anp(Ls) = adoup(Lsg)) + D (adi,p(Ls) — agen(ls,) =

§>50 <580
(ag,50P(Ls1) = adys, (Ls0)) = (A7 5P(Lrg) — adpop(1sy)) = d — d = 0. (3.6)

De manera anéloga (2.21) se satisface para r = s1, 79.
2. Sisg+1#s1ys1+1#rg, es decir sg, $1 y rp no son consecutivos, entonces

a4 1,p(Lr1) = oy p(1r) (3.7)

se satisface para toda r € Z4. Si sg+ 1 = s;1 entonces (3.7) se satisface para todo
sitio r excepto para el sitio sg. Si s1 + 1 = rg entonces (3.7) se satisface para todo

sitio r excepto para el sitio sg.

3. (p(1s,), p(1s,), p(1,,)) es la tnica solucién al sistema lineal

a’;_oTOp(]‘SO) - aTT()Sop(]'TO) = d
a;rlrop(lsl) - a;oslp(lro) = —d (3.8)
a;:)slp(lso) - a’s_180p(151) = _d

Si su determinante, A, es distinto de cero, obsérvese que las ecuaciones que componen

al sistema (3.8) son justamente las relaciones (3.3) y (3.4).
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4. Exactamente seis coeficiente es (3.2) son distintos de cero; los coeficientes en (3.8) y

los negativos de estos, necesarios en la compensacion.

El hecho de que los valores propios de p satisfagan las condiciones en el Caso (I) y (3.3),
significa que se satisface la condicién de balance detallado infinitesimal en todo el sistema
excepto entre los sitios sg, s1 y 79, los cuales forman un sub-sistema en el cual se viola

la condicién de reversibilidad de Kolmogorov (véase Definicién 3.4 en Ref. [26]), ya que

— a0 at at —at o a- i ; Gsgs1%s1mg
A = G0 Oos, Oarrg = QagrgOrosy Gsy 50> €0EONCES, asumir que A # 0 equivale a o #
0"o

Args; s sq
argso
La solucién a (3.8) es

dAs dA dA,
pln) = 532, plle) = S5 p(l) = S35 (39)

donde dAg,, dAs, y dA,, son los determinantes de Cramer en la solucién. La necesidad

de resolver (3.8) junto con la de satisfacer (3.7) y el hecho de que los valores propios
de p deben ser numeros estrictamente positivos que sumen 1, lleva a establecer ciertas
hipdtesis necesarias sobre A, Ay, Ag,, Ay, d, las cuales estan escritas a detalle e lo largo
del Teorema 4.1 (véase ecuaciones (3.14) a (3.20)). Las diferentes hipdtesis en el Teorema
4.1 toman en cuenta todas las posibles relaciones de vecindad que pueden existir entre los
sitios sq, s1, Q-

El analisis de (3.3) junto son las hipdtesis del Caso (II) es similar al previo, ya que lleva

al siguiente sistema lineal

a’:SiE)SQp(]‘SO) - a550p(132> - _d
a’;t)SQP(]'TO) - as_gr()p(]'SQ) = d (310)
a;;)mp(lso) - aTT()S()IO(]‘TO) = d

Obsérvese que el signo en el lado derecho de (3.10) es contrario al signo en el lado derecho
de (3.8). De tal modo que si se cambia d por —d, el analisis es esencialmente el mismo.

Una primera estimacién del valor de d se obtiene como sigue: un cédlculo directo mues-

= —(a= a= - g= - gt — —(at o= + g

tra que A5() - (aroslasmo + a'f‘osOaSlSQ + argsoas1r0)7 A51 - (aSOT‘Oa’Tos1 + a8081a7‘081 +
+ g= — (gt at + - Y :

UgosyOroso)s Drg = = (oo Qi rg T Qo s, Oy + Qo s, 50); POT 10 tanto, si A > 0 entonces

d < 0y de (3.9) se sigue que
A A A
max{

}<d<0. (3.11)
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Del mismo modo, si A < 0 entonces d > 0y

0<d< {A 2 A} (3.12)

min A AL A .

+
A fin de dar simplicidad a los célculos, de aqui en adelante se denotard H)}, := [[I_, ZT—“
r+1r

param <ny H! =1 paran < m.

Teorema. 3.0.5. Sean {a/.}, {a;.} nimeros positivos y 0 < so < s1 < rq sitios fijos,

tales que A #0 y

[e.e]

Y HYT < oo, (3.13)

n=1

st uno de las siguientes condiciones se satisface

1. sp+1<s1 <rg—1, es decir, los sitios no son consecutivos,

A A A

TE=HYT, TR =HYT oy di= A H” Y +ZH" N7 (3.149)
S0 S1 n=1
2. sop+1=s1, s1+1<mg, es decir, sy y s1 son consecutivos,

A+af  Ag, A

Ay ==, =l y (3.15)
aslso S1
Agy (o1 1 n— 1 — n—1\ "}

d::(A (HEo™ +ZH ZHS1 ) . (3.16)

a8150 n—=s1

8. so+1<s1, s1+1=rmg, es decir, s1 y ro son consecutivos,

Asl —1 A + a’s T A
= g5 A, = Sire= 3.17
Aso S0 0 arOSI y ( )
d L (ASO (HSO 1 1 + Z Hn 1 - Hn—l) -1 (3 18)
e A E r0 . .

amsl n=rq

4. so+1 =51 =1r9g—1, es decir, los tres son consecutivos,

A, = A+af, Ag N ((ad,, + ag,4) A+ ad , ad, Agy) (3.19)
sy 50 Asy50Oros;
Yy d:=
A So— 1 n— 1 1 1 517”0 n— 1
(=2 (H; 1+ ZH — 4+ — Z H . (3.20)
A as1so aros1 aslso n—=ro
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Entonces existe un estado diagonal p que satisface (3.9). Ademds, bajo los supuestos de
la condicion 1, la ecuacion (8.7) se satisface para toda v € Z4. Bajo los supuestos de la
condicion 2, (3.7) se satisface para todar € Z4\{so}. Bajo los supuestos de la condicion 3,
(3.7) se satisface para toda r € Z4\{s1}. Por ltimo, y bajo los supuestos de la condicion

4, (3.7) se satisface para toda r € Z4\{so,s1}.

Demostracién. 1. Sea
1 dBs HEo~hH—1 1,) = p(1o)H? ! dan>1 21
p(lo) = —~(H" )™ p(la) = p(lo)Hy™"  paratodan > 1. (3.21)

La primera igualdad en (3.21) y la defincién de d en (3.14) implican que

pl1o) = 3 Hj (Y i) Sy - +2Hn1 )L (322

n=1

y la segunda igualdad en (3.21) implica (3.7), a,,, 1,p(In+1) = a5, 1 p(15), es decir,
se satisface la condicién de balance detallado infinitesimal ente sitios consecutivos.

En particular se tiene que

- dAs — — — dAS
dAS so—1\— S0— S1— dAs
P<151) = AO (H()O 1) 1Hoo 1H801 b= Tl (3-24)
p(lry) = dis(’ (H ™Y He T HS L = %. (3.25)

Ademads y debido a (3.22)

D p(la) = p(lo) + Y p(lo)Hy " = p(lo)(1+ Y Hy ') = 1. (3.26)

n=1 n=1

2. Sea p(1lp) igual que en (3.21) y

p(1o)Hy sil<n<sg
p(ln) = { P(L0)H" + 2= sin=s (3.27)
(p(lo)Hy® + )H” 1 sin> s

@150
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En este caso y debido a la definicién de d en (3.16), p(1p) =

<AASO (Hgo 1 1+ZH6L 1 - i nglfl)_lAASD (Hgo—l)fl _

5150 p—g,

(a+>Smy+
n=1

Evidentemente, la condicién (3.7) se satisface para toda r excepto para r = sp; como

A 2 gt Z H 1) . (3.28)

Qs
S$180 n—s1

p(1,) se define igual que en el punto 1 para n < sg, del mismo modo que en (3.23)
dAs

p(lso): AO;
dA, so—1\—1 778 d  dAg a;rs d dAg,
o) = P ppaomtytgpo 4 By A dBy g0
( 1) A ( 0 ) 0 Usqsg A Asqsg Asqsg A
dA so—1\—1 r—l d ro—1 _
o) = S B H
0 A 0 0 a5130

(3.30)

dBsy @y By, d ATO_dAm(AmjoslA )ZdATO'

5051 a
A Qsy 50 A51 Qs 50 A31 A A51 A

Qsys0

Ademés, debido a (3.27), > p(1,) = p(1lo)+

(o.)
d
ZIO 10 Hn 1+,0(1O)HSO+ + Z 10 Hn 1 HTL 1)
n=1

asysg ,° sl %180

Z Hr (3.31)

aslso n—=s,

oo
p(lo)(1+ ) Hy™) +
n=1
De la primera igualdad en (3.21), d = p(lo)AASOHgofl; de este modo y debido a
(3.28), (3.31) es igual a

o) ((1+ ng—l) — = ! Z HiT) =1 (3.32)

(13150A n=s1

3. La demostracién es similar a la del punto anterior.
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4. Sea p(1p) igual que en (3.21) y

p(lo)Hy ! sil<n<sg
p(lo)Hy" + — sin=s
1Y) = o 3.33
pIn) p(lo)HY + —4—(1 + Z”TO) sin=rg (3:33)
T091 gl<:0
(p(Lo)Hy' 4+ —2—(1 + 210 )) gt sin >
7'051 aSlSO

En este caso, debido a (3.20) y (3.21), p(1o) =

A A
1+ZH’IZ 1 HOS()fl_i_ - HS(] 1 817‘0 ZH’H 1 334)

aslsoAso Arosq Aso aslso r=rg

Recuérdese que en este punto, se asume que s; = sg+ 1y rg = s1 + 1. Es claro que

(3.7) se satisface para toda r excepto para r = sg, s1; nuevamente y como en (3.23),

p(ls)) = dAASO; (3.29) p(1s,) = dAAﬁ ya que en este punto
tenemos las mismas suposiciones para Ay, que en el punto 2;
dA il d al
plley) = S0 (H ™)V HG 4+ (14 20 =
Argsy Us1s9

d ((a;iro +a Slso)A + a’josla‘jﬂ”oA ) dATO

— = , 3.35
A Qs 500rgsy A ( )
debido a la segunda igualdad en (3.19). Ademds y debido a (3.33),
n—1 S0 S1
Zp p(1o) +Zp Lo)Hg ™ + p(Lo)Hg* + —— + p(Lo) H;
n=1 sy s
af > d al
(1 =) S (o) H 4 —— (1 =) Y —
rgsy Asiso prot1 Grgsy Gs1s9
- n—1 d d 517“0 n—1
p(lo)(1+ ) Hy ')+ ——+ S e

a A, a
ne1 5150 r081 5150 p—rg

nuevamente, por la primera igualdad en (3.21) y (3.34), la dltima expresién (3.36)

es igual a 1.
O
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El siguiente teorema da una condicion suficiente para que el estado p construido en el

Teorema 3.0.5 sea invariante.

Teorema. 3.0.6. Si en adicidn, el estado diagonal p construido en el Teorema 3.0.5

satisface

p(1s)ag, = p(1r)a),  para s>y (r,s) # (s0,51), (50,70); (51, 70), (3.37)
y p € Dom(L,), entonces el estado diagonal es también invariante.

Demostracién. Ya que p € Dom(L,), solo debe mostrarse que L.(p) = 0. Como p is
diagonal, (3.37) implica que cada sumando en (2.20) es igual a cero excepto los correspon-

dientes al sistema lineal (3.8), de este modo
‘C*(p) = d|1T0><1T0| - d|150><180| - d’11”0><17“0’ + d‘181><181|_

d‘181><151| + d|150><150] =0. (3‘38)
]

Se presenta ahora una condicién suficiente para que el estado p del Teorema 3.0.6 pertenezca

al dominio de L.

Teorema. 3.0.7. Sea p el estado diagonal del Teorema 3.0.5 que ademds satisface (3.37).
Una condicion suficiente para que p € Dom(Ly) es

ZZaﬁgp(lr) < 00. (3.39)

r S>r

Demostracién. La demostracién es similar a la del Teorema (2.3.3). Ya que es claro que

pF =3 p(1,)|1,)(1,] € Dom(L,), se probara que en Ly (h)
r<k

p= lim p* y lim £L.(p*) =0, (3.40)

k—o00 k—o00
y ya que L, es un operador cerrado, se concluye que p € Dom(L,) y L«(p) = 0. Para la
prueba del primer limite, obsérvese que como p > p*

lp = Pl = tr(lp = p*) = tr(p— p*) =D p(1,) = 0 (3.41)
r>k
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cuando k — oo ya que »_p(1,) = 1.

-
Para la prueba del segundo limite, considérese los siguientes conjuntos

D ={(r,s):r<k<s}, E, ={(rs):s<k<r}
Fr={(rs):r<s<k}, F,={(rs):s<r<k} (3.42)
G ={(r,s): k<r<s}, G, ={(r,s): k<s<r}

Nétese que pF(1,) = p(1,) sir < ky p*(1,) = 0si r > k, de aqui y para (r,s) € G,
p"(1,) = 0; de este modo y debido a (2.20)

:_2Zarsp ‘1 1 ’+2Zasrp ><17"H_

2 (agp(Ls) = afip(L) L) (L] +2 Z(a;pus) — arp(1)) 1) (1, - (3.43)
Fr FT
Por (3.37), para k > 19, en (3.43) la suma sobre F}' es igual a

(a5, 50P(Ls1) = g5y P(Lsg)) | Lso) (Lol + (g0 0(Lrg) = adirep(Lso)) Lo (Lo |+

(rgsy P(Lro) = g p(Ls1)) |15y ) (L, (3.44)

y sobre F} es igual a

(g5, P(Lsg) = 5,502 (Le1 )| Lsy ) (Lsy | + (ad 0 p(Lsg) = 02 (Lrg )Ly ) (Lo |+

(aglrop(181)'_ a;gslp(lro))llro><lroh (3'45)

asi, la suma sobre F] ,j mas la suma sobre F}~ es igual a cero. Sobre D,j

\—2Zamp L =237 3 af(1,) (3.46)

r<k s>k

ya que sobre este conjunto s > k > r, entonces a,;p(1,) < S atp(l,) < Sat, — 0
s>k s>k
cuando k — oo ya que Y. af, < oo, debido a (2.7) y a que 2z = af, +ib;
s>r
parte af,p(1;)1+ < afp(1;) lo cual no depende de k, sumando sobre (r,s) con s >
k

T, atp(l,) < oco. Asi, el lado derecho de (3.46) se va a cero por el Teorema de
’I’Sp

r s>r
Convergencia Dominada de Lebesgue. Sobre E, ", se emplea el mismo razonamiento. [

por otra
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+

Obsérvese que si Y af;

s>T

como funcién de r es acotada, y dado que

D> ake(ly) < sup{Dal)

r s>r s>r

entonces se satisface (3.39).

Por ltimo se probara que el estado del Teorema 3.0.7 es de no equilibrio.

Teorema. 3.0.8. FEl estado p del Teorema 3.0.7 es un estado invariante fuera de equili-

brio.

Demostracién. Ya que p es invariante, basta entonces mostrar que para algin = € B,

(L — L)(z) # 2i[K,z] donde K es un operador auto-adjunto. Para ello, considérese a
x = |15,)(1s,]; ya que K = H entonces [K,z] =0y

~—

—V2) = 26a- . —at P(1s o —at p(1sy) _
(E ﬁ)( ) 2( S$180 S0S1 p(lsl))|181><181| +2( T0S0 SoT0 (1T0))|17‘0><1r0|

2d 2d
o el = S ) (L. (3.47)

p\S1 ro

B

O]

Ejemplo. 3.0.9. Se finaliza este capitulo con un ejemplo concreto de esta construccién,
especificamente de la del punto 4. Sean sp = 0, s1 = 1 y r9g = 2. Se buscan escalares

positivos a;

4s» G5 v alguna constante d # 0 tales que

aaer(lo) —ayp(lz) = d

aBp(ll) ag p(l2) = —d (3.48)
aglp(lﬂ) —ayp(l) = —d

p(Ls)ag, = p(1y)af,

y donde la tltima ecuacién en (3.48) se satisface para s > ry (r,s) # (0,1),(0,2), (1,2).
Se define

1 sir=0,s=1
1/2 sir=0,s=2

R (3.49)
2 sir=1,s=2

l4r—s si (r,8) # (0,1),(0,2),(1,2)
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1 sir=1,58=0
B 4 sir=2,5s=0
e (3.50)
2 sir=2s=1
2 sirs) # (1,0),(2,0),(2,1)
+
De este modo, A =7, Ag=—-14, A1 = Ty Ay = —%. Es facil verificar que % =
10

T+1-(—14)

T=Ay (afytaly)Atadal, Ao (241)-7+1-2(—14)
- - —

1.2

= — = —% = Ao, i.e. se satisfacen
A10%21 N
las hipdtesis en (3.19) punto 4. Obsérvese ahora que Il g jgual a 1 para r = 0,1 e

ar+l7‘
igual a % para r > 2, asi

. 1 ifn=0,1,2 ,
Hy = de aqf que (3.51)
s ifn>3
d= —%, lo que a su vez implica que p(1lg) = %, p(ly) = % y p(le) = %; de forma general,
parar >0
1 o0
p(1;) = ST de esto Zp(ln) =1. (3.52)
n=0

Por otra parte, para toda (s,r) # (1,0),(2,0), (2, 1) se satisface

1 1 _
p(ls)ag, = WQ = ol 214775 = p(1,)af,

i.e. (3.37). Ademds, es facil ver que > )}, = 2 para todar # 1y > af, =3, por lo que
s>r s>1
se satisface (3.39). Finalmente,

(£ = L)([10)(To]) = =2[11) (11] + 4|12) (12]. (3.53)



Capitulo 4

La forma de Dirichlet

Para el estudio de la forma de Dirichlet asociada al qms de Exclusién Asimétrica, se
considera al espacio de Hilbert Ly(h) de los operadores Hilbert-Schmidt con el producto
interno (y,z) = tr(y*x). Para cada estado p y 6 € (0,1), se inyecta B(h) en Lo(h) por
medio de la aplicacion ¢ : B(h) — Lo(h) definida por

vz) = p%:z:pl%e. (4.1)
¢ es un mapeo contractivo con rango denso. Ademé&s es completamente positivo para
0 = 1/2. Para ver que t(z) € La(h), definase p := % yq:i= ﬁ. p,q > 1y son exponentes
conjugados pues

11
S4—=0+1-0=1.
p q

Ademss, p? € L,(h) y p'=% € Ly(h). Puesto que los espacios Ly(h) y Ly(h) son ideales
bilaterales, entonces
p 02" € Ly(h) Yy p’x € Ly(h).

Ahora bien, para demostrar que ¢(z) = pgxpl%e € La(h) hay que probar que el operador
positivo semidefinido
0 16, 6 1-6
(p2xp 2 )*p2ap 2 € Li(h).
Pero, usando la propiedad de que tr(ab) = tr(ba),
1-0 1-6 1-6 6 6 10

0<tr((p2ep’® )p2ap s ) =tr(p' = a*p2piap s ) =

o1
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10 . 0
tr(p 2 x*pzx) < oco.

1-6

Si @ = 0 entonces pgacpT = $p% € La(h), pues p% y a:p% € La(h). Del mismo modo si
6=1.

Se define Ty(¢(z)) := ¢(T¢(z)) para toda t > 0y x € B(h). Los operadores T; se pueden
extender a todo La(h) y ellos definen a un unico semigrupo contractivo y fuertemente
continuo T' = (T})¢>0 en La(h) (véase Teorema 2.0.3 en Ref. [7]). Si L es el generador in-

finitesimal de 7', entonces «(Dom(L)) esta contenido en Dom(L) y para todo z € Dom/(L)

9 1-9
2

L(pap's ) = psL(x)p 7 . (4.2)

La forma de Dirichlet, definida para £ € Dom(L), es la forma cuadritica ¢ asociada con

L(£)
£(§) = —Re(¢, L(€))- (4.3)

Se presenta el calculo de la forma de Dirichlet cuando p es diagonal y de balance detallado
siguiendo a [40]. Mas adelante en el Teorema 4.0.12 se presenta la forma de Dirichlet del
estado invariante construido en el capitulo anterior.

Sean los siguientes conjuntos

At ={(n,&rs) €S rs €Ly, s> (1—ng)n =1},
A= ={(n,&rs):n,E€S; 1,8 €Ly, s <r; (1—ns)n, =1}, )
Bt ={(n,&r,8):n,E€S8; r,s €Ly, s >1; (1—&)& =1},
B™ ={(n,&r,8):nE€8; rs€ly,s<r; (1-E)& =1}

Teorema. 4.0.10. Sea p = > p(n)|n)(n| un estado invariante y fiel para el gms de Ez-

n
clusion Asimétrica, y que satisface (2.36); sea x € Dom(L) con x = Zl‘ndn)( |, entonces

n,€
e(u@)) =

0 —0 0 —0 -
Z 1Y (77)/71 (g)a;;’xnrsgrs - an‘Z + Z P (77)/71 (g)aTS’xnrsgrs - xn5’2+
AtNB+ A-NB~

S e ©alzeP+ > 2 )" (©ary el (4.5)

A+AB* A-AB~



Demostracion.

[ —6 2 1-0

£(u(x)) = —Re tr((pbap'2" )" p2 L(2)p"2") = —Re tr(a" o L(w)p ).

Ya que L(z) = ®(z) + G*z + G, donde

Z Z { Z 2a7‘8$77§ = Nr 773( - gr)£s|77rs> <§7‘s|+

ng T s>r

ZQarsxﬁf — N "73( - fr)58|77r8><§7“8|}’

s<r
y
Gra+aG == c(mzpeln) €l =Y c(©)zyeln)(€] =
uBs UES
SN S (L= nome + . zsane (1= ng)me Hn) (€l -
,775 r s>r s<r
SN thage1 = €06 + D zrawne(1— €&} n) (€
¢ T s>r s<r

De (4.7) y (4.8); con pg = p’(n)p"~°(€), po,, = p°(nrs)p"~°(&rs); se sigue que

PL@)p ™ = D D 20k wnepo. (1 —n)ns(1 = &)és+
UES

T s>r

Z 2a;8xn§p9rs(]‘ —nr)ns(1 — fr)gs}] 1r6) (Ers|—

s<r
Z Z { Z erl'ngpﬁ 773)777“ + Z Z;sxnin(l - Us)ﬂr‘l‘
r s>r s<r
Z erl‘ngpe(l - fs)fr + Zzirisl‘nfpﬁ(l - 55)57“}] ’77> <£|
s>r s<r

Con z* = ) ZTap|B)(al, se sigue que
a76

x*/’eﬁ( Z Z { Z 2arsx77§1:77 800, (L = nr)ns (1 — &) Es+

Bn,E T s>r

Z 2‘1;95”775577”,3/09“(1 —nr)ns(1 — 57“)58}] ‘B> <fr5‘_

s<r

93

(4.7)
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Z [Z { Zjﬁr’sxnffnﬁf’@(l — )1 + Z 2y sTneTnapo(1 — ns) e+
JER/BS

r s>r s<r

> e wneTapoe(1— €& + > zrstneTyapo(1 — £)& ] IB)E; (4.10)

s>r s<r

de esto tltimo (4.10), se sigue que tr(z*p? L(z)p*~?) =

ST (2000, Ty e (1 — me)ns(1 — & )€+
¢

r s>r

Z 2a7;p9r5f77'r5§r51:77€(1 - 777‘)773(]‘ - gT)Es_

s<r
> zhpolzne (1 = na)ne — > zrapalae*(1 = ns)ne—
s>r s<r
S 2fipelwneP(1 - €)6 = D zrapplaneP(1 - £)&) ). (4.11)
s>r s<r

Aplicando el cambio de variable (9,5, &s,7,8) — (n,€,7,s) en los dos primeros renglones,

con AT y B comoen (4.4), AT = (A*NBT)U(AT\ B*); se tiene que — Re tr(z*p? L(x)p' %)

= - Z 2a7—!_8p9R6(x77£f77rs£rs) - Z 2a;sp9R6($77£E"7rs§rs)+

AtnBt A—NB~
2 Y afpplegelP +2 ) arspolne’+
A+NB+ A-NB-
Z ajspﬁ‘xnéﬁ"" Z a;sp9|x77§|2. (4.12)
At AB* A-AB—
Recuérdese que si wi,ws € C, entonces —2Re(w1Ws) + |wi]? = |wy — wa|? — |wa|?; asi
e(ux)) =
0 —0 0 —0 -
Z 1Y (77)/01 (g)a;;’xnrsgrs - xnf‘Q + Z P (77)/71 (g)aT‘S’xnrsgrs - xn£’2_
AtnBt A—NB~
0 —0 0 -0 —
Y O (3 T e e N )V e (A S S
AtnB+ A—NB~
0 —0 0 -0 _
S e Qaf >+ Y P )" (O ar e+
AtNB+ A—NB—
S el ©allaeP+ > P )" (©arylanel (4.13)

A+ AB*+ A-AB~
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El resultado se sigue una vez que se pruebe que

R G (3 L e e S (/) Ve (IO E (4.14)

ATNB* AFTNBF

Aplicando el cambio de variable (7,5, &ps,7,8) — (1,&,8,7)

D G (3 A e e N (799 P (S p EoAvI (4.15)
A+NnB+ A-NB~
de (2.36) se sigue el resultado. O

Corolario. 4.0.11. Siz € Dom(L) y e(«(x)) = 0, entonces = es diagonal con respecto a
S.

Demostracién. Como a;, > 0 para toda s > r, a,, > 0 para toda s < r y p es fiel;
si e(u(x)) = 0, entonces |z,,.¢,, — Type|? = 0 sobre A* N B* y |z,¢[? = 0 sobre AXAB*.
Sean 7, & configuraciones distintas; por lo tanto existe ty € Z4 tal que tog € Supp(n)
y to & Supp(§); sea s € Z, tal que (n,&,t0,8) € AT, ya que (1 — &)&, = 0 entonces
(n,&,t0,8) ¢ B, ie. (n,€,t0,5) € (AF\B*) C (AT A BF); por lo tanto ,¢ = 0, i.e. x es

diagonal. Ademas x,, = x,,, siempre que (1 —ns)n, = 1. O

Teorema. 4.0.12. Sea p el estado invariante en el Teorema 3.0.7 para el gms de Exclusion

Asimétrica en el nivel uno; sea © € Dom(L) con © = > |1} (1] + D 2ps|1-) (15|, donde
r Tr

I’ estd definido en (2.11), entonces

e(@) = 3 (D p(tn)affas — w2+ 3 pr)arles — o)+

T s>r s<r

Z:P(lr)ep(lsyie“'177”5‘2 Re(c(1,) + ¢(15)). (4.16)
T

Demostracién. Debido a (4.6), se empieza por calcular pL(x)p'~%; con p = > p(14)[1¢) (14
¢

se obtiene directamente

pL@)p' ™" =3 (30 2akp(1) (s = w0) + D 20 p(1) (s = 2) ) 1) (11—

r s>r s<r
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Zp(lr)ep(ls)liexm(m'*'C(ls))‘1r><15|~ (4.17)

T
Con a* = YT L) (Lin| + X Tmn|1n) (L], tr(z*pLx)p'~?) =
r r

> (X 201 (o — w)ar + D 20 p(1) (s — )77 ) -

lerslzp(h)@p )70 (e(ly) + ef1y)). (4.18)

Debido a lo anterior y al hecho de que —2 Re(xsZ;) + |2,? = |vs — 2,)* — |z5]?, se tiene

e( Z (Zarsp s =, * + Za’r‘sp r)|es — xT‘Q)_

que

T s>r s<r
Z(Za;zp o2+ 3 arp(l)la )+
r s>r s<r
Z(Za;:p oo+ D7 arp(L)lan )+
T s>r s<r

Zp )1~ ars]? Re(e(1y) + c(14)). (4.19)

Obsérvese que con el cambio de variable (7, s) — (s,7)
Z(Za::sp ’.’Bs’ + Zarsp ‘xS‘ Z Zasrp ‘$T| + Zasrp ’xT‘
ros>r s<r r s<r s>r

Si el estado p satisface la condicién de balance detallado infinitesimal (2.24), entonces la

dltima expresion es igual a
E E arsp |:L‘7"| + E arsp |:L‘7"‘
r o s>r s<r

Como tal condicién (2.24) se satisface para todo (r, s) # (s, 1), (S0,70), ($1,70), (51, S0), (70, S0)

y (s1, 80), entonces

5 Z(Zarsp ‘$3—$r|2+z rsp |x8—x7“‘ )

T s>r s<r

Y (1) p(16)! s l? Re(e(Ly) + e(15)+
I



o7
00 (a0, (10) = 51402 (161)) + (aF310(Leo) = 7,0 (110) ) +
2012 (05300 2(Ls1) = @y 0(10)) + (F1100(T01) = G, (1) ) + (4.20)
22 (7,000 (L) = 03502 (160)) + (070, P(1r0) = @ gp(141)) ).

Por (3.8), los tltimos tres renglones en (4.20) son iguales a cero. Esto prueba el resultado.
O
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Capitulo 5
Conclusiones y perspectivas

Siguiendo algunos resultados previos relativos al estudio del qms de Exclusién Asimétrica,
se ha avanzado en el estudio de éste cuando se restringe al nivel uno. Se prueba que un
estado invariante es necesariamente diagonal, se dan condiciones para la conservatividad,
se propone un método para construir estados invariantes diagonales fuera de equilibrio y
se calcula la forma de Dirichlet respecto al estado fuera de equilibrio, haciendo evidente
que esta forma coincide con la que se obtiene respecto a un estado diagonal.

La extensién de esta técnica de construccién de estados invariantes fuera de equilibrio a
un nivel superior a uno, no es directa, como lo han mostrado diversos calculos posteriores
a la escritura de este trabajo; sin embargo, se cree que tiene ciertas analogias con el
trabajo que actualmente llevan a cabo L. Accardi, F. Fagnola y R. Quezada [4], salvo
que este trabajo estd pensado en dimension finita. El hecho de que la forma de Dirichlet
del gms de Exclusiéon Asimétrica en el nivel uno y con respecto al estado invariante fuera
de equilibrio coincida con la forma de Dirichlet del mismo y con respecto a un estado
diagonal, implica que la tasa de convergencia al equilibrio de ambos qms, es la misma. El
calculo o estimacién del gap espectral es un paso natural una vez obtenida la forma de
Dirichlet.

Asi, quedan como tareas futuras:

i) Célculo o estimacién del gap espectral del qms de Exclusién Asimétrica en el nivel uno.

ii) Construccién de estados invariantes fuera de equilibrio en niveles mayores a uno.
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iii) Célculo o estimacién del gap espectral del qms de Exclusién Asimétrica en niveles
mayores a uno.

iv) Extender la construccion de estados invariantes fuera de equilibrio a los qms genéricos.
v) Comparar la construccién de estados invariantes fuera de equilibrio que se propone en

este trabajo con el trabajo realizado por L. Accardi, F. Fagnola y R. Quezada [4].



Capitulo 6
Apéndice

6.1 Producto tensorial infinito

Dado un espacio de Hilbert h separable, para |u), |v) € h, se defina al operador |u)(v| :
h — h mediante la regla de correspondencia: |u)(v||w) = (v, w)|u), para todo w € h.

Se verifica que

1. |u)(v| es lineal en u y lineal conjugado en v.

3. Ju)(v][w){z| = (v, w)|u)(z].
4. Para todo x € B(h), z|u)(v| = |zu)(v| y |u)(v|z = |u)(z*v|.

Dada una familia de espacios de Hilbert {hy, (-, )n}n>1 complejos y separables; para cada
n > 1, sea {e]'};>1 una base ortonormal para h,. Sea S el conjunto de las sucesiones de
enteros positivos, para cada i = {n;};>1 € Sseaer =€), Q€2 Q- = Qi>1 el Wo =
{en : 7 € S}. Las combinaciones lineales finitas de elemento de Wy son de la forma u =
> ¢(n)es en donde ¢ : S — C. Al espacio vectorial (W, (-,-)) de todas las combinaciones
lineales finitas de elementos de Wy con producto interno (u,v) := 3. ¢(n)d(#), con ¢, d :
S + C se le llama producto tensorial infinito de la familia de espacios de Hilbert {hy }n>1.

Una variante de este producto tensorial es la siguiente. Dada una sucesién de vectores
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unitarios ¢ = {u"},>1 en donde u" € h,; para cada h,, se considera una base ortonormal
{eﬁ}lnEl tal que e} = u". La cerradura del subespacio lineal generado por los vectores
ortonormales ey en donde n = 1 ie., ¢! = u" para todos excepto un nimero finito de
[ > 1 es llamado el producto tensorial estabilizado de la familia de espacios de Hilbert

{hn}n>1 con respecto al vector estabilizante .
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