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(matemáticas)

Asesor: Dr. Julio César Garćıa Corte
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Introducción

Uno de los modelos más relevantes en la literatura de los procesos estocásticos es el proceso

de exclusión introducido por T. Liggett en [33] y retomado por él mismo en [34]. El estu-

dio de la interacción de part́ıculas en un sistema, dio lugar a modelos como el del votante

y los procesos de contacto y exclusión; el proceso de exclusion modela el movimiento de

part́ıculas en un sistema; pero, a diferencia de los otros modelos en este se conserva siem-

pre al número inicial de part́ıculas. Por otra parte, uno de los objetos más estudiados

en probabilidad cuántica son los semigrupos dinámicos cuánticos (de aqúı en adelante

abreviados como qds por sus siglas en inglés y como qms si son qds con la propiedad de

markov). La versión cuántica del semigrupo de exclusión en el caso de volumen finito, fue

derivada con el método del ĺımite estocástico, por L. Accardi y S. Kozyrev en [3]. Más

tarde, fue extendida al caso de volumen infinito por R. Quezada y L. Pantaleón en [39]

y [40]. La versión cuántica del semigrupo de Exclusion Asimétrica ha sido profusamente

estudiada por los mismos autores junto con de J. Garćıa et.al., en art́ıculos tales como [26]

y [27].

En este trabajo se retoma al semigrupo cuántico de Exclusión Asimétrica y se reescribe

de una manera conveniente; una vez hecho esto, se presentan versiones de algunos de los

resultados presentes en los trabajos antes citados. Gran parte de este trabajo se centra

en el estudio de la dinámica en el espacio de una part́ıcula, que es en donde se presentan

algunos resultado nuevos.

La aportación de este trabajo es la de proponer un método mediante el cual se puede cons-

truir un estado invariante diagonal fuera de equilibrio; los detalles de dicha construcción

se encuentran el Caṕıtulo 4. En el Caṕıtulo 5 se demuestra que la forma de Dirichlet para
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el semigrupo cuántico de Exclusión Asimétrica en el nivel uno y con respecto al estado

diagonal fuera de equilibrio construido en el Caṕıtulo 4, coincide con la forma de Dirichlet

con respecto a un estado diagonal en equilibrio.

Este trabajo está estructurado de la siguiente forma:

En el primer caṕıtulo se hace una revisión de los preliminares necesarios para el desarrollo

de este trabajo, definiciones y resultados fundamentales como los teoremas de Krauss y

Lindblad, Gorini, Kossakowski y Sudarshan, las diferentes nociones de equilibrio y resulta-

dos relativos a estos tópicos; para cada uno de los teoremas se da una referencia en donde

encontrar las demostraciones. En el segundo caṕıtulo se presenta al semigrupo cuántico

de Exclusión Asimétrica junto con la reelaboración de algunos resultados ya conocidos;

contiene además, algunos resultado nuevos relativos a la dinámica en el espacio de una

part́ıcula y que aparecen en [30].

En el tercer caṕıtulo y parte central de este trabajo, se exponen a detalle los principales re-

sultados en [30], iniciando con una discusión heuŕıstica sobre como se establecen hipótesis

bajo las cuales es posible construir estados invariantes fuera de equilibrio para el qms de

Exclusión Asimétrica cuando se restringe la dinámica al espacio de una part́ıcula. Los re-

sultados principales están contenidos en los Teoremas 3.0.5, 3.0.6, 3.0.7 y 3.0.8. Se finaliza

el caṕıtulo con un ejemplo expĺıcito.

En el Caṕıtulo 4 se calcula la forma de Dirichlet para el qms de Exclusión Asimétrica

con respecto al estado invariante diagonal fuera de equilibrio construido en el Caṕıtulo 3.

Finalmente, se hace una perspectiva de trabajos futuros.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Semigrupos dinámicos cuánticos

Sea h un espacio de Hilbert complejo y separable; se usaran letras latinas minúsculas como

u, v, . . . , para denotar los elementos de h; 〈u, v〉 es el producto interno de u, v y ‖u‖ es la

norma de u. Sea B(h) el álgebra de los operadores lineales y acotados en h; a, b, x, y, z, . . .

denotarán a los elementos de B(h) y ‖x‖∞ a la norma de x ∈ B(h); el elemento identidad

en B(h) será denotado por I.

Sea B+(h) el cono de los operadores positivo definidos en h. Dados x, y ∈ B(h) autoad-

juntos, se dice x ≤ y si y − x ∈ B(h)+. L1(h) designará el espacio de los operadores de

traza finita en h. σ, ρ, . . . denotarán a los elementos de L1(h) y ‖σ‖1 a la norma de σ en

L1(h).

Dados dos operadores x, y ∈ B(h), se denotará al conmutador de x, y como [x, y] := xy−yx.

El bien conocido Teorema de Schatten (véase [38]) afirma que (L1(h))∗, el espacio dual

de L1(h), es isométricamente isomorfo a B(h). Más precisamente, cualquier funcional

definida sobre L1(h), f : L1(h) → C, está representada por un único elemento x ∈ B(h)

en el siguiente sentido: f(ρ) = tr(xρ), donde tr(σ) es la traza del elemento σ ∈ L1(h). La

norma de la funcional f es exactamente ‖x‖∞.

Debido al Teorema de Schatten, B(h) tiene la llamada topoloǵıa débil∗ o topoloǵıa ultra

débil y L1(h) tiene la topoloǵıa débil. La topoloǵıa débil∗ se define como la menor topoloǵıa
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en B(h) que hace continuas a todas las funcionales lineales definidas sobre B(h), de la

forma gρ : B(h) → C, gρ(x) = tr(ρx), con ρ ∈ L1(h), fijo. En otras palabras, una red

en B(h), {xi}, converge en la topoloǵıa débil∗ a algún x en B(h), si y sólo si tr(ρxi) →
tr(ρx) para todo ρ ∈ L1(h). Se denotará esta convergencia por medio de ω∗ lim

i
xi = x ó

ω∗ xi → x. En el caso de la topoloǵıa débil, se trata de la menor topoloǵıa en L1(h) que

hace continuas a todas las funcionales lineales definidas en L1(h), que son de la forma

fx : L1(h)→ C, fx(ρ) = tr(ρx) con x ∈ B(h). La convergencia de redes, en esta topoloǵıa,

se caracteriza de la siguiente forma: una red en L1(h), {ρi}, converge en la topoloǵıa débil

a algún ρ ∈ L1(h) si y sólo si tr(ρix) → tr(ρx) para todo x ∈ B(h); esta convergencia se

denotará por w lim
i
ρi = ρ.

Hay otras dos topoloǵıas en B(h) que juegan un papel importante: la topoloǵıa débil (o

w-topoloǵıa) y la topoloǵıa fuerte (o s-topoloǵıa). La primera, a pesar del nombre, no debe

confundirse con la topoloǵıa débil en L1(h), pues está definida en B(h) y la convergencia

de redes se caracteriza aśı: w lim
i
xi = x si y sólo si 〈u, xiv〉 → 〈u, xv〉, para cualesquiera

u, v ∈ h. La topoloǵıa fuerte puede pensarse como la topoloǵıa de convergencia puntual

dado que una red en B(h), {xi}, converge a x en esta topoloǵıa, (lo cual se denotará por

s lim
i
xi = x) si y sólo si xiu→ xu, para todo u ∈ h.

Definición. 1.1.1. Un semigrupo dinámico cuántico (qds por sus iniciales en inglés)

sobre B(h) es una familia de transformaciones, T = {Tt}t≥0, de B(h) en śı mismo, con

la propiedad de semigrupo y ultra débil continua en el tiempo, i.e., para todo t, s ≥ 0 y

x ∈ B(h)

Tt+s = Tt ◦ Ts, T0(x) = x, y ω∗ lim
t→0
Tt(x) = x,

en la que cada Tt es

1. Lineal.

2. Completamente Positivo (CP), i.e., para cualquier par de sucesiones finitas {xi}ni=1,

{yj}nj=1 en B(h)
n∑

i,j=1

y∗i Tt(x∗ixj)yj ∈ B(h)+. (1.1)

3. Normal, i.e., continuo en la topoloǵıa débil∗.
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4. Submarkoviano, i.e, Tt(I) ≤ I.

Convención: Los operadores de B(h) en śı mismos, serán llamados superoperadores.

Definición. 1.1.2. El generador infinitesimal de un qds, T , es el superoperador

L : Dom(L)→ B(h), donde

Dom(L) = {x ∈ B(h) : ω∗ lim
t→0

Ttx− x
t

existe},

L(x) = ω∗ lim
t→0

Ttx− x
t

para todax ∈ Dom(L). (1.2)

Definición. 1.1.3. Un qds, T , se dice que es

1. Conservativo, unital, preserva la identidad o que es Markoviano si Tt(I) = I para

toda t ≥ 0.

2. Uniformemente continuo si

lim
t→0+

sup
‖x‖∞=1

‖Tt(x)− x‖∞ = 0.

Si un qds es Markoviano se dira simplemente que es un semigrupo cuántico de Markov y

se abreviara como qms por sus iniciales en inglés. El generador infinitesimal de un qds que

es uniformemente continuo es un superoperador acotado en B(h). Éste es un resultado

bien conocido de la teoŕıa general de semigrupos en espacios de Banach, pero, para qds

uniformemente continuos y conservativos Lindblad, Gorini, Kossakowski y Sudarshan en

1976 (ver [35] y [25]), probaron un resultado que describe la estructura exacta del genera-

dor infinitesimal. El generador infinitesimal, en este caso, no es completamente positivo

como cada Tt en el semigrupo, sino que es condicionalmente completamente positivo en el

siguiente sentido,

Definición. 1.1.4. Un operador lineal L : B(h) → B(h), es condicionalmente comple-

tamente positivo (CCP), si para cualquier sucesión finita en B(h), a1, . . . , an y cualquier

sucesión finita en h, u1, . . . , un tales que∑
j=1

ajuj = 0, se tiene que

n∑
i,j=1

〈ui,L(a∗i aj)uj〉 ≥ 0. (1.3)



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

El primero de los siguientes dos teoremas caracteriza todos los superoperadores normales

y CP definidos de B(h) en si mismo; el segundo resultado proporciona la descripción

completa del generador infinitesimal de un qds uniformemente continuo. Se indicará en

que referencias se pueden encontrar las demostraciones.

Teorema. 1.1.5. (Krauss 1971) Sea Φ : B(h) → B(h) un superoperador normal (es

decir, continuo en la topoloǵıa débil∗) y CP, en el sentido de (1.1). Entonces, existe una

sucesión en B(h), {L` : ` = 1, 2, . . . , } tal que

Φ(x) :=
∞∑
k=1

L∗kxLk (1.4)

donde la serie converge en la topoloǵıa fuerte.

Para la demostración, véase [38], Proposición 29.8, p. 255 ó [31].

Teorema. 1.1.6. (Gorini, Kossakowsi, Sudarshan, Lindblad 1976) Sea T un qds

uniformemente continuo. Entonces

1. El generador infinitesimal L, es acotado, normal, CCP, L(x∗) = (L(x))∗ para todo

x ∈ B(h) y L(I) ≤ 0.

2. L puede expresarse en la Forma de Lindblad, es decir, hay una sucesión en B(h),

{G,L1, L2, · · · } tal que G genera a un semigrupo de contracciones uniformemente

continuo en h y

L(x) =
∞∑
k=1

L∗kxLk +G∗x+ xG (1.5)

donde la serie converge en la topoloǵıa fuerte de B(h).

3. Rećıprocamente, cualquier L con la estructura (1.5) y L(I) ≤ 0 genera a un qds

uniformemente continuo.

4. T es conservativo si y sólo si L(I) = 0.

Para la demostración, véase [38], Teorema 30.12, p. 267 ó [11] Teorema 4.1.1, p. 68.
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1.1.1 Generadores no acotados

Los qds involucrados en la mayoŕıa de las aplicaciones no son uniformemente continuos

por lo que sus generadores infinitesimales sólo son densamente definidos y no acotados.

Durante los últimos años se ha desarrollado una teoŕıa poderosa sobre la existencia de qds

cuyo generador infinitesimal L tiene, hablando a grandes rasgos, una estructura similar a

(1.5) pero con algunos (o todos) de los Lk, G no acotados. En forma más precisa, se asocia

con cada x ∈ B(h) una forma sesquilineal no acotada y densamente definida L(x)[u, v];

u, v ∈ Dom(G),

L(x)[u, v] =
∞∑
k=1

〈Lku, xLkv〉+ 〈Gu, xv〉+ 〈u, xGv〉, (1.6)

donde

i) G es el generador de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones en h al

que se denotará por {Wt}t≥0.

ii) Dom(G) ⊆ ∩
k≥1

Dom(Lk).

iii) Para cada u ∈ Dom(G), se tiene la estimación

0 ≤
∞∑
k=1

‖Lku‖2 ≤ −2Re〈Gu, u〉. (1.7)

La condición (1.7) equivale a L(I)[u, u] ≤ 0 para u ∈ Dom(G) y es necesaria para que la

propiedad submarkoviana se cumpla. T́ıpicamente, se considera que los operadores Lk son

no acotados (incluso son no cerrables). Las condiciones i)-iii) se conocen como Hipótesis

A y son suficientes para construir el llamado qds minimal (véase [13]), {T min
t }t≥0 que es

solución a la ecuación de Lindblad,

d

dt

〈
u, T min

t (x)v
〉

= L
(
T min
t (x)

)
[u, v], T min

0 (x) = x, (1.8)

con u, v ∈ Dom(G), x ∈ B(h).

La ecuación de Lindblad (1.8) recuerda a la ecuación diferencial del semigrupo, pero,

para resolverla no se usa la teoŕıa de Hille-Yosida (véase [6]), sino un método iterativo
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introducido por A.M. Chebotarev (véase [11] y sus referencias). El procedimiento está

inspirado en el método de K.L. Chung para resolver la ecuación hacia atrás de Kolmogorov-

Feller (véase [9] ó [20]). Se presenta un bosquejo de la construcción del qds minimal.

Primero, se demuestra que (véase [13], Proposición 3.18, p. 46 ó [11], Proposición 4.3.1,

p. 74) la ecuación de Lindblad (1.8) es equivalente a la siguiente ecuación integral

〈
u, T min

t (x)v
〉

= 〈u,W ∗t xWtv〉+

∫ t

0
Φ
(
T min
τ (x)

)
[Wt−τu,Wt−τv]dτ (1.9)

donde

Φ(x)[u, v] =
∑
k≥1

〈Lku, xLkv〉. (1.10)

El método iterativo consiste en dar para x ∈ B(h) y t ≥ 0, la siguiente sucesión de

operadores, T nt (x); n = 0, 1 . . .

T 0
t (x) := W ∗t xWt, (1.11)

y una vez que T nt (x) ha sido definido, se define T n+1
t (x) por medio de su forma sesquilineal:

Sean u, v ∈ Dom(G), entonces

〈
u, T n+1

t (x)v
〉

:= 〈u, T 0
t (x)v〉+

∫ t

0
Φ (T nτ (x)) [Wt−τu,Wt−τv]dτ. (1.12)

Se puede demostrar que, para cada x en B(h)+ y t ≥ 0, los operadores T nt (x); n = 0, 1 . . .

son acotados y satisfacen las desigualdades 0 ≤ T nt (x) ≤ T n+1
t (x) ≤ ‖x‖I. Por lo tanto,

el siguiente ĺımite existe

T mint (x) := ω∗ lim
n→∞

T nt (x).

En particular 0 ≤ T mint (I) ≤ I; aśı, T mint es submarkoviano.

A T mint se le llama, la solución minimal a la ecuación de Lindblad (1.8) y debe su nombre a

la siguiente propiedad: Si {St}t≥0; St : B(h)→ B(h) es una familia ultra-débil continua de

superoperadores completamente positivos que es solución de (1.8) entonces para cualquier

x ∈ B(h)+ y para toda t ≥ 0, se tiene T mint (x) ≤ St(x).

Una de las razones por la que es muy importante que T mint sea conservativo es la si-

guiente: si T mint es conservativo, entonces es la única solución a (1.8) (véase [13] para la
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demostración).

Si en (1.7) se sustituye la desigualdad por igualdad, i.e.

∞∑
k=1

‖Lku‖2 = −2Re〈Gu, u〉, (1.13)

se tiene la llamada Hipótesis AA (véase [13]).

Se denotará al resolvente de G en λ ∈ C, por R(λ;G) := (λ−G)−1.

Definición. 1.1.7. (Hipótesis C) Sean {G,L1, L2, · · · } operadores en B(h) que satis-

facen la Hipótesis AA. Los operadores satisfacen la Hipótesis C, si existe un operador

positivo y auto-adjunto C y una variedad lineal D con las siguientes propiedades

1. D está contenido en Dom(G).

2. D es un dominio esencial para C
1
2 .

3. D es un dominio invariante para los operadores {Wt}t≥0 y la variedad lineal R(λ;G)(D)

está contenida en Dom(C
1
2 ) para toda λ > 0.

4. La variedad lineal Lk(R(λ;G)(D)) está contenida en Dom(C
1
2 ) para toda k ≥ 1 y

para toda λ > 0.

5. Existe una constante b > 0 tal que para toda u ∈ R(λ;G)(D) y para algún λ > 0

2Re 〈C
1
2u,C

1
2Gu〉+

∑
k≥1

〈C
1
2Lku,C

1
2Lku〉 ≤ b‖C

1
2u‖2. (1.14)

El siguiente teorema es el 3.40 en [13].

Teorema. 1.1.8. Supóngase que los operadores {G,L1, L2, · · · } satisfacen la Hipótesis

AA y que existe un operador positivo y auto-adjunto φ en h tal que

1. El dominio de φ
1
2 contiene al dominio de G y para todo u ∈ Dom(G), se tiene

−2Re 〈u,Gu〉 =
∑
k≥1

〈Lku, Lku〉 = 〈φ
1
2u, φ

1
2u〉.
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2. Existe un operador positivo y auto-adjunto C que satisface la Hipótesis C, y tal que

el dominio de C está contenido en el dominio de φ y para todo u ∈ Dom(C) se tiene

que

〈φ
1
2u, φ

1
2u〉 ≤ 〈C

1
2u,C

1
2u〉.

Entonces el qds minimal es Markov.

1.1.2 Estados cuánticos invariantes

El semigrupo predual, T∗t : L1(h)→ L1(h), existe y se caracteriza por

tr(xT∗t(σ)) = tr(Tt(x)σ) para toda t ≥ 0, x ∈ B(h), σ ∈ L1(h).

Definición. 1.1.9. Un estado cuántico σ, es un elemento en L1(h) ∩ B(h)+ con

tr(σ) = 1. Un estado cuántico σ es

1. Invariante para el semigrupo {T∗t}t≥0, si T∗t(σ) = σ para toda t ≥ 0.

2. Fiel, si σ es inyectivo.

3. Normal, si conmuta con su adjunto.

De aqúı en adelante se referirá a un estado cuántico, simplemente como estado.

Se tiene el siguiente resultado también conocido como Teorema Ergódico, demostrado en

[22], [32].

Teorema. 1.1.10. Para cualquier qds {Tt}t≥0, con estado invariante fiel ρ, el ĺımite

w∗ lim
t→∞

1

t

∫ t

0
Ts(x)ds

existe para cada x ∈ B(h). Equivalentemente,

w lim
t→∞

1

t

∫ t

0
T∗s(σ)ds

existe para cada σ ∈ L1(h). Este último ĺımite es un estado invariante.
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Definición. 1.1.11. Sean σ, ρ estados, con ρ invariante; se dice que σ está en el dominio

de atracción de ρ, si

lim
t→∞

tr(xT∗t(σ)) = tr(xρ) para todo x ∈ B(h).

En otras palabras

w lim
t→∞
T∗t(σ) = ρ.

Definición. 1.1.12. Se dice que x ∈ B(h)+ es armónico, (subarmónico, superarmónico)

si Tt(x) = x, (Tt(x) ≥ x, Tt(x) ≤ x) respectivamente.

Teorema. 1.1.13. Sea L el generador infinitesimal del un qms uniformemente continuo

en B(h) y ρ cualquier estado normal en B(h). Entonces existe un operador acotado au-

toadjunto H ∈ B(h) y una sucesión de operadores {Lk}k≥1 en B(h) que satisfacen lo

siguiente

1. tr(ρLk) = 0 para toda k.

2.
∑
k

L∗kLk es fuertemente convergente.

3. Si
∑
k

|ck| <∞ y c0I +
∑
k

ckLk = 0 entonces ck = 0 para toda k.

4. L(x) = i[H,x]− 1
2

∑
k

(L∗kLkx− 2L∗kxLk + xL∗kLk) para todo x ∈ B(h).

Además, H ′ otro operador autoadjunto y {L′k}k≥1 otra sucesión de operadores en B(h)

satisfacen 1 → 4 si y sólo si las longitudes de las sucesiones {Lk}k≥1 y {L′k}k≥1 son

iguales y para algún escalar α y una matriz unitaria U = {uij}ij se tiene que

H ′ = αI +H, L′k =
∑
j

ukjLj para cada k. (1.15)

Para la demostración véase [38]. En adelante se supondrá que ρ es invariante.

La siguientes definiciones son la 4.1 y 4.2 en [14].

Definición. 1.1.14. Toda representación de L que satisfaga los puntos 1→ 4 del Teorema

(1.1.13), será llamada una representación especial respecto al estado ρ y por medio de los

operadores H y {Lk}k≥1.
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De manera breve, será llamada una representación especial.

Definición. 1.1.15. Toda representación especial de L será llamada privilegiada si H

conmuta con ρ y sus operadores {Lk}k≥1 satisfacen ρLk = λkLkρ con λk > 0.

1.2 Balance detallado cúantico

Una caracterización del equilibrio en los qms se da a través del llamado θ-balance detallado

cuántico cuya definicón se reproduce de [14].

Definición. 1.2.1. Sea θ ∈ [0, 1] fijo. Se dice que un qms T : B(h) → B(h) admite

semigrupo θ-dual respecto al estado ρ si existe un semigrupo uniformemente continuo

{T̃t}t≥0 en B(h) tal que

tr(ρ1−θT̃t(x)ρθy) = tr(ρ1−θxρθTt(y)) (1.16)

para todo x, y ∈ B(h), t ≥ 0.

Definición. 1.2.2. Un qms {Tt}t≥0 satisface la condición de θ-balance detallado cuántico

(θ-QDB) respecto al estado normal, invariante y fiel ρ, si su generador L y el generador

L̃ del semigrupo θ-dual satisfacen la igualdad

L(x)− L̃(x) = 2i[K,x] (1.17)

para todo x ∈ B(h) y K operador auto-adjunto.

El siguiente teorema es el 5.1 en [14] y en el mismo se puede ver la demostración.

Teorema. 1.2.3. Un qms T satisface la condición de 0-QDB si y sólo si existe una

representación privilegiada de L por medio de los operadores H, Lk k ≥ 1 tales que

1. H = K + c, c ∈ R.

2. λ
− 1

2
k L∗k =

∑
j
ukjLj para algún λk > 0 y (ukj)kj operador unitario.

El siguiente es el Teorema 8 en [1].
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Teorema. 1.2.4. Dada una representación especial de L, entonces lo siguiente es equiv-

alente

1. Existe una sucesión de pesos positivos {qk}k≥1 y operadores H
′

y {L′k}k≥1 de una

(posiblemente otra) representación especial de L tales que

(L̃ − L)(x) = −2i[K,x] + Π(x), (1.18)

donde K es un operador acotado y auto-adjunto, y

Π(x) =
∑
k

(qk − 1)L
′∗
k xL

′
k. (1.19)

2. L es un generador acotado, los operadores H y {Lk}k≥1 producen una representación

privilegiada de L, H
′

y {L′k}k≥1 los correspondientes operadores en la representación

privilegiada de L̃ y existe una sucesión de pesos positivos {qk}k≥1 y operadores H
′′

y {L′′k}k≥1 de una (posiblemente otra) representación especial de L tales que

L̃k = q
1
2
k L
′′
k , para toda k ≥ 1.

Si la diferencia entre los generadores infinitesimales de los semigrupos predual y directo

respectivamente, puede expresarse como en (1.18) entonces se dice que el qms satisface la

condición de balance detallado pesado (véase Definición 5 en [1]).
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Caṕıtulo 2

Estados invariantes de equilibrio

Este caṕıtulo está basado en los trabajos [39], [26], [27] y [42]; sin embargo, es una rees-

critura de la forma del generador infinitesimal la que le confiere una presentación distinta

a algunos de los resultados en los trabajos arriba citados. Además, se presentan algunos

de los resultados contenidos en [30].

2.1 El semigrupo cuántico de Exclusión Asimétrica

El generador infinitesimal GKSL del qms de Exclusión Asimétrica actúa en B(h) donde

h =
⊗ϕ

l∈Zd hl, hl = C2 y ϕ = {|0〉}l∈Zd la sucesión estabilizante. Sea Zd, cada r ∈
Zd es llamado sitio y su norma es |r| := sup

i
|ri|; dada un función η : Zd → {0, 1} se

denotara indistintamente η(r) o ηr al valor de η en el sitio r; Supp(η) := {r ∈ Zd :

ηr = 1}, |η| = #Supp(η); S := {η : Zd → {0, 1} : |η| < ∞}, todo elemento de S
es llamado configuración. Dado un ordenamiento de Zd = (r0, r1 . . .), se estable una

correspondencia uno a uno entre Zd y Z+, en la que se identifica a cada elemento de Zd

con su sub́ındice en la ordenación, con r0 = 0 y |rn|∞ ≤ |rn+1|∞. Del mismo modo, se

identifica al soporte de una configuración η con el conjunto de indices de los sitios en

Supp(η) i.e., si Supp(η) = {rl1 , . . . , rlk} ≡ {l1, . . . , lk}. Para cada η ∈ S se denotará

|η〉 = |ηr0ηr1 · · · ηrk0 · · · 〉 = |ηr0〉
⊗
|ηr2〉

⊗
. . .
⊗
|ηrk〉

⊗
m>k |0〉. Sn = {η : |η| = n} es

el conjunto de las configuraciones de tamaño n, β = {|η〉 : η ∈ S}, βn = {|η〉 : η ∈ Sn}

19
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y Vn := Spanβn; Vn será llamado el espacio de n part́ıculas. Pn la proyección ortogonal

sobre Vn y An := PnB(h)Pn será nombrada el álgebra hereditaria de Vn. Por simplicidad

se denotará η en lugar de |η〉, de tal modo que S y β son el mismo conjunto. Dada η ∈ S
definimos ηrs(l) = η(l) si l /∈ {r, s} ó 1 − η(l) si l ∈ {r, s} y al operador Crs : h → h;

Crsη = (1− ηs)ηrηrs. Obsérvese que (1− ηs)ηr = 1 si y sólo si r ∈ Supp(η) y s /∈ Supp(η)

y que Crs = C∗sr.

El generador formal GKSL del qms de Exclusión Asimétrica es

£(x)[η, ξ] = Φ(x)[η, ξ] + 〈Gη, xξ〉+ 〈η, xGξ〉 (2.1)

donde

Φ(x) =
∑
r

(∑
s>r

2a+
rsC

∗
rsxCrs +

∑
s<r

2a−rsC
∗
rsxCrs

)
(2.2)

es la parte completamente positiva de L, a±rs son números estŕıctamente positivos y

G = −
∑
η∈S

c(η)|η〉〈η| operador de multiplicación donde

c(η) =
∑
r

(∑
s>r

z+
rs(1− ηs)ηr +

∑
s<r

z−rs(1− ηs)ηr
)
;

z±rs = a±rs + ib±rs y b±rs números reales. Sea F : S → R la función asociada con el operador

de multiplicación Φ(I) y cuya acción sobre una configuración η es

F (η) =
∑
Γ+
η

2a+
rs +

∑
Γ−η

2a−rs,

donde los conjuntos Γ+
η y Γ−η están definidos por

Γ+
η := {(r, s) ∈ Z+ × Z+ : s > r, (1− ηs)ηr = 1}

y

Γ−η := {(r, s) ∈ Z+ × Z+ : s < r, (1− ηs)ηr = 1}. (2.3)

Sea L el generador infinitesimal del qms de Exclusión Asimétrica, para x ∈ Dom(L) =

{x ∈ B(h) : £(x) ∈ B(h)} L se puede reexpresar en la forma de Lindblad como

L(x) =
∑
r

(∑
s>r

L+∗
rs xL

+
rs +

∑
s<r

L−∗rs xL
−
rs

)
+G∗x+ xG, (2.4)
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donde L+
rs =

√
2a+

rsCrs si s > r, L−rs =
√

2a−rsCrs si s < r. Con x =
∑
η,ξ∈S

xηξ|η〉〈ξ|

L(x) =
∑
η,ξ∈S

{∑
r

(∑
s>r

2a+
rsxηrsξrs(1− ηs)ηr(1− ξs)ξr+

∑
s<r

2a−rsxηrsξrs(1− ηs)ηr(1− ξs)ξr
)
− (c(η) + c(ξ))xηξ

}
|η〉〈ξ|. (2.5)

Por otra parte, es fácil ver que G = −iH − 1
2

∑
r

(∑
s>r

L+∗
rs L

+
rs +

∑
s<r

L−∗rs L
−
rs

)
, donde H =∑

η∈S

{∑
r

(∑
s>r

b+rs(1− ηs)ηr −
∑
s<r

b−rs(1− ηs)ηr
)}
|η〉〈η| y que

L(x) = i[H,x]− 1

2

∑
r

(∑
s>r

(xL+∗
rs L

+
rs − 2L+∗

rs xL
+
rs + L+∗

rs L
+
rsx)+

∑
s<r

(xL−∗rs L
−
rs − 2L−∗rs xL

−
rs + L−∗rs L

−
rsx)

)
. (2.6)

Se asumirá que ∑
s>r

|z+
rs|+

∑
s<r

|z−rs| <∞, (2.7)

para todo r fijo, lo cual asegura la existencia del semigrupo dinámico cuántico minimal

(véase [39]); obsérvese también, que el operador G puede ser no acotado, ya que la función

c(η) puede ser no acotada. El álgebra hereditaria An es invariante bajo la acción del

semigrupo generado por L (véase [39]); cuando se restringe L a An, se dice que se está

tratando con la dinámica en el nivel n. Es fácil ver que la acción del semigrupo predual

L∗ en un elemento

ρ =
∑
η,ξ∈S

ρ(η, ξ)|η〉〈ξ| (2.8)

en DomL∗ ⊂ L1(h) es

L∗(ρ) =
∑
η,ξ∈S

{∑
r

(∑
s>r

2a+
rsρ(ηrs, ξrs)(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs+

∑
s<r

2a−rsρ(ηrs, ξrs)(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs
)
− (c(η) + c(ξ))ρ(η, ξ)

}
|η〉〈ξ|, (2.9)

donde ρ(η, ξ) = 〈η, ρξ〉 y ρ(η) = ρ(η, η).
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2.2 Estados invariantes de equilibrio en el nivel uno

En este nivel, todo elemento η ∈ S1 es de la forma η = 1r, la función indicadora del único

elemento r ∈ Supp(η). Como punto de partida, se supondrá la existencia de un estado fiel

e invariante ρ. En este nivel

ρ =
∑
r

ρ(1r)|1r〉〈1r|+
∑

Γ

ρ(1r, 1s)|1r〉〈1s|, (2.10)

donde el conjunto Γ está definido por

Γ := {(r, s) ∈ Z+ × Z+ : r 6= s}. (2.11)

Obsérvese que en el nivel uno, Crs = |1s〉〈1r|. Sea x =
∑
r
xr|1r〉〈1r| +

∑
Γ

xrs|1r〉〈1s| un

elemento arbitrario en A1; un cálculo directo muestra que

L(x) =
∑
r

(∑
s>r

2a+
rs(xs − xr)|1r〉〈1r|+

∑
s<r

2a−rs(xs − xr)|1r〉〈1r|
)

−
∑

Γ

xrs(c(1r) + c(1s))|1r〉〈1s|. (2.12)

Aśı mismo, de forma directa se puede obtener que

G∗x+ xG = −
∑

Γ

xrs(c(1r) + c(1s))|1r〉〈1s| − 2
∑
r

xrRe c(1r)|1r〉〈1r|. (2.13)

Obsérvese que en este caso, el generador es del tipo no degenerado i.e., los proyectores en

la descomposición espectral de H son uno dimensional (véase [8]).

2.2.1 Conservatividad

Hasta ahora, se ha referido libremente al modelo de estudio como qms de Exclusión

Asimétrica; sin embargo, para llevar dicho apelativo debe probarse primero la conser-

vatividad del qds. Esta sección, basada en [30] está dedicada a ello.

Proposición. 2.2.1. Los operadores G y L±rs, r 6= s, del qds de Exclusión Asimétrica

satisfacen la Hipótesis AA (1.13).



2.2. ESTADOS INVARIANTES DE EQUILIBRIO EN EL NIVEL UNO 23

Demostración. Ya que para todo r 6= s, los operadores L±rs son acotados, su dominio es

todo h, aśı que Dom(G) ⊆ Dom(L±rs) para todo r 6= s. Con u = 1t; 〈u,Gu〉 + 〈Gu, u〉 =

−2Re c(1t) = −2
(∑
s>t
a+
ts +

∑
s<t
a−ts
)

y
∑
r

(∑
s>r
〈L+

rsu, L
+
rsu〉 +

∑
s<r
〈L−rsu, L−rsu〉

)
=
∑
s>r

2a+
ts +∑

s<r
2a−ts.

Puesto que los operadores G y L±rs; r 6= s satisfacen la Hipótesis AA, se tiene asegurada la

existencia del qds minimal (véase Ref. [13]). Por otra parte, en el nivel n = 1 la función

F asociada al operador Φ(I), actúa en una configuración 1t como

F (1t) =
(∑
s>t

a+
ts +

∑
s<t

a−ts
)
.

La siguiente proposición (basada en los Teoremas 4.4 y 4.5 en [8]), da condiciones bajo las

cuales el qds de Exclusión Asimétrica en el nivel n = 1 es conservativo.

Proposición. 2.2.2. Sea Λ = mf operador de multiplicación tal que f : S1 → R satisface

f(1r)a
−
sr = a+

rsf(1s) si s > r, f ≥ F ; Sea D = Spanβ1 y supóngase que Dom(G) ⊂
Dom(Φ

1
2 ) y que existe b ∈ R+ tal que para toda r, 2

(∑
s>r

(a−sr − a+
rs) +

∑
s<r

(a+
sr − a−rs)

)
≤ b,

entonces el qds de Exclusión Asimétrica es conservativo.

Demostración. Para probar la conservatividad, se verificará que bajo los supuestos da-

dos, se satisfacen las condiciones dadas en (1.1.8). Primero, obsérvese que Dom(G) =

{u ∈ V1 :
∑
t
|〈1t, u〉c(1t)|2 <∞}, Dom(Φ) = {u ∈ V1 :

∑
t
|〈1t, u〉F (1t)|2 <∞}, Dom(Λ) =

{u ∈ V1 :
∑
t
|〈1t, u〉f(1t)|2 < ∞}; aśı que D ⊂ Dom(G). Para verificar que G, L±rs;

r 6= s satisfacen la Hipótesis C (1.1.7); sea D = Spanβ1, claramente D ⊂ Dom(G),

D ⊂ Dom(Λ) ⊂ Dom(Λ
1
2 ). Se probará que D es un dominio esencial para Λ

1
2 ; sea el

par (u,Λu) con u ∈ Dom(Λ), se mostrará que existe una sucesión (vn,Λvn) con vn ∈ D
tal que (vn,Λvn) → (u,Λu). Sea vn :=

∑
t∈Bn
〈1t, u〉1t donde Bn := {r ∈ Z+ : |r| ≤ n},

por lo tanto vn → u y ||Λu− Λvn||2 = ||
∑
t/∈Bn
〈1t, u〉f(1t)1t||2 =

∑
t/∈Bn
|〈1t, u〉|2(f(1t))

2 →
n−→∞

0. Sea {Wt}t≥0 el semigrupo generado por G, ya que Wtu = e−c(u)tu, W (D) ⊂ D,

L±rs(R(λ;G)(D)) ⊂ D para toda r 6= s, λ > 0. Con u = 1t

2Re 〈Λ
1
2u,Λ

1
2Gu〉+

∑
r

(∑
s>r

〈Λ
1
2L+

rsu,Λ
1
2L+

rsu〉+
∑
s<r

〈Λ
1
2L−rsu,Λ

1
2L−rsu〉

)
=
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−2f(1t)
(∑
s>t

a+
ts +

∑
s<t

a−ts
)

+
(∑
s>t

2a+
tsf(1s) +

∑
s<t

2a−tsf(1s)
)

=

2f(1t)
∑
s>r

(a−sr − a+
rs) +

∑
s<r

(a+
sr − a−rs) ≤ bf(1t). (2.14)

Ya que f ≥ F

〈Φ
1
2u,Φ

1
2u〉 ≤ 〈Λ

1
2u,Λ

1
2u〉, (2.15)

con lo que se tiene la demostración. Para un u general se tiene el mismo resultado debido

a la linealidad y la independencia lineal de {1r : r ∈ Z+}.

El qms de Exclusión Asimétrica en el nivel uno es genérico en el sentido de [8]; una prueba

de la conservatividad de esta clase de semigrupos cuánticos, se da en los Teoremas 4.4 y

4.5 en el mismo art́ıculo.

2.2.2 Condiciones sobre el estado invariante

El siguiente resultado es el Teorema 3.1 en [30] y muestra que un estado invariante fiel

tiene que ser necesariamente diagonal.

Teorema. 2.2.3. Sea ρ un estado invariante y fiel en el nivel n = 1, entonces

1. ρ es diagonal respecto a la base {1r : r ∈ Z+} y para cada r ∈ Z+∑
s>r

(a−srρ(1s)− a+
rsρ(1r)) <∞.

2. Los operadores de Krauss L±rs de L, satisfacen la siguiente relación

ρL±rs = λrsL
±
rsρ (2.16)

donde λrs = ρ(1s)
ρ(1r)

.

Demostración. 1. Se probará que ρ(1r, 1s) = 0 para toda r 6= s. Ya que ρ es un

estado invariante, ρ ∈ Dom(L∗) y L∗(ρ) = 0. Dada la linealidad

L∗(ρ) =
∑
r

ρ(1r)L∗(|1r〉〈1r|) +
∑

Γ

ρ(1r, 1s)L∗(|1r〉〈1s|) (2.17)
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donde, y de acuerdo a (2.9), L∗(|1r0〉〈1s0 |) =∑
r

2
(∑
s>r

a+
rs(1− 1r0(s))1r0(r)(1− 1s0(s))1s0(r)|(1r0)rs〉〈(1s0)rs|+

∑
s<r

a−rs(1− 1r0(s))1r0(r)(1− 1s0(s))1s0(r)|(1r0)rs〉〈(1s0)rs|
)
−

(c(1r0) + c(1s0))|1r0〉〈1s0 |, (2.18)

ya que (1−1r0(s))1r0(r) · (1−1s0(s))1s0(r) = 1 si y sólo si r0 = s0 = r y s /∈ {r0, s0}.
Como consecuencia de (2.17) y (2.18), un cálculo directo muestra que L∗(ρ) =∑

r

(∑
s>r

2a+
rsρ(1r)|1s〉〈1s|+

∑
s<r

2a−rsρ(1r)|1s〉〈1s|
)
−

∑
r

(∑
s>r

2a+
rsρ(1r)|1r〉〈1r|+

∑
s<r

2a−rsρ(1r)|1r〉〈1r|
)
−

∑
Γ

(c(1r) + c(1s))ρ(1r, 1s)|1r〉〈1s|; (2.19)

aplicando el cambio de variables (r, s) 7→ (s, r) en el primer renglón, la anterior

ecuación es igual a L∗(ρ) =

2
∑
r

(∑
s>r

(a−srρ(1s)− a+
rsρ(1r)) +

∑
s<r

(a+
srρ(1s)− a−rsρ(1r))

)
|1r〉〈1r|−

∑
Γ

(c(1r) + c(1s))ρ(1r, 1s)|1r〉〈1s|. (2.20)

Dada la independencia lineal de {|1r〉〈1s| : r, s ∈ Z+}, la ecuación (2.20) implica que∑
s>r

(a−srρ(1s)− a+
rsρ(1r)) +

∑
s<r

(a+
srρ(1s)− a−rsρ(1r) = 0 (2.21)

para toda r ∈ Z+ y −(c(1r)+c(1s))ρ(1r, 1s) = 0 para toda r 6= s. Ya que Re (c(1r)+

c(1s)) =
∑
s>r0

a+
r0s +

∑
s<r0

a−r0s +
∑
s>s0

a+
s0s +

∑
s<s0

a−s0s > 0 entonces (c(1r0) + c(1s0)) 6= 0

y por lo tanto ρ(1r, 1s) = 0, i.e. ρ es diagonal respecto a {1r : r ∈ Z+}. Obsérvese

que (2.21) implica que para toda r,
∑
s>r

(a−srρ(1s)− a+
rsρ(1r)) <∞.
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2.

ρL±rs = ρ
√

2a±rs|1s〉〈1r| = ρ(1s)
√

2a±rs|1s〉〈1r| = ρ(1s)L
±
rs (2.22)

y

L±rsρ =
√

2a±rs|1s〉〈1r|ρ = ρ(1r)
√

2a±rs|1s〉〈1r| = ρ(1r)L
±
rs, (2.23)

por lo tanto ρL±rs = ρ(1s)ρ(1r)
ρ(1r)

L±rs = ρ(1s)
ρ(1r)

L±rsρ.

Se sabe ya que ρ es un operador diagonal por lo que conmuta con el operador diagonal H;

de esta observación y el punto 2 del teorema anterior, se sigue que la representación de L
es privilegiada (refiérase a la Definición (1.1.15)). De (2.20) y la diagonalidad del estado

invariante, se tiene que (2.21) es una condición necesaria sobre los valores propios de ρ

para que L∗(ρ) = 0. Por otra parte, una condición suficiente para esto último es que

ρ(1s)a
−
sr = a+

rsρ(1r) para s > r. (2.24)

Se llamará a tal condición balance detallado infinitesimal.

La siguiente proposición muestra la equivalencia entre la condición de balance detallado

infinitesimal (2.24) y condición de θ-QDB para θ ∈ [0, 1] (1.17), y es la Proposición 3.1

en [30].

Proposición. 2.2.4. Sea ρ un estado invariante y fiel en el nivel n = 1 para el qms de

Exclusión Asimétrica; los valores propios de ρ satisfacen la condición de balance detallado

infinitesimal si y sólo si para todo θ ∈ [0, 1] el qms de Exclusión Asimétrica satisface la

condición de θ-QDB con respecto a ρ.

Demostración. Como primer paso, se calcula al generador infinitesimal de semigrupo

θ-dual. Se sabe que L̃(x) = ρθ−1L∗(ρ1−θxρθ)ρ−θ (véase Proposición 3.2 de Ref. [14]),

si x =
∑
r
xr|1r〉〈1r|+

∑
Γ

xrs|1r〉〈1s| entonces

ρ1−θxρθ =
∑
r
xrρ(1r)|1r〉〈1r|+

∑
Γ

xrsρ
1−θ(1r)ρ

θ(1s)|1r〉〈1s| y

L∗(ρ1−θxρθ) =
∑
r

xrρ(1r)L∗(|1r〉〈1r|) +
∑

Γ

xrsρ
1−θ(1r)ρ

θ(1s)L∗(|1r〉〈1s|). (2.25)
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De (2.18), un cálculo directo muestra que

L̃(x) =
∑
r

(∑
s>r

2a+
rsxr

ρ(1r)

ρ(1s)
|1s〉〈1s|+

∑
s<r

2a−rsxr
ρ(1r)

ρ(1s)
|1s〉〈1s|

)
−

2
∑
r

xrRe c(1r)|1r〉〈1r| −
∑

Γ

xrs(c(1r) + c(1s))|1r〉〈1s|. (2.26)

Ahora, utilizando el cambio de variables (r, s) 7→ (s, r) en el primer renglón y por la

condición de balance detallado infinitesimal (2.24),

L̃(x) =
∑
r

(∑
s>r

2a+
rs(xs − xr)|1r〉〈1r|+

∑
s<r

2a−rs(xs − xr)|1r〉〈1r|
)
−

∑
Γ

xrs(c(1r) + c(1s))|1r〉〈1s|. (2.27)

Por (2.12), (2.13); (L − L̃)(x) = G∗x + xG − xG∗ − Gx = [(G∗ − G), x], y ya que

G = −iH − 1
2

∑
k

L∗kLk, se sigue que (L − L̃)(x) = 2i[H,x] i.e. se cumple la condición

de θ-QDB para todo θ ∈ [0, 1].

Ahora, si el qms de Exclusión Asimétrica satisface la condición de θ-QDB para todo

θ ∈ [0, 1], en particular satisface la condición de 0-QDB. Se verificarán las condi-

ciones del Teorema (1.2.3). Claramente c = 0; ahora, para s > r, L+∗
rs =

√
2a+

rsC∗rs =√
2a+rs
√

2a−sr√
2a−sr

Csr =
√

a+rs
a−sr
L−sr, entonces

λ
− 1

2
rs L

+∗
rs =

√
ρ(1r)

ρ(1s)
L+∗
rs =

√
ρ(1r)a

+
rs

ρ(1s)a
−
sr
L−sr. (2.28)

De aqúı que la condición (2) de (1.2.3), se satisface si y sólo si

urs,r′s′ =



√
ρ(1r)a

+
rs

ρ(1s)a
−
sr

if r
′
s
′

= s r y s > r√
ρ(1r)a

−
rs

ρ(1s)a
+
sr

if r
′
s
′

= s r y s < r

0 o.c.

, (2.29)

luego (urs,r′s′ )rs,r′s′ es operador unitario si y sólo si ρ(1r)a
+
rs

ρ(1s)a
−
sr

= 1 si s > r.
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Con el propósito de dar simplicidad a la nomenclatura, de aqúı en adelante se denotará

Hn
m :=

n∏
t=m

a+
tt+1

a−t+1t

para m ≤ n y Hn
m := 1 para n < m. (2.30)

La siguiente proposición es la 3.2 en [30].

Proposición. 2.2.5. Sea ρ un estado invariante y fiel para el qms de Exclusión Asimétrica

en el nivel uno, y que satisface la condición de balance detallado infinitesimal. Entonces∑
s>r

Hs−1
r <∞, y la forma expĺıcita de los valores propios de ρ es,

ρ(1r) =
(
1 +

∑
s>r

Hs−1
r +

∑
s<r

(Hr−1
s )−1

)−1
. (2.31)

Demostración. Sea r un sitio fijo. Como ρ es un estado entonces 1 =
∑
s∈Z+

ρ(1s) = ρ(1r)+∑
s>r

ρ(1s) +
∑
s<r

ρ(1s). Un empleo repetido de (2.24) produce ρ(1r+2) =
a+r+1r+2

a−r+2r+1

ρ(1r+1) =

Hr+1
r ρ(1r). De manera general, para s > r, ρ(1s) = Hs−1

r ρ(1r) y para s < r, ρ(1s) =

(Hr−1
s )−1ρ(1r). Por lo tanto

1 = ρ(1r)
(
1 +

∑
s>r

Hs−1
r +

∑
s<r

(Hr−1
s )−1

)
. (2.32)

De este modo, y para cada r, se tiene que
∑
s>r

Hs−1
r <∞ y (2.31).

2.3 Estados invariantes de equilibrio en el nivel n

Sean los conjuntos

C+ := {(η, r, s) : s > r, (1− ηs)ηr = 1},

C− := {(η, r, s) : s < r, (1− ηs)ηr = 1},

C±n := {(η, r, s) ∈ C± : η ∈ Sn}. (2.33)

Una condición suficiente para que un estado diagonal σ =
∑
η
σ(η)|η〉〈η| en el dominio de

L∗ sea invariante, se deduce fácilmente de (2.9), ya que en un estado diagonal σ, L∗(σ) =∑
η∈S

{∑
r

(∑
s>r

2a+
rsσ(ηrs)(1− ηr)ηs +

∑
s<r

2a−rsσ(ηrs)(1− ηr)ηs
)
− 2Re c(η)

}
|η〉〈η|. (2.34)
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Aplicando el cambio de variables (r, s) 7→ (s, r) y la definición (2.33) en (2.34)

L∗(σ) = 2
∑
C+

(a−srσ(ηrs)− a+
rsσ(η))|η〉〈η|+ 2

∑
C−

(a+
srσ(ηrs)− a−rsσ(η))|η〉〈η|. (2.35)

De lo anterior se observa que una condición suficiente para que L∗(σ) = 0, es

σ(ηrs) =
a+
rs

a−sr
σ(η) cuando s > r, (1− ηs)ηr = 1, (2.36)

condición que al nivel n = 1 es (2.24).

Las dos siguientes proposiciones están basadas en los trabajos [39] y [42], la primera de

ellas da un método para construir un estado invariante en el nivel n a partir de la existencia

de un estado invariante en el nivel n = 1 y al que se denotará por ρ1.

Proposición. 2.3.1. Sea ρ1 un estado invariante y fiel en el nivel n = 1; sea αr : {0, 1} →
[0, 1] definida por αr(x) = ρ1(1r)x

1+ρ1(1r)
. Para cada η ∈ S, sea

ρ(η) =
∏
r∈Z+

αr(η(r)), (2.37)

entonces

1. ρ(η) > 0 para toda η ∈ S.

2. ρ =
∑
η∈S

ρ(η)|η〉〈η| es un estado invariante.

Demostración. 1. Ya que

ρ(η) =
∏
r∈Z+

ρ1(1r)
η(r)

1 + ρ1(1r)
=

∏
r∈ Supp(η)

ρ1(1r)

1 + ρ1(1r)

∏
r/∈ Supp(η)

1

1 + ρ1(1r)
(2.38)

y el primer producto tiene una cantidad finita de factores, es suficiente probar que

el segundo producto es positivo. Se sabe que
∏

r/∈ Supp(η)

1
1+ρ1(1r)

> 0 si y sólo si∑
r/∈ Supp(η)

log(1+ρ1(1r)) <∞; además log(1+ρ1(1r))
ρ1(1r)

−→
|r|→∞

1 si y sólo si ρ1(1r) −→
|r|→∞

0.

Como
∑
r
ρ1(1r) = 1, se sigue que

∏
r/∈ Supp(η)

1
1+ρ1(1r)

> 0.
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2. Para probar que ρ es un estado, se mostrará que
∑
η∈S

ρ(η) = 1. Para ello se sigue a

a [34] y [42]. Por cada sitio r ∈ Z+, αr es una medida de probabilidad en {0, 1};
considérese la medida producto P de las αr′s , la cual es una medida definida en la

σ-álgebra ciĺındrica C de {0, 1}Z+ , de aqúı que ρ(η) dada por (2.37) es la medida de

η ⊂ {0, 1}Z+ , la que, claramente pertenece a C, y

P (S) =
∑
η∈S

ρ(η) > 0. (2.39)

Se probará que S es un evento cola con respecto a una sucesión de variables aleatorias

independientes, con esto y la ley 0-1 de Kolmogorov, se concluirá que∑
η∈S

ρ(η) = 1. (2.40)

Sea πn : {0, 1}Z+ → {0, 1} la proyección sobre el sitio n i.e. πnη = η(n). En-

tonces {πn}∞n=0 es una sucesión de variables aleatorias independientes definidas en

({0, 1}Z+ , C, P ), y S = lim inf
n→∞

π−1
n (0). De aqúı que S sea un evento cola con respecto

a {πn}∞n=0.

Ahora, se probará que el estado es invariante, verificando que ρ satisface (2.36).

Obsérvese que ρ(ηrs) =

∏
t∈Supp(ηrs)

t6=r,s

ρ1(1t)

1 + ρ1(1t)
·

∏
t/∈Supp(ηrs)

t6=r,s

1

1 + ρ1(1t)
· ρ1(1r)

1−η(r)

1 + ρ1(1r)
· ρ1(1s)

1−η(s)

1 + ρ1(1s)
(2.41)

y que ρ(η) =

∏
t∈Supp(η)

t6=r,s

ρ1(1t)

1 + ρ1(1t)
·

∏
t/∈Supp(η)

t6=r,s

1

1 + ρ1(1t)
· ρ1(1r)

η(r)

1 + ρ1(1r)
· ρ1(1s)

η(s)

1 + ρ1(1s)
; (2.42)

dado lo anterior, es suficiente probar que ρ1(1r)1−η(r)

1+ρ1(1r)
· ρ1(1s)1−η(s)

1+ρ1(1s)
= a+rs

a−sr
· ρ1(1r)η(r)

1+ρ1(1r)
·

ρ1(1s)η(s)

1+ρ1(1s)
siempre que s > r y (1 − ηs)ηr = 1; pero bajo tal condición, la última
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ecuación se reduce a ρ1(1s) = a+rs
a−sr
ρ1(1r), que es la condición de balance detallado

infinitesimal (2.24).

Proposición. 2.3.2. En el nivel n, el qms de Exclusión Asimétrica satisface la condición

de 0-QDB con respecto al estado invariante y fiel dado en la proposición anterior.

Demostración. Para probarlo, es suficiente con mostrar que las partes completamente

positivas de L y L̃ son iguales, ya que de este modo (L − L̃)(x) = 2i[H,x]. Primero,

obsérvese que ρL±rsη = ρ
√

2a±rs(1− ηs)ηrηrs = ρ(ηrs)L
±
rsη y L±rsρη = ρ(η)L±rsη, por (2.36)

ρL+
rs =

a+
rs

a−sr
L+
rsρ si s > r, ρL−rs =

a−rs
a+
sr
L−rsρ si s < r. (2.43)

Por otra parte, para s > r L+∗
rs = (a

+
rs

a−sr
)
1
2L−sr y para s < r L−∗rs = (a

−
rs

a+sr
)
1
2L+

sr, de lo cual se

sigue que

ρL+∗
rs =

(a+
rs

a−sr

) 1
2 ρL−sr =

(a+
rs

a−sr

) 1
2 · a

−
sr

a+
rs
L−srρ =

(a−sr
a+
rs

) 1
2L−srρ para s > r (2.44)

y ρL−∗rs =
(
a+sr
a−rs

) 1
2L+

srρ para s < r; por lo tanto

tr(ρxL+∗
rs yL

+
rs) = tr(L+

rsρxL
+∗
rs y) = tr(ρL−∗sr xL

−
sry) para s > r (2.45)

y

tr(ρxL−∗rs yL
−
rs) = tr(ρL+∗

sr xL
+
sry). (2.46)

(2.45),(2.46) implican que tr(ρx
∑
r

(∑
s>r

L+∗
rs yL

+
rs +

∑
s<r

L−∗rs yL
−
rs

)
) =

tr(ρ
∑
r

(∑
s>r

L−∗sr xL
−
sr+

∑
s<r

L+∗
sr xL

+
sr

)
y), como y ∈ B(h) es arbitrario, se sigue que Φ = Φ̃.

2.3.1 Una condición suficiente para la existencia de estado invariante

El siguiente teorema es una reelaboración del Teorema 3.1 en [27].

Teorema. 2.3.3. Para cada r0 ∈ Z+, sea h(r0) =
∑
s>r0

a+
r0s +

∑
s<r0

a−r0s. Sea ρn :=∑
η∈Sn

ρn(η)|η〉〈η| un estado diagonal en el nivel n tal que sus valores propios satisfacen



32 CAPÍTULO 2. ESTADOS INVARIANTES DE EQUILIBRIO

(2.36), y supóngase que ∑
C+
n

a+
rsρn(η) +

∑
C−n

a−rsρn(η) <∞, (2.47)

entonces ρn es un estado invariante para el qms de Exclusión Asimétrica.

Demostración. Se probará que en L1(h)

ρn = lim
k→∞

ρkn y lim
k→∞

L∗(ρkn) = 0. (2.48)

Y ya que L∗ es un operador cerrado, se concluye que ρn ∈ Dom(L∗) y L∗(ρn) = 0. Sea

k ∈ N, Bk := {r ∈ Z+ : |r| ≤ k}, Skn := {η ∈ Sn : Supp(η) ⊂ Bk} y ρkn =
∑
η∈Skn

ρn(η)|η〉〈η|.

Debido a la Proposición 3.32 en Ref. [13] ρkn ∈ Dom(L∗). Obsérvese que #Skn <∞ ya que

#Bk <∞; Bk ⊂ Bk+1 y ∪∞k=1Bk = Z+, de lo cual se sigue que Skn ⊂ Sk+1
n y ∪∞k=1Skn = Sn;

por lo tanto ρn ≥ ρk+1
n ≥ ρkn y

||ρn − ρkn||1 = tr(|ρn − ρkn|) = tr(ρn − ρkn) =
∑

η∈Sn\Skn

ρn(η)→ 0 (2.49)

cuando k → ∞ ya que
∑
η∈Sn

ρn(η) = 1. Para probar el segundo ĺımite considérese la

siguiente partición de los conjuntos C±n

D±k := {(η, r, s) ∈ C±n : η ∈ Skn, ηrs /∈ Skn},
E±k := {(η, r, s) ∈ C±n : η /∈ Skn, ηrs ∈ Skn},
F±k := {(η, r, s) ∈ C±n : η ∈ Skn, ηrs ∈ Skn},
G±k := {(η, r, s) ∈ C±n : η /∈ Skn, ηrs /∈ Skn}.

(2.50)

De (2.35), se tiene que L∗(ρkn) =

2
∑
C+
n

(a−srρ
k
n(ηrs)− a+

rsρ
k
n(η))|η〉〈η|+ 2

∑
C−n

(a+
srρ

k
n(ηrs)− a−rsρkn(η))|η〉〈η|. (2.51)

Nótese que ρkn(η) = 0 si η /∈ Skn y ρkn(η) = ρn(η) si η ∈ Skn, por lo que la suma sobre G±k

es cero al igual que la suma sobre F±k , esto último debido a (2.36); la anterior ecuación se

reduce a L∗(ρkn) =

2
(∑
E+
k

a−srρ
k
n(ηrs) +

∑
E−k

a+
srρ

k
n(ηrs)−

∑
D+
k

a+
rsρ

k
n(η)−

∑
D−k

a−rsρ
k
n(η)

)
|η〉〈η|, (2.52)



2.3. ESTADOS INVARIANTES DE EQUILIBRIO EN EL NIVEL N 33

debido a la desigualdad del triángulo

||L∗(ρkn)||1 ≤ 2
(∑
E+
k

a−srρ
k
n(ηrs) +

∑
E−k

a+
srρ

k
n(ηrs) +

∑
D+
k

a+
rsρ

k
n(η) +

∑
D−k

a−rsρ
k
n(η)

)
. (2.53)

Si (η, r, s) ∈ E−k entonces η /∈ Skn y ηrs ∈ Skn, lo cual implica que r /∈ Supp(ηrs), s ∈
Supp(ηrs) ⊂ Bk y {r, s}4 Supp(ηrs) = Supp(η) 6⊂ Bk. i.e. |r| > k. Por lo tanto, y ya que

ρn(ηrs) ≤ 1

a+
srρn(ηrs)1E−k

(η, r, s) ≤
∑
|l|>k

a+
sl; (2.54)

de manera similar, si (η, r, s) ∈ D+
k entonces |s| > k y

a+
rsρn(η)1D+

k
(η, r, s) ≤

∑
|l|>k

a+
rl. (2.55)

Si (η, r, s) ∈ E+
k entonces η /∈ Skn y ηrs ∈ Skn, lo que implica que r /∈ Supp(ηrs), s ∈

Supp(ηrs) ⊂ Bk y {r, s} 4 Supp(ηrs) = Supp(η) 6⊂ Bk. i.e. |r| > k, lo cual es una

contradicción ya que s > r; lo mismo sucede si (η, r, s) ∈ D−k . De aqúı, se tiene que para

toda (η, r, s) ∈ Cn

0 ≤ a+
srρn(ηrs)1E−k

(η, r, s) + a+
rsρn(η)1D+

k
(η, r, s) ≤

∑
|l|>k

a+
sl +

∑
|l|>k

a+
rl → 0 (2.56)

cuando k →∞. Por otra parte, para toda (η, r, s) ∈ Cn

0 ≤ a+
srρn(ηrs)1E−k

(η, r, s) + a+
rsρn(η)1D+

k
(η, r, s) ≤ a+

srρn(ηrs) + a+
rsρn(η), (2.57)

lo cual no depende de k; nótese que (2.36) ocurre si y sólo si a+
srρ(ηrs) = a−rsρ(η), s < r,

(1− ηs)ηr = 1; sumando sobre toda (η, r, s) ∈ C±n∑
C+
n

a+
rsρn(η) +

∑
C−n

a−rsρn(η) <∞; (2.58)

de donde se sigue que el lado derecho de (2.53) se va a cero cuando k → ∞, debido al

Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue.

En el nivel n = 1, la ecuación (2.36) se lee como,∑
r

∑
s>r

ρ(1r)a
+
rs +

∑
r

∑
s<r

ρ(1r)a
−
rs <∞. (2.59)
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Proposición. 2.3.4. sup
r∈Z+

(∑
s>r

2a+
rs +

∑
s<r

2a−rs) <∞ si y sólo si para toda k ∈ N, Φ(Ik) es

un operador acotado en Vk := Spanβk, donde Ik = es la identidad en Vk.

Demostración. Obsérvese que Φ(Ik) =
∑
η∈Sk

F (η)|η〉〈η|. Se empieza por probar la sufi-

ciencia.

Φ(I1) =
∑
r∈Z+

F (1r)|1r〉〈1r| es un operador acotado y por lo tanto,

∞ > sup
r∈Z+

F (1r) = sup
r∈Z+

(∑
s>r

2a+
rs +

∑
s<r

2a−rs). (2.60)

Para probar la necesidad. Sea k ∈ N y η ∈ Sk, entonces F (η) =∑
r∈Supp(η)

∑
s>r,s/∈Supp(η)

2a+
rs +

∑
r∈Supp(η)

∑
s<r,s/∈Supp(η)

2a−rs ≤
∑

r∈Supp(η)

F (1r). (2.61)

Por lo tanto

||Φ(Ik)|| = sup
η∈Sk

F (η) ≤ sup
η∈Sk

∑
r∈Supp(η)

F (1r) ≤ sup
η∈Sk

( sup
r∈Z+

F (1r))(#Supp(η)) =

k · sup
r∈Z+

F (1r) = k · sup
r∈Z+

(
∑
s>r

2a+
rs +

∑
s<r

2a−rs) <∞. (2.62)

2.4 Dominio de atracción de los estados invariantes

Con un estado invariante ρ en toda la dinámica, se construye uno en el nivel n al que se

denotará por ρn. Obsérvese que para cada n ≥ 1 y r 6= s, Pn la proyección ortogonal sobre

Vn y los operadores de Krauss L±rs conmutan. Por una parte, sobre una configuración

η ∈ S, PnLrsη ={ √
2a±rsPnηrs si (1− ηs)ηr = 1

0 si (1− ηs)ηr = 0
=

{ √
2a±rsηrs si (1− ηs)ηr = 1, |η| = n

0 si (1− ηs)ηr = 0 ó |η| 6= n.

Por otra parte LrsPnη ={
Lrsηrs si |η| = n

0 si |η| 6= n
=

{ √
2a±rsηrs si |η| = n, (1− ηs)ηr = 1

0 si (1− ηs)ηr = 0 ó|η| 6= n.
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Proposición. 2.4.1. Sea {Tt}t≥0 el semigrupo cuántico minimal del qms de Exclusión

Asimétrica, entonces

1. PnTt(x)Pn = Tt(PnxPn).

2. Si ρ un estado invariante en toda la dinámica y

ρn :=
PnρPn
tr(ρPn)

,

entonces ρn es un estado invariante en el nivel n.

Demostración. 1. Se probará que se se satisface PnT kt (x)Pn = T kt (PnxPn), para cada

iteración del proceso constructivo del semigrupo cuántico minimal. Se procederá por

inducción sobre k; para k = 0 y de (1.11), T 0
t (x) := W ∗t xWt, donde {Wt}t≥0 es el

semigrupo generado por G, luego

PnT 0
t (x)Pn = PnW

∗
t xWtPn = W ∗t PnxPnWt = T 0

t (PnxPn),

ya que Pn, G y el semigrupo que genera, son operadores diagonales respecto a la base

{η : η ∈ S}, y por tanto conmutan. Ahora, supóngase que para u, v ∈ Dom(G),

x ∈ B(h) y algún k, se satisface〈
u, PnT kt (x)Pnv

〉
=
〈
u, T kt (PnxPn)v

〉
y se probará se satisface para k + 1. De (1.9),〈

u, PnT k+1
t (x)Pnv

〉
=
〈
Pnu, T k+1

t (x)Pnv
〉

=

〈Pnu, T 0
t (x)Pnv〉+

∫ t

0
Φ
(
T kτ (x)

)
[Wt−τPnu,Wt−τPnv]dτ. (2.63)

Ahora, de (1.10) y la hipótesis de inducción, el integrando en (2.63) es igual a∑
r 6=s

〈
L±rsWt−τPnu, T kτ (x)Wt−τPnv

〉
=
∑
r 6=s

〈
L±rsWt−τu, PnT kτ (x)PnWt−τv

〉
=

∑
r 6=s

〈
L±rsWt−τu, T kτ (PnxPn)Wt−τv

〉
= Φ

(
T kτ (PnxPn)

)
[Wt−τu,Wt−τv]. (2.64)
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De (2.64) se sigue que (2.63) es igual a

〈u, PnT 0
τ (x)Pnv〉+

∫ t

0
Φ
(
T kτ (PnxPn)

)
[Wt−τu,Wt−τv]dτ =

〈
u, T k+1

t (PnxPn)v
〉
.

2. Claramente ρn es positivo, tr
( PnρPn
tr(ρPn)

)
= tr(ρPn)

tr(ρPn) = 1 y para todo x ∈ B(h),

tr
(
T∗t
( PnρPn
tr(ρPn)

)
x
)

=
1

tr(ρPn)
tr
(
T∗t(PnρPn)x

)
=

1

tr(ρPn)
tr
(
ρPnTt(x)Pn

)
=

1

tr(ρPn)
tr
(
ρTt(PnxPn)

)
=

1

tr(ρPn)
tr
(
T∗t(ρ)PnxPn

)
= tr

(( PnρPn
tr(ρPn)

)
x
)
, (2.65)

lo cual muestra que es un estado invariante.

La siguiente proposición esta basada en [29].

Proposición. 2.4.2. Se satisface lo siguiente:

1. En cada nivel hay un único estado invariante para el qms de Exclusión Asimétrica.

2. Todo estado invariante diagonal es una combinación lineal convexa de estados in-

variantes ρn definidos en la proposición anterior.

Demostración. Lo primero afirmación se satisface dada la irreducibilidad de la dinámica

en cada nivel (véase [19]); se denotará por ρn a ese único estado invariante en su respectivo

nivel. Sea σ un estado invariante diagonal. Se mostrará que

σ =

∞∑
n=1

tr(σPn)ρn. (2.66)

Dado que ρ conmuta con las Pn y que PnσPn = tr(σPn)ρn, se sigue que

σ =

∞∑
n=1

Pnσ =

∞∑
n=1

PnσPn =

∞∑
n=1

tr(σPn)ρn. (2.67)
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Definición. 2.4.3. Dado un estado invariante ρ su dominio de atracción es

A(ρ) := {σ ∈ S(h) : lim
t→∞

1

t

∫ t

0
T∗s(σ)ds = ρ en la topoloǵıa débil de L1(h)}, (2.68)

donde S(h) es el conjunto de estados en B(h).

La siguiente proposición (Corolario 2.1 en [29]) caracteriza al dominio de atracción de un

estado invariante.

Proposición. 2.4.4. Sea ρ un estado invariante diagonal. Entonces A(ρ) = {σ ∈ S(h) :

tr(σPn) = tr(ρPn) ∀n}.

Demostración. Sea σ ∈ A(ρ), debido a la markovianidad de Tt, T∗t preserva la traza, de

donde se sigue que tr(σPn) = tr(T∗t(σ)Pn), de este modo

tr(σPn) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0
tr(T∗s(σ)Pn)ds = lim

t→∞
tr
(1

t

∫ t

0
(T∗s(σ)dsPn

)
= tr(ρPn), (2.69)

debido a la continuidad. Por otra parte, si tr(σPn) = tr(ρPn) para toda n

lim
t→∞

1

t

∫ t

0
T∗s(σ)ds = lim

t→∞

1

t

∫ t

0
T∗s(σ

∑
n

Pn)ds =

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∑
n

T∗s(ρPn)ds = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∑
n

PnσPnds = ρ. (2.70)



38 CAPÍTULO 2. ESTADOS INVARIANTES DE EQUILIBRIO



Caṕıtulo 3

Algunos estados invariantes fuera

de equilibrio en el nivel uno

Este caṕıtulo contiene los principales resultados en [30].

Se inicia esta sección con una discusión heuŕıstica sobre como se establecen hipótesis bajo

las cuales es posible construir estados invariantes fuera de equilibrio para el qms de Ex-

clusión Asimétrica. De la prueba del Teorema (2.2.3), se desprende que la condición (2.21)

sobre los valores propios de ρ es necesaria para que L∗(ρ) = 0, mientras que la condición

(2.24) es solo suficiente para ello, ya que (2.24) implica la anulación de cada témino en el

lado izquierdo de (2.21). En esta sección se propone una forma de construir una solución

a (2.21) sin que se cumpla la condición (2.24); una vez hecho esto, se prueba que, en

efecto, se tiene a un estado invariante fuera de equilibrio. Los resultados principales están

contenidos en los Teoremas 3.0.5, 3.0.6, 3.0.7 y 3.0.8. El caṕıtulo finaliza con un ejemplo

expĺıcito.

De (2.12) y (2.26), ecuación en la que no se ha empleado la hipótesis de balance detallado

infinitesimal (2.24), se puede fácilmente obtener que

(L − L̃)(x) = 2i[H,x]+∑
r

{∑
s>r

2xs
(
a+
rs − a−sr

ρ(1s)

ρ(1r)

)
+
∑
s<r

2xs
(
a−rs − a+

sr

ρ(1s)

ρ(1r)

)}
|1r〉〈1r|. (3.1)

39
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Obsérvese que xs|1r〉〈1r| = |1s〉〈1r|∗x|1s〉〈1r|, de este modo se puede reescribir (3.1) como

(L − L̃)(x) = 2i[H,x] +
∑
r

∑
s>r

2
(
a+
rs − a−sr

ρ(1s)

ρ(1r)

)
|1s〉〈1r|∗x|1s〉〈1r|+

∑
r

∑
s<r

2
(
a−rs − a+

sr

ρ(1s)

ρ(1r)

)
|1s〉〈1r|∗x|1s〉〈1r|, (3.2)

es decir, el qms de Exclusión Asimétrica satisface la condición de balance detallado pesado

(véase Definición 5 en [1]).

Para construir un estado invariante fuera de equilibrio, se proponen escalares estrictamente

positivos a±rs que satisfagan (2.21) y que al mismo tiempo al menos uno de los coeficientes

de los operadores |1s〉〈1r|∗x|1s〉〈1r| en (3.2), sea diferente de cero.

Se da la siguiente terminoloǵıa: Para s < r, la expresión (a+
srρ(1s)−a−rsρ(1r)) será llamada

corriente hacia arriba de s a r, y (a−rsρ(1r) − a+
srρ(1s)) corriente hacia abajo de r a s.

Obsérvese que, para s < r la corriente hacia arriba de s a r es uno de los sumandos

que conforman el coeficiente del operador |1r〉〈1r| en la ecuación (2.20), y su negativo, la

corriente hacia abajo de r a s, es uno de los sumandos que conforman el coeficiente de

|1s〉〈1s| en la misma ecuación.

Sean s0, s1, r0, s2 sitios fijos, con 0 ≤ s0 < r0. Supóngase que la corriente hacia arriba de

s0 a r0 es diferente de cero, i.e.

a+
s0r0ρ(1s0)− a−r0s0ρ(1r0) = d 6= 0. (3.3)

La maneras más simple de compensar (3.3) en (2.21) es proponiendo que los valores propios

de ρ satisfagan alguno de los dos siguientes casos:

Caso (I): Supóngase que

• 0 ≤ s0 < s1 < r0.

• La condición de balance detallado infinitesimal (2.24) es válida para todos los pares

(r, s) diferentes de (s0, s1), (s0, r0) y (s1, r0).

• Se tiene que

a+
s1r0ρ(1s1)− a−r0s1ρ(1r0) = −d, a−s1s0ρ(1s1)− a+

s0s1ρ(1s0) = d. (3.4)
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Caso (II): Supóngase que

• 0 ≤ s0 < r0 < s2.

• La condición de balance detallado infinitesimal (2.24) es válida para todos los pares

(r, s) diferentes de (s0, r0), (s0, s2) y (r0, s2).

• Se tiene que

a−s2r0ρ(1s2)− a+
r0s2ρ(1r0) = −d, a−s2s0ρ(1s2)− a+

s0s2ρ(1s0) = d. (3.5)

Es evidente que (3.3) junto con las hipótesis del Caso (I) implican que

1. Se satisface la condición necesaria (2.21) para toda r ∈ Z+, ya que cada término en

(2.21) es igual a cero excepto aquellos en los que r = s0, s1 o r0; en estos casos, y si

por ejemplo, r = s0 entonces el lado izquierdo de (2.21) es igual a∑
s>s0

(a−ss0ρ(1s)− a+
s0sρ(1s0)) +

∑
s<s0

(a+
ss0ρ(1s)− a−s0sρ(1s0)) =

(a−s1s0ρ(1s1)− a+
s0s1ρ(1s0))− (a−r0s0ρ(1r0)− a+

s0r0ρ(1s0)) = d− d = 0. (3.6)

De manera análoga (2.21) se satisface para r = s1, r0.

2. Si s0 + 1 6= s1 y s1 + 1 6= r0, es decir s0, s1 y r0 no son consecutivos, entonces

a−r+1rρ(1r+1) = a+
rr+1ρ(1r) (3.7)

se satisface para toda r ∈ Z+. Si s0 + 1 = s1 entonces (3.7) se satisface para todo

sitio r excepto para el sitio s0. Si s1 + 1 = r0 entonces (3.7) se satisface para todo

sitio r excepto para el sitio s0.

3. (ρ(1s0), ρ(1s1), ρ(1r0)) es la única solución al sistema lineal

a+
s0r0ρ(1s0)− a−r0s0ρ(1r0) = d

a+
s1r0ρ(1s1)− a−r0s1ρ(1r0) = −d
a+
s0s1ρ(1s0)− a−s1s0ρ(1s1) = −d

(3.8)

Si su determinante, ∆, es distinto de cero, obsérvese que las ecuaciones que componen

al sistema (3.8) son justamente las relaciones (3.3) y (3.4).
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4. Exactamente seis coeficiente es (3.2) son distintos de cero; los coeficientes en (3.8) y

los negativos de estos, necesarios en la compensación.

El hecho de que los valores propios de ρ satisfagan las condiciones en el Caso (I) y (3.3),

significa que se satisface la condición de balance detallado infinitesimal en todo el sistema

excepto entre los sitios s0, s1 y r0, los cuales forman un sub-sistema en el cual se viola

la condición de reversibilidad de Kolmogorov (véase Definición 3.4 en Ref. [26]), ya que

∆ = a−r0s0a
+
s0s1a

+
s1r0 − a

+
s0r0a

−
r0s1a

−
s1s0 , entonces, asumir que ∆ 6= 0 equivale a

a+s0s1a
+
s1r0

a+s0r0
6=

a−r0s1a
−
s1s0

a−r0s0
.

La solución a (3.8) es

ρ(1s0) =
d∆s0

∆
, ρ(1s1) =

d∆s1

∆
, ρ(1r0) =

d∆r0

∆
; (3.9)

donde d∆s0 , d∆s1 y d∆r0 son los determinantes de Cramer en la solución. La necesidad

de resolver (3.8) junto con la de satisfacer (3.7) y el hecho de que los valores propios

de ρ deben ser números estrictamente positivos que sumen 1, lleva a establecer ciertas

hipótesis necesarias sobre ∆, ∆s0 , ∆s1 , ∆r0 , d, las cuales están escritas a detalle e lo largo

del Teorema 4.1 (véase ecuaciones (3.14) a (3.20)). Las diferentes hipótesis en el Teorema

4.1 toman en cuenta todas las posibles relaciones de vecindad que pueden existir entre los

sitios s0, s1, r0.

El análisis de (3.3) junto son las hipótesis del Caso (II) es similar al previo, ya que lleva

al siguiente sistema lineal

a+
s0s2ρ(1s0)− a−s2s0ρ(1s2) = −d
a+
r0s2ρ(1r0)− a−s2r0ρ(1s2) = d

a+
s0r0ρ(1s0)− a−r0s0ρ(1r0) = d

(3.10)

Obsérvese que el signo en el lado derecho de (3.10) es contrario al signo en el lado derecho

de (3.8). De tal modo que si se cambia d por −d, el análisis es esencialmente el mismo.

Una primera estimación del valor de d se obtiene como sigue: un cálculo directo mues-

tra que ∆s0 = −(a−r0s1a
−
s1s0 + a−r0s0a

−
s1s0 + a−r0s0a

+
s1r0), ∆s1 = −(a+

s0r0a
−
r0s1 + a+

s0s1a
−
r0s1 +

a+
s0s1a

−
r0s0), ∆r0 = −(a+

s0r0a
+
s1r0 + a+

s0s1a
+
s1r0 + a+

s0r0a
−
s1s0); por lo tanto, si ∆ > 0 entonces

d < 0 y de (3.9) se sigue que

max
{ ∆

∆s0

,
∆

∆s1

,
∆

∆r0

}
< d < 0. (3.11)
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Del mismo modo, si ∆ < 0 entonces d > 0 y

0 < d < min
{ ∆

∆s0

,
∆

∆s1

,
∆

∆r0

}
. (3.12)

A fin de dar simplicidad a los cálculos, de aqúı en adelante se denotará Hn
m :=

∏n
r=m

a+rr+1

a−r+1r

para m ≤ n y Hn
m := 1 para n < m.

Teorema. 3.0.5. Sean {a+
rs}, {a−sr} números positivos y 0 ≤ s0 < s1 < r0 sitios fijos,

tales que ∆ 6= 0 y
∞∑
n=1

Hn−1
0 <∞, (3.13)

si uno de las siguientes condiciones se satisface

1. s0 + 1 < s1 < r0 − 1, es decir, los sitios no son consecutivos,

∆s1

∆s0

= Hs1−1
s0 ,

∆r0

∆s1

= Hr0−1
s1 y d :=

∆

∆s0

Hs0−1
0

(
1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0

)−1
. (3.14)

2. s0 + 1 = s1, s1 + 1 < r0, es decir, s0 y s1 son consecutivos,

∆s1 =
∆ + a+

s0s1∆s0

a−s1s0
,

∆r0

∆s1

= Hr0−1
s1 y (3.15)

d :=
(∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1(1 +
∞∑
n=1

Hn−1
0 ) +

1

a−s1s0

∞∑
n=s1

Hn−1
s1

)−1
. (3.16)

3. s0 + 1 < s1, s1 + 1 = r0, es decir, s1 y r0 son consecutivos,

∆s1

∆s0

= Hs1−1
s0 , ∆r0 =

∆ + a+
s1r0∆s1

a−r0s1
y (3.17)

d :=
(∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1(1 +
∞∑
n=1

Hn−1
0 ) +

1

a−r0s1

∞∑
n=r0

Hn−1
r0

)−1
. (3.18)

4. s0 + 1 = s1 = r0 − 1, es decir, los tres son consecutivos,

∆s1 =
∆ + a+

s0s1∆s0

a−s1s0
, ∆r0 =

(
(a+
s1r0 + a−s1s0)∆ + a+

s0s1a
+
s1r0∆s0

)
a−s1s0a

−
r0s1

(3.19)

y d :=(∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1(1 +
∞∑
n=1

Hn−1
0 ) +

1

a−s1s0
+

1

a−r0s1
(1 +

a+
s1r0

a−s1s0
)

∞∑
n=r0

Hn−1
r0

)−1
. (3.20)
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Entonces existe un estado diagonal ρ que satisface (3.9). Además, bajo los supuestos de

la condición 1, la ecuación (3.7) se satisface para toda r ∈ Z+. Bajo los supuestos de la

condición 2, (3.7) se satisface para toda r ∈ Z+\{s0}. Bajo los supuestos de la condición 3,

(3.7) se satisface para toda r ∈ Z+\{s1}. Por último, y bajo los supuestos de la condición

4, (3.7) se satisface para toda r ∈ Z+\{s0, s1}.

Demostración. 1. Sea

ρ(10) =
d∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1, ρ(1n) = ρ(10)Hn−1
0 para toda n ≥ 1. (3.21)

La primera igualdad en (3.21) y la definción de d en (3.14) implican que

ρ(10) =
∆

∆s0

Hs0−1
0

(
1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0

)−1 ∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1 =
(
1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0

)−1
, (3.22)

y la segunda igualdad en (3.21) implica (3.7), a−n+1nρ(1n+1) = a+
nn+1ρ(1n), es decir,

se satisface la condición de balance detallado infinitesimal ente sitios consecutivos.

En particular se tiene que

ρ(1s0) = ρ(10)Hs0−1
0 =

d∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1Hs0−1
0 =

d∆s0

∆
, (3.23)

ρ(1s1) =
d∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1Hs0−1
0 Hs1−1

s0 =
d∆s1

∆
y (3.24)

ρ(1r0) =
d∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1Hs0−1
0 Hs1−1

s0 Hr0−1
s1 =

d∆r0

∆
. (3.25)

Además y debido a (3.22)

∑
n

ρ(1n) = ρ(10) +
∞∑
n=1

ρ(10)Hn−1
0 = ρ(10)

(
1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0

)
= 1. (3.26)

2. Sea ρ(10) igual que en (3.21) y

ρ(1n) =


ρ(10)Hn−1

0 si 1 ≤ n ≤ s0

ρ(10)Hs0
0 + d

a−s1s0
si n = s1(

ρ(10)Hs0
0 + d

a−s1s0

)
Hn−1
s1 si n > s1

(3.27)
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En este caso y debido a la definición de d en (3.16), ρ(10) =

(∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1(1 +
∞∑
n=1

Hn−1
0 ) +

1

a−s1s0

∞∑
n=s1

Hn−1
s1

)−1 ∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1 =

(
(1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0 ) +

∆

a−s1s0∆s0

Hs0−1
0

∞∑
n=s1

Hn−1
s1

)−1
. (3.28)

Evidentemente, la condición (3.7) se satisface para toda r excepto para r = s0; como

ρ(1n) se define igual que en el punto 1 para n ≤ s0, del mismo modo que en (3.23)

ρ(1s0) =
d∆s0

∆ ;

ρ(1s1) =
d∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1Hs0
0 +

d

a−s1s0
=
d∆s0

∆

a+
s0s1

a−s1s0
+

d

a−s1s0
=
d∆s1

∆
, (3.29)

ρ(1r0) =
d∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1Hr0−1
0 +

d

a−s1s0
Hr0−1
s1 =

d∆s0

∆

a+
s0s1

a−s1s0

∆r0

∆s1

+
d

a−s1s0

∆r0

∆s1

=
d

∆

∆r0

∆s1

(∆ + a+
s0s1∆s0

a−s1s0

)
=
d∆r0

∆
. (3.30)

Además, debido a (3.27),
∑
n
ρ(1n) = ρ(10)+

s0∑
n=1

ρ(10)Hn−1
0 + ρ(10)Hs0

0 +
d

a−s1s0
+

∞∑
n=s1+1

(
ρ(10)Hn−1

0 +
d

a−s1s0
Hn−1
s1

)
=

ρ(10)
(
1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0

)
+

d

a−s1s0

∞∑
n=s1

Hn−1
s1 . (3.31)

De la primera igualdad en (3.21), d = ρ(10) ∆
∆s0

Hs0−1
0 ; de este modo y debido a

(3.28), (3.31) es igual a

ρ(10)
((

1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0

)
+

∆

a−s1s0∆s0

Hs0−1
0

∞∑
n=s1

Hn−1
s1

)
= 1. (3.32)

3. La demostración es similar a la del punto anterior.
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4. Sea ρ(10) igual que en (3.21) y

ρ(1n) =



ρ(10)Hn−1
0 si 1 ≤ n ≤ s0

ρ(10)Hs0
0 + d

a−s1s0
si n = s1

ρ(10)Hs1
0 + d

a−r0s1
(1 +

a+s1r0
a−s1s0

) si n = r0(
ρ(10)Hs1

0 + d
a−r0s1

(1 +
a+s1r0
a−s1s0

)
)
Hn−1
r0 si n > r0

(3.33)

En este caso, debido a (3.20) y (3.21), ρ(10) =

(
(1+

∞∑
n=1

Hn−1
0 )+

∆

a−s1s0∆s0

Hs0−1
0 +

∆

a−r0s1∆s0

Hs0−1
0 (1+

a+
s1r0

a−s1s0
)

∞∑
r=r0

Hn−1
r0

)−1
. (3.34)

Recuérdese que en este punto, se asume que s1 = s0 + 1 y r0 = s1 + 1. Es claro que

(3.7) se satisface para toda r excepto para r = s0, s1; nuevamente y como en (3.23),

ρ(1s0) =
d∆s0

∆ ; del mismo modo que en (3.29) ρ(1s1) =
d∆s1

∆ ya que en este punto

tenemos las mismas suposiciones para ∆s1 que en el punto 2;

ρ(1r0) =
d∆s0

∆
(Hs0−1

0 )−1Hs1
0 +

d

a−r0s1
(1 +

a+
s1r0

a−s1s0
) =

d

∆

(
(a+
s1r0 + a−s1s0)∆ + a+

s0s1a
+
s1r0∆s0

)
a−s1s0a

−
r0s1

=
d∆r0

∆
, (3.35)

debido a la segunda igualdad en (3.19). Además y debido a (3.33),

∑
n

ρ(1n) = ρ(10) +

s0∑
n=1

ρ(10)Hn−1
0 + ρ(10)Hs0

0 +
d

a−s1s0
+ ρ(10)Hs1

0

+
d

a−r0s1
(1 +

a+
s1r0

a−s1s0
) +

∞∑
n=r0+1

(
ρ(10)Hs1

0 +
d

a−r0s1
(1 +

a+
s1r0

a−s1s0
)
)
Hn−1
r0 =

ρ(10)(1 +

∞∑
n=1

Hn−1
0 ) +

d

a−s1s0
+

d

a−r0s1
(1 +

a+
s1r0

a−s1s0
)
∞∑

n=r0

Hn−1
r0 , (3.36)

nuevamente, por la primera igualdad en (3.21) y (3.34), la última expresión (3.36)

es igual a 1.
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El siguiente teorema da una condición suficiente para que el estado ρ construido en el

Teorema 3.0.5 sea invariante.

Teorema. 3.0.6. Si en adición, el estado diagonal ρ construido en el Teorema 3.0.5

satisface

ρ(1s)a
−
sr = ρ(1r)a

+
rs para s > r y (r, s) 6= (s0, s1), (s0, r0), (s1, r0), (3.37)

y ρ ∈ Dom(L∗), entonces el estado diagonal es también invariante.

Demostración. Ya que ρ ∈ Dom(L∗), solo debe mostrarse que L∗(ρ) = 0. Como ρ is

diagonal, (3.37) implica que cada sumando en (2.20) es igual a cero excepto los correspon-

dientes al sistema lineal (3.8), de este modo

L∗(ρ) = d|1r0〉〈1r0 | − d|1s0〉〈1s0 | − d|1r0〉〈1r0 |+ d|1s1〉〈1s1 |−

d|1s1〉〈1s1 |+ d|1s0〉〈1s0 | = 0. (3.38)

Se presenta ahora una condición suficiente para que el estado ρ del Teorema 3.0.6 pertenezca

al dominio de L∗.

Teorema. 3.0.7. Sea ρ el estado diagonal del Teorema 3.0.5 que además satisface (3.37).

Una condición suficiente para que ρ ∈ Dom(L∗) es∑
r

∑
s>r

a+
rsρ(1r) <∞. (3.39)

Demostración. La demostración es similar a la del Teorema (2.3.3). Ya que es claro que

ρk :=
∑
r≤k

ρ(1r)|1r〉〈1r| ∈ Dom(L∗), se probará que en L1(h)

ρ = lim
k→∞

ρk y lim
k→∞

L∗(ρk) = 0, (3.40)

y ya que L∗ es un operador cerrado, se concluye que ρ ∈ Dom(L∗) y L∗(ρ) = 0. Para la

prueba del primer ĺımite, obsérvese que como ρ ≥ ρk

‖ρ− ρk‖1 = tr(|ρ− ρk|) = tr(ρ− ρk) =
∑
r>k

ρ(1r)→ 0 (3.41)



48 CAPÍTULO 3. ESTADOS FUERA DE EQUILIBRIO

cuando k →∞ ya que
∑
r
ρ(1r) = 1.

Para la prueba del segundo ĺımite, considérese los siguientes conjuntos

D+
k = {(r, s) : r ≤ k < s}, E−k = {(r, s) : s ≤ k < r}

F+
k = {(r, s) : r < s ≤ k}, F−k = {(r, s) : s < r ≤ k}
G+
k = {(r, s) : k < r < s}, G−k = {(r, s) : k < s < r} .

(3.42)

Nótese que ρk(1r) = ρ(1r) si r ≤ k y ρk(1r) = 0 si r > k, de aqúı y para (r, s) ∈ G±k ,

ρk(1r) = 0; de este modo y debido a (2.20)

L∗(ρk) = −2
∑
D+
k

a+
rsρ(1r)|1r〉〈1r|+ 2

∑
E−k

a+
srρ(1s)|1r〉〈1r|+

2
∑
F+
k

(a−srρ(1s)− a+
rsρ(1r))|1r〉〈1r|+ 2

∑
F−k

(a+
srρ(1s)− a−rsρ(1r))|1r〉〈1r|. (3.43)

Por (3.37), para k > r0, en (3.43) la suma sobre F+
k es igual a

(a−s1s0ρ(1s1)− a+
s0s1ρ(1s0))|1s0〉〈1s0 |+ (a−r0s0ρ(1r0)− a+

s0r0ρ(1s0))|1s0〉〈1s0 |+

(a−r0s1ρ(1r0)− a+
s1r0ρ(1s1))|1s1〉〈1s1 |, (3.44)

y sobre F−k es igual a

(a+
s0s1ρ(1s0)− a−s1s0ρ(1s1))|1s1〉〈1s1 |+ (a+

s0r0ρ(1s0)− a−r0s0ρ(1r0))|1r0〉〈1r0 |+

(a+
s1r0ρ(1s1)− a−r0s1ρ(1r0))|1r0〉〈1r0 |; (3.45)

aśı, la suma sobre F+
k más la suma sobre F−k es igual a cero. Sobre D+

k

‖ − 2
∑
D+
k

a+
rsρ(1r)|1r〉〈1r|‖ = 2

∑
r≤k

∑
s>k

a+
rsρ(1r); (3.46)

ya que sobre este conjunto s > k ≥ r, entonces a+
rsρ(1r) ≤

∑
s>k

a+
rsρ(1r) <

∑
s>k

a+
rs → 0

cuando k → ∞ ya que
∑
s>r

a+
rs < ∞, debido a (2.7) y a que z±rs = a±rs + ib±rs; por otra

parte a+
rsρ(1r)1D+

k
≤ a+

rsρ(1r) lo cual no depende de k, sumando sobre (r, s) con s >

r,
∑
r

∑
s>r

a+
rsρ(1r) < ∞. Aśı, el lado derecho de (3.46) se va a cero por el Teorema de

Convergencia Dominada de Lebesgue. Sobre E−k , se emplea el mismo razonamiento.
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Obsérvese que si
∑
s>r

a+
rs como función de r es acotada, y dado que

∑
r

∑
s>r

a+
rsρ(1r) ≤ sup

r
{
∑
s>r

a+
rs}

entonces se satisface (3.39).

Por último se probará que el estado del Teorema 3.0.7 es de no equilibrio.

Teorema. 3.0.8. El estado ρ del Teorema 3.0.7 es un estado invariante fuera de equili-

brio.

Demostración. Ya que ρ es invariante, basta entonces mostrar que para algún x ∈ B,

(L − L̃)(x) 6= 2i[K,x] donde K es un operador auto-adjunto. Para ello, considérese a

x = |1s0〉〈1s0 |; ya que K = H entonces [K,x] = 0 y

(L − L̃)(x) = 2(a−s1s0 − a
+
s0s1

ρ(1s0)

ρ(1s1)
)|1s1〉〈1s1 |+ 2(a−r0s0 − a

+
s0r0

ρ(1s0)

ρ(1r0)
)|1r0〉〈1r0 | =

2d

ρ(s1)
|1s1〉〈1s1 | −

2d

ρ(1r0)
|1r0〉〈1r0 |. (3.47)

Ejemplo. 3.0.9. Se finaliza este caṕıtulo con un ejemplo concreto de esta construcción,

espećıficamente de la del punto 4. Sean s0 = 0, s1 = 1 y r0 = 2. Se buscan escalares

positivos a+
rs, a

−
sr y alguna constante d 6= 0 tales que

a+
02ρ(10)− a−20ρ(12) = d

a+
12ρ(11)− a−21ρ(12) = −d
a+

01ρ(10)− a−10ρ(11) = −d
ρ(1s)a

−
sr = ρ(1r)a

+
rs

(3.48)

y donde la última ecuación en (3.48) se satisface para s > r y (r, s) 6= (0, 1), (0, 2), (1, 2).

Se define

a+
rs :=


1 si r = 0, s = 1

1/2 si r = 0, s = 2

2 si r = 1, s = 2

21+r−s si (r, s) 6= (0, 1), (0, 2), (1, 2)

(3.49)
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a−rs :=


1 si r = 1, s = 0

4 si r = 2, s = 0

2 si r = 2, s = 1

2 si (r, s) 6= (1, 0), (2, 0), (2, 1)

(3.50)

De este modo, ∆ = 7, ∆0 = −14, ∆1 = −7 y ∆2 = −7
2 . Es fácil verificar que

∆+a+01∆0

a−10
=

7+1·(−14)
1 = −7 = ∆1 y

(a+12+a−10)∆+a+01a
+
12∆0

a−10a
−
21

= (2+1)·7+1·2(−14)
1·2 = −7

2 = ∆2, i.e. se satisfacen

las hipótesis en (3.19) punto 4. Obsérvese ahora que
a+rr+1

a−r+1r

es igual a 1 para r = 0, 1 e

igual a 1
2 para r ≥ 2, aśı

Hn−1
0 =

{
1 if n = 0, 1, 2
1

2n−2 if n ≥ 3
de aq́ı que (3.51)

d = −1
4 , lo que a su vez implica que ρ(10) = 1

2 , ρ(11) = 1
4 y ρ(12) = 1

8 ; de forma general,

para r ≥ 0

ρ(1r) =
1

2r+1
, de esto

∞∑
n=0

ρ(1n) = 1. (3.52)

Por otra parte, para toda (s, r) 6= (1, 0), (2, 0), (2, 1) se satisface

ρ(1s)a
−
sr =

1

2s+1
2 =

1

2r+1
21+r−s = ρ(1r)a

+
rs,

i.e. (3.37). Además, es fácil ver que
∑
s>r

a+
rs = 2 para toda r 6= 1 y

∑
s>1

a+
1s = 3, por lo que

se satisface (3.39). Finalmente,

(L − L̃)(|10〉〈10|) = −2|11〉〈11|+ 4|12〉〈12|. (3.53)



Caṕıtulo 4

La forma de Dirichlet

Para el estudio de la forma de Dirichlet asociada al qms de Exclusión Asimétrica, se

considera al espacio de Hilbert L2(h) de los operadores Hilbert-Schmidt con el producto

interno 〈y, x〉 = tr(y∗x). Para cada estado ρ y θ ∈ (0, 1), se inyecta B(h) en L2(h) por

medio de la aplicación ι : B(h)→ L2(h) definida por

ι(x) = ρ
θ
2xρ

1−θ
2 . (4.1)

ι es un mapeo contractivo con rango denso. Además es completamente positivo para

θ = 1/2. Para ver que ι(x) ∈ L2(h), def́ınase p := 1
θ y q := 1

1−θ . p, q > 1 y son exponentes

conjugados pues
1

p
+

1

q
= θ + 1− θ = 1.

Además, ρθ ∈ Lp(h) y ρ1−θ ∈  Lq(h). Puesto que los espacios Lp(h) y Lq(h) son ideales

bilaterales, entonces

ρ1−θx∗ ∈ Lq(h) y ρθx ∈ Lp(h).

Ahora bien, para demostrar que ι(x) = ρ
θ
2xρ

1−θ
2 ∈ L2(h) hay que probar que el operador

positivo semidefinido

(ρ
θ
2xρ

1−θ
2 )∗ρ

θ
2xρ

1−θ
2 ∈ L1(h).

Pero, usando la propiedad de que tr(ab) = tr(ba),

0 ≤ tr((ρ
θ
2xρ

1−θ
2 )∗ρ

θ
2xρ

1−θ
2 ) = tr(ρ

1−θ
2 x∗ρ

θ
2 ρ

θ
2xρ

1−θ
2 ) =

51
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tr(ρ
1−θ
2 x∗ρ

θ
2x) <∞.

Si θ = 0 entonces ρ
θ
2xρ

1−θ
2 = xρ

1
2 ∈ L2(h), pues ρ

1
2 y xρ

1
2 ∈ L2(h). Del mismo modo si

θ = 1.

Se define Tt(ι(x)) := ι(Tt(x)) para toda t ≥ 0 y x ∈ B(h). Los operadores Tt se pueden

extender a todo L2(h) y ellos definen a un único semigrupo contractivo y fuertemente

continuo T = (Tt)t≥0 en L2(h) (véase Teorema 2.0.3 en Ref. [7]). Si L es el generador in-

finitesimal de T , entonces ι(Dom(L)) está contenido en Dom(L) y para todo x ∈ Dom(L)

L
(
ρ
θ
2xρ

1−θ
2
)

= ρ
θ
2L(x)ρ

1−θ
2 . (4.2)

La forma de Dirichlet, definida para ξ ∈ Dom(L), es la forma cuadrática ε asociada con

L(ξ)

ε(ξ) = −Re〈ξ, L(ξ)〉. (4.3)

Se presenta el cálculo de la forma de Dirichlet cuando ρ es diagonal y de balance detallado

siguiendo a [40]. Más adelante en el Teorema 4.0.12 se presenta la forma de Dirichlet del

estado invariante construido en el caṕıtulo anterior.

Sean los siguientes conjuntos

A+ = {(η, ξ, r, s) : η, ξ ∈ S; r, s ∈ Z+, s > r; (1− ηs)ηr = 1},
A− = {(η, ξ, r, s) : η, ξ ∈ S; r, s ∈ Z+, s < r; (1− ηs)ηr = 1},
B+ = {(η, ξ, r, s) : η, ξ ∈ S; r, s ∈ Z+, s > r; (1− ξs)ξr = 1},
B− = {(η, ξ, r, s) : η, ξ ∈ S; r, s ∈ Z+, s < r; (1− ξs)ξr = 1}.

(4.4)

Teorema. 4.0.10. Sea ρ =
∑
η
ρ(η)|η〉〈η| un estado invariante y fiel para el qms de Ex-

clusión Asimétrica, y que satisface (2.36); sea x ∈ Dom(L) con x =
∑
η,ξ

xηξ|η〉〈ξ|, entonces

ε(ι(x)) =∑
A+∩B+

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a+
rs|xηrsξrs − xηξ|2 +

∑
A−∩B−

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a−rs|xηrsξrs − xηξ|2+

∑
A+4B+

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a+
rs|xηξ|2 +

∑
A−4B−

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a−rs|xηξ|2. (4.5)
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Demostración.

ε(ι(x)) = −Re tr((ρ
θ
2xρ

1−θ
2 )∗ρ

θ
2L(x)ρ

1−θ
2 ) = −Re tr(x∗ρθL(x)ρ1−θ). (4.6)

Ya que L(x) = Φ(x) +G∗x+ xG, donde

Φ(x) =
∑
η,ξ

∑
r

{∑
s>r

2a+
rsxηξ(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs|ηrs〉〈ξrs|+

∑
s<r

2a−rsxηξ(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs|ηrs〉〈ξrs|
}
, (4.7)

y

G∗x+ xG = −
∑
η,ξ

c(η)xηξ|η〉〈ξ| −
∑
η,ξ

c(ξ)xηξ|η〉〈ξ| =

−
∑
η,ξ

∑
r

{∑
s>r

z+
rsxηξ(1− ηs)ηr +

∑
s<r

z−rsxηξ(1− ηs)ηr
}
|η〉〈ξ|−

∑
η,ξ

∑
r

{∑
s>r

z+
rsxηξ(1− ξs)ξr +

∑
s<r

z−rsxηξ(1− ξs)ξr
}
|η〉〈ξ|. (4.8)

De (4.7) y (4.8); con ρθ = ρθ(η)ρ1−θ(ξ), ρθrs = ρθ(ηrs)ρ
1−θ(ξrs); se sigue que

ρθL(x)ρ1−θ =
∑
η,ξ

[∑
r

{∑
s>r

2a+
rsxηξρθrs(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs+

∑
s<r

2a−rsxηξρθrs(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs
}]
|ηrs〉〈ξrs|−

∑
η,ξ

[∑
r

{∑
s>r

z+
rsxηξρθ(1− ηs)ηr +

∑
s<r

z−rsxηξρθ(1− ηs)ηr+

∑
s>r

z+
rsxηξρθ(1− ξs)ξr +

∑
s<r

z−rsxηξρθ(1− ξs)ξr
}]
|η〉〈ξ|. (4.9)

Con x∗ =
∑
α,β

xαβ|β〉〈α|, se sigue que

x∗ρθL(x)ρ1−θ =
∑
β,η,ξ

[∑
r

{∑
s>r

2a+
rsxηξxηrsβρθrs(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs+

∑
s<r

2a−rsxηξxηrsβρθrs(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs
}]
|β〉〈ξrs|−
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∑
β,η,ξ

[∑
r

{∑
s>r

z+
rsxηξxηβρθ(1− ηs)ηr +

∑
s<r

z−rsxηξxηβρθ(1− ηs)ηr+

∑
s>r

z+
rsxηξxηβρθ(1− ξs)ξr +

∑
s<r

z−rsxηξxηβρθ(1− ξs)ξr
}]
|β〉〈ξ|; (4.10)

de esto último (4.10), se sigue que tr(x∗ρθL(x)ρ1−θ) =∑
η,ξ

{∑
r

(∑
s>r

2a+
rsρθrsxηrsξrsxηξ(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs+

∑
s<r

2a−rsρθrsxηrsξrsxηξ(1− ηr)ηs(1− ξr)ξs−∑
s>r

z+
rsρθ|xηξ|2(1− ηs)ηr −

∑
s<r

z−rsρθ|xηξ|2(1− ηs)ηr−∑
s>r

z+
rsρθ|xηξ|2(1− ξs)ξr −

∑
s<r

z−rsρθ|xηξ|2(1− ξs)ξr
)}
. (4.11)

Aplicando el cambio de variable (ηrs, ξrs, r, s) → (η, ξ, r, s) en los dos primeros renglones,

conA± yB± como en (4.4), A± = (A±∩B±)∪(A±\B±); se tiene que−Re tr(x∗ρθL(x)ρ1−θ)

= −
∑

A+∩B+

2a+
rsρθRe(xηξxηrsξrs)−

∑
A−∩B−

2a−rsρθRe(xηξxηrsξrs)+

2
∑

A+∩B+

a+
rsρθ|xηξ|2 + 2

∑
A−∩B−

a−rsρθ|xηξ|2+

∑
A+4B+

a+
rsρθ|xηξ|2 +

∑
A−4B−

a−rsρθ|xηξ|2. (4.12)

Recuérdese que si w1, w2 ∈ C, entonces −2Re(w1w2) + |w1|2 = |w1 − w2|2 − |w2|2; aśı

ε(ι(x)) =∑
A+∩B+

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a+
rs|xηrsξrs − xηξ|2 +

∑
A−∩B−

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a−rs|xηrsξrs − xηξ|2−

∑
A+∩B+

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a+
rs|xηrsξrs |2 −

∑
A−∩B−

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a−rs|xηrsξrs |2+

∑
A+∩B+

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a+
rs|xηξ|2 +

∑
A−∩B−

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a−rs|xηξ|2+

∑
A+4B+

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a+
rs|xηξ|2 +

∑
A−4B−

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a−rs|xηξ|2. (4.13)
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El resultado se sigue una vez que se pruebe que∑
A±∩B±

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a±rs|xηrsξrs |2 =
∑

A∓∩B∓
ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a∓rs|xηξ|2. (4.14)

Aplicando el cambio de variable (ηrs, ξrs, r, s)→ (η, ξ, s, r)∑
A+∩B+

ρθ(η)ρ1−θ(ξ)a+
rs|xηrsξrs |2 =

∑
A−∩B−

ρθ(ηrs)ρ
1−θ(ξrs)a

+
sr|xηξ|2, (4.15)

de (2.36) se sigue el resultado.

Corolario. 4.0.11. Si x ∈ Dom(L) y ε(ι(x)) = 0, entonces x es diagonal con respecto a

S.

Demostración. Como a+
rs > 0 para toda s > r, a−rs > 0 para toda s < r y ρ es fiel;

si ε(ι(x)) = 0, entonces |xηrsξrs − xηξ|2 = 0 sobre A± ∩ B± y |xηξ|2 = 0 sobre A±4B±.

Sean η, ξ configuraciones distintas; por lo tanto existe t0 ∈ Z+ tal que t0 ∈ Supp(η)

y t0 /∈ Supp(ξ); sea s ∈ Z+ tal que (η, ξ, t0, s) ∈ A±, ya que (1 − ξs)ξt0 = 0 entonces

(η, ξ, t0, s) /∈ B±, i.e. (η, ξ, t0, s) ∈ (A±\B±) ⊂ (A± 4B±); por lo tanto xηξ = 0, i.e. x es

diagonal. Además xη = xηrs siempre que (1− ηs)ηr = 1.

Teorema. 4.0.12. Sea ρ el estado invariante en el Teorema 3.0.7 para el qms de Exclusión

Asimétrica en el nivel uno; sea x ∈ Dom(L) con x =
∑
r
xr|1r〉〈1r| +

∑
Γ

xrs|1r〉〈1s|, donde

Γ está definido en (2.11), entonces

ε(ι(x)) =
∑
r

(∑
s>r

ρ(1r)a
+
rs|xs − xr|2 +

∑
s<r

ρ(1r)a
−
rs|xs − xr|2

)
+

∑
Γ

ρ(1r)
θρ(1s)

1−θ|xrs|2Re(c(1r) + c(1s)). (4.16)

Demostración. Debido a (4.6), se empieza por calcular ρL(x)ρ1−θ; con ρ =
∑
t
ρ(1t)|1t〉〈1t|

se obtiene directamente

ρL(x)ρ1−θ =
∑
r

(∑
s>r

2a+
rsρ(1r)(xs − xr) +

∑
s<r

2a−rsρ(1r)(xs − xr)
)
|1r〉〈1r|−
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∑
Γ

ρ(1r)
θρ(1s)

1−θxrs(c(1r) + c(1s))|1r〉〈1s|. (4.17)

Con x∗ =
∑
r
xm|1m〉〈1m|+

∑
Γ

xmn|1n〉〈1m|, tr(x∗ρL(x)ρ1−θ) =

∑
r

(∑
s>r

2a+
rsρ(1r)(xs − xr)xr +

∑
s<r

2a−rsρ(1r)(xs − xr)xr
)
−

∑
Γ

|xrs|2ρ(1r)
θρ(1s)

1−θ(c(1r) + c(1s)). (4.18)

Debido a lo anterior y al hecho de que −2Re(xsxr) + |xr|2 = |xs − xr|2 − |xs|2, se tiene

que

ε(ι(x)) =
∑
r

(∑
s>r

a+
rsρ(1r)|xs − xr|2 +

∑
s<r

a−rsρ(1r)|xs − xr|2
)
−

∑
r

(∑
s>r

a+
rsρ(1r)|xs|2 +

∑
s<r

a−rsρ(1r)|xs|2
)

+

∑
r

(∑
s>r

a+
rsρ(1r)|xr|2 +

∑
s<r

a−rsρ(1r)|xr|2
)

+

∑
Γ

ρ(1r)
θρ(1s)

1−θ|xrs|2Re(c(1r) + c(1s)). (4.19)

Obsérvese que con el cambio de variable (r, s) 7→ (s, r)∑
r

(∑
s>r

a+
rsρ(1r)|xs|2 +

∑
s<r

a−rsρ(1r)|xs|2
)

=
∑
r

(∑
s<r

a+
srρ(1s)|xr|2 +

∑
s>r

a−srρ(1s)|xr|2
)
.

Si el estado ρ satisface la condición de balance detallado infinitesimal (2.24), entonces la

última expresión es igual a∑
r

(∑
s>r

a+
rsρ(1r)|xr|2 +

∑
s<r

a−rsρ(1r)|xr|2
)
.

Como tal condición (2.24) se satisface para todo (r, s) 6= (s0, s1), (s0, r0), (s1, r0), (s1, s0), (r0, s0)

y (s1, s0), entonces

ε(ι(x)) =
∑
r

(∑
s>r

a+
rsρ(1r)|xs − xr|2 +

∑
s<r

a−rsρ(1r)|xs − xr|2
)

+

∑
Γ

ρ(1r)
θρ(1s)

1−θ|xrs|2Re(c(1r) + c(1s))+
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|xs0 |2
((
a+
s0s1ρ(1s0)− a−s1s0ρ(1s1)

)
+
(
a+
s0r0ρ(1s0)− a−r0s0ρ(1r0)

))
+

|xs1 |2
((
a−s1s0ρ(1s1)− a+

s0s1ρ(1s0)
)

+
(
a+
s1r0ρ(1s1)− a−r0s1ρ(1r0)

))
+

|xr0 |2
((
a−r0s0ρ(1r0)− a+

s0r0ρ(1s0)
)

+
(
a−r0s1ρ(1r0)− a+

s1r0ρ(1s1)
))
.

(4.20)

Por (3.8), los últimos tres renglones en (4.20) son iguales a cero. Esto prueba el resultado.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

Siguiendo algunos resultados previos relativos al estudio del qms de Exclusión Asimétrica,

se ha avanzado en el estudio de éste cuando se restringe al nivel uno. Se prueba que un

estado invariante es necesariamente diagonal, se dan condiciones para la conservatividad,

se propone un método para construir estados invariantes diagonales fuera de equilibrio y

se calcula la forma de Dirichlet respecto al estado fuera de equilibrio, haciendo evidente

que esta forma coincide con la que se obtiene respecto a un estado diagonal.

La extensión de esta técnica de construcción de estados invariantes fuera de equilibrio a

un nivel superior a uno, no es directa, como lo han mostrado diversos cálculos posteriores

a la escritura de este trabajo; sin embargo, se cree que tiene ciertas analoǵıas con el

trabajo que actualmente llevan a cabo L. Accardi, F. Fagnola y R. Quezada [4], salvo

que este trabajo está pensado en dimensión finita. El hecho de que la forma de Dirichlet

del qms de Exclusión Asimétrica en el nivel uno y con respecto al estado invariante fuera

de equilibrio coincida con la forma de Dirichlet del mismo y con respecto a un estado

diagonal, implica que la tasa de convergencia al equilibrio de ambos qms, es la misma. El

cálculo o estimación del gap espectral es un paso natural una vez obtenida la forma de

Dirichlet.

Aśı, quedan como tareas futuras:

i) Cálculo o estimación del gap espectral del qms de Exclusión Asimétrica en el nivel uno.

ii) Construcción de estados invariantes fuera de equilibrio en niveles mayores a uno.
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iii) Cálculo o estimación del gap espectral del qms de Exclusión Asimétrica en niveles

mayores a uno.

iv) Extender la construcción de estados invariantes fuera de equilibrio a los qms genéricos.

v) Comparar la construcción de estados invariantes fuera de equilibrio que se propone en

este trabajo con el trabajo realizado por L. Accardi, F. Fagnola y R. Quezada [4].



Caṕıtulo 6

Apéndice

6.1 Producto tensorial infinito

Dado un espacio de Hilbert h separable, para |u〉, |v〉 ∈ h, se defina al operador |u〉〈v| :

h→ h mediante la regla de correspondencia: |u〉〈v||w〉 = 〈v, w〉|u〉, para todo w ∈ h.

Se verifica que

1. |u〉〈v| es lineal en u y lineal conjugado en v.

2. |u〉〈v|∗ = |v〉〈u|.

3. |u〉〈v||w〉〈z| = 〈v, w〉|u〉〈z|.

4. Para todo x ∈ B(h), x|u〉〈v| = |xu〉〈v| y |u〉〈v|x = |u〉〈x∗v|.

Dada una familia de espacios de Hilbert {hn, 〈·, ·〉n}n≥1 complejos y separables; para cada

n ≥ 1, sea {enl }l≥1 una base ortonormal para hn. Sea S el conjunto de las sucesiones de

enteros positivos, para cada n̄ = {nl}l≥1 ∈ S sea en̄ = e1
n1

⊗
e2
n2

⊗
· · · =

⊗
l≥1 e

l
nl

, W0 :=

{en̄ : n̄ ∈ S}. Las combinaciones lineales finitas de elemento de W0 son de la forma u =∑
c(n̄)en̄ en donde c : S 7→ C. Al espacio vectorial (W, 〈·, ·〉) de todas las combinaciones

lineales finitas de elementos de W0 con producto interno 〈u, v〉 :=
∑
c(n̄)d(n̄), con c, d :

S 7→ C se le llama producto tensorial infinito de la familia de espacios de Hilbert {hn}n≥1.

Una variante de este producto tensorial es la siguiente. Dada una sucesión de vectores
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unitarios ϕ = {un}n≥1 en donde un ∈ hn; para cada hn se considera una base ortonormal

{enln}ln≥1 tal que en1 = un. La cerradura del subespacio lineal generado por los vectores

ortonormales en̄ en donde n̄ = 1 i.e., enln = un para todos excepto un número finito de

l ≥ 1 es llamado el producto tensorial estabilizado de la familia de espacios de Hilbert

{hn}n≥1 con respecto al vector estabilizante ϕ.

Agradecimientos

A CONACYT por el apoyo financiero dado a través la beca 165407 y al proyecto conjunto
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