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Introduccion

De las familias de variedades algebraicas clésicas, las variedades regladas ocu-
pan un lugar interesante, y entre las variedades regladas, los rollos normales racio-
nales forman una subfamilia importante.

En términos intrinsecos, un rollo es un P4~ —haz sobre una curva C, esto es,
un haz fibrado algebraico, isomorfo a U; x P9~ sobre pequefios conjuntos abier-
tos de Zariski U; C C'y pegados por funciones de transicién dadas por morfismos
U; NU; — PGL(d). Este puede ser escrito como la proyectivizacion F' = P(E)
de un haz vectorial F y el estudio de los rollos generales es esencialmente equi-
valente al de haces vectoriales sobre curvas. En el caso C' = P! todo es mucho
mds simple, pues la curva base P! es un objeto muy explicito y cada haz vectorial
es una suma directa de haces lineales (Teorema de Grothendieck). Asi, cualquier
pregunta acerca de rollos puede ser resuelta en términos muy explicitos.

El primer capitulo de este trabajo estd dedicado a dar diversas construcciones
de un rollo normal racional. Iniciamos en la seccién 1.1 con algunos resultados so-
bre variedades Grassmaniannas, los cuales utilizamos en la primera construccién
de los rollos normales racionales, la cual es totalmente geométrica. En la siguiente
secciéon mostramos que los rollos son variedades determinantales y la ventaja de
estd descripcién es que muestra el ideal de definicién de la variedad. En la seccién
siguiente se ve una construccion mds moderna de los rollos normales racionales,
que permite caracterizarlos cohomolégicamente, calcular su grado y después pro-
bar que alcanzan la cota de del Pezzo. Por dltimo en la seccion 1.6 se caracterizan
cohomolégicamente los rollos normales racionales S, .., € P" obteniendo los
enteros e; que dan el tipo del rollo 8 en términos de las dimensiones de las seccio-
nes globales de ciertas gavillas naturales asociadas a divisores en 8.

Como una aplicacién del teorema cohomoldgico anteriormente mencionado,
siguiendo a [3] se dan algunos detalles de la construccion de un cédigo algebro-
geométrico usando rollos normales racionales.

En la teoria de cdodigos detectores-correctores de errores sobre un campo fi-
nito [, una importante tarea es encontrar los pardmetros de un cédigo dado C.
Tradicionalmente estos parametros son la longitud n de las palabras, la dimensién
k y la distancia minima d. En concreto vemos a C' como un subespacio lineal k-
dimensional de Fj y d es el peso minimo de Hamming de C.

Una forma geométrica de construir cédigos lineales, introducida por Tsfasman
y Vladut, es por medio del lenguaje y propiedades de sistemas proyectivos no de-
generados en el espacio proyectivo Pg( ~L. En el presente trabajo construimos un
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cddigo lineal sobre una variedad algebraica llamada rollo normal racional. Estas
variedades aparecen a lo largo de la geometria proyectiva y la geometria algebraica.

En el segundo capitulo, construimos un cédigo lineal C' sobre el rollo normal
racional, de la siguiente manera. Empezamos con 8 < PX~! ademds suponemos
que eg > 1y de este modo § es liso. Por otro lado § contiene n = (g + 1)(¢g™ ! +
Tt 1) puntos sobre I, elegimos un representante de cada uno de
los n puntos como un vector columna en Ff y formamos una matriz G de K x n
con estos n vectores como columnas. El cédigo C' es entonces el cédigo lineal
con G como matriz generadora. En general C es un [n, K]—cddigo lineal, al cual
llamaremos un cédigo de rollo. Aparte de los pardmetros n y K del cédigo los
cuales estdn determinados, el teorema principal de este capitulo nos permite no
s6lo encontrar el nimero maximo de puntos de 8 es un hiperplano en PX 1, sino
también el nimero maximo de puntos de 8 en un subespacio de codimensién j en
PX =1 para cualquier j. Esto nos permite encontrar todos los pesos superiores d;
de los cédigos definidos, para j = 1,..., K y estos pesos dan informacién mas
detallada que tinicamente la distancia minima d = dj.



Capitulo 1
Variedades Regladas

1.1. Grassmaniannas

Antes de definir los objetos en los cuales estamos interesados, primero daremos
algunas definiciones preliminares.

Recordemos que, si F es un k-espacio vectorial de dimension finita n, la po-
tencia simétrica es el cociente

Simd(E) ::TdE/(v1®---®vd—va(1)®-~-®va(d) o€ Syyv; € E)

donde Sy es el grupo simétrico de grado d, y usaremos la notacion v, e - - - e vy

para la imagen del tensor v; ® - -+ ® vg en Sim? E. Si e1,...,€, €S una base de

E, una base de Sim? E est4 dada por los elementos de la forma €, ®---®¢;,, para

1< <--- <4y < n. Se sigue que la dimensién de Sim? E es (”Jrg*l).
Similarmente, la potencia exterior (o alternante) es el cociente

NE = TdE/(vl ® - ®vg: v; = Vi1, para algln 7).
Laimagende v; ®--- ®vq en AYE la denotaremos porvi A---Avg.Sieg,... e,

es una base de F, una base de AE estd dada por los elementos e;, A - -+ Ae;,, para
1< <+ <ig < n. Se sigue que la dimension de NE es (2)

Proposicion 1.1.1. Si F es un k-espacio vectorial de dimension finita n y E* es
su dual, entonces el anillo de coordenadas homogéneo de P(E) ~ P" (k) es

k[P(E)] ~ Sim® E* := (P Sim? E*,
d=0

de tal forma que E* es el espacio de formas lineales en P(E).

DEMOSTRACION. Un elemento f € Sim? E* define una funcién en E ho-
mogénea de grado d, yaque si f = vje---evj, conv} € E* entonces f: £ — k
estd dada por f(v) := v (v) e ---ev}(v) (evaluando las funcionales lineales v} en
v € E); note que si A € k, se tiene que f(Av) = v}(Av) o --- @ v%(Av) = Af(v).
Se sigue que el valor de f en un punto de P(F), es decir, en una recta L. C F, s6lo
estd definido salvo un multiplo escalar no cero y por lo tanto sélo tiene sentido
decir si f(L) =00 f(L) # 0. Sin embargo, si f, g € Sim? E* son dos funciones
homogéneas del mismo grado d, por el parrafo anterior el cociente f /g define una
funcion en el abierto de P(E) donde g no se anula. O

La Grassmanniana, primera definicion. Comenzamos generalizando la nocién
de espacio proyectivo. Para ésto, considere un k-espacio vectorial £/ de dimensién

1



2 1. VARIEDADES REGLADAS

finita n + 1. Al conjunto de rectas L. C E que pasan por el origen lo denotaremos
por P(E). Note que una recta por el origen L C F estd determinada por un punto
P distinto del origen de E. Asi, si escogemos una base de F para introducir coor-
denadas por medio del isomorfismo lineal £ ~ k"*!, entonces un punto P distinto
del origen tiene una de sus coordenadas P = (ay, ..., ay) distinta de cero. Clara-
mente un punto arbitrario () € E pertenece a la recta que pasa por Py por el origen
0 de E siy solo si existe un escalar A € k tal que Q = AP. Hemos asi definido
una funcién entre el conjunto P(F) y el espacio proyectivo P", y claramente ésta
es una biyeccion. Damos entonces a P(F) la topologia que hace que esta biyeccion
sea un homeomorfismo, donde P™ tiene la topologia de Zariski. Decimos entonces
que P(E) es la proyectivizacion del espacio vectorial E. Por su definicion, los pun-
tos del espacio proyectivo P(F) se corresponden biunivocamente con subespacios
vectoriales de dimensién 1 de E y decimos entonces que P(FE) parametriza los
subespacios vectoriales de dimensién 1 de E. La generalizacion siguiente, debida
a Grassmann, es entonces natural. Fijando un entero 0 < d < dim FE, el conjun-
to de los subespacios vectoriales de E' de dimension d + 1 lo denotaremos por
G(d+1, E) y se conoce como la Grassmanniana de E de subespacios vectoriales
de dimensién d + 1. Para ver que la Grassmanniana es una variedad proyectiva,
comenzamos mostrando que se puede encajar en un espacio proyectivo. Para ésto,
observe que todo subespacio vectorial L C E de dimensién d+ 1 estd determinado
por d+ 1 vectores wy, . . . , wq de E linealmente independientes. Considere ahora la
d + 1-ésima potencia exterior A“*1 E'y recuerde que esta es un k-espacio vectorial
de dimension (Zﬁ), donde n 4+ 1 = dim FE, con una base dada por los elementos
de la forma v;, A --- Awv;, parai; < ... < iqy donde v, ..., v, es una base de
E. Ahora, para el subespacio vectorial . C E de dimension d + 1, determinado
por una base wy, . . . , wy, considere entonces el elemento wg A - - - Awy € NHLE.
Observe ahora que si wy, ..., w/; es otra base de L los elementos wg A - - - A wg
y wy A -+ - A wl difieren sélo por el determinante A\ de la matriz de cambio de
base de L, es decir, difieren sélo por un escalar no cero A € k*. Se sigue que el
punto correspondiente a wy A - - - A wg en P(AYT!E) sélo depende del subespacio
L y no de la eleccién de cualquier base de éste. Denotaremos este punto mediante
[L] € P(AYTE). Hemos definido asf una funcién

¢0:G(d+1,E) = P(ANHE)

que de hecho es inyectiva (la inmersion de Pliicker). En efecto, para cualquier
punto [wo A -+ - A wy] € Im ¢, el subespacio L € G(d + 1, E) estd univocamente
determinado por L = {v € E : vAwgA---Awg = 0}. Por otra parte, si vy, . . ., U,
es una base de I, los vectores de la forma v;, A--- Av;, para0 < i1 < ... <ig <
n forman una base de At E. Entonces, todo punto [L] € P(ATLE) se puede
escribir de la forma

[L] = Z Dig--igVig I\ - N Uiy

10<...<tqg
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Como [L] no es el origen, las coordenadas pj,...;, no son todas cero y se dice que
son las coordenadas de Pliicker del punto [L]. Antes de mostrar que G(d + 1, E)
es una subvariedad algebraica de P(E) veamos dos ejemplos extremos:

Ejemplo 1.1.2. Cuando d = 0, directo de la definicién se tiene que G(1, E) =
P(E). Cuando d = n — 1, los subespacios vectoriales . C FE de dimensién n
corresponden a cocientes F/ L de dimension 1 porque la sucesion exacta siguiente
se escinde

0—-L—=FE—-»E/L—DO.

Se sigue que
G(n,E) ~G(1,E) =P(E).

Por otra parte, parad = 0, A'E = Eyparad = n — 1, \"E ~ E. Asi, en
estos dos casos extremos, la inmersion de Pliicker es un isomorfismo.

Salvo los dos casos extremos del ejemplo anterior, en general no todos los
puntos P € P(AYTE) son de la forma P = wg A --- A wg con w; € E. Para
ver cudndo es este el caso, es decir, para determinar la imagen de la funcién de
Pliicker, al caracterizar lo anterior al mismo tiempo mostraremos que G(d + 1, )
es variedad proyectiva. Para comenzar, queremos caracterizar aquellos vectores
w € A E que son de la forma w = vg A --- A vg y para esto observamos que
un vector w € AT E esdelaformaw = vAuconv € Eyu e AYE,siy sélo
si w A v = 0. En otras palabras, para la transformacién lineal o, : B — AT2E
dada por v — w A v como su nicleo es ker ¢,, = {v € E : w A v = 0}, entonces
w se puede expresar como w = vg A - - - A vg si 'y s6lo si dimy, ker p,, = d + 1. Se
sigue que [w] = [vg A -+ - Avg] € G(d+ 1, E) siy s6lo si el rango de ¢, es n — d.
Como el rango de ¢,, siempre es > n — d se sigue que la imagen de la inmersién
de Pliicker ¢ : G(d + 1, E) — P(ATLE) estd dada por

[w] € G(d+ 1, E) < rang(vw) <n —d.

Finalmente observamos que la funcién ® : AYF'E — Homy (E, A%T2E) dada por
w >y, es lineal y por lo tanto las entradas de la matriz [p,,] asociada son coor-
denadas homogéneas en P(AT*1E) y G(d + 1, E) es la subvariedad de P(A1E)
definida por la anulacion de los menores de tamafio n — d + 1 de esta matriz.

La Grassmanniana, segunda definicion. Si £ es un espacio vectorial de dimen-
sion n+ 1, su proyectivizaciéon P(E) ~ P" es una variedad de dimensién n. Enton-
ces, un subespacio vectorial . C E de dimensién d + 1 corresponde a un d-plano
en P(E), i.e, aun P(L) ~ P? en P" ~ P(E). Bajo esta identificacién, la Grass-
manniana G(d + 1, E') se denota G(d, P(E)), o escogiendo bases, G(d+ 1,n+1)
se denota por G(d, n).

La Grassmanniana, tercera definicion. Generalizando lo usado en el ejemplo
1.1.2, un subespacio vectorial L C E de dimensién d + 1 corresponde univoca-
mente, en la sucesion exacta que se escinde

0—-L—E—-»E/L—0



4 1. VARIEDADES REGLADAS

a cocientes de E de dimension n — d. Entonces, G(d + 1, E) se puede identificar
con el conjunto G(E,n — d) de cocientes de dimensiéon n — d de E. O mejor
aun, tomando duales en la sucesion exacta corta escindible anterior se obtiene la
sucesion exacta corta (escindible)

0— (E/L)Y - EY =LY =0
donde dimy(E /L)Y = n — d, y asf se tienen las identificaciones
Gd+1,E)~G(n—-d,EY) vy G(d,P(E)) ~G(n—d—1,P(EY)).

La Grassmanniana, cuarta definicion. Desde un punto de vista geométrico un
poco més contemporaneo, considere la categoria Var; de variedades algebraicas
sobre un campo algebraicamente cerrado k y para una variedad X € Vary sea Ox
su gavilla estructural. Si E' es un k-espacio vectorial de dimensién n + 1, entonces
se puede ver como una gavilla localmente constante de O x-médulos y el producto
tensorial (como gavilla) £ ®¢, Ox =~ OE?H) es libre de rango n + 1. Considere
entonces el funtor
F : Varp — Conj

dado por X — F(X) = conjunto de cocientes £ ® Ox — JF localmente libres
de rango n — d. Este funtor es representable precisamente por la Grassmanniana
G(d+ 1, E), es decir,

(1) F(X) ~ Homyy,, (X,G(d+ 1, E)).
En efecto, si F € F(X)y z € X el epimorfismo E ® Ox — F induce en tallos el
epimorfismo de espacios vectoriales

E~FE®0x;~(E®0x); » T,

donde dimy F, = n—dy asi el nicleo L del epimorfismo anterior tiene dimy, L. =
d+ 1, es decir L € G(d + 1, F). La asignacion en (1) es entonces F ~~ (z +—
ker(E — F,)). Asi, por el lema de Yoneda, la Grassmanniana G = G(d + 1, E)
(de hecho, la identidad id : G — () corresponde a un tnico cociente £ ® Og —»
Qq localmente libre de rango n — d. El nicleo 8¢ del epimorfismo anterior es
localmente libre de rango d + 1. Se tiene asi la sucesion exacta corta de gavillas
localmente libres sobre G:

0—-8G—>FEF®0g— 9 —0
y como localmente libres son planas, la sucesiéon dual también es exacta
(2) 0—>9L—=EY®0c—8L—0

donde dual quiere decir: (—)¥ = Homg,(—, O¢). Aplicando primero el funtor
A%*1y luego el funtor contravariante P = P a (2) se obtienen los morfismos

G(d,P(E)) ~P (AT 8L) — P (AT (EY @ 0g))
~P (AT EY) x P (AT Og)
!
P ( /\d+1 E)
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que se puede identificar con la inmersién de Pliicker.

1.1.1. Subvariedades de Grassmannianas

Para empezar, una inclusién de espacios vectoriales W — E induce una inclu-

sion de Grassmannianas G(d + 1, W) — G(d + 1, E); de igual forma, un mapeo
E — FE/U al cociente de E por un subespacio [—dimensional U induce una in-
clusion G(d+ 1 -1, E/U) — G(d + 1, E). Las imagenes de tales mapeos son
llamadas sub-Grassmannianas y son subvariedades de G(d + 1, E) (en términos
de la inmersion de Pliicker G(d + 1, E) — P(A“™ E), son sélo la interseccion
de G(d + 1, E) con subespacios lineales en P(A\""! E).
Si vemos la Grassmanniana como el conjunto de subespacios lineales en un espa-
cio proyectivo P(F), las sub-Grassmannianas son sélo los subconjuntos de planos
contenidos en un subespacio fijo y/o que contienen a un subespacio fijo. También
podemos considerar el subconjunto X(A) C G(d + 1,P(E)) de (d + 1)—planos
que intersectan un subespacio lineal m—dimensional dado A C P(F), o mas ge-
neralmente el subconjunto ;(A) de (d + 1)—planos que intersectan un A dado,
en un subespacio de dimensién al menos /. Estos son otra vez subvariedades de la
Grassmanniana; 3;(A) puede ser descrito como:

EI(A) = {[w] CWAUVLA U1 =0, Yo, .. Upm_pp1 € A}

de lo cual podemos ver en particular que como las sub-Grassmannianas, es la in-
terseccion de la Grassmanniana con un subespacio lineal de P(A“™ E).
Supongamos que W C E es un subespacio de codimension [ en el espacio vecto-
rial (n + 1)—dimensional E. Para d 4+ 1 < [, tenemos un mapeo 7 : U — G(d +
1, E/W) definido en el conjunto abierto U C G(d + 1, E') de (d + 1)—planos que
intersectan ¥ inicamente en 0 simplemente tomando la imagen; para (d + 1) > [
tenemos un mapeo 7 : U’ — G(d + 1 — I, W) definido en el subconjunto abierto
U’ C G(d + 1, E) de planos transversos a W, tomando la intersecciéon. Notemos
que ambos mapeos se pueden realizar via el encaje de Pliicker, por una proyeccién
lineal sobre el espacio proyectivo ambiente P( /\dJrl E) (por ejemplo, el mapeo 7
es la restriccion a G(d + 1, E) del mapeo lineal P(A\“™ E) — P(A\“TH(E/W))
inducido por la proyecciéon E — E/W).

1.1.2. Variedades de incidencia

Sea G = G(d, n) la Grassmanniana de (d)—planos en P". Podemos entonces
definir una subvariedad > C G x P", dada por

Y={(Ax):x €A}

) es simplemente la subvariedad del producto cuya fibra sobre un punto dado A €
G es el mismo d—plano A C P".
No es dificil ver que X es una variedad proyectiva; de hecho, podemos escribir

Y={(ui A Avgl,[w]) :v1 A+ Avg Aw = 0}.
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Proposicion 1.1.3. Sea ® C G(d, n) cualquier subvariedad. Entonces la union

U= U A CP?
Aed
es también una variedad.

DEMOSTRACION. Sean 71 : ¥ — G(d,n) y mg : ¥ — P" las respectivas
proyecciones. Entonces podemos escribir

U = my(my (D))

de lo cual tenemos que ¥ es subvariedad de P". U

1.1.3. Variedades de planos incidentes

Sea X C P" cualquier variedad proyectiva.

Lema 1.1.4. El lugar Cy4(X) de d—planos que intersectan a X es una subvariedad
de la Grassmanniana G(d,n).

Para ver esto sea > C G x P™ definida como antes, escribimos
Cy(X) = {ACG(d,n):ANX # 0}
= {(Ax) eGxP":ze AN X}
{Ayz)eX:ze X}
= m(my (X)) C G(d.n)

donde 7 : ¥ — G(d,n) y mo : ¥ — P" son los mapeos proyeccion. Esta variedad
se llama la variedad de planos incidentes.

Nota 1.1.5. En los resultados anteriores dado que las proyecciones m; y 72 son
morfismos regulares, se usa el teorema de Chevalley ver [5], aplicado a los respec-
tivos conjuntos para ver que estos son cerrados.

1.1.4. La union de dos variedades

Sean X,Y C P" variedades proyectivas disjuntas. Combinando 1.1.2 y 1.1.3

podemos deducir que la unién J(X,Y") C P" de las rectas que unen X a Y es otra
vez una variedad proyectiva.
Por 1.1.3 el conjunto J(X,9)) de rectas que unen X a Y es una subvariedad de la
Grassmanniana, ya que se puede expresar como la interseccion Cq(X) N €y (Y),
entonces por 1.1.2 la unién de estas rectas es una subvariedad de P". Llamaremos
ala variedad J(X,Y) launionde X y Y.

Ahora sean X,Y C P" variedades proyectivas irreducibles. En el parrafo an-
terior dijimos que si X y Y son disjuntas, entonces el lugar J(%,9)) C G(1,n)
de rectas que intersectan ambas es una subvariedad de la Grassmanniana y por la
tanto la unién J(X,Y") de estas rectas es una subvariedad de P". Daremos otra
prueba de esto que generaliza la construccién al caso donde X y Y se intersectan
(o incluso son iguales).

Observemos primero que si X y Y son disjuntas, el mapeo

j: X xY = G(1,n)
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dado por enviar la pareja (p, ) a la recta pg, es decir, por
3 ([0l [w]) = [v A w]

es un mapeo regular. Més generalmente, atin si X y Y se intersectan, obtenemos de
esta manera un mapeo racional j : X x Y --» G(1,n); la imagen de este mapeo
serfa justo la cerradura en G(1, n) del lugar de las rectas Ty, conz € X,y € Yy
x # y. Llamaremos a esta la variedad de rectas que unen a X y Y, denotada por
3(x,D).

Ahora por 1.1.3, 1a unién de todas las rectas L € J(X,9)) es también una variedad,
a esta variedad se le llama la unién de X y Y. Notacién: J(X,Y).

1.1.5. Union de puntos correspondientes

Sean X, Y subvariedades de P" y supongamos que tenemos un mapeo regular
¢ : X — Y tal que ¢(x) # x paratoda x € X. Entonces definimos un

k‘(z) X = G(l,n)

enviando un punto z € X alarecta x, ¢(x), uniendo = a su imagen bajo ¢. Este es
un mapeo regular, asi su imagen es una variedad, se sigue que la unién

K(¢) = =, é(x)
zeX
es también una variedad. Si la condicién ¢(z) # = no se cumple para algdn (pero
no todo) € X, atin podemos definir un mapeo racional k4 y definir K (¢) como
la unién de las rectas correspondientes a su imagen.

1.2. Rollos normales racionales. Primera construccion

La primera construccion de los rollos normales racionales es totalmente geo-
métrica como la unién de variedades en un caso especial de la construcciéon de la
subseccion §1.1.5.

1.2.1. Rollos normales racionales. Un caso particular

Sean e, e1 enteros positivos con eg < e1,n = eg+e1+ 1y sean Ay A’ subes-

pacios complementarios lineales de dimensiones e y e; en P”, es decir, ANA" = ()
y su generado es todo P". Ahora escojamos curvas normales racionales C' C Ay
C’ C A’ y un isomorfismo ¢ : C' — C.
Un rollo normal racional €s Seqe, = Upecr P:¢(p), es decir, es la unién de las
rectas de una curva normal racional a otra. Las rectas p, ¢(p) se llaman las rectas
del reglado de S, ¢,; como veremos en la proposicién siguiente son las tnicas
rectas que viven en S, ., a menos que ey = 1. Observemos que S, ¢, esta deter-
minado salvo isomorfismo proyectivo por los enteros eg y e1; pues podemos mover
cualquier par de planos A, A’ en cualesquiera otros, cualesquiera curvas normales
racionales C, C’ en cualesquiera otras y finalmente ajustar ¢ componiendo con un
automorfismo de A o A’ induciendo un automorfismo de C' o C’. El nombre de
rollo es porque evoca como imagen los pergaminos de la antigiiedad:
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Ejemplo 1.2.1. Seaneg = 0,e; > 0yn = e; + 1, de aqui e; = n — 1. Sean
también A, A’ C PP" subespacios lineales complementarios tales que dim A = 0
y dim A" = n — 1 (dado que en este caso dim A = 0, tenemos que A = {P}).
Elijamos curvas normales racionales C C Ay C’ C A’ y unisomorfismo ¢ : C/ —
C dada por ¢(x) = P, para todo x € C’, es decir, ¢ es mapeo constante. En el
caso degenerado donde ¢y = 0y C' es un punto, tenemos que el rollo S, , _, C P",
puede ser visto como un cono sobre una curva normal racional.

C/

Figura 1. .S, , visto como un cono sobre una curva normal racional

Ejemplo 1.2.2. Seaney = 2ye; = 1,asin =eg+e; +1 = 4. Sean A, A’ C
PP* subespacios lineales complementarios de dimensiones e y e; respectivamente.
Elijamos curvas normales racionales C C A, C' C A’ y un isomorfismo ¢ : ¢’ —
C'. Entonces S21 C P* es el rollo cibico.

Cf/
A 4
- .

\

—=

Figura 2. El rollo ciibico S,, C P*

1.2.2. Propiedades de los rollos

Lema 1.2.3. Si Ly, ..., L, son cualesquiera eq + 1 rectas del reglado de un rollo
Seg,erentonces L;, 0 < i < eq son independientes, es decir, generan a p2eotl
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Ademds cualesquiera eqg + 2 rectas son dependientes, es decir, estdn contenidas en
un ]P)260+2

DEMOSTRACION. Sea 7 : A% — {0} — P} la proyeccién candnica
y sean Lo, ..., L, rectas del reglado del rollo S, y supongamos que L; =
m(P;), con 0 < i < ey, donde P; C A?(H es un plano. Queremos mostrar que
(Lo, ..., Le,) = P20+l
Tenemos que <L0,... Le,) = (77 Y(Ly),. (L)) = (Py,..., P.,), por
otro lado L; N L; (Z)deaqulPﬂP]—Oyal’PﬂZ#]]—Oen—
tonces dim(D> ;%o ;) = Y.:2qdim(P;) = 2(eg + 1) = 2ey + 2. Por lo tanto
(Lo, ..., Ley) =V, donde dim(V) = 2eq + 2, entonces P(V) = P*0F1 es decir,
(Lo, ..., Le,) = P2+ Porlotanto Ly, ..., L, son independientes. O

Definicion 1.2.4. Decimos que dos variedades X, X’ C P" son proyectivamente
equivalentes si existe un automorfismo o € PG L, de tal forma que (X ) = X'.

Observacion 1.2.5. Dado un subconjunto X C P™, existe un minimo subespacio
lineal proyectivo que contiene a X, este espacio se denomina el espacio lineal
proyectivo generado por X y se denota (X ) y corresponde al subespacio vectorial
generado por 77 H(X) C A",

Lema 1.2.6. Si eg < ey, entonces e; = n — eg — 1 rectas L; del reglado del rollo
Seg.e. generan un hiperplano H C P" de tal modo que la interseccion de H con
Seg,e, consiste de las rectas L; junto con la curva C.

DEMOSTRACION. Mostraremos que H N Sey e, = {L1,..., Le,,C}.
(D)Sea P € {Ly,...,Le,C}.

» SiP=L;conl <i < ej,entonces P € Hy P € S, es decir,
Pec HNSeye,-

» Por otro lado si P = C, entonces P € S, ¢,, falta mostrar que P € H.
Tenemos que eg < e; y ademds n = eg + e; + 1,de este modon — 1 =
ey + e1 > e, entonces Pk C Pl >~ H C P, de aqui C' € H. Por lo
tanto P € H N Sy e, -

(C) SeaJ € HN Seye,,entonces J € (Ly,...,Ley) = Hy J € Seye,. Su-
pongamos que .J # C'y como anteriormente supongamos que P; = 7 1(L;), con
1 < ¢ < ey,donde P, C A?{H. Sea@Q € n1(J) C (Py,...,P.,) y dado que
L; N L;j = 0, tenemos que P; N P; = 0, entonces ) # 0, entonces ) € P; para
alguna 7, entonces 7(Q) € w(P;) = L; para alguna 7, entonces J C L; para alguna
i. Porlo tanto P = L;, por lo tanto J € {L1,..., Le,,C}. O

Definicién 1.2.7. Una curva normal racional de grado e; en el rollo S, ¢, que
vive en un subespacio lineal P¢', complementario al generado de la directriz y
que intersecta a cada una de las rectas del reglado una sola vez, serd llamada una
seccion complementaria de S, ¢, .

Lema 1.2.8. Sea H C P" un hiperplano tal que H contiene n—e; = eg+ 1 o mds
rectas del reglado de S, .,, entonces H intersecta Se, ¢, en una union del reglado
yla directriz C. Por otro lado un hiperplano que contiene n—e1—1 = e rectas del
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reglado intersecta a Se, ¢, en una union de rectas del reglado y la directriz o en las
eg rectas dadas y una seccion complementaria. Por lo anterior cualquier punto del
rollo Se, ¢, que no pertenece a la directriz se halla en una seccion complementaria.

DEMOSTRACION. Sean Ly, ..., L., rectas del reglado de Sep,er Y sea H C
P hiperplano tal que Lo, ...,Ls, € H. Debemos mostrar que H N S¢y e, =
{Upcs, . Li,C}. Las eg + 1 rectas L; generan un P20+l es decir, P20t C
Hpr
(D) Sea J € {ULQQSEO,el L., C}, entonces J = ULQQSeo,el LioJ = C. Su-
pongamos que J # UL’.CSEO o L!, entonces J = C, asi J € See,. Ademds

L; = Qi,o(Q;) € H, para 0 < i < e, es decir, los ey + 1 puntos p(Q;) € C,
también pertenecen a H. Por otro lado sabemos que P C p2eotl ¢ g~ pr—l
de este modo basta demostrar que los e¢g + 1 puntos ¢(Q);) generan P,

Para lo anterior usaremos los siguiente hechos:

1. Sea F un espacio vectorial de dimensién n + 1. Entonces el niimero maxi-
mo de puntos linealmente independientes en P(E) es n + 1, es decir, la
dimension de P.

2. De n + 1 puntos de un espacio P(V'), con dim(P(V')) = n, da lo mismo
afirmar que generan el espacio total a que son independientes.

Por lo anterior tenemos que los ep + 1 puntos ¢(Q;) generan P, es decir, P C
P20t C H C P", ademds C C P, entonces C C H. Por lo tanto C' €
HNSepe,-

(C) Sea P € HN Seye,.entonces P € Hy P € Sy e; € G(1,n). Debemos
mostrar que P € {ULQQSEO,el L, C}, es decir, P = ULQQSEO,el L6 P = C.
Supongamos que P # C, basta mostrar que P = L/, para alguna i. (]

Proposicion 1.2.9. (a) Los rollos 580761,56676/1 C P™ son proyectivamente equi-
valentes si'y solo si ey = e

(b) En el caso ey < e1, la curva normal racional C' C Se ., de grado ey que
aparece en la construccion, es la iinica curva normal racional de grado menor
que ey en S (distinta de las rectas del reglado); en particular, estd determinada
de manera tinica por Se ¢, (se llama la directriz de Se, ¢, ). No es el caso para
la curva normal racional C' de grado mayor ey o para C misma en el caso
€y — €1.

(c) La imagen del rollo S, ., bajo proyeccion desde un punto p € Se, , es pro-
yectivamente equivalente a Se,—1¢, Si p pertenece a la directriz C; 'y es pro-
yectivamente equivalente a S, ¢, —1 en otro caso. En particular todos los rollos
son racionales.

DEMOSTRACION. Para la demostracion de (a), si Se,e, ¥ Se{,,e’l son proyec-
tivamente equivalentes, sin perdida de generalidad supongamos que ey < e,. Si
L; e 56676/1 ,con 0 < i < e, entonces por 1.2.3 tenemos e, + 1 rectas linealmente
independientes, como o(S¢ ¢1) = Seq e, entonces o(L;) C Seye; son ey + 1
rectas linealmente independientes, entonces 66 + 1 < eg + 1, entonces 66 < ep.
Por lo tanto eg = .
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Reciprocamente si eg = e; como ey + e; + 1 = n = ¢, + €] + 1, entonces
e1 = ¢}, esdecir, Sy ¢, ¥ 566 ., son proyectivamente equivalentes trivialmente.

Para la demostracién de (b), supongamos que existe C” C S, ¢, de tal manera
que grado(C") = ey < e1. Por el lema 1.2.6 tenemos que (L1,...,Le,) = H C
P"y HN Sepey = {L1,...,Le,,C"} = {L1,..., L ,C}, de aqui tenemos que
C’=C. O

Observacion 1.2.10. Notemos que el rollo § C P" es no degenerado por 1.2.9.

1.2.3. Rollos normales racionales. El caso general

A continuacién se generaliza la construccion de los rollos normales racionales
de la subseccién §1.2.1 al caso cuando se tienen A enteros 0 < ep < -+ < e1y
ea > 1 como sigue:

Se escogen A espacios lineales complementarios L; € P ~! (esto es L; N
Li #0yLiU---ULp = PN_l) de dimensiones dim L; = e;, asi L; >~ P* y
no todos los e; son cero. Después si cada e; # 0 en cada L; escogemos una curva
normal racional C¢, y un isomorfismo ¢; : P! — Ce;.Sie; =0,C,; = L = PO
esun puntoy ¢; : P! — Ce, = PV es la funcién constante. Entonces la variedad

Seh---,eA = U d)l(P)? sy ¢A(P) - PN*l
Pep!

dada por la unién de los (A—1)-planos generados por los puntos ¢1 (P), ..., oA (P)
de las curvas C¢, es el rollo normal racional.

| 7]

Figura 3. El rollo normal racional S, . ¢,

Observacién 1.2.11. El rollo general § € P! es no degenerado. En efecto para
cualquier subespacio lineal H C PN-! =T, U---UL tal que Se,,..en C H se
tiene que H = PV—1,

1.3. Rollos normales racionales. Segunda construccion

En esta seccién se muestran que los rollos normales racionales de la seccién
1.2 son variedades determinantales.
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1.3.1. Variedades determinantales

Si m, n son enteros no negativos, sea M (m,n) = Mat ~ A™" ]a variedad
9 9 mXn
afin de matrices m x n. Para 0 < min{m, n}, sea

M,(m,n) :={P € M(m,n) : rang(P) <r} C M(m,n)

el conjunto de matrices m x n de rango < r. Por definicién de rango de una matriz,
es claro que las matrices P de rango < r satisfacen que todas sus submatrices
de tamafio (r + 1) x (r 4+ 1) tienen determinante nulo. Dicho de otra manera,
las entradas de las matrices P satisfacen las ecuaciones polinomiales dadas por
los menores (determinantes) de tamafio r + 1. Sea I,.;; el ideal generado por los
menores de tamafio ~ + 1. Entonces,

M,(m,n) ={P € M(m,n) :rang P < r}
={P € M(m,n) : los menores de tamafio  + 1 de P se anulan}
=V(lr+1)
y asi M, (m,n) = V(I,41) es una subvariedad afin de M (m,n).
Lema 1.3.1. (1) La codimension de M,(m,n) en M (m,n) es (m —r)(n —r).
(2) El lugar singular de M,(m,n) es M,_1(m,n).
DEMOSTRACION. Para (1), considere la correspondencia de incidencia
Y :={(P,A) € M(m,n) x G(n —r,n): A C ker P}
pensando a P € M (m,n) como una transformacion lineal P : k" — k™. Note
primero que para la proyeccién ¢ : ¥ — G(n — r,n) su fibra en un punto A €
G(n—r,n)es
¢ '(A) = {(P,A) € £ : A Cker Pcon P fijo} ~ {P: k"™ — k™ : A C ker P}
donde observamos que A C ker P < P(A) = 0 < P induce P : k™.A — k™,
por lo que
¢ Y(A) ~ PHomy (K" /A, k™) ~ P M (m,r) ~ P™" 1
porque dimy (k™ /A) = r ya que dimy A = n — r. Del teorema de la dimension de
las fibras se sigue que
dim ¥ = dim G(n—7,n)+dimq¢ ' (A) = r(n—r)+(mr—1) = r(m+n—r)—1.
Finalmente, como la proyeccién p : > — M es de grado 1 y su imagen es
M,(m,n) porque n — r = dimy A < dimg(ker P) implica que rang P < 7,
entonces M, (m, n) tiene la misma dimension que ¥ y por lo tanto su codimension
es
codimps () Mr(m,n) =mn —1—(r(im+n—r)—1)=(m—r)(n—r).
U

Para probar que M, = M,(m,n) es una variedad normal se requiere un poco
mds acerca del ideal de definicién I, de M,:
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Proposicion 1.3.2. El ideal I,,1 es radical. Se sigue que el ideal de anulacion de

M, es Ir41.
DEMOSTRACION. Por definiciéon M, = V(I,1) y asi basta mostrar que I, 11
es radical. g

Observe ahora que la multiplicacion de matrices da un morfismo de variedades
afines
M(m,r) x M(r,n) — M(m,n)
cuya imagen es la subvariedad determinantal M, (m,n). Por otra parte, se tiene la
accién del grupo lineal general GL, en la variedad producto M (r,n) x M (m,n)
dada por

g(P,Q) :== (Pg~L,9Q), parag € GL,, P € M(m,r)y Q € M(r,n).
Teorema 1.3.3. El anillo de coordenadas de M,(m,n) es
k[M,(m,n)] = k[M(m,r) x M(r,n)].
DEMOSTRACION. Para la demostracién consultar [1, pags. 78-79]. ([
Corolario 1.3.4. La variedad M, (m,n) es normal.

DEMOSTRACION. Como M (m,r) x M(r,n) es lisa, y por lo tanto normal,
basta probar que el subanillo k[M,| C k[M(m,r) x M(r,n)] =: S es integral-
mente cerrado en S. Para esto, supongamos que a € S satisface una ecuacién
de dependencia entera sobre k[M,] = SS. Entonces, para todo ¢ € GL, los
trasladados ga € S satisfacen la misma ecuacién (porque los coeficientes de esta
ecuacion son invariantes bajo la accién de GL,). Pero como esta ecuacién sélo tie-
ne un nimero finito de raices, entonces sélo hay un nimero finito de trasladados ga
de a; es decir, la 6rbita orbgy,, (a) es finita. Pero como GL, es conexo, esto s6lo es
posible si orbgr,, (a) = {a}, es decir, si a es GL,-invariante, i.e., a € k[M,]. O

El resultado siguiente es mas profundo:

Teorema 1.3.5 (Eagon-Hochster, Hochster-Laksov-Musili). La variedad M, (m,n)
es Cohen-Macaulay.

DEMOSTRACION. Para la demostracion consultar [1, pags. 79-82]. U

La construccién anterior de las variedades M, (m,n) se puede generalizar de
la forma siguiente. Sea X una variedad algebraica arbitraria y sea ¢ : € — F
un morfismo de gavillas de k-algebras en X, localmente libres de rangos n y m,
respectivamente. Entonces, existen abiertos (afines) U C X que cubren X tales
que € |y y F |y son libres de rangos n,m y ademds ¢|y : € |y — F |y es tal que,
paratodo x € U,

Yz Cp = Ty

es un morfismo de k-espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente,
y por lo tanto estd representado por una matriz [¢,] de tamafio m x n. Se tiene
asf una funcion

(1) U — M(m,n) dadaporx — [pg]
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que, claramente, es un morfismo de variedades (afines). Entonces, para 0 < r <
min{m,n}, sea U, C U la preimagen de M, = M,(m,n) bajo el morfismo
(1). Observe que O x|y, es la gavilla estructural de U, y, mds aun, las variedades
(afines) (U, Oy, ) satisfacen las condiciones de pegado y definen una subvariedad
algebraica
Xr(p) € X

tal que X, (¢)NU = U,. La variedad X, () se llama la variedad determinantal r-
ésima asociada al morfismo ¢ y a la variedad X . Note que el conjunto subyacente
aX,(p)es

(2) X (@) ={z € X :rang(es) <r}.
Como la codimension de M, en M (m,n) es (m — r)(n — r), entonces
codimy (X, (¢)) < (m —71)(n—71).

Observacion 1.3.6. Si X = M(m,n) con gavilla estructural Ox y ¢ : 0% —

% es el morfismo dado por v — Aw, donde A es una matriz m x ny 0 <
r < min{m, n}, entonces X, (p) = M,(m,n), por lo que la construccion general
recupera la construccion inicial.

A continuacién veremos que el teorema 1.3.5 implica la versién general si
X, () tiene la codimensién maxima:

Teorema 1.3.7. Sean X una variedad algebraica arbitraria, p : € — F un mor-
fismo de gavillas de k-dlgebras en X, localmente libres de rangos n 'y m, respec-
tivamente, y 0 < r < min{m,n}. Si X, (p) tiene codimension (m — r)(n —r)
en X, entonces es Cohen-Macaulay. Se sigue que X,(p) no tiene componentes
encajadas.

El teorema 1.3.7 se sigue de la versién especial 1.3.5 (donde, por el lema 1.3.1,
M, (m,n) tiene la codimension maxima) y del lema siguiente:

Lema 1.3.8. Sea f : X — Y un morfismo entre variedades algebraicasy Z CY
una subvariedad Cohen-Macaulay pura de codimension r. Si f~1(Z) es pura de
codimension r, entonces es Cohen-Macaulay.

1.3.2. Rollos normales racionales como variedades deter-
minantales

Una ventaja de la descripcidn determinantal es que exhibe el ideal de definicién
del rollo.

Comenzamos observando que una curva normal racional C; C L; ~ P% C P"
es laimagen del encaje o; : P! — P dado por el sistema lineal completo Op1 (&),
que en coordenadas homogéneas es

. e; ~ei—1 e;
wi o, 1l = Yo' vo' Y1, Y]
(monomios de grado e; en dos variables), es decir, C; es una variedad de Veronese.
Entonces, para los multiindices ¢ = (4o, 1), poniendo z; = yéo yzll, la curva anterior
estd dada por los ceros de los polinomios z;z; — zp24 para i+j = p+q. En términos
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de determinantes, C; es la curva dada por la anulacién de los menores 2 x 2 de la
matriz
20,650 Rlye;—1y -++5 Re;—1,1
M, =

Zl,e“ Z2,ei—1; R Zei’(]
que, después de un cambio de coordenadas, se puede escribir como

NORNC)
M, =
RO

2

Supongamos de nuevo que ey > - - - > eg son enteros. Escojamos coordenadas
homogéneas en P"

Ao t®ial) o allsall . ald

donde n + 1 = Z;j:o(ei + 1) = f+d+ 1, de tal manera que x(()i), RN xt(g? son
coordenadas homogéneas de L; ~ P“. Si sucedieraque eg = --- = ¢e,_1 =0y
que e; > 0 parat > r, consideramos entonces la matriz

(0) O R () (d)

Ty, ey Teglq; xy', .., X
M, =

€05--4€d
azgo), e xgg); e xgd), e xg?
Teorema 1.3.9. El rollo S.,,.. ., es la variedad determinantal dada por el ideal

generado por los menores 2 X 2 de la matriz M. ... .,

DEMOSTRACION. Sea X la variedad dada por los menores 2 x 2 de Me, . c,-
Como vimos arriba, la curva normal racional C; C L; ~ P% C P" estid dada

por los menores de la matriz M., que es una submatriz de M., .. .,. Se sigue que
las curvas C; C X. Por linealidad se sigue que X también contiene los d-planos

@o(t),...,pd(t) y por lo tanto contiene al rollo Se,. ... .,. El reciproco es similar.
Hemos asi mostrado que, como conjuntos,
(1) X = Seo,...,eda

en particular, dim X = dim S, .. ., = d + 1y por lo tanto
codimpr X = codimpn S . ., =n —d

y asi, por el teorema 1.3.5, X es Cohen-Macaulay; en particular no tiene com-
ponentes encajadas y por lo tanto la igualdad conjuntista (1) anterior es igualdad
como variedades. (]

1.4. Rollos normales racionales. Tercera construccion

En esta seccion se ve una construcciéon més moderna de los rollos normales
racionales, que permite caracterizarlos cohomolégicamente, calcular su grado y
después probar que alcanzan la cota de del Pezzo 1.5.9.
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1.4.1. Sistemas lineales

Si D es un divisor en X, sea L(D) el haz lineal correspondiente a D. Recuerde
que L(D + D) = L(D) ® L(D') y que la funcién L : Div X — Pic X dada por
D — L(D) es un morfismo y ademas L(D) es trivial si y s6lo si D es principal.
Asi, el morfismo inducido en el cociente C1(X) — Pic X es un isomorfismo.
Mas atn, la correspondencia anterior es funtorial, es decir, si f : X — Y es un
morfismo de variedades y D € DivY, entonces f*(L(D)) = L(f*(D)). Una
forma alterna de ver lo anterior es considerar la sucesion exacta corta de gavillas
en X:

0— 0% -5 k(X)* 2 k(X)*/ 0% =0
cuya sucesion larga asociada comienza como

0 — HO(X,0%) - HOX, k(X)*) 25 HOX, k(X)*/ 0%)

O HY(X,0%) = -
donde se tienen las identificaciones
Div X = HY(X,k(X)*/ 0%) y Pic X = H'(X, 0%)
y ademds, para toda s € k(X)*, p«(s) = div f y para todo divisor D € Div X,
0D = L(D).

Si D € Div X, denotemos con | D| C Div X al conjunto de divisores efectivos
de X linealmente equivalentes a D. Si L(D) € Pic X es el haz lineal correspon-
diente, algunas veces escribimos |L(D)| = |D|. Ahora, sea

Ox(D) :={f € k(X) : D +div(f) > 0}.
Observe ahora que si sg € I'(X, L(D)) es tal que div(sg) = D, entonces para
cualquier s € I'(X, L(D)) el cociente f = s/sg € k(X) satisface que div(f) =
div(s) —div(sp) = div(s)—D > —D,porloque f € Ox (D) y ademas div(s) =
D + div(f) € |D|. Por otra parte, si D’ € |D|, por definiciéon D’ es linealmente
equivalente a Dy asi existe f € k(X) tal que D’ = D + div(f).
Se tienen asi las biyecciones
D] = P(N(X, 0x(D))) = P(H"(X, 0x(D))
y se dice que |D| es un sistema lineal completo en X de dimension
dim |D| = dimP(H°(X, Ox (D)) = dimy H*(X,0x (D)) — 1
= h'(X,0x(D)) — 1.
En general, una familia de divisores efectivos D C |D| de X corresponde a un
subespacio vectorial de P H%(X, Ox (D)) dado por
E = {s € T(X,0x(D)) : div(s)o € D} U {0}

donde div(s)g es el divisor de ceros de s. Se tiene asi que D = P(E) es un subes-
pacio lineal de P H°(X, Ox (D)) y se llama un sistema lineal en X . Por definicién
dimD := dimP(F) = dimy F — 1.. Sidim D = 1, se dice que es un pincel. Asi,
un pincel es un sistema lineal de divisores parametrizados por la recta P!



1.4. ROLLOS NORMALES RACIONALES. TERCERA CONSTRUCCION 17

Supongamos entonces que {Dy},.p1 = P(W) es un pincel de divisores en
una variedad lisa X, donde W C H%(X, Ox(D)) es un espacio vectorial de di-
mensién 2. Sea j : X — PV = P(H(X, Ox(D))) la inmersién normal asociada
a X y considere el hiperplano H = j* Op~ (1) en X. Suponga que la dimensién
hY(X, Ox(H —D)) =: f > 2. El morfismo de multiplicacién con Ox (D):

W @ H(X, 0x(H - D)) — H°(X, Ox(H))

corresponde a una matriz M de tamafio 2 X f con entradas lineales y cuyos me-
nores 2 x 2 se anulan en la imagen j(X) C PV. Por la descripcién de un rollo
como variedad determinantal, se sigue que la variedad determinantal definida por
la anulacion de los menores 2 x 2 de la matriz M es un rollo algebraico S de grado
I

Observe ahora que, para la inmersién j : X — PV y para cada divisor Dy
del pincel de divisores {D,} en X, el subespacio lineal D) en PN generado por la
imagen j(D,) en PV:

D, = ﬂ{H : H es un hiperplano en PV que contine a j(D))}

es el subespacio lineal de PV definido por las formas lineales en la imagen del
morfismo

H°(X, 0x(H—D,)) — H(X, 0x(H)) = H/(PY, 0pn (1)).
Entonces, el rollo § es la variedad que barren estos subespacios lineales:

S = U =D, CPV.
AeP!

1.4.2. Gavillas localmente libres sobre P!

Dentro de las posibles propiedades que puede tener una variedad algebraica,
estudiaremos cuales poseen los rollos normales racionales. A continuacién resu-
mimos algunos resultados generales de geometria algebraica que usaremos para
caracterizar cohomolégicamente a los rollos normales racionales.

La nocién general de fibracion no es otra cosa que un morfismo de variedades
7 : X — S, esto es, una variedad sobre S.

Definicion 1.4.1. Una familia de espacios vectoriales sobre X es una fibracion
7 : E — X tal que cada fibra E, = 7 !(z) para x € X es un espacio vectorial
sobre k(z) y la estructura de variedad algebraica de E, como espacio vectorial
coincide con la de los £, C F como la imagen inversa de = bajo 7.

Un morfismo de una familia de espacios vectoriales 7 : £ — X en otra familia
7'+ F — X esun morfismo f : E — F para el cual el diagrama

oy

4P

X
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conmuta (asi que en particular f mapea F, a F), para toda z € X) y el morfismo
fa : By — F, es lineal sobre k(z).

El ejemplo mds simple de una familia es el producto directo £ = X xV, donde
V' es un espacio vectorial sobre k y 7 la primera proyeccién de X x V' — X. Una
familia de este tipo o isomorfa a esta se dice que es trivial.
Sim: E — X es una familia de espacios vectoriales y U C X cualquier conjunto
abierto, la fibracién 771 (U) — U es una familia de espacios vectoriales sobre U.
Se llama la restriccion de E a U y se le denota E|y.

Y U)CE - UCKX.
Definicion 1.4.2. Una seccién de un haz vectorial 7 : £ — X es un morfismo
s: X —» Ftalquemos =1idx.

Sim: E — X esun haz vectorial, se tiene el haz proyectivo asociado P(E) —
X definido como aquel haz vectorial cuyas fibras en cada punto x € X son el
espacio proyectivo P(E,). Si {U;} es una trivializacién m; = =y, : Ely, —
U; x k™, los morfismos 7; inducen morfismos

T P(E)|y, — Ui x P71

Observacion 1.4.3. SiU; NU; # @y conm : E — X un haz vectorial, se tienen
funciones de transicion

E|(UiﬂUj)
W.l K
U;N Uj U, N Uj

gij : UiNUj; — GL,. Entonces para las trivializaciones 7; de P(E), las funciones
de transicion son:

gi; = UinU; 2% gL, 25 PGL,,
donde p es el epimorfismo candnico.

Lema 1.4.4. Todo P" '~ haz P — P! es de la forma P(E) para algiin haz
vectorial E — P! de rango n.

El caso que nos interesa ahora es el de haces vectoriales sobre la recta proyec-
tiva P!, y el resultado importante en este caso es:

Teorema 1.4.5 (Grothendieck). Para todo haz vectorial & de rango d en P, existen
enteros tinicos eq > - - - > e tales que

& ~ OIP’l (61) G- OIPl (ed),
donde los Op1 (e;) son haces de rango 1'y grado e;.
DEMOSTRACION. La demostracion siguiente es de [6]. Para comenzar obser-
ve que la recta proyectiva P! = IP’/%C sobre k se puede obtener pegando las rectas

afines:
U1 = Spec k[s] y Us = Spec k|t]
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e identificando
Ui2 = Speck[s] — {0} y Ua1 = Speck[t] — {0}

mediante el isomorfismo s — ¢~ 1.

Ahora, si € es un haz vectorial de rango d en P! (una gavilla libre localmente
libre de rango d sobre P!), sea A? = Spec k[x1,...,xy]. Entonces, € |y, ~ U; x A4
es trivial, ¢ = 1,2, y asi & se obtiene, salvo isomorfismo, pegando U; x A% con
Us x A% mediante la identificacién

(U — {0}) x A? & (Uy — {0}) x A?

dada por un isomorfismo de la forma (s,v) + (s, A(s, s 1)v), donde A(s,s™!)
es invertible para todo s # 0y todo s~* # 0. Esto dltimo implica que det A(s, s~ 1)
= s", para algin n € Z, ya que este determinante es un polinomio de Laurent en
5,5 1 queno se anulaen s # 0y s~! # 0y por lo tanto sus dnicas raices pueden
ser s = 00 s~! = 0y asi, después de normalizar, debe ser de la forma s™ para
n € Z.

Observe ahora que un automorfismo del haz vectorial trivial U; x A? nece-
sariamente es de la forma (s,v) — (s, M(s)v), donde M(s) es una matriz con
entradas en k[s] y tal que det M (s) € k*. Similarmente, un automorfismo del haz
trivial Us x A% estd dado por una matriz N (s~') con coeficientes en k[s~!] y
con determinante en k*. Es claro que diferentes trivializaciones del haz & |y, di-
fieren sélo por un automorfismo de U; x A“. Hemos asi mostrado que las clases
de isomorfismo de haces vectoriales algebraicas de rango d sobre P! corresponden
biyectivamente a clases de equivalencia de matrices A(s,s~!) de tamafio d x d
y con entradas en k[s, s~ 1] tales que det A(s,s~!) = s", para alginn € Z, y
donde la relacién de equivalencia es A(s,s™!) ~ A'(s,s™1) < existen matrices
invertibles M (s) y N(s~!) con entradas en k[s] y k[s~!], respectivamente y con
determinante constante no cero, tales que

Al(s,s7Y) = N(sHA(s,sHM(s).

El lema siguiente da formas canénicas para las matrices A(s, s~') de tamafio d x d
con entradas en k[s, s~!]y determinante s” bajo la relacién de equivalencia ante-
rior:

Lema 1.4.6. Sea A(s, s~ ') una matriz d x d con entradas en k[s,s~'] y con deter-
minante s", para n. € Z. Entonces, existen matrices polinomiales N (s~'), M(s),
de tamariio d x d y con determinante constante no cero, tales que

1 0 - 0
0 s¢2 ... 0
N(s Y A(s,s 1) M(s) =
0 0 ... g&d
cone; > --- > eqen Z. Los e; estd univocamente determinados por A(s, 3*1).

Mds aun, si A(s, 3*1) es polinomial en s, entonces los e; > 0, y si A(s, 3*1) es
polinomial en s~1 entonces los e; < 0.
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DEMOSTRACION. Unicidad: Denotemos por D(eq, ..., e4) ala matriz del la-
do derecho de la férmula desplegada en el enunciado del lema. Supongamos que
hay otra matriz diagonal D(e], ..., e};) equivalente a A(s, s™1); entonces

D(ey,...,eq) ~ D(e,... e}
y por lo tanto existen matrices polinomiales N, M con determinante constante no
cero tales que
(1) N(s HD(e1,...,eq) = D(€y, ... e M(s).

iy

Para una matriz A, denotemos con A“’ 7 al menor de A dado al tomar el deter-
minante de la submatriz de A obtemda ‘al remover todos los renglones con indices
en {1,...,d} — {é1,...,i,} y todas las columnas con indices en {1,...,d} —
{j1,-..,jr}. Esclaro que
(AB)f = D0 AR AR
0 <<l
y aplicando esta igualdad a (1) se sigue que

L..r i tetei, et S
(2) Ny (s7hsentten = st te i (s)
paratodo ¢; < --- < i,. Observe ahora que, para algunos i1, ..., ¢, se tiene que
1,...,7’
M (s) # 0.
Se sigue que €] + --- + e; < ey + -+ e, para algunos i1 < -+ < % Y,

11
consecuentemente, € + - - - + e, < e —i— - 4+ e, para todo r. Multiplicando (1) a
la izquierda por N (s~!)~!y por M (s)~! ala derecha, queda
) 1

(3) Dey,...,eq) M(s N(s™H)7'D(els - eq)s
y repitiendo el argumento anterior se sigue que e; + -+ + e, < €} +--- + ). para
todo . Por lo tanto, e; = €], paratodoi = 1,...,d.

Existencia: Multiplicando A(s, s~!) por una potencia adecuada de s", con n > 0,
se obtiene una matriz polinomial B(s). Después, mediante operaciones elemen-
tales en columnas, i.e., multiplicando B(s) a la derecha por una matriz M (s) se
obtiene una matriz B’(s) con bj; # 0y b}, = 0 for i > 2, (de hecho, escogemos

{1 como el méximo comiin divisor de los by; para que al hacer las operaciones con
columnas se eliminen los que siguen en el primer renglén). Note que b}; = s¢* por-
que el determinante de B(s) es una potencia de s y b}, divide este determinante al
desarrollar por menores a lo largo del primer renglén. Ahora sea Bs la submatriz
(d — 1) x (d — 1) obtenida al eliminar el primer renglén y la primer columna de
By = B’(s). Por induccién suponemos que el resultado es valido para d — 1 (el ca-
so d = 1 es trivial); entonces, existen No (s~ 1), M3 (s) tales que No(s~1) By Ma(s)
es de la forma que pide el lema. Se obtiene asi el producto

10 - 0
1 0 1 0 ¢ s2 - 0

Cd 0 Sed
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para ciertos enteros e; > 0y con el mismo e; tal que b}; = s°* y con los ¢; €
k[s, s~1]. Multiplicando el primer renglén por potencias adecuadas de s y restando
el primer rengldn que resulte a los renglones de abajo (es decir, multiplicando a la
izquierda por una matriz N (s~!) adecuada) se obtienen los ¢; € k[s].

Considere ahora todas las matrices polinomiales de la forma (4) y que son
equivalentes a B(s) y escoja una para la cual e; es maximo. Note una tal matriz
existe porque e; < gr(det B(s)) ya que e, ...,eq > 0. Probaremos entonces que
e1 > e; para toda i > 2. En efecto, si alglin e; < e;, substrayendo un k[s™!]
multiplo del primer renglén del ¢-ésimo renglén (para la ¢ tal que e; < e;) se
obtiene una matriz (4) con ¢; = s471¢/(s). Ahora, intercambie el primer y el i-
ésimo renglén para encontrar un matriz polinomial B’(s) tal que el maximo comtin
divisor de su primer rengldn es sell, donde 6/1 > e1 + 1. Ahora, se aplica a B'(s) el
mismo procedimiento anterior que se aplicé a B(s). Se obtiene entonces una matriz
B"(s) de la forma (4) para la cual €] > e;, una contradiccién con la maximalidad
de e;. Podemos entonces suponer que en (4) se tiene que e; > e; y ¢; € k[s], para
i =2,...,d.Substrayendo ahora un k[s] multiplo adecuado de la segunda columna
a la primera columna y luego multiplos de la tercera, etcétera, hasta substraer un
k[s] multiplo adecuado de la désima columna a la primera columna, se encuentra
una matriz como en (4) donde los ¢;(s) tienen grado gr ¢;(s) < e;. Entonces, como
e1 > e;, se sigue que gr¢;(s) < eq y por lo tanto un k[s~!] mdltiplo adecuado de
s° es igual a ¢; y por lo tanto multiplicacién por una matriz adecuada N(s~1) a

la izquierda da una matriz como en (4) pero con co = --- = ¢4 = 0. Entonces,
la matriz del lado derecho de (4) tiene la forma que pide el lema. Permutando
columnas, si hiciera falta, se ordenan las entradas como e; > --- > eg4, y para

las matrices M (s) y N(s~!) correspondientes , con determinante una constante no
nula, se tiene que

N(sil)s”A(s, Sil)M(s) = N(sil)B(s)M(s) =D(e},...,ey).

Multiplicando por s~ se sigue que N (s~ 1) A(s, s 1)M(s) = D(eq,...,eq) con
e = e, —n.

La dltima parte del lema se prueba como la primera parte pero comenzan-
do con una matriz N (s~!) y usando operaciones con renglones (respectivamente,
columnas) donde se usaron columnas (respectivamente, renglones) en la primera
parte. U

La demostracién del teorema de Grothendieck es ahora directa: al principio
de la demostracién del teorema vimos que el haz € de rango d corresponde a una
(clase de equivalencia de una) matriz A(s, s~ 1) de tamafio d x d con determinante
s™, que de acuerdo al lema 1.4.6 se puede elegir de la forma

€10 0
0 s ... 0

0O 0 ... gt
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Ahora, si el haz € en P! es de rango d = 1, necesariamente es de la forma
& = Opi(e), paraalgin e, y la matriz anterior es A(s, s~ 1) = D(e1) = (s°) = s
porque es 1x 1 de determinante s¢. Finalmente observe que la matriz D (e, . . ., eq)
es suma directa de las matrices D(eq), . .., D(eq), cada una de ellas correspondien-
te al haz lineal Op1(e;) y por lo tanto € corresponde a la suma directa Op1(e1) &
"'@Opl(ed)- ]

Definiciéon 1.4.7. Si € es una gavilla localmente libre de rango n en X y si 7 :
E — X es el haz vectorial asociado, denotaremos con P(€) al haz proyectivo
asociado a £ — X. Asi, como m : E — X es una haz vectorial de rango n,
entonces P(€) = P(E) es un P"~ ! — haz proyectivo sobre X cuyas fibras son las
proyectivizaciones P(E, ) de las fibras E, de .

Definicion 1.4.8. Una gavilla de grupos abelianos & : TopX — Ab, se dice que
es una gavilla de O x —mddulos si existe un morfismo de gavillas 4 : Ox xF = F
tal que para todo U C X abierto, el morfismo p : Ox (U) x F(U) — F(U) hace
de F(U) un O x (U)—mdbdulo.

Ejemplo 1.4.9. Ox es gavilla de O x —moddulos; pues tenemos que para el morfis-
mo Ox x Ox — Ox paratodo U C X abierto, Ox(U) x Ox(U) = Ox(U) es
el producto con el anillo O x (U).

Ejemplo 1.4.10. Para todo T, 0} es O x —médulo libre.
Definicion 1.4.11. Una gavilla F de O x —mddulos se dice que es:

1. Libre siy s6lo si F = O()?), para algin I
2. Localmente libre si existe una cubierta abierta {U;} de X tal que F|y, es

. . ~ r
libre, es decir, F|y, = Ox 5] .

3. Localmente libre de rango finito si cada F|y;, = Ox |g:i), conn; € N.
Afirmacion 1.4.12. Existe una correspondencia biyectiva
{haces vectoriales F' — X de rango r} <> {gavillas loc. libres de rango  en X }

Para la demostracion ver [12], pagina 58.

1.4.3. Rollos normales racionales como proyectivizacion
de gavillas localmente libres sobre P!

Los rollos son variedades fascinantes, los cuales han sido estudiados largamen-
te en Geometria Algebraica. Como variedades abstractas, son P" ! —haces sobre
P! y son incluidas en un PV, para N adecuada, de tal forma que las fibras P" !
del fibrado sobre P! son subespacios lineales de P,

Por simplicidad, en esta seccién siempre trabajamos sobre un campo k alge-
braicamente cerrado de caracteristica cero.

Si0 < ey < -+ < eqson enteros, sea & = Opi(eg) @ --- B Op1(eq) una
gavilla localmente libre de rango d + 1 en P!, sea 7 : P() — P! el P? —haz
correspondiente y digamos que

X = P(Oﬂml (60) b O]pl (ed)) = P(g)
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Sean sq, ...,sny € H(X,9x(1)) una k—base y consideremos el morfismo

p: X — PNV =PH(X,0x(1)))
x — [so(x),...,sn(z)]
para N = f+d,donde f = ey +---+eq > 2.

Definicion 1.4.13. La imagen de X bajo ¢ en PV := P(H°(X, Ox(1))) se llama
rollo normal racional de tipo e, . . ., eq y se denota por 8 = S¢, .. c,-

Observacion 1.4.14. Como ¢ es un mapeo regular, por el teorema de Chevalley
tenemos que ¢(X) € P es un conjunto cerrado.

Entonces, 8 C PV es una variedad proyectiva irreducible no degenerada de

grado minimo
gr§=f=N—-d
y dimensién dim 8 = d + 1. Si todos los e; > 0, entonces S es lisay ¢ : P(€) — 8
es un isomorfismo. Si alguno de los e; = 0, entonces 8 es singulary ¢ : P(€) — 8
es una resolucién de singularidades. De hecho, las singularidades de S son racio-
nales, es decir,
¢x Opey = Og y R'¢x Op(e) = O parai > 0

por [7, Section §2, pag. 5]. Como consecuencia, para la mayoria de las consi-
deraciones cohomoldgicas se puede reemplazar 8 por P(&), atn en el caso cuando
S es singular.

Ahora mostraremos que H°(X, Ox (1)) tiene dimensién finita, para ello basta
mostrar por el teorema 5.19 en [13] que O x (1) es gavilla coherente.

Observacion 1.4.15. En los abiertos distinguidos D(z;) = P" — V(z;), con
V(z;) = {x; = 0}, 1a gavilla Opn(j) es isomorfa a la gavilla estructural Opn.

DEMOSTRACION. Para cada subconjunto abierto U C D(z;) los mapeos
Opn(U) — Opn(j)(U)

© — gomf

Opn(7)(U) — Opn(U)
o — o]
dan un isomorfismo. Por lo tanto Op» ()| p(z,) = Opn|p(a,)- O
Sea {D(z;)} cubierta abierta de X := P(€), donde D(z;) = X — V(x;),
tenemos que mostrar que existen m;, n; € N tal que la sucesion
Ox(D(2)") — Ox(D(2;))"™) — Ox(1)(D(z;)) — 0

es exacta.
Por la observacion anterior la sucesion se convierte en

Ox (D(x:)) ™) — Ox (D (x))™) — Ox(D(x;)) — 0.
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Entonces si n; = 0y m; = 1, entonces la sucesion es exacta. Por lo tanto O x (1)
es gavilla coherente, ast H%(X, Ox (1)) es de dimension finita.

De hecho para tener una descripcién més explicita, elegimos coordenadas ho-
mogéneas [u : v] € PL. Entonces una base de H°(PP', Op1(d)) esta dada por los
monomios

s¢=uv0<i<e.

Esto da una base de H%(X,0x (1)) = HO(P!, &) consistente de

€0 ) el el €d €q
SO ,...,560,50 ,...,561,...,80 7"'7Sed

eo+1 e1+1 eq+1

haciendo un pequefio calculo tenemos Z?:o e; +d+ 1 secciones globales, asi que
N = Z?:O e; +d.
Para los ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 vistos anteriormente, tenemos:
1. Para el rollo ctibico S, , C P*
(a) Paralos enteros kK = 1, = 2y para todo abierto U C P* tomemos las
gavillas Op1 (1)(U) y Op1(2)(U), de esta manera definimos E(U) =
Op1 (1)(U) @ Op1 (2)(U), gavilla localmente libre de rango 2 sobre P'.
(b) Sea 7 : E — P! el haz vectorial de rango 2 asociado a &, asi para
todo P € P!, 771(P) es espacio vectorial de dimensién 2. Sea 7 :
P(€) := P(E) — P! el haz vectorial lineal proyectivo asociado a
7 : E — P! Definimos X := P(&) = P(Op1(1) @ Op1(2)), donde
P(€) = LIpepr B(r~'(P)) = P,
(c) Sea P € P!, para HO(P', Opi1(e)) una k—base esta dada por los mo-
nomios sy := uvet con 0 < i< e.
Para e = 1, una base para H(P', Op1(1)) esta dada por

= ’U’

= u

2

s, = v,
2

s, = uv,
2 2
s, = u

Por otro lado HO(P!, Op1(1)) = HO(P', €) = E(P'), entonces
E(P') = (Op1 (1) ® Op1 (2))(P) = Op1 (1)(P") @ Ops (2)(P")
= H(P!,0p: (1)) ® H°(P', 0p1(2)),
por lo que dim (H(P', Op1(1))) = 5, y entonces
dim (P(HO(P', 0p1(1)))) = 4.
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Sean v, u, v, uv,u? € HO(P' Opi(1)) una k—base y consideremos
el morfismo
: P! — P
(zo,z1) = (Y0, Y1,Y2, Y3, Ya)

donde ¢((zo,71)) = (x1,z0, 73, 2021, x3), de donde obtenemos las
ecuaciones yoyz — Y192 = 0,504 — Y193 = 0y yaya — y3 = 0.

Ejemplo 1.4.16. (a) IP°, el cuales Sy, o.1.
(b) La curva normal racional de grado e en P¢, la cual es S,
(c) La cuadrica S11 C P3.

Observacion 1.4.17. (a) Dado que tenemos las siguiente situacion:

E—T . pl

A

]P)Afl

de donde para todo P € P! tenemos que 7~1(P) es un espacio vectorial de
dimensién A — 1, claramente § tiene ¢ + 1 fibras sobre [y, cada una con
¢ 14+ ¢> 2+ + ¢+ 1 puntos.

(b) Una parametrizacion simple es la siguiente: paracadai = 1,..., A, tomamos
como curva directriz una curva normal racional en P, parametrizada por

Xo =1t X, =ty ... X, =u®,
para todo (,u) € PL.

En la observacion 1.4.14 vimos que S, ... ., €s un conjunto cerrado en PN R
para tener que es una variedad proyectiva nos resta mostrar que es irreducible.

Observacion 1.4.18. Por definicién tenemos que S, ., = ¢(X), donde ¢ :

X — PV es un morfismo regular.

(a) Dado que X = P(Opi(eg) & --- @ Op1(ea)) es una variedad proyectiva, es
conexo, entonces Se, . ., = ¢(X) es conexo.

(b) ¢ : X — PN es continua y X es irreducible, entonces ©(X) es irreducible.

DEMOSTRACION. (a) Se sigue del hecho que ¢ es continua. Para (b) Supon-
gamos que (X ) es reducible, entonces p(X) = U; UUs con Uy, Us C ¢(X) ce-
rrados no vacios, entonces X = ¢~ 1(U1)Up ™1 (Us) con o~ 1(U1), p~(Uz) cerra-
dos en X. Supongamos que X = ¢~ 1(U;), entonces p(X) C p(p~1(Uy)) C Uy,
asi p(X) = U lo cual es una contradiccion, ya que U; C ¢(X). Por lo tanto
©(X) es irreducible. O

Por las observaciones 1.4.14 y 1.4.18 tenemos que S, ..., €s una variedad
proyectiva.

Por la construccién del rollo normal racional tenemos que S, e = o(X) C
PV, donde p: X — PV, ademds también hemos probado que Se,... ., €S una
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variedad proyectiva. Por otro lado tenemos que PV es una variedad completa, en-
tonces por el teorema principal de la teoria de eliminacién en [5], S, .., €s una
variedad completa.

1.5. El grado de un rollo normal racional

En esta seccidn se calcula el grado de un rollo normal racional y se prueba que
alcanza la cota de del Pezzo.

1.5.1. El grado de una variedad

Después de su dimension, el invariante més importante de una variedad proyec-
tiva es su grado. Sean X C P" una variedad proyectiva de dimension r = dim X
y sea k"[X] su anillo de coordenadas homogéneo. Sea hx (t) € Q[t] el polinomio
de Hilbert del anillo graduado k"[X]. Asi, para todo entero £ > 0 se tiene que

hx (£) = dimy K"[X],,
donde k"[X], es el subespacio vectorial de polinomios homogéneos de grado .
Por el teorema 7.39 de [] se tiene que
gr(hx(t)) = dimensién de Krull de k"[X] = dim X

y el coeficiente de grado de hx () es un entero positivo. Se define el grado de la
variedad X de dimension dim X = r, como

gr(X) = rl gr(hx (t)).
Los ejemplos siguientes aclaran, de alguna manera, esta definicion ad-hoc del gra-
do de una variedad proyectiva:

Ejemplo 1.5.1. Si X = P", entonces gr(P") = 1. Como, k"[P"] = k""[z, ..., 2]
entonces para cada entero £ > ( se tiene que

14
dimy, k:h[xo, ceyTple = (n + >

hpn (t) = (n Z t)

cuyo coeficiente de grado es 1/n! y asi
gr(P") = (dimP")!(coeficiente de grado de hpn (t)) = nl(1/n!) = 1.

por lo que

Ejemplo 1.5.2. Si X = V(F(xq,...,z,)) € P" es una hipersuperficie dada por
un polinomio homogéneo F' € k[xq, ..., x,] irreducible de grado d, por el ejemplo
[14, 4.4] la dimensién de X es r = n — 1, y se tiene que
gr(hx(t)) = d = gr(F).
En efecto, como F es irreducible, k"[X] = k"'[x, ..., x,]/(F) y se tiene la
sucesion exacta corta de anillos graduados

0= k'[zo, ..., 2] (—d) == K'[zo, . .., 20] — K'[20, ..., 2] /(F) — 0,
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donde k"[x, . .., 2,](—d) es el anillo graduado obtenido a partir de k"[zq, . . . , 2]
desplazando su gradacion —d lugares, es decir, la gradacion es
k‘h[xo, ce ,$n](—d)g = k‘h[xo, PN 7$n]£—d

y el morfismo etiquetado con F' quiere decir multiplicacién por F'; es claro en-
tonces que la sucesién anterior es una sucesion exacta de dlgebras graduadas.
Las otras dos k-dlgebras en la sucesién anterior son k"[zg,...,z,] = k[P"]y
kM[zo, ..., z,]/(F) = Ek"[X]. Por la aditividad del polinomio de Hilbert, de la
sucesion exacta corta anterior se sigue que

hpn (t) = Pyhiag,... n)(—a)(t) + hx (1)
y por lo tanto, para £ > 0 entero se tiene que

77777

donde usando ahora el cdlculo del ejemplo 1.5.1 anterior se sigue que

hx() = (t2"> - (HZ_d) =Gt

y consecuentemente
gr(X) := (dim X)!(coeficiente de grado de hx (t))
d
como se queria. Note cémo el ejemplo 1.5.1 anterior es un caso especial del ejem-
plo 1.5.2, pero de hecho el célculo del ejemplo 1.5.1 se usé en el ejemplo 1.5.2.

=(n—-1)!

Ejemplo 1.5.3. Sea X la imagen de la aplicacién de Veronese
@: Pt - Pl dada por [z0, z1] = [z, 28y, .. 2.
Entonces,
k"[X], = {polinomios homogéneos en k[xo, x1]q, i.e., de grado d¢}

y claramente
dimy, k"X, = dl + 1
por lo que hx (¢) = dl¢ + 1y asi el polinomio de Hilbert de X es
hx (t) =dt+ 1.
Se sigue que
dimX =1 y gr(X) =d.

Se dice que X es la curva de Veronese de grado d.

Proposicion 1.5.4. (1) Si X C P" es no vacia, entonces el grado de X es un entero
gr(X) > 0.

(2) Sea X C P"™ una variedad proyectiva y supongamos que X = X1 U Xo, donde
dim X7 = dim Xy = r y ademds dim(X;, N X3) < r. Entonces,

gr(X) = gr(X1) + gr(Xa).
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DEMOSTRACION. Para (1), como X # (), entonces su polinomio de Hilbert
es no cero y de grado r = dim X. Los coeficientes de polinomio de Hilbert son
enteros, por lo que el grado gr X es un entero. Por otra parte, este grado es posi-
tivo porque para £ > 0 se tiene que hx(¢) = dimy k[X], > 0, donde M, es el
subespacio de elementos homogéneos de grado £ en M.

Para (2), si J; = J(X;), 1 < i < 2, entonces J :=IJ(X) = J; N Jy y se tiene
una sucesidn exacta corta

0— kh[:vo,...,xn]/J — kh[azo,...,xn]/Jl @kh[:co,...,xn]/JQ

— kh[xo,...,wn]/(J1 +J3) =0

donde V(J; + J2) = X1 N X3 que, por hipdtesis, tiene dimensién < r. Se sigue
que el polinomio de Hilbert de k"[zq, ..., x,]/(J1 + J2) tiene grado < r. Por
otra parte, por la aditividad del polinomio de Hilbert, de la sucesién exacta corta
anterior se sigue que

hx(t) = hynfag,... 205 (1)
= B, on] ) Ti @k [20s.sn] [ T2 (U) = P g, zn] /(T do) (B)

y por lo tanto el coeficiente de grado de hx (t) = hyn(g, . 5.1/.(t) eslasuma de los
coeficientes de grado de hx (t) = P (z,....on] /01 (t)yhx(t) = hkh[xo,.”xn}/_z(t),
y estos tres polinomios tienen el mismo grado 7. El resultado se sigue. (]

A continuacion interpretamos el grado de una variedad proyectiva X C P" en
términos del nimero de puntos en la interseccién de X con casi cualquier subes-
pacio lineal de P" de dimensién complementaria, es decir, con proyectivos de la
forma P"~", donde r = dim X. Comenzamos con un teorema de Bertini 1.5.7 que
garantiza cudndo las fibras de un morfismo dominante f : X — Y entre varie-
dades proyectivas lisas son también lisas. Después probaremos que este teorema
1.5.7 implica un resultado que garantiza que una seccién de una variedad proyec-
tiva lisa X C P" por un hiperplano H C P" también es lisa 1.5.8. Los dos lemas
preliminares siguientes caracterizan cudndo una fibra es lisa:

Lema 1.5.5. Sea f : X — Y un morfismo dominante entre variedades proyecti-
vas, con X lisa. La fibra f~'(y) es lisa si dpf : T, X — Ty(y)Y es suprayectiva
para todos los puntos x € f~1(y).

DEMOSTRACION. Para comenzar observe que el espacio tangente T}, f ~1(y)
estd contenido en el nicleo de df;, : T, X — T,Y porque la composicién

_ dfz
(1) Tof '(y) = TX 51,7

es cero ya que, dualmente, se tiene que la composicién (2) de morfismos entre los
espacios cotangentes de Zariski:

da fV o
(2) my/m2 =5 my/ml — W, /M
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donde m, es el ideal maximo de O -1, , y my — M, es inducido por la restric-

ciénde X a f~1(y), es obviamente cero. Se sigue que se tiene la primera desigual-
dad en

dimy T f~ (y) < dimg(ker d,, f) = dimy, T, X — dimy, T,V
=dim X —dim;, 7,)Y <dim X — dimY,

donde la primera igualdad es porque por hipétesis d,. f es suprayectiva y la segunda
igualdad es porque X es lisa y la tltima desigualdad es porque dim Y < dimy T}, Y
en general. Finalmente, como todas las fibras tienen dimensién < dim X —dim Y,
se sigue que f~1(y) es lisa. O

Lema 1.5.6. Sea f : X — Y un morfismo dominante entre variedades proyecti-
vas, con X lisa. Entonces, existe un abierto no vacio U C X tal que para todo
€U, dyf : To X — Ty)Y es suprayectiva.

DEMOSTRACION. Por dualidad basta probar que m,,/ mz — m,/m2 es in-
yectiva en un abierto no vacio U C X. Probaremos entonces que si up, ..., Umn
son parametros locales en y € Y, entonces d uy, . . ., dzu, son linealmente inde-
pendientes en m, /m2. Por la expansién de Taylor [14, P4g.160-162] se tiene una
inclusién Oy, < k[[z1,...,2y,]] (el anillo de series formales en n indeterminadas
sobre k) de donde se sigue que ug,...,u, son algebraicamente independientes
sobre k. Como f(X) C Y es denso, se sigue que u1, ..., Uy, se pueden ver como
elementos de k(X)) y siendo algebraicamente independientes se pueden completar
a un conjunto algebraicamente independiente w1, . .., U, Upm+1, - - -, Up €0 k(X).
Debemos probar entonces que, para cualquier familia algebraicamente indepen-
diente uy,...,u, € k(X), el conjunto de puntos de X en los cuales uq, ..., uy,
son parametros locales, es abierto no vacio. Sin perder generalidad podemos supo-
ner que X es afin, digamos X C AN con coordenadas xi,...,xN. Probaremos
entonces que existe un abierto no vacio U C X tal que paratodo x € U los d,x; se
pueden expresar como combinacién lineal de dyuy, . . ., d,u,. En efecto, si suce-
diera que los d,uy, . . . , dyu, son linealmente dependientes, entonces dimy, 1, X <
n = dim X = grtr;k(X), y como la familia uy, . .., u, es algebraicamente inde-
pendiente, cada coordenada x; se relaciona con uyq, . . . , u, mediante un polinomio
irreducible F; con F;(x;,u1,...,u,) = 0donde OF;/0x; # 0 (no es idénticamen-
te cero, porque cark = (). Escribamos F; = aox?i + alx?ifl + .- 4+ ayn, con
los a; € kfui,...,uy]. Entonces, para cada a; se tiene que d a; es combinacién
lineal de los d,uy, . . ., dyuy,, y de laigualdad F;(z;, ui,...,u,) = 0 se sigue que

(1) gm ()dei + 2} dpag + - - - + dpn, =0

para todo x € X. Observe ahora que los puntos z tales que (0F;/0x;)(xz) # 0
forman un abierto no vaci o U C X y en estos puntos de U, despejando de (1) se
sigue que d,x; es combinacion lineal de los d,uy, . . ., d,uy,, como se queria. [J

Teorema 1.5.7 (Bertini). Sea f : X — Y un morfismo dominante entre variedades
proyectivas, con X lisa. Entonces, existe un abierto no vacio V. C Y tal que la
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restriccion f : f~1V — V es un morfismo liso. En particular, para todos los
puntos y €V, las fibras f~1(y) son lisas.

DEMOSTRACION. Seann = dim X, m = dimY. Por el teorema [14, Teo-
rema 3.35, pag. 122], existe un subconjunto abierto denso de Y en el cual todas
las fibras f~!(y) son puras de dimensién n — m. Podemos asumir que Y es este
conjunto. Por el teorema [14, 5.1] existe un abierto denso Yis, C Y y asi tam-
bién podemos asumir que Y es liso. Sea Z C X el subconjunto de puntos x € X
donde d. f no es suprayectiva, es decir, donde el rango de d; f : T, X — T,V
es menor que dimY = m. Asi, los menores de tamafo < m de (una matriz aso-
ciada a) d,. f se anulan y por lo tanto Z es un cerrado dado por los ceros de estos
menores de d, f. Debemos probar ahora que la imagen f(Z) estd contenida en un
cerrado propio Y/ & Y (ya que entonces su complemento V' =Y — Y’ es un
abierto no vacio, y por lo tanto denso en Y, donde d,. f es suprayectiva, como se
queria). Supongamos que tal cerrado Y’ no existe; entonces, f(Z) es densoen Y.
Ahora, por el lema 1.5.6 aplicado a Z, existe un abierto no vacio U C Z tal que
dof : T2 — Tf(x)Y es suprayectiva para todo z € U. Como 1,7 C T, X,
se debe tener que d. f : T, X — Ty(,)Y también es suprayectiva, una contradic-
cién. ([
Teorema 1.5.8 (Bertini). Si X C P" es una variedad proyectiva lisa, entonces
existe un hiperplano H C P™ que no contiene a X y tal que H N X es lisa. Mds
atin, el conjunto de hiperplanos H con la propiedad anterior forma un subconjunto
abierto denso en el sistema lineal completo |H |, considerado éste como un espacio
proyectivo.

DEMOSTRACION. Hartshorne [5, II. 8.18, pag. 179] O

Recuerde que una variedad proyectiva X C IP" es no degenerada sino esta con-
tenida en un hiperplano de P".

Teorema 1.5.9 (del Pezzo). Si X C P" es una variedad proyectiva no degenerada
yd = dim X, entonces
gr(X)>n—d+1.

DEMOSTRACION. Griffiths-Harris [2, pag. 173]. O

El teorema 1.5.9 anterior se puede reescribir de tal forma que da una cota para
la dimensién del espacio proyectivo donde X se encuentra encajada:

Teorema 1.5.10 (del Pezzo). Si X C P" es una variedad proyectiva de dimension

d = dim X, entonces X estd contenida en un subespacio lineal de dimension
d+gr(X)—1
DEMOSTRACION. Griffiths-Harris [2, pdg. 174]. O

Corolario 1.5.11. Si X C P”" es una variedad proyectiva no degenerada de di-
mension d = dim X y grado gr(X) = 1, entonces X es un subespacio lineal de
dimensionn + d — 1.
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DEMOSTRACION. Por el teorema anterior X estd contenida en un subespacio
lineal L de dimensiéon d + gr(X) —1=d+1—1 =d = dim(X) y asi, por la
proposicién [14, 4.9], se sigue que X = L. (]

1.5.2. Variedades que realizan la cota de del Pezzo

A continuacién calculamos el grado de un rollo y mostraremos que los rollos
normales racionales son variedades que alcanzan la cota de del Pezzo.

Ejemplo 1.5.12. Si X C P" es una curva no degenerada tal que gr(X) = n —
dimX +1=mn—-1+1 = n,ie., X esuna curva no degenerada de grado n en
P", entonces X es proyectivamente isomorfa a una curva normal racional, i.e., la
imagen del morfismo de Veronese P* — P", [2, pags. 178-179].

Ejemplo 1.5.13. Si X C PP" es una superficie tal que gr(X) =n —dim X + 1 =
n—2+1=mn—1,ie., X esuna superficie de grado n — 1 en P", entonces es un
rollo normal racional de dimensién 2 o una superficie de Veronese en P° [2, pig.
525].

1.6. Caracterizacion cohomologica de los rollos

En esta seccion se caracterizan cohomolégicamente los rollos normales racio-
nales

Seo,...,ed g Pn

obteniendo los enteros e; que dan el tipo del rollo S en términos de las dimensiones
de las secciones globales de ciertas gavillas naturales asociadas a divisores en .S.

1.6.1. Resultados generales de geometria algebraica

Lema 1.6.1 (Férmula de proyeccién). Si f : X — Y es un morfismo de espacios
anillados, F es un O x —mddulo y € es un Oy —mddulo localmente libre de rango
finito, entonces se tiene

f*(S"@oX 7€) ~ fi(F) ®oy €.

DEMOSTRACION. Basta considerar un abierto U C Y tal que € |,~ Oy [}
es libre de rango (finito) n.

[T ®oy 7€) = fu(F Rox f7O7)
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Lema 1.6.2. Sea £ una gavilla localmente libre de rango finito y sea £V =

Hom(L,Ox) su dual. Entonces para cualesquiera ¥, € 9tod(X) tenemos
Ext'(E®L,9) = Ext (T, LY ®9),

y para la gavilla Ext tenemos

Ext(FRL,G) = xt'(F,LV @ 9) = Ext!(F,9) @ LV .

Lema 1.6.3 (Férmula de proyeccién). Si f : X — Y es un morfismo de espacios
anillados, F un O x —mddulo y € un Oy —mddulo localmente libre de rango finito,
entonces

(1) Rf(F@fE€)~Rf(F)®E.

DEMOSTRACION. Sea 0 — F — L° una resolucién inyectiva de F, o en su
forma desplegada:

(1) 0F L0 st w02

una resolucién inyectiva de F con las £/ inyectivas. Del lema 1.6.1, se tienen iso-
morfismos para cada i:

f*(Li ® fTE) ~ f*(LZ) ®E.
o abreviadamente, isomorfismos de complejos
(2). [(Lrefe)~ fi(Lh) @&

Para calcular las cohomologias de ambos lados del isomorfismo que se quiere
probar, observemos primero que como € es localmente libre de rango finito, enton-
ces f*& también es localmente libre de rango finito. Entonces, por el lema 6.6 de
[5] las gavillas £' ® f* £ también son inyectivas (esencialmente por la adjuncién
de los funtores ® y Hom) y asi tensorando (1) con f* € se obtiene la resolucién
inyectiva

0T e L0 e s Lef e > L20f 8 — -
o en forma abreviada
(3) 0->Ff &= Lf E.

Por otra parte, como € es localmente libre, es plana (basta ver los tallos) y por
lo tanto tensorando (1) con F se obtiene la sucesion exacta

0-5FRE-L908 L0 - L2908 — -

donde, por el mismo lema 6.6 de [5] cada £ ® & es inyectiva y asi, la anterior
es una resolucion inyectiva de F @ f* €. Asi podemos usar (3) para calcular los
funtores derivados derechos de (1) del lado izquierdo de (3):

(4) Rf(F@f* &) =3 (fu(L* @f" €)).

Para R’ f, F en el lado derecho de (1°), como 0 — F — £* es una resolucién
inyectiva, entonces

(5) Rif,@&~H(f.L*®E).
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Por lo tanto, los lados derechos de (4) y (5) son isomorfos por (2) y asi se tiene el
isomorfismo (1°). [l

Lema 1.6.4 (Un caso degenerado de la sucesion espectral de Leray). Si f : X — Y
es continua entre espacios topoldgicos y F € Gavy X satisface que R' f, F = 0
para todo i > 0, entonces se tienen isomorfismos naturales para cada i > 0:

HY(X,F)~ H(Y, f. F).

DEMOSTRACION. Considere el diagrama conmutativo siguiente

0 T £0 £l £?
.
0 [ F fu £° % fo L2

donde el renglén superior es una resolucién inyectiva de 3 y las flechas verticales
estan inducidas por el morfismo natural ¥ — f, F. Como el funtor f, : Gavy X —
Gavy, Y preserva inyectivos y como por hipétesis R’ f, F = 0 para todo i > 0,
entonces el renglon inferior es exacto y es una resolucion inyectiva de f, . Final-
mente, como la cohomologia H(X, F) es la cohomologia del complejo I'(X, £*®)
que es isomorfo al complejo I'( X, f, £), el resultado se sigue. ([

Lema 1.6.5. Sean X un esquema noetheriano regular y € una gavilla coherente
localmente libre de rango finito > 2 en X. Entonces
(a) Pic(P(€)) ~ Pic(X) X Z.
(b) Si & es otra gavilla coherente localmente libre en X, entonces P(€) =~
P(&') siy sdlo si existe una gavilla invertible L tal que & ~ E R L .

DEMOSTRACION. Consideremos el morfismo natural
¢ : Pic(X) x Z — Pic(P(€))

dado por
(L,n) — ("L ® O(n)),

donde 7 : P(F) — X es la proyeccion correspondiente a F'y O(n) = Op(g)(n).

Sea r =rango de € y escojamos un punto x € X y una vecindad abierta afin
U de x tal que € |7 es libre. Sea k() el campo residual. Entonces, ¢~'U = P}; !
y se tiene asi un encaje
(2) Piw — P = P(E).
Claramente

Op(e)(n)|u = Ou(n)

"1y = Z por lo que (2) da un inverso izquierdo de

y sabemos que Pic(}P’k(x)

7= ]P;;(—;) — Pic(P(€))
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En general, si Y es un esquema entero de tipo finito sobre un campo algebrai-
camente cerrado k, € es una gavilla localmente libreen Y y 7 : P(€) — Y es la
proyeccién o haz proyectivo correspondiente, entonces

Pic(P(&)) ~Pic(Y) B Z.
DEMOSTRACION. Consideremos el morfismo natural
(1) ¢ : Pic(Y) — Pic(P(€))
dado por
(L, m) — (7T*L & Op(g)(m))
Inyectividad: Suponga que m* L& Opg)(m) =~ Op(¢). Entonces 7. Op(gy =~ Oy
por la proposicion I1 7.11 (a) en [5].
Por otra parte, por la férmula de proyeccion 1.6.1, W*(OP(g)(m) ®m*L) ~
7 Op(ey(m) Roy L =~ Oy ®py, L = L ~ Oy y asi 7« Opg)(m) @ L ~ Oy y asi L
es invertible. De aqui se sigue que L~ ~ m, Op(ey(m).
s Sim <0:
0, sim <0
Oy, sim = 0.

T O]P’(E)(m) = {

= Sim > 0, . Op(e)(m) = S™(E) que tiene rango 7 = (”TLTILI) donde
n = rango(&). Entonces, si 7 > 1 hemos terminado el caso m > 0 pues
r > 1 es demasiado grande para que se tenga que S (&) ® L ~ Oy que
es de rango 1.

Si € es invertible (n = 1), entonces 7, Op(g)(m) = Oy y asi L >~ Oy.
Suprayectividad: Sea I € Pic(IP(€)). Surestriccién I |, a la fibra P(E), ~ P"
y una gavilla invertible en P" y por la clasificacion (o célculo de Pic(P™)) de ésta,
es una Opn (m) para algin m. O

Ejemplo 1.6.6. El grupo de Picard Pic(P(€)) lo generan la clase del hiperplano
H = [p* Opn(1)] ylaregla R = [¢* Op1(1)]:

Pic(P(€)) = ZH & ZR,
con producto de interseccién dado por

HY=f H"'. R=1R*=0.

Lema 1.6.7. Sean Y un esquema noetheriano y € un Oy —mddulo localmente
libre de rango finito n + 1 con n > 1. Sea P(€) con la gavilla invertible Opg)(1)
y morfismo de proyeccion 7 : P(E€) — Y. Entonces:

Sim!(&), para todo 1 > 0;
7w Op(ey (1) = {0 ). p

paral < 0.

0, para0<i<n VI1eZ;
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DEMOSTRACION. Sea {U;} una cubierta abierta de Y tal que cada U; =
Spec(A;) con A; noetheriano y ademds tal que &(U;) = OF M|y, para cada i.

~

Entonces ' (U;) = P’y = Proy(4;[zo, . . ., #]). En particular

HY (77U, O(W)] 1)) = HY (P4, O(0)|7-107,) = 0

para 0 < j < n por el teorema III 5.1 de [5]. Se sigue que R/7, O(I) = 0 para
0 < j < n por la proposicién IIT 8.1 de [5]. Similarmente, H" (P, O(l)) = 0
paral > —n — 1 implica que R"7, O(l) = 0 paral > —n — 1. O

1.6.2. Caracterizacion cohomologica de los rollos

Sean €& = Opi(e1) @ --- @ Opi(eq), cone; > --- > eq > 0 enteros y sea
fri=eit - +eqg > 2.Seal = Opg)(1) el sistema lineal en el haz P(E) — P! con
fibras P~ 1. Pongamos N := f 4 d y consideremos el morfismo ¢ : P(€) — PV~1
dado por el sistema lineal completo H°(PP(€), £). La imagen de este morfismo el
es rollo (normal) racional S C PN~ de tipo e, ...,eq4. Sieg > 1, entonces S es
liso e isomorfo a P(&).

Teorema 1.6.8. Sea D € CI(S) (la clase de) un divisor dado por una fibra del
morfismo (proyeccion) natural w : S — P y sea L una seccion hiperplana de S.
Sean

c; =h%(L —iD) — h°(L — (i + 1) D), para ¢ > (0 enteros.
Entonces,
ei=H#{j:c;>i}—1, para todo i > 0, poniendo eq := d.

En particular, la dimension del rollo es dim & = dj.

DEMOSTRACION. Por definicién, y sus varias construcciones recordadas pre-
viamente, un rollo normal racional 8 = S(eq, ..., eq) estd definido especificando
los enteros e; > --- > eq > 0. A continuacién mostramos, siguiendo a Schreyer
[11, 2.4 y 2.5, p4dg. 114-115], que los enteros e; tienen una interpretacién coho-
moldgica, de hecho se recuperan a partir de las dimensiones de los espacios de
secciones H*(X, Ox(H — F —(i+ 1) E)). Escojamos una de las construcciones del
rollo 8, digamos usando un pincel {D,} de divisores en X y descompongamos el
pincel en sus partes fija y méviles,

D) =F+E,, e Pt
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y considere la particion siguiente del entero N = 1,donde N = f+d—1 =
e1 4 +dg+d—1:

dy = h'(X,0x(H)) - h’(X,0x(H-D))
dy = h'(X,0x(H-D)) — h’(X,0x(H—F —2E))
d; : hY(X,0x(H—F —iE)) — h%(X,0x(H—-F —(i + 1) E))

donde notamos que para i > 0 suficientemente grande Ox(H — F — E) ya no
tiene secciones globales y por lo tanto la dimensién h%(X, O, (H — F —i E)) para
1> 0.
Para demostrar el teorema, por [11, P4dg. 114-115] basta encontrar una base
zij,conl <1 <dyy0 < j < e;,como en la subseccion 1.3.2, del espacio
HO(PY, 0pn (1)) = HO(8, 05(H)).

Para comenzar, sea W C H°(8,0s(E)) el subespacio vectorial de dimension 2
correspondiente al pincel {E) },.p1 que no tiene componentes fijas (es decir, qui-
tamos la parte F fija). Considere las sucesiones exactas de gavillas [10, Lemma
2.6, pag. 162-163]

0= APW0s(H-F+(i-2)E) > W@ Og(H-F+(i—-1)E) — Os(H-F +iE)
y tomando secciones globales se obtiene la sucesion exacta
0= ANWeM—- WM — M
con M = @,, H(8,0s(H —F +i E)). Aqui, M se ve como médulo graduado
sobre el anillo de polinomios Sim® W = k[P(W)]. Se sigue que
Torjsim.W(M, k) =0 paratodo j > 0
y por lo tanto
M ~ Sim* W @, M/ WM
como Sim® M —médulo graduado. En particular,
M_; = P Sim“'W
ite;>1
y la composicién
WeM_ = WeHY(S,05(H-D)) — My = H(S,05(H—F)) C H°(S,05(H))

corresponde a una matriz de tamafio 2 x h%(Og(H — D)) del tipo deseado. (I



Capitulo 2

Aplicaciones

Sea [F;, un campo finito de cardinalidad ¢ = p", p un primo.

2.1. Codigos lineales

Definicion 2.1.1. Siu = (uy,...,un),v = (v1,...,v,) € Fy son dos vectores, la
distancia de Hamming entre u'y v es

d(u,v) = |{i: existe u; # v;, 1 <i < n}|.

Teorema 2.1.2. La funcion distancia satisface las siguientes propiedades:
1. d(z,y) > 0 para todo x,y € Fy.
2. d(x,y) = 0siysdlosix=y.
3. d(x,y) = d(y, ) para todo z,y € Fy.
4. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) para toda x,y, » € Fy.

Este teorema hace a la funcién distancia una métrica sobre el espacio vectorial
n
Fy-
Definicion 2.1.3. El peso 0 norma de Hamming de un vector u = (u1, ..., u,) € Fy
es

|ul| = {7 : existeu; # 0,1 <i < n}l,
lo cual también se puede definir como

[u] = d(u, 0).

En general, si W C [ es un subespacio vectorial, se define su norma o peso
de Hamming como

|W || = |{i : existe un vector w € W tal que w; # 0}|.

Observacion 2.1.4. Siw € Fj y si W = (w) C Fy es el subespacio vectorial que
genera, entonces

[[w[l = [[Wl.

Definicion 2.1.5. Un c6digo lineal C sobre Iy, es un subespacio vectorial de Fy.
Asi, C tiene la métrica de Hamming como subespacio métrico de [Fy.

Al niimero n = dimg,Fy se le llama la longitud de las palabras del cédigo C.
A dimp,C se le llama la dimension del c6digo. [n, k|, denotara a un c6digo lineal
C sobre [F, de longitud n y dimension k.

37
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Definicion 2.1.6. La distancia minima del [n, k],-cédigo lineal C' es
d=d(C)=min{d(x,y) : z,y € C,x # y}.

Si se conoce la distancia minima d de un [n, k],-cédigo C' diremos que es un
[n, k, d]4-c6digo lineal.

Observacion 2.1.7. Por las definiciones 2.1.3 y 2.1.6 para todo u, v € Fj se
cumple
d(u,v) = Ju vl

Teorema 2.1.8. Para un codigo lineal C' la distancia minima es igual al minimo
de los pesos no nulos de C.

DEMOSTRACION. d(u,v) = d(u —v,0) = |lu—v| ysiu € C,v € C,
entonces u — v € C. O

Definicién 2.1.9. Si C es un [n, k], cédigo lineal, entonces el radio cubriente p(C')
de C'es
maz{min{d(z,c):ce€ C}:z € F}.

La esfera B,(x) con radio p y centro en x se define como el conjunto {y €
Fy : d(z,y) < p}. Sip es el entero més grande tal que las esferas B,(c) con
¢ € C son disjuntas, entonces d = 2p + 1 o d = 2p + 2. El radio cubriente es el
p mds pequefio tal que las esferas B,(c) con ¢ € C cubren Iy Si estos nimeros
son iguales, entonces el codigo C' es llamado perfecto. Esto también puede ser
enunciado como sigue.

Definicion 2.1.10. Un [n, k|, cédigo lineal C' con distancia minima 2e+ 1 se llama
un cddigo perfecto si cada x € Fy tiene distancia < e a exactamente una palabra
cddigo.
Observacién 2.1.11. Eligiendo una base para un [n, k.d]4-cédigo lineal C, se tiene
un monomorfismo lineal

v:C2F; —F)
y a la matriz G asociada al monomorfismo -, respecto a las bases candnicas de

IF’; y Fy, se le llama la matriz generadora del cédigo C. Asi G € My, (Fy).
Observemos que tenemos una sucesién exacta corta

0—FE L Fr Lpnk g

es decir, el codigo C' se recupera como
C={yG:yel;}

donde

yG = (yl, ...,yk)Gan S FZ
asi que codificar es multiplicar por la matriz generadora GG. Decimos que G esta
en forma estandar si G = (I}, P), donde I, es la matriz identidad de k por k. La
matriz H € M, _p)x, (Fy) asociada el epimorfismo 7 se llama la matriz de control
del cédigo C'y el cédigo C' se recupera usando esta matriz como C' = {x € Fy :
Hal = 0}, donde xl = transpuesta de z, es decir, x visto como vector columna.
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Dado un [n, k], cédigo lineal C, el cédigo dual de C, denotado por C+, se
define como el conjunto de aquellos vectores de Fy los cuales son ortogonales a
cada palabra codigo de C, es decir,

CL:{xEF’;:x-uzo, para todou € C}.

Lema 2.1.12. Supongamos que C' es un [n, k|, cddigo lineal con matriz genera-
dora G. Entonces un vector x de IFZ pertenece a CF si 'y sélo si x es ortogonal a
cada renglon de G, es decir, x € C+ < GaT =o.

Teorema 2.1.13. Supongamos que C es un [n, k|, cddigo lineal. Entonces el codi-
go dual C*+ es un [n,n — k], cddigo lineal.

Teorema 2.1.14. Para cualquier [n, k), cédigo lineal C, (C*+)*+ = C.

Observacion 2.1.15. Una matriz de control para un [n, k], cédigo lineal C' es una
matriz generadora de C*.

Definicion 2.1.16. Si C es un c6digo lineal con matriz de control H, para cada
T e FZL, al vector HzT en Fg_k , se le llama el sindrome del vector x.

Dado que C es un subgrupo de Ky, podemos particionar Fy; en clases laterales
de C, asi tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.17. Dos vectores pertenecen a la misma clase lateral si y solo si
tienen el mismo sindrome.

DEMOSTRACION. Siz1, 22 € IFy estdn en la misma clase lateral de C, enton-
ces £1 — x9 = ¢ € C. Por lo tanto H:clT =H(zs + )T = Ha;g + He = ng
Por lo tanto x; y x2 tienen el mismo sindrome. Por otro lado si Hx; = Huxo,
entonces H(z2 — x1)” = 0y de esta manera x5 — 1 € C. O

Corolario 2.1.18. Existe una correspondencia biyectiva entre clases laterales de
C'y sindromes.

El sindrome es una importante ayuda para decodificar vectores recibidos x.
Sea z € F una palabra enviada. Se busca la palabra c6digo a distancia minima de
x. Supdngase que

s =d(z,c) = min{d(z,d): € C}.

Asi, se puede escribir z = ¢+ econc € C'ye ¢ C una palabra con peso

minimo s. Como C' es lineal
mincec(d(z,y)) = mincecllz — c|| = mineestcllell,
por tanto, tratar de decodificar x como una palabra del cédigo c a distancia minima

s es equivalente a buscar ¢ = x — ¢ con peso minimo en z + C.

Teorema 2.1.19. Sea C un cédigo lineal con matriz de control H. Decodificar la
palabra recibida x como x — e = ¢ € C por distancia minima es equivalente a
encontrar e con peso minimo en la clase x + C, es decir, donde e es una palabra
de peso minimo con igual sindrome que .
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Los pesos generalizados de Hamming, que se definen a continuacién, son otra
familia de pardmetros de un cdédigo lineal, que generalizan la nocién de peso mini-
mo o distancia minima de un cédigo lineal.

Definicion 2.1.20. Sea D C Fj un subespacio vectorial de dimensién r. El peso
de Hamming definido para vectores en F!!, se generaliza naturalmente al conjunto
de subespacios, esto es,

|D|| = |Sop(D)|, donde Sop(D) = {i : existe v € D, v; # 0}.
Para un cédigo lineal C, su r- ésimo peso generalizado d,, r = 1, ...,k es:
dy = d,(C) = min{||D|| : D C C,dim(D) =r}.

Observe que d; = d es la distancia minima del cédigo.

2.2. Sistemas proyectivos y codigos lineales

Una forma de construir cddigos lineales introducida por Tsfasman y Vladut es
por medio del lenguaje y propiedades de sistemas proyectivos no degenerados en
el espacio proyectivo IP%;I.

Definicion 2.2.1. Un sistema proyectivo es un conjunto de n puntos X C Pll;;l.
Se dice que el sistema proyectivo X es no degenerado si no esta contenido en un
hiperplano de I%?;l; entonces claramente | X| > k.

En términos geométricos, la definicion de pesos superiores d, = d,.(P) para
sistemas proyectivos es ain mas natural:

n—d, = maz{|PNII"| : II" es un subespacio proyectivo de codimensién r en P}.

Si desde el punto de vista matemadtico, el pardmetro d para sistemas proyectivos
merece estudiarse, también d,..

Proposicion 2.2.2. (1) A cada sistema proyectivo no degenerado de n puntos
en X C Pﬁ?;l le corresponde un [n, k],—cddigo lineal C'x no degenerado.

(2) Si se consideran clases de equivalencia de [n, k|,—sistemas proyectivos
no degenerados y clases de equivalencia de [n, k|,—cddigos lineales no
degenerados, la correspondencia anterior es biyectiva.

(3) La distancia minima del cédigo Cx asociado al sistema proyectivo no
degenerado X C P{;q_l estd dada por

d(Cx) =n—max{|X N H|: H es un hiperplano de ]P’I’;q_l}.
(4) Sir > 1 es un entero, el r—ésimo peso superior de C'x estd dado por

d(Cx)=n—mézx={|XNH|:HC P{E;l,COdimPk—lH =r}.
Fq

(5) Los pesos superiores satisfacen las desigualdades

O0<di<dy <---<dp=n.
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DEMOSTRACION. (1): Dado un sistema proyectivo no degenerado
{Pr,..., P} CPg = P(V)

(donde V es un FF4-espacio vectorial de dimension k), levantando cada
punto P; € P(V) a un vector v; € V (en cualquier forma) se define la
funcién de evaluacién

:V*—)FZ

mediante f — (f(v1),..., f(v,)). Claramente la funcién es inyectiva y
lineal. Suimagen C'x es un [n, k,- cédigo lineal.

(2) Si C es un [n, k|,- codigo lineal no degenerado, consideremos las funcio-
nes coordenadas x; : C' — F, dadas por z;(a1,...,a,) = a;; entonces
x; € C* (el dual del espacio vectorial ') y como C' es no degenerado
todas las funcionales x; no son cero en C*. Asi, vistas como puntos no
cero cada una define un punto P; en P(C*) ~ }P’]];q_l y se tiene el sistema

proyectivo { P, ..., P,} en IP’{;;l.
]

Definicion 2.2.3. La coleccion de nimeros dy, . . ., di se llama la jerarquia de pe-
sos del cédigo.

2.3. Cadigos en variedades regladas

Usando las variedades regladas del capitulo 1 y siguiendo el articulo de Hana-
Johnsen [3], se construirdn cddigos lineales dlgebro-geométricos sobre los puntos
[F,-racionales de un rollo algebraico racional. Después se calculan sus pardmetros
principales (longitud, dimension y distancia minima), al final determinaremos la
jerarquia de pesos

O<di<do<---<dp=n

del codigo usando la parte que caracteriza a un rollo normal racional como en el
teorema 1.6.8.

2.3.1. Construccion de codigos y sus parametros

Para el rollo cibico del ejemplo 1.2.2 tenemos, A = e; = 2,e2 = 1y supon-
gamos que g = 3, es decir, S, , C Pg,. Sea [t, u] € P, .

Para la curva normal racional C,, de grado 2 tenemos la siguiente parametri-
zacion:

Xo=1t" =12 X; =ty = tu, X9 = u® = .

Para la curva normal racional C,, de grado 1 tenemos la siguiente parametri-

zacion:
Xo=1t2 =t X, =t lu=nu.

Por lo anterior para C,, tenemos, [t2, tu, u?,0,0] € IP’%B y de igual manera para

C., tenemos [0,0,0,t,u] € IP)%S.
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Los puntos de las dos curvas directrices C,, y Ce, son:
C., ={[0,0,1,0,0],[1,0,0,0,0],[1,1,1,0,0],[1,2,1,0,0] }
C., ={[0,0,0,1,0],[0,0,0,1,1],[0,0,0,1,2],[0,0,0,0,1] }

Sea C el codigo sobre un campo finito F, definido como sigue. Empezamos
con S, el cual esta metido en PV =1 con N = e1+---+ea+ A. Asumiremos que
ea > 1, asi que 8 es liso. 8 contiene

n=(g+ 1) " +¢* P+ g+ 1)

puntos sobre [F,. Supondremos que g > e asi que los puntos [F,—racionales gene-
ran PV L,

Elegimos un representante de cada uno de los n puntos como un vector colum-
naen F(]JV y formemos una matriz G de N X n con estos n vectores como columnas
(en el orden que se prefiera). El cddigo C es entonces el codigo lineal con G como

matriz generadora.

Ejemplo 2.3.1. Del ejemplo 1.2.2 con A = 2, e; = 2, e = 1 obtenemos la
siguiente matriz generadora:

0111011101 11O0¢000
00000111022 2000°0
G=100O0OO0OO0O11101110111
1 1201120112000 0O00O0
0000112022101 12020

En general C es entonces un [n, N]—cddigo lineal(iinicamente definido sal-
vo equivalencia de cédigo, pero esta ambigiiedad no afectara los pardmetros del
c6digo). Llamaremos a C un cddigo de rollo.

Para un rollo 8 = Se, . c.,sea N = ZiA:I e; + A como lo definimos ante-
riormente.

Lema 2.3.2. Sea § = Se¢, . .cn C PN~ un rollo normal racional liso, es decir,
e1 > 1. Sea x = 8(F,) C PN"YF,) el conjunto de F,—racionales del rollo $.
Entonces:
M) x| = [8(Fg)| = (a+ (> " +¢> 2+ +q+1).
(2) Si g > ey, entonces el conjunto de puntos F- racionales x = 8(F) del
rollo 8 es un sistema proyectivo no degenerado en PN ~! (Fq).

DEMOSTRACION. (1) Para el rollo 8 tenemos el siguiente morfismo 7 : 8§ —
P!(F,), donde para cada = € P(FF,) la fibra 7~ ! () ~ PA~1(F,) y claramente 8
tiene ¢+ 1 fibras sobre P (F,). Por otro lado cada fibra tiene ¢~ +¢2 72 +- - +1
puntos, asi que § contiene (¢+1)(¢> ' +¢~~2+- - -+ 1) puntos sobre F,. Parala
parte (2), si H C PY~!(F,) es un hiperplano tal que x = 8(F,) C H y denotemos
con la misma H al hiperplano correspondiente en PV 1,

Como el rollo § C PV~1 = pN-1 (F,) esta generado por sus rectas directrices
(que son }P’l’s) y cada uno de estos P! (Fq) C H, entonces cada P! C H yasi§ C
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H. Pero como 8 es no degenerado, entonces H = PN ~!y asi H (Fy) = pN-t (Fyq)
y por lo tanto 8(IF;) es no-degenerado. O

El cédigo lineal C' asociado al rollo 8 es el cédigo asociado al sistema pro-
yectivo no degenerado x = 8(IF,) dado por los puntos [F,- racionales del rollo 8.
Explicitamente, elegimos un representante de cada uno de los n puntos como un
vector columna en Fév y formamos una matriz G de N X n con estos n vectores
como columnas (en cualquier orden). El c6digo C sera el c6digo lineal con matriz
generadora G.

2.4. El teorema principal

A partir de lo realizado en las secciones anteriores, en la presente seccién cal-
cularemos el nimero maximo de puntos [F,- racionales del rollo & intersectado con
subespacios lineales P*=1 € PN~ Los resultados siguientes serdn importantes
para la demostracién del teorema principal. Sea H un subespacio lineal de PV 1.
Asociamos a H la (A + 1)-ada (ay, . .., aa), donde «; es el nimero de fibras D)
de 8 sobre P!, de tal manera que H intersecta Dy en un P'~! espacio proyectivo.
Claramente la suma de las a;;’s es g + 1.

Definicion 2.4.1. Definimos («p, ..., aa) > (Bo, ..., Ba) si aa > [ 0 si existe
una ¢ tal que oy; > fB; y oj = 3 para toda j con j > i, 058i (,...,an) =
(Bo, - -, Ba). Definimos

(Oz(),...,aA) > (ﬂo,...,/BA) si (ao,...,OzA) > (ﬁo,...,ﬂA),
pero (o, ...,an) # (Bo,---,0A).

Lema 2.4.2. Sean H, y Hs espacios lineales (de la misma dimension) en PV 1.
Sean (o, ...,an)y (Bo, ..., Ba) asociadas a Hy y Hy respectivamente. Supon-
gamos que no estamos en la situacion donde o; = 1, a;_1 =0y ;-1 > qparala
@ mds grande tal que o; > (3;. Entonces el niimero de puntos F - racionales conte-
nidos en la interseccion de Hy con 8 es mayor que el niimero de puntos IF - racio-
nales contenidos en la interseccion de Hy con 8 si (o, ...,an) > (Bo, ..., BA).

DEMOSTRACION. Supongamos que (g, ...,aa) > (Bo,...,BA). Sea i la
mayor j tal que o; > 3;. Hagamos k; = a; — 3;.
» Sitodos los 8;’s sonalomas g—1,entonces k; > 1,k;—1 > 1—q, k2 >
1—gq,...,ko > 1—q.Por lo tanto la diferencia entre el nimero de puntos
en Hy yen Hy de S es al menos

@+ D =)@ P T )
+(1—-q)(g+1)+(1—q)=1i>0.

Para el resto de la demostracion, supongamos que uno de los 3;’s es al

menos q.

= Sia; = ¢+1, entonces el nimero maximo de puntos en Hs de S se alcanza
cuando ;1 = 1y B; = q. La diferencia es de este modo

g+ 1)@+ 2+ +1)



44 2. APLICACIONES

(g T A ) (@ T ) =4 >0
= Si 2 < a; < g, entonces el nimero maximo de puntos en Hy de S se
alcanza cuando ;1 > q. Entonces 3; < 1y la diferencia es asi al menos
(@ P D (@ ¢ T ) 24— 1> 0.
» Si; = a;—1 = 1, entonces el nimero maximo de puntos en Hs de S es
alcanzado cuando (8;_1 > q. Asi, la diferencia es al menos
(qi_l—I—qi_2+---+1)—|—(qi_2+qi_3+-~—|—l)
~(@+ D)@ 2 +¢ P+ +1)=1>0.
s Sia;=1,0;-1 =0y f;—1 < g, entonces 0 < 5;_1 < 1. La diferencia es
asi al menos
(qi—1+qi—2+_”+1)_(qi—2+qi—3+”_+1)
B ¢ —2¢ 1+ q

-1 > 0.

—a(g P g 1)
0

Observacion 2.4.3. Con la notacién como en el lema, supongamos que o; = 1,
a;—1 =0, Bi—1 = qy Br = 1 para alguna k& > 4. Entonces la diferencia entre el
ndmero de puntos en H; y en Hs de 8 es al menos

@+ P+ D) —a((@ P+ P+ 1)) =1>0.
De este modo H; contiene mas puntos de 8 también en este caso.

Teorema 2.4.4. Seank =co+c1+---+c;+a,con0<a<c¢y1—1,1> -1y
b= min {a, cit1 — cit2} (el mimero de e; iguales a i + 1). Entonces

» Sia > 0, el mdximo niimero de puntos F4-racionales de § C PE1 gs
(Z 4 1)(qA71 4 inQ T 1) 4 (quci+1+a71 + qA*Ci+1+a72 Lt 1)
+(q o Z _ 1)(qA_Ci+l+b_1 + qA_Ci+l+b_2 + L. + 1)

» Sia =0, el nimero mdximo de puntos F-racionales de 8 C PE1 g
G+ D@+ ¢+ )+ (g =) (@ T BT T ),

DEMOSTRACION.Paso (1) Primero estudiamos el caso 7 = —1. Parak = 1 el
ndmero maximo de puntos en 8§ contenidos en un P! es 1, para k = 2 es
q+1,..parak = Aes ¢ 14 ¢* 2 4.4 ¢+ 1, ya que cualquier fibra
del rollo es como un P21,

Paso (2) Ahora estudiamos k& = d + a, donde a € {1,2,...,A — 1}. Primero
mostraremos que no es posible para un P*~1, el cual no contiene ninguna
fibra, contener mas puntos en 8 que todos los espacios proyectivos PF~!
que contienen una de tales fibras. Elegimos un P*~! espacio proyectivo
H generado por una fibra y a puntos adicionales en otra fibra, uno en
cada una de las curvas directrices de grados ea,ea—1,...,EeA—q+1. Bste
contiene al (posiblemente vacio) subrollo S generado por aquellas curvas
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directrices que se encuentran entre las mencionadas, tal que las e;’s en
cuestion son 1. Let there be b such e/s. Es claro que H contiene contiene
¢ 14+ ¢?24...+¢+1 puntos en la fibra que contiene completamente,
q¢® ' 4+ ¢* 24 ... + ¢+ 1 puntos en la fibra donde hemos escogido los a
puntos adicionales y (¢ —1)(¢*~* +¢*2+- -+ ¢+ 1) puntos adicionales
en S (el cual es un subrollo de tipo (1,1,...,1) con b I's). Esto es

@+ P g D) (@ T g )

Ha-D@ "+ g+ 1)
puntos en total (donde el dltimo término se interpreta como cero si b = 0).
Sia#b,1a(A+1)—ada (ao,...,an) asociada a H estd dada por apn =
l,ag=1ya,=qg—1.Sia=b,estddadaporan =1y ap =gq.

Estudiamos (k — 1)—espacios R que no contienen ninguna fibra. Te-
nemos Sa = 0, donde (5o, ..., 5a) esla (A 4 1)—ada asociada. Si R no
contiene mds puntos que H de 8, entonces porellema2.4.2, Bao_1 > ¢.En
particular, Sa_1 > 2. Sean D; y D5 dos fibras tales que dim(R N D;) =
A — 2y escribimos R; = RN D;. Entonces R; y Ry generan un p2A-3
espacio proyectivo. En particular,a = k — A > A — 2.

Sia = A —1,entonces ap_; > 1y porel lema 2.4.2 tenemos que H
contiene mds puntos que R de 8.

Supongamos que a = A — 2. Entonces aa_2 > 1y R es el espacio
proyectivo generado por Ry y R2. Si Ba—1 < ¢, H contiene mds puntos de
S que R. Asi, estamos interesados sélo en el caso Sao—1 > ¢.Si a1 = q,
entonces R contiene a lo mas

AP+ D (@A T

puntos de 8, los cuales son menos que el nimero de puntos de S en H.

Si Ba—1 = q + 1, consideremos el proyectivo generado (D1, D).
Este contiene al proyectivo generado (R7, R2). En particular, contiene a
R. Dado que Sao_1 = g+ 1 > 3, existe una fibra D3 distinta de D1y Do
tal que dim(R N D3) = A — 2. Sea R3 = RN D3 y sea P un punto en
D3 — Rs, entonces (R3, P) = Ds. De este modo, D3 C ((Dy, D3), P).
Asi,

co = h°(L —2D) — h°(L —3D) < 1.

En conclusion, H siempre contiene al menos tantos puntos de § como R.
Esto nos permite, para k € {A + 1,A +2,...,2A — 1}, restringirnos a
maximizar dnicamente el nimero de puntos de 8 en un (k — 1)—espacio
proyectivo que contiene una fibra; estos son secciones de L — D. Tene-
mos awp = 1 para todos estos (k — 1)—espacios y se sigue de 2.4.2 y
2.4.3 que los (k — 1)—espacios con un nimero maximo de puntos son los
(k — 1)—espacios que son mds grandes con respecto al orden lexicografico
inverso. Por lo tanto el (k — 1)—espacio H que contiene el mayor nimero
de puntos de 8 debe estar dado por la eleccion de una fibray a = k — A
puntos de otra fibra.
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Supongamos que H es un (k—1)—espacio que contiene una fibra Dy y
a de tales puntos en otra fibra D5. Para cada punto P en el generado lineal
de estos a puntos podemos escribir P = g; P1+- - -+ga Pa, donde cada P;
vive en Dy y también en la directriz nimero i. Sean Q; parai = 1,--- ;A
los correspondientes puntos directricesen D1y Q = hiQq1+---+haQA
un punto en D;. Tenemos que encontrar el nimero de puntos en S que esta
contenido en H, pero en ninguna de las dos fibras. Si una recta contiene
tres puntos de S, la recta debe estar contenida en 8, pues 8 estd definido
por cuadricas. Sea R = X¢;P; + Yh;Q); = P + @ un punto de 8 en
H. Entonces R estd en la recta PQ, asi cada punto en S NH fuera de
las dos fibras vive en una recta PQ globalmente contenida en H. Asi el
asunto decisivo es: ;cudntas rectas PQ no contenidas en una fibra estin
globalmente contenidas en §?

Observacion 2.4.5. Es un hecho bien conocido acerca de rollos norma-
les racionales que las rectas no contenidas en una fibra son precisamente
aquellas que aparecen en el subrollo B de tipo (1,1,...,1) con ¢y — ¢1
1s, en otras palabras el subrollo formado por aquellas curvas directrices
que son rectas (si las hay).

El subrollo B; es simplemente un P2=¢1=1 x P! El hecho de que
todas las rectas en § estén en fibras o sean de la forma {pt} x P! dentro
de B; puede ser visto por ejemplo del hecho de asignar coordenadas a
PN~ en términos de coordenadas homogéneas 71, ..., Za de cada fibra
de 8 y t, u de las directrices dentro de 8. Cada coordenada homogénea
T, para PN=1 es de la forma Z;t/u® 7. Queremos describir una curva
racional de grado 1 por una parametrizacion lineal. Supongamos que la
curva no esta contenida en una fibra, asi es no constante en ¢, u. Es claro
que podemos tnicamente usar aquellos x, con e; = 1, ya que los otros,
si no son constantes en t, u, estan forzados a ser de grado al menos e;.
Para aquellos x, con e; = 1, existe s6lo una posibilidad: lineal en ¢, u
y constante en Z1, ..., Za. Esto da una recta horizontal, transversal a las
fibras.

Asi, para encontrar el mayor nimero de rectas PQ contenidas en 8
tenemos que elegir los a puntos en la segunda fibra de tal forma que la
interseccion de su generado con B; sea tan grande como sea posible. Esto
ocurre cuando elegimos tantos puntos como sea posible de los a puntos
que se encuentran en las rectas directrices. Podemos elegir b puntos que se
encuentren en las rectas directrices, donde b es el minimo entre a y ¢ — co.
Entonces H N 8 consiste de toda una fibra de 8, un (a — 1)—espacio en
otra fibra de 8 y un subrollo (1,...,1) con fibras de dimensién b — 1. Esto
da un total de

@+ g D+ (T T g+ )

Ha+ D@+ g+ 1)
puntos.
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Para k = 2A vemos por el lema 2.4.2 que los k—espacios H que contienen
mds puntos son aquellos que contienen dos fibras y cualquier eleccién de
dos fibras de 8§ generan un espacio proyectivo p2A-1, pues e; > 1 para
toda 4, es decir, cp = ¢; = A. Los puntos de 8 en H son los puntos de las
dos fibras y aquellos del subrollo (1, ..., 1) de dimensién ¢; —cog = A—co
contenidos en . Esto da

20¢°7 + ¢ P+ g+ 1)+

(= 1@ +¢* 2 4 g+ 1)

puntos.
Ahora regresamos al caso k > 2A + 1. Es claro del lema 2.4.2 que sélo
consideramos (k — 1)—espacios que contienen por lo menos dos fibras de
8. Ahora todos estos (k — 1)—espacios H contienen al subrollo B;. En
lugar de incluir 8 al espacio proyectivo P = P~ mediante L usamos el
sistema lineal L — D (que contiene una fibra fija), de este modo el subrollo
By colapsa a un (A — ¢g — 1)—espacio R, mientras que todos los otros
puntos son enviados inyectivamente en un espacio proyectivo mas pequefio
P’ = PV~1=2 Denotemos la imagen de P(€) bajo L — D en P’ por 8.

Seak = 2A +a,donde 1 < a < cg = h°(L — 2D) — h°(L — 3D).
Cada (k — 1)—espacio H contiene dos fibras de 8 en IP correspondientes
aun (k' — 1)—espacio H' en P’ y el problema de maximizar el nimero
de puntos racionales de 8§ en H y el nimero de puntos de 8’ en H' es el
mismo.

Supongamos que H contiene las dos fibras Dy y Dy y pensemos a
L — D como L — D;. Por lo tanto H’ contiene a la imagen de D en §8'.
Ahora todas las imédgenes de las fibras tienen al (A — co — 1)—espacio
R como lugar base. Por el lema 2.4.2 el nimero maximo de puntos es
alcanzado cuando elegimos los restantes o = k — 2A puntos de una fibra
fija D3. Usando la misma légica como en el caso A < k < 2A, ahora
aplicado a L — D, vemos que una eleccién optima es elegir min(a, ca — c3)
de los puntos en D3 sobre curvas directrices cuyos grados sean (y grado 2
cuando incluimos con L en lugar de L — D). Aqui ca — c3 es el nimero
de valores ¢ tal que e; = 2. Levantando de nuevo a P vemos que un H
6ptimo contiene contiene un subrollo de tipo (2,...,2,1,...,1), donde el
nimero de 1’s ¢; —ca = A — ¢y y el nimero de 2’s es b = min(a, co — ¢3).
Si continuamos este argumento y estudiamos los sistemas lineales revi-
sados L. — 2D, L — 3D,L —4D,...,L — uD, donde u es el mdximo
con ¢, no cero, el sistema lineal no es necesariamente libre de puntos ba-
se y por lo tanto no mapea mds que un subconjunto estricto de P(E) en
un espacio proyectivo. Sin embargo esto no es esencial para el proble-
ma que estudiamos. El sistema lineal completo L. — sD tendra al subrollo
B;_;1 formado por las curvas directrices con e; < s como puntos base
y este definird un mapeo pero colapsa los puntos B — Bs_1. En cada
paso los hiperplanos de PV ! que contienen s + 1 fibras también con-
tendrdn a B,. Encontrando los (k — 1)—espacios lineales que contienen
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un nimero maximo de puntos de 8, pueden por el lema 2.4.2 ser redu-
cidos para encontrar el nimero maximo de puntos de & entre aquellos
(k — 1)—espacios los cuales contienen s + 1 fibras, cuando & sea lo sufi-
cientemente grande para que esto sea posible. Este anélisis lo aplicaremos
enelrangocy +c1 4+ +¢s < k <cog+c1 + -+ csy1, donde exis-
te un (kK — 1)—espacio que contiene s + 1 fibras, pero ninguno contiene
s + 2 fibras. Encontramos el (k — 1)—espacio con un nimero maximo de
puntos replicando el andlisis para Ly cg = A < k < ¢cg + ¢1 = 24,
para el sistema lineal L — sD. Asi uno elige un (k' — 1)—espacio H; en
pN—1-(cotert+es1) que contiene una fibra completa de la imagen de
P(€) — Bs—1 y tantos puntos independientes como sea posible de una fibra
adicional y entre aquellos hiperplanos que lo hacen, uno que contenga un
subrollo maximo de tipo (1, ..., 1) enlaimagen de P(€)— B;_1. Entonces
H' corresponde a un (k — 1)—espacio H en PN =1 El nimero de puntos

en H de 8 es como se indica en el teorema.
O



Conclusiones

El objetivo principal de la tesis fue la construccién y obtencion de las propie-
dades de una familia de variedades regladas: los rollos normales algebraicos. El
resultado principal es la caracterizacién cohomoldgica de los rollos normales ra-
cionales, de la cual se da una demostracién detallada, siguiendo la demostracién
original de Schreier [11]. Como una aplicacién de este resultado, de naturaleza
algebro-geométrica, se muestra la construccién de un cédigo algebro-geométrico
CC Fé( , siguiendo el articulo original de [3], utilizando la construccién geométri-
ca introducida por Tsfasman y Vlddut [13] por medio del lenguaje y propiedades
de sistemas proyectivos no degenerados en el espacio proyectivo PX~1. Para di-
cho cédigo fue posible no sélo calcular la longitud de las palabras n y su dimen-
sién K, sino que gracias al teorema principal fue posible calcular la jerarquia de
pesos di < do < --- < dg del cédigo C, encontrando el nimero maximo de
puntos [F, —racionales de una interseccion del rollo normal racional 8 y un subes-
pacio lineal de una dimensién dada k — 1 en PX~! parak = 1,..., K. De lo
anterior se obtuvo que la distancia minima del cédigo de rollo C esta dada por
d=(q+1—e)g> .
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Apéndice A

Empezamos esta seccion con la siguiente:

Definicion A.0.6. Sea k un campo algebraicamente cerrado. Una prevariedad sobre
k es un espacio topoldgico conexo X tal que existe cubierta abierta finita {U; :
1 < i < m} de X tal que (U;,Op,) es una variedad algebraica afin, es decir,
(Ui, Oy,) = (Vi, Oy;), con V; = A% Los (Us, Oy,) que cubren X definen una
gavilla Ox en X.

En [5] se demuestra con todo detalle que [P}, es prevariedad algebraica, usando
estos hechos mostramos que S, ... ., €s prevariedad algebraica.

Afirmacioén A.0.7. S, . .. es prevariedad algebraica.

DEMOSTRACION. Por el ejemplo 2.3 en [5] tenemos que (PY, OPkN) es pre-
variedad con cubierta abierta U; = IP’{GV — V(x;) ~ Afcv . Ahora construimos una
gavilla de funciones en S, ..., de laforma siguiente. SeaU C S, . ., cualquier
abierto y defina
A U)={f/g € k(Seq,....en) : gr(f) = gr(g), con f, g polinomios

homogéneos tales que f/g es regular en U }.

,,,,,

Ademads si V; = S¢,..ex NU;,0 < i < N son abiertos relativos de S, ¢, l0s
cuales lo cubren, entonces V; >~ S¢; . .\ N AkN el cual es afin. Por el Lema 2.4 en
[5] tenemos que O Seg...e, €S UNA gavilla de funciones regulares en S, . o . U

,,,,, e

Dado que en geometria algebraica no se tiene como tal el concepto de ser
Hausdorff, utilizaremos una de las siguientes equivalencias para analizar si los ro-
llos normales racionales son variedades separadas.

De la topologia general, para X un espacio topoldgico arbitrario las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. X es Hausdroff.

2. Para cualesquiera dos funciones continuas f,g : X — Y, el conjunto
igualadorde fyg,{y €Y : f(y) = g(y)} escerradoen Y.

3. La diagonal Ax := {(z,x) € X x X} es cerradaen X x X, con la
topologia producto.

Una prevariedad algebraica X se dice que es separada si para cualesquiera
morfismos de prevariedades f,g : Y — X el igualador {y € Y : f(y) = g(v)}
es cerrado en Y. Una prevariedad algebraica separada se llamaria una variedad
algebraica.
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Proposicion A.0.8. Una prevariedad algebraica X es separada si y sélo si la
diagonal Ax C X x3, X es cerrada.

Por la observacién 1.4.14 tenemos que Se,, ..., C Py es un conjunto cerra-
N . _

do, entonces Ag, .~ C P es un conjunto cerrado, sea Ag, . = Apv N
(Seo,....en Xk Seq,....en )- Entonces ASCOMEA C PV x;, PV es un conjunto cerrado,
asi como Sey, . en Xk Se,...en < PV x . PV, entonces ApnN(Sey,....en XkSe,....en)
es un cerrado en PV x; PY. Por lo tanto Ageo C Seo,..en Xk Seg,..en €9
un conjunto cerrado, por lo tanto Se, . ., €s una variedad separada, por lo tanto
Seo,....en €8 una variedad algebraica.

Una variedad algebraica X se dice que es completa si para cualquier otra va-
riedad algebraica Y el morfismo de proyeccién po : X X Y — es una funcién
cerrada.

Proposicion A.0.9. (1) Si X es completa y Y C X es cerrado, entonces Y es
variedad completa.

(2) Si X yY son variedades completas, entonces X X Y es completa.

(3) Si f : X — Y es un morfismo de variedades algebraicas y X es completa,
entonces f(X) C X es cerrada y es una variedad completa.
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