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CAPITULO 1

ANALISIS SECUENCIAL CON GRUPOS
ALEATORIOS

1.1. Introduccion

En contraste con los métodos clasicos de la estadistica matemaética, en los cuales el
nimero de observaciones en la muestra esta fijo; el andlisis secuencial (un campo también
de la estadistica), trabaja, dado un experimento estadistico, con métodos que permiten la
recoleccién de datos por etapas, tipicamente de uno en uno. Otra caracteristica de estos
métodos estriba en el hecho de que el tiempo del experimento para el cual se determina

el niamero de observaciones (tiempo de paro) es aleatorio.

La teoria moderna del anélisis secuencial surgio en respuesta a las demandas de toma

de muestras mas eficientes en procesos de inspeccién durante la segunda guerra mundial.
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Los primeros desarrollos del nuevo campo fueron introducidos por Abraham Wald (1902-

1950) durante la década de los cuarenta del siglo pasado. Wald mostré que el utilizar
métodos secuenciales en problemas de pruebas de dos hipdtesis simples (con observaciones
independientes) conlleva a un nimero de observaciones més pequeno, en promedio, que

aquellos métodos que utilizan una muestra de tamano fijo [18].

Uno de los tépicos fundamentales desarrollados por Wald en este campo es la prueba
secuencial de razon de probabilidades (SPRT, por sus siglas en inglés, Sequential Proba-
bility Ratio Test) [19]. Dicha prueba es similar a una prueba de hipdtesis basada en una
muestra de tamano fijo (Neyman-Pearson) en la estadistica inferencial “clasica”, con la
diferencia de que ésta se aplica a una coleccién de datos (muestra) dados de cierto tamano
y la primera se aplica a datos tomados, en principio, de uno por uno, esto es, en orden

secuencial.

Una propiedad para la SPRT demostrada por Wald y Wolfowitz es que dicha prueba
es 6ptima, en el sentido de que, bajo ciertas condiciones, ella conlleva en un experimento
a un tiempo de paro minimo y, también, a un nimero de observaciones menor (véase
[20]). Este resultado es conocido como la optimalidad de la SPRT. Una vez terminado
el experimento estadistico secuencial, se tiene que hacer la conclusién al igual que en la

estadistica inferencial en los mismos términos y con las mismas interpretaciones.

Entonces, una ventaja de utilizar procedimientos secuenciales es que, en promedio,
estos requieren de un nimero menor de observaciones con la misma confiabilidad que en
el procedimiento no secuencial. Lo cual conlleva a aplicaciones con menores costos y/o
tiempos. Entre algunas de las aplicaciones se encuentran: andlisis clinicos [21], control de

calidad, técnicas de confiabilidad, economia, finanzas, psicologia, entre otras.
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Una condiciéon para la optimalidad de la SPRT es que los costos de las etapas del
experimento sean proporcionales al niimero de observaciones en ellas. Mas, existen apli-
caciones (e. g. ensayos clinicos) en las cuales el costo de una etapa con n unidades
experimentales no es proporcional al nimero de observaciones (c - n, donde ¢ es el costo
unitario), sino, por ejemplo, es de la forma ¢y + ne;. En casos como éste la SPRT pierde

su optimalidad (véase [4]).

Otra condicién para la optimalidad de la prueba estadistica secuencial es que cada
etapa tenga una sola observacion [13]. Sin embargo, también es natural considerar planes
de muestreo en los que, en cada etapa, en lugar de una sola observacién se requiere de
un grupo de observaciones, estos planes secuenciales son mas generales y tienen la car-
acteristica de que las observaciones se toman en grupos de tamano fijo (group-sequential

test) [5], dichos planes se usaban para atacar problemas de costos no lineales.

Otro enfoque mas avanzado sobre costos no proporcionales se puede ver en los trabajos
de Schmitz [15] y Cressie y Morgan [4] en 1993, en estas investigaciones se describen pro-
cedimientos més generales que los del andlisis secuencial clasico: procedimientos secuen-
ctalmente planeados, dichos procesos consideran grupos de observaciones cuyo tamano es
aleatorio, sin embargo el tamano de cada grupo depende de las observaciones tomadas
en etapas previas. Estos procedimientos resultan mas eficientes que los métodos clasicos
(véase [4]), pero la estructura de los procedimientos éptimos resulta compleja, y en mu-

chos casos no se pueden determinar de manera explicita (vedse [15]).

En el 2008 Nitis Mukhopadhyay y Basil de Silva [10] presentaron una investigacion
practica sobre una “generalizacion” de la SPRT a la cual llamaron prueba secuencial

aleatoria de la razon de probabilidades (RSPRT: Random Sequential Probability Ratio



CAPITULO 1. ANALISIS SECUENCIAL CON GRUPOS
ALEATORIOS

Test). Dicha prueba fue aplicada a experimentos secuenciales para los cuales: el tamano
de los grupos de observaciones no tiene, necesariamente, una medida fija, sino que ésta es
aleatoria; y la distribucién de probabilidad de dichos tamanos no es fija. El objetivo, en
dicha investigacion, consiste en decidir entre dos hip6tesis simples (la nula y la alternativa)
con sus respectivas preasignada probabilidades de error tipo I y tipo II . Sin embargo, en
este trabajo se dejaron abiertas algunas preguntas sobre las propiedades de optimalidad

de la nueva RSPRT, esto se observa en la siguiente cita:

3.4 Preguntas abiertas acerca de la optimalidad de la RSPRT.

... ha estado en nuestras mentes, pero aun no estamos en la posicion de obser-
var con mas profundidad nuestro propdsito sobre la RSPRT [...], esperamos
examinar algunas de las propiedades de optimalidad, monotonia y eficiencia,

para la RSPRT.!

3.4 Open questions regarding optimality of RSPRT
... has been on our minds, but we have not yet positioned ourselves to look deeper into
our proposed RSPRT [...], we hope to examine some of the optimality, monotonicity, and
efficiency properties, if any, for the RSPRT.

[ibid, p. 437]

Este nuevo enfoque en el cual las observaciones estdn en grupos cuyo tamano es
aleatorio y la distribucion de estos no es fija, lo podemos llamar como planes de muestreo
aleatorizados y se puede decir que estos son una extensién de las pruebas secuenciales

por grupos 2.

ITraduccién del autor.
2Group-sequential test.



1.1. INTRODUCCION

Nuestro trabajo tiene como objetivo principal investigar los procedimientos optimos
de pruebas cuando las observaciones vienen en grupos de tamano aleatorio. Esto es, en
el contexto de un experimento estadistico secuencial para problemas de pruebas de dos
hipétesis simples, donde el tamano de los grupos para la siguiente etapa es aleatorio y su
distribucion no depende de las observaciones recolectadas hasta esta etapa; nos interesa
investigar la estructura del procedimiento dptimo en la prueba. Para evitar complica-
ciones técnicas, sélo se vera el caso de observaciones discretas con un nimero finito de
valores (como, por ejemplo, observaciones tipo Bernoulli). La metodologia propuesta es
la desarrollada en el trabajo de Novikov (vedse [13]) (una versiéon més avanzada de la

misma esta publicada en [11]).

Entonces en nuestra investigacion se trabajara este nuevo enfoque y se buscara la

estructura del procedimiento éptimo bajo las siguientes condiciones:
= Las observaciones del experimento tienen un nimero finito de valores;
= las observaciones vienen en grupos cuyo tamano es aleatorio;
= la distribucién de los tamanos de los grupos es fija; y

= ¢l costo de los grupos, en cada etapa, tiene una estructura general.

Investigaciones previas muestran que el enfoque sobre la optimalidad de la prueba
secuencial con grupos de tamano aleatorio no esta desarrollada, por tal nuestra investi-
gacion es “pionera” en este sentido. Cabe mencionar que el procedimiento 6ptimo bajo el
contexto mencionado, conlleva el obtener una base tedrica para atacar problemas como
los planteados en investigaciones anteriores (e. g. Cressie y Morgan [4]); porque nuestro
resultado provee un plan de muestreo aleatorizado en concreto para ser aplicado en di-

chos problemas. En particular, el resultado nos permitiria demostrar la optimalidad de
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la prueba RSPRT planteado por Mukhopadhyay et al [10], salvo hipdtesis diferentes a las

marcadas en el articulo.

1.2. Experimento secuencial con grupos de tamano

aleatorio

Piense el lector que encontramos en un experimento estadistico con un problema de
prueba de hipdtesis simples de la forma: Hy : 0§ = 6y v. s. H; : 0 = 01 con 0y # ;. Nos
interesan los procedimientos de prueba llamados secuenciales; esto significa que el nimero
de observaciones, grupos para nuestro caso, que se van a analizar no queda definido
con anticipacion, sino que se determina en el curso del experimento, dependiendo de las
observaciones obtenidas en cada etapa y donde el tamano del grupo es aleatorio. En el caso
en que todos los “grupos” son de tamano uno estamos en el contexto clasico del analisis
secuencial. Cuando los grupos tienen un nimero de tamano fijo (por ejemplo: grupos
de dos observaciones, de cinco observaciones, etc.), nos encontramos en el caso conocido
como analisis secuencial por grupos (group-sequential). Se considerard un contexto general
con un experimento secuencial con grupos de tamano aleatorio.

En este contexto, se hace un andlisis de los grupos de observaciones de tamano varia-
ble, y nos auxiliaremos de dos reglas que nos ayudan a detener el experimento y a tomar
una decision final con respecto a nuestras hipotesis, estas reglas son conocidas respecti-

vamente como: regla de paro 'y regla de decision (terminal).

Un experimento secuencial se representa por un conjunto de variables aleatorias in-

dependientes e idénticamente distribuidas Xi, Xs,..., Xi,... que toman valores en un
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conjunto finito X, con su funcién de probabilidad dada por fy(z) = Py(X = z) 3 agrupa-
dos secuencialmente en conjuntos de tamano variable. El proceso de conteo que genera
el tamano de los conjuntos secuenciales y el proceso que genera las variables aleatorias
X, son independientes.

Supongamos que los tamanos de los grupos consecutivos vy, vs, ..., V;, ... son vari-
ables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, cuya funcién de probabili-
dad estd dada por P(v; = k) =¢q, >0coni=1,2,... y k=0,1,2,.... Nétese que se
estan considerando grupos de tamano cero, ya que es posible que un grupo no tenga ob-
servaciones. Suponemos, también, que los tamanos de los grupos no exceden un niimero
dado; para lo cual sea G un subconjunto finito cualquiera G C {0,1,2,...}, por tanto
se tiene que: Y gr = 1. Con base en las notaciones anteriores se tendra un experimen-

keg

to estadistico secuencial en el cual se tienen grupos de observaciones con determinados

tamarfios aleatorios, denotados por Xf”l), XQ("Q)7 . ,X,g”’“), -

De esta manera, si nq,no,... es una realizacion de las variables aleatorias 14, 19, ...;
entonces para cada uno de estos nimeros (n; € G,i > 1) se tiene un vector de datos

de la forma: xY”) = (T11,T125 - - -y T1ny ) 5 a:gm) = (T91,T22, - - - , Tan, ), etcétera, donde cada

xz(”) € X™. Por definicion, el grupo sin observaciones, de denota por () = () (“el vector
sin componentes”). Ahora sea el vector m = (ny,n,,...,n;) € G* una realizacién del
vector de variables aleatorias v = (vq, s, ..., k), para cualquier entero k > 1, donde las
componentes de m son los respectivos tamanos de los grupos consecutivos. Con base en
esto se define el vector (n : s) como el subvector de los primeros s elementos del vector n
como: (n : s) = (ny,na,...,ns). Definamos ahora un concepto importante para nuestro

trabajo, a saber, regla de paro.

3Donde Y fo(z) = 1.

reX
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1.3. Reglas de paro

Una regla de paro es una familia de funciones indicadoras, donde cada componente

de la familia toma solo uno de dos valores, cero 0 o 1; la definicién formal es:

Definicién 1.

Una regla de paro 1 es una familia de funciones indicadoras:

{wn:){"l><X”2><~~><X"’“—>{0,1}, connegkyk21}

Donde las componentes de la regla de paro tienen la siguiente aplicacion:
sinegGt i =1n (xﬁ”“,a:g"”, . ,x,&"’“)) .

Y la interpretacion de la regla de paro es la siguiente:

Primero se observa el primer grupo de n; observaciones, obteniendo los datos

1

(T11y oy X1y ) = xl . A estos datos se les aplica la funcién 1, donde n = (n;) € G. Si

Un (xgm)) = 1 entonces el experimento termina en esta primera etapa y la decisién de

. n .
rechazar o aceptar Hj se toma exclusivamente con base en (nl, xg 1)). En caso contrario

(es decir, si 1y, (xﬁ"l)) = 0), el experimento continua, pasando a la siguiente secuencia
(al segundo grupo de datos) (za1,...,To,) = xg”) con ny datos (donde ny se genera
aleatoriamente). A su vez, a estos datos (junto con los de la primera etapa) se les aplica,
nuevamente, la funcién 1,, donde ahora m = (ny,ny) € G2, de la misma manera que
en la primera etapa, para determinar: si el experimento contintiia (wn( (nl) )) = O)

después de esta etapa o si se detiene (1/1n (x&"l), xgm)) = 1), y asi sucesivamente.
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Entonces la aplicacion de la regla de paro v para una etapa k > 1 consiste en evaluar

las respectivas funciones en el conjunto de datos respectivo:

Un (g;Y”), o ,:v,(fn’“)>

y tomar la siguiente interpretacién
» se continua el experimento, si ¢, <x§n1), . ,x,(C"’“)> = 0.
» se para el experimento, si ¢y, (xY”), . ,a:](:k)) =1.

Si el experimento se detiene en alguna etapa k, con los datos obtenidos de los grupos
xY“), . ,x,(cn’“), significa que se han analizado k grupos y un total n; +mng + - - - +n;, datos;

ademas la componente de la regla de paro respectiva a la etapa fue:

" <x§”l), o ,g;,g"“) —1 donde n € G*.

Ahora definiremos otra nocién importante, a saber tiempo de paro. En el contexto

“ - . e . . . : .
(“tradicional”) del andlisis secuencial el tiempo de paro tiene su importancia porque es
con base en dicho concepto que se optimiza un proceso, lo que conlleva a observaciones,
tiempo y recursos menores. En este contexto dicha nocion también se trabajara, aunque
aqui se puede interpretar de una manera ligeramente diferente, como el nimero de grupos
observados en el experimento. Por cuestiones de estilo mantendremos el concepto de

tiempo de paro.



CAPITULO 1. ANALISIS SECUENCIAL CON GRUPOS
ALEATORIOS

Definicién 2.

La variable aleatoria denotada como 7% se le llama tiempo de paro (o

nimero de grupos observados) definida como:
s mfn{k; >1: ¢U<X{”1), o ,X,i”“) _ 1}
El tiempo de paro es infinito si para todo k > 1,

v (X, X)) =0

El tiempo paro es una nocién que esta asociada a una regla de paro @ de manera
biunivoca, es decir, para un tiempo de paro fijo se tiene una regla particular de paro y
viceversa. De la definicién anterior se observa que tan? puede ser finito o infinito. Esto
ultimo es posible cuando los grupos de datos que se vayan analizando tengan, respecti-
vamente la componente de la regla de paro siempre igual a cero, i. e. ¥, = 0 con n € G*
para toda k = 1,2,.... Con base en esto y por la relacién existente entre 7% y 1), tam-
bién podemos hablar de que una regla de paro termine el experimento o no, ya que si se
tiene un tiempo de paro infinito significa que la regla de paro asociada nunca termino y
viceversa.

Ahora se va a encontrar la probabilidad de que 7¥ = k con k finito. Como ya se
menciond, en este proceso existen dos tipos de aleatoriedad: la de los datos y la de los
tamatios de los grupos. Entonces para calcular Py(7¥ = k) debemos tomar en cuenta

ambas fuentes de aleatoriedad. Calculemos primero la probabilidad condicional de una

10
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aplicacién de las variables aleatorias v, ... 1.

Pen(Tw:k:) = P9<T¢:k | Vlznl,ugzng,...,yk:nk>

= Py (K1) = 0, Yy (XT™, X)) =0,

wm%4ﬂxﬁﬁggml”.ngﬂ)zomm@ﬂmlxyﬂu.xyw):1)

= P <w(n:1) =0, w(n:2) =0,... >¢(n:k71) = 0,9, = 1) con n € gk (1'1)

Como se ve esta probabilidad queda en términos de la regla de paro que a su vez

depende de la distribucion de los datos muestrales. En este punto vamos a definir dos

funciones, que dependen directamente de la regla de paro y, por ende, del tiempo de paro.

Sea n € G* definimos a
W (1 - ¢(ns1)) (1 - ¢(n:2)) T (1 - l/J(n:k—l)) sik>1;
" 1 sik=1.

Cuya aplicacion es la siguiente:

Sik>1ymn=(ny,n,...n) entonces

v = <x§"1), xém), . ,:cgffl)>
= (]_ - w(n:l) ($gnl))> (1 - 1/J(n:2) (x§n1)7 xé”z))) e

- (1 _ ¢(n:kz—1) (xgm)7 C(1,2712)7 o I&fl)»

Para el caso k = 1, se tendréd por definicién:

£ = (1= Ymg) = 1

Esta relacion (1.2) estd definida para cualquier vector n de dimensién k > 1.

(1.2)

(1.3)

11
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La funcién t¥ es una indicadora debido a que estd definida mediante funciones indi-
cadoras, Y¥(n.) parat =1,...,k —1con k > 1. Si tY =1y n € G entonces necesaria-

mente nos indica que no ha habido paro hasta la etapa k — 1.

Ahora para n € G*, definimos la funcién s¥ 4 como:

shoi= s¥ (xgm), a5 ,xg““)>
A T

(p ($§n1)7 x(2n2), e :L‘,gnk))>
= (1 - w(nzl)) (1 - w(nﬂ)) tee (1 - w(n:k—l))wn
- tﬁ U (1.4)

La funcién s¥ asi definida es una funcién indicadora debido a que es el producto de
las funciones indicadoras. Un punto importante del uso de la funcién s¥ es que permite
determinar el tiempo de paro de un experimento; porque para que s;ﬁ =1 es necesario y

suficiente que el experimento termine en la etapa k, es decir
ncG” y si=1 & 1=k (1.5)

Obsérvese que s¥ es una variable aleatoria tipo Bernoulli, ya que sélo toma los valores
n 9

cero o uno con probabilidad de éxito p = P(sﬁ = 1) y en consecuencia F (sﬂ) =p.

Ahora escribiremos la probabilidad de parar en la etapa k£ en términos de la funcién

s¥. Para ello utilizaremos el teorema de probabilidad total y la ecuacién 1.1.

4Donde s hace referencia a stop.

12
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PtV =k) = Z PQ"(Twzk‘)-P(l/l:nl,ugzng,...,yk:nk)

negk

= Z Py (Y(n1) = 0,¥(ma) = 0, .., Ynaw1) = 0,0, = 1) -

negk
-P(l/1 =N1,V =No,..., Uk :nk)

De aqui se sigue que:

Py(t¥ =k) = Z Egsﬁ(Xfm), . .X,En’“)) (P(r1 =n1)P(va =no) -+ P(uy, = ny))

negk
k
= > By [[ e

negk =1

Por tanto
Py(r¥ =k) = ) gn Epsy, (1.6)
nEgk

donde

Qn = qu (17)

i=1

gn es el producto de las k probabilidades de los tamanos de los grupos para el vector

n = (ny,ng,...,nx). Y FEps? es el valor esperado, bajo 6, de la funcién indicadora s¥.
Entonces la relacién (1.6) es la probabilidad, bajo el parametro 6, de terminar el ex-

perimento cuando el tiempo de paro es igual a k. ° Esta probabilidad esta suponiendo

que la regla de paro 1 asociada al tiempo de paro 7%, termina el experimento en la etapa

k. Ahora se analizard qué reglas de paro tienen una probabilidad alta de terminar antes

de la etapa k.

50 la probabilidad observar k grupos de tamafos vy, Vs, .. ., Uy Tespectivamente.

13
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1.3.1. Reglas de paro que terminan con probabilidad uno

La ecuacién (1.6) nos da la probabilidad de que se termine un experimento con un
tiempo de paro igual a k, pero es importante saber cuando esta probabilidad esta bien
definida. En particular se requieren de procesos en los que el tiempo de paro tengan un

valor no infinito, esto es que se satisfaga la ecuacién Py (7'1/’ = oo) = 0.

Definicién 3.

Sea Uy la familia de funciones, definida como:

Py = {w regla de paro : Pg(Tw = oo) = O}

La clase ¥y contiene a las funciones de paro v para la cuales no sucede que su res-
pectivo tiempo de paro sea infinito, bajo cierto parametro 6, o dicho de otra manera las
reglas de paro que pertenecen a esta clase terminan el experimento con probabilidad uno,

bajo el parametro 6. Esto debido al siguiente argumento.

Los eventos {7¥ =1}, {7¥ = 2},...,{7¥ = k},...,{7¥ = oo}, son mutuamente
excluyentes, entonces la union de ellos conforman todo el espacio €2 de probabilidad, esto

es:
U =k u{r¥ =0} =0
k=1
Tomando la probabilidad bajo el parametro €, se tiene que:

in(rw =k)+ Py(t¥ =00) =1 (1.8)
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1.3. REGLAS DE PARO

De aqui se sigue que una regla de paro ¢ € Wy si y sélo si
Y Pyt =k) =1 (1.9)
k=1
O de manera equivalente:
Py(t¥ < ) = 1. (1.10)

Lo cual nos indica que si una regla de paro pertenece a la clase Wy (definicién 3)
entonces dicha regla v tiene un tiempo de paro finito con probabilidad uno °, bajo 6. Otra
propiedad es que el niimero de grupos observados en el experimento no crece indefinida-

mente debido a que:

Dado N un nimero natural cualesquiera, definamos el conjunto:
AN = {7‘1/) 2 N}

y dado que

>N+1 = >N

entonces:

Ang1 C Ay

Por tanto se obtiene la sucesién de conjuntos Ay con la propiedad:
e AN+2 C AN—H C Ay.
Por definicién de limite se tiene:

lm Ay = [ Ay ={r" = o0} (1.11)

N—oo
N>1

SEl niimero de grupos observados en el experimento sers finito.
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Ahora por continuidad y dado que ¢ € Wy:
Jim PoAx) = Po(Jim Ax)
& lim B(r" = N) =P (r" =00) =0 (1.12)

Esta tultima relacién nos indica que la probabilidad de que el tiempo de paro crezca

indefinidamente sera nula siempre y cuando la regla de paro 1) € Uy.

En general, en este trabajo nos interesan la reglas de paro que conlleven tiempos de

paro finitos, debido a que ello es méas aplicable. Entonces

Dado el parametro @, para la clase Wy se tiene que: ¥ € Wy si y sélo si:

1.- 1) termina el experimento con probabilidad uno (Pg(Tw < 00) = 1);

2.- Y la probabilidad de que el tiempo de paro 7% crezca indefinidamente es nula,

(Jim Py (¥ = N) =0).

N—o0
Puede observarse que las dos propiedades anteriores son equivalentes y ellas conllevan

pertenecer a la clase Wy.

Ahora, vamos a tomar en cuenta las propiedades anteriores para el calculo de la
probabilidad de que el numero de grupos observados sea k. Supongamos que las reglas
de paro 1) en el experimento pertenecen a la clase Wy, entonces al sustituir Py(7%¥ = k)
en la ecuacion (1.9) resulta que:

ipg(’/'w =k =1 & i > gnEpsh = 1. (1.13)
k=1

k=1 negk
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Entonces el experimento puede terminar en cualquier etapa finita k (k = 1,2,3,...).
En particular, a lo largo del trabajo, vamos a trabajar con la clase Wy, donde las re-
glas de paro terminan el experimento con probabilidad uno bajo 6, relacionada a nuestra

hipétesis Hy. © Al final del trabajo también se trabajard con la clase Wy, .

1.4. Reglas de decisiéon terminal

Continuando con nuestro experimento es conveniente ahora preguntarse por la desi-
cién final de estar a favor de H, o de H;, con base en el tiempo de paro 7¥ obtenido. Para
ello se necesita una regla que nos permita decidir sobre la hipdtesis en cuestion. Dicha
regla sera llamada la regla de decision terminal denotada con ¢. Esta regla, al igual que

la de paro, sera una funcion indicadora.

Definicién 4.

Una regla de decision ¢ esuna familia de funciones indicadoras

{gbn:X”l><X”2><---><X”’“—>{0,1}, connegkyk21}

Donde dada una realizacién del vector v € G* entonces si n € G¥, la aplicacién de la

regla de decision ¢ para una etapa k consiste en evaluar la funcién:

"Esto debido a que primero se trabajara con el parametro 6y y después las mismas propiedades pero

con 0.
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en los grupos de los datos muestrales y tomar la siguiente decision:

= se acepta la hipétesis Hy, si ¢n, (azgm), . ,x,(g"")) =0.

» se rechaza la hipétesis Hy, a favor de Hy, si ¢, (mﬁ”l), e ,x;,"’“)> =1.

Podemos observar que para aplicar alguna de las componentes de la regla de decision
es necesario que el experimento haya terminado. Con base en el tiempo de paro observado,
uno puede preguntarse por la decision final para la prueba de hipdtesis correspondiente.

Entonces este contexto nos lleva a la siguiente definicién.

1.5. Prueba estadistica secuencial

Ahora tomando en cuenta que en un experimento secuencial se tiene una regla de

paro 1 y una regla de decisién ¢ se tiene la siguiente definicién:

Definicién 5.

Una prueba estadistica secuencial es una pareja (1, ¢) compues-

ta por una regla de paro 1 y una regla de decisién terminal ¢.
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Esta pareja nos proporciona una manera de proceder en el andlisis de los datos, para
llegar a una conclusién con respecto a nuestras hipétesis. Aunque, recordemos, que se
estd trabajando con dos aleatoriedades (la de los datos y la de los tamafios de los gru-
pos), por tanto el proceso de la prueba estadistica podria conllevar a tomar la decisién

incorrecta.

1.5.1. Probabilidades de error

Una de las maneras en que una prueba de hipdtesis “mide” un equivoco es utilizando
las probabilidades de error. Los tipos de errores que se toman en cuenta en estas pruebas
son conocidos como: error tipo I y error tipo II. El primero sucede cuando siendo la
hipétesis Hy verdadera, la decision final es rechazarla. El error tipo II, al contrario, se da

cuando siendo falsa la hipdtesis Hy, la decision final es aceptarla.

Para tener una calidad en la inferencia estadistica se debe tener en cuenta que dichos
errores no sucedan con frecuencia. Para esto es necesario “controlarlos” mediante sus
probabilidades. Entonces denotemos la probabilidad de error tipo I como «a(¢, ) y la

probabilidad del error tipo II como (1), ¢) donde:

a(), @) = Py, (rechazar Hy) y [(1, ¢) = Py, (aceptar Hy).

Ambas probabilidades de error estan en dependencia de las funciones de paro y decisién
terminal (1), ¢ respectivamente), debido a que éstas son necesarias durante el proceso de

la prueba de hipdtesis. También notese que cada probabilidad de error esta asociada,
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respectivamente, a la hipétesis que se rechaza. Ahora calculemos estas probabilidades.

a(,¢) = Py,(rechazar Hy) = Z Py, (rechazar Hy en la etapa k)
k=1

= Z Z Py, (rechazar Hj en la etapa k dados v; =nq, ..., = nk)

k=1 neGk
'P<V1:n17---7Vk:nk)
= > ) Poulda=17"=k)- Z > anPo(on=1, ¥ =k).
k=1 necgk k=1 negk

Sin embargo, tengamos presente el hecho dado en (1.5). Por tanto

(10b7¢) = :E: 2{: anFbo =1, i ::1>

k=1 negk

- jg: 2{: anfbo(¢n3£ ::1)

k=1 necgGk

= i > an (Eagdnsty)- (1.14)

k=1 negk

Ahora calculemos la probabilidad del error tipo II, S(1, ¢).

B, 9) = Py, (aceptar Hy) = Z Py, (aceptar Hy en la etapa k)
k=1

= > Y Py (b =0, 7 =k)

k=1 megk
00

= ZE: ZE: Qn-Fbl =0, Z ::1>
k=1 mgcgk

= Z Z Q'npel((l_(bn)(gz:l)
k=1 necgk

=2 D dn <E01(1 - %)82) (1.15)

k=1 mnegGk
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Se sabe, por la definicién 2, que el tiempo de paro (7%) en un experimento es una va-
riable aleatoria y dicho valor puede ser estimado con su valor promedio bajo el parametro

0y o bajo #;. Entonces denotemos dichos promedios por medio de
N (0o; ) = E907¢ y N(Oi;) = EelTw

Estos promedios son utilizados en trabajos conocidos del analisis secuencial. Los co-
rrespondientes promedios del tiempo de paro (N (6;4)) no dependen de la funcién de
decisién ¢, sélo de la regla paro 1, debido a que la variable 7¥ sélo depende de dicha
funcién (véase definicién 2) por ello es que ésta sélo tiene marcado la dependencia de ).

Ahora al calcular el valor esperado del tiempo de paro para un parametro 6 cualquiera,

con Y € Uy se tiene:

N(@;) = Epr¥ = i k Py(t% = k)
k=1

[e.e]

= D > kg Epsh. (1.16)

k=1 negk

Hasta este momento se tiene que: dado un experimento en el cual las observaciones
(.rg”“)) vienen en grupos de tamafio (ny) (ambos aleatorios), se analizan dichas observa-
ciones mediante una funcién de paro (¢) y una funcién de decisién (¢) para determinar,
con respecto a ciertos pardmetros (6, 1), cudl de ellos es el indicado para la distribucién
de probabilidad de los datos, bajo el hecho de que ¥ € Wy. Esto se realiza mediante una
prueba de hipotesis secuencial, en la cual se toman en cuenta las respectivas probabili-

dades de error (a, ).
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1.5.2. Costo promedio

Dado un experimento estadistico y una prueba secuencial (1), ¢) se busca que dicha
prueba conlleve a un punto éptimo, en este contexto, este punto sera el costo del expe-
rimento®, ya que nos interesa tener un costo de implementacién minima. Para encontrar

la prueba optima introducimos los respectivos costos de cada grupo de observaciones.

Sea ny el tamano de un grupo de observaciones, el costo que se tiene que pagar por
los ny, datos serd ¢, , para cualquier k = 1,2, .... Entonces sea el costo ¢,,, : G — RT una
funcién no negativa que depende del nimero de observaciones tratadas en cada grupo,
mas recuérdese que dicho niimero es aleatorio (correspondiente a 1, el tamano del grupo),
entonces podemos decir que se tiene una sucesion de variables aleatorias correspondientes
a los costos de cada grupo, esto es, se tendré la sucesion de los respectivos costos por cada
grupo: ¢y, , Cyy, - - - Gy, - - .. Donde para una realizaciéon dada nq,ng, ..., n; de tamanos de

k grupos, se tiene c¢,,, Cp,, ..., Cpy, SUS respectivos costos, y ¢,, es cualquier funcién no

k

negativa, pero fija en el experimento. Entonces

El costo promedio de un grupo se denota:
= Gulm (1.17)

donde P(v =m) = q,.

Como las variables aleatorias v, son finitas, independientes e idénticamente distribuidas,
entonces las variables c,, , también tienen las mismas propiedades. Por tanto el valor es-

perado del costo de un grupo es el mismo para cualquier grupo. Ademéas podemos aseverar

8En el contexto clasico el punto de optimalidad es el promedio del tiempo de paro N(6;).
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que dicho costo promedio ¢ es finito por ser la suma finita de valores finitos. Por tanto
¢ < 00. Ademas como los ¢, son funciones no negativas entonces se tiene que 0 < ¢. Sin
embargo si ¢ = 0, significa que ¢, = 0 para toda v, mas este caso no lo vamos a tener
en cuenta debido a que no es de nuestro interés tener un experimento en el cual el costo
para todo grupo de observaciones es nulo. Es decir, si no se tiene un costo para cada
grupo ?, entonces el procedimiento 6ptimo es nunca terminar. De lo cual, se tendra que
0 < ¢ < co. También es importante destacar que el costo ¢,, de cada grupo de observa-
ciones, no necesariamente es una funcién proporcional al nimero de observaciones n; de

cada grupo. Dicha relacién, en general puede ser cualquier funciéon no negativa.

Ahora se tiene el costo total de k etapas: dado n € G*,
cn)=cp + -+ - (1.18)
Y el costo total cuando el experimento no termina:

c(¥®) = lim (¢, + -+ ). (1.19)

k—o0

Con base en estas notaciones se determina el costo total esperado del experimento:

K(0;v) = Ey{Costo total}

= SRt ) ) B ) )
k=1

(1.20)

Obsérvese que el tdltimo termino de la expresion toma en cuenta cuando el experi-

mento no termina.

90 no cuesta nada.
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Cabe mencionar que otra manera de trabajar el costo promedio del experimento seria
el utilizar la identidad de Wald, de la siguiente forma:

K(Qal/}) - E9<CV1 T+ Cyy o +C”7w>

.

- 5(3e)

k=1

= Eyc, Eot¥ = Egr¥ (1.21)
Sin embargo, para la aplicacion de la identidad de Wald en lo anterior, se necesita que
el evento {7¥ > n} dependa de las variables aleatorias v; con 1 < v; < n, mas nuestro
tiempo de paro también depende de las observaciones, por lo cual no se tiene la certeza
de la aplicacion de la identidad. Este camino es un punto interesante de investigacién
futura, ya que si se encuentra una prueba secuencial que conlleve a un costo promedio
finito (K (0;9) < oo), entonces se podra asegurar que el promedio del tiempo de paro

del experimento también serd finito (Ep7¥ < 00).

Regresando al analisis de la ecuacién 1.20, se tiene:

o0

K(0;v) = ZZE0<(CV1+"'+CVI€)]{T¢:’§}|V1:n1""7yk:nk>

k=1 neGk

P(V1 =N1,...,Vp = nk) + By <C<I/OO) [{71/;:00}>

= Z Z QnE9<(Cn1 +cCpy + 00+ an) Si) + Ey <C(VOO) ]{T¢:OO}>

k=1 negk
= 3N (et n)n Basly + Bo(e(v™) Tipoay ).
k=1 negk
Entonces
K(O:0) = Y3 gnoln) Epsh + Eo(c(v™) Ipong)). (1.22)
k=1 negk
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En el caso cuando se trabaja con una regla de paro que termina el experimento

(@D € \119), el segundo término del costo no aparece por las propiedades de la regla de

paro.

Entonces:

veW, = KB:;¢) = > > qnc(n) Epsy. (1.23)

k=1 neGk

En este contexto, analicemos algunos casos de los costos de un grupo:

a)

b)

Cuando el costo es fijo para todos los grupos, independientemente de su tamano,
por ejemplo se puede tomar un costo unitario ¢,, = 1 o un costo fijo ¢,, = c para
cualquier tamano ny . Para el primer caso, la suma de los costos de los k grupos
serfa el mismo valor k, i. e. ¢,, +...+c,, = k. Ahora, si se sustituye este valor en
el costo total promedio K (0;1) (1.22) entonces dicho costo coincide exactamente
con el niimero promedio de grupos observados N (#;v) (véase (1.16)). Por lo cual

se tendrfa, en este caso, que K(6;v¢) = N(6;).

Para el caso en el que se tiene el mismo costo ¢,, = ¢ con ¢ > 0, la suma correspon-
diente serfa ¢,, + - -+ + ¢, = k- ¢y por tanto K(0;¢) = cN(6;1). Cabe mencionar
que este caso en particular es el que se trabaja cuando los grupos son de tamano

uno, esto es se van analizando las observaciones de una por una ([12], [11]).

Cuando el costo es directamente proporcional a la cantidad de datos en cada
grupo, es decir si ¢,, = ¢ ny para cualquier ny. En este caso la suma correspondiente
serfa ¢,, + -+ -+ ¢p, = ¢(ny +n2+---+mng). Con lo cual el costo promedio total del

experimento K (6;1) serd proporcional al nimero total de datos observados.

En general, no se tiene una relacién especifica para el costo de cada grupo de observa-

ciones, éste podria tener cualquier estructura, como por ejemplo la forma c,, = K ng + 1,
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cuya interpretacion podria ser: x un costo unitario por unidad més un costo extra por
lote (). Puede notarse que nuestra forma del costo promedio total engloba los casos par-

ticulares anteriormente descritos.

Por otro lado, en el experimento se podria tener una regla de paro ¥ que no lo termine.

Para estos casos analicemos el costo total del experimento.

Por la ley de grandes ntiimeros para la sucesion creciente c,,, ¢,,, ..., se tiene que:
P (Hm (Catotn) :E) _q
k—o00 k
= P(lm (cn+cte,) =o00) =1 si ©>0 (1.24)
k—o00

De lo cual, si ¥ es una regla de paro que no termina el experimento,
K(0;¢) = Ep (C(VOO) I{Tw:oo}> = EO(,}L{“ (co +-+ey) I{Tw:oo}>

= lm (¢, + - +¢,)Po(7¥ = ) (1.25)

k—o00

En general, si v es una regla de paro que no termina el experimento, entonces el costo

promedio del experimento para dicha regla no es finito, a menos que ¢ = 0.
¢, = K(;0) =oo (1.26)
En particular, vamos a estar trabajando con el pardmetro 6y, entonces se tendra K (6y;1);

y a menos que se especifique lo contrario, tomaremos K (¢) = K (6y; 1), esto es:

[e.e]

K@) = 3% g cln) East (1.27)

k=1 negk

para 1) € Wy, .
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CAPITULO 2

OPTIMALIDAD DE LAS PRUEBAS
SECUENCIALES CON GRUPOS DE
TAMANO ALEATORIO

2.1. Planteamiento del problema: optimalidad

En el contexto del analisis secuencial clasico, en donde los datos se van analizando de
uno en uno, se sabe que el costo promedio total del experimento secuencial es proporcional
al nimero de datos observados (véase [6],[13]). Uno de los problemas en dicho contexto
es minimizar el costo total del experimento, y se llega a la forma de la prueba que
minimiza el tiempo de paro y también minimiza el niimero promedio de observaciones en
el experimento (véase [13]).

Sin embargo en nuestro contexto, y de manera mas general, se busca optimizar el
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costo promedio del experimento. Como se mencioné anteriormente el primer problema es
un caso particular de nuestra investigacién. Entonces formalicemos nuestro problema de

investigacion.

Sean A(q, 3) la clase de todas las pruebas secuenciales (¢, ¢) tales que se satisfacen

las siguientes desigualdades:

a(,9) <« y B9 <p

con «, 8 € [0,1) algunas constantes fijas.

El problema de investigacién consiste en encontrar una prueba (i, ¢) € A(a, ) tal
que su costo correspondiente K (6p;1) es minimo en A(q, ). Esto significa que en un
experimento secuencial existe una prueba secuencial con ciertas cotas dadas (relacionadas
con los errores tipo I y tipo II) tal que el costo promedio de dicho experimento es minimo.

Entonces tenemos que minimizar la funcién (1.27) con ciertas restricciones, esto es

min K(¢) restringidoa «(,0) <a v B, 0) <p. (2.1)

donde «, 3 € [0,1) constantes fijas.

Aqui tenemos un problema de optimizacién con restricciones y este lo vamos a resolver
utilizando el método variacional de Lagrange. Como se sabe este método nos permite ex-
presar a nuestra funcion a optimizar y a sus restricciones como una sola funcién, entonces

sea la funciéon de Lagrange definida como:

donde A\g > 0y Ay > 0 son dos constantes cualesquiera conocidas como los multipli-

cadores de Lagrange.
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Para resolver el problema de minimizacién de la funcién de Lagrange, sobre las prue-
bas secuenciales, vamos a buscar la estructura de una prueba secuencial (¢, ¢) tal que

alcance la cota minima (si ésta existe) de la funcién (2.2)

2.2. Resolucion del problema de optimalidad

El siguiente teorema representa la reduccion del problema con restricciones a un pro-
blema sin restricciones en la que propiamente consiste el método de multiplicadores de

Lagrange.

Teorema 1.

Sea (V*, ¢*) una prueba secuencial tal que:

a) a*,¢*)=a y BE*¢*) =5y

(2.3)
b) V(v,¢) L(¥,¢) = LY, ¢7),
Entonces para cualquier prueba (¥, ¢) que satisface
c) a(,9) <a y B, o) <p (2.4)
se tiene que K () > K(¥"). (2.5)

La desigualdad en (2.5) es estricta si alguna de las desigualdades en (2.4) lo es.
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Nétese que es obvio que (2.3) (c) garantiza que (¢V*, ¢*) € A(a, ), asi que (2.5) re-
presenta la optimalidad de (1*, ¢*) en la clase A(«q, 5) desde el punto de vista del costo

promedio del experimento.

Demostracion.

Sea (1*, ¢*) una prueba que satisface (2.3) (a)-(b); ademds sea (1, ¢) cualquier otra
prueba que satisface que «a(v,¢9) < a y B, 9) < B. Para Ay > 0y Ay > 0 se

satisface la desigualdad:

)\Oa + Alﬁ 2 )\Oa@/}a ¢) + AIB(¢7 ¢)

= K@)+ a+Mf > K@)+ ooy, ) + MY, )
= L(¥,9)
> L(y*,¢")
= K(7) + Xoa(y",0%) + MB(Y",67)
= K@)+ Xoa+ \f. (2.6)

Por tanto de la cadena anterior se tiene que

K@) +Xa+ B > K@)+ doa+ Mfj
= K() > K(*). (2.7)

lo que demuestra el teorema. Cabe senalar que si ahora K (i) = K(¢*) para alguna
prueba (1, ¢), entonces todas las desigualdades anteriores a (2.6) en realidad seran igual-

dades, por lo que a(v, @) = a y 5(¢, ) = 3, y esto concluye la demostracion. m
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El teorema 1 nos permite dedicarnos a la solucion del problema de minimizacion de la
funcién de Langrange L(1, ¢) (ver la condicién (2.3)(b)). Como hay dos constantes arbi-
trarias (Mg, A1) en la funcién de Lagrange, se puede esperar que variando éstas uno pueda
cumplir con las condiciones (2.3)(a). De cierta forma, estas condiciones son autométicas,
ya que una vez que exista una prueba (1%, ¢*) que satisface (2.3)-(b), la condicién (2.3)-
(a) se cumple si tomamos a = a(*, ¢*) y 5 = B(¥*, ¢*). De hecho, es precisamente el

sentido que se le da a la optimalidad de la prueba SPRT (véase [20]).

2.2.1. Reduccién al problema del paro 6ptimo

Del Teorema 1 vemos que para hallar la forma de la prueba optima necesitamos
minimizar la funcién de Lagrange L(v,¢). En esta seccién este problema recibe una
resolucion parcial: resulta posible dar una regla de decisiéon ¢* 6ptima en el sentido de

que para cualquier otra regla de decisiéon ¢,
Ly, ¢) > L, ¢7).

Esto es, el problema de optimizacién de la funcién de Lagrange (2.2) consistird en

encontrar primero la optimizacién de L(v, ¢) para cualquier regla de paro v

L(w,¢") = inf L(¢), ¢).

Después de ello, se encontrard la funcién de Lagrange optima ahora para la funcién
L(1, ¢*). Con estas reglas de paro ¢¥* y de decisién ¢* fijas, se tendrd la minima cota de

la funcién de Lagrange L(¢*, ¢*) para la prueba secuencial (¢, ¢*).

Para introducir ¢* tomemos la siguiente notacion.
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Sea n € G* y se define la funcién:

o= (L a) =01,

n
= [ 2, 200, - - y Llnyy 215 D225 - - -5 L2ngy + -+ Thly T2, - - 5 Thny,

(n1) (n2)

datos de x, datos de . Iink)

datos de x

k nm
= H eri(l"mj) coni=0,1. (2.8)

m=1j=1

La funcién f* con ¢ = 0,1 es el producto de probabilidad conjunta de los datos de
cada grupo. Mas es importante senalar que pueden existir grupos que no tengan ninguna
observacion, esto es, el tamano de estos sea cero. Por lo cual su correspondiente vector

; 0 .
sera de la forma xl( ) = (). Para casos como este se toma por definicién a su producto de

0
probabilidad conjunta como 1, esto es [[ = 1. Con esto nuestra ecuacién (2.8) estard bien

7=1
definida.
Entonces, la funcién f* tiene dos posibilidades, a saber fJ' y f]' respectivamente para
los pardmetros 6y y 61, con n € G.

Ahora sea

17 si )\Uf(')n S >\1fin7

br = ]{Aofgnglfln} = (2.9)

0, en otro caso.

La relacién anterior ¢}, corresponde a las componentes para aplicar a cada vector n =

(ny,ng,...,nk). Entonces, la regla de decisién general estd formada por la familia,

¢ ={¢p, meg k>1}.

La ecuacién (2.9) muestra la estructura de los elementos de la regla de decisién que

vamos a utilizar. A continuacion nos dedicaremos a mostrar que dicha regla es en realidad

32



2.2. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE OPTIMALIDAD

optima. Para lo cual presentaremos un sencillo lema que nos ayudara a la demostracién

de varios teoremas importantes.

Lema 1.

Sea x una variable con un nimero finito de valores; y sean Fi(x) y
Fy(x) cualesquiera funciones de x. Entonces para cualesquiera fun-

ciones ¢(x), x(x) con 0 < ¢(z), x(z) < 1, se tiene

ZX ( (x)+ (1 o(x > ZX min{Fl(x),Fg(x)}.
(2.10)

En el caso en el que ¢(x) = I{p<pmy(x) entonces (2.10) se convierte

en igualdad.

Demostracion.
Sean Fi(x), Fy(z) v ¢(z), x(x) cualesquiera funciones de x con 0 < ¢(x), x(z) < 1.
Sabemos que Fi(x) > min{F(z), F5(z)} v Fy(x) > min{F(x), F3(z)}.
Entonces de ambas desigualdades se tiene:
S@)Fi(@) + (1~ ol >)F2< ) >
> g(x) min{Fy(z), Fy(x)} + (1 6(x) ) min{Fi (2), Fy(x)}
= min{F(z), F»(z)}.

Por lo tanto, para cualquier valor de x:

é(x)Fi(z) + (1 - gb(:c))FQ(x) > min{F(z), Fa(x)}. (2.11)
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Sabemos que 0 < x(z) < 1 por lo cual

X(x) (6(2) Fa(z) + (1 — ¢(x)) Fa(z)) > x(z)(min{Fy(2), Fy(x)}). (2.12)

*. Sumando (2.12) sobre z se obtiene:

> x@) (6@ R@) + (1 - 6(@) Fa(a)) = > x(a) (min{ (). F(w))).

Ahora supongamos que ¢(z) es la funcién indicadora del evento {F; < Fb} i. e.
¢(x) = Itp<py (). Recordemos que el evento {F < Fp} = {z : Fi(z) < Fy(x)}. Sea
A={z: Fi(x) < Fy(x)} por lo cual A° = {z: Fy(z) > Fy(z)} entonces:

S @) (6@ Fi@) + (1 - b)) o)) =
> x(@) <¢(x)F1(x) +(1- gb(x))FQ(x)) + 3 x(x) <¢(I)F1(x) . qb(x))FQ(x))

€A zEAC
(2.13)
Sin embargo, cuando Fi(z) < Fy(z) entonces ¢(z) = 1; y cuando Fy(z) < Fi(z)
entonces ¢(z) = 0 y por tanto (2.13) se convierte en:

> @ (o) F @) + (1= 6@) B) = D x@F(@+ Y x(@)F

€A rEAC

= ZX ymin{F1(z), Fr(z)}  (2.14)

Por lo tanto, para el caso en que ¢(z) = I{p <py(x) la desigualdad (2.10) es en realidad
una igualdad (2.14). =

El siguiente teorema nos muestra que la funcién de Lagrange sobre la regla de decision
elegida ¢*, cuyas componentes tienen la estructura dada en (2.9), es menor comparada

con otra funciéon de Lagrange bajo cualquier otra regla de decision ¢.
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Teorema 2.

Para cualquier regla de paro ¢ y cualquier regla de decision ¢ tales

que

L(y, ¢) > L(y, ¢7). (2.15)

donde las componentes de ¢* tienen la estructura dada en (2.9).

Mas ain, para el valor de L(, ¢*) se tiene la siguiente expresion

L(¢, ¢") +Z Z ans min {\of" M f1' . (2.16)

k=1 necgGk

donde s¥ estd dada por la férmula (1.4) y

" = <a;§”1), . ,332"’“)>, negr (2.17)

Demostracidn.

Por la definicién de la funcién de Lagrange (2.2) se demostrara que

)\Oa(wa ¢) + )\15(% ¢) Z )\004(¢> ¢*) + Alﬁ(wv ¢*)7 (218)
y que

Moa (), 6°) + MB(, ¢7) Z > Y shmin{ofe M}

k=1 negk ™

(2.19)

La clave de esta demostracién es el Lema anterior. Tomemos las definiciones a (v, ¢) y
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B(1, ¢). Entonces tomando el lado izquierdo de (2.18) y desarrollandola se tiene:

Mo (Y, ) + MB(Y, ¢) =

= o Z Z QnEGOanSZ + M Z Z an91 (1 - an) Sﬁ

k=1 negk k=1 negk
= 33 an(MoBadns + MEa (1 60)s5). (2.20)
k=1 negk

Ahora apliquemos la definicién del valor esperado a las respectivas funciones indicadoras:
Aoa(w ¢) +MB(Y, ) =

— Z S tn ()\OZgbns fo+ /\12 (1- cbn)siﬁf{l)

k=1 negk

= ST S w(Gnsies + (1 60T

k= lnegk ™
k=1 negk
Aplicando el Lema 1 a s¥ (gbnAOfSL + (1 — qbn))\lfln) en el lado derecho de (2.21)
donde

st=x()  dn=0lr) ¥y NfE=Flz), M= R

Entonces

Z Z ansz(én)\&f(? + (1 - ¢n>>\1f1n>

k=1 negk ™

Z > ans min {Aofg", AT} (2.22)

k=1 necgk

Por lo tanto

Xoa (¥, §) + MB(Y, ¢) Z > ans min {Ao /3" ALfT}-

k=1 negk
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También sabemos por el Lema 1 que si ¢, = I (<, sr) entonces se obtiene la igualdad,

por tanto tomemos ¢, = ¢}, entonces

Noar(¥, ¢%) + MB(Y, ¢7) Z > qnzs min {Aof5", M S}

k=1 negk

Estas tltimas relaciones demuestran (2.18) y (2.19) y por tanto demuestran las relaciones

(2.15) y (2.16) m

El teorema 2 demuestra que la funcién de Lagrange L(v, ¢*) con la regla de decisién
¢* fija es la menor sobre cualquier otra funcién de Lagrange L(1), ¢) para cualquier otra
regla de decisién ¢. De esta manera el problema de minimizacién de L(1, ¢) se convierte
ahora en un problema de paro éptimo, ya que tomaremos L(1)) que dependerd tnica-

mente de la regla de paro, mediante la siguiente asignacion.

Notacion: Sea

L(y, ¢%) = L(¢). (2.23)

Entonces, el objetivo, a partir de este momento, serd hallar la regla de paro ¥* tal

que
L(y) = L(¥"). (2.24)
para cualquier regla de paro v, i. e.
L(u") = nf ().

Con esto sera resuelto el problema de la prueba éptima ya que para cualquier prueba

(¢, ¢), por el Teorema 2 se obtendra:

Ly, ¢) = Ly, ¢%) = L(y) = L($*) = L(¢*, ¢7) (2.25)
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lo cual es lo que se queria. Recuérdese que el teorema 1 garantiza que la prueba op-
timizara la funcién de Lagrange L(v, ¢) > L(v*, ¢*) (2.3) sobre cualquier otra prueba.
Asi la prueba (1", ¢*) serd la 6ptima.

Sabemos por teorema 2 que

L1, ¢") +Z > qnz st min { Ao f3, ALfT'}-

k=1 negk

Reescribamos esta tltima relacién sustituyendo K () dada por (1.27).

Notacién: Sea

ln, = min { Ao f3", A fT'} (2.26)

Entonces para ¢ € Wy,

) = 3 tacln EeowZZ%ZS”

k=1 negk k=1 negk
= ZZ%Z )snlo +ZanZsl (2.27)
k=1 negGk k=1 negk

- ZanZ ( f0+l> (2.28)

k=1 negk an

Teniendo en cuenta que Ejp, s}, = Z s fm.

:En
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2.2.2. Paro 6ptimo. Caso truncado

En esta seccion vamos a resolver el problema, planteado en la seccién anterior, sobre

el paro 6ptimo, pero de manera “parcial”; al cual llamaremos el caso truncado.

En el contexto de un experimento con su analisis secuencial, puede suceder que las
respectivas reglas de paro, conforme vamos analizando los datos de los grupos, sean siem-
pre iguales a cero <¢n (x(”l), e ,x("’“)) =0,neGk=12,.. .), i. e. puede caber la
posibilidad de que no se vea el termino del experimento estadistico. Para casos como éste
debemos tener en cuenta una condicién de paro que trunque (o detenga el andlisis) para
que el experimento no continue indefinidamente, ya que esto no seria posible. A este caso
lo designamos el caso truncado, ya que definiremos un nimero maximo de etapas de
paro en el experimento. Cuando se llegue a este niimero, el experimento se terminara.
Otra manera de ver el caso truncado es fijar de antemano un niimero maximo de grupos
observados independientemente de los valores anteriores de las reglas de paro. Es decir,
también se puede tomar el nimero fijo y realizar el andlisis simplemente hasta llegar a él

dejando variable la informacion previa.

Sea N la etapa de paro maxima en un experimento con grupos de tamanos aleatorio
representados en el vector m = (ny,m9,...,nx) € GY. Entonces, el analisis secuencial
aplicara las correspondientes componentes de la regla de paro a cada grupo de obser-
vaciones hasta el N-ésimo grupo para el cual ¢, = 1 con n € GV. Ello significa que se
aplicaran las componentes de la regla de paro a (N — 1) grupos ¥(n.1y, Ym:2)s - - - » Vn:n-1)
y la aplicacion de la N-ésima componente terminara el experimento.

Ahora le daremos a la funcién L(1)), para el caso truncadoconm € G¥, (k=1,..., N),

una forma mds conveniente utilizando la relacién del costo total K (6y;)).
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Sea Ly(1) la funcién de Lagrange Truncada definida como:

Ly() = Enx(@)+ ) n) suln

k=1 negk ™

D ID I DI LA DD DS P11

k=1 negk k=1 negk z™

- i D) s (C(n)f(’f + ln). (2.29)

k=1 negGk ™

Tengamos en cuenta que 1, = 1 con n € GV y recordemos las definiciones de tﬁ (1.2)

y de s¥ (1.4). Entonces (2.29) se convierte en:

ZZ%Z ( fo+l) Z%Zzﬂ fo+l) (2.30)

k=1 negk z™ neghN
El siguiente lema absorbe la mayor parte de la carga técnica en el desarrollo de la regla

truncada.
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Lema 2.

Sea r > 2 fijo y sea v, = vn (:UY“),:US”), . ,xﬁ,””) conn € G" una

familia de funciones cualquiera. Entonces

ZZZ%< f0+l> Zan( fo+vn>_

k= lnegk zm negr zm
ZZZQn < ) o' +l> Z an ( ) fo' ‘|‘wn)
k=1 negk ™ negr-1 ™
(2.31)

en donde para cualquier n € G 1,
wy, = min {ln,a Y g v(n,m)} (2.32)
n,€g l,’(rnr)

y la desigualdad en (2.31) se convierte en igualdad si

Un =1 { } (2.33)

ln S Ef(?+ Z an Z 'U(n,nr)
nr€gG T("r')
Ly

para cualquier n € G' 1.

Demostracién. Tomemos el lado izquierdo de la ecuacién (2.31) y desarrollemoslo.

ZZZ% ( fo+l> SOt ( n)fr +vn>:

k= 1negk ™ negr zn

- S Sy b+

k=1 negk z™

+ 3 Y amsh (e )+ 30 S gt () ) (239)

negr 1 gn negr xn

41



CAPITULO 2. OPTIMALIDAD DE LAS PRUEBAS SECUENCIALES
CON GRUPOS DE TAMANO ALEATORIO

Ahora sélo desarrollemos los tltimos dos sumandos de la ecuacién anterior (2.34).

Z an ( )¢ +l) ZZQntd)( Mo +’Un> =

negr—1 ™ negr ™
S (z s ) 1) +
negr-1 ™
+y > antiy ((c(m) + cln)) [ + v<n,n,.>)>
nr€G (z("l),x§”2>,..., (Tvirfl)’zgm))
- Z (ZQnS fo +l +ZZ an1qn27"'7an71an
negr-1 ™ ™ n,.€G (n

((1 — V) (1 = Vnz) - (1 = Ypnar—2)) (1 = wn:rﬂ)))
((C(n) + C(nr))féan) + U(mm)))

= ) (Z (1 = Y1) (1 = V) - (1 = Yinr—2)) V(1) () f5 4 1) +

negr—1

+ Z Z Z dndn, ( n 1))(1 - w(n 2)) (1 - 7vb(n:r—Q))(l - w(n:r—l)))

" n,€Q (n

T

((c(n) + C(nr))fénvnr) + U(nmv-)))

= > (an [ N+ ) +

negr—1 xm

#3035 an (1= ) (o) cm) 57+ ”W)D

nr€G 4 (nr)

= Z Qn<zt¢[wn fO + ln )
negr-1
(1 - zpn) d Y ( )+ c(ny)) £ 4 v(mm))])

n-€G ( r)
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= an(zt*b[% S+ ) +

negr-1

+<1 - %) < Z n, Z (n S Z n., Z n) fénynr) + U(mm)))])

Ny €g ‘E)nr) Ny €g 5}"7‘)

(n,nr)

Ahora tengamos en cuenta que Z fo
(nr)

Ty

= f' debido a que se tiene una suma marginal

sobre el vector 2" . Tomando en cuenta este tltimo hecho, recordemos que Z Gn = 1,

neg
entonces la relacion anterior se puede escribir como:

Z an ( Mo+ ln ) Zantw< ) +Un)=

negr 1 gn negr T

= Y Zﬂ’( n) fo' + Unln +
negr-1
(1) (S X el ) )

n-€g 5]17 )

Z t ( n)fo + Unln +
+<1 —~ wn) (f(;’ D dncne) + Y dn, ) “<"’”T)>)]

n-€G n-€G 1.5‘”7')

= >

negr-1

Pero ¢(n,) = ¢,,, por lo cual > gn.c, =¢C.
n,-€G
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ZZ%S( fo+l) ZZ%( fo+vn):

negr 1 gmn neg'
S [z( B+ bl +
negr— 1
+<1 - %) (Ef D D U(n,nn))] (2.35)
n'r‘eg ‘,Egvnf‘)

Ahora sustituyamos la ecuacién (2.35) en la parte correspondiente de (2.34) y se
obtiene:

ZZZ% (ctm)fir+1n) +

k=1 negk z™

S T |

nEgT 1 za Gg (nr)

Apliquemos el lema 1 (2.10) a esta tltima relacién, donde:
X(l’) = tﬁ,a ¢(l’) = ¢n7 Fy = ln y Fy = Ef(;L + Z Qn, Z V(n,n,)
neeG )
Por tanto:

ZZZ% s(em)f 4+ 1) +

k=1 negk =™

+ Y Z%tw< n) o+ Yaln+ (1= 0a) (2 + D 0 > v(n,m))

negr 1 gm nreg x(”T)
T

> S St ey 1) +

k=1 negk z™

+ Z ZQn ( n) fo' +m1n{n,cf0+2anz nnr)}) (2.36)

negr-1 an nr€G (”7‘)
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Ademés, recordemos que el lema 1 nos indica cuando la desigualdad (2.10) se convierte

en igualdad y esto es cuando (¢(x) = I{r <} (x)) y en nuestro caso cuando para cualquier

n c gr—17

{ln S Ef(?"’_ Z qny Z ’U(‘n;’"r)}

nreg m(n»r)
T

Juntemos ahora la ecuaciones (2.34) y (2.36) obteniendo:

ZZZ%< fo+l> ZZQn( fo+vn>_

k= 1negk ™ negr x™

> S5 S (e 1) ¢

k=1 negk =™

negr 1 gm TLTEQ w(n’l‘)
T

+ Z Z%W( ) fo! —l—mm{ In,cfy + Z In, Z V(nn,) }) (2.38)

Lo cual demuestra el lema 2 y la igualdad se da cuando sucede (2.37). m

Ahora aplicaremos el lema 2 (2.31) a la ecuacién de Lagrange truncada (2.30), obte-

niendo:
L) = 38 Yt 1)+ Y Yt (w7 +1)
k=1 negk z™ ncgN zn
. N2 ansi(c(n) f§+ln> + 3 S gt ( Vo +wn)
k=1 negk =™ ncgN-1 zn

en donde para n € GV,

Wy = min{ln,Efgl + Z QnN Z U(n,nN)}

nN€eg Ig\’;lN)
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Apliquemos, nuevamente, al iltimo termino de la desigualdad anterior el lema 2 y asf suce-

sivamente apliquese N — 1 veces obteniendo la siguiente cadena:

N-1
Ly(@) = D> > ) ansh (c ) o +l) DD ( ) o' +l)
k=1 negk =™ neghN zm
N-2
> Z an (c V3 + ln ) Z antw< VI —|—wn> paso 1
k= negk zn negN-1 am
> Z an (c n)fo' + ) Z an ( n)fo' —l—wn) paso 2
k=1 negk =™ negN-2 zn
> ZZZQTL <C Mo +l) Zan < fO —i—wn> paso N — 3
k=1 negk z™ negs zm
> ZZZQ” <C )Mo —i—l) Zanth( fo—i—wn) paso N — 2
k=1 negk z™ negz ™
> ZZQn ( fo +wn) pasoN—l
neg ™
(2.39)
Donde para cada uno de los pasos se tienen sus correspondientes funciones.
Paso 1: Para cualquier n € gN—!
w,, = min {zn,afg; ) gy Y z(nm)} — YN (2.40)
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Observacién: En la funcién V.V el vector n serd diferente para cada paso, éste
tendra dimension menor conforme se avance. Sin embargo el superindice N serd el mismo

para todos los pasos, N nos indica el inicio de la dimension de la cadena en cuestion.

Paso 2: Paran € GV2,

Wy = min {ln76f57’ + Z Any_1 Z w(n7nN71)} = VTJLV (242)
nN_1€G xg\?Nl—l)

y la igualdad se alcanza, cuando

U = [{ (2.43)
ln < Cfft+ Z n N _ Z n,nyn_ }
clo anlegq N 1x(nN—1>w( N-1)
No1

Paso N —2: Conn € G?

Wy, = min {ln,Efé1 + Z ns Z w(nm)} =y

n3eg xé’”s)

y la igualdad se alcanza, cuando V ny € G

Y =1
{ln <efP+ Y ang Z)wwng)}

n3zeg (ng
x
3

Paso N —1: Conmneg

wn = min I, 2+ D e D Wi | = Vi (2.44)

n2€G x;w)

y la igualdad, cuando

Uy = I{ } (2.45)

ln < Ef§L+ Z dno Z W(n,ng)
no€g J0(2712)
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Ahora desarrollemos el ultimo término de la cadena anterior de desigualdades (2.39),
esto es desarrollemos el término del paso N — 1. Se sabe por la definicién (1.2) que cuando

n € G entonces t% = 1, por lo cual

DO anth ( )fo! +wn> = ZZ%( ) fo! +wn>

neg x™ neg z™
- ZQn Zfo +ZZann
neg neg ™
= ) ane(n +anzwn
neg neg zm
= T+ G wn (2.46)
neg fidd

Por tanto tenemos una cota inferior para nuestra funcién de Lagrange truncada, a

saber:
Ly@W) > T+ an Y wn (2.47)

donde wy, estd dada por (2.44) y la desigualdad se alcanza cuando se tiene la regla 1y,
sucesivamente para N —1 > k > 1 con n € G*. Lo cual significa que se tienen las condi-
ciones suficientes para alcanzar la minima cota inferior, la cual nos describira la regla de

paro 6ptima.

Toda esta argumentacion se formaliza en el siguiente lema:
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Lema 3.

Sea 1 cualquier regla de paro truncada (@/Jn =1, ne QN). Entonces

para cualquier 1 < r < N —1 se cumplen las siguientes desigualdades:

ZZZ%( )+ 3 Y anth () fy + V)

k= 1negk an negril an
ZZZ% Gemfy + 1) + 30 S anti(cn) £+ VY
k=1 negk x™ negr xm

(2.48)

donde VN =1, conm € GV y parar < N ymn € G" recursivamente
se definen:

V' =min {ln, D am Y V(J,X,m)}. (2.49)

meg L im)

Y Ln(¥) coincide con el lado derecho de (2.48) si
Vk talque r<k<N-1, negr

Uy = 1{ (2.50)

ln < Cf0+ Z dm Z (nm)}

Demostracion.
Sea r = N — 1 entonces la desigualdad (2.48) se convierte exactamente en el paso 1
de la cadena (2.39) con VY =1, n € GV; y paran € GN~1 VN y 9, estdn dadas,
respectivamente, en (2.40) y (2.41). Cuando r = N — 2 entonces la desigualdad (2.48) se

convierte exactamente en el paso 2 de la cadena (2.39) donde para n € GN=2 V.V y 4,
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estan dadas,respectivamente, en (2.42) y (2.43). Asi sucesivamente hasta que sea r = 1
entonces la desigualdad (2.48) se convierte exactamente en el paso N — 1 de la cade-

na (2.39) y paran € G: V.V y 4, estan dadas, respectivamente, en (2.44) y (2.45). [

En términos del lema 3, la cota inferior (2.47) se puede reescribir como:

Ly() > e+ and V)V (2.51)

neg "

y en particular dicha cota se alcanza si se toma la regla de paro truncada con siguiente

estructura:
Para N > 1 fijoy n = (ny,ny,...,nx) € GF,
¢n:I{ . sil<k<N-—1
ln < Tf4+ m VN }
WY = T4 Jeg i ) Vo (2.52)

La regla de paro 1” truncada es la familia de funciones indicadoras cuyas componentes
estan definidas por 1, donde n es el vector de los tamanos consecutivos de los grupos

observados en el experimento estadistico.
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Teorema 3.

Sea YN la regla de paro truncada cuyas componentes estdn definidas

n (2.52), entonces

Ly(wY) = 2+ > VY. (2.53)

neg fridd

Demostracién: Sea la regla de paro truncada " cuyas componentes estan definidas
n (2.52), entonces aplicando sucesivamente el Lema 3 para esta regla se obtiene la

siguiente cadena de igualdades:

L) = X5 St (s )+ 3 St (el s+ V)

k=1 negk z™ neghN ™
= ZZan ez +t)+ Y S @t (cmfy + V)
k=1 negk z™ negN-1 zm

S st (e 1)+ 0 gt (el )

k=1 negk z™ neg2 z™

= Yty (clm)fy+ V)

neg x™

= E+anZVTi\[.

neg x™

Ly(WN) =2+ > an Y V.

neg ™
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Por lo tanto, 1" es la regla de paro truncada éptima porque alcanza la cota minima

de la funcién de Lagrange truncada.

2.2.3. Paro 6ptimo. Caso no truncado

En la seccion anterior se fijo un tiempo de paro maximo N y se tomé la funcién de
Lagrange Ly (¢) truncada con n € GV (2.30), se acot6 ésta mediante el Lema 2 y después
se encontré la funcién que alcanza la cota minima (2.53). En esta seccién utilizaremos
la funcién Ly () y analizaremos el caso limite cuando N tiende a infinito, éste serd el
caso no truncado. Con ello encontraremos la forma de la regla de paro éptima general y

resolveremos el problema de la prueba 6ptima (¢*, ¢*) que minimiza el costo.

Para una regla de paro ¢ cualquiera definamos la regla de paro truncada ™ (T
de truncada) asociada a ella. Para la cual se aplican sélo sus primeras N — 1 compo-
nentes Yn:1), Ym:2), - -+ Yn:N-1) CON T € GV y para la componente N —ésima se tiene
que 1, = 1. Debido a que toda regla de paro tiene asociada su regla truncada '~ es
ahora a esta tultima a la que se le puede aplicar la funcién de Lagrange truncada dada en
(2.30) y tener asi Ly (¢p™v).

Entonces, para cualquier regla de paro ¢, Ly (1) se define como:

Ly(¢) = Ly (v™) (2.54)

Es facil ver que Ly (1)) se puede calcular usando la férmula (2.54) para cualquier regla

de paro 1 no necesariamente truncada.
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Lema 4.

Para cualquier regla de paro 1 tal que ¢ € Wy, ,

Ifm Ly () = L(1). (2.55)

N—oo

Demostracion.
Supongamos que ¥ € Wy y supongamos que L(1)) < oo. Después se analizara el ca-
so cuando L(7¢) = oo. Entonces calculemos la diferencia entre L(¢)) y Ly(¢) y se de-
mostrara que ésta tiende a cero cuando N — oo.

Como ¢ € Wy, entonces

D 9D 9D PRI TN

k=1 negk x™

LW) - LNW) =

= ZZZ% s(em)f 1) -

k=1 negk z™

(E S Sl i)+ S Suislemsr 1)

k=1 negk =™ neghN z™
- Z Z Z% ( n)fo +ln ) Z anﬁ”( n)fo' + ln ) (2.56)
k=N negk =™ neghN zn

Por hipétesis se tiene que L(1)) < oo por tanto el primer término de (2.56) tiende
a cero cuando N — oo por ser la cola de una serie convergente. Analicemos el segundo

termino.

D) antl, ( )far+ ): SN anthem)fF+ D0 anthln.  (2.57)

negN ™ neghN z™ neghN ™
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Como I, = min { Ao fJ*, A1 fT*} entonces:

DD mthln < o DD antify

neghN =™ negh =™

= X Py (7" >N) =0

cuando N — oo por (1.12).

Por otro lado:

ZZQnC n)Eg,s}, > ZZ N)qnEg,s?,

k=N negk k=N ncgk
00

= Z C(n)QnEGOSﬁ + Z Z an(n : N)E%Sﬁ
negN k=N+1 necgk

= Z C(”)QnEGOSg + Z C(n)z Z QanEOOS;pL,m
neghN negN k=1 megk

= Z ( QnEG() n Z Gn C )Zt;ﬁfé‘l‘
negN negh x™

y yva sabemos que el lado izquierdo de la desigualdad converge a cero cuando N — oo
(por ser cola de una serie convergente).

Por tanto el segundo miembro de la desigualdad (2.57) también converge a cero cuando
N — oo.

Ahora supongamos que L(1)) = 0o, esto es:

S5 S st 1) =

k=1 negk z™

2

Ln(v) Zan ( fo—l—l)—)oo

=1 pnegk zn

o

cuando N — oo. De lo cual Ly(¢) — 0o cuando N — oo.

lim Ly (1) = L() .

N—o0
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Ahora se verd el comportamiento de las funciones V,V (2.49) trabajadas en el lema 3,

cuando N — oo.

Lema 5.

Seamn e G" yl<r<N, entonces:

VN >y (2.58)

Demostracion.
Se trabajara induccién sobre r con r = N, N —1,..., 1.

Sea r = N entonces n € GV y por (2.49) se tiene que V. = [,,. Entonces

N4l . —rn N+1 _ N
VA = min {ln, o+ D am > Vi } Sl = Vi

meg L (m)

Por tanto para n € G~ vy >y Nt

Ahora supongamos que la desigualdad (2.58) se cumple para alguna r, con 1 <r < N.

Es decir suponga que se tiene:

VN 2 VT{V—H nec gr

n
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Por demostrar que la propiedad se cumple parar — 1. Sean € G"!

V= min o7 D m 3 Vit |

meg zg;n)
. _ N+1 N
> mm{ln,cfgL + Z qmzv(n;rn)} =y
meg I%ﬂ)
V>Vttt o megt!

El Lema 5 nos muestra que las funciones V.Y con n fijo y n € G" forman una sucesiéon

decreciente y acotada, por tal su limite existe. Entonces dado r > 1 fijo y n € G", sea

V= lim VY. (2.59)
N—ooo ™

Lema 6.

Sea 1 cualquier regla de paro. Entonces para cualquier r > 1 se

cumplen las siguientes desiqualdades:

Lw)zzzz%( e+ ln) + 2 D anth (cm)f + Vi)

k= 1negk ™ negr+l an
ZZZZ% Sz ) + 303 auti(cn) £+ Vi)
k=1 negk =™ negr xm

(2.60)

donde

Vn = min {lnaéf(? + Z dm Z ‘/(n,m)} (261)

meg olm)
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Demostracion
Sea 1 cualquier regla de paro.
Si ¢ ¢ 1y, entonces por (1.26) su funcién de Lagrange L(1)) serd infinita. Por tanto para
este caso la desigualdad (2.60) se cumple para cualquier r > 1. El caso interesante es si
1 termina el experimento. Supongamos que 1 € Wy, , entonces por lema 3 se tiene que

para cualquier 1 <r < N — 1 se cumple:

Ly(y) > ZZZ% e i)+ 3 Y mti (e + V)

k= 177,69"C xm negr+l am
> ZZZQn ( fo +l) ZZQntw< fo +VN>
k=1 negk z™ negr ™

donde V.N =1, conn € GN yparar <N, n € g’
N _ 7 —rn N
V, = min {ln,cfo + Z Gm Zv(nm)}
meg I;T)
Ahora, tomemos el limite cuando N — oo, por Lema 4 se obtiene la desigualdad

(2.60). Y por Lema 5 se obtiene la ecuacién para V,, dada en (2.61). Lo cual demuestra

nuestro Lema. ]

Con base en este lema 6 y en el lema 3 tomemos la siguiente la regla de paro:

Sea la regla de paro 1%, cuyas componentes definidas para k > 1, n € G¥ como:

ln < Cf0+z qm Z ‘/(nm)
meg (m

P = 1{ } (2.62)
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La regla de paro ¥* es la familia de funciones indicadoras cuyas componentes estan
definidas por 9}, donde 1 es el vector de los tamanos consecutivos de los grupos obser-

vados en el experimento estadistico.

Teorema 4.

La regla de paro ¥* cuyas componentes estin definidas en (2.62)
pertenece a la clase Yo, y es optima, en el sentido de que dada

cualquier regla de paro ¢ se cumple que:

Ly) > L") (2.63)
Ademas,
L) =2+ 3 > Vi (2.64)
neg ™
Demostracion.

Sean ©* la regla de paro con componentes dadas en (2.62) y v una regla de paro
cualquiera.

Observemos que para r = 1 se tiene, por lema 6, la siguiente cota inferior:

ZZQJﬁ(C(n)fSLﬂLVn) = T+ Y Va

neg =™ neg zm

Ahora, pongamos a ¢* en el lado izquierdo de (2.60), obteniendo:
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) > c+anZV (2.65)

Ahora, para cualquier r > 1 fijo, pongamos a ¥* en el lado derecho de (2.60), y por

lema 2 se tiene la siguiente cadena de igualdades.

S Yt (s )+ S St (clmfy Vi)

k= lnegk zm negr+l zv
= ZZZ% (s ) + 30Dt () fi + V)
k=1 neghk an negr an
= 3 S st (et i)+ S Yt (cn) g+ V)
negk ™ neg2 ™
=T+ ) Ve (2.66)
neg Fig

Si se toma el limite cuando r — oo a dichas igualdades, éstas convergen a la constante.

Esto es:
Tlggo<222qn ( n)f3 +ln ) > anW( n)f3 +V>>
k=1 negk x™ negr+l am
neg ™

Por otro lado, de la cadena (2.66) se tiene:

S5 S st (emfy + 1) <

k=1 negk =™

<ZZZ%S( fo+l> ZZqM( f0+v> (2.68)

k=1 negk z™ negr+l zm
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Tomando el limite en esta desigualdad (2.72) cuando r — oo

}5&(22 2 (cmfy ))

k=1 negk x™

<TIL1£10<ZZZ%W< g ta) £ D D ath (eln fo+V>>

k=1 negk ™ negrtl zm

“e Y Y Ve (2.60)

Si ¢* € Wy, entonces por (1.23) se sabe que el lado izquierdo de la desigualdad anterior
es L(1*) por lo tanto:

L") < 2+ gn Y Va (2.70)
De (2.65) y (2.70) se tiene que: si ¢¥* € Wy, , entonces

LW ) =2+ qn Y Vo (2.71)

Por lo tanto si ¢* € Wy, del lema 6 y (2.71) se tiene:

LWw) > L) =2+ 0> Vi

neg ™

Ahora demostraremos que ¢* € Wy, .

De la cadena anterior (2.66) se tiene para r > 1 fijo que:

ZanZs n) fi + ln) Z%th’ n)fF+Va) =+ Y an > Vs

k=1 neg* z™ negr neg zm
entonces
an E(;Otw*:anc th for <c+anZV =M < o0 (2.72)
negr negr neg ™

porque, por suposicién, ¢ < oo; ademas E Qn E V.. es finita por ser una suma finita.
neg ™
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Sea K > 0 un numero cualquiera, tomemos la probabilidad de que el costo de varias

etapas esta por debajo de cota dada K.

cyl+--~+cyr—r6<K—r6)

Ple,, ++ca, <K) = P( 7 <=

< P(cyl+...\;—;cw—rc§1_ﬁé)

si r es suficientemente grande y

IN

P(’C”le"'\;FFC”T_rC' > \/Fc—1>.

Por la desigualdad de Chebyshev

Varc,

(Vie— 1

Ahora témese el limite cuando r — 0o, entonces

3 qn:P<cV1+---—|—cW§K> 0, (2.73)

negr, ¢(n)<K

para cualquier K positivo.

De (2.72) se sigue

KE Y Bt < ) que(n)Egth <M

negr, c(n)>K negr, ¢(n)>K

para r suficientemente grande. Entonces

* * M
Do wBaty — Y anBaty <
negr negr, ¢(n)<K
o
* M * M
Z QnEGOt;/}; S ? + Z QnEGOt;pz S ? + Z dn (274)
negr negr, ¢(n)<K negr, ¢(n)<K
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Sea € > 0 cualquier nimero, y sea K = % De (2.74) tenemos
S anBaty <e+ Y. an,
negr negr, c(n)<K

y de (2.73) concluimos que para r suficientemente grande

Z angotg}: < 2e.

negr
Esto implica que
lim Py, (7" > ) = lim > anEgtly =0,

T—00
negh

= (¥ <o) =1 = YF e Uy,

Hemos encontrado la prueba secuencial (1*, ¢*) cuyas componentes estdn definidas

mediante:

”{l}* = ]
n
{ln < Cf(?"' Z qm Z ‘/(n,m,)}
g (m)
Tm

me

(2.75)

(ZS; - I{)\of(?S)\lff}

para k > 1, m € G¥, con la propiedad de que 1* € Wy,.

Finalmente el siguiente teorema demuestra la optimalidad de la prueba secuencial

encontrada.

62



2.2. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE OPTIMALIDAD

Teorema 5.

Dada la prueba secuencial (¢*,¢*), cuyas respectivas componentes

estan dadas en (2.75), entonces para cualquier prueba (1, ¢) tal que:

a(,9) <a(”,¢%), B, ¢) < B, ¢7)

se tiene que

K(p) > K(¢7) (2.76)

Demostracion
Sea (1, ¢) una prueba secuencial cualquiera y sea (¢*, ¢*) la prueba cuyas componentes

estan definidas en (2.75). Por teorema 4 se tiene que:
L) = L") = L(,¢") = L(Y", ¢")
Pero por teorema 2 (2.15), para cualquier ¢
L, ¢) = L(4", ¢%),

donde ) es arbitraria.

Ahora sea a(y*,¢*) = ay B(v*, ¢*) = [, entonces aplicando el teorema 1 se tiene que

K@) > K(¥). u
Con base en el andlisis anterior hemos encontrado la prueba secuencial éptima (*, ¢*)

que conlleva a un costo promedio minimo (bajo la hipdtesis nula), entre todas las pruebas

con probabilidades de error menores o iguales que las de (¢*, ¢*).
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2.2.4. Estructura de las pruebas secuenciales 6ptimas

En las secciones previas se ha demostrado que tanto la prueba secuencial (¥, ¢*) que
contiene a la regla paro truncada, como la prueba secuencial (¢*, ¢*) son éptimas en su
clase respectiva; ya que conllevan a una funcion de Lagrange menor y por tal a un costo
minimo.

Para recapitular se presentan las estructuras de estas pruebas secuenciales 6ptimas.

La prueba secuencial con regla de paro truncada es (1", $*) cuyas componentes son:

wn—f{ }, st1<k<N-1

ln §6f61+ Z dm Z szm)
meg I(m) ’

YN =
=1, si k= N.

Qs: - ]{)\ofgbé/\lff}‘

La estructura de la prueba secuencial 6ptima (1*, ¢*) es:

V=1
{

me

ln < Efgb+ Z qm Z ‘/(n,m)}
g m

On = [{Aof(?ﬁ)\lfl"}'

Observacién: Tomese en cuenta que hasta este momento en nuestro trabajo NO
hemos utilizado la independencia de las observaciones, ain cuando estamos suponiendo
este hecho. Entonces, podemos decir que todo el trabajo anterior (casos de paro truncado
y no truncado) es aplicable a situaciones més generales, en las cuales la independencia

de las observaciones no se tenga.
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CAPITULO 3

LA PRUEBA SECUENCIAL ALEATORIA
DE LA RAZON DE PROBABILIDADES
(RSPRT)

3.1. La prueba é6ptima en términos de la razon de

probabilidades

En esta seccién se mostrara que la prueba secuencial 6ptima, con componentes dadas
en (2.75), obtenida en seccién anterior es equivalente a la conocida prueba secuencial de
razon de probabilidades aleatoria, (RSPRT, por sus siglas en inglés: Random Sequential
Probability Ratio Test). Para lo cual se expresaran las componentes de la prueba 6ptima

en términos de la razoén de probabilidades.
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Supongamos que fy,(z) > 0, fp, (x) > 0 para toda x € X' y ademés que existe al menos
una x € X para la cual fy,(x) # fo,(z), i. e. supdéngase que las respectivas distribuciones
bajo las hipotesis Hy y H; son diferentes, porque no tendria sentido practico realizar
una prueba de hipétesis cuando las distribuciones a contrastar son iguales. También sea
n = (ny,...,nk), k grupos con sus respectivas observaciones z™ = (xl I i

ahora tomemos la razon de probabilidades (conjuntas) mediante:
Zn:;:— conmeGt k=1,2,.... (3.1)

Como existe al menos un x € X tal que fy,(z) # fo, (x) entonces:
Py (Zn=1) <1 (3.2)
Definamos una funcién g que depende de z mediante:
g(z) = min{l, N1z}, z € RT. (3.3)
Vamos a trabajar con las funciones V. (2.49), para lo cual se formardn unas nuevas
funciones llamadas UY', inductivamente por medio de la dimensién r de n .
Primero témese r = N entonces n € GV, se sabe que:

VN o= 1,

= ml,n{>\of67', >\1fin}

= mfﬂ {)\0, Alf—ln}f(?
o

VY = g(Za) f7 (3.4)
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PROBABILIDADES

Ahora para n € GV sea

i3

Parar =N —1 y n € GV véase (2.40):

mi

=

s Y am Y Vv

meg x%ﬂ)

min < min {\o 3", M f1*}, Cfy + quZV(ﬁ,m)

meg x(m)

min mm{)\g,/\l n}, c+2qmz (;ZHM) Jo'

meg (m)

min 'n 5 C"’ZQmZ ('n,m)fo ( 'rgl)) f(;?‘

meg (m)

min ¢ g(Z,), ¢+ Z Gm Z U{,Vlvm)(Z(n,m)fom(x%“) fo"

meg x%n)

Ahora tomemos en cuenta que para n € GN¥7! el vector (n,m) € GV entonces:

N—-1 n;

T fou(e) T (o)

i=1j
N—1 n;

Ilnmmnﬁmww

=1 j=

Z(nm)

fo. (z fel( )
Hf90 N fe ( )
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Donde f" (x%n )) para i = 0, 1 es, respectivamente, la funcion de probabilidad conjunta
aplicada a los elementos del 1ltimo grupo de tamano m. Ahora sustituyendo esta tltima

igualdad en V,iv con n € GV~ anterior se tiene:

VY = mind gz o+ 3 0 S (el (ZL())) ;

meg  m) o (xm )

Ahora para n € GV7! sea

N _ f91 (l.%”))
U, (Z,) = min| g(Z ,c+quZf0 ! U(nm) Zn—"——==1¢. (3.7

(m)
meg L (m) fa (xm )
Por tanto
VN
V,{V = U,’X(Zn)fg‘ = U,JLV(Zn) = fin conn e gh-!
0

Con base en los pasos anteriores podemos relacionar las funciones UY(Z,), n € G" en

general para 1 < r < N como:
UN(Zyp) = 2= conneg’ (3.8)

Donde éstas por definicion son:

UN(Z,) = min{ g(Z,), ¢+ Z Um Z fi (x " nm) (ZnM> (3.9)

meg (m féﬂ; (:C%n)>

Se observa explicitamente, en esta tltima relacién que las funciones dependen de la razon

de probabilidades Z,, (3.1).

Ahora vamos a formar una sucesion de funciones llamadas p; de la siguiente manera:

po(2) = g(2) (3.10)
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y recursivamente para k=1,2, ...

(m)
pe(z) = min< g(z c—l—quZpk 1( — >> (2l

meg £lm)
- (m)
m Xmm
pi(z) = mfﬂ{9(2)75+mE€gCImanPk1<Z%>}- (3.11)

Se puede demostrar facilmente que la sucesién {px(2)}r es decreciente para una z fija y
no negativa (z > 0); entonces esta sucesién es acotada; por tanto es convergente para

cada z € R™". Sea por definicién,

p(z) = lim pi(2). (3.12)

Ahora tomando el limite a la ecuacién (3.11), cuando k — oo se obtiene:

(m)
p(z) = min { ,C+ Z qmEoyp < (X )> } (3.13)

meg fO (X#”m) )

Esta ecuacién es llamada la ecuacidn de la programacion dindmica (o ecuacién de Bellman).

Con (3.10) y (3.11) se define una sucesién cuyos elementos dependen tinicamente de
z. En particular para el caso truncado (n € GV) y utilizando las definiciones (3.5), (3.7)
y (3.9), se puede ver facilmente que se obtienen N de elementos de la sucesién py, los

cuales dependen de la razén de probabilidades Z,,, a saber:
p0(Zy) = UN(Z,) conmnegV
p(Zn) = UN(Z,) connegh!

or(Zn) = UN(Z,) conmeGN*

on-1(Zn) = UN(Z,) conmegG
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Naturalmente:

Un(Zn) = lim UN(Z,) = Am py_(Zn) = p(Zn) conm € G". (3.14)
— 00

N—o0

Por otro lado, de la seccién anterior se sabe, por (2.59), que:

Vo, = lim V,iv .
N—oo
entonces
VN Va
Uy, = lim U) = lim -2 = -". (3.15)
N—oo N—oo 61 fgz

Ahora escribamos la regla de paro 6ptima * de las ecuaciones (2.75) en términos de

lo anterior.

g o= I
{

meg
=1 3.16)
9(Zn) < e+ X gmEeyp ZM (
"= meg " 0 nfén(xgnm))

Analicemos ahora las caracteristicas de las funciones que ocurren en la desigualdad:

o) < a+zqueop(z%> (317)

meg

ln S Ef(‘)n“' Z qm Z ‘/(n,m)}
L)
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Lema 7.

Las funciones py(z) definidas en (3.10)-(3.11) y la funcion p(z) (3.13)

todas poseen las siguientes propiedades:

a) pi(0) = p(0) = 0;
b) son cdncavas y continuas para todo z € [0,00);

c) son crecientes en el intervalo [0,00); y

d) lim p(2) = lim p(z) = Ao.
Z—00 Z—00

Demostracién

a) El hecho de que pi(0) =0 VEk > 0 es facilmente demostrable por induccién. Por
tanto p(0) = lim p(0) = 0.
k—o0

b) Demostremos también por induccién que pg(z) son concavas.
Para k=0
po(z) = g(z) es comcava por ser el minimo de dos funciones céncavas (en este caso
en particular funciones lineales).

Sea n € N fijo supongamos que pi(z) es céncava para toda k < n,
s (x5)
s (x57)
En efecto, por hipdtesis sabemos que py(z) es concava para toda k < n, esto es por

Ahora demostraremos que las funciones Fy, py (z son concavas V k < n.

definicion:
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V21,29 € [0,00) y Vo € [0, 1],

app(z1) + (1 — a)pr(z2) < pg (az1 + (1 — a)z2>.

S lor 25" cualqui :
€a un valor rm, © cualqulera, entonces:

?%wg”)> ( ?%w%”)>
app | == | + (L —a)pr | 22—~
k( () AR

Esta desigualdad se cumple para cualquiera %(7121 )

Z Qpy (Zl—f[}’(izn)) ) 1o (1'5721)) + %(1 — Q) pg <22—j%n Eign);) 6"(557(7’?))

, entonces:

m x%n)
< Zpk ((Oézl + (1 — &)ZQ)%) f?(ﬁ@)

Por definicién y propiedades del valor esperado, se obtiene:

fr (i) fr (i)
aFg, py, (Zlm + (1 — ) Egy pi Z2m
f?(Xﬂ@))‘

Sﬁhpk<ﬁwl+(l—60@>

fr (X"
: 7 (x5m) )
.. las funciones Ejg, py, ZW son céncavas V k < n. Entonces por (3.11) p,11
0 m

es el minimo entre una funcién céncava g(z) y una suma de funciones céncavas [14].
Por tanto p,.1 es también concava.

De lo cual pi(z) es céncava para toda k € IN
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El limite puntual de una sucesién de funciones céncavas es una funcién coéncava
[14], asi que p(z) = klim pr(z) es también concava.

— 00
Como pr(2) > 0, p(z) > 0 (éste por ser el limite de funciones no negativas) y

ademds todas son concavas, entonces V k px(z), p(z) son continuas en (0, 00).

De (a) se sabe que pi(0) = 0 para toda k > 0, ahora para k fija se sabe que:

IN

9(2)

= lim suppp(z) < lim g(z) =0

z2—0t 2z—0t

Pr(2)

Por otro lado pg(z) > 0, asi que lim pg(2) = 0 = px(0).

2—0t

Por tanto pi(z) es continua en 0, para toda k > 0.
Andlogamente p(z) < g(z) — 0 = p(0), cuando z — 0.

Por lo tanto las funciones pg(z), p(z) son continuas en [0, 00).

¢) También demostremos por induccién que py son crecientes.
Para k = 0,

po(z) = min{A\g, A1z} es creciente.

Sea n un numero natural fijo supongamos que pi(z) es creciente para toda k < n.
De lo cual y por (3.11) p,+1(z) es el minimo entre dos funciones crecientes. Por
tanto p,41(2) es creciente.

El limite puntual de funciones crecientes es también creciente, por tal p(z) es cre-
ciente.

Por lo tanto las funciones pi(z), p(z) son crecientes en el intervalo [0, 00).

d) Por las propiedades anteriores y utilizando, nuevamente, inducciéon demostraremos
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que: lim pg(z) = Ao Yk > 0.
Z—r00
Nétese primero que: lim g(z) = lim (min{Xo, \1z}) = Xo.
Z—r00 Z—00
Para k =0,

lim po(z) = lim g(2) = Ao.

Z—00 Z—00
Ahora sea n € N fijo, supongamos que lim pg(z) = A\ para toda k < n. Entonces
Z—00

Pn+1(2) se define:

Pn+1(2’) = mfn{g(z)76+zqueopn<Zf1 (Xm ))}

meg f6n (XT(nm) )

Tomando el limite a ésta ecuacién cuando z — oo:

, [ _ fir ()
lim Pn 1(2) = lim [mln {g(Z),c—l— QmEO Pn (Z—m
Z2—00 + 2—00 T;g 0 f(gn (Xm ))

= min {/\0,6 + /\0}

Por tanto V k£ > 0, lim pg(z) = Ao.

Z—00

Por c) el limite lim p(z) = X existe. Ahora pasando al limite en la ecuacién (3.13),
Z—00

cuando z — oo se tiene:

m( y(m)

meg 0
=
A = min{\,c+ A} (3.18)
y como ¢ > 0 entonces ¢ + A > A. De lo cual

A= X
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Por lo tanto:

lim p(z) = X\o

Z—00

Definamos ahora la funcién h mediante:

fF(Xr%m))>
h(z) = mPo,p| 2———== 3.19
(2) mzegq p( ) (3.19)

Con base en el Lema 7, esta funcién estd definida para toda z € [0, 00) y tiene las mismas

caracteristicas de la funcién p(z), a saber:
(1) h(0)=0 y Um h(z) = Ap;
Z—00
(2) h(z) es céncava y continua en el intervalo [0, 00) y

(3) h(z) es creciente en [0, c0).

R

h(z)

Mo Ao
z
0
Figura 3.1: Funcién h(z)
Entonces (3.17) se puede reescribir como:
g(z) < ¢+ h(2) (3.20)
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Ahora trabajemos con la funcién g(z) = min {\g, A1z}, para esto sea:

AN

(3.21)
g(z) es una funcién definida para todo z € [0,00) y con las siguientes caracteristicas:

(1) g(2) es continua, en [0, 00);

(2) 9(0)=0 'y g(A) =X

(3) Siz < Aentonces \jz < Ay, = g(z) =Nz

Por tanto, si z € [0,\), g(z) es una recta con pendiente positiva A;;

(4) Siz> Xentonces \g < A1z, = g¢g(z) = \o.

Por tanto, si z € [\, 00), ¢g(z) es una recta horizontal con valor A;

(5) Finalmente: lim g(z) = Ao.

Z—00

D

Figura 3.2: Funcion ¢(z)

Ahora vamos a analizar conjuntamente las funciones g(z) y h(z), para lo cual primero:
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Lema 8.

Si z € [0,00) entonces h(z) < g(z).

Demostracién:

Dada la desigualdad de Jensen Ep(X) < p(EX) con p céncava, sea z € [0,00) fija,

fir(X) A (X6)
o (Zf}mnm» P\ G (i)

entonces:

IN

Esta desigualdad se tiene para cualquier z € [0, 00) fija entonces ahora:

(m)

meg f(] (Xinm)) meg
= p(z)
< g(2).
h(z) < g(z) para toda z € [0, 00). u
Sea la funcién D donde:
D(z) = g(z)— h(2). (3.22)
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R

(=)
N Lo 7

Reh(z)

0 A=30

A1

Figura 3.3:

Utilizando la definicién de g(z) se tiene que:

Mz —h(z), siz<N\

D(z) =
X —h(z), siz>A

Con base en las propiedades de g y h, la funciéon D hereda las siguientes propiedades:

(véase 3.4)
(1) D(z) estd definida para todo z € [0,00) y es continua para toda z;
(2) Por Lema 8, D(z) >0 Vz e [0,00);
(3) D(0)=0y Zlinolo D(z) = 0.

(4) En cada intervalo [0, A\] y [A, 00) por separado D(z) es convexa.
Porque en cada intervalo se tiene la suma de dos funciones convexas, una lineal g(z)

y otra convexa —h(z).
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(5) Siz < A entonces D(z) es creciente.

z
Debido a que, dados 0 < 21 < z5 < A, entonces 0 < 2.
22

Se puede escribir a z; como una combinacion de z9 y 0.

2122224- (1—2)0
z9 Z9

Dado que D(z) es convexa en el intervalo [0, \), entonces

D(x) = D (ﬁ@ +(1- ﬁ)o)

zZ2 22
21 Z1
< = - <
< ZD(=)+ (1 Z)D(O) < D(2)

21 < 29 = D(Zl) < D(ZQ)

(6) Siz> X entonces D(z) es decreciente.

Esto es porque, dados A < 27 < z3 y como h(z) es creciente, entonces:

h(z1) < h(z)
= —h(z1) > —h(z)
S do—h(z1) > Ao —h(z)
= D(z1) > D(z9)

(7) Con base en (5) y (6), D(z) tiene un valor méximo en el punto z = A, i. e. D(A) es

méaximo. De lo cual, la imagen de D(z) es [0, D(N)].
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Figura 3.4: Funcién D(z)

Sabemos que 0 < ¢ , definido en (1.17), es el costo promedio de un grupo, entonces
éste valor comparado con el valor maximo de D(z) tiene tres opciones, a saber: ¢ < D(\),
¢ = D(\) y¢> D()\) (véase graficas 3.5, 3.1). Por el momento sélo nos enfocaremos en

el primer caso, los otros dos casos seran analizados posteriormente.

Figura 3.5: ¢ < D(\)
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PROBABILIDADES
R R
E=D\) D) 1
f Z f Z
0 A 0 A
Figura 3.6: ¢ = D(\) Figura 3.7: ¢ > D()\)
Lema 9.

Si 0 << D(X\) entonces existen unicos A y B tales que:

D(A)=¢ con A€ (0,)) y; (3.23)

D(B)=7¢ con B € (A 00). (3.24)

Demostracién
Sabemos que D es una funcién creciente en el intervalo [0, A), D()A) es maximo, y por
hipédtesis 0 < ¢ < D(\) (véase figura 3.5). Entonces por continuidad de D existe un punto
A €1]0,) tal que D(A) = €. Sin embargo A # 0 porque si A = 0 entonces D(0) =0 =G,

contradicciéon porque 0 < €. Por tanto A € (0, \).
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Ahora se sabe que D es decreciente en el intervalo [A\,00) y ¢ < D()A). También
sabemos que lim D(z) = 0, entonces existe z € [\, 00) tal que D(z) < @ De aqui se
Z—00
tiene:

D(z) << D()\)

Entonces, por la continuidad de D se tiene que existe B € [\, 00) tal que D(B) = ¢y
A< B<z<oo.

De lo anterior se concluye que existen 0 < A < A < B < oo tales que

D(A) = D(B) ==

Ahora demostraremos que dichos puntos A y B son unicos cada uno en su intervalo.
En efecto, supongamos que existe otro A" € (0, A) con D(A’) =¢ y tal que A’ # A.
A/

Supongamos que A’ < A, Sabemos que A" # 0y A # 0 entonces tomemos 0 < 5 < 1.

Sea

A= () (-4

Sabemos que D(z) es convexa en el intervalo [0, \), entonces
D(A) = D ((%/)/H (1 - %)0)
- (o (1-2)o0

AN _

< (3)

A ,
Por tanto ¢ < i ¢ ademés ¢ # 0. Lo cual es una contradiccién porque 0 < AZ < 1.
Entonces A" = A
Si A < A’ se procede andlogamente intercambiando dichas constantes. Por lo tanto el

punto A es tnico.
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Ahora supongamos que existe otro punto B’ € (A, 00) tal que D(B') =¢y B’ # B.
Supongamos que B’ < B (si B < B’ se procede igual intercambiando B por B’ y
viceversa).

Se sabe que 3 z > B tal que D(z) < ¢ entonces se tiene B’ < B < z con base en esto

tomemos las siguientes proporciones sean:

z—B S - )_B—B’
z— B Oé_z—B’

=

donde 0 < a <1 entonces se puede escribir:

z—B ,+B—B’
z— B z—B’Z

- o) - (R (E2E))

Como D es convexa en el intervalo [\, 00), entonces

B =

z— B B—- B
D(B ( )D B ( )D
(B) < (F=5)pB)+ (S5 )DC2)
z—B B—- B
c < c D
~ < (=)o (Fom)Pe)
B - B B—- B
c <
(z—B’)C = <Z—B’)D<Z)
= ¢ < D(z).
Lo cual es una contradiccién porque D(z) < €.
Entonces B’ = B y por lo tanto el punto B es tinico. [ ]

En el lema 9 se demuestra la existencia de un unico A € (0, \) tal que:

¢ = D(A)=g(A) - h(4)
= g(A) = c+h(A). (3.25)
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Andlogamente existe un tinico B € (A, 00) tal que:

g(B) = ¢+ h(B). (3.26)
R
c+ h(z
U (2)
Do omm-emooees —
a8 ~-a()
—— z
0 A XN B
Figura 3.8

Lema 10.

Si A y B cumplen las ecuaciones (3.25) y (3.26), entonces

A< z< B siy solamente si g(z) > ¢+ h(z). (3.27)

Demostracion:

Necesidad:
Size (AN entonces A<z< A = D(A) < D(z) porque D(z) es creciente y A es

Unico.
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De aqui se sigue que ¢ < g(z) —h(z) vy por tanto ¢+ h(z) < g(2).

De la misma manera se tiene que si z € [\, B) entonces A < z < B, como D es
decreciente entonces D(B) < D(z) sin embargo ser B tnico entonces D(B) < D(z). De
lo cual ¢+ h(2) < g(2).

Por tanto:

si z € (A, B) entonces ¢+ h(z) < g(2).

Suficiencia:
Por otro lado si z € [0, A] entonces podemos escribir a este punto de la forma z = (1—a)A
con 0 < a < 1. Se sabe que h(0) = 0, entonces tomemos el segmento que va de 0 a z,

como h(z) es concava entonces:

h(z) = h((1 - a)A) > (1 - a)h(A) = (1 —a) (g(A) - z)
De lo cual

¢+ h(z)

Vv

e+ (1-a) (g(A) —a)
= ac+ (1 —a)g(A)
(1= a)g(4) = g((1 = a)4) = g(2)

v

si z € [0, A] entonces ¢+ h(z) > g(2).

Sea ahora z € [B,00), entonces B < z. Como h es creciente y céncava, entonces
h(B)<h(z) = 0<h(z)—h(B) = X <h(z)—h(B)+ X

Por propiedades de la funcién g sabemos que g(B) = Ay = ¢(2), ya que A < B < z.
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Entonces sustituyendo en la ecuacion anterior:

~— ~~

si z € [B,o0) entonces ¢+ h(z) > g(2).

Por lo tanto, si z ¢ (A, B) entonces g(z) % ¢+ h(z). u

Con base en el lema anterior 10, se obtiene su equivalente:
z ¢ (A, B) & g(z) < ¢+ h(z) (3.28)

con ciertas constantes A, B tales que 0 < A < B < o0 y, respectivamente, cumplen las
ecuaciones (3.25) y (3.26). No olvidemos que dichas constantes A y B existen bajo la

hipétesis de que h(A\) < Ag — €. Por lo cual la expresion (3.16) se reescribe como:

Yn =11y eam) (3.29)

Reescribiendo ahora la regla de decisién ¢* se tiene:

On = ITprosransm

=1 X AT
A=

ez
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Como para aplicar la regla de decision ¢*, se necesita primero haber aplicado la regla
de paro ¥*, y si el hecho que define a dicha regla ya sucedié (Zn ¢ (A, B)), entonces la

regla de decision se convierte en:

¢y, = <z, (3.30)

Entonces como A < 3\\—(1) < B, resulta que la prueba secuencial 6ptima termina en el

momento en el que Z,, ¢ (A, B).

Hasta este momento hemos reescrito las componentes (2.75) de la prueba (¢*, ¢*) en

términos de la razon de probabilidades Z,, como:

Yy = Iiz,¢(4,B)} (3.31)
¢:1, - I{ZnZB}

para ciertas constantes A, B tales que 0 < A < i—(l’ < B < oo y bajo el hecho de que

h(\) < Ao —¢. Rechazando Hy si Z,, > By aceptéandola si Z,, < A. Donde las constantes

Ay B se determinan a través de las ecuaciones:

. i ()
g(A) - +mZGQQmE00 (Af (X(m)) (332>

m (m)
g(B) = E+quE90p(Bw>. (3.33)

meg
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Teorema 6.

Dada la prueba secuencial (V*,¢*) cuyas respectivas componentes
estan definidas en (3.31), con A y B definidas en (3.32) y (3.33).

Entonces para cualquier prueba (¢, ¢) tal que

a(,d) < a(@”,¢%), By, ¢) <y, ¢7)

Se cumple:

K(y) =2 K(¥7).

Demostracién

En el teorema 5 se demostré que la prueba secuencial (¢*, ¢*) es éptima en el sentido
de que minimiza el costo del experimento. Donde las componentes de la prueba estan
determinadas por las ecuaciones (2.75). Pero dichas ecuaciones, en esta seccién, fueron
reescritas por las relaciones en (3.31) en las cuales se tienen ciertas constantes A y B,
que son el resultado de laas ecuaciones (3.32) y (3.33). Aunque cabe mencionar que la
existencia de dichas constantes estd sujeto a la condicién 0 < ¢ < D(A) o su equivalente

h(Xo) < Ao — €. Por tanto, para esta nueva reescritura la prueba (1)*, ¢*) es 6ptima.

La prueba secuencial (¢*;¢*) con sus correspondientes componentes previamente
definidas, es un caso particular de la prueba secuencial conocida como Prueba Secuencial
Aleatoria de la Razdn de Probabilidades o (RSPRT). La prueba RSPRT sera trabajada

con mas detalle en la subsiguiente. La prueba (¢*, ¢*) es particular porque ella éptima
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ciertas constantes dadas !, a diferencia de la RSPRT que es 6ptima para cualesquiera
constantes.
Finalmente para esta prueba (¢*,¢*), caso particular de la RSPRT, tomemos su

tiempo de paro asociado. Sea
7" = min {k L Z, ¢ (A, B)} (3.34)

Este tiempo de paro tiene el mismo sentido practico que el trabajado en [10] (pagina 434).
Dicho tiempo esta directamente asociado a la regla de paro ¥*, debido a que cuando ella

para (Zn ¢ (A, B)) se tendrd un tiempo de paro éptimo 2.

3.2. Una prueba secuencial trivial

Todo lo anterior se trabaja cuando se tiene un experimento el cual por lo menos tiene
una observacién (o dato), porque con base en dicho dato se comienza el andlisis secuencial
(regla de paro, regla de decision, etcétera). Sin embargo todo el andlisis anterior podria

conllevar a mejores resultados jsin observar ningtn dato!

Existe una prueba secuencial que no necesita de datos para ser realizada, esta prueba

es conocida como la Prueba Secuencial Trivial, en esta seccién analizaremos a esta pareja.

Sea (1o, ¢o) la prueba secuencial trivial, la cual no necesita de ningtin dato para apli-

carse. Debido a ello la “funcién de paro” es siempre uno (¢y = 1), ya que el experimento

ICuya estructura ha sido determinada.

20 un minimo de grupos observados en el experimento.
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se detiene antes del primer paso, cuando no hay datos. Analicemos ahora la funcién de

decision ¢y, para esto témese la funcion de Lagrange aplicada a la prueba trivial, entonces:

LYo, 00) = K1)+ Xoa(tho, do) + M B(vo, ¢o)- (3.35)

Como no hay observaciones en el experimento entonces el costo de éste sera nulo (K (o) =

O), de lo cual

L(¢0> ¢0) = )\004(1&0, ¢U> + )‘15(%7 ¢0) (336)

Esta ecuacion solamente trabaja con las probabilidades de los errores tipo I y tipo II, y

con sus respectivos pesos (A, A1) en la prueba.

Si la decision final es aceptar la hipdtesis nula Hy ((;50 = 0), entonces la probabilidad
de rechazar Hj siendo ésta verdadera es nula, esto es a(tg, ¢g) = 0. Y la probabilidad de
aceptar Hy, siendo ésta falsa, vale uno, de lo cual (v, ¢9) = 1. Por tanto, la funcién de

Lagrange resulta:

Ao (Yo, do) + M B(Yo, do) = M (3.37)

Analogamente, si la decision final es rechazar la hipdtesis nula H (¢0 = 1), entonces la
probabilidad de rechazar H, siendo ésta verdadera, es uno (a(lpo, ¢o) = 1), y B(o, o) =

0 y por tanto:

Ao (Yo, do) + MB(Yo, 00) = Ao (3.38)
En resumen
1, si )\() S )\1; Oa si )\O S )\1;
04(1/107%) = 5(1/107%) =
0, si Ao > AL 1, si Ao > A1
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Con base en (3.37) y (3.38) se sigue que:

H;)gl’l L(¢0, ¢0> = min {)\0, )\1}
= Xoa(thy, o) + A1 B(tho, do) (3.39)

De donde la regla de decision resulta:

¢o = Ing<i}

Utilizando la definicién (3.3) de la funcién g se tiene que

g9(1) = L(to, do) (3.40)

Este valor de la funciéon de Lagrange (L(wo,cﬁo)) es minimo, debido a que no hay
datos, comparado con el valor minimo de la funcién de Lagrange (L(w*, gb*)) cuando se
tiene por lo menos una observacién, y este ultimo valor ya lo calculamos en el proceso

anterior (teorema 4 (2.64), tomando en cuenta que L(¢)*) = L(¢*, ¢*)). De lo cual:

L") = e+ 4y Va

neg Al

= ¢+ Z dn Z Un(Zn)fSL
neg xm

= T+ )y fio(Zy)
neg "

= e+ h(1)

IV

L(tho, ¢o) = g(1)

Esto es, g(1) < ¢+ h(1). Ya que la funcién de Lagrange aplicada a la prueba secuencial
trivial cuando no se tienen datos es menor a la funcién de Lagrange aplicada a la prueba
optima cuando se tiene al menos un dato. Entonces utilizando la definicién de la funcién
h en la ecuacion anterior, se tiene que:

_ 1 (X)
9(1) < Hﬂ;gqueop(fgL(X&m)) (3.41)
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Con base en el lema 10 (3.27) la desigualdad anterior significa que 1 ¢ (A, B). Entonces
una prueba secuencial que conlleva también a un costo minimo y no necesita de observa-

ciones para ser realizada, es la prueba secuencial trivial (i, ¢¢) donde:

(o
®o = Ing<i}-

L,
(3.42)

Para NO encontrarnos en el caso de trabajar con dicha prueba trivial (¢, ¢g) es nece-
sario que se tenga la condicion 1 ¢ (A, B). Asi que solamente en el caso A < 1 < B
la prueba secuencial 6ptima tiene un sentido practico, ya que en caso contrario con la
prueba trivial se obtienen mejores resultados.

Los casos “limite” cuando 1 = A < B o A < B = 1 pueden ser incluidos en consideracién,
por lo menos para fines tedricos, ya que en este caso la prueba trivial da exactamente lo

mismo que la RSPRT y no algo mejor.

Recordemos que para la existencia de las contantes A y B éstas estan sujetas a la
condicién 0 < ¢ < D(A) (Lema 9). En los casos en los que dicha condicién no se cumpla,
i. e. cuando ¢ > D()), la funcién g(z) es siempre menor (o igual) a la funcién ¢+ h(z),
y se tendra que para toda z € [0,00), g(2) < ¢+ h(z) (véanse figuras 3.6, 3.7). Entonces,
en particular g(1) < ¢+ h(1), lo cual significa que la prueba secuencial trivial cuando no
se toman observaciones es mejor comparada con la prueba que almenos toma una obser-
vacion. Por tanto, la prueba secuencial éptima que se trabajara serd la prueba secuencial

trivial (g, ¢o), ya que ésta nos lleva a mejores resultados en estos casos.
Hasta este momento hemos demostrado por completo que la prueba secuencial (¢*, ¢*)

es 6ptima, con unas contantes A y B especificas. En lo subsiguiente se demostrara la

optimalidad de la RSPRT para cualesquiera constantes A y B.
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3.3. Optimalidad de la RSPRT

A partir de nuestra prueba éptima (1)*, ¢*) se obtienen las contantes particulares A y
B que resultan de las ecuaciones (3.32) y (3.33). Una pregunta ahora seria, jel reciproco
también se sigue?, esto es jpara cualesquiera constantes A y B, la RSPRT serd 6ptima?
Aunque esta pregunta es verosimil porque que para cualesquiera constantes A y B tales
que 0 < A < B < oo pueden existir otras constantes ¢, Ao, y A; con las cuales L(1)) es
minimizada por la prueba RSPRT, ya que sélo hay dos restricciones por cumplir (3.32),
(3.33) y las variables son tres: ¢, Ag y A;. El teorema que formaliza lo anterior es el sigu-

iente:

Teorema 7.

Sean A, B dos constantes tales que 0 < A < B < 00 y sea (*, ¢*)
una prueba RSPRT, cuyas componentes estan definidas en (3.31).
Entonces existen \g > 0, Ay > 0 tales que para cualquier prueba

secuencial (1, ¢) se tiene:

K(¥) + Moa(, ¢) + MB(, ¢) = K(¥7) + Aoa(™, ¢) + M B(Y", ¢7)
(3.43)

Observacion: Noétese que este teorema establece la optimalidad de la prueba (¢*, ¢*)
en el mismo sentido del teorema 4, salvo que en el primero se parte de dos constantes

cualesquiera. En el teorema 4 se trabaja con L(1)*) que contiene implicitamente a ¢* de
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la siguiente manera:

L, ¢") = L(¢) > L(¥") = L(¢", ¢")

La demostracién de la existencia de Ay y A; tales que conllevan a la optimalidad de
la prueba (¢*, ¢*) puede ser revisada en [12] paginas 309-313. Dicha demostracion es un
resultado clasico en el campo del analisis secuencial, ésta fue publicada en el trabajo de
Lehmann en 1959 [7]. Este resultado, en dicho trabajo, no es muy entendible, incluso
algunos otros autores cuando la utilizan hacen referencia directa al trabajo de Lehmann,
sin volver a escribir la demostracion. Cabe mencionar que tal demostracién tiene un estilo
Bayesiano, mas en el trabajo [12] el estilo es mds acorde al nuestro. Por la extensién de
la demostracién y la semejanza con nuestro trabajo ella sera sélo referida debido a que
en el trabajo citado si se presenta la demostracién completa, y es entendible. Por lo cual

nos es pertinente sélo hacer la referencia.

La prueba (¢*, ¢*) del teorema anterior es conocida como la Prueba Secuencial
Aleatoria de la Razén de Probabilidades o RSPRT (por sus siglas en inglés, véase
[10]). Se ha demostrado que la RSPRT en un experimento secuencial conlleva a una
funcion de Lagrange minima y por tal a un costo minimo. Por tanto ella es éptima. El
siguiente teorema establece la optimalidad con respecto al costo bajo cualquier parametro

(90 (0] 91)
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Teorema 8.

Sean A, B dos constantes tales que 0 < A < B < 00 y sea (", ¢*)
una prueba RSPRT, cuyas componentes estin dadas por (3.31).

Entonces para cualquier prueba secuencial (1, ¢) tal que:

a(,9) <a(Y’0%) y B, ¢) < B, ¢7) (3.44)

se tiene:
K(0o;v) > K(00;v")  y K(01;¢) > K(01;97). (3.45)

la desigualdades en (3.45) son estrictas si es estricta, por lo menos,

una de las desigualdades de (3.44).

Demostracién:

Puede observarse que la primera desigualdad de (3.45) (K (6o;¢) > K(6p;¢*)) es
consecuencia del teorema 7 (3.43) y del teorema 1. Porque el primero establece que la
prueba (¢*, ¢*) minimiza la funcién de Lagrange para cualesquiera constantes A y B,
y el segundo establece que cualquier prueba que tenga una funcién de Lagrange menor
con las cotas establecidas en (3.44) conlleva a un costo minimo. Por lo tanto la prueba

(¢*, »*) minimiza el costo bajo del experimento bajo el pardmetro 6.

Ahora sélo nos concretaremos a la demostracion de K(6;¢) > K(0;9*), para

cualquier prueba secuencial (¢, ¢) con a(i, ¢) < a(v*,¢*) v B(, d) < B(Y*, ¢*).

95



CAPf’TULO 3. LA PRUEBA SECUENCIAL ALEATORIA DE LA
RAZON DE PROBABILIDADES (RSPRT)

La demostracion de este hecho es hacer exactamente todo el procedimiento anterior
hasta la demostracion del teorema 6, salvo por la parte que el pardmetro utilizado en
todo el proceso fue 6y y ahora el parametro a utilizar es ;. Como dichos parametros
son intercambiables 3 entonces podemos decir que el anterior procedimiento puede volver
a ser aplicado, conllevando a los mismo resultados. Por tanto se cumplird la segunda
desigualdad de (3.45). A continuacién sélo marcaremos los puntos importantes para los

cuales se trabajara con el pardmetro 6;.

1. El experimento es el mismo, con las mismas observaciones, tamanos de grupos, y

sus respectivas variables aleatorias X 1(1'1), XQ(V"’) X ,i"’“), o

2. Se tiene una prueba de hipétesis  donde:
H):0=0, wvs. Hj:6=6,.
3. Las reglas de paro v se definen igual que en la definicién 1 y tienen la misma
aplicacién: para k > 0 con n € G,

= Si v, = 0, continua;

= Si, =1, para.

Como 9 es la misma, las funciéon que dependen de v también se definen igual tal

son los casos de 7Y, s¥ y t¥.

4. Por su parte, la regla de decisién ¢ si tiene la misma definicién, mas una inter-

pretacion diferente. A saber:

3Bajo sus respectivos ajustes.
436lo se hace un intercambio de pardmetros.
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» Si ¢, =0, se acepta H|, (0,);
» Si ¢, =1, a favor de Hy (6p).
Para relacionar estas nuevas funciones de decision ¢ con las anteriores se tomara en

este contexto una regla de decisiéon 1—¢ donde 1—¢,, tienen la misma interpretacion

del caso anterior.

. Entonces, la definicién de prueba secuencial en este contexto serd la pareja (¢, 1 —¢).

La cual resulta la misma que la establecida en la definicién 5.

. La probabilidad de que el tiempo de paro (7¥) se detenga en un tiempo k dada en
la ecuacién (1.6) trabajaba con el parametro @ libre, y no dependia de la regla de

decision, por tal dicha ecuacién se trabaja ahora con 6.

. Analogamente, la clase ¥y se puede trabajar con el parametro ;. Se tendra la clase
Uy

1

. También cambian las definiciones de las probabilidades de error tipo I y II. En este

contexto se tiene:
o/ (1,1 — ¢) = Py, (vechazar Hy) y B'(¢,1— ¢) = Py, (aceptar H)) (3.46)
Se puede deducir facilmente que

(i, 1=¢) =B, 0) v B, 1-0)=al),e).

. El costo del experimento también tenia el pardametro # libre y no depende de la
regla de decisién, por tal se tiene la misma relacién dada en (1.22), pero ahora con

6. Esto es:

K(01;0) = Z Z Gn c(n) Ep 8% + Ejp, <c(1/°°)I{T¢:oo}).

k=1 negk
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10. Ahora, el problema de optimizacion bajo la funcién de Lagrange es:
L;1=¢) = K(0i;9)+ N (¥, 1= ¢) + XN f'(¥, 1 - 9).
= K(0u:9) + 81, ¢) + Ny, ).

Obsérvese que esta funcién es semejante a nuestra funciéon de Lagrange anterior,

salvo por el costo y el orden de los pesos en las probabilidades de error.

11. Por tanto, todos los teoremas y lemas del capitulo 2 se aplican nuevamente a las

nuevas relaciones, con sus respectivos ajustes.

12. En este nuevo contexto, la razén aleatoria de probabilidades se toma:

"M

13. Se tiene las constantes A y B que resultan de la ecuaciones (3.32) y (3.33), con base

en éstas se determinan nuevas constantes A" = % y B = % obteniendo la condicién

de paro como ZJ, ¢ (A’, B') que equivale a Z,, ¢ (B™*,A™).

14. Por lo cual la regla de paro que conlleva a un costo 6ptimo serd aquella cuyas

componentes tengan la estructura:
S -7
¥n {zne-14-1} ~ {zagan)}
la cual es exactamente la misma a la dada en (3.29).
15. Sin embargo para nuestro caso la regla de decisiéon tendra la estructura:
L—dp=1- I{Z;lefl} - [{Z;I<A*1} - I{Zn>A}

Sin embargo recordemos que para aplicar la regla de decision, previamente se ha

cumplido la regla de paro. Por lo cual se tiene que Z,, ¢ (A, B) y Z,, > A, de donde
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el evento anterior es equivalente a Z,, > B. Entonces

L=on =11, )
la cual es exactamente la regla de decisién definida en (3.30).

16. Por ultimo, nuevamente se aplican los teoremas 8 y 1 a nuestro contexto y por
lo tanto la prueba éptima cuyas componentes estan definidas en (3.31) conlleva

también a que K(01;1) > K(01;v*), para cualquier prueba secuencial (¢, ¢) con
a(y,d) < a(d*,0%) y B, ¢) < B, ¢).

El teorema anterior ha demostrado que la prueba RSPRT es éptima en el sentido
de que bajo su estructura se minimiza el costo de un experimento con observaciones
independientes las cuales vienen en grupos de tamano aleatorio. El costo es minimo con

cualquier parametro establecido en la prueba de hipdtesis simple.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS.

Durante la segunda guerra mundial ! alrededor de 1940, Abraham Wald desarrollé un
método diferente para problemas de pruebas de hipdtesis simples, con observaciones in-
dependientes [20]. En su trabajo, Wald utilizé la prueba secuencial de la razén de pro-
babilidades (SPRT) para demostrar que el nimero promedio de observaciones en un ex-
perimento es mas pequeno comparado con cualquier otro método que use un tamano de
muestra fijo. Con base en dicho trabajo se ha desarrollado el campo de la estadistica
conocido andlisis secuencial. En este campo se han variado y creado nuevas hipotesis,

condiciones, y elementos del trabajo de Wald para la optimizacion de pruebas.

En el ano 2008 Nitis Mukhopadhyay y Basil de Silva [10] presentaron aplicaciones en
las cuales se tenian planes de muestreo aleatorizados, debido a que se tenian grupos de

observaciones de tamano aleatorio. En este trabajo, expusieron la prueba conocida como

11939-1945.
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RSPRT (modificacién de la SPRT) y dejaron preguntas abiertas sobre las propiedades
(e. g. optimalidad) de dicha prueba.

La investigacion previa nos dio contexto para nuestra exploracién, por el hecho de
tomar en cuenta grupos de observaciones cuyo tamano fuera aleatorio. Nuestro trabajo
encontré un procedimiento y demostro la optimalidad de éste en pruebas secuenciales
con grupos de tamano aleatorio. Este proceso puede ser aplicado tanto a un contexto
truncado (con un nimero fijo de etapas) como al caso no truncado; entonces se encon-
tré un procedimiento dptimo para ambos casos. Por tanto, el resultado principal de esta
investigacion es haber encontrado explicitamente un procedimiento optimo para
una distribucién dada, cuando los tamanos de los grupos no dependen de las observa-
ciones previas y cuando la distribucién de estos es fija. Con este procedimiento 6ptimo
se ha obtenido una base tedrica: para el desarrollo, salvo condiciones, de otros problemas
tratados previamente ([4], [10], [15]) en el anélisis secuencial; y para la extensién de la

teoria de los planes de muestreo aleatorizados éptimos.

Otro importante resultado, obtenido en nuestro trabajo, ha sido la demostracién de
que la prueba secuencial aleatoria de la Razdn de Probabilidades (RSPRT), propuesta en
el trabajo Mukhopadhyay et al [10], es 6ptima 2. En el sentido de que, ella minimiza
el costo promedio de un experimento secuencial, en el que se tienen grupos de tamano
aleatorio. Sin embargo, es importante senalar que para nuestro caso, las variables asocia-
das a los tamanos de los grupos, se suponen variables aleatorias discretas, que toman un
nimero finito de valores y son idénticamente distribuidas, a diferencia de la investigacién

anterior [/bid], en la cual no se tienen estos supuestos. Cabe mencionar, como otra de

2Bajo hip6tesis diferentes.
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las contribuciones de la presente investigacion, que el caso propuesto en la investigacién,
mencionada, con respecto a las distribuciones de los tamanos de los grupos, no conlle-
varda a un resultado optimo. Esto es, si se supone que los tamanos de los grupos tienen
diferente distribucion entonces la prueba RSPRT no conllevara a un costo minimo; nues-

tro trabajo da evidencia de este hecho.

Como futuras investigaciones se pueden analizar los mismos resultados con condiciones
mas generales como es el caso de suponer las observaciones como variables aleatorias con
distribuciones continuas. Mdas ain, ya se tiene una base tedrica para comenzar a trabajar
el caso cuando las variables de los tamaifios de los grupos no sean idénticamente distribui-
dos. Es decir, se puede ahora buscar un plan de muestreo aleatorizado éptimo.
También, como perspectiva, se tiene la busqueda de planes de muestreo 6ptimos en el
problema planteado por Cressie y Morgan [4], y Schmitz [15] sin que los tamanos de los

grupos dependan de las observaciones.

Otro punto a senalar de esta tesis es que el caso demostrado por el pionero del campo
Abraham Wald en el cual se toman observaciones de una en una, es un caso particular de
nuestro esquema en donde todos los grupos son de tamano uno. Asi mismo en alguna parte
del desarrollo de la investigacién se tuvieron resultados generales que no necesitaban de
la independencia de las observaciones, y estos procesos pudieran ayudar a investigaciones

futuras.

El desarrollo tedrico que le dimos al problema de optimizacién objeto de este trabajo,
es parecido a los pasos principales del desarrollo clasico para problemas de paro 6ptimo
(véase [3] y [16]). Sin embargo, no queda claro si la teoria clésica se pueda aplicar direc-

tamente a nuestro caso, donde las observaciones vienen en grupos de tamano aleatorio.
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Desde este punto de vista parece importante que los problemas de paro 6ptimo que vimos
en esta tesis pueden ser resueltos usando herramientas bastante bésicas de la teoria de
probabilidad. Es muy probable que se puede extender los resultados aqui obtenidos a
problemas mas generales con grupos de tamano aleatorio, manteniendo la misma estruc-

tura del desarrollo.

Finalmente seria muy valioso poder aplicar este nuevo conocimiento a la resolucion
de problemas practicos en concreto. Desafortunadamente en nuestro pais, los métodos
del analisis secuencial no son ain aplicados a pesar de la optimalidad de sus resultados.
A diferencia de otros paises para los cuales dichos métodos ayudan directamente a la
solucién de problemas en contextos como: analisis clinicos, control de calidad, técnicas

de confiabilidad, pruebas de educacion, economia, finanzas, psicologia, entre otros.
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